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Resumo

Salomao, Marcelo Curzio. Caracterizagdo de Reservatorios pela Utilizagdo da Teoria da
Percolagao Conjugada as Propriedades de Correlagdo Espacial. Campinas: Faculdade
de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 1998, 180p. Tese (Dou-
torado).

A Teoria da Percola¢do é uma ferramenta bastante util na descricdo da capacidade de
fluxo e da comunicagdo interna nos meios porosos. Este trabalho objetivou primordialmente
analisar a influéncia das propriedades de correlagio espacial sobre o fluxo de fluidos em mei-
os porosos. Para isto, foi utilizada a simulagio de processos estocasticos associada a Teoria da
Percolagdo em malhas finitas e aos modelos microscopicos de percolagao por invasao.

Para representar sistemas espacialmente correlacionados, utilizaram-se os processos es-
tocasticos multigaussianos e os campos aleatorios Markovianos. Foram pesquisadas as pro-
priedades de autocorrelagdo presentes nos processos Markovianos, que mostraram-se ligadas
aos seus parametros atrativos, além da aplicabilidade dos modelos de multiplas facies, e da
condicionalizagdo através dos métodos Bayesianos.

Os parametros de correlagao e atragdo afetam fortemente as caracteristicas de conectivi-
dade interna do sistema, dependendo do alcance da correlag@o, do tipo de modelo e da discre-
tizagdo imposta a malha. Os modelos de rede permitiram observar a influéncia da correlagdo

espacial sobre as saturagdes residuais em regimes de fluxo diferenciados.

Palavras Chave

Percolagdo, Autocorrelagdo, Processos Markovianos, Modelos de Rede



Abstract

Salomao, Marcelo Curzio. Reservoir Description by Applying the Percolation Theory associ-
ated to the Properties of Spatial Correlation. Campinas: Faculdade de Engenharia Me-
céanica, Universidade Estadual de Campinas, 1998, 180p. Tese (Doutorado).

The Percolation Theory is helpful to describe flow capacity and internal communication
in porous media. The present work verifies the influence of spatial correlation on percolation
parameters and, as a consequence, on fluids flow. Simulation of stochastic process was ap-
plied in association with the Percolation Theory of finite sized lattices and the invasion per-
colation model.

Gaussian processes and Markovian random fields were used to represent the spatially
correlated systems. This work investigates the autocorrelation function that exists on the
Markovian process, which can be related to its attraction parameters, the application of the
multifacies models, and the conditioning by using Bayesian models.

The spatial correlation and the attraction parameters affects the percolation characteris-
tics, depending on the range of correlation, the model, and the discretization of the system. In

network models, the spatial correlation affects the residual saturation in different flow types.

Key Words

Percolation, Autocorrelation, Markovian Processes, Network Models
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Capitulo 1

Introdugao

A Teoria da Percolagdo, aplicada com bastante freqiiéncia na representagdo das proprie-
dades dos meios heterogéneos ou desordenados, fornece uma base solida para as analises de
caracterizagdo do fluxo no meio poroso, objetivo para o qual ela foi originalmente desenvol-
vida. De uma forma geral, a Teoria da Percolagdo estuda as propriedades de conexdo e con-
ducdo internas de um meio poroso, ligadas as suas caracteristicas geomeétricas e estatisticas;
descreve a morfologia e a capacidade condutiva do meio poroso atraveés das dimensdes e liga-
¢Oes entre seus componentes conexos, sendo capaz de relacionar as caracteristicas estatisticas
deste meio a sua capacidade de comunicagdo interna. Assim, estudar a Teoria da Percolagdo

significa estudar parametros descritivos do fluxo no meio poroso.

Na grande maioria dos estudos em que se aplica a Teoria da Percolagido nao esta inclui-
da a correlagao espacial das variaveis que descrevem as propriedades do meio; esta € a princi-
pal motivagdo deste trabalho, que, assim, tem como objetivo fundamental analisar a sensibili-
dade dos parametros de fluxo e recuperagdo de fluidos aos parametros de variabilidade e con-
tinuidade espacial das variaveis estocasticas. Para isto, utiliza-se a Teoria da Percolagdo e
algumas de suas ramificagdes, capazes de representar o comportamento do fluxo na macro e
na micro-escala. Os principais fundamentos da Teoria da Percolag@o sao discutidos no Capi-
tulo 2. Por meio dela, podera ser verificada a influéncia e a liga¢@o entre os parametros espa-
ciais que caracterizam o meio poroso € as suas caracteristicas de condutividade e conectivida-
de, que sdo determinantes para o comportamento do fluxo dos fluidos. A correlagdo espacial
de uma variavel € um indicativo de sua continuidade e representa a probabilidade de que dois

pontos, situados a uma determinada distincia, tenham o mesmo valor, no caso de uma varia-



vel categorica. A conectividade de um sistema, por sua vez, reflete a probabilidade destes
mesmos pontos ndo so terem o mesmo valor, mas também estarem em comunicagao ou cone-

X430, OU Seja, pertencerem a uUm mesmo componente COnexo.

A caracterizagdo das propriedades fisicas do meio poroso € o ponto de partida para a
predigdo do comportamento do fluxo dos fluidos no subsolo. Esta analise € tanto mais repre-
sentativa quanto melhor for a descrigdo daquelas propriedades; os resultados finais, que cor-
respondem a resposta prevista do reservatorio em termos de produgéo de fluidos, estdo dire-
tamente ligados aos valores obtidos para estas variaveis; como o reservatorio € apenas parci-
almente e muitas vezes escassamente amostrado, devido aos altos custos envolvidos na obten-
¢do das amostras, a caracterizagdo de suas propriedades passa necessariamente por uma anali-
se estatistica envolvendo a estimativa das possiveis imagens da formagdo, culminando em

uma analise de incertezas acerca das respostas esperadas.

Esta caracteriza¢do considera a variavel a ser descrita uma fung@o aleatoria ou processo
estocastico, para o qual sdo admitidas as condigdes de estacionariedade e ergodicidade; estas
condigdes permitem a captagao, através dos valores amostrados, de seus parametros estatisti-
cos de primeira e segunda ordem, que refletem a correlagdo espacial da variavel; subseqiien-
temente, ¢ feita a simulagdo estocastica desta fungio aleatoria, gerando imagens que sao fiéis
a estes parametros de correlagio. Esta ¢ a seqiiéncia basica da simulagdo dos processos multi-

gaussianos ou espacialmente Gaussianos.

Também € corrente representar uma variavel pela aplicagdo de um campo aleatorio
Markoviano e utilizar a correspondéncia com a distribuigdao de Gibbs, para a simulagao, den-
tro de uma seqiiéncia (Markoviana) de variaveis regidas por parametros atrativos, também
caracteristicas de continuidade espacial. Os processos Markovianos e Gaussianos pertencem a
classe dos processos denominados pontuais (pixel-based), que tratam da caracterizagdo da

malha em cada um de seus pontos ou pixels.

Uma outra alternativa de grande aplicabilidade se encontra nos processos Booleanos,
que correspondem a simulagdo de objetos (geradores), que tém probabilidade uniforme de

ocorréncia ao longo do espago, ou seja, uma disposi¢do espacial Poissoniana. Sao classifica-
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dos como processos de objeto (object-based), em oposigdo aos processos pontuais, ja que
usam como base objetos de formato e dimensdes preestabelecidas, como canais e leques tur-
biditicos. Em geral, sao utilizados para uma macro-caracterizagdo do meio e podem ser apli-

cados em conjunc¢do aos processos pontuais, sendo, neste caso, a caracterizagdo denominada

hibrida.

Diversos outros métodos e combinagdes entre eles podem ser utilizados para caracteri-
zar o reservatorio, cada um adequado a uma determinada condigdo, que engloba o sistema
deposicional gerador da rocha, a quantidade e o tipo dos dados disponiveis e o objetivo a que

se destinam as analises.

A simulagao estocastica propicia a geragdo de imagens plausiveis da variavel analisada,
ou seja, imagens que consideram a sua variabilidade espacial; a interpolagdo dos valores
amostrados, mesmo criteriosa, resulta em uma imagem nao plausivel, com tendéncia de sua-
vizagdo em sua variabilidade. Assim, para se obter uma previsdo mais realista do comporta-
mento do reservatorio € imprescindivel a consideragdo das caracteristicas de correlagdo espa-
cial, para a caracterizagdo de suas propriedades e das incertezas ligadas a descri¢do do reser-
vatorio e uma adequada avaliagdo dos riscos envolvidos na sua explotagdo. Os fundamentos
dos processos estocasticos € as bases para a sua simulagdo, com énfase nos processos Gaus-
sianos e nas propriedades da variavel discretizada, denominada indicatriz, sdo apresentados

no Capitulo 3.

As bases para a simulagdo dos processos Markovianos, suas principais propriedades e
suas aplicagdes na caracterizagdo do meio sdo discutidas no Capitulo 4. E dado um destaque
as propriedades espaciais destes processos, relacionando as caracteristicas de atragdo aos pa-
rametros de correlagdo espacial normalmente avaliados somente nos processos Gaussianos.
Além disso, exploram-se os procedimentos de condicionalizagdo que utilizam métodos Baye-
sianos e os processos com multiplas facies, de grande utilidade e flexibilidade na descrigdo de
variaveis categoricas. O grande potencial de utilizag@o destes processos na caracterizagdo dos
meios porosos fez com que eles ganhassem um maior destaque e se tornassem um objeto de

analise mais minuciosa por parte deste trabalho.



O Capitulo 5 trata da analise dos resultados das simulagdes dos processos estocasticos
Gaussianos € Markovianos e dos resultados observados para o comportamento dos parametros
da Teoria da Percolagdo. E analisada a influéncia do alcance da correlagdo, do modelo de
correlagdo e da discretizagdo da malha, sendo possivel obter relagdes empiricas para os para-

metros conectivos dos processos espacialmente correlacionados.

Os Capitulos 6 e 7 visam a complementar a analise da influéncia da correlagao, utili-
zando agora o fluxo em redes porosas, através do modelo de percola¢do por invasdo, que se
constitui numa ramificagao da Teoria da Percolagido. No Capitulo 6 sdo descritos os principais
modelos correntemente utilizados para a simulagdo numeérica do meio poroso em escala mi-
croscopica, dentre eles a percolagdo por invasdao. Também sio apresentados alguns modelos
analiticos, baseados na Teoria da Percolagdo, que permitem estimar algumas propriedades
ligadas ao fluxo, como a permeabilidade relativa e a pressao capilar. Pelo fato destes modelos
nao levarem em conta a estruturagdo das propriedades que comandam o movimento dos flui-
dos, as suas respostas podem apresentar imprecisdes ndo avaliadas. Este € o assunto tratado
no Capitulo 7. Para verificar a sensibilidade do fluxo de fluidos a presenga da correlagdo es-
pacial entre os didmetros de poros e de gargantas de poros, sdo simuladas redes porosas cor-
relacionadas e procedidas simulagdes de fluxo utilizando a percolag@o por invasdo, paralela-
mente se faz uma necessaria adequagao das equagdes analiticas para considerar o efeito da

correlagdo espacial sobre os parametros utilizados nas equagdes.

Em sintese, este trabalho analisa a sensibilidade dos parametros conectivos da Teoria da
Percolagdo aos pardmetros de correlagao espacial dos processos estocasticos, tanto nos pro-
cessos Gaussianos como nos processos Markovianos; aproveita para aprofundar o conheci-
mento acerca das propriedades dos processos Markovianos e sua utilizagdo na caracterizagao
de reservatorios. Por fim, verifica a influéncia destes parametros diretamente sobre as caracte-
risticas ligadas ao fluxo, utilizando a representagdo espacial do meio atraves de redes porosas
espacialmente correlacionadas, seguida da aplicagdo do mecanismo de percolagdo por inva-

sa0.
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Capitulo 2

Teoria da Percolagao

Este capitulo dedica-se a uma leitura objetiva dos principais fundamentos da Teoria da
Percolagdo, destacando-se as questdes ligadas a comunicag@o interna e ao transporte dos flui-
dos nos meios porosos, representados por malhas de dimensdes finitas. Sdo também engloba-
das as analises dos modelos que tratam de variaveis continuas, como a permeabilidade efetiva

e os diametros de poro em redes microscopicas.

2.1 Conceitos

A Teoria da Percolagdo, assim denominada por Broadbent ¢ Hammersley [1] em seu
classico trabalho de 1957, foi criada para descrever a morfologia e a natureza do transporte de
fluidos em meios porosos desordenados. Tem aplicagdo destacada em varios campos da cién-
cia, com a qualidade de fornecer leis universais que descrevem a geometria € as propriedades

gerais do sistema, que engloba o meio e o fluido nele presente.

Fluido e meio tém aqui um significado mais amplo, podendo representar um soluto di-
fundindo-se através de um solvente, uma doenga infectando uma comunidade, um liquido
percorrendo um espago poroso de uma rocha no subsolo. Um aspecto importante dos proces-
sos de percolagdo reside no fato de sua dinamica ser essencialmente governada pelo meio
onde se da o transporte e ndo pelo fluido, como nos processos de difusao; assim ha um forte

destaque para as caracteristicas geométricas e estatisticas deste meio.

Inimeros sdo os estudos que propiciaram inovagdes gradativas a Teoria da Percolagio;

publicagdes revisionais permitiram o agrupamento destes trabalhos e um conseqiiente apro-



fundamento de suas questdes fundamentais. Sdo os casos dos trabalhos de Shante e Kirkpa-
trick [2] de 1971, Essam [3] de 1980, de Stauffer [4] de 1985 e Berkovitz e Balberg [5] de
1993.

Para definir alguns fundamentos, considera-se inicialmente uma malha quadrada, em
que as células sdo condutoras de energia ou s3o isolantes, com uma fragdo p das mesmas sen-
do composta de células condutoras, aleatoriamente dispostas sobre a malha; assim, cada ce-
lula tem probabilidade p de ser condutora e (1-p) de ser isolante, independente de qualquer
outra célula. Em uma malha bidimensional de dimensdes LxL celulas, as locagdes condutoras

sdo aleatoriamente distribuidas, de forma semelhante a apresentada na figura a seguir.

Figura 2.1 — Malhas compostas de células condutoras (em cores) e isolantes (em branco), com

dimensdes LxL, o valor de L sendo respectivamente 50, 100 e 200

Supondo-se que a propagacao de energia se dé apenas entre células condutoras que te-
nham uma aresta comum (ou uma face comum no caso tridimensional), a energia imposta a
uma fronteira podera ou ndo ser transmitida & fronteira oposta; se houver fluxo de energia
entre fronteiras opostas diz-se, por definigdo, que ha percolagdo. Pode-se perceber que quanto
maior a proporgdo de células condutoras, maior a probabilidade de haver percolagdo; além
disso, ela so se d4 acima de uma determinada propor¢do, denominada critica. O modelo que
foi apresentado é o chamado site percolation ou percolagdo de locagéo. Se, no caso acima,
todas as locagdes forem ativas, mas a conexdo entre elas so for efetiva em uma fragdo p das

ligagdes ou bonds ter-se-a um caso bastante analogo, denominado bond percolation ou per-



colagdo de ligagdo. Em certos modelos € interessante estudar um caso misto, onde ndo so as
locagdes condutoras como também as ligagdes entre elas sdo distribuidas aleatoriamente; este
caso € denominado mixed percolation ou percolagdo mista, em que pode ser feita uma analo-

gia com a rede porosa, as locagdes representando os poros e as ligagdes representando as gar-

gantas de poro, da forma descrita por Hammersley e Welsh [6].

Componentes Conexos (Clusters)

Considera-se, por defini¢do, que duas células estdo em conexao direta quando dividirem
uma mesma aresta nos casos bidimensionais (ou uma mesma face nos casos tridimensionais),
ou seja, numa malha retangular cada cé€lula esta em conexdo com quatro pontos, denominados
“vizinhos mais proximos” (nearest neighbor);, da mesma forma, consideram-se duas células
nao vizinhas em comunicag@o ou conexao, quando existir um caminho conexo entre elas, isto
€, quando a partir de uma delas for possivel alcangar a outra através de multiplas ligagdes

entre vizinhos.

Define-se como componente conexo, correntemente chamado de cluster, um conjunto
de células ativas em que todos os elementos estdo em conexao. E possivel observar que, para
pequenas proporgdes, existem clusters de pequenas dimensdes e isolados; mas a medida que
esta proporgao € gradualmente aumentada, os clusters vao se alargando e se ligando, tornan-
do-se maiores e menos numerosos, at€¢ que, para um determinado valor, um cluster passa a
ligar duas faces opostas; a partir deste ponto diz-se que ha percolagio e esta proporgéo limite
¢ denominada proporgao critica de percolagio, p.. Este comportamento pode ser ilustrado na

Figura 2.2, onde os maiores clusters sdo representados pelas cores mais fortes.

O tamanho médio dos componentes conexos formados, (S ) aumenta com O aumento
da proporgdo para valores de p<p,; acima de p,, ha sempre a presenca do cluster percolante,
que incorpora novos clusters a medida que a propor¢ao p aumenta e o parametro (S ) agora

descontando o cluster percolante, decresce. Observa-se a relagdo de poténcia:



(S)e<lp-p.[

onde y € o parametro que regula este comportamento (Figura 2.3), que € descrito em detalhes

na proxima segao.

50% 55%

58%

61%

Figura 2.2 — Componentes Conexos (ou clusters) formados em proporgaes proximas a critica p,



E(S)

Figura 2.3 — Comportamento do Tamanho Médio dos Clusters a varia¢io da proporgio p

Propor¢io Critica e Probabilidade de Percolaciao

A defini¢io formal de p, ¢ rigorosamente feita para malhas infinitas e refere-se ao ponto
de transigdo de fase, a partir do qual se forma um cluster infinito (percolante), pode-se provar
que este cluster infinito que ocorre para p>p, € unico [7]. Para malhas finitas (LxL) verifi-
cam-se condigdes diversas, mas pode-se observar que os resultados obtidos sdo bastante pro-
ximos dos valores teoricos das malhas infinitas, quando os valores de L sdo suficientemente

elevados.

A proporgdo critica (p,) tem um valor fixo para malhas infinitas, isto €, a probabilidade
de haver percolagdo vale 0 para p <p, e 1 para p > p,. Para malhas finitas, a proporgao critica
¢ uma variavel aleatoria cuja média € proxima de p,, e cuja varidncia € tanto menor quanto
maior for o tamanho da malha. Assim, a percolagdo em uma malha finita pode acontecer an-
tes (ou depois) da proporgdo limite estabelecida para as malhas infinitas. Por exemplo, em
uma malha de dimensdes 10x10, um cluster percolante pode ser formado com uma taxa de
ocupagio p de apenas 0,10, apesar do valor estabelecido para as malhas quadradas ser proxi-
mo de 0,59; isto ocorre quando as 10 células ativas estiverem, por um evento raro, posiciona-

das sobre uma mesma fila. Da mesma forma, os valores s3o diferentes se definimos a conexdo
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na dire¢@o vertical ou horizontal. Estas discrepancias se tornam despreziveis para malhas su-

ficientemente grandes.

O valor de p, € extensivamente estudado e seu valor € calculado em fungdo do tipo da
malha (bond ou site), do desenho da malha (retangular, triangular, cubica, etc) e da dimensdo
considerada (1-D, 2-D, 3-D, etc). Embora a teoria da percolagdo ja exista ha quase 40 anos,
poucas sdo as solugdes exatas ja encontradas, mesmo para as malhas mais simples; procedem-
se algumas vezes aproximagdes por séries, mas na grande maioria dos casos os valores sdo
obtidos por simulagdes Monte Carlo em malhas finitas, com estabelecimento estatistico dos
parametros. Alguns valores de p,, obtidos por métodos diversos, para algumas malhas co-

muns, s30 mostrados na tabela abaixo, extraidos de Stauffer [4].

Tabela 2.1 — Proporgdes Criticas de Percolacdo

Malha Site Bond
Quadrada 0,5928 0,5000
Triangular 0,5000 0,3473
Cuabica 0,3116 0,2488

Probabilidade Conectiva e Condutividade

Denomina-se Probabilidade Conectiva P(p) a probabilidade de uma locagao pertencer a
um cluster infinito (ou percolante); representa a proporgao relativa as células do cluster per-
colante. Nas malhas infinitas, seu valor vale zero para as proporg¢des p inferiores a p. € maior
que zero para p>p,, sendo tanto maior quanto mais acima de p, estiver a propor¢ao de células

ativas. Proximo a transigdo, P(p) tem uma relagdo de poténcia com a diferenga (p - p,):

P(p)=0 P<Pp.

. 2.1)
P(p)=(p-p.)" p2p.
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sendo B3, a constante reguladora deste comportamento.
A figura 2.4 ilustra o aspecto geral deste parimetro.

A condutividade efetiva da malha, definida com condig¢des de fluxo nulo nas fronteiras
laterais, também depende do ponto onde se inicia a percolagdo; para p<p, tem valor nulo e

para p>p, € estimada pela equagio:

Ke_ﬂ"(p)zo p<pc

; 22)
K, (p)<(p-p.) p=p,

0.80 —

P(p)

0.40 —

P(p) e K(p)

Kip)

000 — : i , — | .
0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 2.4 — Aspecto geral da Probabilidade Conectiva P(p) e da Condutividade K (p)

O aspecto geral da condutividade efetiva ¢ também mostrado na Figura 2.4. O expoente
t acima € em geral calculado sem grande precisdo, havendo discrepancias entre valores obti-
dos em diversos trabalhos, devendo, por isto, ser aplicado apenas em analises qualitativas. Da

mesma forma que para o calculo de p,, também sdo obtidos os valores de B,y e # para os di-
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versos tipo de malha. Estes expoentes tém valores que se mostram independentes do tamanho
ou do tipo da malha, variando apenas com a dimensdo Euclidiana D, fendmeno comumente

denominado universalidade. Alguns valores destes expoentes extraidos de Stauffer [4] estao

selecionados na tabela abaixo.

Tabela 2.2 — Expoentes Universais

Expoentes D=2 D=3
B, 0,14 0,41
Y 2,39 1,80
t 1,30 2,00

Funcio Conectividade

Define-se como fungdo conectividade g(h) (conectivity function) a probabilidade de du-
as locagdes, separadas por uma distancia A, estarem dentro do mesmo cluster, ou seja, estarem

comunicadas ou conexas.
g(h): P(x1 sz)a ‘x,—x2‘=h (2.3)

Esta fun¢do tem uma qualidade importante, pois € um indicativo da comunica¢o inter-
na do meio poroso, podendo auxiliar na adogo do espagamento entre pogos em malhas de
producdo de petroleo ou de injecdo de agua. Pode também ser utilizada para monitorar a res-
posta dos algoritmos de simulagdo estocastica das propriedades dos reservatorios, como no
trabalho de Alabert e Modet [8]. Estes e outros aspectos deste parametro sdo apresentados

com mais detalhes no Anexo B.

A conectividade vale p para distancia 0 e decresce exponencialmente com a distancia;
para grandes distdncias seu valor é 0 se p<p, ou P(p)’ se p>p,, ja que dois pontos muito dis-

tantes s6 estdo em conexdo se pertencerem ao cluster percolante. O aspecto desta fungado ¢
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ilustrado na Figura 2.5, cujos valores foram calculados experimentalmente para malhas sem

correlagdo espacial.

0.80
a(h) A=16 (EXP)
& p045
060 —f & P
9 p=085

020

0.00

Figura 2.5 — Aspecto geral da Fungio Conectividade g(h)

Dimensdo Fractal

A dimensdo fractal D, é um pardmetro que mede a taxa de crescimento de uma determi-
nada medida (comprimento, area ou volume) em relagdo a dimensdo Euclidiana. A area de
uma figura compacta, por exemplo, cresce proporcionalmente ao quadrado da dimensdo uni-
taria L e, assim, o parametro regulador deste crescimento vale 2; para figuras vazadas, esta
taxa ja ndo é mais valida, ou seja, a area ocupada da figura ndo cresce proporcionalmente a
% Observando a figura abaixo, um exemplo classico chamado tapete de Sierpinski, pode-se

entender melhor este conceito.
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Figura 2.6 — Construcio do tapete de Sierpinski

Pela lei de formagdo desta figura, ao se multiplicar a dimensdo por 3, a quantidade de
células ocupadas ¢ multiplicada por 8. No quarto estagio de formagdo, a figura se apresenta

COmo a seguir:

Figura 2.7 —Tapete de Sierpinski no quarto estagio de construcio
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Neste exemplo, a quantidade de células condutoras (em vermelho), convencionalmente

denominada de massa M(L), ndo cresce proporcionalmente a L* , mas proporcionalmente a
LY e a densidade d(L)= M(L)/L? ndo é constante:

M(L)= KL™

MQBL)=K@BL)™

Mas, pela lei de formagdo, tem-se:

MBL)=8-M(L)

Igualando as duas equagdes anteriores tem-se:

8-M(L)=KL™ -3

e a dimensao fractal pode ser calculada:

D, =188
In3

Observa-se que a dimensdo fractal tem uma relagio direta com a lei de formagao. A

densidade € calculada por:

d(L)=KL""

e decresce com o aumento de L. Assim, o comportamento fractal pode ser identificado pela
medicdo da densidade para valores de L variavel, tragados em um grafico logaritmico; o que

consiste no método mais comum de medigdo da dimensao fractal D,
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No exemplo acima, a densidade d() da figura se reduz indefinidamente com o aumento
de L; em alguns casos, ela decresce até um certo ponto, a partir do qual se torna constante.
Sera mostrado que o cluster percolante das malhas finitas apresenta uma dimensao fractal
fixa, para tamanhos de malha inferiores a um determinado limite; a partir deste ponto, ele

passa a ter comportamento homogéneo.

2.2 Descri¢ao do Comportamento dos Parametros da Teoria da Percola¢io

E objetivo desta segdo destacar as principais relagdes que descrevem o comportamento
dos parametros anteriormente definidos. Os problemas ligados a Teoria da Percolagdo possu-
em em alguns casos solugdes exatas, em outros solugdes aproximadas por expansdes em S€ri-
es e na maioria das vezes equagdes obtidas com o auxilio de simulagdes Monte Carlo em
malhas finitas. No caso especifico unidimensional, a obtengdo exata de algumas relagdes pode
facilitar o entendimento de questdes essenciais e permitir a extrapolagdo para casos mais

complexos.

Supondo inicialmente uma malha unidimensional com ocupagdo aleatoria, na qual a
ocorréncia ou ndo de um determinado evento se dé com probabilidade p, pode-se estimar a
probabilidade de formagdo de um cluster de tamanho fixo: por exemplo, para um cluster de
trés células, a probabilidade de trés resultados positivos ladeados por dois negativos (para

definir o cluster) é calculada, pela teoria das probabilidades em eventos independentes, por:

m=p*-0-pY
Generalizando para qualquer tamanho de cluster S:

ng=p°-(-p) 24)
A proporgdo critica de percola¢do para este caso € p,=1, pois sO ocorrera percolag@o se

todos os pontos estiverem ocupados. Estendendo as analises aos demais casos, pode-se calcu-

lar, por ponderagdo, a probabilidade w, de um ponto ocupado pertencer a um cluster de tama-

nho § por:
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Wy B = 8 (2.5)

Na equacdo anterior, o numerador representa a probabilidade de um ponto pertencer a
um cluster de tamanho §, enquanto o denominador € a probabilidade de um ponto pertencer a

um cluster qualquer (que vale p).

O valor esperado para o tamanho dos clusters £(S) (que tem como estimativa o tamanho

medio observado dos clusters (S )) pode ser obtido pela ponderag@o dos tamanhos através das

suas probabilidades. Assim:

nS‘

BS)= T ws 5= 2 ;g 2.6)

A partir de alguns casos simplificados, como o unidimensional, discutidos em Stau-

ffer[4] € postulada a seguinte lei, valida para os clusters de grandes dimensdes:

ng(p)oc S -exp[-c(p)- S] 2.7

(2.8)

e(p)<|p-p./
sendo T e o, constantes universais.
Proximo a p, , ¢(p) tende a zero e:
ng(p)oc S (2.9)
Deve-se observar que so os clusters com um valor de S menor que 1/c (o que faz o ter-

mo exponencial se anular) contribuem efetivamente para a média acima e tém ( ngo S ) de

forma semelhante as proporgdes proximas a p,. Clusters com $>>1/c sdo raros (ny~0) e ndo
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mais dominados pelo comportamento em p_. Assim S.=1/c representa um tamanho limite
(denominado de crossover) entre clusters criticos (5<S,) e ndo criticos (5>S,). Proximo a p_,
S, fica proximo de infinito e todos os clusters tém comportamento critico.
Dimensdes do cluster percolante

O cluster percolante de uma malha finita € aquele que conecta duas faces opostas desta

malha, sendo comumente denominado de cluster infinito, por ter analogia com o cluster per-

colante das redes infinitas. Abaixo da proporgao critica € valida a relagao:
Yng(p)-S=p (2.10)
s

Acima de p,, € valida a mesma equagdo, apenas acrescendo o tamanho do cluster per-

colante, tornando:
P(p)+Y.ns(p)-S=p 2.11)

A proporgdo critica p, ¢ a maxima proporgao em que ainda ndo se formou o cluster per-

colante, e tem-se neste ponto:
0+Zn3(pc)'5 = p{:
5

Igualando-se as duas ultimas equagoes anteriores, faz-se:

P(p}+ Y ns(p) S-p ~Znslp )5,

P(p)= Z[?IS(pc)—nS(p)]-S+p—pc

8
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Substituindo-se a equagdo (2.7) relativa ao numero de clusters #,, obtém-se:

P(p)= > S -1-exp(~c(p)-S)] (2.12)

8

Estendendo-se o somatorio acima a uma integral tem-se:
(o) [ [i-expl-c-) s
P(p)o c_[ S* exp(-cS)dS

Criando-se a variavel auxiliar m=c.s tranforma-se a integral em:
P(p)occ? Im“ exp(—m)-dm

A integral acima pode ser representada pela fun¢io gama, resultando em:
P(p)c T (3-)
P(p)occ?

Substituindo-se a equagao (2.8) , vem:

P(p)= (p-p.)e. (2.13)

Definindo-se:

B, = (2.14)

tem-se:
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P(p)x(p-p.)” 2.15)

Este resultado mostra a forma como o cluster infinito tende a zero ao se decrescer a
propor¢do acima do ponto critico, além de definir o pardmetro 3, em relagdo aos parametros

controladores do numero de clusters.
Tamanho esperado dos clusters
Procedendo-se em uma seqiiéncia semelhante a anterior, substitui-se a equagdo (2.7)

relativa ao numero de clusters n, agora na equagdo da esperanga do tamanho dos clusters

(2.6):

E(S) e _[SH exp(-cS)- dS
E(S) o c*'S_.'m':‘t exp(—m)-dm

E(S)x=c"T(3-1)

E(S)<|p-p.| = (2.16)
Definindo-se:
i = (2.17)
o

tem-se:
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E(S)x|p-p,.|” (2.18)

O valor de 1 € proximo de 2, o que faz o parametro anterior proximo do valor 1/, equi-

valente ao tamanho de “crossover” S, definido apos a equagio (2.9).
Os dois expoentes 3, e v das equagdes anteriores podem ser extraidos da contagem e

medicdo dos clusters e do calculo de momentos de primeira e segunda ordem do tamanho dos

mesmos; 0 momento de ordem k da variavel S pode ser expresso por:

M,(p)=> 8" -ng (2.19)

S

Substituindo-se novamente a equagio (2.7) vem:

M, (p)e Y 8" -exp(-cS) (2.20)

hy

M, (p)x JSH exp(—cS)-dS

M, (p)e ct"]"""[m‘“T exp(~m)-dm=c""*T (k+1-1)

M, (p)x e < (p-p,) o,

M, (p)x (p—p, )Pt (2.21)

fazendo 4=1, obtém-se:

M: (p)oc (.P_'pc)ﬁu

e fazendo A=2, chega-se a:
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M,(p)<(p-p.)"
Os expoentes apresentados acima dependem apenas da dimensdo Euclidiana, pelo que
sao chamados expoentes universais. Alguns destes expoentes podem ser observados na Tabela
2.2

Funcio Conectividade e Comprimento Conectivo

Define-se como funcao conectividade g(h) a probabilidade de que dois pontos distantes

h, pertengam ao mesmo cluster.

g(h):P(xl Hx:): |x1 _lezh (2.22)

A soma de g(h) ao longo de todos os clusters fornece o tamanho meédio dos clusters.

02
n,-S

4

(2.23)

gg(h)z E(S)= ;

p-Y8(h)=Y ng-8’ (224)

A fungdo conectividade diminui exponencialmente com o aumento de 4; ela vale p para
h igual a O (probabilidade de um ponto ser ativo) e se estabiliza em zero quando p< p_, ou em

P(p)’ para p>p, (dois pontos mais distantes sO estdo em conexdo se ambos pertencerem ao

cluster infinito).

Define-se como comprimento conectivo & a distancia # média entre dois pontos que

pertengam ao mesmo cluster:



> ' glh)
- "ZW (2.25)

-

&

O comprimento conectivo € o raio dos clusters que fornecem a maior contribui¢do ao
tamanho médio (segundo momento) proximo a p.. O calculo de £ pode também ser obtido

pela integral da fung¢@o conectividade:

4, - [ glb)an (2.26)

i, ST

£4

g = |0 (2.27)
T

A hipotese fundamental da analise escalar, a ser discutida no proximo item, supde a di-

vergéncia de £ descrita por:

-V

E(p)<|p-p.

(2.28)

Sendo esta variavel uma medida das dimensdes dos clusters, a medida que a proporgao
aumenta, seu valor crescera, tendendo para infinito ao se aproximar de p,. Resultados numéri-
cos fornecem para as malhas bidimensionais valores de v proximos a 4/3. O seu perfil de
crescimento proximo a proporg¢ao critica ¢ semelhante ao do tamanho médio dos componentes

conexos, ja apresentado na Figura 2.3.

Assim, da mesma forma que, pela Equagdo (2.8), S; = //c o |p - pc|"™ ¢ o tamanho
limite superior (“crossover”) para a contribui¢io ao nimero de clusters, abaixo do qual os
clusters se comportam como na transigao, & € o raio dos clusters que mais contribuem para o

valor do segundo momento. Assumindo a relag@o:
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_— _D_{ -\ (229)

sendo D, a dimensdo fractal, tem-se:

“J

S, <|p-p. (2.30)

S, <|p-p|”" 2.31)
Substituindo a Equagao (2.28) vem:

§, =k (2.32)

Para dimensdes de cluster muito inferiores ao valor de £ , sua existéncia € ignorada, € o
comportamento se da como se £ fosse infinito (como em p,). Deste modo, os maiores clus-
ters, que ocorrem em proporgdes p proximas a p,, apresentam a mesma dimensao fractal que

o cluster infinito em p_, desde que A<E.

As equagdes que descrevem a fungdo conectividade reforcam as analises anteriores: de
acordo com Grimmett [9], a fung@o conectividade e o comprimento conectivo se relacionam

atraves das equagoes:

exp(—hﬂ‘,) pP£PD,
glh)= (2.33)

2P,

h v p:pc

Desta forma, destaca-se novamente o comportamento limite para & ; o significado fisico
de £ pode ser percebido na medida em que so para comprimentos de escala muito superiores
a £ o cluster percolante é macroscopicamente homogéneo, sendo validas as equagdes que des-

crevem o transporte dos fluidos, como exemplo a lei de Darcy. Para comprimentos menores
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que & os clusters possuem um comportamento auto-similar, identificado pela dimensao frac-

tal. Este assunto € detalhado na segio a seguir.

2.3 Comportamento na Transi¢do e Escala do Processo

A medida que se aumenta a concentragio p, aumentam-se as dimensdes dos compo-
nentes conexos, até uma proporg¢io limite p, no qual o maior deles se torna percolante. Neste
limite, o comprimento conectivo £ diverge de acordo com a equagdo (2.28) , apresentando
valor infinito e todos os clusters possuem r<&, apresentando comportamento auto-similar ou
fractal: se for medida a massa M(L) do cluster infinito (numero de células ativas no cluster)
em quadrados de tamanho crescente a partir do centro, podera ser observado que o cresci-

mento de M(L) ndo se da segundo L°, mas:

M(L)oc L' = [P (2.34)

O valor de D~=1,89 pode ser observado no experimento de Kapitulnik et al [11] descrito

a frente.

A densidade d(I) = M(L)/L’ sera:

dl)ee B = L5 (2.35)

Tem-se comportamento semelhante por parte dos clusters proximos a p,, quando & ¢ fi-

nito mas muito grande, permanecendo maior que L.
Por outro lado, acima de p_, em pontos onde L>, o cluster infinito deixa de ter com-

portamento fractal e passa a variar proporcionalmente a L’ (ou L” para casos D-

dimensionais). Mais precisamente a massa do cluster percolante pode ser calculada por:

M(L)=P(p)-L* (2.36)
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Considerando-se por hipotese /=&, seriam validas as duas condigdes e:
M(L)=P,.L" =const-L" (2.37)

sendo

L=t =(p-p.)"

P(p)=(p-p.)

tendo-se entao:

(p-p.) (p-p.)" <(p-p.)"™" (2.38)

e assim:
B=v(D-D,) (2.39)

Este comportamento fractal dos clusters pode ser percebido quando se observa o for-
mato dos clusters: aproximando-se de p, aumentam-se os espagos vazios de forma similar em
praticamente todos os clusters, caracterizando o comportamento fractal; quando p>>p,_ (L>£)

os clusters mostram-se mais homogéneos e com poucos espagos vazios.

Experimento efetuado por Kapitulnik et al [11] resultou em uma maneira engenhosa de
observar o comportamento fractal que se da para L<E, seguido pelo comportamento unifor-
me, a partir de L>£, além de propiciar a analise de quest3es ligadas a escala do fenémeno. Por

este procedimento tomam-se valores de p um pouco acima de p. e observa-se o comporta-



mento do cluster percolante para varios valores de L, em quadrados tomados a partir do cen-
tro da malha. Ja que para p> p, tem-se que & ¢ finito, d() caira de acordo com L'’ para
L<E; a partir de L>€, d(I) sera igual a P(p). A Figura 2.8 a seguir (extraida do proprio arti-

g0) mostra este comportamento para dois valores fixos de (p-p,).

w—p=pe= 193

"—p-p =0012

DAS[

SAMFLE EDGE

sl

05 . L A L]

Figura 2.8- Densidade de ocupacio do cluster percolante para duas proporg¢des ligeiramente

superiores a p,. A figura foi extraida da referéncia [11]

Pode-se notar, por esta figura, que quanto mais proximo p estiver de p. maior sera £ e
mais tarde d(L) se estabiliza, e ainda num patamar inferior. Para p=p_ haveria um comporta-

mento sempre decrescente (§=c0).

Vale aqui chamar a atengdo para o comportamento novamente decrescente de d() apos
a estabilizagdo (fase III): ele € justificado pelos chamados efeitos de fronteira, que ocorrem

nas malhas finitas, pois ao limitarmos a dimensdo da malha, existirdo proximo a fronteira
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clusters que seriam considerados isolados do cluster infinito, mas que estariam a ele ligado se

a malha fosse infinita. E por esta razdo a redugio de d(1) se mostra de forma marcante.
Ja que a densidade do cluster se torna constante para L > £, pode-se por hipotese agru-
par a malha em blocos de tamanho Ex (£” para ser menos restrito). Neste caso haveria uma

quantidade (L)’ ou (L/%)” de blocos. Dentro de cada bloco a massa tem comportamento

fractal e se comportaria como:

M(L)=¢"

M(LE)=E™ [%) (2.40)

M(LE)=LP £ (2.41)
Assim, para p>p, tem-se:
M(LE)x LP (p—p, )PP (2.42)

M(LE)x L” (p-p,)* = P(p)L° (2.43)
e o cluster infinito passa a ter densidade constante.

Resumidamente pode-se dizer que os clusters sdo auto-similares para L<E, similaridade
esta quebrada para L>§. No ponto critico todos os clusters sdo auto-similares. Voltando-se as

Equagdes basicas (2.36) e (2.42) tem-se:

r»  pl L<§
M(L,E_,)(I {LDJ éD_,r"D p/ L >é (244)
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) BB _ g% ml L&
d(L,Q)OC{L =L, ¥ s (2.45)

Assim, observa-se que o cluster maximo se mostra variando em fungao de L para

L<E e em fungdo de (p-pc)® ou &P para L>E.

Vale destacar novamente que o comportamento de P(p) proporcional a (p-pc)™ repre-
senta o comportamento homogéneo do cluster percolante, mas so passa a valer para L>£. An-
tes disto, a densidade tem comportamento auto-similar. Sera visto a seguir que este fenomeno
se da para diversos parametros, estando incluida a condutividade efetiva K,; que € proporcio-

nal a (p-pc) mas somente a partir de L>£; abaixo deste valor a variavel é auto-similar em L.

De uma forma mais ampla pode-se assumir:

i %  pI L<E

PLE)=E" fLfe)= {é o> By

2.46
v pj L)é ( )

Esta equagdo € também valida para £(S) o (p-pc)’ , apresentado na Equagdo (2.18) e
pode ser estendida para qualquer quantidade J que varie segundo (p-pc)*, como por exemplo
a permeabilidade ao fluxo (K ;o (p-p.)") a ser discutida na segdo 2.5. Assim, de uma forma

geral:

Df"D_,L% pr L£E

L
/ 2.47
e® X p/ Lt e

V(L.é)=é“ﬁ(£/é)x{

ou

V(L8)=(p-p.) S| (p-p )L | @49
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Uma maneira interessante de contemplar o problema € dada por Oliveira [10], em ter-
mos de fator de escala. Imagine-se que uma determinada malha seja vista por uma lente de

aumento e suas dimensdes sejam duplicadas; neste caso, as dimensdes dos clusters e o com-

primento conectivo (§) serdo duplicados, fazendo valer:

& :(P _pc)_\l

&= -p.)

Para que o sistema ampliado seja equivalente ao original tem-se:

E.»z :2'&»1

(o -p.)=(p-p.)- /2y % (2.49)
equagdo que permite o calculo da nova proporgdo p’ do sistema equivalente.

Da mesma forma, se forem as dimensdes reduzidas a metade a proporgdo do sistema
equivalente sera aumentada segundo o fator 27", Estas alteragdes de escala sdo a base da
transformacgdo denominada renormalizacao desenvolvida por Wilson [12], a qual permite o

calculo de propriedades equivalentes em escalas superiores.

2.4 Probabilidade de Percolac¢ao

As equagdes escalares mostradas anteriormente para uma variavel qualquer V(L, £ ) sdo
agora estendidas para a probabilidade de percolagdo em uma malha de tamanho S, variavel

definida como n(p).
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Por definigdo, para sistemas com dimensdes infinitas, abaixo de p, ndo ha percolagdo e
ndo se forma o cluster infinito, mas acima de p, sempre ocorre percolagio. Deste modo, para

sistemas infinitos, a probabilidade n(p) de haver percolagdo vale zero para p<p, e vale 100%

para p>p..

Para sistemas finitos, esta fun¢do ndo funciona exatamente assim: utilizando como
exemplo o caso unidimensional (p,=1), em redes com por exemplo p=0,9, cada ponto tem
probabilidade p=0,9 de ser ativo, sendo a probabilidade de todos os pontos serem ativos mai-
or que zero; neste caso 1(0,9) = 0,9"; seria pois um evento raro, de probabilidade baixa, mas
maior que zero. Num exemplo ainda mais simples, uma malha quadrada (p, =0,5927) de ta-
manho 10x10 pode formar um cluster percolante, com p=0,10, se as 10 células ocupadas esti-

verem alinhadas.

A proporgdo critica neste caso deixa de ser um valor fixo e passa a ser uma variavel ale-
atoria; o valor esperado para a proporgdo critica £(p,) € proximo de p_, mas a varidncia sera
tanto menor quanto maior for o tamanho NxN da malha, tendendo para zero quando N tender

para infinito, de acordo com a propria defini¢do de p..

Malha LxL |

L=20 |
L=40
L=80

o |_=inf,

Prob(Pc)
i
na
[=]
Prob{Pc)
|

| | ' | 4 | g | ! ! | J | ' | ' | !
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Pc Pc
Figura 2.9 — Probabilidade de Percolagio em funcfio do tamanho da malha; a esquerda a fun-

¢do de distribuicdo de probabilidade e a direita a probabilidade acumulada.
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O calculo da probabilidade de percolagdo em malhas de pequeno porte pode ser feito
através do calculo das probabilidades, fazendo a contagem das possiveis configuragdes per-
colantes. Como exemplo tem-se o esquema a seguir (Figura 2.10), composto de uma malha

2x2, muito usado ao se fazer transferéncia de escala pela renormalizagdo.

(1x) !

(4 p*(1-p)

29 p*(i-p)

@9 p*1-p)

@) pX(1-p)?

@x pQ-p)

(10 (-p)

Figura 2.10 — Probabilidade de Percolacfio de cada uma das configuragges possiveis em uma

malha de tamanho 2x2

Deve-se observar que a fungdo m(p) representa a probabilidade de percolagdo acumula-
da, ja que se a percolagdo se da em p, ela também se dara em p+Ap, para Ap positivo; pode-se
aqui fazer uma analogia com uma variavel indicatriz definida por cortes crescentes, na qual a
partir de um corte em z=z, em que houve percolagdo, todos os cortes em z>z, também forne-

cerdo malhas percolantes.



A derivada dmn/dp representada na mesma figura fornece a probabilidade de haver per-
colagdo ao passarmos de p para p+dp. Pela mesma analogia anterior, esta derivada funciona
como uma fung¢@o distribuigdo de probabilidade para a ocorréncia da percolagdo exatamente

na propor¢ao p.

Voltando agora ao conceito de escala, quantidades que variam segundo (p-pc) podem

ser expressas de acordo com a Equagao (2.48) por:

r(LE)=(p-p.) 1| (- pI* |

Para o caso da variavel n(p), para que ocorra n(p)=1 para todo p>pc nas malhas infini-

tas deve-se ter obrigatoriamente x=0. Deste modo:

x(p)=0| (p-p. )" | (2.50)

A fungdo escalar n(p) varia de 0 a 1 quando o argumento varia de -0 (bem abaixo de

p.) a+oo (bem acima de p_). Sua derivada vale:
dfiip):L%@ .: [(p#pc)Ll/;} 2.51)

Para L—o esta fungdo se aproxima da fungdo delta de Dirac. Sua integral

j%dp =7(1)-m(0) vale 1, como era de se esperar para uma distribuigdo de probabilidade.

A esperanga de p, pode ser calculada por:
dn
E(p.)=| x g (2.52)

Combinando estas duas ultimas equagdes obtém-se:
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p. —E(p,)c L (2.53)

Define-se ainda o desvio padrao ¢ da distribuigdo como:
dn
2
o’ =[(p-pu) s (2.54)

Combinando novamente as equagdes anteriores € obtido:

g

cocL? (2.55)

resultando ainda em:

p.—Ep,)xo (2.56)

Uma estimativa de E(p,) pode ser extraida pela obtengao de valores de p, para varias re-

alizagdes, seguida da extragdo de sua média (p, ).

Com as Equagdes (2.53), (2.55) e (2.56) podem-se obter estimativas de p, e v; utilizan-
do-se simulagdes Monte Carlo em malhas finitas, variando o valor de L € medindo os valores
de p,, obtendo suas médias e desvios padrdes. Isto sera efetuado no Capitulo 5, nao so nas

malhas aleatorias, mas também nas correlacionadas.

2.5 Condutividade

A comunicag¢io interna no meio poroso € relacionada as caracteristicas dos clusters
formados e a capacidade de fluxo deste meio esta relacionada as dimensdes do cluster perco-
lante, que propicia a passagem dos fluidos ao longo da sua extensdo. Abaixo de p,, pela nao
formagao do cluster percolante, a condutividade entre duas fronteiras opostas ¢ nula; acima de

p. poderia-se esperar que a condutividade se comportasse como P(p), ou seja, uma relagdo de



poténcia em 3,, com (p- p,). S6 que ndo € exatamente assim: conforme verificado por Last e
Thouless[13], o crescimento da condutividade K, ,(p) se da bem mais suavemente, com uma
relagdo de poténcia menor do que B,. Isto se explica pelo fato de, proximo a p,, o cluster per-
colante ser bastante limitado e a comunicagdo se dar através de caminhos tortuosos, que atu-
am contra a capacidade de fluxo; no mesmo sentido o crescimento do tamanho do cluster ndao
¢ acompanhado por um crescimento na condutividade devido a formagdo de pontos de fuga
ou dead ends, que ndo tém atuagio efetiva na condugéo do fluido ao longo do meio. Foi obti-

da ainda a relagdo empirica:

K, (p)<(p-p.) (2.57)

O comportamento agora descrito pode ser visualizado na ja apresentada figura 2.4, que
mostra a condutividade K,; associada a probabilidade conectiva P(p). O expoente # foi esti-
mado em diversos trabalhos dentre os quais citam-se os artigos de Kirkpatrick [14], de Ber-
nasconi [15], de Normand et al [16] e de Alexander e Orbach [17]; estes tltimos obtiveram-

no com base na denominada “dimenséo fracton” d. do sistema:

=Y Kol (2.58)

Ap6s calcular numericamente varios valores do parametro dj para diversas malhas, foi
obtido um numero aproximadamente constante, igual a 4/3, independente at¢ da dimensdo
Euclidiana do sistema; adotando esta conjectura como correta e utilizando os parametros de

Stauffer [4] para malhas retangulares em duas e trés dimensdes sdo obtidos os valores:

1=1,264 p/ D=2
t=1,995 p/ D=3

Por ser uma variavel com comportamento ligado a (p-p,) € possivel descrever seu com-

portamento de acordo com a equagdo desenvolvida no item anterior:



Kgol” p/Lxk

RI* (2.59)
Ko« p/L>E

(p-p.)

Desta forma, a permeabilidade (do cluster percolante) tem um comportamento fractal
abaixo de &, so se estabilizando a partir de L>E. E, pois, possivel estender a permeabilidade
efetiva o experimento de Kapitulnik et al [11] (descrito na se¢do 2.3 e realizado para descre-

ver a densidade do cluster percolante) para obter experimentalmente o parametro 7.

De uma forma analoga, Deutsch [18] calcula o pardmetro acima em um reservatorio
composto por apenas 2 tipos de rocha: arenito e folhelho impermeavel. Para isto, os depositos
de folhelho de tamanho fixo sdo posicionados aleatoriamente sobre a malha em um modelo
do tipo Booleano, os corpos argilosos sendo os objetos basicos. Em seguida ¢ imposto um
fluxo monofasico estacionario e a permeabilidade efetiva € calculada atraveés da equagdo de

Darcy, possibilitando estimar a relagdo de poténcia entre K, € (p-p,).

2.6 Modelos Continuos

As principais aplicagdes da Teoria da Percolagdo se referem aos processos discretos e
binarios. Porém, uma forma intuitiva de aplicagdo aos processos continuos reside na utiliza-
¢do conjugada da teoria da percolac@o e dos modelos de fluxo em redes de poros e gargantas
(modelos de rede ou “network models”). Neste caso, a propor¢do ativa € definida pela pressao
capilar, que limita a entrada de fluido pelos respectivos didmetros de entrada . Este assunto €
tratado nos Capitulos 6 e 7, visando destacadamente ao estudo da sensibilidade das proprieda-

des do fluxo a correlagdo espacial entre os didmetros porosos.

Uma outra aplica¢do da Teoria da Percolag@o aos processos continuos foi desenvolvida
por Silliman e Wright [19], utilizando como variavel a permeabilidade ao fluxo: supondo os
valores de permeabilidade absoluta ou condutividade K discretizados ao longo da malha, s3o
dados cortes sucessivos em K, com K,>K,>...K, de modo que os valores inferiores a K tor-
nam-se nulos e os valores superiores a K; unitarios; define-se K;;, como o primeiro valor de K

(ou o maior valor de K) que propicia a formagdo de um cluster percolante:
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Prob(K > K, )=1-p, (2.60)

Como a proporgdo em que se da a percolagdo p, € conhecida para as malhas mais co-

muns, pode-se estimar K, a partir do conhecimento da distribui¢do de probabilidade de K.

Os autores tentaram estabelecer relagdes entre este parametro limite e a permeabilidade
efetiva da malha. Estes experimentos sdo discutidos no Capitulo 5, com destaque para as ana-

lises dos processos espacialmente correlacionados.



38

Capitulo 3

Processos Estocasticos Gaussianos

Sdo discutidos neste capitulo os principais fundamentos dos processos estocasticos, com
énfase nas relagdes e propriedades dos processos Gaussianos, as quais terdo grande importan-
cia nas aplicagdes dos capitulos seguintes. Destacam-se as propriedades da funcédo indicatriz,
a utilizagao do dominio de correlag@o (infegral range) e a aplicagdo da simulag@o estocastica,
cujo entendimento se faz necessario para a estimativa dos parametros da Teoria da Percolagido

em malhas finitas espacialmente correlacionadas.

3.1 Processos Estocasticos

Considerando uma amostra { que represente os resultados aleatorios de um determina-
do experimento ou medida, a colegdo de todas as amostras { € chamado espago amostral do
experimento; ele € o conjunto que engloba todas as realizagdes ou imagens possiveis para
aquele experimento, como por exemplo a medi¢do ou caracterizagdo de uma determinada

propriedade ao longo das dimensdes espaciais.

O conjunto dos valores de uma variavel, definida em um determinado ponto x, repre-
senta uma variavel aleatoria Z(C). Para os valores da variavel ao longo de uma seqiiéncia de

pontos x tem-se um uma seqiiéncia espacial de variaveis aleatorias; o conjunto das seqiiéncias
possiveis ¢ denominado fungo aleatoria ou processo estocastico Z = Z(x,( ). Em cada reali-

zagdo (. da propriedade, cada ponto x deste espago assume um valor possivel Z = Z(x,( ).

O espago amostral, agora representado pela fun¢do amostral, e suas respectivas fungdes

de distribui¢do de probabilidade, representam o chamado processo aleatorio ou processo esto-
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castico. Na notagdo que o representa Z (x,C) ¢ comum omitir { e utilizar Z (x) A figura

abaixo ilustra esse conceito para o caso unidimensional, sendo intuitiva a sua extensdo aos

casos bi e tridimensionais.

: ' L_{
Z1(X_) ' W
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]\ 1\,"‘/\/‘[/\ /\/\ /\’\v M_ N M
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Figura 3.1 — Trés amostras de um Processo Estocastico unidimensional

Alguns processos podem ser analiticamente descritos e ainda assim serem aleatorios.

Por exemplo, uma senoide nao seria, aparentemente, um processo estocastico, mas se a fase 6

, que indica o ponto de inicio da oscilagdo, for uma variavel aleatoria tem-se:

Z(x)=A4-cos(Kx +0)

sendo O uma variavel aleatoria, a amplitude 4 a distancia entre os valores maximo e minimo

da variavel Z(x) e K uma constante que define o periodo:



0 1/2n p/

0 p/ 6<0

Este processo tera o aspecto como representado pela figura abaixo:

0<B <21
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Figura 3.2 — Processo Estocastico de amostras idénticas mas defasadas
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Observa-se que os perfis acima sdo idénticos, apenas defasados. Se 4 for também uma

variavel aleatoria, sera observado um aspecto como abaixo:

\ JN S FN SN
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f ' "
Zo(%)— : . T T
‘\. \ 19 ,.’l VX
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Za(X) e e s "T“‘“K\_

Figura 3.3 — Processo Estocastico cujas amostras diferem-se em fase e amplitude
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A maioria dos processos existentes na natureza ndo sao facilmente descritos de forma
analitica e a medig@o e analise de suas propriedades estatisticas s3o a maneira utilizada para se
conhecer mais profundamente o processo. Estas medi¢des sdo aplicadas, na maioria das ve-
zes, sobre uma U(nica realizagdo do processo; a caracterizagdo e a simulagdo deste processo
com base nos dados de uma so amostra exigem uma série de condigdes que serdo discutidas a

Seguir.

Descriciio dos processos

Considere-se o processo da Figura 3.1, representado por Z(x): Z (x,C ) No ponto
x = x, o valor da propriedade, por exemplo a espessura de uma formag@o, € representado por
uma colegdo de valores Z (x, L ), sendo C =C,,C,, -+, cada valor obtido em uma realizagio
do processo. Estes valores Z (x]) tomados num mesmo ponto ao longo do espago amostral, ou
seja, ao longo das realizagdes, compdem uma variavel aleatoria. Assim, tem-se em cada ponto
x =x,, X, ... uma variavel aleatoria Z(x) cujas caracteristicas estatisticas de primeira e segun-

da ordem serdo avaliadas.

Uma estatistica de primeira ordem representa a descri¢do individual de cada uma das
variaveis aleatorias Z(x, ), Z (.lnc2 )--- em termos de sua distribuigdo de probabilidade, enquanto
uma estatistica de enésima ordem descreve a distribuigdo de probabilidade conjunta de » vari-

aveis Z(x).

As estatisticas de primeira ordem comumente utilizadas s3o a esperanca e a variancia da
distribuigdo. Ja para a segunda ordem utiliza-se com freqiiéncia a fun¢do de autocorrelagao,
que tem uma equivaléncia ao semivariograma € a autocovariancia, embora as trés fungdes

tenham defini¢oes distintas.

As estatisticas de primeira ordem, isoladamente, ndo s@o capazes de descrever adequa-
damente um processo estocastico, pois os valores das variaveis em pontos distintos, por

exemplo Z(x,) e Z(x,) , de uma mesma realizagio, em geral, ndo sdo independentes, o que
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torna imprescindivel o estudo da relag@o (ou co-relagdo) entre as diversas variaveis aleatorias

Z(x) do processo.

Quando as relagdes entre duas variaveis sao estudadas na estatistica classica, € corrente
a utilizagdo dos conceitos de correlagdo e covariancia. Como neste caso as variaveis estudadas
nao sdo distintas, mas a mesma variavel em pontos distintos, estes pardmetros sao denomina-

dos autocorrelagdo e autocovariancia, com defini¢do idéntica a original.

A fungdo de autocorrelago ¢ o valor esperado do produto de duas variaveis Z, = Z(x, )

e Z,=2Z(x,):

Rx,x,)=BZ /Z,) (3.1)
Analogamente, define-se a autocovariancia, que € a autocorrelagio centrada na media

C, (v, x)=E{z, - Bz, |2, - EZ.)] (32)

€ 0 semivariograma

vz(xl.x:)%-ﬁ[(zl—zz)?] (33)

Estas estatisticas de segunda ordem enriquecem substancialmente o conhecimento acer-
ca do processo, embora ndo sejam suficientes para um conhecimento completo e uma repro-
ducao perfeita de suas caracteristicas. As relagdes analiticas entre as variaveis anteriores serao

discutidas mais a frente para os processos estacionarios.

Estacionariedade e Ergodicidade

Ao serem revistos os dois processos exemplificados anteriormente (Figuras 3.2 € 3.3)
percebe-se um comportamento diferenciado das estatisticas de primeira ordem em posigdes

diferentes. No primeiro caso (Figura 3.2), as variaveis aleatorias Z (xl) , Z(x,), ... apresen-
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tam medias e variancias que mostram um carater estacionario, ou seja, as propriedades se
mantém as mesmas quando se varia a posigdo no espago; ja no segundo exemplo (Figura 3.3),
estes parametros estatisticos sao completamente distintos se comparados em diferentes posi-

coes .

Assim, define-se um processo estocastico como estacionario quando suas propriedades
estatisticas ndo variam com a posi¢do. Para um processo estacionario, a distribuigdo de pro-

babilidade independe da posigdo x:

p(Z.x)=p(Z) (3.4)

Da mesma forma, num processo estacionario, uma probabilidade de segunda ordem
p(Z,,Z,,x,,x,) sera dependente apenas da distancia entre os pontos, permanecendo inalte-

rada as translagdes. Por 1sso, tem-se:

p(Z1 ,Zz,xl,x2)= p(Zl,Zz,x1 +b,x, +b), Yb>0 (3.5)

E a fungdo de autocorrelagdo dependera apenas da distancia 4 entre os pontos:

Rz(xi-xz):Rz(h) (3.6)

Alguns processos sdo estacionarios sob condi¢des limitadas, o que torna necessaria a
denominacio estacionariedade fraca (estacionariedade em sentido amplo, em contraposi¢@o a
estacionariedade estrita): nestas condigdes os processos mantém inalteradas, em relagdo a
posigdo, apenas as propriedades estatisticas de primeira e segunda ordem (médias, variancias
e autocorrelagdes); ja nos processos estritamente estacionarios, todas as propriedades e todas

as distribuigdes de probabilidade se mantém inalteradas as translagoes.

Alguns processos nao estacionarios podem assim se tornar pela sua soma a uma outra
variavel dependente da posigao no espago; como exemplo, uma variagio linear da média com
a posi¢do, denominada comumente deriva (driff), pode ser identificada e extraida do processo;

apos sua transformacao, o processo passa a ser tratado normalmente como estacionario.
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Pode-se observar que as propriedades estatisticas do processo estocastico sdo obtidas
pela colecdo de varias realizagdes deste mesmo processo. Na maioria dos casos ¢ dificil e
custoso realizar um processo diversas vezes; em formagdes geologicas isto é impossivel.
Deste modo dispde-se somente de uma tinica amostra do processo e seria impossivel o acesso

as suas propriedades ndo fosse a condigao de ergodicidade que sera definida a seguir.

Um processo estocastico € chamado de ergodico quando suas médias espaciais, obtidas
ao longo das distancias, sao idénticas as médias ao longo das amostras. Assim a condigdo de
ergodicidade permite que as propriedades do processo, que so poderiam ser obtidas ao longo
das varias realizagdes, sejam extraidas através dos dados de uma unica amostra. E evidente
que para que um processo seja ergodico € necessario que ele seja antes estacionario. A defini-
¢do rigorosa do conceito de ergodicidade € feita para cada propriedade ou média estatistica;
os processos sdo definidos como ergodicos em média, ergodicos em autocorrelagdo, etc. Por
este critério, um estimador, por exemplo, da esperanca de uma variavel, obtido com uma so6
realizagao, deve tender para a esperanca verdadeira e a variancia deste estimador deve tender
para zero quando o numero de pontos N tender para infinito, para que assim o processo seja

ergodico em relagao a este estimador Z*(x).

lim {var[Z'(x)]}: 0 (3.7)

N—pao

Uma caracteristica dos processos ergodicos € gerar amostras de caracteristicas estatisti-
cas semelhantes as das variaveis em cada posi¢do, € como conseqiiéncia, amostras semelhan-

tes entre si.

Relagoes e Propriedades

Os processos estacionarios permitem que se relacionem suas propriedades de primeira e
segunda ordem. Serdo descritas as principais relagdes teoricas entre os parametros estatisticos

de autocorrelagdo (R,), autocovariancia (C,) e semivariograma (y,):

C,(x,x,)=Elz, - E@Z)) 2. -E2,))



Como os processos sao estacionarios £(Z,)=E(Z.) e:
C, (xl » Xy ): R, (h)_ [E(Z)]2
1
Yz(xl-xz) = EE[(Z‘ - 22)2]

Como o0s processos sdo estacionarios E(Z,>)=E(Z,) e:

Yz(xl’xz):E(Zz)" R, (h)

E(z*)=0" +[E@)}
logo:
Yz(xl’x2)=c ’ +[E(Z)]2 - Rz(h)

'Yz(xwxz):c : _Cz(h)
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(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

As figuras a seguir ilustram o perfil dos pardmetros de segunda ordem anteriormente

discutidos:
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Autocorrelagao
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Figura 3.4 — Perfil basico das propriedades de Autocorrelagiio, Autocovariincia e Semivario-

grama em processos estocasticos continuos
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3.2 Processos Gaussianos

Um processo estocastico € dito espacialmente Gaussiano ou multigaussiano quando as
variaveis aleatorias Z(x, ), Z(x,),...Z(x,) sdo conjuntamente Gaussianas em todos os con-
juntos de pontos (x,, X,,... x,). Uma variavel aleatoria que resulta da associagdo de um grande
numero de outras variaveis aleatorias independentes tende a ser Gaussiana, como resultado do
teorema do limite central unidimensional. Analogamente, um conjunto de realizagoes sobre x
tende a ser conjuntamente Gaussiano, se as realizagdes sdo causadas por um grande nimero

de perturbag¢des independentes, de acordo com o teorema do limite central multidimensional.

Além de serem comumente encontrados, os processos (Gaussianos possuem uma carac-
teristica marcante que torna sua utilizagdo bastante facilitada: as suas propriedades estatisticas
completas podem ser determinadas apenas com o conhecimento das propriedades de primeira
e segunda ordem, ou seja, conhecendo-se a média e a autocorrelagdo tem-se acesso a sua

distribuigdo de probabilidade conjunta, pois:

i=1 j=1

e e ) )
(3.12)

onde C é a matriz de covariancias:
Cy Cp o Cy
C.?I C22 Lit C2n
CnJ Crr2

nn

sendo

Cg,s = E{Zi _E(zi)][zj _‘E(ZJ‘)]

‘C | o determinante da matriz de covariancias

A; o cofator do elemento Cij.
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Denominando:

Pz.z,..z, (zl ’22""’21\"): Pz (z)
2ol L Bavens B

z" a matriz transposta de z

tem-se:

i) ot ens{ -3l B 5] 613)

el

e se o processo for estacionario de meédia zero:

1 1 =
Pz(z)=me¥{—52'c -z ] (3.14)

Assim, apenas com as estatisticas de primeira e segunda ordem tem-se acesso a distri-
buigdo de probabilidade conjunta. Pode-se perceber, como conseqiiéncia do exposto acima,
que se um processo Gaussiano € estacionario em sentido amplo (até a segunda ordem) ele sera

estritamente estacionario.

Outra propriedade importante vem do fato de duas variaveis Gaussianas ndo correlacio-
nadas serem também independentes; assim um processo estocastico sem autocorrelagdo €
composto de variaveis aleatorias independentes, desde que o processo seja Gaussiano. Isto
porque, se Cij=0 para i#j (correlagdo espacial nula), a distribuigdo de probabilidade conjunta

se torna:

p.(z)= ]'][[—J;=Cerp{- (o= B)] _;Ez*'))z ﬂ (3.15)

no qual a probabilidade ¢ o produto das probabilidades locais, relagdo valida apenas para va-

riaveis independentes.
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A obtengdo da autocorrelagdo ¢ em geral feita utilizando-se as amostras disponiveis e
ajustando-se os valores observados a um modelo conhecido; isto se faz porque ndo ¢ qualquer
fungdo que pode ser uma covaridncia, ja que € necessario que ela seja positiva definida. Os

modelos de semivariograma de utilizagdo mais comum s&o:

Exponencial:
v, (h) = 1- exp(-3h/a) (3.16)
Esférico:
Yz(h):{l.Sh/a—O.S(h/a)’ h<a 61
1 h>a
Gaussiano:
v, (h)=1-exp|-3(n/a¥ | (3.18)

Exponencial Fatorizado:

v, (1) =1-exp- [[n)/a+n,|/a) (3.19)

sendo:
a o alcance da correlagéo
h a distancia entre os pontos
h. a distancia na dire¢do do eixo horizontal

h, a distancia na diregdo do eixo vertical

h=\h’+h’

A simulagdo dos processos estocasticos Gaussianos consiste na obten¢do de inimeras
realizagoes da funcdo aleatoria, apresentando as caracteristicas de média e autocorrelagao
preestabelecidas. Além disso, o processo gerado deve ser fiel as condigdes de estacionarieda-
de e ergodicidade e as outras condigBes adicionais particulares do processo. Diversos sao os

algoritmos e métodos que desempenham este papel, dentre os quais se destacam a decomposi-
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¢d0 em matrizes triangulares LU [20-22}, o método Turning Bands [23] e a Simulagdo Gaussi-
ana Seqiiencial [24]. A Figura 3.5 a seguir mostra imagens de uma malha bidimensional de
tamanho 160x160 células, simulada com diferentes modelos de correlagdo espacial.

gama(h)

1.00 T T

gama(h)

040 — =

il e T s e S A |

1.00 . T

0.80 — -

gamah)

Figura 3.5 — Imagens simuladas com modelos de correlagio exponencial (acima), esférico (ao cen-

tro) e Gaussiano (abaixo), ao lado dos respectivos semivariogramas
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3.3 Variavel Indicatriz — Principais Propriedades

Uma variavel aleatoria indicatriz ou indicadora é uma fungio da variavel aleatoria Z(x)

definida como:

1, (x)= {; > Za)<z, (3.20)

se Z(x)> z,

Assim a variavel Z(x) ¢ transformada em uma fungdo discreta ou categorica
1,, (x)=1I(x), bastante pratica na descrigio de facies reservatorio. Pode representar, por

exemplo, a distingdo entre rocha permeavel e ndo permeavel, ou entre células condutoras e
ndo condutoras. A definigdo da variavel acima pode ser feita com varios cortes definindo va-

rias facies.

As principais relagdes da fungio indicatriz € do modelo Gaussiano Truncado extraidas
dos trabalhos de Journel e Isaaks [25], Journel e Posa [26], Galli [27] e Remacre [28] sdo
apresentadas a seguir. Considerando-se a definigdo da indicatriz feita anteriormente, pode-se
estimar a esperanga, a variancia, o variograma e a autocorrelagio desta variavel em fungdo de

algumas caracteristicas da variavel continua tomada como base:
Esperanca:
E[I(d)]=1- p(2(x)< z,)+0- p(2(x)> z,)
E[I(x)]= p(z(x)<z,)
Ei(x)]=p (3.21)
Variancia:

var[I(x)|=E {I =)l }- {E)



var[1(x)]= E[1(x)] - {E[1(x )3

var[](x)]zp—P2 =P'(1_P)

Semivariograma:

2 ()= E{1 )~ 16+ WY

2-y,(n)=1- plI(x)=1,1(x + B)=0]+1- p[I(x)=0,1(x + h)=1]
+0- plI(x)=1,1(x + h)=1]+0- p[I(x)=0,1(x + k)= 0]

v, ()= plI(e)=1(x +h)]

Autocorrelagdo:
R, (n)=E[1(x)- I(x + h)]

R,(h)=1-P[I(x)=1,1(x + h)=1]+0- P[I(x)=0,1(x + h)=1]
+0-P[I(x)=1,1(x + h)=0]+0- P[I(x)=0,1(x + h)=0]

R, ()= plI(x)=1(c+ h)=1]

R, (h)=plZ(x)<z,,Z(x + h)< z,]

52

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

As propriedades de segunda ordem da varivel indicatriz sdo bastante semelhantes as da

variavel Gaussiana continua, como mostram as figuras seguintes, devendo-se destacar os va-

lores proximos a origem e nas maiores disténcias.
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Figura 3.6 — Autocorrelacio, Autocovariincia e Semivariograma da Funcio Aleatéria Indicatriz
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Deve-se chamar ateng¢io para o fato de que a probabilidade da ultima equagdo acima re-
presenta exatamente a probabilidade de uma distribuigdo normal bivariada. Recorda-se que
uma distribui¢do de probabilidades bivariada em Z(x) e ¥(x) ¢ a interse¢@o no plano das pro-

babilidades acumuladas em Z e ¥, ou seja:

L(x,y)= p[Z(x)s 7Y (y)< yo]

Além disso, como a variavel continua € multigaussiana, Z(x) e Z(x+h) sdo Gaussianas, e
a fungado de autocorrelagido pode ser calculada com o auxilio da distribuigdo normal bivariada;
0 mesmo vale para a autocovariancia e para o semivariograma. Qutras relagdes podem ser
estabelecidas para a variavel indicatriz; foram aqui destacadas apenas as mais importantes e
utilizadas diretamente em desenvolvimentos posteriores. O anexo A destaca as relagdes entre

o variograma da variavel continua e aquele resultante do truncamento gerador da indicatriz.

Para simular uma variavel indicatriz, simula-se um campo aleatorio continuo e, em se-
guida, procedem-se os cortes de acordo com as proporgdes desejadas; assim, por exemplo,
para simular uma variavel com 40% de células condutoras, simula-se uma variavel continua
uniformemente distribuida entre 0 e 1, e adotam-se como condutoras as que apresentarem

valor menor ou igual a z,=0,40.

Da mesma forma, para simular uma variavel categorica espacialmente correlacionada,
simula-se um campo Gaussiano continuo correlacionado e procedem-se os cortes necessarios.
Esta sendo utilizado, neste caso, o chamado modelo Gaussiano Truncado. Uma outra alterna-
tiva utilizada consiste em simular a variavel categorica a partir do variograma da propria indi-

catriz, utilizando um algoritmo seqiiencial, de forma analoga a variavel continua [24].

Apresentam-se, a seguir, na Figura 3.7, imagens de campos Gaussianos truncados com
diferentes modelos de correlagdo espacial. A imagem da primeira coluna representa a realiza-
¢ao da variavel continua, a da coluna central seu truncamento em duas facies de igual propor-

¢do e a da coluna a direita um truncamento em trés facies.
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Figura 3.7 —Imagens simuladas com modelos de correlagiio exponencial fatorizado, exponencial

isotrépico, esférico e Gaussiano, e subseqiientes truncamentos da varidvel continua
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3.4 Dominio de Correlacio (Integral Range)

O conceito de dominio de correlagdo (integral range) esta associado a nogao de escala
do processo e pode ser utilizado, em alguns casos, para controlar a variabilidade do experi-
mento através da adogdo adequada do suporte de medigdo. As analises de Lantuejoul [29]
aprofundam este conceito integrando-o as questdes de estacionariedade, variancia de uma

estimativa e variancia de dispers3ao. A definigdo do dominio de correlagdo A4 é dada por:

A= lim {|V|- M} (3.26)

FVE—M:D (o] 2

sendo o estimador Z(V):

zZ()= |-;—] [Z(x)-ax

e V o suporte de medigdo da variavel Z(x).

O dominio de correlagdo pode também ser obtido pela integral da fungido de autocova-

riancia normalizada C,(h)/C,(0) ao longo da distancia A.
A, = LIC(h)-dh (3.27)
c(0)

Os valores deste parametro para alguns tipos de variograma em malhas bidimensionais

sdo apresentados a seguir:

Exponencial

o 2

-a
4,5

A =
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Esférico

Exponencial Fatorizado

4.4°

AC=9

Para grandes suportes e 4 finito, a equagdo (3.26) pode ser aproximada por:

2 P A &
var[Z(V)]= UlTl = |V0|W (3.28)

Definindo |V'|/4 = n, como o nimero de dominios de correlagdo compostos pelo supor-

te, vem:
arlz()]= % 6.29)

que representa a variancia das » observagdes independentes de tamanho 4 (ﬂxﬂ no caso
bidimensional); este valor corresponde a variancia da média de n observagdes de um processo
de varidncia o°, valor este igual a c°/#. Assim, se forem tomadas estimativas com suporte 4,
tém-se eventos aproximadamente independentes ou pepiticos, pois esta sendo eliminado o

alcance da correlagio.

Uma relagdo entre este parametro e a variancia da dispersdo € obtida por:

o 2(v/V)=var[Z(V)]-var[z(V)]
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. 1 1| o*-4
G"(V/V):GE-A{—*——}z 330
M P H el

Por outro lado a variancia de um determinado experimento pode ser estimada por:

)= Tle6)- 0 )F 631

Com isto, um procedimento que permite a obtengdo de o°A consiste em efetuar o expe-
rimento em varios suportes e em seguida tragar s° x |v|. Obtido 6°4 pode-se adotar suportes

adequados para a obtengdo de variancias preestabelecidas.

Pelo fato de o alcance “a” da correlag@o ter significados diferenciados em cada modelo
e o dominio de correlagdo 4 ser um fator ligado a escala e ao comportamento do processo, ele
sera usado como fator de normalizagdo e de escala, quando for analisada a resposta do pro-
cesso as mudangas de dimensGes. As variagGes de tamanho da malha serdo observadas com-
parativamente ao parametro 4 e, da mesma forma, as malhas serdo discretizadas mantendo o
fator de escala, ou seja o numero de dominios de correlagio comportados pela malha. Tam-
bém a sensibilidade dos parametros de fluxo aos tipos ou modelos de variograma sera obser-

vada mantendo fixo o valor deste parametro.
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Capitulo 4

Processos Markovianos

Este capitulo apresenta os principias fundamentos da simulagdo dos campos aleatorios
Markovianos, para, em seguida, ampliar os conhecimentos acerca de suas propriedades e de
suas possibilidades de aplicagdo na caracteriza¢do de reservatorios. Sdo estudados os proces-
sos discretos binarios e de multiplas facies e os processos continuos, os principais algoritmos
usados na simulagdo, além da condicionalizagdo das variaveis através dos procedimentos

Bayesianos.

As principais inovagdes se situam: na adaptagdo do modelo de multiplas facies, aplica-
dos em processos de dupla troca, para representar configuragdes faciologicas, a partir das
propriedades ligadas a transi¢do de facies e a anisotropia; na utilizagio de procedimentos
Bayesianos de restauragdo de imagens, a partir de uma variavel secundaria correlacionada; no
estudo das relagdes entre os pardmetros de atragdo e de correlagdo espacial, permitindo uma

associagio entre imagens dos processos Gaussianos e Markovianos.

4.1 Definicoes e Teoremas Basicos

Um processo estocastico € denominado Markoviano quando apresenta probabilidades
pontuais relacionadas a vizinhanga de cada ponto. Pode ser considerado uma extensdo das
cadeias temporais de Markov, as quais descrevem uma seqiiéncia temporal de variaveis alea-
torias; o estado do sistema € representado pelo valor da variavel aleatoria num determinado

tempo, regido por probabilidades de transigdo entre este tempo e o tempo seguinte. Para um
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processo estocastico, o estado de um sistema representa a imagem espacial da variavel num

determinado tempo.

A defini¢do formal dos campos Markovianos ¢ feita de acordo com Feller [30], da se-
guinte forma: uma seqiéncia de variaveis aleatorias discretas é um processo Markoviano
quando a distribuigdo conjunta (Z(1), Z(2), ... Z(N-1), Z(N)) ¢ definida de tal modo que a pro-
babilidade condicional p(Z(N)=zy) conhecidos Z(1)=z,, Z(2)=z,, ... Z(N-1)=z,,, é idéntica a
probabilidade condicional p(Z(N)=zy) conhecido apenas Z(N-1)=z,,,. Para processos tempo-

rais tem-se:
P(ZN = ZN‘ZE =z,i<N- 1)= P(ZN = ZN|ZN—I = ZN—I) 4.1)

Esta defini¢do permite que seja estabelecida uma relagdo para a probabilidade condicio-

nal conjunta em relagdo as probabilidades condicionais locais:

P22, 10 Z)= [ P(Zei|Z00)P(2)) 42)

i=0

A definigdo da propriedade Markoviana, valida para processos temporais, pode ser es-
tendida para os processos espaciais e o processo estocastico Markoviano € determinado pelas
probabilidades condicionais de cada ponto em relagdo aos pontos de sua vizinhanga espacial.
Diversas sdo as configuracdes definidas para a vizinhanga, sendo a mais comum a vizinhanga
dos 4 pontos mais proximos (nearest neighbor systems). Deste modo, um processo € dito Ma-
rkoviano se, para a vizinhanga O, de cada ponto s pertencente ao conjunto de posigdes S da

malha, € valida a relagio:

Z, =z,,red,) (4.3)

p(Zx =z,|Z, =z,,r¢s)=p(Zs =,
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Correspondéncia entre os processos Markovianos e a distribuicio de Gibbs

Seja a configuragdo da imagem {Z1 =z,2,=2,,...,Z, =z, representada abrevia-
damente por {Z=w}. Um processo ¢ regido pela distribuigdo de Gibbs quando sua imagem

apresenta probabilidade conjunta:

pv)=—expl-U(W)/T) 44
sendo

uw)=3v.(w) (4.5)

xed;

U(w) é chamado de fungdo energia; V (w) representa as relagdes de vizinhanga; 7 é uma
constante analoga a temperatura e dita as relagdes de atragdo ou repulsdo entre pontos vizi-

nhos e K € a constante de normalizagdo representada pela equagéo:
K=Y exp(-U(w)/T) (4.6)

Para um caso bidimensional anisotropico (relagdes diferentes nas duas diregdes princi-

pais), com vizinhanga de quatro pontos e malha de tamanho NxN, a fungio energia €:

U(w) = Blzzi ‘(zm i zi—l)+ Bzzzi '(zf+N + zi—N)

O modelo de Ising, criado para explicar as caracteristicas ferromagnéticas, € um caso

especial em que a variavel € binaria e isotropica (invariante a rotago):
U(w) =B 'Zzi : (zm tz,,,tz vt zi—N)

U(w)=B -Z(zi : va) 4.7)
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sendo a soma dos vizinhos mais proximos:

Zvi =Zatz ity tz (4.3)

Baseado nas analises de Spitzer [31] e apoiado no teorema apresentado no trabalho de
Geman e Geman [32] verifica-se que um processo é Markoviano em relagdo a uma vizinhan-

¢a se e somente se sua probabilidade conjunta é uma distribui¢io de Gibbs. Assim:

p(Zs =Zj)|L, =2z,,r# i): %?XP(“U(W)/T) (4.9)

Para o Modelo de Ising, a probabilidade condicional local € calculada pela equagio:

)_ exp(— B -Z,.Zvi)

p(zi =4l = 2,,r 5)= 1+eXp(—BZV;)

(4.10)

Relagio entre as probabilidades de duas imagens

A relag@o entre as probabilidades de duas configuragdes Z e Z’, a qual permite estabele-
cer a probabilidade de troca entre duas posi¢des, deduzida em Besag [33,34], pode ser calcu-

lada segundo a equag@o:

P(Z) n P( 121, ”,Z|+1, ,Z'n) (411)
P(Z') 2 P(z,z,, z zf+1,...,z'n) .

i1

Esta equagdo € bastante pratica e simples de implementar, sendo o ponto de partida dos
algoritmos geradores de campos aleatorios Markovianos; consiste na estimativa das probabi-
lidades em cada ponto com a imagem parcialmente modificada de acordo com o ponto obser-

vado. Nos casos de simples ou dupla troca, em que a imagem sofre pequenas modifica¢bes a
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cada iteracdo, a maioria dos termos € igual no numerador e no denominador e s6 nio se anu-

lam os valores relativos aos pontos a serem modificados e a sua vizinhanga.

4.2 Simulagao do Modelo de Ising

A simulag@o dos processos discretos ¢é feita, em geral, a partir de uma imagem aleatoria,
sobre a qual sdo procedidas trocas de valor em um ou dois pontos, de acordo com a probabili-
dade de transi¢do entre a imagem inicial e a imagem modificada. Esta seqiiéncia é uma exten-
sdo das cadeias de Markov para processos estocasticos, proposta inicialmente por Metropolis
[36], sendo a probabilidade de transigdo relacionada a probabilidade conjunta a ser atingida

no fim da seqiiéncia.

Sera inicialmente analisado o modelo Ising definido anteriormente, no qual ¢ mantida
fixa a proporcdo entre os valores 1 e -1 (ou spin positivo x spin negativo, célula condutora x

nao condutora de energia, 1 x 0, arenito x folhelho).

A transicao entre as imagens ¢ feita através de duplas trocas, ou seja, troca de valores
entre dois pontos aleatorios da malha. As probabilidades de transigdo podem ser referidas
tanto em relagdo ao produto do valor no ponto e seus vizinhos, z;2)v, quanto em relagdo ao
numero de vizinhos de valor igual ao ponto em questio (#,) ou ao nimero de vizinhos de va-

lor diferente (n,;). Serdo apresentadas a seguir as relagdes entre estes parametros:

zi'z Vi,=n,—n, (4.12)
n =4-n,

z. ).V, =2n,—4

zi.Zv,. =4-2n,

a2 T (4.13)
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2.3,

2

n; =2- (4.14)

Assim, € indiferente usar como referéncia um pardmetro ou outro, ja que a relagio entre
eles € direta. Sera normalmente adotado a dupla +1 e —1, pela facilidade gerada pela simetria
dos valores. Além disso, nos casos de simples ou dupla troca, a probabilidade de uma imagem
€ igual a outra com o expoente simétrico; assim, a relagéo entre as duas probabilidades, na
equagdo que dita a transi¢do (4.11), consistira no calculo da variagdo de energia com a possi-

vel troca ou na energia da imagem atual multiplicada por 2.

Algoritmo de Metropolis

Apresentado por Metropolis et al [36] em 1953 para descrever propriedades ligadas ao
equilibrio térmico de moléculas de um gas, este algoritmo fornece a base para a maioria dos
algoritmos de geragdo seqiiencial de imagens, sendo uma extensdo das cadeias de Markov
(normalmente aplicadas a uma unica variavel aleatoria) ao conjunto de variaveis aleatorias
que compdem a imagem de um processo estocastico. Consiste basicamente em uma seqiiéncia
de trocas pontuais, regidas pelo fator de Boltzmann (que calcula a probabilidade de trocas
termodinamicas), cuja equagdo se enquadra na distribuigdo de Gibbs apresentada anterior-
mente. As probabilidades de trocas em cada passo estdo relacionadas a probabilidade final a

ser atingida apo6s infinitas trocas.

O modelo utilizado por Metropolis et al [36] corresponde a uma placa composta de um
numero fixo de moléculas, que se movem para posi¢des que tornam a configuragdo da ima-
gem menos energética (modelo de Ising). A probabilidade de transi¢dao entre as imagens, as
quais se diferem em apenas dois pontos (dupla troca) corresponde a variagdo de energia da

troca de posigdes:

p(2) = exp(- B.AU) (4.15)

p(Z)
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Observa-se que a equagdo anterior € uma variante da equagdo (4.11), aquela apresentando

vantagens devido a facilidade de codificagdo dentro do algoritmo.

A estabilizagdo na probabilidade conjunta especificada, bem como a ergodicidade do
processo, estdo garantidas pelas demonstragoes apresentadas em Geman e Geman [32], as
quais sdo validas para condigdes mais amplas, onde o algoritmo de Metropolis se enquadra

como um caso particular simplificado.

O deslocamento de uma molécula para outra posi¢ao € aleatorio, de modo que ¢ sortea-
da a posigdo a ser movida e o novo ponto a ser ocupado (logicamente se estiver desocupado);
isto equivale a uma dupla troca entre O e 1 ou entre spins —1 e +1. Cross e Jain [37] aplica-
ram uma metodologia similar para analises de textura em ligas binarias, impondo a restri¢do
de trocas somente entre pontos ndo vizinhos, o que ndo interfere significativamente no méto-

do e nos resultados.

A seqiiéncia de trocas se encerra quando a energia global do sistema se apresenta prati-
camente estavel, um outro critério utilizavel € a estabilizagdo da taxa de trocas (nimero de

trocas por iteragdo), que mantém a subjetividade da definig@o anterior.

Um critério mais objetivo € apresentado por Frery [41], através da estimativa seqiiencial
do parametro de atragdo 3, que tem uma tendéncia de crescimento em dire¢do ao valor dese-
jado; € estabelecido o encerramento da seqiiéncia na imagem que pela primeira vez superar o

valor preestabelecido.

A Figura 4.1 mostra a estabilizagdo do niimero de trocas e do pardmetro atrativo, em
relagdo ao namero de iteragdes, para um valor de B igual a 0,9; a contagem das iteragdes cor-
responde ao nimero de tentativas de troca igual ao nimero de pontos da malha, ou seja, equi-
vale em quantidade a uma passagem por todos os pontos da imagem, se a varredura fosse do

tipo scan.




66

08 —

FF

beta
1
Ndmerao de trocas

..

0.4 —

0o —

0.00 40.00 80.00 120.00 160.00 200.0¢
iteragdes

Figura 4.1 - Estabiliza¢do, no algoritmo de Metropolis, do niimero de trocas e do valor da atra-

¢dio, em relagiio ao mimero de iteragdes

No presente trabalho serdo geradas as imagens de acordo com a seqiiéncia do algoritmo
de Metropolis, encerrando as trocas com o critério proposto por Frery. A figura 4.2 mostra a
imagem inicial (gerada aleatoriamente) do processo, as imagens resultantes apds 10 iteragdes e

a imagem final apos 50 iteragdes.

Figura 4.2 — Geragio seqiiencial das imagens no algoritmo de Metropolis — imagem inicial, inter-

medidria apés 10 iteragdes e final apés 50 iteragdes

Algumas imagens resultantes desta seqiiéncia estdo apresentadas na figura seguinte, para
diversos valores de £, em malhas de tamanho 160x160.
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Figura 4.3 — Exemplos de imagens 160x160 simuladas com o algoritmo de Metropolis para valores
de g indicados na cor preta
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Modelo de Flinn

O modelo proposto por Flinn [38] consiste numa seqiiéncia de trocas semelhante ao al-
goritmo de Metropolis, mas restritas apenas aos pontos da vizinhanga do ponto avaliado. A

equagdo que rege a transi¢do pode ser expressa por:

r(2)

" plza)

q = exp(- B.An,) (4.16)

A estabiliza¢do, para este caso, se da apds um nimero muito maior de iteragdes, se
comparado ao algoritmo de Metropolis, por causa da restricdo de trocas apenas entre vizi-

nhos. Algumas imagens resultantes sdo apresentadas na Figura 4 4.

Figura 4.4 — Exemplos de imagens simuladas com o modelo de Flinn, no qual as trocas sé ocor-

rem entre vizinhos

Amostrador de Gibbs

Este algoritmo, proposto no trabalho de Geman e Geman [32], consiste na aplicagdo da
correspondéncia Markov-Gibbs para amostrar, ponto a ponto, um valor para a variavel relaci-

onada a sua vizinhanga, a partir de sua probabilidade condicional. Aplica-se ndo s6 as varia-
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veis discretas mas também as continuas, e ¢ explorado neste trabalho ao se aplicar a condicio-

nalizagdo através dos métodos Bayesianos, assunto tratado em detalhes na segdo 4.5.

4.3 Simulacio do Modelo de Potts-Strauss

O modelo de Potts representa a extensdo do modelo de Ising para o caso em que a ma-
lha apresenta mais do que duas feigdes, sendo possiveis os valores (0, 1, ..., N-1) para a vari-
avel sendo N o numero de valores possiveis; esta variavel pode representar um tipo faciologi-
co de rocha, uma espessura porosa ou simplesmente a cor de um pixel em uma imagem. O
modelo de cores foi descrito por Strauss [39,40] (dai a denominagdo comum Potts-Strauss)

como um campo aleatorio Markoviano, regulado pela equagdo abaixo:

P(w) o exl’[‘ ZZ B ”ﬂ] (4.17)

onde n,, representa o numero de pares das cores (k,/) e f3,; o fator de repulsdo (repulsividade)
entre duas cores diferentes. Este fator ¢ também um indicativo da tendéncia de atragdo entre
cores iguais, dai a utilizagdo comum do termo atragdo, principalmente para os casos binarios.

Para duas possiveis realizagdes que diferem em apenas um ponto € valido:

p(Z, =k)x exp[— > B,,,.u,.(l)] (4.18)

12k

onde u,(]) representa o nimero de vizinhos de 7 possuindo a cor /.

Este modelo € geral e permite a representagdo ndo s6 de modelos homogeéneos e isotro-
picos, mas a variagao de P relacionada a cada par de cores permite a composigdo de modelos

com configuragdes diversas, conforme mostrado nos exemplos a seguir.

A sua simulag¢do pode ser feita tanto pelo algoritmo de Metropolis por duplas trocas,

quanto pelo amostrador de Gibbs; sera aqui utilizado o primeiro deles, pois o objeto de estudo



70

sao rochas portadoras de fluido, que apresentam uma proporgio prefixada entre as diversas
facies componentes. Assim, sdo sorteadas duas posigdes aleatorias na malha, cuja probabili-
dade de transicdo € calculada pela equag@o (4.11); as trocas se sucedem até a estabilizagdo da

energia ou do numero de trocas, de forma analoga a dos modelos binarios.

Como os valores de B, se referem a cada par de cores, a repulsividade dos sistema seré
representada por uma matriz de valores, sendo omitidos os valores quando 4>/, ja que B,=P,.
Estdo implicitos nesta representagao os valores nulos da diagonal e os termos idénticos abaixo
dela.

Blz BIB Bld
B23 B’JA
Paa

Por exemplo, um modelo de 3 cores, com B,,=0,3, B,,=0,7 e B,;=0,5 € representado

pela matriz:

0,3 0,7
0,5

Se na equagdo basica anterior (4.17) forem consideradas apenas duas cores e atragdo
igual nas duas direcdes, fica representado o modelo de Ising. Se houver mais de duas cores e
B for constante, esta sendo tratado o modelo de Potts, aplicado em estudos ferromagnéticos
em que a configuragio € afetada pela temperatura (inica), o que justifica a existéncia de um f
unico. Para esta configuracdo também ¢é utilizado o termo “cores desordenadas™ (unordered
colors), pelo fato de ndo haver ligagdo preferencial entre nenhum par de cores. A equagéo
anterior, devido ao B 1nico, pode ser referida ao nimero de pares iguais ao valor analisado

(ja que n=4-n,), tornando-se:

p(Z, = k)« expl+ B.u, (k)] (4.19)

observando-se, no caso, a troca de sinal.
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Este ultimo modelo apresenta um aspecto do tipo “mosaico”, como mostra a Figura 4.5

na imagem & esquerda, simulada para 3 ficies com proporgdes iguais. O tamanho dos corpos

formados ¢ determinado pelos valores absolutos dos pardmetros repulsivos.

| 0,6 0,6 I , 0,6 12 0,6 0,0
0,6

Figura 4.5 — Exemplos de imagens 160x160, simuladas com o algoritmo de Potts-Strauss para
valores de repulsdo entre os pares de ficies mostrados na respectiva matriz

Uma configuragdo bastante diferente ocorre quando a repulsio é maior entre alguns ti-
pos de cores, por exemplo B3 > fs, representada na figura anterior ao centro. Pode-se ver
que a passagem da cor verde para a cor vermelha se da quase sempre com uma transi¢do pela

cor amarela.

Se a repulsdo entre duas cores for nula, estas cores vdo se misturar, propiciando uma
imagem bastante semelhante 8 do modelo binario, como pode ser visto na figura anterior a
direita. Uma matriz com valores por exemplo (0,9 ; 0,0 / 0,9) na figura anterior ao invés de
(0,6 ; 0,0/0,6) geraria uma configuragdo semelhante, mas com corpos de tamanho maior.

Uma configuragdo bastante usual e pratica se encontra no modelo denominado “niveis de
cinza” (gray levels) ou modelo “difuséio”, no qual a repulsio entre as cores é proporcional a
“distancia” (diferenca de intensidade de cor) entre elas, ou seja f(k,1)=b|k-I|, sendo b uma

constante, que quanto maior resulta em corpos de maiores dimensdes. Deste modo, a transi-
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¢do entre as cores 1 e 2 tem a mesma forga (mesmo B) que a transigdo entre 3 e 4, mas a tran-
si¢do entre 1 e 3 tera B’=2p e a transi¢do entre 1 e 4 tera B ”=3p. Neste modelo, transigido de
niveis sera sempre gradual, como mostra a figura abaixo para 3 e 4 facies. O modelo é tam-
bém perfeitamente adequado para representar fragdes de uma espessura porosa, desde que

estabelecidas proporgdes fixas, igualmente espagadas, da espessura total:

04 0,8 0,4 0,8 1,2
0,4 0,4 0,8
0,4

Figura 4.6 — Exemplos de imagens do modelo difuséo com 3 e 4 facies simuladas com o algo-

ritmo de Potts-Strauss em malha 160x160

Para simular imagens anisotropicas, basta adotar parametros diferenciados nas duas di-
regdes principais. A figura a seguir a esquerda mostra um caso de anisotropia suave ao lado
de um caso de anisotropia mais incisiva a direita, ambas com repulsividade tnica entre as

diversas cores.
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Figura 4.7 — Exemplos de imagens 160x160 anisotrépicas com modelo mosaico

A figura abaixo apresenta o modelo “niveis de cinza” (“difusdo™) isotropico ao lado de

um anisotropico.

Figura 4.8 — Exemplos de imagens 160x160 isotrépicas (a esquerda) e anisotropicas (a direita) do
modelo difusdo

Diversas outras configuragdes podem ser representadas com o modelo de Potts-Strauss,

através da combinagio adequada dos diversos valores do pardmetro repulsivo £.
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4.4 Parametros de Correlacido Espacial nos processos Markovianos

Com o objetivo de aprofundar o entendimento acerca das propriedades dos processos
Markovianos binarios, serdo estimados os valores dos parametros estatisticos de segunda or-
dem (autocovariancia, autocorrelagao ou semivariograma, descritos em detalhes no Capitulo

3) para as imagens geradas através do algoritmo de Metropolis € do modelo de Flinn.

Algumas estimativas feitas nos processos Gaussianos para o valor de uma variavel, co-
nhecidos os valores em uma determinada vizinhanga, se baseiam no conhecimento da correla-
¢do espacial entre os valores desta varidvel. A estimativa que minimiza a variancia € comu-
mente denominada de krigagem, a qual consiste no calculo dos pesos de ponderagdo a serem
dados a cada ponto da vizinhanga. Quando o modelo de variograma €, por exemplo, exponen-
cial, num caso unidimensional, ocorre um forte efeito de filtragem, de modo que os pesos sdo
dados exclusivamente aos vizinhos mais proximos, o que é uma propriedade Markoviana.
Este efeito de filtragem, mais fortemente marcante nos processos com variograma linear pro-

ximo a origem, é apresentado em diversos exemplos no Anexo C.

Para cada valor do pardmetro de atragdo 3 foram geradas 100 imagens de dimensdes
160x160, das quais sdo calculados os valores observados do variograma. Em seguida € ajus-
tado um modelo de variograma conhecido, cujos parametros poderdo estar relacionados a f.

Serdo empregados o algoritmo de Metropolis e o modelo de Flinn, ja discutidos na segao 4.2.

Imagens Metropolis

Para cada uma das imagens geradas foram calculados os variogramas nas varias distan-
cias, sendo os valores médios ajustados a um modelo conhecido. A Figura 4.9 mostra o ajuste
para B=0,3, 0,5, 0,8 e 1,0, nas duas diregdes principais. Os melhores ajustes se deram com o
modelo exponencial, empregando maiores alcances quanto maiores os valores de B. Obser-
vou-se também uma maior variabilidade das curvas para maiores valores de B, fato que tam-
bém ocorre nos processos Gaussianos quando se aumenta o alcance da correlagdo (ver Anexo

A).
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Figura 4.9 — Ajuste do modelo exponencial ao variograma observado nas imagens Metropolis

geradas com P respectivamente igual 2 0,3, 05,08 e 1,0

Embora os variogramas sejam semelhantes nas duas diregSes, indicando um carater
isotropico, seria possivel que o modelo exponencial fatorado fosse valido, ja que 0 mesmo
apresenta valores iguais em dire¢des perpendiculares. Por isso, foi investigado o variograma
das imagens geradas, nas diregdes 45° e 135°. Os resultados mostraram valores de alcance
bastante proximos em todas as diregBes, indicando a ocorréncia de um modelo exponencial
isotropico. Assim, ha uma correspondéncia, em termos de correlagio espacial, entre as ima-

gens dos processos Markovianos, definidos com vizinhanga de quatro pontos e gerados pelo
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algoritmo de Metropolis com dupla troca, e as do processo Gaussiano de variograma expo-

nencial isotropico.

A figura abaixo mostra a distribui¢@o espacial dos semivariogramas nos modelos expo-

nencial fatorizado e exponencial isotropico.

exponencial isotropico exponencial fatorizado
Figura 4.10 — Semivariogramas exponenciais isotrépico e fatorizado distribuidos sobre malhas

bidimensionais

Foi também buscada uma relagao entre os valores de B e o alcance a do variograma, e
entre B e o variograma a distdncia unitaria y(1). As principais relagdes empiricas obtidas fo-

ram:

y(1)B"' =0,05
a=127p-18

Estas relagdes serdo, posteriormente, trabalhadas analiticamente e comparadas com os

resultados experimentais. O aspecto geral destes parametros ¢ mostrado nas Figuras 4.11 e

4.12.
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Figura 4.11 — Relagiio entre o parimetro B e o alcance a do variograma observado nas imagens

— valores observados e curva ajustada
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Figura 4.12 — Relagéo entre o parimetro B e o variograma na distincia unitaria y(1) — valores

observados e curva ajustada
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Foi também verificada a influéncia da propor¢éo p entre as duas facies no variograma

observado. A figura seguinte ilustra este comportamento:

=]
g
|
o
8
|

gama(h)
I
gama(h)
1

PROPORCAO |

| PROPORGAO

4+ p=50%
0.10 — | 0.10
A p=60% +  p=50%
. R :
£ p=70%
0.00 T T T T T | 0.00 T T T T T ]
00 10.0 200 300 00 10.0 200 30,0

Figura 4.13 — Sensibilidade do variograma (observado) a proporgio p entre as facies de um pro-

cesso Markoviano binario

Observa-se pela figura que a proporgdo pouco altera a correlagdo observada; a equagdo
ajustada ¢ praticamente idéntica, diferenciando apenas na variancia, que € o fator multiplica-

dor da equagcdo. Ela vale 0,25 para p=0,50, 0,24 para p=0,60 ¢ 0,21 para p=0,7.

Foi também simulado o algoritmo de Metropolis com a consideragdo de uma vizinhanga
de oito pontos (os quatro vizinhos laterais e os quatro diagonais); os resultados indicaram que

a diferenga na correlagdo espacial ¢ pouco significativa, como mostra a Figura 4.14 a seguir.
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Figura 4.14 — Variograma observado nos modelos Markovianos binarios com vizinhancas de

quatro e oifo pontos

Também foi analisado o variograma das imagens do modelo de Potts-Strauss, nas con-
figuragdes do tipo difusdo (niveis de cinza), com a proporgdo da facies intermediaria conside-
rada como condutora. Houve uma ligeira redugdo no alcance e na intensidade da correlagao,
coerente com a reducdo na conectividade e aumento da proporgao critica de percolagdo anali-
sadas e discutidas no proximo capitulo. A figura 4.16 mostra os variogramas médios nos dois

modelos.
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Figura 4.15 — Variogramas médios observados nas configuragdes dos tipos binario e difusio

Imagens Flinn
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Para as imagens geradas com modelo de Flinn, o ajuste se deu com um modelo de cor-

relagdo diferente em relagdo as imagens Metropolis.

0.40 —

0.20 —|

0.10 —

0.00 _|

0.0

5.0

10.0

| ' | ! |
15.0 20.0 25.0
It

Figura 4.16 — Ajuste do modelo de variograma exponencial modulado ao variograma observado

nas imagens geradas com o modelo de Flinn
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O variograma ajustado para este caso tem um modelo denominado efeito buraco suavi-

zado (dumped hole effect),

v (h)=1-exp(~3 h/a) cos(nh/d)

com d representando o parametro que define a componente periodica. O valor do alcance €

maior quanto maior for o valor da atragdo .

Este tipo de variograma foi sugerido por Flinn [38] ndo s6 para a imagem final apos a
estabilizagdo de B, como também para as imagens intermediarias. No trabalho atual ¢ analisa-
da apenas a imagem final, ja que os processos Markovianos se baseiam em uma probabilidade
condicional que é atingida, em tese, apés um numero infinito de iteragdes, ndo tendo sentido

pratico o estudo das imagens intermediarias.

O termo que contém o cosseno representa o efeito buraco e sua periodicidade; o termo
exponencial representa a suavizagdo daquele efeito. Este modelo pode também ser interpreta-
do como exponencial modulado, ja que a multiplicagdo pelo cosseno provoca uma modulagao
na frequiéncia da correlagdo, ou seja, uma translagdo no sinal da variavel e na densidade es-
pectral de poténcia para maiores valores de frequéncia. A figura abaixo mostra a densidade

espectral de poténcia do modelo exponencial e do mesmo modelo modulado em freqiéncia:

W I w

Figura 4.17 — Densidade espectral de poténcia nos modelos exponenciais sem modulacio (a es-

querda), e modulado (a direita)
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Da mesma forma que para o algoritmo de Metropolis foi constatada a isotropia do pro-
cesso através do calculo dos variogramas nas outras diregdes que ndo as principais. Busca-
ram-se ainda relagdes empiricas entre os parametros atrativos e os parametros de correlagido

espacial. A principal relagdo obtida foi:

y()B’2 =010

Obtencao de relagoes analiticas:

Partindo das probabilidades condicionais dos processos Markovianos e Gaussianos, foi

possivel obter uma relagéo entre os parametros atrativos e os de correlagio espacial.

Para um processo de Ising € valido:

p(x)oc exp(=p -n, )= exp[— B2- >, /2)] (4.20)

Para um processo Gaussiano, a estimativa pela krigagem pode ser aproximada por:

P

Cf1=meY
p(x)acexp[ 2[ oy J } 4.21)

Mas, para uma estimativa que utiliza apenas os 4 vizinhos mais proximos com forte
efeito de filtragem, que se observa, por exemplo, quando o variograma € exponencial (ver

Anexo C), a média e a variancia da krigagem valem:
u, =025> v, (4.22)

o, (x)=C(0)- 3 rc@)=Cc()-c@)=y() (4.23)

gerando:
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1 (1-025%",)

m(x) o exp| -~ o0 (4.24)

Igualando-se as duas probabilidades anteriores vem:
1-0,25% v,
y()B = 120252.% (4.25)
16
Para a proporgdo 0,50 entre os valores da variavel tem-se 2 vi=0, o que faz:

y(1)B = % =0,0625 (4.26)

Esta relagdo ¢ bastante semelhante a obtida na simulagdo das imagens Metropolis (pagi-

na 75), e permite relacionar a atragdo 3 com o variograma na distancia unitaria.

Para proporgdes diferentes de 0,50, 2vi=2p-1, mantendo a equagdo anterior pratica-
mente inalterada. Se for admitido que o variograma € exponencial, de acordo com as observa-

cOes experimentais, o alcance a da correlagao pode ser relacionada a f:

y(1)=0.25[1 - exp(-3/a)] = %{-{

3
P (4.27)
ln[—ﬁ—]
B —0,25

As equagdes acima sdo representadas graficamente nas figuras abaixo juntamente com

os valores empiricos ja mostrados nas Figuras 4.11 e 4.12, mostrando uma boa concordancia.
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Figura 4.18 — Relagdo entre o parimetro B e o alcance do variograma observado nas imagens —

valores observados e curva teérica
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Figura 4.19 — Relagfio entre o pardmetro B e o variograma na distincia unitaria y(1) — valores

observados e curva teérica
Relagdes entre as imagens dos processos Gaussianos e Markovianos
Pelo que foi discutido acima, poderia-se concluir, erroneamente, que as imagens gera-

das pelos processos Markovianos binarios seriam similares as geradas pelos processos Gaus-

sianos Truncados com modelo de variograma exponencial. Para aprofundar a questdo, vale
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observar as imagens geradas pelos dois processos, conforme apresentado na Figura 4.20 abai-
xo. Ela mostra uma imagem Metropolis, com $=0,8, e as imagens geradas com diferentes mo-

delos de variograma, no processo Gaussiano Truncado, discutido no Capitulo 3.

Figura 4.20 — Imagem Metropolis comparada a imagens Gaussianas com modelo de correlacdo

exponencial fatorizado, exponencial isotrépico, esférico e Gaussiano.
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Nio resta divida que a semelhanga € maior com o modelo de correlagiio Gaussiana;
chama-se atengdo aqui para o fato de que o modelo de correlaco se refere & variavel continua
antes do truncamento. No anexo A é discutida a relacdo entre os variogramas {e o dominio de
correlagio 4) dos processos Gaussianos confinuos € truncados; observa-se que uma imagem
continua com variograma Gaussiano (parabélico na origem), apos o truncamento, passa a ier
um variograma lfinear na origem. Isto mantém a coeréncia das relages anteriores, ja que as

mesmas utilizaram variaveis binarias ou tnuncadas.

Deste modo, hé sim, uma relagfio entre as caracteristicas geométricas das imagens Me-
tropolis e das imagens dos processos Gaussianos com modelo de variograma Gaussiano (pa-
rabblico na origem), os quais, apés o truncamento, apresentam variograma linear na origem
{discutido no Anexo A). Este fato, baseado até entdio nas caracteristicas geomeétricas visuais
das imagens, é corroborado pelas propriedades de fluxo dos processos, avaliadas atraveés dos

parimetros da Teoria da Percolagdio, principal assunto do capitulo seguinte.

4.5 Métodos Bayesianos
Definicio

Os fundamentos dos métodos Bayesianos, extensivamente discutidos por Berger {42],
sio apresentados a seguir de forma sintética, visando sua aplicagio na simulagio condicional
de variaveis aleatérias com propriedades Markovianas, O conbecido teorema de Bayes calcula

a distribuigio posterior de uma variavel aleatoria Z(x) condicionada a seus dados amostrais g
(4.28)

MI(x) é a distribuigiio marginal de Z(x):

Mx)=[ p2) F(iz)ee 4.29)
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Um aspecto primordial deste teorema € a inversfio da probabilidade nos dois lados da
equaglo, permitindo calcular a probabilidade posterior, de dificil obtengio, em fungdo da
probabilidade de ocorréncia de uma determinada amostra, mais facilmente estimada. Esta
probabilidade adicional oferece uma grande flexibilidade na condicionalizag@o de um proces-

s0 estocastico definido como Markoviano.

Estendendo o conceito de variavel aleatoria para processo estocastico, considera-se a
configuracio da imagem {Z,~z, Z,=z,, ..., £y=zy} representada abreviadamente por {Z=w} ¢
uma leitura ruidosa desta imagem ou uma variavel secundaria amostrada em todos os pontos
da malha {¥,=y,, ¥;=y, .., Yy=y,] representada por {Y=g}. Assim, a probabilidade condici-

onal da vanavel é representada pelo produto Bayesiano:

oy pr=gz=wplz=w)
P(Z““"Y”g)— p(ng)

(4.30)

A probabilidade P(Z=w} ¢ definida pelas relagbes de vizinhanga apresentadas na segio
anterior. A probabilidade da variavel secundaria condicionada ao valor da primaria, P(Y|Z), é
estimada de acordo com cada caso particular. Estes dois termos serfio focalizados a seguir. Os
algoritmos sequienciais que simulam os processos Markovianos utilizam trocas pontuais, € por

isso basta que as probabilidades sejam calculadas para o valor em cada ponto.

Foi demonstrado por Geman e Geman [32], que se a probabilidade a priori da variavel
primaria for Markoviana e a probabilidade da varidvel secundaria for uma fungfo daquela,
acrescida de um ruido Gaussiano aditivo ou multiplicativo, o produto Bayesiano tera também
uma distribuicio de Gibbs. Assim, uma variavel cuja probabilidade condicional € descrita por
um produto Bayesiano da forma anterior pode ser simulada com os algoritmos empregados
nos processos Markovianos. Com isto, a simulagio sob condigbes Bayesianas consistird na
determinagio das probabilidades a priori e dos dados, seguida da aplicagio do algorimmo de

Metropolis ou do amostrador de Gibbs.
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Probabilidade “a priori”

Modelo de Ising:

Modelo binario apresentado na segfio 4.2, € capaz de representar rochas permeéveis e
folhelhos, spins positivos ¢ negativos, células condutoras e ndo condutoras, facies 1 e facies 2,
etc. A probabilidade condicional dos valores da variavel em um determinado ponto pode ser

obtida por uma das equacSes abaixo, que sfo equivalentes:

plzfez,)= exp[* Bz va) 4.31)

e

P(Zfiazi)oc exp(* p- an} (4.32)

jeik

P(%I@Z;) o« exp("f“ B- Zn,-) (4.33)

Jedy

Modelo de Potis:

Consiste na extensfo do modelo de Ising para variaveis ndo binarias, que podem apre-
sentar valores {0,1,2...n) Pode ser regido pelas equagbes anteriores, sendo mais comumente
apresentado, em relagiio ao nimero de vizinhos de mesma cor (1) do ponto visitado; a sua

probabilidade condicional €, assim, representada por:

plzjoz) < exp(B ) (4.34)

Modelo Continug Gaussiang (autonormal):

Sua probabilidade condicionada a vizinhanga ¢ expressa pela equagdo:
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2

1 Y
p(z!.[zaf)o: exXpy— 22 [35 - Z 7‘-,;'2,:‘] (4.35)
& J=i

A funglio energia deste modelo faz com que sua equagio corresponda a uma distribui-

¢ito (Gaussiana relacionada a uma vizinhanga, dai o nome autonormal.

Probabilidade dos dados amostrais

A distribuicfo dos dados amostrais pode ser construida de acordo com os objetivos e

com os dados disponiveis; podem-se destacar os casos:

L eitura ruidosa da variavel:

Sendo a variavel secundaria igual & variavel primaria acrescida de um ruido Gaussiano

de média zero e varidncia o°, a sua probabilidade ¢ calculada por:

p(}’: = ,Y:‘;Zf = z:‘)cc CXP{“ "Z&I”E(y: - zi)z} (4.36)

Varigvel secundaria correlacionada.

Sendo & variavel secundaria correlacionada a variavel primaria, sua média sera a esti-
mativa correlacionada & varidvel primaria, e sua varincia serd a vanancia da correlagio,

parametros obtidos através das analises de regressdo linear:

p(}’: = yilzf = zi)oc exf’{“ 2;3 [yx‘ - (ao'zz‘ +al)]2} (4.37)

Leitura indicatriz da variavel:

A funciio indicatriz ou indicadora de uma variavel continua € representada pelas equa-

ches;



S

2]
A0
ta

1 se
Hz Y= ¢
(‘!) {O

§e

[
1A
by

Considerando y como a indicatriz de z, a probabilidade condicional de y sera:

b

p([(zf): iizi = Zr'):: {(1} ¥ Z,,} = f(z!.) {4.38)

se  z;%z,

Esta probabilidade € utilizada por Freulon e de Fouquet [43] para simular um processo
gstocastico condicionado por valores da fungdo indicatriz, ou seja, sob condigdes de desigual-

dade (inequalities conditions),

Composicio do Bayesiano

Vérias s#o as combinagdes entre as probabilidades “a priori” e amostrais na composicio
do Bayesiano permitindo uma gama muito grande de aplicagdes. Um exemplo simples aplica-

do por Besag [34] € a composigio de um modelo de Ising com um ruido normal:

Pz =y = g)= exp[~ 7P Z"-s]'e"p{“ 2;2

Jedx

0:-2) }

AX =wfy =g)e exn{"

2; 0i-z) —zi.BJ_EZ&Jv,»} (4.39)

Qutras combinagdes foram desenvolvidas e testadas: Geman ¢ Geman [32] aplicaram
esta segiiéncia compondo, entre diversos casos, o modelo discreto de Potts associado a uma
“sujeira” provocada pela leitura convolucionada da imagem, associada a um ruido normal
aditivo; Freulon ¢ de Fouquet [43] utilizaram o modelo autonormal condicionado por condi-
¢des de desigualdade (dados indicatrizes) disponiveis em alguns pontos do grid; Allard [44]
aplicou o mesmo modelo autonormal sujeito a condigdes de ligagio entre determinados pares

de pontos.
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Estabelecido o produto Bayesiano, o processo de restauragio pode ser feito segundo du-
as metodologias semelhantes: a primeira delas € o algoritmo “amostrador de Gibbs” (GS)
proposte por Geman e Geman [32], ja descrito na Se¢fio 4.2; uma proposta alternativa foi
desenvolvida por Besag [35], que difere da anterior apenas por nfio amostrar um valor qual-
quer da distribuigdo, mas sim, tomar seu valor mais provavel, ou seja, sua moda; o procedi-

mento é por isso denominado Moda Condicional Iterada (fterated Conditional Modes - 1ICM).

Na secdio a seguir s#io apresentadas as equacOes da distribuigiio de probabilidades e da

moda do Bayesiano para gue sejam utilizados e comparados os dois procedimentos.

Seqiiéncia Bayesiana com dados amestrais correlacionados a funciio aleatéria

S#o mostradas agora as equagbes Bayesianas para algumas combinagfes entre as proba-
bilidades “a priori” e “amostral” que podem ter grande utilidade na caracterizagio de uma
propriedade da formagdo. Os dados amostrais s30 considerados como uma variavel secunda-
ria, disponivel em todos os pontos da malha, da qual € possivel extrair uma correlago linear
com a vartavel priméaria. Um exemplo bastante comum € uma variével extraida de dados geo-
fisicos, que seja diretamente correlacionada a uma propriedade da formagdo. Esta variavel
representa uma leitura “suja” da variavel objetivo, que seria restaurada pelos processos apre-
sentados, ou simplesmente uma simulagio da variavel objetivo condicionada pelas observa-
¢Hes da variavel secundaria. Considerando que a correlacglio linear seja homosedastica, na qual
a varidncia do erro € é a mesma em todos os pontos, a equagio que relaciona ¥ e Z pode ser

representada como:
Y{x)=a,+a - Z{x)+=(x) (4.40)

Uma aplicagdo possivel deste caso seria a leitura ruidosa de uma varidvel priméaria, ou
seja, a varidvel secundaria corresponde & primaria acrescida de um ruido aditivo; neste caso, o
coeficiente angular é unitario ¢ o coeficiente linear é nulo. Assim, dada uma variavel secun-
déria correlacionada ao processo, ou uma leitura ruidosa da variavel primaria, de quem se
conhece o variograma ou outra relagio de vizinhanga, é possivel aplicar os algoritmos GS e

1CM para estimar os valores desta varidvel em todos os pontos do grid.
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Caso Discreto: Processo binario Markoviano, dados amostrais correlacionados

Jedy

p(Z = w7 = g)a exp(uzvg 5 vj)_exp{m b~ va )]

Pz =y = g) 3XP{“

1 [yi _H(at)‘zi +a|)]2 -8z sz} (4.41)

2
o oo,

Algoritmo:

Q algoritmo, neste caso, € desenvolvido calculando-se a probabilidade de cada um dos

valores possivels da variavel binaria em cada ponto a ser percorrido. Assim:

o+ )= plZ, =17, = y ) ﬂxp{“ : bl +a)f - Zv’}

2
20’ Jedr

p(—l):p(zfﬁ“«*liyr—yi)ocexp{m 1 [Vf("%“%)F*rB Zv:}

bis) : Jeds;
Em seguida, calcula-se

oo P
p(+1)+p(-1)

O amostrador da distribuigfio acima consiste em extrair um valor de uma distribuicio
uniforme Uf0,1), adotando o valor da variavel conforme o valor amostrado for maior ou me-

nor que <.

A Figura 4.21 a seguir mostra a uma sequiéncia de restauragio aplicada a uma variavel

bindria, gerada por um algoritmo Gaussiano, com variograma exponencial.
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Figura 4.21 — Aplicacio do algoritmo de restauragiio GS em uma imagem binaria com vario-
grama exponencial -imagem original, imagem contaminada , imagem de maxima verossimi-

lhanga e imagem restaurada

Na parte superior a esquerda apresenta-se a imagem original, supostamente desconheci-
da, a qual € imposto um ruido aditivo, ou uma variavel correlacionada; a sua direita a imagem
contaminada, em baixo a direita a imagem calculada por aproximagdo ao valor mais proximo,
equivalendo a uma estimativa de maxima verossimilhanca; e a sua esquerda a imagem restau-
rada, apos a realizagdo de 20 iteragdes (numero de vezes que a malha € percorrida) e ja tendo

a energia do sistema (e o numero de trocas) atingido o patamar de estabilizag@o.

A qualidade da restaurag@o € avaliada ndo so pela semelhanga visual entre as imagens,

mas pelos variogramas das imagens base e restaurada, e do variograma cruzado entre elas:
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Figura 4.22 — Semivariogramas das imagens da Figura 4.21: original , contaminada e restaura-

da, além do variograma cruzado entre imagens original e restaurada

Procedimento idéntico foi realizado com uma imagem de variograma Gaussiano; os re-

sultados estdo representados na figura 4.23 a seguir:
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Figura 4.23 — Aplicacdo do algoritmo de restauragio GS em uma imagem binaria com vario-
grama Gaussiano—imagem original, imagem contaminada , imagem de maxima verossimilhan-

¢a e imagem restaurada

E o variograma das imagens pode ser observado a seguir:
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Figura 4.24 — Semivariograma das imagens da Figura 4.23: original , contaminada e restaura-

da, além do variograma cruzado entre imagens original e restaurada

Caso Continuo: Processo Gaussiano, dados amostrais correlacionados

1

2
1
P(Zf = xa"Y = g)oc eXPy———| & —zl‘jzj .exp{— 7% 2 b’i _(aL'!'zi +a1)]2}

2
20, i

A distribuigdo de probabilidade resultante € Gaussiana, com média p e desvio padrio T,
calculados em fung@o dos desvios padrdes da krigagem e da correlagdo e do valor da estima-

tiva da variavel pela krigagem (o, o, L,=2AzZ).
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Assim, o algoritmo consiste em amostrar de uma distribui¢ao normal N(0,1) e transfor-
mar o valor extraido de acordo com a média p e o desvio padrdo T da distribuigdo de proba-

bilidade relativa a cada ponto.

Algoritmo:

G_c =Gc/a0

P:(.y_al )/ao

A imagem base foi gerada com o algoritmo de simulagdo Gaussiana seqiiencial tendo
variograma exponencial e fo1 restaurada com o amostrador de Gibbs (GS) e com o algoritmo

de Besag (ICM).

A Figura 4.25 a seguir mostra o resultado da aplicagao do amostrador de Gibbs, compa-

rado com o resultado da krigagem.
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Figura 4.25 — Aplicacdio do algoritmo de restauragio GS em uma varidvel continua — imagem

original, imagem contaminada , imagem krigada e imagem restaurada

Os variogramas das imagens original e restaurada, além do variograma cruzado entre

elas s3o mostrados na figura a seguir:
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Figura 4.26 — Variogramas das imagens original , contaminada e restaurada além do variograma

cruzado entre imagens original e restaurada

A utilizagio de ICM conduziu a uma configuragio representando as probabilidades ma-
ximas locais, com a imagem resultante sendo idéntica a obtida por krigagem simples. A Figura
4.27 compara a imagem gerada com a obtida por uma krigagem apoiada em amostras obtidas

em cada retdngulo de dimensdes 10x10.

Figura 4.27 — Aplicacdo do algoritmo de restauracio ICM em uma variavel continua: imagens

original , krigada e restaurada
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A figura abaixo ilustra a imagem base, a imagem contaminda e a seqiiéncia de itera¢des

no amostrador de Gibbs para as itera¢des de nimero 1, 2, 3, 4, 5, 10 e 20.

=5

=2

Figura 4.28 — Aplicaciio do algoritmo de restaura¢iio GS em uma imagem continua

E possivel ainda a utilizagio de diversos tipos de dados ndo relatados neste trabalho, os
quais permitem a simulagdo do processo estocastico sob condigGes especiais diversas, como
por exemplo dados de produgdo, de pressdo ou mesmo dados qualitativos oriundos de analises
geologicas; estas informagdes, correntemente denominadas soff, podem ser incorporadas ao
processo, sendo capazes de reduzir as variagdes das caracteristicas do processo e, conseqiien-

temente, a incerteza quanto as respostas do reservatorio em termos de recuperagdo de fluidos.
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Capitulo 5

Resultados Experimentais em Malhas Correlacionadas

Os valores estabelecidos pela Teoria da Percolagdo dizem respeito as malhas com ocu-
pagdo aleatoria, ou seja, onde a probabilidade de ocupagdo de um ponto independe de qual-
quer outro ponto da malha. Uma malha € dita espacialmente correlacionada, ou autocorrelaci-
onada, quando ha dependéncia entre os valores de um ponto e de seus vizinhos, dependéncia
esta dada pela fung¢do de autocorrelagdo ou pelo semivariograma nos processos Gaussianos,
ou pela repulsividade B nos processos Markovianos. Havendo autocorrelagdo, a malha pos-
suira maior continuidade, facilitando o agrupamento dos clusters e reduzindo a propor¢ao

percolante, com conseqtiente alteragdo nas condigdes de fluxo.

Poucos trabalhos analisam os efeitos da correlag@o espacial sobre os parametros da Teo-
ria da Percolagdo. Webman et al [45] em 1975 e Blumberg et al [46] em 1980 observaram
que as malhas correlacionadas apresentavam valores de p, menores que nas malhas aleatorias.
Nestes trabalhos, a gera¢ao das malhas correlacionadas ndo era feita de modo sistematico,
mas pela adogdo de valores de variaveis em cada ponto como médias dos vizinhos mais pro-
ximos. Silliman e Wright [19] em 1988 verificaram um aumento na permeabilidade limite
K, (discutida na Secdo 2.4) em uma malha espacialmente correlacionada, quando compara-
da a uma malha aleatoria, efeito equivalente a uma redugao de p.. Apenas os trabalhos de Re-
nault [47] em 1991 e Allard [48] em 1993 estudaram o comportamento das malhas correlaci-
onadas em relagdo ao alcance e ao modelo de correlagdo. O primeiro analisou a influéncia do
alcance da correlag@o sobre p, em malhas bi e tridimensionais com modelos de variograma
exponencial, esférico e Gaussiano. O segundo estudou o comportamento dos parametros de

percolagdo no modelo Gaussiano truncado de forma comparativa aos modelos Booleanos.
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Este capitulo aprofunda a analise do comportamento dos pardmetros da Teoria da Per-
colagdo e de sua sensibilidade as caracteristicas de correlagdo espacial do meio, como 0 mo-
delo e o alcance da correlagio; estuda ainda a influéncia do fator de escala e da discretizagdo
da malha, estabelecendo limites para a manutengdo da conectividade do sistema; € ainda veri-
ficada a conservagao dos parametros universais nas malhas espacialmente correlacionadas e
sdo estabelecidas relagdes empiricas que adimensionalizam os pardmetros em relagdo ao do-
minio de correlagdo. A correlag@o € atribuida ao meio através da aplicag@o dos processos es-
tocasticos Gaussianos e dos campos aleatorios Markovianos discretos, em malhas bidimensi-

onais quadradas.

5.1 Algoritmo de Hoshen-Kopelman

O algoritmo de Hoshen-Kopelman [49], aplicado na rotulagdo dos clusters, consiste em
uma varredura na malha (da esquerda para a direita e de cima para baixo), através da qual ¢
pesquisado, em cada ponto, se os vizinhos anteriores (situados nas posigdes i-1 e i-L) estdo
conectados a este ponto, fazendo-se a rotulagdo dita primaria; adicionalmente ¢ feita uma ro-
tulagdo secundaria, que informa se dois rotulos primarios, aparentemente desconexos na pri-
meira rotulagio, estdo conectados; a0 mesmo tempo, ¢ medido o tamanho de cada compo-
nente conexo ou cluster. Em suma, percorrendo a malha uma tnica vez sdo identificados e
medidos todos os componentes conexos. A figura abaixo ilustra as rotulagdes primaria e se-

cundaria em uma malha hipotética.

111 2 2:] 2 10
3|2 -2 110

4 2] 2 -2 10 | 10
4 | 4| 2 2|-2|10

5 4 6 1 -2 1

Figura 5.1 — Algoritmo de Hoshen-Kopelman — Rotulagdes primaria e secundéria



Nesta figura, o desenho a esquerda mostra as células ativas (em azul) e as células inati-
vas (em amarelo). O desenho ao centro mostra a rotulagio primaria, que verifica apenas se as
posigdes vizinhas ja percorridas (i-1 e i-L) estavam ocupadas e ja tinham um rotulo primario;
em caso positivo, a c€lula recebe o mesmo rotulo do seu vizinho; caso contrario, é criado um
novo rotulo primario. O desenho da direita mostra os rotulos secundarios, os quais indicam se
o novo cluster esta ligado a outro ja rotulado; em caso positivo, o rotulo secundario tera sinal
negativo e valor absoluto igual ao rotulo primario do cluster a que esta ligado; caso ele seja o
cluster base ao qual os outros se uniram, o rotulo secundario € utilizado para guardar o nime-

ro de células que compdem o cluster.

Com estas duas rotulagdes € possivel identificar e medir os componentes conexos. Para
verificar se ha percolagdo, basta percorrer as duas fronteiras externas e verificar se algum

rotulo aparece em ambas.

Assim, para cada proporgao fixa p € possivel determinar, através do algoritmo, o nime-
ro de clusters »,, o tamanho de cada um deles, o tamanho médio dos clusters (S), o tamanho

do cluster maximo (P(p) se p>p,) e se ha ou nao percolagao. Além disto sdo implementadas
sequéncias adicionais que propiciam a obteng@o da proporg¢ao critica (p.) e da fungao conecti-

vidade g(h).

5.2 Analise do Processo Gaussiano Truncado

5.2.1 Descri¢do do Experimento

Foram utilizadas neste experimento malhas totalmente aleatorias e malhas espacial-
mente correlacionadas. As primeiras com o objetivo de validar os métodos aplicados por meio
dos parametros teoricos conhecidos e dos experimentos ja realizados; as outras para observar
a influéncia da autocorrelagdo sobre as caracteristicas de conectividade do meio. Foi utilizado
o modelo Gaussiano Truncado, obtido a partir do truncamento de uma variavel Gaussiana
continua, simulada com o algoritmo de Simulagéo Gaussiana Sequencial [24-25].

Aplicaram-se os modelos de variograma exponencial, esférico e Gaussiano, com valores

de dominio de correlagdo A iguais a 16, 64 e 256. O experimento se realizou com 100 simula-
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¢Oes para cada tamanho de malha, modelo de variograma e alcance a da correlagio. Os valo-
res de alcance a correspondentes aos valores de dominio de correlagdo A4, para cada um dos

modelos analisados, sao mostrados na tabela a seguir.

Tabela 5.1 — Parametros de alcance da correlagio espacial

Variograma | Variograma | Variograma
A Esférico | Exponencial | Gaussiano
16 6,2 5,8 2.7
64 12,4 11,7 5.5
256 24,8 22,4 11,0

O dominio de correlagdo A se refere a variavel indicatriz. As relagdes entre a correlagao
espacial (e conseqiientemente o valor do dominio de correlagdo) antes e depois do trunca-

mento da variavel continua estdo detalhados no anexo A.

Para calcular p, aplicou-se 0 método de bisegao (bisection), em que € verificada por
tentativa e erro a proporgao p acima da qual passa a haver percolagdo; para isso verifica-se a
ocorréncia ou nao da percolag@o para o valor de p, que varia em intervalos cada vez menores,
até um certo limite de precisdo desejado. A variagao de p se faz truncando a imagem Gaussi-
ana continua em proporgoes diferentes; este procedimento equivale a manutengdo da semente
geradora da imagem para pontos diferentes de corte. A cada p testado corresponde uma rotu-

lagdo pelo algoritmo de Hoshen-Kopelman.

Desta forma, cada realizagdo da variavel Gaussiana fornece um valor de p.. De acordo
com o descrito na Se¢do 2.4, para a estimativa de p, a partir de malhas finitas, € necessaria a
obtengdo da média e da variancia de p, para cada tamanho de malha; estes valores s&o obti-
dos para as malhas de tamanho LxL, com L variando de 20 a 160 em intervalos de dimensao
20; foram realizadas 100 simulagdes para cada uma das dez condigdes acima (nove correlaci-

onadas e uma aleatoria) e em cada tamanho da malha.



105

Os parametros de percolagdo foram calculados com o auxilio do algoritmo de Hoshen-
Kopelman, que faz a rotulagao do sistema conforme descrito na se¢o anterior. A fungdo co-
nectividade g(h) € obtida apos esta rotulagdo, pela contagem do numero de pares distantes /
que fazem parte do mesmo cluster. A contagem estatistica do niimero de clusters, tamanho
medio dos clusters e fungdo conectividade foi feita com a aplicagdo de 100 simulagdes em
malhas de dimensdes 160x160, nas 10 condigdes de correlagdo espacial acima descritas. Foi
analisada destacadamente a influéncia do alcance do variograma, do tipo de modelo, da dis-
cretizagdo da malha e do fator de escala sobre as caracteristicas geométricas do meio, como o

tamanho e a quantidade de clusters e a fungdo conectividade .

A influéncia do alcance da correlagdo foi verificada para uma malha fixa 160x160, so-
bre a qual o alcance a (e conseqiientemente o dominio de correlagao A4) € gradativamente ele-
vado. O tipo de modelo foi variado com a atengdo voltada para o comportamento do mesmo

proximo a origem (maior ou menor continuidade), mantendo fixo o valor de 4.

O fator de escala € definido pela relagdao entre o tamanho da malha L e o numero de
celulas cobertas pelo alcance a da correlagao. Como o valor do alcance tem significados dife-

rentes em cada modelo variografico, € utilizado o dominio de correlagdo A. Assim, o fator de

escala é representado pela razio L//4 .

A discretizagio ¢ feita pelo aumento simultaneo do tamanho da malha L e do valor do
parametro 4, de modo a manter fixo o fator de escala; observa-se que neste caso o tamanho
representado por cada célula € inversamente proporcional ao tamanho da malha, por exemplo,
um alcance de 5Sm cobre um total de 5 células de Im ou 10 c¢lulas de 0,5m; neste Gltimo caso
representa-se 0 meio por um alcance a de valor 10 e com o tamanho da malha duplicado em
relagdo ao inicial, para manter inalterado o fator de escala, ou seja, esta sendo representada a
mesma malha, com mesmo alcance, mas duplamente discretizada. Para analisar este efeito as
malhas foram discretizadas aplicando os valores: (4=1 com L=20), (4=16 com L=80), (4=64
com L=160) e (A=256 com L=320).

Para investigar a relagdo entre a permeabilidade efetiva K,;. e a permeabilidade limite

K, , foi utilizada a distribui¢do continua gerada pela simulagdo Gaussiana e obtida uma dis-
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tribui¢do lognormal com média 100 e variancia do /ogK; igual a 1; para cada realizacdo foram
calculados K}, € Ky . Conforme descrito na Segdo 2.6, a permeabilidade limite X,,,, ¢ um
valor limite estabelecido pela conectividade do sistema e pode ser obtido com o auxilio de P
A permeabilidade efetiva foi calculada através de um modelo de fluxo monofasico perma-
nente, utilizando medias entre as aproximagdes por diferengas finitas e elementos finitos, pro-
cesso proposto por Ribeiro e Romeu [50], que permite a obtengdo de resultados precisos sem
grandes refinamentos de malha; para o calculo da permeabilidade, sdo fixas as pressdes nas
faces verticais de entrada e de saida de fluidos, além de ser assumido fluxo nulo nas faces

horizontais; a permeabilidade efetiva (equivalente) é calculada pela lei de Darcy.

Da mesma forma que para p,, € necessario observar o comportamento da variancia dos
valores de permeabilidade em relagdo ao aumento de tamanho da malha. Assim, para cada
uma das dez condigdes de correlagdo e para os tamanhos de malha L entre 20 e 160 foram
efetuadas 100 simulagdes, observando a relacao entre K;;,, e K. € sua sensibilidade ao ta-

manho da malha, ao alcance e ao modelo de correlagio.

5.2.2 Resultados para Proporc¢io Critica e Probabilidade de Percolacio

Para malhas com alcances crescentes, foram obtidos os valores de média e desvio pa-
drdo, para a estimativa do valor tedrico de p,, de acordo com as Equagdes (2.53), (2.55) e

(2.56). Os valores obtidos em cada modelo sao mostrados na figura a seguir.
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Figura 5.2 — Proporgéiio Critica de Percolagdo p, em fun¢io do dominio de correlagio 4 para

diferentes modelos de correlacdo espacial

Pode-se perceber que a elevagdo no alcance a provoca uma notavel redugdo no valor da
proporgdo critica p,. Isto era previsivel, ja que a correlag@o tende a agrupar mais fortemente
os corpos permeaveis, facilitando o fluxo e a percolagdo. O decréscimo de p, se torna menor a
medida que se aumenta o alcance, tendendo a uma estabilizagdo num patamar proximo a 0,50.
O comportamento de p, tem aspecto semelhante nos variogramas esférico e exponencial, mas
bastante diferente no variograma do tipo Gaussiano, o qual, devido a uma maior continuida-
de, tem uma reducdo mais brusca ao se aumentar a correlagdo. A seguir € analisado o com-

portamento do desvio padrdo de p, (Figura 5.3):
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Figura 5.3 — Varidncia de p. em fung¢io de L para diferentes valores de 4

Os graficos anteriores mostram o comportamento do desvio padrdo de p, para as malhas

correlacionadas em fungdo de L e de L/ VA ; sabe-se da Segdo 2.3 (Equagdes 2.55 e 2.56) que
[p.— E(p) = o] eque[c o« L] e deste modo, sdo extraidos das figuras anteriores os valo-
res de v = 1,32 e p,=0,5933, nas malhas aleatorias (4=1), valores coerentes com os estabele-
cidos 1,33 (4/3) e 0,5927. A variancia de p, decresce de acordo com o aumento do fator de
escala, e os valores se sobrepdem na Figura 5.3, quando o tamanho L ¢é adimensionalisado por

v A ; permitindo-se estabelecer as equagdes empiricas:

o(p, ) (L/ \/Z)_%
Bp.)-p. = (L/VA)*

5.2.3 Resultados para Tamanho e Niimero de Componentes Conexos

O tamanho médio observado dos clusters (S ) fornece a estimativa do valor esperado do

tamanho de um cluster £(S), conforme apresentado no Capitulo 2.
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A presenca da correlagdo espacial altera consideravelmente o comportamento dos com-
ponentes conexos, a rapidez com que eles se agrupam frente ao aumento da concentragio. A
influéncia do alcance de uma correlagao, balizado pelo aumento do dominio de correlagdo (4)
pode ser analisada com o auxilio da Figura 5.4, para cada um dos tipos de modelo de correla-
¢ao. Em todos os casos, um aumento no alcance da correlagdo provoca um maior agrupa-
mento dos clusters, com redugdo na sua quantidade e aumento de seu tamanho médio; este
comportamento € mais marcante nas proporgdes mais baixas e inferiores ao ponto critico;
assim, a correlagdo espacial age a favor do fendmeno de percolagdo, culminando na redugéo

do valor do ponto critico, discutido no item anterior.

A comparagdo entre o comportamento dos trés modelos € mostrada na figura 5.5. Ob-
serva-se uma redugdo mais brusca na quantidade de clusters no modelo Gaussiano, destaca-
damente nas menores proporgdes € nos menores alcances. Esta alterag@o ja se mostra bastante
efetiva para A=16, tendo pequena alteragdo ao se aumentar 4 para 64 e 256. Este comporta-
mento € coerente com 0 observado para a propor¢ao critica (p,) neste modelo, que ja se apro-
xima de 0,50 para pequenos alcances. Os modelos esférico e exponencial se comportam de
forma semelhante, o modelo esférico apresentando serﬁpre caracteristicas ligeiramente supe-
riores de continuidade, representadas por maiores dimensdes dos clusters. Deste modo, o fator

preponderante na diferenciagdo dos modelos diz respeito ao seu comportamento na origem.

Ja a influéncia do fator de escala pode ser observada na Figura 5.6, que apresenta alguns
exemplos simulados para o nimero de clusters e o tamanho médio dos mesmos, nos modelos
sem correlagdo, exponencial (linear na origem) e Gaussiano (parabélico na origem). Obser-
vou-se que em todos os casos, independente do modelo e do alcance, os parametros em ques-
tao tendem a se estabilizar a partir de dimensdes proximas a 80 (ou para fatores de escala su-
periores a 10), excegdo feita a0 modelo Gaussiano que se estabiliza para maiores fatores de

escala. A estabilizagdo se da logicamente em valores diferentes em cada modelo e correlagao.
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A discretizagdo da malha (aumento concomitante do dominio de correlagdo e das di-
mensdes da malha), analisada com auxilio da Figura 5.7, indicou um aumento significativo na
quantidade de clusters dos modelos exponencial e esférico, mas desprezivel no modelo Gaus-
siano; a discretizagdo de A=16 para A=64 causou uma alteragdo de pequeno valor nos mode-
los lineares na origem e de valor nulo no modelo Gaussiano. Este comportamento é coerente
com o comportamento do ponto critico para o modelo Gaussiano, que ja se aproxima do li-
mite 0,50 quando se discretiza de A=1 para 4=16, favorecendo a percolagdo nas propor¢des
inferiores; o aumento de 4=16 para 4=64 pouco afeta o ponto critico e também pouco inter-
fere na quantidade e tamanho dos clusters. Novamente, o comportamento na origem do vario-

grama € o fator diferenciador em relagdo ao comportamento do meio.
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5.2.4 Resultados para Funcio Conectividade

De acordo com o Segdo 2.2, a fungdo conectividade g(#) se define como a probabilida-
de de dois pontos ativos estarem em conexdo. Ela vale p para h=0 e decresce exponencial-
mente com o aumento de 4. Se a proporgéo p for inferior a proporgdo critica p,, a fungio se

estabiliza em zero, se for superior a estabilizagao sera em P(p)*.

O efeito da proporgao p € o fator que mais fortemente afeta a conectividade. Os graficos
da Figura 5.8 mostram o comportamento de g(h) em malhas correlacionadas em modelos e
alcances diversos, para as proporgdes 0,45, 0,55, e 0,65. Observa-se que em qualquer dos
casos a conectividade aumenta fortemente com o aumento da concentragio de células condu-

tivas.

O efeito do alcance da correlagdo, mostrado na Figura 5.9, indica um aumento conside-
ravel na conectividade para as proporg¢des inferiores ao ponto critico € um aumento desprezi-
vel a partir de um determinado alcance para as propor¢des mais altas, independente do mo-

delo de variograma.

O comportamento da conectividade para as distdncias mais curtas indica um comporta-
mento mais interligado para o modelo Gaussiano, que mostra esta fun¢do com um formato
parabolico convexo, enquanto nos modelos lineares o aspecto € também linear. A comparagio
entre os modelos (Figura 5.10), mostra maiores valores desta fungao para o modelo Gaussia-
no, tanto para as curtas como para as longas distdncias. Os modelos exponencial e esférico
tém valores bastante proximos de conectividade para qualquer proporgdo e qualquer dominio

de correlagao.
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A varia¢ao do fator de escala alterou a conectividade ao se aumentar a dimensdo de
20x20 para 80x80, mas a elevagdo acima deste valor provocou alteragdes despreziveis para as
baixas propor¢des em qualquer distancia e para as altas propor¢Oes a curtas distancias. Este

efeito pode ser observado na Figura 5.11.

O efeito da discretizagdo, mostrado na Figura 5.12, é semelhante ao observado para os
pardmetros conectivos anteriores, ou seja, tem um efeito marcante ao se aumentar o valor de
A de 1 para 16, mas tem um efeito praticamente desprezivel ao se aumentar este parametro de
16 para 64, para todos os modelos de variograma. Deve-se observar que as distancias foram

adimensionalizadas pelo valor de 4, para manter o fator de escala constante.
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A medigdo da conectividade g(h) abaixo de p, permitiu que se observasse o valor do
comprimento conectivo e sua ligagdo com o dominio de correlagdo 4 . Calculando os valo-
res de & para p=0,45 (p< p,), através da Equagdo (2.33), que o relaciona a g(h), pode-se ob-
servar que 0 mesmo aumenta ao se aumentar 4, plenamente de acordo com o tamanho das

dimensdes médias dos clusters nas malhas correlacionadas, como mostra a Figura 5.13.

1.0 —
|
0.10 —
— 1
£ 001 A
o E
i Dom. Correlagao
000 — A=t '
i A=16
= A=
0.00
' | | | |
0.00 20.00 40,00 60.00 80.00
h

Figura 5.13 — Comportamento de § para proporgio p=0,45 para diferentes valores de 4 em

processos com autocorrelacio exponencial

Observa-se que o aumento no valor de 4 faz com que & aumente proporcionalmente a

JA . ou seja E(A=16)=4%E(A=1) e £(A=64)=2+E(A=16).

Para as malhas sem correlago, de acordo com a Equagdo (2.28), € valido:

tx(p-p,)"

(p-p.)ct
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que para malhas bidimensionais vale:

(p-p,)ect™”

Calculando agora o valor da conectividade para varias proporgdes abaixo de p,, obtendo

para cada uma delas o valor de &, e adimensionalizando os valores calculados de £ em relagio

-1/
a A, pode-se obter o grafico abaixo, que mostra um comportamento linear entre («i/ V4 ) e

D:
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= ' '. | 1 ' |
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Figura 5.14 - Comportamento de & para proporgdes p abaixo de p.

Assim, pode-se inferir, para as malhas correlacionadas, de acordo com as obser-

vagOes anteriores:



& |
WE“‘C(P"PC)

adimensionalizando a relagdo original (2.28) valida para as malhas sem correlagio.

3,2.5 Resultados para Permeabilidade Limite e Efetiva
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Os resultados de média e varidncia estio apresentados de forma sucinta na Tabela 5.2,

para um processo com variograma exponencial; os outros modelos apresentam ym compor-

tamento qualitativamente semelhante:

Tabela 5.2 - Valores simulados de Ky ¢ Kppe com variograma exponencial

T Ko T Op(RAm) | KeDF  [DplReDr)]  Ken UplKem) |
A0 3T.Us W 1B.08 25 TOT.02 35
[A'z‘i 80 79.52 4.0 87.66 12 100.85 13
120 79.61 2.5 87.57 0.9 100.79 1.0
160 79.26 22 §7.56 0.7 100.82 0.8
10 2T 20.0 o501 1.1 T02.29 2.3
E‘B___ 80 02.02 14,7 9% 62 55 101.02 58
120 89.36 11.8 94.80 4.5 100.20 4.7
160 BB 66 7.8 94.52 33 89.83 34
Ft)] 0777 3177 0364 LR %.00 700 |
E' 80 97.49 18.4 98.85 11.0 102.15 1.4
120 9419 6.1 97.08 8.4 100Q.25 8.7
160 gz.02 13.8 96.81 8.5 99 77 8.7
F.A4} 12430 T2.2 12212 3.3 To8Y LY. d
EE a0 106.36 353 107.30 24.1 109.18 4.5
| 120 97.98 252 101.17 16.1 102.95 16.4
160 92 41 21.8 89 .08 12.6 100.84 12.8
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Para pequenos valores de fator de escala, o aumento na correlagdo espacial torna a con-
dutividade K, mais elevada. Mas percebe-se que os valores médios de K- para dimensdes
[. muito superiores 0 alcance a séo praticamente iguais, qualquer que seja o dominio de cor-
relagiio. Ja o valor de K, fortemente ligado ao ponto critico de percolag@o, ¢ bastante sensi-
vel & correlagdo, para todos os valores de L; ele se torna maior, quanto major for o alcance da
correlagio {para cada valor fixo de 1), tendendo a se estabilizar no ponto correspondente 2
20,50, ou seja na mediana da distribuigao, que, no caso da distribuiggo lognormal, coincide

com 2 média geométrica.

Assim, o valor de Kz se mostrou independente da correlagio para grandes fatores de
escala, mas K., depende fortemente da correlagdo, de modo que fica descaracterizada uma
possivel relagdo entre estes pardmetros. Este fato se explica, em linhas gerais, pelas caracte-
risticas proprias de cada um dos pardmetros, K, descrevendo propriedades internas de co-

nectividade, Ky representando uma caracteristica global do sistema.

%3 Analise dos Processos Markovianos Discretos

Foram medidos por simulagdes de Monte Carlo os pardmetros de percolagdo dos pro-~
cessos Markovianos discretos, observando seu comportamento em relagio aos par@metros
repulsivos do processo. Os resultados foram ainda analisados no contexto dos sistemas ferro-

magnéticos, onde algumas das propriedades analisadas s§o conhecidas.

5.3.1 Descri¢iio dos Experimentos

Como os processos Markovianos sdo gerados a partir de trocas aleatorias de posigdo ate
a estabilizagio em uma condigiio preestabelecida, ndo é possivel a determinagéo de p, para
cada imagem por trUNCAMentos SUCcessivos que mantém a semente inicial, como nos processos
Gaussianos. A alternativa adotada foi verificar, para cada imagem discreta, gerada a partir de
uma determinada semente, se 2 mesma propicia ou néo a percolagio de fluidos, efetuando
para cada valor de  a seguinte seqiiéncia; fixa-se uma proporgdo p, simulam-se 100 imagens
e calcula-se a fragdo destas imagens que sdo percolantes; adotam-se novas proporgdes € repe-

te-se a seqiiéneia, que tem como objetivo determinar, por tentativa € erro, a proporgdo p que
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propicia a percolagio com 50% de probabilidade, valor adotado como ., além das propor-
¢cBes em que 15% e 85% das imagens sdo percolantes, auxiliando na estimativa da varidncia
de p,. Para a determinagio destes pontos € necessaria a verificagdo de cerca de sete propor-
¢Oes para cada valor de . S#o testados os valores de B iguais 8 0,30, 0,40, 0,50 , 060 ¢
0,80. Da mesma forma que nos processos Gaussianos, ¢ necessaria a estimativa de p, em ta-
manhos de malha varidvel, de modo que as simulagdes acima sio realizadas para L valendo
80, 120 e 160. Os processos Markovianos binérios (modelo de Ising) so simulados utilizando
o algoritmo de Metropolis com dupla troca, e ponto de estabilizagao de acordo com o critério

de Frery, assunto detathado no Capitulo 4.

¥4 os processos discretos de maltiplas ficies (modelo de Potts-Strauss) foram testados
para diversas configuragBes ligadas as combinagBes de valores dos pardmetros de repulsio
(B,) entre as facies. Foi observado o comportamento dos parametros de percolagio em rela-
¢d0 & variagdo dos pardmetros B, nos modelos do tipo mosaico, difusdo e algumas combina-
cdes destes. Para isto, apos a simulagéo da imagem, ¢ efetuada uma binarizago, ou seja, uma
das facies é considerada ativa (ou condutora) e as demais inativas {ou isolantes); em seguida,
sua proporgdc é variada para a obtengio da proporgao critica p,, de forma idéntica a efetuada

para 0 modelo binario.

5,3.2 Resultados para o modelo de Ising

Como o valor de p, se reduz com o aumento da correlagdo nos processos Gaussianos,
era esperada uma redugfio deste pardmetro com o aumento de B; os valores encontrados estio

apresentados na Tabela 5.3 e na Figura 5,13,

Tabela 5.3 - Valeores de p, em fung¢iio do tamanhe L da malha

beta P L=80) | P, (L-=120) | p (L =160}
o 0,503 0,503 0,503 |

0.3 0,549 0,55 0,551

0,4 0,531 0,535 0,536

05 0,52 0,521 0,522

0,6 0,509 0,51 0,511

0,8 0,501 0,502 0,502




0.60 é
: .\\
0.58 — ,\_\
056 -] 5
o %
&, \\\
0‘54 ......
L 3
by
\‘,
i
052 @1\
'
050 - § | ? —w—W@_..W.wm% ___________ ? _”7_.’_@ ] i
0.00 0.40 0.80 1.20 1.6G 2.00
fi

Figura 5.15 - Influéncia do parimetro B sobre a proporcie critica p,

Observa-se que as variagBes sdo peguenas quando se eleva o tamanho da matha, mas a
vartdncia dos resultados diminui substancialmente com este aumento. A Tabela 5.4 mostra o
desvio padriio das proporgBes criticas, e a Figura 5.16 mostra os intervalos de confianga para

a esperanga de p, com um grau de confiabilidade de 95%, para valores de L iguais a 80, 120 ¢

166,

Tabela 5.4 — Desvie padriio de p, em fungio do tamanhe £ da matha

B =80 =120 =160
4] 0,030 U017 0,014
0,3 0,034 0,020 0,016
0,4 0,039 0,028 0,022
0,5 0,041 0,033 0,025
06 0,044 0,035 0,030
0,8 0,049 0,041 0,036
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Figura $.16 — Intervalo de confianga de p, com 95% de confiabilidade em fungfic do parimetre
B e do tamanho £ da malha

Assim como observado nos processos Gaussianos, a redugdo de p, com § atinge um
patamar préximo de 0,50; este patamar ocorre para valores de B>0,88, que € o ponto critico
de magnetizagio espontanea nos modelos ferromagnéticos binarios e também corresponde &
temperatura critica de um fluido, Em Coniglio et al [S1] € demonstrado que p, =0,30 quando

B é superior ao ponfo critico
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Utilizando as relagSes tedricas obtidas no capitulo anterior, entre B e o alcance a da
correlaglio (4.39), € a equagio do dominio de correlagio 4 em fungo de o para o variograma

exponencial (A=n.a’/4,5), pode-se transpor a curva da Figura 5.15, relacionando p, ¢ 4:
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Figura 5.17 — Comportamento de p, em funciio do dominio de correlagiie 4 (caleulado a partir

do valor de B) para os processos Markevianos

Percebe-se um rapido declinio em p,, semelhante ac comportamento observado no pro-
cesso Graussiano Truncado com modelo de variograma Gaussiano. Isto reforga as semelhangas
j4 discutidas entre os dois modelos no Capitulo 4. A Figura 5.18 a seguir compara os resulta-
dos anteriores com os valores calculados para os processos Gaussianos (apresentados na Figu-

ra 5.2), onde fica nitida a superposigio das curvas.
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Figura 5.18 ~ Comportamento de p. em fun¢io do dominio de correlacio 4, comparado aos

processos {zaussianos

5.3.3 Resultades para o modelo de Potts-Strauss

Embora a capacidade de percolagiio dependa do conjunto dos valores repulsivos, algu-
mas andlises podem ser feitas em relagfio a alguns valores de . Serdo comparados trés tipos
de configuragio para um processo com trés facies: o primeiro deles com igual repuisdo entre
todas as facies (mosaico), o segundo com repulsio nula entre duas delas (correspondendo a
um modelo binario) e o terceiro com uma maior repuls@io entre duas das facies (difusfo); estes
trés casos estdio reunidos na Figura 4.5 do capitulo anterior. A malha utilizada tem dimensdo
160x160 e foram simuladas 100 imagens para cada caso. A comparagdo entre as proporgdes

criticas e o desvio padriic de p, nos trés modelos pode ser vista nas tabelas abaixo:



Tabela 5.5 - Comportamento de p, em fungfio da configuracic da imagem

B BiNano | mosaico | aiusao
) 0,503
0.3 0,551
0.4 0.536 0,549 0,559
0.5 0,522
0,6 0,511 0,524 0,531
0.8 0,502 0,505 0,512

Tabela 5.6 ~Desvio padriio de p, em fungio da configuragio da imagem

P BINGro | Mosaico | dfusao
4] Q014
0,3 0,016
0,4 0,022 0,019 0,012
0,5 0,025
0,6 0,03 0,022 0,013
0,8 0,036 0,028 0,016

Percebe-se um aumento em p, quando se aumenta a repulso entre as duas facies secun-
darias, ou seja, a percolagio € mais facil no caso binario que no modelo mosaico, e mais facil

neste que no modelo difusfio. A figura abaixo ilustra os testes realizados:
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e ﬁ\\\
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B

Figura 5.19 — Comportamento de p. em funcio do parimetro f para diferentes configuracdes de

imagem
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Na figura a seguir sdo comparados os modelos binario e difusdo, observando-se ainda

uma menor variabilidade para esta configuragao:

Pc

0.56

0.52

0.48

0.00

Modelo

| —&—  difusio
[

‘ —&— bindrio

Figura 5.20 - Comportamento de p. em funciio do parimetro p para configuracdes dos tipos

binario e difusio

Este comportamento se explica pelo fato de, ao se impor uma estruturagao para as facies

secundarias, fica mais dificultada a percolagdo e o fluxo na facies primaria, em oposi¢éo ao

caso extremo, no qual as facies secundarias se misturam e a liberdade de posicionamento da

facies condutiva atuara favoravelmente a percolagdo e a condutividade efetiva.

5.4 Verificacio da reducgiio do ponto critico de percolagio para as malhas

correlacionadas

Através da analise dos processos Markovianos, pode-se verificar a redu¢do da propor-

¢do critica das malhas quadradas bidimensionais e sua estabilizagdo em 0,50 para valores ele-

vados de B; este patamar de valor 0,50 é teoricamente demonstrado no contexto da modela-

gem dos processos ferromagnéticos. O comportamento similar, que foi observado experi-

mentalmente nos processos Gaussianos, ndo tem ainda o suporte de uma demonstragdo anali-
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tica, no entanto, com a ajuda dos conceitos de renormalizagio, probabilidade de percolagdo e
correlagdo espacial da variavel indicatriz, pode-se verificar esta redugdo e justificar o com-

portamento do ponto critico em relagdo ao aumento do dominio de correlagdo.

Foi apresentada no Capitulo 2 a definigdo de probabilidade de percolagdo m(p) de uma
malha a uma dada proporgdo p, que € a base da mudanga de escala que utiliza a renormaliza-
¢do desenvolvida por Wilson [12]. Ela consiste da redugdo passo a passo das dimensdes da
malha, através dos agrupamentos sucessivos das células. Em uma malha quadrada, quando se
deseja reduzir a escala em um fator igual a 2, reinem-se as células em grupo de quatro, e cada
grupo é transformado em uma unica célula. A figura abaixo mostra 2 redugdo da malha de

8x8 para 4x4, 2x2 e 1x1.

Figura 5.21 — Seqiiéncia aplicada na mudanca de escala através da renormalizag¢iio

A cada passo na escala € calculada a nova propor¢ao transformada, denominada p*. A
probabilidade de que a célula transformada seja ativa equivale a probabilidade do grupo per-
mitir a ligagdo entre as células vizinhas, ou seja, que propicie a percolagdo. Assim, o calculo

da nova proporgdo se faz pelo calculo da probabilidade de percolagdo do sistema original.

Esta probabilidade pode ser calculada pela montagem das configuragdes possiveis para

o agrupamento e verificagdo das configuragdes percolantes. Para o caso de quatro células em
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uma malha aleatoria, tem-se as probabilidades de ocorréncia de cada configuragdo apresenta-

das na coluna da esquerda da Figura 5.22, conforme ja discutido na Segdo 2.4,:

- (1x) p* (1%) R*
. 4x) p3(1-p) 4x) R¥p-R)
- 2¥) p*(1p) (2x) R(1-2p+R)(p-R)?
- 29 p*(1-p)? (29 R(1-2p+R)(p-R)
- 29 p*(1-p)? 23 (p-R)
- 4x) p(1-p)? (4x)  (1-2p+R)*(p-R)?
- (1x) (1-p)* (1x) (1-2p+R)4

Figura 5.22 — Probabilidades de ocorréncia de cada configura¢io em malhas sem correlagio (a

esquerda) e correlacionadas (2 direita)
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A soma das probabilidades das configurages percolantes resulta em:

P(p)=2p°-p’

Esta passagem ¢ repetida passo a passo até se atingirem as dimensdes desejadas. A pro-

babilidade de percolagdo ou proporgdo transformada pode ser vista na figura a seguir em fun-

¢do do tamanho da discretizagdo:

1.00

0.80

0.60 —

Pl(p)

0.40

0.20

0.00

Figura 5.23 — Probabilidade de percolagio num sub-dominios 2x2 e 4x4 em malhas sem correla-
cdo

Este método se torna menos pratico 4 medida que se aumenta o tamanho do grupo, tor-

nando o calculo das probabilidades bastante trabalhoso.
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Para os casos correlacionados, as configuragdes anteriores tém probabilidades alteradas
em fun¢3o da correlagdo, ja que a probabilidade de uma célula ser ou nao ativa nd3o ocorre
mais independentemente das demais. As propriedades da variavel indicatriz, apresentadas no
Capitulo 3, fornecem condigdes para o calculo das probabilidades ligadas a cada configuragdo

possivel:

y ()= pli(x)=1(x + )]

R(h)z p[](x): I(x + h): 1]

y(h)= p—R(h)

Observa-se, assim, que 0 semivariograma permite estimar a probabilidade de ocorréncia
de pares diferentes e a autocorrelagdo a probabilidade de ocorréncia de pares iguais e condu-
tores. A probabilidade de ocorréncia de pares iguais e isolantes € calculada por diferenca e

vale:
plI(x)=I(x+h)=0]=1-2p+R(h)

Assim, utilizando o valor da autocorrelagdo a distancia unitaria, podem-se estimar as
probabilidade relativas as configuragdes possiveis, cujos valores se apresentam na Figura
5.22. na coluna da direita. A soma das probabilidades das configuragdes percolantes permi-

tem estimar a probabilidade de percolagao m(p):

R*+4R*(p—R) +2R(0-2p+R)p-R)’
Soma - de - todos - os - termos

n(p)=

Imagine-se agora uma malha infinita aleatoria quadrada; esta malha sera percolante
exatamente na proporgdo 0,59. Supondo que esta malha foi obtida de uma mudanga de escala
em uma malha inicialmente correlacionada, a proporgdo limite de percolagdo p, da malha

original sera aquela que resultar em uma propor¢ao transformada (probabilidade de percola-
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¢ao) de valor 0,59. Assim, a estimativa consiste em igualar a equagao anterior a 0,59 e resol-

ver a equagdo ndo linear em p.

Para uma malha correlacionada com semivariograma & distancia unitaria valendo, por
exemplo, em torno de 0,12, a equag@o acima propicia o calculo de p em 0,52. A repetigado
sucessiva desta seqiiéncia, ate a malha equivalente se tornar sem correlagdo, faz p convergir
para 0,50, coerente com o valor observado nos experimentos em malhas correlacionadas de

grande alcance.
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Capitulo 6

Modelos de Fluxo em Redes Microscoépicas

Este capitulo tem por objetivo apresentar e discutir os principais modelos que repre-
sentam o fluxo em redes microscopicas, modelos estes que podem ser analiticos, numéricos
ou estatisticos. Sao enfocadas as suas limitagdes, simplificagdes e aplicabilidade, além da
adequacdo aos diversos regimes de fluxo, estes relacionados a atuagao das forgas capilares e

viscosas.

6.1 Fundamentos

A representagdo do fendmeno de transporte nos meios porosos em escala real tem uma
importancia destacada nas areas de engenharia de petroleo e de hidrologia. Diversos sao os
modelos utilizados na estimativa das propriedades ligadas ao fluxo, a maioria representando o
meio poroso através de uma rede de poros e gargantas; sao os chamados modelos de rede
(network models), onde os nos (poros) que contém o fluido se interligam através das ligagdes

entre eles (gargantas de poro).

Apesar da complexidade e irregularidade normalmente encontradas num meio poroso
real, é possivel o seu estudo utilizando os modelos idealizados, que simulam numericamente o
fluxo dos fluidos através de redes de poros, permitindo estimar os parametros e a geometria

deste fluxo.

As redes podem apresentar geometria regular, em geral retangular ou cubica, ou irre-

gular como o exemplo das malhas do tipo Voronoi. O fluxo simulado, em geral, € do tipo



monofasico ou bifasico imiscivel, embora seja possivel a utilizagdo dos modelos de rede para

estimativas em fluxo miscivel.

Pelo fato do termo percolagao significar passagem ou filtragem de um fluido atraves de
um meio, alguns autores denominam os modelos de fluxo em redes porosas de modelos de
percolagdo, ou de percolagdo por invasio, embora sem utilizar nenhum conceito ligado a Teo-
ria da Percolagdo. Sem entrar no mérito da adequago ou néo do termo, no presente trabalho
estes modelos sdo denominados de modelos de fluxo em redes porosas ou simplesmente mo-
delos de rede; serdo denominados modelos de Percolagdo os que utilizam a Teoria da Perco-
lagdo descrita no Capitulo 2 e modelos de Percolagdo por Invasdo (invasion percolation) os
modelos de fluxo em rede cujo critério de avango permite uma analogia a Teoria da Percola-

¢do; estes Gltimos estdo descritos na segao seguinte.

Sdo apresentados a seguir os principais modelos de fluxo em rede ja propostos e testa-
dos. Inameros outros foram desenvolvidos, mas podem ser considerados variagdes destes mo-
delos principais, com implementagdo de melhorias que, porém, néo alteram sobremaneira os

seus principios basicos.

6.2 Principais Modelos de Rede

Modelo de Fatt

Considerado o precursor dos modelos de rede, o modelo idealizado por Fatt [52,54] to-
mou o lugar dos modelos do tipo “bundle of tubes” que utilizavam uma distribuigdo de gar-
gantas de diametro fixo ndo interconectadas, que, por sua simplicidade, ndo eram capazes de

representar de forma adequada o fluxo nos caminhos porosos.

No modelo de Fatt, os nos sio conectados por capilares de diametro aleatorio, saturados
inicialmente com o fluido molhante; a rede é entdo circundada pelo fluido ndo molhante, que
penetra pelas gargantas permitidas pela pressao capilar, ou seja, a cada aumento sucessivo na
pressdo capilar, sdo preenchidos os diametros iguais ou maiores que o didgmetro de entrada,

que estejam em contato direto com a fronteira entre os fluidos. Na época, Fatt fez uso de ta-



belas de numeros aleatorios para estabelecer os diametros das redes hoje consideradas de pe-

queno porte, com 200 a 400 tubos (15x15 a 20x20).

Este modelo vem recebendo diversos aperfeigoamentos ao longo dos anos, ndo so atra-
ves da adequagdo dos critérios de penetragao bem como pelo aumento nas dimensdes da rede,
dentre os quais destaca-se o trabalho de Chatzis e Dullien [55], e continua sendo a base de
quase todos os modelos de “rede”. Os modelos com forma de ocupagdo semelhante se apli-
cam exclusivamente aos deslocamentos onde prevalecem as forgas capilares. Para descrever
deslocamentos onde as forgas viscosas ndo sao despreziveis em relagao as capilares, torna-se
necessaria a implementagdo de critérios de fluxo mais complexos, razao pela qual ganharam

destaque os modelos a seguir apresentados.

Modelos de Fluxo Poiseuille

O modelo proposto por Lenormand el al [58] e estendido para condi¢gdes mais amplas
por Blunt e King [59], foi desenvolvido para representar o fluxo dos fluidos em condigdes de
velocidade tais que passa haver predominio das forgas viscosas, ou seja, ndo se restringem

apenas aos fluxos dominados pelas forgas capilares.

No primeiro dos dois trabalhos citados acima € utilizada uma malha regular quadrada
bidimensional, composta de poros (nos) e gargantas (passagem entre os poros) com distribui-
¢do aleatoria de diametros, sendo as duas distribuigdes consideradas indepententes. O fluxo
entre as gargantas é assumido como Poiseuille, mas também regido por critérios capilares de
acordo com a molhabilidade. As condigdes anteriores ja haviam sido testadas por Koplik e
Lasseter [56] e por Dias e Payatakes [57], mas as restrigdes em relagdo a ndo linearidade do
problema (e por conseguinte ao tempo de simulagdo) limitaram suas redes a dimensdes da
ordem de 10x10 e 15x30 células respectivamente. Nos dois casos a nio linearidade era subs-

tituida por uma seqiiéncia de problemas lineares.

No trabalho de Lenormand et al [58] foi utilizada uma aproximagao direta do problema
ndo linear, ao invés de uma porgdo de problemas lineares, o que propiciou a extensdo das
redes para dimensdes da ordem de 100x100 células, permitindo analises mais representativas.

Foram destacadas no desenvolvimento do mesmo trabalho a caracteriza¢ao dos diversos re-
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gimes de fluxo, atraves das relagdes entre as forgas capilares e viscosas: o deslocamento esta-
vel, cuja principal forga ¢ ligada a viscosidade do fluido injetado; deslocamento viscoso, no
qual a principal forga € devida a viscosidade do fluido deslocado; o deslocamento capilar, no
qual as forgas viscosas sdo despreziveis. O grafico tragado com os valores de C, (razdo entre
forgas viscosas e capilares), parametro regulador das forgas capilares, e de M (razdo entre as
viscosidades dos fluidos), regulador das forgas viscosas, permite a identificagdo de regides

caracteristicas de cada um dos regimes de fluxo acima, como mostra a Figura 6.1.

Figura 6.1 — Regimes de Fluxo em funcdo dos parimetros capilares e viscosos

Foram analisados os perfis de deslocamento e as saturagdes limites em diversos pontos
ao longo deste plano, propiciando a relagéo entre os parametros e o regime de fluxo. O referi-
do trabalho atesta ainda a boa representatividade dos modelos numéricos atraves da sua com-
paragio com resultados experimentais, indicando a sua possibilidade de utilizagago em condi-
¢oes C,x M de dificil realizagdo experimental. Foi também considerada valida a representa-
¢do de deslocamentos do tipo capilar através dos modelos de percolagao por invasao, modelo

descrito em detalhes na proxima seg@o.
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Blunt e King [59] estenderam os testes anteriores para condi¢des de malhas tridimensi-
onais e redes irregulares do tipo Delaunay e Voronoi (posigao espacial de acordo com a dis-
tribuicao de Poisson). Além disso estabeleceram critérios para o calculo do fluxo fracionario

e das curvas de permeabilidade relativa.

Modelo de Percolacdo por Invasio

O termo acima identifica os modelos de rede, que possuem critérios de deslocamento e
caracteristicas particulares, que tornam possivel a sua utilizagdo conjugada a Teoria da Per-
colagdo convencional. Este modelo foi descrito inicialmente por Chandler et al [60] e estuda-

do com maior detalhamento por Wilkinson e Willemsen [61].

O movimento dos fluidos se processa da seguinte forma: a cada ponto da rede (repre-
sentando o didmetro dos poros, nas malhas do tipo site, ou das gargantas, nas malhas do tipo
bond) ¢ atribuido inicialmente um valor aleatorio pertencente a uma determinada distribuigao.
Toda a malha esta inicialmente ocupada com o fluido a ser deslocado. As fronteiras laterais
sdo consideradas impermeaveis e as fronteiras horizontais servem para a entrada do fluido
deslocante e saida do fluido deslocado. A cada passo de tempo, um ponto da fronteira entre os
fluidos torna-se ocupado, com prioridade para aquele que possuir 0 maior didmetro, no caso
do fluido deslocado ser molhante, ou o menor didmetro, quando estiver sendo deslocado o
fluido nao molhante. O processo se encerra quando o fluido deslocante ocupa pela primeira

vez um ponto da fronteira oposta a inicial (fronteira de saida).

Existe uma clara analogia entre 0 mecanismo de ocupagdo dos poros deste modelo € o
crescimento lento na pressdo capilar, ja que a cada valor da mesma esta associado um valor de
didmetro de entrada, correspondendo a um fluxo quasi-estatico, com predominio amplo das

forgas capilares. As Figuras 6.2 e 6.3 ilustram a discussao.
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Figura 6.2 — Percolag¢io por Invasiio em malha quadrada — Posigiio no instante do

breakthrough
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Figura 6.3 — Percolacio por Invasio em malha retangular — Posi¢do no instante do

breakthrough



143

Ao atingir a fronteira oposta sera formado um cluster semelhante ao cluster percolante
convencional, com dimensdo fractal [, idéntica, conforme apontado nos trabalhos de Lenor-

mand e Zarcone [62], de Dias e Wilkinson [63] e de Furunberg et al [64].

Em relagio a percolaglio convencional, para um determinado valor de P, corresponde
uma ocupagio de diimetros d>d,, totalizando uma proporgio p de didmetros possiveis de se-
rem ocupados; todavia, sdo ocupados apenas aqueles que tém ligagio direta 4 fronteira de
avanco, formando o cluster percolante. Recorda-se aqui que o tamanho do cluster percolante é

estimado em fungdo da proporgdo p e de pardmetros e expoentes da teoria da percolagio.

Segundo os critérios acima descritos, foi construido no presente trabalho, um algoritmo
que efetua o processo de percolagdo por invasio; ele sera utilizado com o objetivo de verificar

a importincia da correlagio espacial na representagio do meio poroso pelos modelos de rede.

Para tornar o problema mais proximo a realidade dos deslocamentos imisciveis, fot in-
troduzido por Wilkinson e Willemsen [61] um critério que impede a ocupagio dos poros que
estejam ilhados pelo fluido deslocante, ou seja, que estejam desconexos das fronteiras, A im-
plementa¢o deste melhoramento tem um custo no tempo de simulagdo, pois a cada avango €
aplicado o algoritmo de Hoshen-Kopelman {mostrado no Capitulo 3), através do qual so
rotulados os clusters presentes para identificar os pontos de trapeamento; com este critério

adicional o modelo passa a se chamar percolagdo por invaséo com trapeamento.

Modelo DLA (Diffusion Limited Agregation)

Descrito e desenvolvido por Witten e Sander [65], 0 DLA ¢ um modelo estatistico que
utiliza uma série de “passeios aleatdrios” sobre a rede porosa. O inicio do passeio se da em
um ponto distante da fronteira e percorre aleatoriamente a rede até que seja atingido um ponto
da fronteira entre os fluidos; este ponto passa entfio a ser considerado ocupado e pertencente a

nova fronteira; o processo se repete até que a fronteira externa seja atingida.

Observa-se que este processo tem caracteristicas geométricas bastante similares as do

deslocamento viscoso. Isto se justifiaca pelo fato do fendmeno de agregagdio ser regido pela
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equaciio de Laplace (Vp(x,t)=0) para a probabilidade p(x,#} de ocupagiio de uma posigiio x no
temipo 1 [66].

De forma analoga desenvolveu-se o modelo anti-DLA, que se diferencia do processo
DL A apenas no ponto de partida do passeio, que agora € dentro da propria fronteira; este mo-
delo estatistico € capaz de reproduzir, de uma forma aproximada, o regime de deslocamento

do tipo estabilizado.

Assim como a percolagio por invasfio € capaz de descrever o fluxo com predominio das
forgas capilares, os modelos estatisticos do tipo DLA sfo capazes de representar um fluxo

com caracteristicas viscosas € o anti-DLA ¢€ adequado ao fluxo do tipo pistdo.

6.3 Métodos Analiticos

0O modelo de percolagio por invasfo descrito anteriormente, ac mesmo tempo em gue
representa a ocupagio gradual dos poros e gargantas pela elevagio da pressio capilar, permite
o estudo da formagio de clusters percolantes e residuais, possibilitando a analise do fluxo dos

fluidos através da Teoria da Percolagio convencional.

Pressio Capilar

A analogia entre fluxo capilar e a percolagio por invasio pode ser vista mais claramente
ao se relacionar a pressdo capilar ao valor do didmetro de poro a ele correspondente, segundo

a equaciio de Young-Laplace:

P, = 2y cos9
d;

onde:
d, é o didmetro do poro,

¥ é a tensdo interfacial,

¢ o angulo de contato.
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Define-se aqui o conceito de didmetros permitidos e didmetros ocupados: os poros ou
gargantas com diametro maior que o didmetro d, correspondente 2 pressdo capilar atual (ordi-
nariamente denominada de pressio de entrada) slio passiveis de serem ocupados. Porém, estes
diametros 80 sdo ocupados quando estio em conexfo com a fronteira de avango do fluido

deslocante; assim distinguem-se poros permitidos {d = d, ) dos poros efetivamente ocupados,

que representam a frag@o dos poros permitidos que pertencem ao cluster percolante. Trans-
pondo os conceitos acima para a Teoria da Percolago, os poros permitidos representam a

proporgdo ativa p e os poros ocupados a proporgdo ocupada pelo cluster percolante P(p).

Vale recordar, a partir do Capitulo 2, que o tamanho do cluster percolante {ou infinito)
é um pardmetro da Teoria da Percolagio, denominado de probabilidade conectiva e que pode

ser estirnado em funcio da proporgio ativa pela equacio;

Plp)<(p-p.)*

Assim, em fungdio da pressdo capilar, tem-se o didmetro limite dos poros permitidos e
conseqiientemente a proporgio de poros ativos (d = d,). Com a equacio anterior estima-se 0
tamanho do cluster percolante que corresponde 4 saturagio do fluido deslocante. O valor da
pressdo capilar funciona exatamente como o corte de uma vanavel indicatriz que fornece a

proporgio de poros permitidos.

As definigbes dadas anteriormente sfio validas quando o fluido deslocante é nfo mo-
lhante, ocupando preferencialmente os poros de maior didmetro. Se o flutdo deslocante mo-
lhar preferencialmente a rocha, basta inverter a definigio e considerar os poros permitidos
como aqueles de didmetro inferior ao didmetro de entrada (referente a pressdo capilar). A

analogia com a percolagio permanece valida para estas condigles.

Com as definigBes acima, que t8m como referéncia o trabalho de Wilkinson [67], sdo
estimadas as curvas de pressio capilar para redes aleatérias e correlacionadas; mais adiante

sera possivel estimar também as curvas de permeabilidade relativa e verificar a influéncia da
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autocorrelagdo entre os didmetros de poros ou de gargantas sobre os pardmetros representati-

vos do Thuxo,

Sera considerado inicialmente o caso em que todo volume de fluidos se concentra nos
poros, estes com volume constante, enquanto o fluxo entre eles € regulade pelo didmetro das
gargantas. A adequagHo ao caso mais geral dos poros com didmetro varidvel ¢ um passo bas-
tante simples. Serd tratada inicialmente a inje¢o de fluido ndo molhante em uma malha satu-
rada com fluido molhante. A obtenciio da curva de pressdo capilar em fungfo da saturagio de
fluidos, conforme desenvolvimento anterior, pode ser sintetizada na seqiiéncia apresentada a

seguir:

1) Fixam-se as proporgdes de céleulo, que representam a quantidade de poros ativos, no

caso, poros permitidos:
P(d zd,)= 0,10,0,20 ... 1,00
d. = P7(0,10.0,20...1,0)

2} Cada propor¢do acumulada anterior representa um valor de didmetro de garganta e conse-

giientemente de pressdo capilar, de acordo com a equagio:

p i

wmg

3) A saturagdo correspondente as proporgOes e pressGes capilares anteriores ¢ obtida pela

equagio;
S (P )< S (@)

Srsm‘f(P.;a;;r)a":(p_pc)Be>
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Vale aqui lembrar que p, ¢ assumido como o valor limite relativo 4 matha infinita, ja
fque o volume estudado engloba uma grande quantidade de poros e gargantas microscopicas, o
que faz com que a variabilidade em torno daqueles valores tedricos seja baixo. O valor de r.é
fungdo da malha adotada e, conforme discutido no Capitulo 5, da autocorrelacio entre os
didmetros; o valor de §§ & universal e varia apenas com a dimensionalidade, valendo 0,14

para [3=2 ¢ 0,33 para D=3,

Para o caso de poros com volumes variaveis basta calcular os valores das saturagBes

pela integraco da proporgdo saturada ao longo dos poros de maior volume.

O gratfico a seguir mostra a curva obtida para uma distribuicdo de didmetros de garganta

lognormal sem correlagiio, regida pela equagio:

)= exp~l[lnd_2jz
0,5v2r -d 20 05

(LTI

Frap

RO

£.08

o 0 .40 0.50 X

Figura 6.4 — Pressiio Capilar estimada através da Teoria da Percolagiio convencional
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Permeabilidade Relativa

De acordo com o Capitulo 2, Secdo 2.5, a condutividade se relaciona a proporgdo de

ocupacio p através da relagio:

-Kg.w(p)m (P“_pr;)i

Como a proporgio ndo ativa representa neste caso o fluido deslocado, a condutividade

acima é efetiva ao fluido deslocante, no caso o ndo molhante;

-KNW(P)Q’:‘(P"PCY

O caleulo da permeabilidade relativa se faz dividindo a efetiva pela absoluta, sendo esta
{iltima constante. O expoente ¢ que propicia o calculo da condutividade ¢ em geral obtido com
pouca precisdo, conforme discutido no Capitulo 2. Por este motivo foi proposto por Kadet e
Seliakov [68] um método alternativo, também aproximado, mas fundamentado em constantes
melhor estabelecidas. O procedimento em questdo utiliza a seqiiéncia de equagbes apresenta-

das a seguir, devendo as integrais ser resolvidas numericamente.

5u)=[ 762 [[ ey ar (61

me = II (’1 )/IZ (?") (62)

)= ([ | L (r)d)' (63)

ING

1,{r)= IU / (r)t#r_} J;(zl)r 6.4)
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(6.5)

A aplicagiio desta seqiiéncia em uma rede sem correlagio, com mesma distribuicio de
didmetros do exemplo anterior, ¢ mostrada na Figura 6.5,

1O -

.80 -

Y

:%@%.WL?WW’W

0,60 -

. Ko

ey

Figura 6.5 — Permeabilidade Relativa estimada através da Teoria da Percolagio convencional

O capitulo a seguir trata da utilizag@io dos modelos aqut apresentados em malhas espaci-

almente correlacionadas, com a consegiente avaliaco da sensibilidade dos pardmetros de
fluxo e recuperagio de fluidos.
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Capitulo 7

Fluxo em Redes Correlacionadas

Verifica-se neste capitulo a sensibilidade do fluxo de fluidos a correlagfio espacial entre
os difimetros de poro. Esta autocorrelacio ¢ imposta aos modelos analiticos & ao modelo de
percolagio por invasfio, aqui modificado para representar ndo s6 o fluxo em condigdes capila-
res, mas também em condigBes viscosas e em regime estabilizado. Os resultados mostram
uma forte influéncia da correlagiio espacial sobre a recuperac@o de fluidos e as saturagBes
residuais, permitindo avaliar a imprecisdo que pode ser comefida quando ela nfo é considera-

da na representagio do sistema.

7.1 Modelos com Correlacio Espacial

Os modelos apresentados no Capitulo 6 adotam redes que apresentam valores total-
mente aleatorios para os didmetros porosos. O termo “totalmente aleatério”™ indica que os va-
fores em um determinado ponto sdo inferidos de forma independente em relagiio a todos os
outros pontos; ndo existe correlagfio entre o valor de uma varidvel em ponto ¢ o valor desta

mesma varidvel em um ponto préximo, ndo ha correlaciio espacial ou autocorrelagdo.

Na maior parte dos modelos ¢ adotada uma distribuigdio uniforme ao longo de um inter-
valo preestabelecido de valores de difmetro; alguns trabalhos utilizam uma distribuigio nor-
mal ou uma lognormal (distribuigio normal dos logaritmos dos didmetros); mas pouquissimos

modelos consideram uma correlagie espacial entre os valores dos didmetros porosos.

Vale aqui destacar um aspecto interessante ligado aos modelos de fluxo microscopicos:

o controle do fluxo é exercido destacadamente pelo valor do didmetro da garganta, que se
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relaciona & pressdo capilar nos regimes de baixa velocidade, controlando a passagem ou ndo

do fluido, segundo a equacgéo ja apresentada no capitulo anterior:

_ 2y coso

t

bem como a capacidade de fluxo do conduto, de acordo com a equagio de Poiseuille:

w-rt

({ZSMLAP

Diversos modelos utilizam uma rede de gargantas de poro, ou uma rede de gargantas e
nés, onde o poro cumpre apenas a fungio de armazenar o fluido. Na pratica, o didmetro efeti-
vo da garganta relaciona-se aos didmetros dos poros que interliga, cada poro atuara sobre o
valor de uma determinada garganta ac mesmo tempo que da garganta vizinha, sendo uma
fonte de correlagdo espacial; assim, se for montada uma rede de gargantas, os seus diametros

devem ser correlacionados e a auséncia de correlagiio ndio representa o ¢aso mais comum,

A analogia ¢ valida para os modelos numéricos que calculam a permeabilidade efetiva e
as propriedades do fluxo na macro-escala. La sfo especificados os valores de permeabilidade,
correlacionados ou nfio, mas a transmissibilidade reguladora do fluxo ¢ calculada, interna-
mente ao modelo, como a média harménica enire as permeabilidades dos nds. Assim as
transmissibilidades sdo naturalmente autocorrelacionadas, da mesma forma que as gargantas,
e, se forem impostas a0 modelo, devem ser consideradas correlacionadas. No caso da perme-
abilidade, o problema ¢ menos destacado, j& que, em geral, a permeabilidade € especificada e
a transmissibilidade é uma conseqiiéncia, ao contrario dos modelos de redes microscopicas,

nos quais o difmetro da garganta ¢, em geral, a varidvel informada.

Mesmo as redes com poros sem correlagio implicam em gargantas com uma correlagio
de pequeno alcance. Se os poros forem correlacionados, a correlagdo entre as gargantas sera

proxima 4 dos poros, porém com valor mais elevado para as pequenas distdncias {proximo &
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origem), gerando uma maior continuidade para a variavel, com uma autocorrelagdo de mo-

delo similar ao Gaussiano (parabolico na origem).

O Capitulo 5 estudou as condigdes de autocorrelagiio dos modelos espaciais de caracte-
rizagiio da rocha, com a atencfio voltada principalmente para a simulagfio das propriedades
geologicas da formagiio na macro-escala. Porém, nenhuma restriglio foi imposta no tocante as
dimensdes da malha, e de acordo com a discussio do paragrafo anterior, 0 problema é seme-
Thante nas diversas escalas; assim os resultados 14 obtidos podem ser aqui utilizados, tais
como o comportamento da proporgio critica p, e do comprimento conectivo &. A verificagiio
da sensibilidade das caracteristicas do fluxo a considerag8o da autocorrelagdo nos modelos de

rede tem como objetivo avaliar o erro que pode estar sendo cometido ao despreza-la.

Como ja foi afirmado, poucos 580 os modelos de rede que utilizam a correlagio espacial
entre as variaveis, ¢ os que o fazem impdem a correlagfo dos didmetros das gargantas calcu-
lando seu valor em funcio dos didmetros dos poros vizinhos. Neste caso incluem-se os traba-
thos de Wardlaw et al [69], Constantinides e Payatakes [70], Jerauld e Salter [71] e Bryant et
al [72].

Os trabalhos de Wardlaw [69] e de Constantinides e Payatakes {70] analisam a sensibi-
lidade dos parametros de fluxo 2 correlacio entre os didmetros de poros e de gargantas de
poro. Como este tipo de correlagfio acarreta uma autocorrelaglo entre os didmetros das gar-

gantas, os meios estudados sfo autocorrelacionados.

Jerauld e Salter [71] impBem a autocorrelagio ao seu modelo pelo calculo do didmetro
da garganta como uma média dos poros vizinhos, estes Gltimos gerados por uma distribuigio
aleatéria. A autocorrelagdo gerada fez com que a permeabilidade relativa & fase molhante

ficasse maior, a0 mesmo tempo em que foi reduzida a satura¢io residual do mesmo fluido.

Bryant et al [72] reconstituiram um meio poroso € calcularam os valores de correlagio
espacial relativa & condutividade das gargantas e constataram que esta variavel deveria ser
tratada como espacialmente correlacionada. Em seguida, calcularam o fluxo monoféasico em

meios correlacionados e em outros isentos de correlaglo, constatando diferencas expressivas.



Por fim, sugerem que sejam aumentados os esforgos para estimar a autocorrelagio das pro-

priedades do meio, para que possam ser utilizadas nos modelos de rede, gerando resultados

mais confiaveis.

O objetivo primordial deste capitulo ¢ analisar a influéncia dos parametros de correla-
¢Ho espacial sobre o fluxo de fluidos em meios porosos, utilizando os metodos analiticos € os
modelos de percolagdo por invasdo, este ultimo modificado para representar regimes de fluxo

em condigBes viscosas ou estavets.

7.2 Métodos Analiticos

O emprego dos métodos analiticos descritos no capitulo anterior permite a avaliaco da
influéncia da correlacio espacial sobre as curvas de pressdio capilar e de permeabilidade rela-

fiva.

Foi analisada uma rede tridimensional com a mesma distribui¢io lognormal dos didme-
tros de garganta de poro utilizada nos exemplos do Capitulo 6; a correlagdo espacial adotada é
tal que o valor de p_ se reduz de 0,25 para 0,14, conforme descrito por Renault [47'} O resul-
tado da aplicagiio do algoritmo de calculo da pressio capilar, para este caso correlacionado,
pode ser visualizado na Figura 7.5, associado ao resultado obtido com a mesma distribuigio

de didmetros isenta de correlagio.
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Figura 7.1 — Pressiio Capilar em Redes Correlacionadas e nio Correlacionadas calculada com

os métodos analiticos baseados na Teoria da Percolagio

As curvas de permeabilidade relativa, calculadas para as mesmas redes porosas anterio-
res, pelo método de Kadet e Seliakov [68] apresentado no Capitulo 6, também se mostram

sensiveis a consideragdo da correlagdo espacial entre os diametros (figura 7.2).
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Figura 7.2 — Permeabilidade Relativa em Redes Correlacionadas e ndo Correlacionadas calcu-

lada com os métodos analiticos baseados na Teoria da Percolagio
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Embora os métodos analiticos sejam apenas aproximados, eles sdo capazes de indicar
uma sensivel diferenga no comportamento das propriedades ligadas ao fluxo de fluidos,

quando se considera a correlagao espacial entre os diametros.

7.3 Percolagao por Invasao

Foi verificada por Lenormand et al [58] a capacidade do modelo de percolagdo por in-
vasdo representar fluxo de fluidos em condig¢des de predominancia de forgas capilares, forne-
cendo resultados similares em termos de perfil de deslocamento e saturagdes residuais. Deste
modo, a influéncia da correlagio entre os diametros sobre o deslocamento de fluidos em con-

digdes capilares pode ser observada com os modelos de percolagdo por invaséo.

Utilizam-se para isto dois modelos: um deles sem correlag@o e o outro com autocorrela-
¢do do tipo exponencial, 4=100, em redes de dimensdes 200x200 celulas. Para cada caso, sao
procedidas 100 simulagdes de fluxo e medidas as saturagdes de fluido invasor (S,;) quando
ele atinge a fronteira oposta (breakthrough) e a saturagdo residual do fluido deslocado (S,,).
Os resultados mostram uma sensivel alteragdo destes parametros quando se considera a cor-
relagdo espacial entre os diametros (S,, de 0,40 para 0,55 e S, de 0,36 para 0,20 em média).
Este fato se justifica pelo maior agrupamento e continuidade entre os didmetros de maior va-

lor.

Para fazer com que o modelo de percolagdo por invasdo representasse o fluxo também
em condigdes viscosas ou estaveis (deslocamento pistdo) foram impostas algumas modifica-
coes ao critério de invasdo, através do parametro auxiliar denominado didmetro efetivo: como
o processo privilegia os maiores graos em contato com a fronteira, cada diametro sofrera uma
modificagdo de valor a depender da sua posigao em relagdo as fronteiras iniciais e finais, ja
que quanto maior a relagao entre as viscosidades do invasor e do deslocado, maior o predo-
minio das forgas viscosas e quanto menor a mesma relagdo mais estaveis sdo as condigdes de
fluxo; a intensidade do fator que transforma o diametro em efetivo € regulada pela relagdo
entre as viscosidades dos fluidos (M) e a relagdo destas com as forgas capilares (C)); esta re-
lagdo de forgas ¢ que dita o regime a ser seguido pela frente de avango. Assim, os fatores que

modificam o didmetro sdo ajustados para se tornarem proporcionais aos fatores M (razdo de
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mobilidades) e C, (relagdo entre forgas viscosas e capilares) utilizados por Lenormand et al

[58] como indicativos do regime de fluxo.

Com estas modificagGes, foi possivel testar a influéncia da correlagdo espacial utilizan-

do a percolagdo por invasdo em regimes de fluxo diferentes do capilar (figura 7.3).

Figura 7.3 — Percolagio por Invasio em diferentes regimes de fluxo: estavel, capilar, inter-

medidrio e viscoso

Foram analisadas as respostas das redes correlacionadas e seu comportamento foi

comparado a resposta de uma malha aleatoria de mesmas dimensdes. Os resultados obtidos
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para os valores médios da saturagdo média do fluido invasor S,,, e da saturagdo residual do

fluido deslocado S, estdo resumidos nas Figuras 7.4 e 7.5.
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Os resultados indicam uma sensibilidade a correlagic espacial, qualquer que seja o
regime de deslocamento, sendo mais intensa no fluxo capilar, menos intensa no fluxo vis-
coso e bastante reduzida em regime de deslocamento pistdo. A saturagdo do fluido invasor
no tempo de breakthrogh é maior nos casos correlacionados, o que pode ser explicado por
uma atragio mais forte entre os maiores difmetros. A saturacfio residual do fluido desloca-
do é menor nos casos correlacionados, que tém menor proporgdo critica de percolagio e

conseqiientemente menor saturacio abaixo da qual o fluxo € nulo (clusters desconexos).
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Conclusdes

Através deste trabalho, sfo aprofundadas as analises ligadas ao fluxo de fluidos em
meios espacialmente correlacionados. A Teoria da Percolagio mostra-se adequada & quan-
tificagio das caracteristicas de comunicagio interna em meios porosos, O capitulo inicial

visou a fornecer as principais ferramentas necessarias a sua utilizac3o.

A Teoria da Percolagdo, que representa a caracterizaglio do fluxo, conjugaram-se os
processos estocasticos Gaussianos e os campos aleatdrios Markovianos, capazes de simular

meios espacialmente correlacionados.

Foram analisadas as caracteristicas de correlacdo espacial dos processos Markovia-
nos binarios (modelo de Ising) gerados com os algoritmos de Metropolis € Flinn.. O mo-
delo de correlagiio observado se mostrou ligado ao processo de geragfio do campo aleatorio
na sequéncia Markoviana, constatou-se experimentalmente que as imagens geradas com
algoritmo de Metropolis apresentam variograma exponencial, enquanto as imagens geradas
com modelo de Flinn apresentam variograma exponencial modulado em freqiéncia. O
valor do alcance observado da correlacio foi relacionado ao pardmetro atrativo; a relagdo
observada empiricamente nas imagens simuladas com o algoritmo de Metropolis € coe-

rente com a relagio tedrica desenvolvida neste trabalho.

Foi verificado que os processos Markovianos de miiltiplas facies apresentam grande
flexibilidade na representacio das diversas configuragbes de imagens, no tocante & transi-
¢io entre as facies e & anisotropia e sdo gerados com algoritmos simples ¢ de facil aplica-

¢a0.
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Os procedimentos Bayesianos de simulagiio condicionada utilizam algoritmos simila-
res aos dos processos Markovianos e penmitem a simulagéo sob condigBes mais complexas.
Propiciam ainda a restauracdo de imagens sujeitas a ruido Gaussiano aditivo e quando se

dispde da leitura de uma variavel secundiria mais intensamente amostrada,

O estudo estatistico dos pardmetros da Teoria da Percolagio nos processos correlaci-
onados bidimensionais indicou uma forte sensibilidade ndo s6 ao dominio de correlagdo
(ligado ao alcance), como também ao modelo variografico e a discretizagdo do sistema. O
aumento do dominio de correlagfio facilita a percolagio do meio, reduzindo a proporgio
gritica p, até o limite de 0,50. Esta redugfo € mais rapida nos modelos parabolicos na ori-
gem (de maior continuidade), como os Gaussianos e mais lenta nos lineares na origem,

como o exponencial e o esférico.

O alcance da correlagio aumenta a conectividade e o tamanho dos componentes co-
nexos. Relagbes empiricas, com base no dominio de correlagiio, permitem a adimensiona-
lizagio de algumas equagbes, como as que descrevem o comportamento do comprimento
conectivo e da varidncia do ponto critico. O modelo de correlagdo, mais especificamente o
seu comportamentio na origem, tem forte influéneia sobre a conectividade. A discretizagio
da malha altera consideravelmente os pardmetros conectivos do sistema até um limite em
A=20, que equivale a um alcance de 7 células; a partir deste valor a discretizagdo temn um

-

efeito desprezivel sobre a comunicagiio interna do sistema.

Nos processos Markovianos, a percolagiio ¢ facilitada pelo aumento do pardmetro
atrativo, que também ¢ um indicativo de correlagio espacial. Seu comportamento se mos-
trou bastante similar aos processos Gaussianos de variograma Gaussiano, 0s quais, ao se-
rem truncados, passam a apresentar variograma exponencial. O limite de 0,50 para a pro-
poredo critica, também observado nos experimentos com processos Markovianos, € teori-

camente demonstrado para pardmetros de atragio superiores ao valor critico.

Num Gltimo momento, este trabaltho verificou a influéncia da correlagio espacial so-
hre o deslocamento de fluidos nas redes porosas; isto foi feito com a aplicagdo de modelos

de percolagfio por invasdo, apoiando-se também nos modelos analiticos desenvolvidos com
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base na Teoria da Percolagiio convencional. Estes modelos analiticos indicaram um au-
mento consideravel na permeabilidade relativa e redugfio na saturagiio residual da fase néo
molhante ¢ também na curva de pressio capilar, ao se usarem redes correlacionadas. Os
resultados observados na simulagio de fluxo através da percolagio por invasao indicaram
que a correlagio espacial altera fortemente as caracteristicas de recuperagio e desloca-

mento de fluidos, especialmente em condigdes de fluxo dominadas pelas forgas capilares.
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ANEXO A

Variograma e dominio de correlagdo da variavel indicatriz

Sera aqui apresentado o comportamento da correlagio espacial da variavel Gaussiana
continua e de sua respectiva indicatriz obtida por truncamento. Também serd discutida a rela-

ciio entre os valores do dominio de correlagio 4 antes e depois do truncamento.

A.1 Comparagio entre os variogramas

O variograma da indicatriz relaciona-se ao variograma da varidvel Gaussiana continua,

usada como base, através da equagdo:

vilhz)=p-Llz, 207, (h) (A1)
senda

Uz, z -1, ()= p(2(x)> 2. Z(x+ h)>z.) (A2)
a equagdo da distribuig3o de probabilidade normal bivariada.

O desenvolvimento apresentado por Matheron [73] permite que os parametros anterio-

res sejam relacionados com auxilio dos polindmios de Hermite:

¢ lhz)-g76,)-3 My 270D 43

nzl n!
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A equagdo anterior, apos desenvolvimento, resulta na caracterizagdo do variograma da indi-
catriz como tendo um comportamento igual a raiz quadrada do variograma da variavel conti-
nua. Para verificar experimentalmente esta relagdo foram utilizados os variogramas medidos

em 100 imagens geradas com o algoritmo de Simulagdo Gaussiana Seqiiencial, e sua indica-

triz truncada na proporgao 0,50.

O grafico da Figura A.1, a seguir, apresenta em pontos azuis 0 semivariograma médio

das 100 realizagdes da variavel continua, cujo semivariograma preestabelecido foi:
y(h)=1-exp(-3h/12)

A curva continua em vermelho é tragada com esta equagao, em pleno acordo com o ob-

servado.

th)

SOTTTOTTTIHIGICITTIGIIITC

gama

gama(h)

0.80 020 —

Var. Continua Var. Indicatriz

0.40 —| 0.10 —

Figura A.1 — Semivariogramas médios das varidveis continua e indicatriz simuladas com o mo-

delo exponencial

Na figura a direita, apresenta-se o semivariograma médio observado para a variavel in-
dicatriz. A curva continua é tragada segundo a raiz quadrada da equagdo anterior, de acordo

com o desenvolvimento tedrico de Matheron [73]; a concordéncia € excelente.
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A Figura A 2 representa 0 mesmo procedimento para uma variavel continua com mo-

delo correlagdo de Gaussiano cuja equagdo €:

y(B)=1-expl-30 1)

Sabe-se que proximo & origem esta curva € parabolica, crescendo proporcionalmente a
. O semivariograma da indicatriz, sendo aproximadamente a raiz quadrada do semivario-

grama base, sera linear proximo a origem, com comportamento semelhante a0 modelo expo-

nencial.
120 ——— S— e ——— —-] M S e
| £ NPT i
E’ 0000000000000000000000000 % Mhda e e adadad Al ad i
5 &
0.80 0.20 —
1
Var, Continua Var. Indicatriz
0.40 0.10
e I ! | T [ T ueo LE— T T T I T
0.00 10.00 20,00 30,00 40.00 oo 10.00 20,00 30,00 40.00

Figura A.2 — Semivariogramas médios das varidveis continua e indicatriz simuladas com o mo-

delo Gaussiano

Observa-se, também neste caso, uma concordancia entre os valores tedrico e pratico do

semivariograma da variavel truncada.



A.2 Variabilidade dos semivariogramas

170

Analisando agora a varidncia dos semivariogramas observados em relagdo ao valor teo-

rico de entrada, percebe-se que a variabilidade ¢ bem menor no caso da variavel indicatriz, se

comparado com a variavel continua:

gamaih)

0.00 —

TR :;i'-:!f;i}!i;' U
O AR A
Var, Continua
A=16 (EXP)
T | T | T T T
0.00 2000 40.00 G0.00 80,00
h

gama(h)

0.30 -
0.20
Var. Indicatnz
# A6 (EXP)
0.10 —
000 —— 1 I T T 1 I =
0.00 20,00 40.00 B0.00 A0.00
h

Figura A.3 — Variabilidade dos semivariogramas das varidveis continua e indicatriz simuladas

gama(h)

com o modelo exponencial (A=16)
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gama(h)
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Var. Indicatriz
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0.00

0.00 20.00

Figura A.4 — Variabilidade dos semivariogramas das variaveis continua e indicatriz simuladas

com o modelo Gaussiano (A=16)
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Além disso, se o dominio de correlagdo A € o mesmo, a variabilidade dos semivario-

gramas € aproximadamente a mesma, qualquer que seja o modelo. Pode-se também observar

que a variabilidade dos semivariogramas € maior quanto maior for o valor de 4, qualquer que

seja 0 modelo.

120 —J
Al ..|||Ii||||.,|.||;
A Hgm
g e
g ,j/|'II PRLERETEREEE L AR [ !:lfi!llll |I| |
0.80 — {'
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0.40 —
.00 - T | | ; I >
0.00 20.00 40.00 50.00

gama(h)
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T

Var. Indicatriz
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o.00

Figura A.5 - Variabilidade dos semivariogramas das variiveis continua e indicatriz simuladas

com o modelo exponencial (A=64)
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Figura A.6 — Variabilidade dos semivariogramas das varidveis continuas e indicatriz para

A=64, no modelo Gaussiano
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A.3 Dominio de Correlacio A

O dominio de correlagdo € calculado pela integral da covaridncia, como mostrado no
Capitulo 3, equagdo (3.27). Utilizando a equagao (A.3) que relaciona as correlagdes das vari-
aveis continuas e truncadas, ¢ possivel calcular, com auxilio dos polindmios de Hermite, a
relagdo entre os dominios de correlagdo das variaveis continua A, e truncada 4 em fungdo da

propor¢do de truncamento p. Alguns valores teoricos de A/A4, sdo mostrados na figura a se-

guir.

0.80 —

— /A/‘ A,
o =
& A A\
2 040 — X
0.20 —
Ll SRR S 1 T 1 ' 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura A.7 — Relagio entre os parimetros A, e A das variaveis continuas em fungio da propor-

¢io de truncamento p
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Observa-se que a relagdo € praticamente constante no intervalo entre as proporgoes 0,30
e 0,70 onde se aplicam as analises dos parametros da Teoria da Percolagdo. Por esse motivo o
alcance a fixado na variavel continua propicia um valor esperado de A4 praticamente fixo na

variavel truncada.

Em cada uma das 100 imagens simuladas foi obtida a correlagdo observada, e por meio
dela foram calculados numericamente os valores de 4, (variavel continua) e 4 (variavel trun-
cada). Utilizou-se na integragdo o método de Simpson e quando necessaria a interpolagdo
parabolica nas distancias n@o inteiras, métodos numéricos estes aplicados de acordo com Cu-

nha [74] .

Os valores médios observados se apresentam bastante proximos aos valores teoricos da
curva anterior. A variabilidade (medida pelo desvio padrao) aumenta com o valor de 4, sendo
menor na variavel truncada que na continua (aproximadamente a metade) como mostra a

tabela abaixo.

Tabela A.1 — Desvio padrio de A e Ac nos processos Gaussianos

Ac A o (A o (4)
25 % 5.5 3.1
100 64 25,5 12,4
400 256 82,7 25,7
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ANEXO B

Funcao Conectividade e Autocorrelagao

A fungdo conectividade g(h), definida no Capitulo 2, reflete a probabilidade de dois
pontos, situados a uma certa distancia, terem valores iguais e pertencerem a0 mesmo cluster.
Percebe-se que ela tem maior significado que a fungio de autocorrelagdo, que indica apenas a

probabilidade de dois pontos terem valores iguais.

0.50 ———

0.40 —|

glh) =

0.30 —

020 —

0.10 —

0,00 —— :

0.00 20,00 40.00 60.00 80.00

Figura B.1 —Fungio conectividade g(h) e funcio de autocorrelagio R.(h) — aspecto geral

Alguns autores apresentam a defini¢do desta fungao de uma forma um pouco diferente,
mas que ndo altera a sua esséncia e seu significado: na definigdo original, apresentada em

Grimmett [9] e discutida em Fernandes et ali [75] a conectividade g(h) representa a probabili-
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dade de dois pontos serem ativos e pertencerem ao mesmo cluster, conforme ja apresentado
na equagio (2.3). Na defini¢do alternativa a conectividade g1(#%) representa a probabilidade de
um ponto, localizado a uma certa distdncia de um ponto ativo, pertencer a0 mesmo cluster. As
duas fungdes t€ém o mesmo aspecto, com gl(#4) valendo aproximadamente g(%).p, e tendo a
particularidade de valer 1 na origem ao invés de p; isto facilita as comparagdes quando as
proporgdes sdo diferentes e permite a analise da fungdo como uma probabilidade normada;
por outro lado, torna-se impropria a comparagao com a fungo de autocorrelagido, que tam-
bém vale p na origem, devendo ser usada a definigdo original. A Figura B.2 abaixo ilustra a

diferenca entre as duas definigdes.

100 & — 1.00 ? =
A=64 (EXP) p=0.55 \d A=B4 (GAU) p=0,55
B — L 4
= h c
C 080 - A o c 080 g A g
0 ¢ 9un » - ® g9l
= + ~ = >
m ’ ™ ’
*
060 — * 0.60 —| &
o~ &~
Y
A
'Y
040 040
0.20 — 0.20 —| \
000 == T T T T T T 0.00 T T T T e T
0.0 20,00 40,00 60,00 80.00 0.00 2000 40,00 80,00 £0.00

h h

Figura B.2 — Diferenca entre as defini¢des da fungio conectividade; a esquerda um caso com

modelo exponencial, a direita com modelo Gaussiano

Conforme foi analisado no Capitulo 5, a elevagao na proporgédo p de 0,45 para 0,55
aumenta substancialmente a comunicagdo interna do sistema. As Figuras B.3 ¢ B.4 a se-
guir mostram que as curvas de conectividade (em azul) refletem esta variagdo, enquanto a

autocorrelagdo sofre uma simples translagéo.
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Figura B.4 — Fungiio conectividade e fungdo de autocorrelagio em modelo exponencial com

A=64 nas proporgdes p=0,45 e 0,55

A alteragdo no modelo de correlagdo espacial ¢ também um fator de grande impor-

tAncia no tocante ao comportamento do meio; suas curvas de autocorrelagdo, no entanto,

apresentam diferengas pouco marcantes, enquanto as curvas de conectividade refletem

melhor esta sensibilidade, tanto para as menores quanto para as maiores distancias.
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Figura B.5 —Fun¢do conectividade e fun¢do de autocorrelagio para os modelos exponencial e
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Figura B.6 —Fungio conectividade e fungio de autocorrelagio para os modelos exponencial e

Gaussiano com 4A=64 e p=0,45
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Figura B.7 —-Funcdo conectividade e fungiio de autocorrelagio para os modelos exponencial e

Gaussiano com A=64 e p=0,55

Da mesma forma, um aumento no alcance a provoca uma alteragdo que ¢ mais per-

ceptivel através da fungio conectividade, principalmente nas maiores distincias.
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Figura B.8 —Fungiio conectividade e fungiio de autocorrelagiio para o modelo exponencial

com p=0,45 e A=16 e A=64



179

Outro detalhe interessante se refere a sensibilidade a discretizagdo e ao fator de es-
cala, os quais, conforme discutido no Capitulo 5, alteram o comportamento da fungdo co-

nectividade e conseqiientemente da resposta ao fluxo, mas ndo provoca efeito algum sobre

a autocorrelagdo.

A variabilidade da fungdo conectividade € maior que a da autocorrelagdo, indicando
uma nao unicidade das imagens: podem estar sendo simuladas imagens cujo semivario-
grama € fiel ao valor estabelecido, mas apresentando conectividade com uma diferenga
significativa, o que reflete em maiores incertezas em termos de fluxo e recuperagdo de
fluidos. Esta nao unicidade foi observada no trabalho de Fernandes et al [75], que simulou
uma variavel binaria representando o meio poroso, obtendo correlagdo espacial compativel

com a amostra real, mas com fungdo conectividade divergindo bastante desta amostra base.

0680 ——- e VY ==
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0.20 —
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0.00 20.00 40.00 60.00 80.00

Figura B.9 —Variabilidade da fungio conectividade e da funciio de autocorrelagio para o

modelo exponencial com p=0,45 e A=64, com 95% de significincia

Percebe-se que esta fungdo trata de pontos ou distdncias entre pontos com maior ou
menor probabilidade de estarem comunicados ou conexos. Embora represente, por defini-
¢do, uma ligagdo entre variaveis discretas, ¢ perfeitamente possivel a utilizagdo desta fun-

¢do em variaveis continuas, desde que procedidos os truncamentos necessarios. Por exem-
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plo, poderia ser verificada a conectividade entre permeabilidades de alto valor, superior a

um determinado limite, de forma semelhante a proposta na definigdo de K, feita nos

capitulos 2 € 5.

Assim, pode-se propor um critério de adogdo de espagamento em malha de produgio
ou produgdo e inje¢do. Por exemplo, o espagamento minimo seria adotado como aquele
que correspondesse a uma probabilidade de conexdo de 70% do valor da fungdo de ori-
gem: seria equivalente a adotar a distancia correspondente a g1(#4)=0,70 na segunda defini-

¢ao da fungdo conectividade.
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Figura B.10 —~Adogdo do espacamento (em namero de células) entre os pogos com base na

fungdo conectividade gl(h)

Assim, o espagamento necessario € maior quanto maior o alcance da correlagdo,
quanto maior a proporgao, quanto mais continua for a variavel, em suma quanto mais fa-

voravel for a conectividade.
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Outra aplicag@o interessante € o ranqueamento das imagens simuladas, utilizando
como base a fung@o conectividade; este procedimento visa a captagdo da variabilidade do
parametro de recuperagdo de fluidos, utilizando um numero reduzido de simulagdes de

fluxo, num procedimento analogo ao utilizado por Ballin et al [76].
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ANEXO C

Efeito de Filtragem — uma propriedade Markoviana

A estimativa do valor de uma variavel em um determinado ponto pode ser obtida
com auxilio dos valores conhecidos em pontos vizinhos, utilizando a correlagdo espacial

previamente conhecida ou estimada.
24 @)=% - 2(x,)

A estimativa de varidncia minima é comumente denominada de krigagem. A kriga-
gem ordinaria, utilizada quando no se conhece a esperanga da variavel, possui a condigao
de ndo viés, pela qual a soma dos pesos deve ser igual a unidade. Quando ¢ conhecida a

esperanga, esta condi¢do ndo € necessaria e a estimativa ¢ denominada krigagem simples.

Os pesos A calculados na estimativa sdo em geral maiores para 0s pontos situados a
menores distancias; este efeito, sob determinadas condigdes torna-se extremo a ponto de
anular os pesos atribuidos aos pontos mais afastados, fenomeno que se denomina efeito de

filtragem (screen ¢, fect) [77].

Como exemplo, so apresentados a seguir, para uma uma malha bidimensional, os
pesos calculados nos pontos vizinhos, cujos valores sdo supostamente conhecidos. Para um
modelo exponencial (Figura C.1) de alcance a respectivamente igual a 3, 5 e 10, os pesos

calculados sao:



4% 21% 4%
® @ [
21% 21%
@ ® B
4% 21% 4%
2 » @
2% 23% 2%
e ) ®
23% 23%
B @ ®
2% 23% 2%
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1% 24% 1%
® @ @
24% 24%
& [ ] ®
1% 24% 1%
L ] F' [ ]

Figura C.1 —Pesos de krigagem ordiniria com variograma exponencial de alcances respecti-

vamente iguais a 3,5 e 10
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Os pontos que compdem a vizinhanga em torno dos pontos apresentados nas figuras

tiveram peso calculado aproximadamente igual a zero. O mesmo procedimento se realiza

para o modelo esférico e para o modelo raiz quadrada de um Gaussiano (discutido no Ane-

xo A), que representa o variograma da indicatriz de um processo continuo de variograma

Gaussiano. Nos dois casos os pesos foram aproximadamente iguais:

1% 26% -1%
? » 2
26% 26%
() ® @
1% 26% -1%
@ ® [ ]

Figura C.2 —Pesos de krigagem ordinaria com variograma esférico (  esquerda) e variogra-
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3 & ®
26% 26%
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ma raiz de um Gaussiano (2 direita) ambos com alcance igual a 5



Ja para o modelo exponencial fatorizado os pesos calculados foram:

Figura C.3 —Pesos de krigagem ordinaria com variograma exponencial fatorizado de alcance

-22% 47% -22%
3 @ ]
47% 47%
@ ® »
-22% 47% -22%
® ) @

igual a §
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E o modelo Gaussiano fornece os pesos apresentados a seguir, para dois tipos de vi-

zinhanga.

Figura C.4 —Pesos de krigagem ordinaria com variograma Gaussiano de alcance igual a S e
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®

dois tipos de vizinhanga
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Percebe-se claramente um forte efeito de filtragem nos modelos de correlagdo expo-

nencial, esférico e raiz quadrada do Gaussiano com os pesos de krigagem sendo atribuidos

apenas aos quatro vizinhos mais proximos, apresentando assim uma notavel propriedade

Markoviana; este efeito ndo € destacado para o modelo exponencial fatorizado.

Consideram-se agora as estimativas feitas numa se¢do vertical (cross section) as

quais utilizam os valores amostrados nos pogos perfurados. Neste caso, ndo se dispde de

amostra nos vizinhos localizados acima e abaixo do ponto estimado. Este tipo de estimati-

va feita com modelo exponencial forneceu:
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Figura C.5 —Pesos de krigagem ordindria com variograma exponencial de alcance igual a 5

para uma seciio vertical

Os modelos lineares na origem apresentaram comportamento idéntico ao da figura

anterior, exce¢do ao modelo exponencial fatorizado, com o qual calcularam-se os seguintes

pesos:
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Figura C.6 —Pesos de krigagem ordindria com variograma exponencial fatorizado de alcance

igual a 5 para uma segéio vertical

Pode-se observar que, com este modelo, sdo atribuidos pesos apenas aos dois vizi-

nhos mais proximos no caso bidimensional e aos quatro vizinhos mais proximos num caso

hipotético tridimensional.

O modelo Gaussiano, conforme esperado, ndo apresentou efeito de filtragem signi-

ficativo:

Figura C.7 —Pesos de krigagem ordinaria com variograma Gaussiano de alcance igual a 5
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para uma secio vertical
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Assim, para as malhas bidimensionais representativas do plano horizontal, estudadas
ao longo deste trabalho, as propriedades Markovianas se manifestam mais intensamente
nos modelos isotropicos de comportamento linear proximo a origem, como o exponencial,
o esférico e o raiz quadrada do Gaussiano. Apenas para as estimativas em segdo vertical
(Figuras C.5 a C.7) o modelo exponencial fatorizado apresenta um forte efeito de filtra-
gem, ndo observado nos demais modelos, mesmo os de comportamento linear proximo a

origem.



