Sa5%

34543/BC

UNIVERSIDADE EsTADUAL DE CAMPINAS

FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

ESTE EXEMPLAR i@ﬁ?%ﬁ?&ﬁ%&‘ & REDAGAOD FINAL Da
TESE DEFENDIDA POR ”&*‘&ﬁ Ehennibes

Soovmumos.. . 52 ey E APROVADA PELA
COMISS ,@;@&Lﬁéﬁ@ﬁa EM. L3, 9% A%
N e v { G e

oRIE w,es;{@s% K

Analise de Suspensoes Veiculares
Utilizando Técnicas de
Controle Robusto

por Juan Francisco Camino dos Santos
orientador Prof. Dr. Douglas E. Zampieri

co-orientador Prof. Dr. Pedro L. D. Peres



K

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

Analise de Suspensoes Veiculares
Utilizando Técnicas de
Controle Robusto

por Juan Francisco Camino dos Santos
orientador Prof. Dr. Douglas FE. Zampieri

co-orientador Prof. Dr. Pedro I.. D. Peres

,Dissertacao submetida & Faculdade de En-

genharia Mecanica da Universidade Esta-
dual de Campinas, como parte dos requi-
sitos para obtencao do Titulo de Mestre
em BEngenharia Mecénica.

20 de margo de 1998




FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

Sa59a

Santos, Juan Francisco Camino dos

Analise de suspensdes veiculares utilizando técnicas
de controle robusto. / Juan Francisco Camino dos
Santos.--Campinas, SP: {s.n.], 1998.

Orientadores: Douglas E. Zampieri, Pedro L. D.
Peres.

Dissertac@o (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica.

1. Teoria do controle. 2. Veiculos — Dindmica. 3.
Dominios convexos. 4. Sistemas de controle por
realimentagdo. 1. Zampieri, Douglas E. II. Peres, Pedro
L. D. IL Universidade Estadual de Campinas,
Faculdade de Engenharia Mecénica. IV. Titulo.




UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

Analise de Suspensoes Veiculares
Utilizando Técnicas de
Controle Robusto

por Juan Francisco Camino dos Santos
orientador Prof. Dr. Douglas . Zampieri
co-orientador Prof. Dr. Pedro L. D. Peres

Prof. Dré Douglas E. Zamplerl Presidente
DMC / FEM - UNICAMP

Prof. Dr. José C. Geromel
- DT / FEEC - UNICAMP

e it e Mﬁiﬂw» o ......,.;‘;J
P24 ,/ {'/r'cw 4 ?{i y/@ &0 I §

Pg@’f Dr. José R. F. Arru‘:la
PBMC / FEM - UNICAMP

20 de marco de 1998



A minha avé

Luiza (tn memoriam)
e a minha mae

Cleonice

dedico



Agradecimentos

Ao Professor Douglas Zampieri, amigo e mestre, por me ter dado as condigdes
e a orientacdo necessarias a elaboragao deste trabalho.

Ao Professor Pedro Peres por seu expressivo apoio, que me permitiu solucionar
boa parte dos problemas surgidos no decorrer do trabalho, e por sua amizade sempre

presente.

Aos Professores José Arruda e José Geromel por suas contribuig¢ées impres-
cindiveis a versdo final.

A CAPES pelo suporte financeiro.

Aos meus pais pelo inextinguivel apoio e incentivo, e a Creuza e Ana Luisa
pela ajuda na correcao do manuscrito.

Aos colegas de repiblica, Ivan, Allan, Eder e Moacir, pela amizade e paciéncia
que me ajudaram a superar momentos dificeis.

Aos colegas do DMC e do DT, em especial ao Ricardo Takahashi por sua
parceria, que proporcionou um impulso substancial ac inicio do trabalho.

Aos colegas do CENAPAD-SP pela compreensao e solidariedade sempre pre-
sentes.

A todos aqueles que de alguma forma contribuiram & realizacdo desta dis-
sertacao.



... Hd quem diga que todas as noites sao de sonhos.
Mas hd também quem garanta que nem todas, s6 as de
verdgo.

No fundo, isto ndo tem muita importancia. O que
interessa mesmo nio € o neite em 31, sdo 0s sonhos.
Sonhos que 0 homem sonha sempre, em todos os lugares,
em todas as épocas do ane, dormindo ou acordado. ..

Shakespeare



Sumario

Lista de Figuras vii
Lista de Tabelas Xi
Nomenclatura xii
Resumo xiii
Abstract Xiv
1 Iptrodugao 1
2 Revisao Bibliografica 4
2.1 Lineares Quadrdticos . . . . . . . ... oo 4
2.2 Robustos, Semi-ativos e “Previews” . . . . . . . .. ... 7
3 Formulacio do Problema de Controle Otimo 10
3.1 Preambulo . . . . . e 10
3.2 Introduc@o . . . . . . ... 10
3.3 Regulador Linear Quadrdtico . .. ... ... ... ... .. ... .. 13
3.4 Normas Ho € Hoo -+« v o o o e e e e 16

3.5 Controle Ho Robusto . . . . . . . . .. oo 22



Sumario v

3.5.1 Problema H, via Abordagem Cldssica. . . . . .. . ... ... 22
3.5.2 Parametrizagio Convexa do Problema H, . . . . . ... . .. 25
3.5.3 Problema H, de Custo Garantido . . . . . . . .. ... ... 28

3.6 Controle H. Robusto . . . . . . .. .. .. ... 30
3.6.1 Problema H,, via Abordagem Cldssica . . . . .. .. ... .. 30
3.6.2 Parametrizagdo Convexa do Problema Ho . . . . . . . 0 0 L. 33
3.6.3 Problema H,, de Custo Garantido . . .. .. ... ... ... 35

3.7 Controle via Parametrizacdo de Youla . . . . . . ... .. ... .. .. 37
3.8 Conclusdes . . . . . . . . e 40
4 Modelos Matemdaticos de Uma Suspensao Veicular 42
4.1 Preambulo . . . . . . . 42
4.2 Tntroduclo . . . . . . . oL 42
4.3 Modelo Unidimensional . . . . . . .. .. .. o oL 44
4.3.1 Modelo Unidimensional sem Controlador . . . . . . . . .. .. 45
4.3.2 Modelo Unidimensional com Controlador . . . . . . .. .. .. 45

4.4 Modelo Bidimensional . . . . . .. ..o 46
4.4.1 Modelo Bidimensional sem Controlador . . . . . . .. ... .. 47
4.4.2 Modelo Bidimensional com Controlador . . . . . . .. . .. .. 48

4.5 Modelo Tridimensional . . . . . . . . . . ... 49
4.5.1 Modelo Tridimensional sem Controlader . . . . . .. . .. .. 50

4.5.2 Modelo Tridimensional com Controlador . . . . . .. ... .. 52

4.6 Incertezas de Modelo . . . . . . .. ..o 53
A7 Conclusdes . . . . . o e e e 54



vi Sumario

5 Resultados Numéricos 55
5.1 Introdugdo . . . . . . . . 35
5.2  Simulactes com o Modelo Unidimensional . . .. ... .. ... ... 56
5.3 Simulagdes com o Modelo Bidimensional . . . . . ... .. ... ... 65
5.4  Simulacoes com o Modelo Tridimensional . . . . . . .. .. ... ... 78
5.5 Projeto via Parametrizacdo de Youla . . . . . . . .. ... ... ... 91
5.6 Conclusdes . . . . . . L 95
6 Conclusoes Gerais e Perspectivas 97
Bibliografia 99
A Modelo Tridimensional 103
A.1 Modelo Tridimensional sem Controlador . . . .. .. ... ... ... 103

A.2 Modelo Tridimensional com Controlador . . . . . . . . . . . . . . .. 114



Lista de Figuras

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

5.1

5.2

5.3

(WL}
[y

Sistema de controle em malha aberta . . . . . . ... L0000 11
Sistema de controle em malha fechada . . . . . ... ..o 11
Sistema de controle (problema LQR) . . . . . ... ... .. .. ... 14
Sistema de controle (problema Ha) . . . . . . ... 22
Planta generalizada . . . . . ... ... oo Lo 37
Model-matching . . . . . . . . ... L Lo 39
Modelo unidimensional sem controlador . . . . .. . .. .. ... ... 44
Modelo unidimensional com controlador . . . . . . .. ... ... .. 44
Modelo bidimensional sem controlador . . . . .. .. ... L. 46
Modelo bidimensional com controlador . . . . . . .. .. ... ... 46
Modelo tridimensional sem controladeor . . . . . . . ..o L 50
Modele tridimensional com controlador . . . . . . . .. ..o 50
Dirigibilidade . . . . . . . . ... oo 57
Espaco de trabalho . . . . . .. 57
Forcadecontrole . . . . . . . . ... 58
Dirigibilidade . . . . . . ... oo 59
Espaco de trabaltho . . . . . ... 59



viii

Lista de Figuras

5.6

5.7

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.21

5.22

5.23

Forca de controle . . . . . . . . . . oo 59
Dirigibilidade . . . . ... .. o 60
Espago de trabalho . . . . .. o000 oo 60
Forcadecontrole . . . . . . . . . ... . oo L 60
Dirigibilidade . . . . . . . . .. 61
Espaco de trabalho . . . . . . .. oL oL 61
Forcadecontrole . . . . . . . ... .. o oo 62
Valores singulares . . . . . . . . . . ... 62
Dirigibilidade . . . . . . ... oo 63
Espago de trabalho . . . . . . ..o oo 63
Forcadecontrole . . . . . . . . .. .. ..o 63
Valores singulares . . . . . . . .. ... 0 oo 63
Dirigibilidade . . . . . . ..o 64
Espaco de trabalho . . . . . 00000 oo 64
Forcadecontrole . . . . . . . . . . .. 64
Valores singulares . . . . . . . ... L 64
Dirigibilidade {£20% de incertezas) . . . . . .. . . ... ... ... 68
Espaco de trabalho (£20% de incertezas) . . . .. . . .. ... ... 68
Deslocamento y, e balanco (:20% de incertezas) . . .. . .. . ... 69
Forca de controle (£20% de incertezas) . . . . . . ... . ... ... 69
Dirigibilidade (£50% de incertezas) . . . . ... ... ... ... .. 70
Espaco de trabalho (£50% de incertezas) . . . . . . ... ... ... 70

Deslocamento 1, e balango (£50% de incertezas) . . .. ... .. .. 71



Lista de Figuras ix

5.29

5.30

5.31

5.32

5.33

5.34

3.35

5.41

5.42

5.43

5.44

5.47

5.48

5.49

on
ot
O

Forca de controle (+£50% de incertezas) . . . ... ... . ... ... 71
Dirigibilidade (::20% de incertezas) . . .. ... ... ... ... .. 74
Espaco de trabalho (£20% de incertezas} . . . . . ... . ... ... 74
Deslocamento 7, e balango (+£20% de incertezas) . . ... ... ... 75
Forga de controle (£20% de incertezas) . . . . ... ... ... ... 75
Dirigibilidade {£50% de incertezas) . . ... ... . ... ... ... 76
Espaco de trabalho (£50% de incertezas) . . . ... ... ... ... 76
Deslocamento y, e balango (£50% de incertezas) . . .. ... .. .. 77
For¢a de controle (£50% de incertezas) . . . . ... ... ... ... 77
Perfil da lombada assimétrica . . . . . . ... ... oL 79
Dirigibilidade (falha no atuador td) . . . . . . . ... ... ... ... 81
Dirigibilidade (falha no atuador ¢d) . . . . . ... ... ... ... .. 81
Rolagem e balanco (falha no atuador td) . . . . . . . .. ... ... 82
Rolagem e balango (falha no atvador ¢d) . . . . . . . .. .. .. ... 82
Dirigibilidade (::50% de incertezas) . . . . . . . . . ... ... .. .. 83
Dirigibilidade (::50% de incertezas) . . . . . . .. .. ... ... ... 83
Rolagem e balanco (£50% de incertezas) . . . . . .. .. .. .. ... 84
Rolagem e balango (£50% de incertezas) . . . . . .. .. . ... ... 84
Dirigibilidade (falha no atuador dd) . . . . . . . ... ... ... 87
Dirigibilidade (falha no atuador dd} . . . . . . . .. .. ... 87
Rolagem e balango (falha no atuadordd) . . . . . . ... ... .. .. 88
Rolagem e balanco (falha no atuadordd) . . . . ... .. ... .. .. 88
Dirigibilidade (+£50% de incertezas) . . . . . . . . . . ... ... ... 8%



Lista de Figuras

5.62

5.63

5.64

Al

AZ

A3

A4

Dirigibilidade (£50% de incertezas) . . . . . . . ... .. .. ... .. 89
Rolagem e balanco (£50% de incertezas) . . . . . . . . ... ... .. 50
Rolagem e balango (+50% de incertezas) . . . . . . ... .. ... .. 90
Formapadrdo . . . . . . . . . . 91
Sistema com 2GDL . . .. ..o L 91
SUSPENSAO DPASSIVA .« « « v v v v v v e e e e e e e 93
Resposta na freqiiéncia de o, . . . . . . . . . . ... L 94
Resposta na freqiiénciade . . . . . . . . . .. ... L. 94
Respostaaodegrande ys . . . . . . . ..o oo 94
Resposta aodegraude y. . . . . . . . . . . . ... ... . ... 94
Resposta ao degrau do espaco de trabalho da suspensdo . . . . . . . . 95
Resposta ao degrau da forga de controle . . . . . . . ... .. .. .. 95
Resposta ao degrau da derivada da forca de controle . . . . . . . . .. 95
Modelo tridimensional sem controlador . . . . . . ... ... ... .. 163
Bases Mdvels . . . . . .. L 104
Diagrama de corpo livre . . . . . ..o oL 108
Modelo tridimensional com controlador . . . . . . . .. ... L. 114



Lista de Tabelas

5.1 Normas Hs. Sistema unidimensional com incertezas de £20%.
5.2 Normas H,. Sistema unidimensional com incertezas de £50%.
5.3 Normas Ha. Sistema unidimensional com incertezas de £20%. . . . .
54 Normas Mo,. Sistema unidimensional com incertezas de £50%. . . . .
5.5 Normas H». Sistema unidimensional com incertezas de £20%.
5.6 Normas Ho,. Sistema unidimensional com incertezas de +=20%. . . . .
5.7 Normas H,. Sistema bidimensional com incertezas de =20%. . . . . .
5.8 Normas H,. Sistema bidimensional com incertezas de =50%. . . . . .
5.9 Normas He. Sistema bidimensional com incertezas de +20%.
5.10 Normas H.,. Sistema bidimensional com incertezas de £50%.
5.11 Normas H». Sistema tridimensional com incertezas de £50%. . . . . .

5.12 Normas He. Sistema tridimensional com incertezas de +30%.

a8

61

62

63

65

65

67

67

72

73

80

85



Nomenclatura

A B, C, ...
T, Y, Z, . .-
”33”13

Tr{-}

sup{-}

sup ess{-}
7{-}

(' + >

IO
A>0(<0)
At’

R

R—?-

RTL

Rﬂ-x’fn‘

Kp

Ks: st: Kst
Kpa, Kt

Csa Gsd; Csi
M.

1M5} std: Vgt de.m th s

IJ"L‘ZE! IZZ

be, bty lay Lsas Lst

Ye

Ysy Ysdy Ysts Udey Ytes - -+
0, 1

W, Wy, W, Wee, Wie, - -

: indicam matrizes

: indicam vetores

: norma p do vetor z

: trago de {-}

: supremo de {-}

. supremo essencial de {-}

: méximo valor singular de {-}

. produto interno

. matriz identidade, e nula, de dimensao apropriada
: indica que a matriz A é definida positiva (negativa)
: transposta da matriz A

: conjunto dos ntimeros reails

: conjunto dos nimeros reals ndo negativos

: espaco vetorial real de dimensdo n

. espaco das matrizes de dimensotes n x m

. rigidez do pneu

: rigidez da suspenséo

: rigidez das barras torcionais

: coeficiente de amortecimento da suspensao

: massa do corpo principal

: massa das suspensoes

. momentos de inércia do corpo principal

. parametros relativos a geometria do veiculo

: coordenadas associadas com o corpo principal
: coordenadas associadas com as suspensoes

: dngulos de rolagem e de balanco

. excitacoes provenientes da via



Resumo

Santos, Juan Francisco Camino dos. Andalise de Suspensdes Veiculares Utilizando
Téenicas de Controle Robusto. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica,
Universidade Estadual de Campinas, 1998, 120p. Dissertagio (mestrado).

Fsta dissertacéo apresenta aplicagoes das teorias de controle Hs e Ho, via de-
sigunaldades matriciais lineares, e da parametrizacdo de Youla em suspensdes ativas.
S50 abordados trés modelos dindmicos diferentes: o unidimensional, o bidimensio-
nal, e o tridimensional. Nao foi considerada a implementacao pratica dos contro-
ladores projetados, restringindo-se o trabalho as andlises comparativas das técnicas
utilizadas.

Os problemas cldssicos de controle Hy e H., por realimentacio completa de
estado, obtidos a partir da solu¢do de uma equacao do tipo Riccati, sdo convertidos
em problemas convexos similares, podendo assim ser resolvidos por um conjunto
de desigualdades matriciais lineares (LMI’s}. Este novo problema permite levar
em consideracdo num sistema incertezas paramétricas descritas por um dominio
poliedral convexo limitado.

A parametrizacio de Youla também é investigada. Esta metodologia pode
ser vista como ponto de partida para outras técnicas, pois possibilita investigar o
limite de desempenho do sistema. A abordagem aqui desenvolvida néo leva em
consideracdo incertezas paramétricas (mas poderia considera-las) e é aplicada uni-
camente no sisterna unidimensional.

Os modelos dindmicos da suspensao veicular sdo levantados utilizando-se as
equacoes de Newton-Euler. As hipdteses adotadas sdo: amortecedor, mola e atuador
como sendo ideals, e movimento de corpo rigido. O modelo unidimensional possui
dois graus de liberdade, um para o eixo e outro para o corpo principal. O modelo
bidimensional inclui a mais o modo de balanco. O modelo tridimensional, permite
investigar todos os modos de corpo rigido.

Simulacdes nimericas sio efetuadas para cada um dos modelos din&micos le-
vantados. As andlises comparativas sdo baseadas na triade forca de controle, espago
de trabalho da suspensdo e dirigibilidade.

Palavras chaves:
Controle robusto, suspensao ativa, dindmica veicular e otimizacdo He ¢ Heo.



Abstract

Santos, Juan Francisco Camino dos. Vehicular Suspension Analysis Utilizing Robust
Control Technigues. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecénica, Univer-
sidade Estadual de Campinas, 1998, 120p. Dissertagio {mestrado).

This thesis presents an analysis of the Hy and H, robust control theory via
linear matrix inequalities, and an approach by Youla parametrization of the closed
loop transfer matrix, applied to the design of three different vehicular suspension
models. The focus is on comparative analyses of the techniques employed rather
than on a specific practical implementation.

The classical ‘H, and H,, optimal control problem through full state feed-
back, obtained from the solution of a Riccati type equation, can be turned into
similar convex problems, which can be solved by a set of linear matrix inequalities.
This procedure permits to take into account parametric uncertainties in the sys-
tem, analyzing the uncertainty space by computing only the vertices of a polyhedral
convex bounded domain.

An optimal contro! technique via Youla parametrization is also analyzed. This
approach can be viewed as a benchmark for other techniques. In the specific problem
here solved, uncertainties are not taken into account, but this could be done. This
technique is only applied to a quarter-car model, the simplest one.

The dynamic models of the vehicular suspension are built by using Newton-
Euler’s law. Some assumptions have been adopted, such as ideal dampers, spring
stiffness, and band width actuators, and rigid body motion. The first suspension
model is unidimensional, with two degrees of freedom - one for the body mass
mode, and another for the axle mass mode. The second model is twodimensional,
permitting to analyze the pitch mode. The last one, treedimensional, permits to
investigate all the rigid body modes.

Numerical results are carried out for the three models, within the whole span
of uncertainties. The comparative analyses are based on the trade-off between the
control force, the suspension stroke, and the road-holding ability.

Key Words:
Robust control, active suspension, Hy and H,, optimization and vehicular dynamics.



Capitulo 1

Introducao

Suspensoes ativas sdo realmente necessérias? SHARP & CROLLA (1987) con-
cluem que numa situagfo complexa' o melhor desempenho possivel de uma sus-
pensio passiva é bastante inferior ao de uma suspensdo ativa. Portanto, a necessi-
dade de se alcangar rigorosas especificacbes de desempenho tem motivado pesqui-
sadores a trabalharem nas aplicagtes das técnicas de controle ativo em suspensoes
veiculares. Estes mecanismos utilizam-se de atuadores cuja entrada de comando
¢ dada pela saida de um controlador, possibilitando modificar as caracteristicas
dindmicas do sistema em tempo real.

As finalidades béasicas de uma suspenséo podem ser assim resumidas: suportar
o peso do veiculo e prover dirigibilidade e seguranca ao longo da via; isolar o mono-
bloco e os passageiros de distirbios, tais como os provenientes das irregularidades
da via e das forgas externas. O primeiro dos objetivos pode ser alcancado por uma
suspensao “dura” enquanto que o segundo necessita de uma suspensdo “mole”. Ou
seja, tém-se objetivos conflitantes entre si.

Desta forma, projetos de suspensdes ativas tém sido largamente analisados,
pois a necessidade de conciliar fatores conflitantes pode ser melhor tratada via pro-
cessos de otimizagao, os quais fornecem controladores 6timos ou sub-6timos capazes
de atingir determinadas especificagbes de desempenho ou de satisfazer determinadas
restrigoes.

Os primeiros trabalhos nesta 4rea datam da década de 70 e baseiam-se, prin-
cipalmente, no enfoque do Regulador Linear Quadratico, que fornece controladores
otimos em relagao a um funcional de custo quadratico. A solugio obtida a partir
desta metodologia é simples, direta e expressa em termos de uma equagao do tipo
Riccati. Possui ainda a vantagem de poder ser resolvida por eficientes algoritmos
numéricos.

Vale salientar que o problema do regulador linear quadratico nada mais € que

'Por complexo entende-se que o projetista tenta formular seu modelo matematico de forma a
representar o mais fielmente possivel o comportamento real do sistema.



2 Capitulo 1. Introducao

a minimizacao da norma H,, sujeita a uma determinada condi¢@o inicial. Similar-
mente é possivel minimizar a norma H,, da funcdo de transferéncia do sistema em
malha fechada. Neste caso, a solugdo étima do problema H,, ndo é mais dada por
uma expressio analitica, mas sim por um processo iterativo,

Infelizmente, projetos baseados em tais técnicas de controle sdo Gtimos apenas
para um conjunto de pardmetros nominais, tanto do modelo como do funcional de
custo. Ou seja, se existir algum pardmetro de valor desconhecido, ou ainda, se o valor
de um determinado parametro variar durante o tempo de execucéo, o controlador
deixa de ser 6timo. Além do mais, ndo hd como garantir estabilidade, podendo o
desempenho do sistema decair de forma imprevisivel, gerando um comportamento
indesejavel. Na realidade, isto é uma hipétese bastante realistica que deve ser levada
em consideracio nos projetos de suspensdes veiculares, pois geralmente a carga do
veiculo, o tipo da roda e a pressdo do pneu, por exemplo, mudam constantemente.

As técnicas de controle robusto, apresentadas em capitulos posteriores, sdo
capazes, por outro lado, de lidar com parametros incertos, o que é de grande utilidade
para o projetista preocupado em manter uma determinada margem de seguranga.
Uma das formas de se avaliar o comportamento desses controladores, que levam em
consideracao incertezas, é compara-los aos controladores 6timos obtidos ao assumir-
se apenas o conjunto de parametros nominais.

O desempenho dos controladores robustos também pode ser comparado com o
de um sistema passivo. Na maioria dos artigos nesta drea, principalmente naqueles
baseados em modelos mais complexos, o erro estacionario causado pelo controlador
nao é levado em consideracao. Neste trabalho é aplicada uma mudanca de varidvel
que possibilita anular este erro.

As técnicas de controle a serem descritas sfo, basicamente, as de controle ro-
busto Ha, controle robusto M. e uma simples apresentacio da parametrizacao de
Youla. No que se refere ao projeto Hs, pode-se dizer que é uma formulacio alter-
nativa para o mesmo problema de otimizac¢do que o do regulador linear quadratico,
admitindo a presenca de incertezas estruturadas do tipo poliedral convexa. Este
projeto leva a um controlador de custo garantido, ou seja, um controlador que asse-
gura um conhecido limitante superior no indice de desempenho para todo o espaco
de incertezas. O projeto H. possui caracteristicas semelhantes ao Ho, no que diz
respeito & possibilidade de ser tratado via programagio convexa, entretanto é fun-
damentado numa norma diferente. No caso da parametrizacio de Youla, o enfoque
empregado nao leva em consideragdo incertezas, embora estas pudessem ter sido in-
corporadas. Isto nao foi feito porque o custo computacional ja era bastante alto para
o modelo nominal, e para que as incertezas fossem consideradas ter-se-ia que anali-
sar algoritrnos eficientes que pudessem ser implementados, o que fugiria ao escopo
deste trabalho. A finalidade de se apresentar esta técnica é que suas caracteristicas
sio completamentes diferentes das anteriores, permitindo resolver problemas do tipo
multiohjetivo com restri¢oes.
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Este trabalho estrutura-se da seguinte forma: no primeiro capitulo é apre-
sentado um levantamento bibliografico com o intuito de localizar ¢ tema estudado
num contexto mais amplo, descrevendo o desenvolvimento das técnicas e de suas
aplicagbes em suspensées ativas. No capitulo relativo a teoria de controle siao in-
vestigados os problemas do regulador linear quadratico, do controlador robusto H,
do controlador robusto ‘H., de suas parametrizacoes convexas e da parametrizacio
de Youla. No capitulo de modelamento é formulado o equacionamento dinamico da
suspensao veicular para o sistema sem e com controlador e séo discutidos os aspectos
e as hipdteses utilizadas. No capitulo de resultados sio analisadas e comparadas,
para cada modelo, as técnicas de controle apresentadas anteriormente. Por dltimo,
nas conclusoes, sao comentados os objetivos propostos ao longo do tema estudado e
quais os tépicos correlacionados, que podem ainda ser investigados.
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Projetos de suspensoes ativas vém sendo pesquisados ha pelo menos trés dé-
cadas. N&o obstante, é ainda um ramo frutifero para os profigsionais da drea, pois
o crescente avango tecnoldgico da teoria de controle aliado 4 disponibilidade de mi-
croprocessadores cada vez mais rapidos tém possibilitado uma analise experimental
das técnicas estudadas.

E interessante perceber que 0s progressos na area de suspensao ativa sao depen-
dentes dos obtidos no campo das teorias de controle. Portanto, seu desenvolvimento
indica também o da teoria em questao, claro que de uma forma completamente re-
sumida, pois as teorias empregadas sdo apenas algumas poucas dentro de uma gama,
extremamente grande de técnicas que podem ou nao ser aplicadas.

Neste capitulo, é apresentada uma revisao sobre o problema do controle ativo
de suspenstes automotivas, de forma cronolégica e por secao. Primeiramente, sao
tratados os casos lineares quadraticos, gue correspondem & grande maioria. Em
seguida, sdo abordados os sistemas robustos, semi-ativos e com “preview”.

2.1 Lineares Quadraticos

THOMPSON (1971), um dos primeiros pesquisadores neste campo, analisou
o comportamento dindmico do modelo unidimensional de uma suspensac veicular
do ponto de vista de um filtro passa-baixa. Projetou um controlador, na realidade
um compensador classico de segunda ordem, para que a fungao de resposta em
freqliencia do sistema hidraulico em malha fechada atingisse um patamar desejado.
A implementacao deste sistema consistia num atuador ligado em paralelo com uma
mola, alimentado unicamente pela medida da aceleragdo do corpo principal. O autor
observou que para uma melhor filtragem dos disttirbios provenientes da via faziam-
se necessarios grandes movimentos da roda. Estas grandes amplitudes, infelizmente,
causavam perda de dirigibilidade, e para minimiza-las ele investigou a possibilidade
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de acoplar um absorvedor dinamico a suspensio.

Num segundo passo, THOMPSON (1976) incorporou técnicas de controle 6-
timo, ja que no caso anterior nao havia garantia de otimalidade. Com esta fina-
lidade, ele adotou um indice de desempenho que representava adequadamente as
especificagbes do projeto. A otimizacao fol baseada na teoria do regulador linear
quadratico, que possibilitou converter um problema de rastreamento num de regu-
lador. Isto deveu-se: a associacho feita entre o espectro de uma via com o valor
médio quadrdtico da resposta de um sistemna a uma excitacdo do tipo degrau; a
uma mudanga de varidvel apropriada; a um indice de desempenho dado por uma
soma de integrais quadraticas relativas ao conforto, ao espaco de trabalho da sus-
pensio e a dirigibilidade. Vale ressaltar que o resultado final obtido possufa uma
implementacdo pratica vidavel.

Ja em HROVAT & HUBBARD, 1981, foi estudado o problema de controle ativo
num sistema unidimensional de apenas um grau de liberdade, com base na teoria
estocastica para o regulador linear quadrédtico. O indice de desempenho empregado
nao fol mais uma soma de integrais quadraticas como em THOMPSON, 1976, mas
sim sua esperanga. Os controladores foram dimensionados para os casos especiais:
minimizar o espaco de trabalho juntamente com o “jerk”; minimizar o espaco de
trabalho juntamente com a aceleracdo do corpo principal. Obtiveram-se curvas
caracteristicas dos autovalores do sistema em malha fechada relativas aos valores de
ponderagao. Num artigo mais recente (ELMADANY, 1988} o problema estocéstico
também foi pesquisado. Desta vez, num modelo bem mais complexo de onze graus
de liberdade, relativos a uma jamanta.

O trabalho publicado anteriormente por THOMPSON (1976) foi aperfeicoado
e THOMPSON, 1984, permitindo que se projetasse um modelo de suspensio ativa
gue pudesse ser acoplado a uma mola de rigidez desconhecida. Para que isto fosse
possivel alterou-se a lei de controle de forma a incluir um termo extra de rigidez.
Mostrou-se, também, que o sistema final podia ser implementado utilizando-se uni-
camente a medida do deslocamento relativo entre o corpo principal e o eixo, ao
contrario dos casos anteriores onde era necessdrio medir o deslocamento relativo
entre o corpo ¢ a via. Esta demonstragdo baseou-se no fato de que o espectro de
freqitencia do deslocamento do eixo aproximava-se do da via, podendo-se, portanto,
substituir-se um pelo outro. Isto conseqlientemente leva a uma solucdo sub-6tima
que, em suas analises, ndo difere significativamente da 6tima.

Um extensivo trabalho sobre o potencial de se aumentar o desempenho de uma
suspensao ativa para o caso unidimensional pode ser encontrado em CHALASANI,
19874, e sua extensao para o caso tridimensional em CHALASANI, 1987b. No pri-
meiro artigo, o funcional de custo era adimensional e a dirigibilidade era dada pela
velocidade do eixo, ao invés do seu deslocamento. Concluiu-se que o sistema ativo
tem uma aceleracado vertical do corpo principal inferior a do passivo, em pelo me-
nos 15%. Nas analises baseadas no modelo tridimensional, obtiveram-se resultados
similares aos do modelo unidimensional. Portanto, para um estudo dos conceitos
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fundamentais 0 modelo unidimensional pode ser empregado. Entretanto, para uma
sintese final na qual se deseje verificar as interagoes que existem entre os movimentos
de balancgo e rolagem, e entre outros acoplamentos, o modelo tridimensional deve
ser utilizado.

As limitagoes tedricas de uma suspensao ativa foram descritas por KARNOPP
(1986). Seu trabalho baseia-se nas fungoes de transferéncia ideais entre a via e o eixo
e entre a via e o corpo. Desta forma, ele concluiu que, dependendo dos pardmetros
do veiculo, uma suspensio ativa por realimentacéo completa de estado nao oferecia
grandes vantagens sobre o sistema passivo ou semi-ativo, principalmente quando
visto pela relagéo custo-beneficio.

Caso o sistema nao seja completamente observavel ou ndo tenha todos os
estados disponiveis para realimentacao, o método descrito em WILSON et al., 1986
pode ser empregado. Seu algoritmo usa uma transformacgao de coordenadas que
particiona os modos observdveis e os nao observaveis. Inicialmente sao atribuidos
valores para os pardmetros da lei de controle que, em seguida, sdo recalculados por
uma técnica de minimizacio via gradiente. O resultado final rdo difere muito do
encontrado em THOMPSON, 1984,

Restrigées derivativas com realimentacao de saida foram usadas em THOMP-
soN & Davis, 1988, e restricdes integrais foram usadas em Davis & THOMPSON,
1988, ELMADANY, 1990, e em ELMADANY, 1992, com o intuito de compensar
erros estaciondrios em resposta as excitacbes do tipo rampa e cargas estaticas. As
caracteristicas do primeiro trabalho séo: a inclusdo nas equagoes do modelo de uma
varidvel representativa de uma carga estdtica genérica; o projetado de um observador
de estado; a realimentacao da for¢a de controle por um compensador proporcional
mais integral. J4 no segundo trabalho, as equacoes de estado do modelo unidimen-
sional obtidas diferem das anteriores, pois a integral do deslocamento relativo entre
o corpo e o eixo foi adicionada ao sistema. Em ambos os artigos, os resultados
apresentados foram bastante semelhantes aos obtidos em THOMPSON, 1976.

Em Hrovar, 1990, mostrou-se que o sistema de um grau de liberdade (eixo
de massa zero) representa um limite do melhor desempenho possivel para o modelo
com dois graus de liberdade. Fol analisada a vantagem da inclusdo de absorvedores
dindmicos no sistema ativo e fol pesquisade o caso limite de nenhuma penalidade
sobre a forca de controle.

Foi estudado em SHARrRP & WiLson, 1990, a importancia de se adicionar
correlagdes entre as entradas envolvendo atraso de tempo (“time delay”). Para isto,
a excitacdo nos dois lados do velculo fol dividida em componentes simétricas e nao
simétricas. Termos relativos ao atraso de tempo foram incorporados no funcional
de custo quadratico. Isto, infelizmente, impossibilitou a obtencio de uma solugao
analitica para a lel de controle. Entretanto, métodos numéricos podem ser empre-
gados para a determinacdo do ganho étimo. Em CROLLA & ABDEL HaDY, 1991 o
estudo foi estendido para um modelo tridimensional, e em ELMADANY & ABDUL-
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JABBAR, 1991 o sistema ativo foi comparado a um semi-ativo, e foi investigada a
disponibilidade completa ou nao dos estados para realimentacio.

O problema de controle de uma suspensdo automotiva via regulador LQG es-
tocastico fol retomado por ELBEHEIRY & KARNOPP (1996). Foram analisados
cinco tipos de suspensoes: totalmente ativo, ativo limitado, passivo 6timo, amorte-
cedor ativo e sistema com amortecedor variavel. Todos os casos estudados foram
para isolagao de vibragio com restri¢oes no espago de trabalho da suspensio.

2.2 Robustos, Semi-ativos e “Previews”

KasHANI & KIriczr (1992} estudaram a estabilidade robusta de uma sus-
pensao ativa usando o controlador LQG. Reformularam o problema LQG em termos
do problema #{, no dominio da freqiiéncia. Incorporaram na formulagéo do problema
H, incertezas estruturadas, representando as variacGes paramétricas do sistema.
Projetaram o controlador baseando-se no teorema do pequeno ganho { “small gain
theorem”).

Em MICHELBERG ef al., 1993 foi investigada a falta de robustez do problema
LQR frente a incertezas e foi apresentada a formulagio H., e suas caracteristicas de
robustez. Como solucdo proposta, fol usada uma combinacao de ambos os métodos,
conhecida como RLQR. A matriz Hamiltoniana do problema RLQR assemelha-se
a do problema LQR, onde foram inclusos dois termos similares ao termo indefinido
do problema M. E, finalmente, foi investigado o problema misto H.,/RLQR,
permitindo levar em consideragio as incertezas paramétricas e os disttirbios externos.

Em CHEN et al., 1995, foram propostas condigies de suficiéncia para a estabi-
lidade robusta das suspensdes ativa via controlador LQG com incertezas na entrada
de distarbio e com pertubacgdes paramétricas variantes com o tempo.

Foi investigada em HAYAKAWA ef al., 1993, a teoria do controlador Hy, so-
bre um modelo dindmico bastante complexo. Foram levadas em consideracio as
incertezas paramétricas e a dindmica real do atuador. Foram efetuados testes ex-
perimentais para validar o controlador proposto, tanto em termos de desempenho
como de robustez frente a incertezas dos disttirbios provenientes da via.

Ursoy et al. (1994), analisaram a robustez de suspensdes ativas utilizando
os controladores LQ, LQG e LTR. As incertezas utilizadas foram provenientes da
impossibilidade de prever os valores exatos dos parimetros da suspensiio e da ne-
gligéncia no modelamento da dindmica dos atuadores e sensores. Os autores veri-
ficaram que o LQR desenvolvia um comportamento mais robusto do que o LQG.
Mas com o uso da técnica LTR as propriedades de robustez do LQG podiam ser
melhoradas.
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Em CAMINO et al., 1997a, foi feita uma andlise comparativa das técnicas H,
e LQR usando incertezas paramétricas num modelo unidimensional de uma sus-
pensao automotiva. O espaco de incertezas era descrito por um politopo convexo.
O problema de custo garantido H; foi resolvido, de forma similar, por um problema
de otimizacao via LMI's, possiblitando assim incorporar as incertezas. Os resulta-
dos mostraram que os controladores obtidos possuem robustez frente as variacoes
parameétricas e também garantem estabilidade quadratica ao sistema, o que ndo é
possivel de ser estabelecido pelo projeto LQR. Os resultados das simulacoes deste
trabalho também sdo apresentados no capitulo de resultados numéricos

Em BARABANOV & SOKOLOV, 1996, o projeto de uma suspensio ativa teve
como base a otimizacdo da norma I, com restrigdes /., sobre os disturbios na planta e
nas medidas. Uma solugao completa fol apresentada, ou seja, uma expressio para o
valor minimo do funcional [y e para o controlador 6timo, do tipo integro-diferencial,
foi desenvolvida.

Suspensoes semi-Gtimas projetadas usando-se “preview” e técnica de controle
Otimo, aplicados num modelo bidimensional, podem ser encontrados em MARTINUS
et al., 1996. A estratégia de controle foi baseada em: restri¢des no atuador, que
era um amortecedor varidvel, e nos parametros representativos do conforto e da se-
guranca. A soluc@o encontrada forneceu desempenho superior ao de uma suspensao
passiva. Ista metodologia pode ser aplicada de uma forma geral a qualquer modelo
de suspensao.

A utilizacao da parametrizacio de Youla pode ser encontrada em CAMING et
al., 19976. Neste trabalho fol projetado um controlador por realimentagao dinamica
de salda para uma suspensao unidimensional ativa utilizando-se otimizacdo multi-
objetiva afim no parametro ¢J. Foi mostrado que sobre este paradigma as restricoes
fisicas do modelo e objetivos desejados podem ser expressos de uma forma mais
realistica, e que este tipo de abordagem leva ao limite de desempenho do sistema.
O sistema demonstrou ser de facil implementacio, exigindo unicamente as medidas
dos deslocamentos do eixo e do corpo principal. Os resultados das simulacdes deste
artigo também sdo apresentados no capitulo de resultados numéricos

Uma outra abordagem multiobjetiva pode ser encontrada em TAKAHASHI et
al., 1997, na qual fol apresentada uma metodologia para a otimizacio de uma
suspensdo ativa. O método apresentado pode ser aplicado a qualquer técnica de
controle que empregue um funcional de custo sobre o conforto, o espaco de trabalho
da suspensao e a dirigibilidade. No estudo foram utilizados os controladores Hs e
Hoo. Psta metodologia leva a uma solugéo do tipo Pareto-6timo (local), e permite
que sejam especificadas restrigoes sobre os controladores em termos dos objetivos
primdrios. Simulacoes foram efetuadas mostirando a superioridade da metodologia
apresentada sobre projetos classicos.

Um problema diferente de controle de suspensao ativa foi abordado em WaL
& JAGER, 1996, onde o enfoque dirige-se & otimizacio da selegdo de sensores e atu-
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adores, e nao a otimizacao do controlador. Por selecdo entende-se “uma apropriada
escolha de numero, localizacéo e tipo”. A idéia central deste artigo é eliminar as
possiveis combinagtes de sensores e atuadores para 0s quais ndo seja possivel en-
contrar um controlador que atinja un nivel especifico de desempenho nominal, e ou
estabilidade robusta. Todas as combinacbes sdo sujeitas a teste de viabilidade, que
sdo condicoes necessarias para a existéncia dos controladores estdveis que satisfazem
um determinado valor de norma H..



Capitulo 3

Formulacao do Problema de
Controle Otimo

3.1 Preambulo

Neste capitulo ¢ investigada a teoria de controle étimo. N&o em um contexto
geral, mas sim o enfoque dos controladores robustos Hy e Hoo, suas parametrizacoes
convexas, e uma abordagem utilizando-se da pargmetrizacio de Youla.

Primeiramente, ¢ apresentada na introducio, uma idéia dos conceitos relativos
a controle, aos enfoques cldssico e moderno, e ao problema de otimizacio das normas
Hs & Ho. Em seguida, o problema do regulador linear quadritico é desenvolvido
de forma sucinta. Algumas nocgdes sobre os espagos Ha e Heoo, cdlculo das respec-
tivas normas e alguns resultados tedricos preliminares sdo estudados na sequéncia,
permitindo nas segoes posteriores formular o problema do controlador robusto H,
e do controlador robusto H.., analisados por um enfoque convexo. Por ltimo, é
descrito o projeto de controladores utilizando a parametrizacido de Youla.

3.2 Introducao

Sistemas de controle podem ser, de uma forma ampla, definidos como meca-
nigmos atuantes em um determinado processo, capazes de modificar, acrescentar
impor determinadas caracteristicas. Por processo, entende-se qualquer fendmenc
descrito em uma forma matemética, seja este fisico, quimico, biolégice, econdmico,
etc. De uma forma geral um sistema de controle pode ser representado por quatro
blocos distintos (fungdes}: controle, atuador, planta e sensor. A planta sendo o
processo (modelo) que se quer controlar; o controle tendo a funcdo de estabelecer
a lei de comando que dirige o atuador; o atuador sendo o mecanismo que age di-
retamente na planta modificando seu comportamento; e por 1ltimo, o sensor que
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monitora determinadas saidas da planta redirecionando-as para o controle.

entrada salda
———pd  controle atuador planta

v
Y

Figura 3.1: Sistema de controle em malha aberta

Os primeiros métodos de controle eram do tipo malha aberta (figura 3.1}; ou
seja, a saida da planta n&o causa nenhum efeito no controlador. A acfo de controle,
neste caso, independe de como se comporta a planta sob seu efeito ou sob efeito de
um distirbio externo.

ref, saida
» conirole »  atuador planta -

¥

Sensor i

Figura 3.2: Sistema de controle em malha fechada

Por outro lado, no sistema de controle em malha fechada (figura 3.2}, a saida
da planta é um fator essencial; pois esta, apés medida por um sensor, serd realimen-
tada no controlador. Portanto, ha a possibilidade de se definir uma lei de controle
que pondere 0 quanto o comportamento da planta estd desviando-se de um padrio
preestabelecido.

Para que o projeto de um controlador seja bem elaborado (BoyD & BARRATT,
1991), faz-se necessdrio que determinados indices ou especificacdes sejam satisfeitos.
Os indices mais comumente empregados sao: especificagbes de desempenho, de ro
bustez e da lei de controle. A especificacio de desempenho d4 uma idéia de como o
sistema em malha fechada deve atuar quando sujeito a distirbios ou ainda de como
o sistema rastreia uma determinada entrada de comando. Nas especificacoes de
robustez é interessante saber como o sistema em malha fechada comporta-se frente
a uma classe de incertezas nos parametros do modelo, imprecisdes no modelo ou
dindmicas ndo modeladas (garantindo uma determinada faixa de desempenho). Nas
especificacdes da lei de controle o projetista estd mais preocupado com sua imple-
mentagao pratica, delimitando a forma do controle, linear e invariante no tempo,
descentralizado, de determinada ordem e assim por diante.

A teoria de controle segue por dois enfoques bem distintos: O método cldssico
e 0 método moderno. Como o nome indica, o método classico antecede ao moderno,
compreendendo os anos 1930~ 1950. J4 a abordagem moderna pode ser cons iderada
como origindria da década de 60. Para uma detalhada exposi¢io dessas técnicas,
as referéncias OGATA, 1993, FRANKLIN ef al., 1994, e as nelas citadas, sao bem
interessantes. Ambas as metodologias podem ser tratadas em dois planos distintos:
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na em teoria de sistemas continuos e na teoria de sistemas discretos (controle di-
gttal). Neste trabalho, as formulagdes sio baseadas na teoria de sistemas continuos
no tempo.

O enfoque cldssico caracteriza-se principalmente por ser uma anilise no do-
minio da freqiiéncia. Baseia-se principalmente no método do lugar das raizes, que
possibilita determinar os pélos em malha fechada a partir dos pé los e zeros da
funcdo de transferéncia em malha aberta, considerando o ganho de realimentacéo
como parametro; e no método de resposta em freqiiéncia, que usa o critério de estabi-
lidade de Nyquist, possibilitando assim investiga r a estabilidade absoluta e relativa
de sistemas em malha fechada a partir do conhecimento de suas caracteristicas de
resposta em freqliéncia de malha aberta. Os compensadores (controladores) geral-
mente empregados, neste caso, sdo os do tipo proporcional, integral e derivativo;
ou uma combinacdo destes (PID’s}, controladores em avanco ou em atraso. Vale
ressaltar que nesta metodologia é bastante dificil projetar um controlador que sa~
tisfaga ur desempenho prescrito de uma forma 6tima. Geralmente, as especificacées
sdo cumpridas de maneira aproximada, alternando heuristicamente os parametros
de projeto. A abordagem cldssica é geralmente aplicada em sistemas SISO - “Single
Input Single Output”™, pois nestes as relagdes matematicas no dominio da freqiiéncia
sdo mais facilmente estabeleci das do que no caso MIMO - “Multiple Input Multiple
Output”, embora uma abordagem bastante completa do caso multivaridvel possa ser
encontrada em MACIEJOWSKI, 1989 e uma andlise de robustez em CRUZ, 1996.

No contexto moderno, também conhecido como método no espago de estado, a
abordagem ¢ feita no dominio do tempo. Passa-se a nao mais trabalhar com funcdes
de transferéncia e sim com equacdes diferenciais ordindrias. Isso traz uma série
de vantagens, principalmente: facilidade de aplicagdo no caso MIMO, disponibili-
dade de numerosas ferramentas computacionais eficientes, manipulacdes totalmente
descritas através da algebra matricial, aplicabilidade a si stemnas néo lineares e vari-
antes no tempo. Neste caso, a planta, ou melhor, sua equagio diferencial, é escrita
na forma de espago de estado, usando-se para isso varidveis de estado.

Este tipo de enfoque possui uma caracteristica peculiar: é possivel projetar
sistemas de controle 6timo com respeito a determinados critérios de desempenho. A
teoria que permite estabelecer as condigtes dtimas é conhecida como teoria do con-
trole 6timo, estabelecida pelo principio da otimalidade e pelo principio do minimo
de Pontryagin (KIRK, 1970, ATHANS & FALB, 1966). Um critério de desempenho
bastante utilizado ¢ o indice de desempenho quadrdtico, que penaliza o vetor de
estado e o controle, dando margem ao problema LQ - “linear quadritico”. A mi-
nimizac¢ao do indice quadrético no problema LQ leva a uma lei de controle linear,
obtida através da solugdo de uma equacdo de Riccati. Uma referéncia completa
sobre controle Gtimo via métodos lineares quadriticos é ANDERSON & MOORE,
1990.

De particular interesse ¢ o LQR — “Linear Quadratic Regulator”, que permite
projetar um controlador que leva o vetor de estado, a partir de uma condicao inicial
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T no tempo ty, a um referencial fixo em um intervalo finito de tempo. Geralmente,

alguns ou todos os estados néo sdo disponiveis para realimentacdo, necessitando-se

estimd-los. Neste caso, é empregado o controlador LQG — “Linear quadratic Gaus- .
sian”. Hsta técnica estima os estados através do filtro de Kalman, alcancando assim

a lei de controle 6tima (teoreme da separagdo). No entanto, as propriedades de

r obustez do problema de realimentacao completa de estado podem ser perdidas

com a incorporagao dos estimadores. Uma forma de tentar contornar esta queda

de robustez ¢ utilizar-se do método LTR -~ “Loop Transfer Recovery” que melhora a

robustez, no caso do LQG, através da selecdo adequada de uma matriz de ganhos

do observador.

E possivel, também, projetar sistemas de controle étimo através da otimizacio
de um critério de desempenho dado por uma determinada norma da funcio de
transferéncia em malha fechada. As normas mais comumente utilizadas, para e ste
fim, sao as normas Hy e H, ou o critério misto Ha/He, a8 quais aplicam-se as
matrizes de transferéncia que relacionam entradas exdgenas 3 saida controlada do
sistema. Este contexto dd margem ao problema de controle étimo H, e Hy, como
apresentado em DOYLE et al., 1989 e ao problema de controle 6timo misto Ha/Heae
como em KHARGONEKAR, 1991. A abordagem cldssica (década de 60) leva a uma
solugao via equagao de Riccati. Mais recentemente, em PERES & GEROMEL, 1994,
mostrou-se que este tipo de problema pode ser convert ido em um problema con-
vexo equivalente, o qual por sua vez pode ser resolvido por eficientes algoritmos de
otimizacao convexa, permitindo ainda incorporar incerteza paramétrica e descentra-
lizagdo (GEROMEL et al., 1992, PERES et al., 1993b). Esta abordagem convex a
via programacao linear pode ser convenientermente tratada por pacotes computaci-
onais descritos em termos de LMDI's— “Linear Matrix Inequalities”. Uma referéncia
bastante apropriada neste contexto ¢ Bovyp et al., 1994,

3.3 Regulador Linear Quadratico

Tendo-se em vista que o problema do regulador linear quadrético j4 se encontra
suficientemente consolidado, néo se justifica que a abordagem aqui apresentada seja
minuciosa. Portanto, nesta secio s apresentados os principais resultados desta
teoria. Para uma explanacdo mais detalhada as melhores referéncias sio KIrK,
1970, ATHANS & FALB, 1966 ¢ ANDERSON & MOORE, 1990.

O caso de interesse é o do problema do regulador linear quadratico com hori-
zonte de tempo infinito e invariante no tempo. Por horizonte infinito (tempo infinito)
entende-se que o limite de integragdo na fungio custo varia de zero a infinito po-
sitivo. E o fato de ser invariante no tempo afirma que os pardmetros do sistema
sao constantes. Na realidade o controlador é inicialmente obtido para o caso de um
tempo finito qualquer 7.
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sistema - Y

r

K |«

Figura 3.3: Sistema de controle (problema LQR)

O modelo de estado que descreve um sistema linear invariante {figura 3.3),
assegurando que 0 mesmo se encontra na sua representagdo minima, ¢ dado por

&= Azx + Bou, z(0) =y

y=Cz+ Du, (3.1)

onde x(t) € R* é o vetor de estado, u(t) € ™ é o vetor de controle e y(t) € R¢
¢ o vetor de saida do sistema.! As matrizes A, By, C e D possuem dimensdes
apropriadas.

Antes de se levantar o problema, é conveniente fazer algumas hipdteses que
simplificardo e permitirdo a sua solu¢do. A primeira delas é sobre a ponderacao
cruzada no vetor de saida y, exigindo, sem perda de generalidade, que as matrizes
C e D devam ser ortogonais, ou seja C'D = 0. Enquanto que a segunda assegura
que a agao de controle u seja ponderada positivamente, ou seja [’D > 0, limitando
assim o ganho a ter valor finito.?

Pode-se agora estabelecer ¢ problema LQR como: seja o indice de desempenho
quadrdtico, que penaliza o vetor de estado e o vetor de controle, dado pela equacéo

T
Jm/‘500x+wﬂpuﬁ, (3.2)
6
encontre um controlador que o minimize.

Este processo de otimizacao estd sujeito a restricdo dindmica (3.1) com uma
condicao inicial xg, e leva a uma lei de controle por realimentacao completa de estado
linear, ou seja, proporcional a um ganho:

u = K(t)r. (3.3)

Uma das formas de se encontrar o ganho 6timo K é através do principio do
minimo. Para derivé-lo é preciso montar o Hamiltoniano, H, associado ao problema,
com o multiplicador de Lagrange, A, relacionado a restriggo (3.1). Seja H definido
€omo

’M%Amw:%@@%@+MHDM+XM5+&M. (3.4)

Todos os vetores sio fungdes do tempo, mas, por abuso de notagio, omite-se esta dep endéncia.
?Pois o ganho, como serd visto, ¢ proporcional a (D) 1.
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Do principio do minimo de Pontryagin, sabe-se que as condicies necessdrias de
otimalidade sao dadas por:

. OH
&= = Az + Bou , 2(0) = zy; (3.5)
.
— A= 8—1{— =C'Ce+ AN | NT) =0, {3.6)
oM .
5= D'Du+ B =0, (3.7)

Percebe-se que a condigdo (3.7) é satisfeita para todo u* = —(D'D)" !B, ). Da
equagio (3.6) e da equagdo (3.5), com u substituido por u*, monta-se a seguinte
equacao de estado

1]-[2e ooz 5]

A matriz H ¢ conhecida como matriz Hamiltoniana e é freqilentemente usada
na teoria de controle. A equagfio de estado acima nfo precisa, na realidade, ser
resolvida para se obter a lei de controle 6timo, basta fazer A = Pz em (3.8) que
chega-se & seguinte equacao de Riccati:

j } . (3.8)

——=AP+PA-PB(DDY'B,P+C'C, P(T)=0. (3.9)
Neste caso, a let de controle étimo passa a ser
u(t) = K(t) z, (3.10)

onde o ganho 6timo é
K*(t) = —(D'D)"'BLP(¢). (3.11)

E o indice de desempenho étimo associado ao problema torna-se

J* = 1}, P(t) zo. (3.12)

E interessante notar que a lei de controle obtida ¢ funcio da matriz P{¥); a
qual € solugdo da equagao diferencial de Riccati (3.9), varidvel com o pardmetro
tempo. Se as matrizes A, By, D e C forem constantes , entdo P(t) tenderd a uma
matriz constante P> quando 1" — oo e a equacdo de Riccati {3.9) torna-se

AP+ PA—PBy(D'DY'BLP +C'C = 0. (3.13)
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Obtendo-se, neste caso, o controlador com horizonte de tempo infinito desejado. A
lei de controle e o indice de desempenho sdo agora: u = Kz e J* = x, P g, onde K
é o ganho estabilizante dado por K* = —(D'D)"' B, P,

A equagdo de Riccati {3.13) possui solugio?®, com P = P’ > 0, se e somente se
o par (A, B,) for controlavel e o par (C, A) for observavel. Isto, devido ao seguinte
corolario.

Corolério 3.3.1. Suponha que o par (A, Bs) seja controldvel e o par (C, A) seja
observduvel. Entdo, a equacdo de Riccati

AX 4+ XA~ XBy(DDY'BLX +C'C =0 (3.14)

tem uma unica solucdo definida positiva. Além do mais, esta solugdo é estabilizante,
ou seja, a matriz A — Bo(D'DY ' BLX é estdvel.

Prova. A prova deste coroldrio encontra-se em ZHOU et al., 1996,

3.4 Normas H, e Ho

Os projetos de controladores H, e M, tém por base a minimizacio do indice
de desempenho dado pelas normas H, e Ho, da funcdo de transferéncia em malha
fechada. Sendo assim é conveniente descrever estas normas, os espacos normados
agsociados e os métodos de calculd-las, antes de se aprofundar na problematica do
controlador. As seguintes referéncias tratam destes conceitos mais detalhadamente
no contexto da teoria de controle: Francis, 1987, BoyDp & BARRATT, 1991,
Zuou et al., 1996, DOYLE et al, 1992 . Além disso, um enfoque puramente
matematico pode ser encontrado em KREYSZIG, 1989.

Seja X um espaco vetorial real ou complexo. Uma norma || - || sobre X ¢é uma
aplicacdo ||+ ]| : X — E* devendo satisfazer as seguintes propriedades:

i) {zf] = 0;

i) el =0 & «=0;

ili) {joxll = lafljzll, Va e R(C)
iv) flo+yl < fl=ll + Iyl

Desta forma, pode-se definir a norma vetorial p de x € R™ (C") como

foll = (1) 1psoe (315)

%A tinica solugio de interesse ¢ a definida positiva, pois estabiliza o sisterna.



3.4. Normas Hs e H 17

Em particular, fazendo-se p igual a 2 e a oo, tem-se as normas cldssicas euclidiana
e infinita, dadas por

lz]le = (é;lmiﬁ)l/z (3.16)

lelloe = max |z, (3.17)

Definicao 3.4.1. Um espaco vetorial normado (X, |- 1|}, é um espaco vetorial com
uma norma especifica sobre ele definida.

Uma norma sobre ¢ espago vetorial X define uma métrica d sobre X dada
por d(z,y) = ||z — y|| com x, y € X, conhecida como métrica induzida pela norma.
Portanto, (X, |- ||) também é um espaco métrico.

Definicao 3.4.2. Se um espaco vetorial normado X é completo® em sug métrica
wnduzida, entdo X € chamado um espaco de Banach.

Seja X um espaco vetorial real (ou complexo). Um produto interno (-,-)
sobre X é uma aplicago {-,-) : X x X ~» R(C) devendo satisfazer as seguintes
propriedades:

Ty +z) = (z,y)+{x,z2), Vryz2€X;
oz, y) = oz, y), YaeR(Q).

Novamente, pode-se induzir uma norma, ou seja, um produto interno sobre X
define uma norma sobre X dada por ||z]js = +/{z, 2) ¢ uma métrica sobre X dada

por d(z,y) = lle ~ yl =/l — y,2 — ).

Definicao 3.4.3. Um espaco de Hilbert é um espago de Banach no gqual a norma é
induzida pelo respectivo produto interno.

O espago de Hilbert Ly(—o00,00) consiste do conjunto de todas as funcdes
quadraticamente (Lebesgue) integraveis z(¢) no intervalo (—o0, oc), tais que

/2

o = ([ et 1) < oe, (3.18)

*Um espago é dito completo se todas as segiéncias de Cauchy sio convergentes. Por seqiiéneia
de Cauchy entendem-se todas as seqliéncias {z,} que satisfazem o critério de convergéncia de
Cauchy na forma d(z,, 2,) < €, para todo m,n > N.
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com o produto interno definido por

OO0

{x,y) = j_ x(ty ylt) dt, {3.19)
ou se as funcdes forem matriciais por
(wy) = [ Tefalyy()} de. (3.20)

para x,y € Lo(—00,00). Os subespagos Loy = L5[0,00) e Lo = L3(~00,0] sdo
obtidos de forma similar.

Torna-se necessario agora fazer semelhantes definigbes no dominio da freqiién-
cia, chegando-se aos espagos L3(JR), Loo(JR), Ho, Hao € & alguns subespacos relaci-
onados.

O espago L£3(jR) consiste de todas as fungdes complexas, quadraticamente
{Lebesgue} integrdveis no intervalo {—joc, joo) em relacio a w, tais que

fell = (o [~ dtrato) av) <o (3.21)

i
com o produto interno definido por

(.9) = = [ 3(jw) (i) do. (3.22)

27 —OG

O subespago® RLy de L£,(jR) consiste de todas as funcdes de transferéncia®
racionals, estritamente proprias e sem polos no eixo imagindrio; donde conclui-se
que uma fungéo de transferéncia Z(jR) pertencerd a RL;, terd norma |2, finita,
se for estritamente propria e nao tiver pdlos no eixo imaginario. O subespaco Ha
consiste de todas as funcdes analiticas (fungdes definidas e diferencigveis em todos os
pontos de seu dominio) no semiplano direito do plano complexo com a norma dada
por (3.21). O subes paco RH, de H, consiste de todas as funcoes de transferéncia
racionais, estdveis e estritamente prdprias.

Existe uma relacao entre o espago £ no dominio da freqiiéncia e no dominio
do tempo. Esta relagao ¢ conhecida como Teorema de Plancherel e pode ser obtida
através da transformada de Fourier que produz uma aplicag o bijetora e isométrica
(preserva a métrica) entre o espago Lq(—00, 50) e 0 espago Lo jR). Portanto, se uma
funcéo z(t) pertencer a L3(—o00, 00}, sua transformada de Fourier #(jw) pertencera
a Lo(jR) e

lzllz = lizll2. (3.23)

50 domfnico dos espagos serd omitido sempre que o contexto o indicar.
%Uma funcio de transferéncia & é racional se seus cocficientes sdo reais, prépria se #{o0) & finito
e estritamente propria se £{co} é zero.
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Assim, a energia de um sinal independe da sua representagao no dominio do tempo
ou da freqgiiéncia.

Uma das formas de se calcular a norma RL, de uma fungio de transferéncia
% é através de sua prépria definicao (3.21) ou ainda por

188 = o [ Te{Gw)a(io)} do

2 —

_ 53?; /_"; Tefi(—s)i(s)} ds (3.24)

- .é% f{ Te{2(—s)2(s)} ds.

onde a ultima integral é uma integral de contorno, com o contorne dado por um
semicirculo infinito envolvendo o semiplano esquerdo do plano complexo. Pelo teo-
rema do residuo {KREYSZIG, 1993) esta integral pode ser escrita como a somatdria
dos residuos de &(—s)(s) calculados nos seus pélos

l6lf = 5= § Tr{(-s)i(s)} ds
(3.25)

Entretanto, como sera visto, torna-se mais vantajoso computar a norma KH,
através de métodos no espaco de estado. Para isto, o modelo de estado a ser consi-
derado é dado por

z = Az + Biw

Y= Ca. (3.26)

Aplicando a transformade de Laplace em (3.26) com condig¢bes iniciais nulas
sobre z, e colocando y como funcdo de w tem-se §(s) = ¢{s)w{s}), onde §{s) =
C(sI — A)7'B;. Sabendo-se que a funci o resposta ao impulso unitario {Delta de
Dirac) neste caso é g(t) = Ce'By, ¢t > 0 de (3.23) tem-se

gl =t { [" ooty at}

= T { / Y Ot B Bl dt}
0
(3.27)
- T {cf” 4B, Bl dt c’}
]

= Tr{CW.C'},
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oo ‘ - ” . .
onde W, = / e*B) Bje*" dt. Esta integral é denominada gramiano de controla-
0

bilidade e satisfaz a seguinte equacdo de Lyapunov’

AW, + WA + BB, = 0. (3.28)

Se em (3.27) a integral tivesse sido calculada sobre g(t)'g(t), ter-se-ia
19113 = Tr{ B;W,B1}, (3.29)

oo !
onde W, = / eMIC'CeM dt é o gramiano de observabilidade solugio da equacdo

0

de Lyapunov®

W,A + AW, +C'C = 0. (3.30)

As equagbes de Lyapunov (3.28) e (3.30) representativas dos gramianos de
controlabilidade e de observabilidade respectivamente, sugerem que deva existir uma
relacdo entre suas solugdes e a controlabilidade e observabili dade de um sistema. Esta
relacao existe e pode ser anunciada no seguinte lema:

Lema 3.4.1. Seja a funcdo de transferéncia § referente ao sisiema (3.26) perten-
cente ao RHa, ou seja Re{\;(A)}} < 0,i=1,...,n, entdo

o W. serd definida positiva se e somente se o par (A, By) for controldvel.

o W, serd definida positiva se e somente se o par (C, A) for observdvel.

Prova. A prova deste lema pode ser encontrada em ZHOU et al., 1996.

Outro importante espaco ¢ o L, que consiste de todas as func¢des limitadas
essencialmente (limitadas exceto possivelmente num conjunto de medida zero) no
dominio JR, tais que

sup ess{||Z2(jw)l] 1 w € R} < o0, (3.31)
com norma dada por

iZllc = supessF{Z(jw) 1 w € R} (3.32)

O subespago RL. de L, consiste de todas as fungdes de transferéncia ra-
cionais, proprias e sem pdlos no eixo imaginario; logo, para que uma funcio de
transferéncia @ pertenca a RLy, tenha norma nmiZ finita, precisa ser propria e
nao ter polos no eixo imagindrio. Além do mais, se Z(jw) e §{jw) pertencem ao

"Basta integrar ambos os lados da equagio Le?t B Ble?t = AeM B Bledt 4+ AR, Bl t 4!
di. 1 1 1
de 0 a co. Lembrando que e — 0, pois §{s) € R, tem-se —B, B} = AW, + W, A"
8Sua prova & idéntica A do gramiano de controlabilidade.
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espaco R Ly tem-se a seguinte propriedade: ||Z7]|co < |2]|ool|#llce- O subespago Hue
consiste das fung¢des analiticas e limitadas no semiplano direito do plano complexo,
tendo a norma dada, pelo teorema do modulo mdzimo®, por

[ ]oe = sgpb‘{i(s) : Re(s} > 0} = sip"o*‘{i(jw) Jw € R} (3.33)

O subespago R'H., de Ho consiste de todas as funcdes de transferéncia racionais,
estaveis e préprias.

Da definicdo da norma RL,, fica claro que uma forma de calculd-la é através
de uma busca exaustiva do maximo wvelor singular da funcio de transferéncia em
questdo. Ou seja, se um intervalo refinado de freqiiéncia {w;, ..., wy} for definido,
uma razoavel estimativa para a norma RL serd max T{&(jwy)}. Entretanto, é

preferivel calcular a norma RH. pelo espaco de estado.

Lema 3.4.2. Seja v > 0 e § € RH, uma funcdo de transferéncia representada
pelo modelo de estado (3.26). Definindo-se o mairiz H como

A ’}/_2BlB£

=\ _oc  _a

(3.34)

entdo, se o par (A, By) for controldvel e o par (C, A) for observdvel, as sequintes
afirmacdes sdo equivalentes:

i) 19l <
i) A matriz H ndo tem nenhum autovalor no eizo imagindrio;

iii) A equacdo de Riccatt XA+ A X+~ 2 X BB X +C'C = 0 admite uma solucio
X=X">0comA+ vy 2B, B X estdvel.

Prova. fiste Lema € conhecido como “Bounded Real Lemma” e sua prova pode ser
encontrada em DOYLE et al., 1989 e ZHOU et al., 1996.

Neste caso, ||§{| serd dada pelo menor valor possivel de v para o qual a matriz
H continua a nao ter autovalores em seu eixo imaginario. Similarmente, ||§}|. pode
ser dada pelo menor valor de v para o qual a desigualdade de Riccati (3.35) admite
uma solugao simétrica definida positiva.

Lema 3.4.3. Seja v > 0 e § € RHo uma funcdo de transferéncia representada
pelo modelo de estado (3.26). Entdo, ||§ll. < v se e somenie se a desigualdade

AX+ XA+ XBBX+C'C<0 (3.35)

admatir wma solucao X = X' > 0.

“Se &(s) ¢ analitica num dominio fechado e limitado D, entdio o méximo de |#{s)| encontra-se
no contorne de D,
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Prova. A prova deste lema encontra-se em SCHERER, 1990.
Com as normas definidas ¢é possivel estabelecer algumas relagdes importantes

sobre o ganho de um sistema. Seja v um sinal de entrada, y um sinal de saida e g
a fungao resposta ao impulso do sistema. Pode-se verificar que

lyll < gl llwll3. (3.36)

Portanto, se o sinal de entrada w € £, e a fungdo de transferéncia § € RH.., entido
o sinal de saida y € L5 e

R llll2
Igoo:sup{ TwE Ly 3.37
I [I o HwHQ 2 ( )

3.5 Controle H, Robusto

Tendo-se definido a norma H; ¢ a forma de calculd-la, podem ser formulados o
problema de controle 6timo H, por realimentagio de estado via abordagem cléssica,
o problema de custo garantido e as respectivas parametrizacoes convexas.

3.5.1 Problema H, via Abordagem Classica

O modelo de estado aqui considerado que descreve um sistema linear invariante
no tempo (figura 3.4), assegurando que o mesmo se encontra na sua representacio
minimal, é dado por

T = Az + Byw + Bou

y = Cz + Du, (3.38)

onde x € R" € o vetor de estado, y € R? é o vetor de saida controlada, w € B é o
vetor de entradas exdgenas e u € ™ € o vetor de controle. As matrizes A, By, Bo,
C' e D possuem dimensoes apropriadas. Novamente, as condigoes de ortogonalidade
C'D = 0 e de ponderacao positiva no controle D'D > { s&o assumidas.

sistema

Figura 3.4: Sistema de controle (problema Hs)
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A lei de controle por realimentacdo completa de estado, linear e proporcional
a um ganho é dada por

u= Kz, (3.39)

onde K &€ R™"™ & o ganho a determinar. Com o controlador assim definido, o
sistema (3.38) em malha fechada pode ser descrito por

Z = (A+ BK)z + Byw

y=(C+ DK)z, (3.40)

e a matriz de transferéncia em malha fechada da entrada exdgena w para a saida y
por
H{s) = Cp(sl ~ A)7' By, (3.41)

onde as matrizes Ay e (s sdo respectivamente

Ay 24 + By I

3.42
C; £C+DK. (3:42)

O problema de otimizagao RH, por realimentacao de estado pode ser postu-
lado como: Dado um sistema linear dinamico, encontre um compensador que mini-
mize a norma H da funcdo de transferéncia em malha fechada tal que H(s) € RHo,
ou seja

m}}n{HH(S)H%  H(s) € RHs}. (3.43)

Donde percebe-se que o ganho K deve, além de minimizar o critério norma
Ho, estabilizar ou manter estdvel o sistema em malha fechada. Portanto

KeK2{KerR™ Rel\(Af)} < 0}, (3.44)
conjunto dos ganhos estabilizantes {nfo convexo).

Na segao precedente, demonstrou-se que a norma H, da funcéo de transferéncia
pode ser calculada por

1H (s)||3 = Te{B;W B, }, (3.45)

com W = W' solucéo da equagio de Lyapunov {gramiano de observabilidade)
(A+ B K)W +W(A+ BoK)+ (C+ DKY(C + DK) = 0. (3.46)
Assim, o problema de otimizac¢ao pode ser reformulado como

%}1}(1 Te{B/W B} (3.47)
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sujeito a
A{A+ B KYW+W(A+ BK) + (C+ DK)Y(C + DK) =0, (3.48)
onde A = A’ é a matriz dos multiplicadores de Lagrange associada & restrigao (3.46).
Para obtengao das condictes necessérias de otimalidade é preciso montar o la-
grangeano e derivi-lo em relacéo &s varidveis do problema. O lagrangeano é expresso

pela equacao

LW, A, K) = To{ BiW By + A [(A+ By KYW + W{A+ B, K) +(C+DKY(C+DK)]}.

(3.49)
As condigOes necessarias de otimalidade fornecem:
oL / /
5 (A+ By K)A+ A(A+ BoK) + B1B; = 0; (3.50)
ar , /
o= (A+ By l)YW + W(A + ByK) + (C+ DK){C+ DK) = 0; (3.51)
aL , ; _

Se o par {A;, By) for controldvel {uma condiciio para isto é que a matriz B,
tenha posto completo}, entdo pelo lema 3.4.1 {pdgina 20) a mairiz A solucdo de
(3.50) sera definida positiva. Neste caso, a solugdo Gtima a partir de (3.52) serd
inica e o ganho détimo K™ dado por

K*=—(D'D)*B{W, (3.53)

que substituido em (3.51} fornece a equagao de Riccati para sistemas continuos no
tempo
AW + WA~ WBy(D'D)Y'BLW + C'C = 0. (3.54)

Esta equagio terd uma solugao, W = W' > 0, se e somente se o par (A4, By)
for controldvel e o par (C, A) for observdvel (corolario 3.3.1, pagina 16). Desta
forma o custo étimo, para W solugiio de (3.54), serd

[H(s)|l3 = Te{BiW By} (3.55)
Este problema poderia ter sido resolvido de uma forma similar se na expressao

{3.45) a norma fosse calculada por Tr{C'PC"}, com P = P’ satisfazendo o gramiano
de controlabilidade. Note-se que tanto o cédlculo da norma #H, (3.45) como o caleulo



3.5. Controle H; Robusto 25

do ganho G6timo {3.53) envolvem unicamente a solugdo de uma equag¢do matricial,
que pode ser obtida em um nimero finito de passos.

£ interessante perceber que o ganho estabilizante dado por (3.53) do pro-
blema de otimizagiao R, é idéntico ao ganho K do problema do regulador linear

quadratico, pois dependem da mesma equagao de Riccati. E, ainda, os problemas
terdo custo minimo igual sempre que xpxy = By 5.

3.5.2 Parametrizacao Convexa do Problema H,

O problema de otimizac¢do anterior finha uma geometria bastante complicada,
pois nem a funcdo objetivo nem o conjunto dos ganhos estabilizantes K eram con-
vexos com respeito a K. Entretanto, PERES & GEROMEL (1994) mostraram ser
possivel parametrizar este conjunto por um outro que seja convexo. Desta forma o
problema gerado pode ser solucionado por eficientes algoritmos de otimizacéo con-
vexa; em especial através de LMUI’s.

Para obtencao desta parametriza¢io, mostrar-se-a4 que a igualdade de Riccati
(3.54) pode ser substituida por uma desigualdade e, em seguida, que através de
convenientes manipulacoes algébricas esta pode ser escrita de forma convexa.

Considere a inequacao

AX+XA+CC<L0, (3.56)

com X = X' € F"*". Entao uma solugao na igualdade gue pode ser expressa como
X = jl AHCC + Qe di, (3.57)
0]

onde @ = Q' > 0 complementa a desigualdade (3.56). Lembrando que a solugéo do
gramiano de observabilidade

AW +WA+C'C =0 (3.58)

é dada por

W = / T At dt, (3.59)
0

percebe-se que X > W e que Tr{ B XB,} > Te{BWB,} = ||H{s)|]3. Portanto a
norma Ha pode ser calculada por

m‘}n Tr{B X B} (3.60)
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sujeito a
AX+XA+C'CL0

X=X'>o0 (3.61)

Com a igualdade sendo garantida pela minimizagdo. Além do mais, a restrigio
(3.61) é convexa, ou melhor, afim.

O problema de minimizagdo RH, pode entdo ser formulado como

win Tr{B{W B} (3.62)

sujeito a

(A+ B KYW +W(A+ B K} +(C+DK)(C+DK} <0

W=W'>0, (3.63)

que, na minimizagao, o 6timo estd garantido pela igualdade. Este problema é ainda
nao convexo, pois K depende explicitamente de W. Portanto, deve-se converter
a inequac¢do de Riccati, acima, em uma LMI. Para isto, far-se-4 uso da seguinte
formula complementar de Schur.

Lema 3.5.1. Seja X = X' e RV, Z =72 €¢ R™ Y ¢ R*™. Entdo

[}“}f, §}>0 (3.64)

se e somente se

X>0 Z>0
{Z~YW”Y>O o {XWY3%”>& (3.65)
Prova. Defina as matrizes
I 0 (1 vz
T; = { -l T } e D= [ 0 1 ], (3.66)
Entéo
X v] . [x 0 el | X=YZTY 0]
{w Z}*ﬂ{ﬁ Z-Y%*Y]ﬂ “E{ 0 Z}E'
(3.67)

Fazendo-se as seguintes manipulacGes algébricas: X EW-lteY 2 KW o
problema anterior torna-se
I;.(\;i}g Tr{B X5} (3.68)
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sujeito al?

AX + XA 4+ ByY +Y'By+ (CX + DY )Y(CX + DY} <0

X=X'>0. (3.69)

Portanto o problema de minimiza¢ao Hs, pode ser descrito pelo seguinte teorema:

Teorema 3.5.1. A solugdo dtima do problema

min {7} {3.70}
sujerto a
X>0 {3.71}
X B
[ B 7|20 (3.72)
—AX - XA -BY -Y'B, XC'+Y'D
[ CX + DY 1 =0 (3.73)
fornece
Te{Z} = |H{s)|l3 (3.74)
com o ganho dtimo de realimentacio dado por
K=YX (3.75)

Prova. Aplicando a férmula complementar de Schur na desigualdade (3.72), tem-
se Tr{Z} > Te{BiW By} com a igualdade sendo garantide pela minimizacdo. Para
obter a restricdo (3.63) aplica-se a férmula complementar de Schur na desiguldade

{3.73), que apds algumas simplificacées fornece
(A+BYX DWW+ W(A+BYX N+ (C+DYX NW(C+DYX™1) <0, (3.76)

Portanto o ganho K = Y X & realmente um ganhe estabilizante que assegura na
solucio dtima Te{Z} = m&n{l]H(s)l]% . H(s) € RHs}. Estabelecer (3.70) - (3.73) ¢
trivial a partir de {3.62) — {3.63).

Desta forma, a solugao étima de realimentacio de estado do problema H, pode
ser obtida por meio de um problema convexo. Note que este problema também
poderia ter sido resolvido usando-se o gramiano de controlabilidade. Uma prova
das condigbes de suficiéncia e necessidade da parametrizacdo do problema linear
quadratico pode ser encontrada em PERES & GEROMEL, 1994.

0Esta restrigio ¢ a equacio (3.63) pré e pds multiplicada por X = W™*,
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3.5.3 Problema H; de Custo Garantido

Com o problema Hs tendo sido formulado de uma forma convexa, torna-se
possivel sua extensdo para o caso incerto. Isto deve-se ao fato de que o ganho
estabilizante (3.75) n8o depende explicitamente dos parametros que descrevem o
sistema, ou seja, das matrizes A, By, By, C e D). Além do mais, as desigualdades
(3.71) a (3.73) s&o afins em relacdo a estes parimetros. A formula¢do aqui descrita
é baseada nas referéncias GEROMEL et al., 1992, GEROMEL ¢t al., 1991 e PERES
et al., 1993a.

Considere um sistemna incerto com incertezas paramétricas nas matrizes A e
B,. A estrutura dessa incerteza é representada por um dominio incerto do tipo
poliedral convexo dado por

N N
D $ {ﬂ/[ M= ZaiMi, (85 B 0, Z&t‘ - l} . (377)

io=] =1

Ou seja, qualquer matriz M factivel pode ser expressa como uma combinagdo con-
vexa das malrizes extremas M; ~ (A, By);, i=1,...,N.

Para um determinado M € D a matriz de transferéncia em malha fechada de
w para y € dada por

Huls) = (C + DEK)[sI — (A+ BK)] "' By (3.78)

O problema H> de custo garantido pode ser formulado comoe: Dado um sistema
incerto com & estrutura acima, encontre um controlador por realimentacdo completa
de estado K ¢ um limitante superior p € R tais que K € K e [|Hy(s)ll2 < p, para
todo M € D.

Este problema é ndo convexo nas varidveis de interesse. Entretanto é possivel
parametrizar os elementos do conjunto K sobre um outro que seja convexo. O
limitante p é qualquer, tal que toda norma calculada no dominio T seja menor que
este. Portanto uma escolha bastante conveniente para o calculo de y é aquela que
minimize a maxima norma dentro do politopo convexo de incertezas.

O fato de se projetar um controlador que garanta estabilidade em todo dominio
D ¢ um conceito bastante importante no enfoque de robustez frente a incertezas
paramétricas conhecido como estabilizacdo quadrdtica de sistemas incertos.

Definicio 3.5.1. O conjunito de sistemas lineares definidos pelas matrizes exlre-
mas My ~ (A, Ba);, i =1,..., N € quadraticamente estabilizdavel via realimentagdo
completa de estado se existe W = W' > 0 e K tais que

(A+ B KW + W(A+ BoKY + BB, <0, YM €D, (3.79)
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ou equivalentemente

AW + WA+ By KW + WK'By + BB, <0, i=1,...,N. (3.80)

Suponha que este par exista, entdo [|[Hpy(s)|lz < u, VM € D. Assim, o
problema de custo garantido!! minimo pode ser formulado como:

(i = min Te{(C + DKYW(C' + DK)'} (3.81)

sujeito a

W =W 0. (3.82)

Fste problema é ainda ndo convexo, pois KA depende explicitamente de W.
E necessdrio, portanto, transformé-lo num problema convexo escrito em termos de
LMI's. Fazendo-se as seguintes manipulacoes algébricas: X EWeyvy 2K W, o
problema anterior torna-se

Uy = win Tr{(CX + DY)XH(CX + DY)’} (3.83)

sujeito
A X A+ XA+ ByY +Y'By, + BB €0, i=1,...,N

X=X >0. (3.84)

Portanto o problema de minimizacido Hs de custo garantido pode ser descrito pelo
seguinte teorema:

Teorema 3.5.2. A solucdo dtima do problema

9 .
Hew = iy Tr{Z} (3.85)
sujeito a
X >0 (3.86)
X XC'+Y'D ] RN
CX + DY z 120 (3.87)
AX + XA+ ByY +Y'By, + BB, <0, i=1,... N (3.88)

H¥ste problema fornece solugho sub-6tima, pois a minimizacio née & mais sobre uma norma,
mas sim sobre um limitante superior para o conjunto de normas possiveis dentro do conjunto de
incertezas.
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fornece
Tr{Z} > m}gn{HHM(s)H% K e K, VM € D} (3.89)

com o ganho sub-détimo de realimentacio dado por

K*=YX (3.90)

Prova. Aplicando a formula complementar de Schur na desigualdade (3.87), tem-se
Tr{Z} > Te{(C+ DKYW{C+ DK)'}. Para obler a restricio (3.82) basta irabalhar
a desiguldade (3.88), que apds algumas simplificacées fornece

(A+ By Y X OWW + W({A+ By Y XYY + BB < 0. (3.91)

Portanto o ganho K = Y X! € realmente um ganho estabilizante que assequra na
solugdo dtima Tr{Z} > n}}n{[iHM(s)}]% : Hyr(s) € RHa, VM € D}, A volta seque
passos semelhantes.

Assim, o controlador Hy de custo garantido minimiza um limitante superior
para todas as possiveis normas H» sobre o conjunto de incertezas, e torna-se equiva-
lente ao problema de minimizacao He quando o sistema ¢é precisamente conhecido.

3.6 Controle H., Robusto

Nesta secao, o problema de conirole 6timo H,, por realimentacdo completa
de estado via abordagem cldssica, o problema de custo garantido, e as respectivas

parametrizacoes convexas estao descritos seguindo a mesma metodologia do pro-
blema Hs.

3.6.1 Problema H via Abordagem Cldssica

Para este caso o modelo linear invariante no tempo, a lei de controle e as
hipéteses adotadas sdo os mesmos que os utilizados na secdo anterior (figura 3.4).
Portanto as equacoes (3.38) a (3.42) continuam validas.

O problema de otimizacio RH, por realimentacio completa de estado pode
ser postulado como: dado um sistema linear dindmico, encontre um controlador

que minimize a norma H da funcéo de transferéncia em malha fechada tal que
His) € RMo, ou seja

min{|[H(s) oo : H(s) € RiHoo) (3.92)
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ou ainda
mh;n{ﬂ,r CH (8o < v, H(s) € RHoo}- (3.93)

Fazendo-se uso do lema 3.4.3 (pagina 21) este problema pode ser descrito
equivalentemente como

1}1{1%1{7 tH(s) € RHa} {3.94)
sujeito a

(A+ BoK)YW + W(A -+ BoK) + W B BiW + (C + DK)Y(C + DK) <0
W o= W > 0.
(3.95)

Donde percebe-se que o ganho K deve, além de minimizar o critério norma
H.., estabilizar ou manter estdvel o sistema em malha fechada. Portanto

K€K, 2 {K € B : Re{\(A))} < 0, |H(8)]a < v}, (3.96)
conjunto dos ganhos estabilizantes.

Diferentemente do problema de controle 6timo H,, no qual tanto a norma H,
quanto o ganho otimo podem ser obtidos da solu¢io de uma equaciio matricial, o
problema de controle étimo ?,, ¢ bem mais dificil de ser caracterizado. De fato
como apontado em SCHERER {1990}, pode ser necesséria uma sequéncia de ganhos
tendendo a oo para se atingir o valor étimo +*.

Um problema preliminar que pode ser considerado é o problema de con-
trole sub-6timo H,,: encontre um conjunto de controladores factiveis K tais que
H(s5)|loo < 7. E interessante verificar que com K € K., a funciio de transferéncia
em malha fechada H{s) é estritamente prépria, logo tem-se que H(s) € RH,. As-
sim, uma escolha conveniente para K é aquela gue minimiza ¢ critério norma Hs,
dando-se margem ao seguinte problema misto de otimizagido Hs/Hee com um limi-
tante de distirbio v prescrito

min{ | H() |3 |1 (s)]l < 7). (3.97)

Este problema pode ser convenientemente tratado se for adotado um limitante
superior para ||H(s)||3. Este limitante é chamado de funcio custo auxiliar e é dado
por Tr{B{W B}, que fornece Tr{B{W B} > ||H(s)||Z com W = W’ solucdo da
inequacdo (3.95) na igualdade. Desta forma o problema pode ser reescrito como

min Tr{ B W B1} (3.98)
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sujeito a
A (A4+ByK)W+W(A+ B K) 4+ *WB BiW +(C+DKY(C+DK) =0, (3.99)

onde A = A’ é a matriz dos multiplicadores de Lagrange associada a restricdo (3.95)
na igualdade.

A funcéo lagrangeana neste caso é expressa por

LOW,AK) = Te{BIWB, + A'[(A + BoK)'W + W(A + B, K)

FAWBBIW + (C + DKY(C + DK)]} (3.100)
E as condicoes necessarias de otimalidade fornecem:
Qg_ = (A+ ByK + 7 2B ByW)A + AA+ By K + 2B, B{WY
aw BT A5 2ty TEE (3.101)
0L (A4 BaK)YW + WA+ BoK) +v—2W B BLW
E—A—-( + Dy ) + ( + D )+i 1421 ¥ (3102)
+ (C+ DKY{C + DK) = 6;
oL , .
Y [D'DK + BLWI]A = 0. (3.103)

Se o sistema for controlavel e B3] > 0, entdo a matriz A solucdo (3.101) serd
definida positiva’?. Neste caso, a solugdao 6tima a partir de (3.103) serd tinica e o
ganho sub-6timo K., dado por

Kew = —(D'D) ' BJW, (3.104)

que substituido em (3.102) fornece a equagiio de Riccati associada ao problema de
controle H e

AW + WA+ W(y7?BB) — By(D'D) ' BOYW + C'C = 0. (3.105)

O controlador K,,; assim projetado pertence ao conjunto K., e é conhecido
como conirolador central H.,. Percebe-se que o controlador sub-6timo Ho,, neste
caso, & obtido de uma forma similar que o controlador 6timo Hsy, ou seja, através
da solugdo de uma equagao matricial de Riccati. E que, quando v — o¢ a equacao
(3.105) tende & equacdo de Riccati {3.54) e a solugao sub-6tima K, tende & solugao
otima do problema Hs.

2{Jma prova das condigdes de existéncia e unicidade de solugdo pode ser encontrada em DOYLE
et al., 1989.
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A diferenca fundamental deste problema com o problema H; encontra-se no
fato de que a expressdo quadratica em (3.105} nfo tem o sinal completamente defi-
nido, o que impossibilita o uso dos lemas (3.4.2) e (3.4.3). Na realidade, as condigoes
necessarias e suficientes para existéncia de um controlador tal que [|H{s)|le < ¥
estdo relacionadas com a existéencia ou ndo de uma solugdo definida positiva para a
equagdo {3.105). Estas condigdes de existéncia de solucdo do problema aqui apre-
sentado podem ser encontradas em DOYLE et al, 1989,

3.6.2 Parametrizagao Convexa do Problema #H,,

O problema de otimizagéo misto Ha/H.. anterior ¢ ndo convexo nos parime-
tros de interesse, mas pode, com uma apropriada mudanca de varidvel, ser descrito
de uma forma convexa através de LMI's.

Como feito na parametrizagdo do problema H, é conveniente trabalhar com a
restricio sendo uma desigualdade, que para o caso H,, se encontra no propio lema

(3.4.3). Fazendo-se as seguintes manipulagdes algébricas: X £ Wy 2 KwW-le
7 2 72, o problema misto de otimizacio Ha/He, para um ~ > 0 dado, torna-se

1}&11}}1 Tr{B, X" 'B} (3.1086)

sujeito a

AX + XA + ByY + Y'By+ uB B, + (CX + DYY(CX + DY) <0

X=X >0 {3.107)

Portanto o problema de minimizagfo Ha/He com um limitante v fixo, pode
ser descrito pelo seguinte teorema:

Teorema 3.6.1. Dado um v > 0, a solugde étima do problema

min Tv{Z} (3.108)
sujeito a
X >0 (3.109)
X B
[Bg 7 >0 (3.110)

AX — XA = ByY —V'By— uBiB, XC' + YD ,
CX + DY I =0 (3.111)
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fornece
T{Z} = To{B{W D1} > | H(s)]2 (3.119)

com o ganho sub-dtimo de realimentacio dado por
Kep =YX 1 (3.113)
tal que ||H(s)llo < 7-

Prova. Aplicando a formula complementar de Schur na desigualdade (3.110), tem-
se Tr{Z} > Tr{B{W B:}, com a igualdade sendo garantida pela minimizagdo. Para
obter a restrigdo (3.107) aplica-se o formula complementar de Schur na desiqualdade
(3.111), que apds algumas stmplificagées fornece

(A+BY X NWW +W(A+ BYX ) 4+ 2WB BW 5114
+(C+DYX " H{(C+DYX ') <o. (3.114)

Portanto o ganho sub-dtimo é Ky = Y X1 € K., que assequra na solugdo étima
Te{Z} = m}%rz{Tr{BiWBl} > | H(s)E - [H(s)l|lee € v} Estabelecer a volta €

trivial.

Desta forma estd apresentado o problema misto Ha/H,, através de uma abor-
dagem cldssica e sua parametrizagao convexa. Entretanto, o problema inicial de
controle 6timo Ho nao se encontra ainda formulado. Mas percebe-se que as res-
tricoes {3.109) e (3.111) juntas parametrizam todos os controladores que fornecem
[|H{3)]|« < 7. Entdo, pela abordagem convexa o problema de otimizagéo H,, pode
ser postulado pelo seguinte teorema:

Teorema 3.6.2. A solucao dtvma do problema

max{y} (3.115)
sujeto a
X=X">0
—AX - XA — BY - Y'B), — uB B, XC'+Y'D >0 {(3.116)
CX+ DY i -
fornece

Vi

L {IAG)) (3.117)

max

com o ganho détimo de realimentacdo dado por

K=YX" (3.118)
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Prova. Aplicando a formula complementar de Schur na desigualdade (3.116), tem-
se apds algumas stmplificacoes

(A4 BY X WW +W(A+ BYX Y+~ 2WB,BiW (3.119
+HC+DYX Y((C+DYX 1) <o, 119)
que é a desiguladade do lema (3.4.3) para o sistema em malha fechada. Portanto
o ganho K = Y X' € K, é um ganho estabilizante que assegura na solu¢do dtima
Ymin = Min{||H(s)||x}. O caminho inverso seque passos semelhantes.

3.6.3 Problema H, de Custo Garantido

Similarmente ao problema H, de custo garantido, o problema H., de custo
garantido para sistemas incertos consiste na determinacdo de um ganho por re-
alimentacdo completa de estado estabilizante que impoe sobre todos os possiveis
sisternas em malha fechada um limitante superior v > 0 para a norma H,,. As
propriedades que levam as condicoes de suficiéncia e necessidade da parametrizagao
convexa aqui apresentada encontram-se em PERES ¢f al., 19936,

O modelo de incerteza é o mesmo que o adotado no caso Hg, descrito por
(3.77}, ou seja, € um conjunto convexo do tipo poliedral com incertezas nas matrizes
A e B,. A estabilizagio quadratica com atenuagao de distdirbio v neste tipo de
problema € definida como:

Definicac 3.6.1. O conjunto de sistemas lineares definidos pelas matrizes extre-
mas M; ~ (A, By);, i=1,..., N é quadraticamente estabilizdvel com atenuacdo de
distiirbio v via realimentagdo completa de estado se existe W = W' > 0 e K tais
que

(At BoK)'W +W(A+ByK )+~ "WB, BiW +(C+DK) (C+DK) <0, VM € D,
(3.120)

ou equivalentemnente

(A; + ByK)YW + W(A; + BuK) + v 2WBB,W + (C + DKY{C + DEK) <0
i=1,... N
(3.121)

O problema H., de custo garantido pode entdo ser formulado como: Dado um
sistema incerto com a estrutura acima, encontre um controlador K e um limitante
superior v > 0 tais que o sistema em malha fechada seja assintoticamente estavel e
HH i (8)||oe < v. Ou seja

min{v: Hy(s) € RHuw} (3.122)

KW ’
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sujeito a
(A; + By K)W + W(A; + BnK) + v *WEB BIW + (C + DKY(C+ DK) <0

We=W >0,i=1,...N
(3.123)

Este problema é ainda ndo convexo. I necessdrio, pois, transformé-lo num
problema convexo escrito em termos de LMI's. Fazendo-se as seguintes manipulagoes

_ A A A .
algébricas: X = W1 Y = KWl e = 2 o problema anterior torna-se

max {1} (3.124)

sujeito a

A X + XA+ ByY +Y'BL 4+ uB1By + (CX + DYY(CX + DY) <0

X=X'>0. (3.125)

Assim o problema H., de custo garantido pode ser descrito pelo seguinte teo-
rema:

Teorema 3.6.3. A solugdo détima do problema

pax{u} (3.126)
sujerto a
X=X">0
—A; X - XA, - ByY -Y'B.,, — uB; By XC'+Y'D
CX + DY 1 20 (3127)
i=1....N
fornece
1 .
Vsub — "ﬁ 2 n}(l.ﬂ{“HM'(S)HOO : HM'(S> & R?{oc-m VM € D} (3128)

com o ganho dtimo de realimentacdo dado por

K =YX (3.129)

Prova. Aplicande a férmula complementar de Schur na desigualdade {3.127}, tem-
se apds algumas simplificacdes

(A; + By Y XYW + W(A + BuY X8 + 42 WB BIW

HO DY XY(C 4 DY X1 < 0, (3.130)

que € a restrigdo {3.123). Portanto, da definigdo de estabilidade gquadrdtica, o ganho
K =YX ' e K, é um ganho estabilizante que assequra na solucdo otima e =
min{|[Hy(5)|leo}. O caminho inverso € trivial.
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3.7 Controle via Parametrizacao de Youla

Nesta secdio o problema a ser considerado ¢ o da parametrizagdo de todos os
controladores que estabilizam um determinado sistema, via fatoracdes coprimas de
funcoes de transferéncia. Ao contrario das técnicas apresentadas anteriormente, a
maioria dos resultados desta parametrizacio encontra-se no dominio da freqliéncia
(apesar de poder ser tratada no espaco de estado) e os controladores obtidos sdo
dindmicos. O enfoque aqui descrito segue principalmente o apresentado em FRAN-
c1s, 1987, embora MACIEIOWSKI, 1989 e ZHOU ef al., 1996 tratem do mesmo
tipo de problema.

Neste tipo de abordagem é conveniente representar a planta de uma forma
mais ampla, conhecida como planta generalizada (figura 3.5), onde w representa as
entradas exdgenas, v as entradas controladas, z as saidas controladas e y as saidas
medidas.

&

W= pls) [
(7

Y

F Y

K{(s)

Figura 3.5: Planta generalizada

Nesta descricao, as informagoes de como 0s sinais de distiirbios e ruidos entram
no sistema tornam-se evidentes. O vetor z deve conter todos os sinais de interesse.
Assim, as especificagOes podem ser formuladas em termos de w ¢ z unicamente (para
uma interessante explanacao ver BoyD & BARRATT, 1991).

A matriz de transferéncia da planta generalizada P{s) pode ser particionada

13
P = [ Pow  Peo ] . (3.131)

comao

-Py'w jgyu

dando
z= Paw+ Py

y = Ppw+ Py, (3.132)

onde P.,, Py, Poy e £, a0 matrizes de transferéncia de w para z e y, e de u para
z e y respectivamente.

Com o controlador K (s} atuando tem-se que v == Ky e a matriz de trans-
feréncia em malha fechada de w para z pode ser representada como

z = Huw, (3.133)

180 dominio s é omitido para simplificar as expressdes.
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COom
H=(Pu+Poy K (I-P, K\ P,). (3.134)

Lema 3.7.1. Para uma matriz propria e racional G existem oito matrizes perten-
centes a0 RHq. que representam sua fotoracdo duplamente coprima

G=NM"'=M'N (3.135)
e o~ o~
X -V][MmM v
EEE (130

Prova. Uma prova pode ser encontrada em ZHOU et al., 1996.

Suponha que P,, tenha uma fatoracio duplamente coprima dada por (3.135) e
(3.136), e que o controlador K possua uma fatoragdo coprima (ndo necessariamente
dupla) dada por K = UV~! = V-, Entéo de posse do lema (3.7.1) e dos teo-
remas (3.7.1) e (3.7.2) é obtida uma parametrizacdo de todos os controladores que
estabilizam a planta generalizada P(s).

Teorema 3.7.1. O conjunto de todos os controladores K que estabilizam P, ¢
parametrizado por

K = (Y =MQ)(X -NQ™

~ (¥ QN - QD). O € RHL,. (3.137)

Prova. Ver Francis, 1987.
Teorema 3.7.2. K estabiliza P <= K estabiliza F,.

Prova. Ver FRANCIS, 1987.

Com a parametrizacao obtida, pode ser formulado o seguinte problema: en-
contre um controlador K (s) que estabilize P(s), tal que a norma H,, de (3.134) seja
minima.

Este problema pode ser convertido num problema de model matching equiva-
lente (figura 3.6). Em que a matriz de transferéncia T; representa o modelo que serd
aproximado por um sistema em cascada ligado em paralelo, dado pelas matrizes de
transferéncia 1o, T3 e Q. E assumido que Ty, i=1,...,3e @ € RHx.

O objetivo neste caso é minimizar a energia da saida z para a pior entrada w
de energia unitéria, ou seja

minsup{ilzlla : llwlls <1, we Hat, (3.138)

Z
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o 13

=T3 ~Q -T2

Figura 3.6: Model-matching

que pela definicdo da norma H., pode ser equivalentemente escrito como

min{[|T1 - T2QT5(|}. (3.139)

N
T, 0
torna-se similar ao problema anterior. As condi¢des de estabilidade sao agora dadas
pelo seguinte teorema.

Definindo-se P = e K 2 ~(}, o problema de model-matching

Teorema 3.7.3. Sejam as matrizes Ty, Ty e 1y definidas como

Ti == Pzw + P21L_,M}T’RJw
T, = PoM (3.140)
T, = MP,,

Entdo, as maltrizes Ty, Ty e T3 pertencem ao RH e com K dado por (3.137) a
malriz de transferéncia de w para z € estdvel, dada por

Prova. Ver FrRANCIS, 1987.

Desta forma o problema ¢ afim no parimetro @, ou seja, este parametriza
todo conjunto de controladores que estabilizam a matriz de transferéncia em malha
fechada fI, e portanto sua solugdo pode ser obtida por algoritmos de otimizacao
convexad.

A restricao de que o controlador A estabiliza a planta pode ser substituida

pela que o parametro () pertenca ao RH,,. Portanto os seguintes problemas sio
equivalentes

m}én{{]H(s)“w ' P(s) € RHx} = m{sn{“ﬂ — QT 5l 2 € RH ), {3.142}
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e o problema de otimiza¢do passa a ser a solugdo do problema de model-matching,
ou seja, encontre um @ € RH., que minimize ||T; — T2Q73| w0, ¢m seguida obtenha
K substituindo @ em (3.43).

O métodos proposto em FRANCIS, 1987 para resolver o problema de model-
matching pode ser sucintamente colocado como: Se o problema for escalar, uma
condigao de suficiéncia para que exista um ¢ étimo é que as matrizes T, e Ty tenham
posto constante, assim sendo o problema se reduz a |77 —T2Q}|c € a norma H,, pode
ser obtida através da norma de um certo operador de Hankel. J4 no caso matricial
o problema é iterativo e de dificil solugio. Primeiramente o problema ¢é convertido
num problema de Nehari, que em seguida através de convenientes operadores pode
ser resolvido.

Entretanto o método aqui adotado é o exposto em Bovyp & BaRrATT, 1991,
que aproveita a convexidade da parametrizacio e do funcional a ser otimizado. As-
simn o problema de model-matching pode ser satisfatoriamente resolvido pelas apro-
zimacoes de Ritz

A aproximacao de Ritz de dimensdo finita {ordem V) para resolver um pro-
blema de projeto de controlador é determinada por uma sequéncia de matrizes de
transferéncia Hy, Hy, Ho,...,Hy € RH

N
Hy g““‘—- {Ha + inHi N P R} . (3143)
1

O problema de model-matching pode ser transformado num problema de oti-
mizagao de dimensao finita através da seguinte aproximacdo de Ritz: Hy = 13,
Hi == TQQ@T& t=1,..., j\?7 dando

¥ 3

N
H:H=T - TX,QT;,
1

Hy(X) = 2 (3.144)
X;er, Qe RH,
COm ]
a 1
=1 ( > 3.14
¢ s\ (3.145)
e

Xp=|al 2t 2] (3.146)

3.8 C(Conclusoces

Foi apresentado o problema do regulador linear quadrético, as condictes de
suficiéncia e necessidade, e foram descritas suas relagoes com a controlabilidade e
observabilidade do gistema.
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Fol introduzido o problema de otimizagao Hs via abordagem classica, ou seja,
aquela que se utiliza da solugdo de uma equagdo matricial de Riccati. Mostrou-se
que, sob certas condigtes, o problema H; fornece o mesmo custo 6timo que o LQR.
Em seguida foi colocada uma parametriza¢do convexa escrita em forma de LMI.
Com esta, fol possivel incorporar incertezas paramétricas no sistema, e foi obtida
uma solugao sub-6tima, garantindo um limitante superior da norma para o conjunto
de incertezas.

O problema de controle H, pode ser caracterizado por uma equagdo matricial
de Riccati, e também pode ser tratado por LMI's. Fol preliminarmente investigado
um problema sub-6timo Hy/H . no qual um limitante superior para a norma H, era
fixo e, dentro do conjunto factivel, era obtido aquele controlador que minimizasse um
limitante da norma Hs da fungdo de transferéncia em malha fechada. Em seguida,
foi apresentada a parametrizagao convexa para o problema étimo H., escrita em
termos de LMI's. O caso incerto foi logo apds incorporado e foi obtida uma solugao
que garante um limitante superior para a norma H.. sobre o conjunto de incertezas.

Foi apresentado um outro enfoque de projeto de controladores, que se utiliza
da parametrizacdo de Youla (parametrizacio Q). O problema padrio é convertido
num problema de “model-matching”, que através das aproximacées de Ritz pode
ser solucionado por um processo de otimizagio.



Capitulo 4

Modelos Matematicos de Uma
Suspensao Veicular

4.1 Preambulo

Neste capitulo, é apresentado o modelo do veiculo quanto a sua geometria
unidimensional, bidimensional ou tridimensional. Para cada caso o equacionamento
dindmico é obtido sem e com controlador.

Primeiramente, na introducéo, s&o apresentadas as caracteristicas de cada um
dos modelos, bem como as hipéteses admitidas. Em seguida, é formulado o equaci-
onamento do modelo unidimensional de uma suspensao veicular sem o controlador
incorporado, depois substitui-se a mola e o amortecedor por um atuador obtendo o
modelo dindmico com controlador. Logo apds, o modelo dinamico da suspensio para
o caso bidimensional é obtido sem e com controlador incorporado. O mesmo é feito
no caso tridimensional, gue possui uma maior complexidade matematica envolvida.
Por dltimo, sdo apresentados o tipo e a estrutura das incertezas de modelo a serem
considerados.

4.2 Introducao

OUs modelos matemdticos de uma suspensio devem representar as caracteristi-
cas dinamicas da mesma ou, pelo menos, aquelas de vital importancia. Nao podendo
omitir comportamentos gue os distanciam dos de uma suspensio real, que tem ¢
omo principais funcdes: suportar o peso do veiculo, manter estabilidade durante
diferentes tipos de manobra, assegurar conforto aos passageiros, minimizar a acio
das forcas provenientes do contato com a via, ete.

Esta necessidade de representar o sistema real pode levar a um aumento da
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complexidade do modelo e a uma concentragio de dados de pouca utilidade. E
necessario, pois, se ter em mente quais os objetivos a serem alcancados; direcionando
assim esforcos nas dreas de interesse.

Em JoNSsoN, 1991, teve-gse como objetivo predizer o comportamento dindmi-
co de uma determinada suspensao e validé-lo com resultados experimentais {técnicas
de analise modal). O modelo foi obtido utilizando-se 0 método de elementos finitos.
Neste trabalho também foi incorporado elasticidade e nio-linearidades relativas a
geometria e caracteristicas dos componentes utilizados.

Numa analise mais acurada pode-se ainda incorporar uma descricao da ci-
nemaatica do mecanismo. Neste caso, as significantes influéncias do angulo de cam-
bagem, do angulo de caster e da largura de trilha (distdncia do centro da roda
esquerda ao da roda direita) sdo fundamentais; bem como suas implicacdes nas
forgas laterais, na dirigibilidade, no conforto e na seguranca (RAGHAVAN, 1991).

Nos projetos em que se facam aplicagOes de técnicas avancadas de controle
ativo de vibragao, as quais podem embutir por si prioprias bastante complexidades,
tornam-se necessarios modelos simples ou simplificacdoes nos mais complexos. Essas
técnicas, de uma forma geral, visam melhorar o compromisso entre os conflitantes
fatores: espaco de trabalho da suspensdo, conforto do passageiro ¢ seguranca, e
utilizam-se dos modelos unidimensional, bidimensional e tridimensional.

Os modelos aqui adotados sao todos lineares e de pardmetros discretos. Ou
seja, as molas e os amortecedores da suspenséo sio fungoes lineares do deslocamento
e da velocidade, respectivamente. A massa da suspensio, constituida da massa do
eixo e da roda, € considerada como sendo pontual (despreza-se a inércia de rotagao);
e a do corpo principal, nos modelos bidimensional e tridimensional, como sendo
de corpo rigido (a inéreia de rotacio encontra-se presente). I importante salientar
que o peso nio esta incluso nas equacgodes levantadas, pois o interesse reside no
comportamento dinamico; e um referencial de equilibrio estitico pode ser feito igual
a zero.

A agdo do pneu ¢ diversa. Seu contato com a via, sendo através de uma
superficie complexa, gera toda uma distribuig¢io de forcas: forcas de contato com o
solo, forcas laterais, forcas longitudinais, etc. Por conveniéncia, a drea de contato
{(pneu-via) é considerada como sende um ponto, produzindo forgcas unicamente na
direcao vertical, proporcionais a deformacao do pneu. O amortecimento do pneu
¢ negligenciade, ja que sua inclusio, no intervalo de velocidade e freqiiéncia de
interesse, nao altera significativamente as caracteristicas dindmicas da suspensio
como exposto por SHARP & CROLLA, 1987, Portanto, a acdo do pneu é equivalente
a de uma mola tendo similar rigidez.
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4.3 Modelo Unidimensional

O modelo unidimensional foi largamente utilizado na literatura (ver THOMP-
SON, 1976, THOMPSON, 1984, WILSON ef al., 1986, CHALASANI, 19874q, DAvVIS
& THOMPSON, 1988, sLMADANY, 1990, Kasaant & Kiriczi, 1992, MICHEL-
BERG ef al., 1993), pois, tendo poucos graus de liberdade (GDL) seu equaciona-
mento, € simples, facilitando a aplicacdo de técnicas de controle.

g Ay A — s

Figura 4.1: Modelo unidimensional Figura 4.2: Modelo unidimensional
sem controlador com controlador

Este modelo pode ser de um ou dois graus de liberdade. O de um GDL permite
unicamente analisar o comportamento do eixo ou o do corpo principal (HROVAT,
1993); sendo portanto pouco utilizado na pratica. O de dois GDL {figuras 4.1 e 4.2),
por outro lado, aborda juntos o corpo principal e o eixo, possibilitando observar os
efeitos dos componentes da suspenséo, das acgbes de controle e dos distdrbios, na
triade: espacgo de trabalho, seguranca e conforto.

Assume-se que o vefeulo trafega a uma velocidade constante V e que as ex-
citagGes provenientes da via aparecem como uma entrada vertical e proporcional a
esta. Para o modelo de dois GDL, os principais modos sdo de 1Hz para o corpo
principal e de 10H z para o eixo (aproximadamente).

Os modelos unidimensionais, sem e com controlador, sdo descritos a seguir;
primeiramente o modelo sem controlador, figura 4.1, que tem entre o eixo e o corpe
principal uma mola e um amortecedor, ambos lineares; posteriormente o modelo
com controlador, figura 4.2, que nada mais € que um atuador posicionado entre ¢
eixo e o corpo principal, produzindo uma forga u {gerada por uma estabelecida lei
de controle), que atua por igual em ambas as massas.
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4.3.1 Modelo Unidimensional semn Controlador

Para se obter o equacionamento dindmico deste modelo {e dos seguintes)
utilizam-se as leis de Newton, em especial a segunda: Z 1 F = my ya;r, onde [
denota um referéncial inercial e ¢ representa cada corpo.

Do somatério de forgas atuantes na massa M,, obtém-se a equacao de movi-
mento

o Cs . . Ks Kfp
b= =31 {(Us = Ue) — 7 (Ys — ¥e) — W (ys — w)

e do balango de forcas agindo na massa M., chega-se a

C, . _ K,
Mc (ys . yc) + Mc (ys - yt)

i}cz

Estas equacbes podem ser arranjadas de uma forma mais conveniente, na
equagio de estado:

o= Kethp  Ks o, G R Kp (W (4.1
iy J T M M M| .
T4 M, 0 A v A v A T4 0
ou seja,
T = Axr + Byw (4.2}

com as matrizes A e By subentendidas pela equagio (4.1) e os estados definidos
como:

Ty =Y B2 = Yol Tz = Us; Ty = Yo {4.3)

4.3.2 Modelo Unidimensional com Controlador

Procedendo-se de uma forma analoga & anterior, obtém-se o equacionamento
do modelo com controlador.

A equagao de movimento da massa M, ¢ dada por

. i('p i i u
y ——_ : -—_ ’U_} —
Y = TR W T T
e a da massa M, por
. 0
Ye

A
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que podem ser reescritas na forma

& 0 0 1 077 2 0
| | 0 00 1] o 0 | 0
iy | m%{* 0 0 0 T3 N “,‘;}s e %‘E v (44)
Ty 0 0 0 0| as T 0
ou ainda como
= Az + Byw + Byu (4.5)

com as matrizes A, By e By subentendidas pela equacdo (4.4) e os estados definidos
em (4.3).

4.4 Modelo Bidimensional

Este modelo, embora tendo apenas dois G, a mals que o modelo unidimen-
sional, é bastante utilizado, pois possibilita uma andlise mais completa do compor-
tamento dindmico do vefculo sem aumentar significativamente a complexidade das
equacgde s (SHARP & WILsSON, 1990, HrovaT, 1991).

Figura 4.3: Modelo bidimensional sem Figura 4.4: Modelc bidimensional com
controlador controlador

Os quatro GDL dos modelos das figuras 4.3 e 4.4 correspondem: ao desloca-
mento vertical do corpo principal, tendo 1Hz como modo principal; a sua rotacao
em relagio ao centro de gravidade (modo de “balango” representado pelo dngulo ¢),
“pitch”, tendo 1.5H z e 0s outros dois sdo relativos ao deslocamento da suspensao di-
anteira e ao da traseira, ambos tendo 10/ 2 {valores estes aproximados, dependentes
do tipo de suspensao empregada).
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Os modelos sem e com controlador sdo obtidos assumindo-se alguns dos crité-
rios jé citados: velocidade constante, atuador u ideal e linearidade.

4.4.1 Modelo Bidimensional sem Controlador

O equacionamento dinamico é obtido por Newton-Euler fazendo-se o balanco
das forcas e momentos relativos ao centro de gravidade, atuantes nos corpos.

Do somatorio das forcas relativas a massa My, obtém-se a equacio de movi-
mento
Gsa = 1= Koa(Ysa — Yo + ) — Kp(ysa — wa) — -+

X . : 4.6
o sd(ysd — Ye + ldw)] ( )
Do balango de forgas agindo na massa M,,, chega-se a
st = ;};[—Kﬂ(yst = Yo =~ l1h) — _Kp(yst —wy) — - (4.7)
"'Cst(gst - yc - ltw)] ‘
Do balango de for¢as agindo no corpo principal, chega-se a
gc = I};[st(ysd = Y + JdUlj) + »K'sst('yst = Y — th) + - (4 8)
"é"csd(/gsd - yc ~+ gdw) + Cst(g;'si - yc - ltw)] .
E do equilibrio de momentos no corpo principal, tem-se
V= o[ Kada(Ysa — ye + L) + Kole(ysr — ye — i) — - - (4.9)
- sdld(ysd - /gc -+ Zdw) + Cstzt(yst o lgc o ]tw)] Y
As equagoes acima podem ser colocadas na forma de estado
t = Az + Byw (4.10)
com as matrizes A, By e o vetor w particionados na forma:
Oaxa  Lixa } Ogx2 Mwy |
A= , By = ’ , W= : 4.11
Gixa  Ciya ] ' bysc { We J A1)
As particOes estabelecidas acima sio dadas por:
- }{sd+K1:_u {) L(ii - ‘K’Sd'g:i ’
Mg Mg Moa
0 KKy Kt Kol }
al ."stf -’Mst Ay
f_(;ﬂi Ko ___I{ g K gy g K d"’"zt!’{_gt
M M., e M. e
LK. b i KoLKy PR+l K, J
3yZ-"l! IZI III j:[}&;
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e 0 Cug  14Ca
Mg Mg Mg
0 o Lt Lt LCst
2 . My Mgy M
ar = .c_’.id Qﬁ. — & n'“é'Cst ldc d*‘ftcsf, [
M. M, M, 5 M.
WGy LGy 1gCag—kCy  13C.a+2C.
In:z Ia:az wa Imm
K
ket
Mg 19
it
b oz 0 Mt )
0 0
g 0

e os estados definidos como:
A A A A
T1= Ysd L2 =Yst L3 =Y Tq=1 (4 12)

AL A A A
X = Ysd Lo = Yst T7 7 Ye T = Yy

4.4.2 Modelo Bidimensional com Controlador

Utilizando-se dos mesmos principios, equaciona-se o modelo com controlador
(figura 4.4).

A equagdo de movimento da massa M,, é dada por

.. K, ( 1)
= — 1 — 1
Ysd M. Usd 4 Ud),
a da massa M,; por
. Ky ( )
1 T e ) U
Ust M., Ysi 1 t)
e a do corpo principal por
. Ug + Uy
Ye = M,

Do balanco de momento tem-se

lausg = Liug
I&E.’I‘

w =
Essas equactes podem ser reescritas como
= Az + Biw + Bou {4.13)

onde as matrizes A, B; e H; sdo:

A:[Dz;xax Jf74><4]1 le[ﬁmz}: BQZ{G;.LM ;

1 i
Uiq  Uaxs byva
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e suas partictes dadas por:

K K 1

ai = 0 T M, 0 0 , bl = 0 ;ﬁi 52 == ? —‘;‘433
0 0 0 0 0 0 i A
0 0 0 0 0 — I—l;;

. . . 1 ~
O vetor u estd definido como u = { Ug  Ug J , € 0 vetor w e o8 estados sdo os

definidos anteriormente em (4.11) e (4.12).

4.5 Modelo Tridimensional

O modelo tridimensional ja passa a ser uma representaciio bastante completa
de uma suspensao veicular, possuindo pelo menos 7 GDL. Seu equacionamento é
complexo e extenso, nao sendo largamente utilizado na literatura de suspensoes
ativas. O comportamento deste modelo fol bem descrito e analisado por CHALASANTI,
19875 e posteriormente empregado por CrROLLA & ABDEL Hapy, 1991, ABDEL
Hapy & CROLLA, 1992 e VENHOVENS ef al., 1993.

Os modelos levantados, sem e com controlador, tém 7 GDL {figuras 4.5 ¢ 4.6),
correspondentes: ao deslocamento vertical do centro de gravidade do corpo principal,
representado por y.; ao modo de balanco do corpo principal, representado por ¥
ao modo de rolagem do corpo principal, representado por 6 (dngulo este relativo a
1); e a cada uma das suspensées, representados poOr Yye, Yad, Wee» Hia. O modo de
rolagem estd aproximadamente em 1Hz, enguanto que os outros assumem valores
idénticos ao do sistema bidimensional.

Convém ressaltar, novamente, que os modelos obtidos levam em considera-
cao as seguintes hipéteses: dindmica de corpo rigido (ndo incluem elasticidade),
dindmica de parametros discretos, ndo inclusao do peso e linear idade.

Os equacionamentos, para os modelos sem e com controlador, sao obtidos utili-
zando-se as equagoes de Newton-Euler. Os procedimentos de resolugio sdo um pouco
extensos; portanto, estdo descritas nesta secio apenas as equach es de movimento;
os detalhes encontram-se no apéndice A.
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Figura 4.5: Modelo tridimensional sem Figura 4.6: Modelo tridimensional com
controlador controlador

4.5.1 Modelo Tridimensional sem Controlador

A equacdo de movimento relativa & massa My, é dada por

gde = ﬁ[Kp(u}de - yde) + %gz(ydd - Yde + chg)

) . 414
+st(yc = Yde + bcg “" jdw) -+ Csd(fyc -" y-de + bcg *“ Ed@f/)]a ( )
a da massa My, por
Yda = “@{Kp(wdd — Yad) -+ %i&f(yde = Ydd — 2bc9) (4.15)
F K oa(Ye = Yag — 0.0 — L)) + Cog{§e — Yaa — b — 1g32)],
a da massa M, por
gte = “j\;[}:;“[[{p(ivte '— yie) -+ %(lytcﬁ — Yo + 2509) ' (4 16)
+Kst(yc ””“ yte + bc@ + 'gt{‘i"}) '{" C.st(yc + ffj"te -+ 56{9 -+ th)} -
Para a massa M,,, tem-se
Yrg = j{j{rl;“ﬂKp(wtd — Yta) + %%(yte I 25c9) (4.17)
FH (Yo = g — b0 + L) + Co(ge + g — b + Lab)] .
e a equagao para o corpo principal é dada por
éa = 'A%(:[st(yde -+ Yad — QZJC + zidﬂ/) + I{Si{ya‘-e + Yid — 29{' - 2!;?/}) (4 18)

+Csa(Gae + Yad — 28e + 20a0) + Cor(e + Tha — 200 — 201)].
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Finalmente, as equagtes de movimento para a rolagem e o balanco sfio respectiva-
mente:

b = 0K sa(yae ~ Yaa — 2b0) + b I ot(te — 10 ~ 2b,6)

'E'%(yde — Ydd — 2509) + %(yte = Ytd 2bc9) (419)
+bccsd(gde - @}dd - Zbcé)) + bccst (yte - ytd - Zbcg)]

¥ = 1K oa(20e = Yae — Yaa — 20a) + LK (Yo + Yia — 290 — 2stl)

. . . : . ) . : 4.20
"“}*ldcsd(gyc = UYde — Ydd — gldw) + Ztcst(yte + Yed — 2% - 25::1/)] ( )

As equagoes de movimento acima podem ser colocadas na forma matricial
MX +CX + KX = Fjw (4.21)

onde M representa a matrix de massa, C' a matrix de amortecimento, K a matrix
de rigidez, X o vetor das coordenadas generalizadas e Fy a matrix dos termos inde-
pendente que multiplica a excitagdo w (ver apéndice A, pg. 113).

Na forma de estado:

= Ax + Byw (4.22)

com a matriz A, By e o vetor w particionados como:

Wee
Orxr  Irxr [ 0754 g
A= { : . B = , W= . 4.23)
i a”jfx'f' a*%x? ) ! L bres |- Wee ( !
Wyd
As particoes dadas como:
at = -MTK,
a? = M1,
b = '""“MmlFL.

E o vetor de estado z = [ v !, onde:

4

A A Py A A A A
1y = Yde L2=Ydd T3~ Yo L4=UYg T5=17Ye x4 = 0 Ty =y

A, A A A A - A
g =Ty Tg==T3 L=z T~y Ty =0=ITs X13~=Tg L4 =27
(4.24)
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4.5.2 Modelo Tridimensional com Controlador

As equagoes de movimento obtidas para as massas My, My, M ¢ My, apés
algumas simplificagoes, sdo como segue:

gde = ML&[Kp(wde - yde) + 452 (Jdaf = Yde + 2569) e ude}g

Jaa = 5 Ky (Waa = Yaa) + 558 (vae — Yaa — 26:0) — uaa),
if.te = T\%;[Kp(wte - yte) + 4{,2 (ytd Yee chg) “"" ute]:

Ysd = “&;[Kp(wm — Yta) + 452 (Jte Yiad — 2b:0) —~ Utd]'

A equacéo para o corpo principal é

1

Yo = 7 —[tge + Ugq + Uge + Usg)

e as equacoes para a rolagem e o balanco sdo, respectivamente:

f = j’}' [[2{6 (Vae — Yaa — 2b.0) + %(yze — Yt — 2b.0)

u 4.25
Ab(Uge — Ugg + Use — U] ( )
e
‘L'[} = “f““[lﬁ(ute -+ utd) - ld(ude . udd)]'
Na forma matricial,
MX +KX=F (4.26)

onde M, K, F e X representam as mesmas matrizes que as citadas na secao anterior;
embora possuam valores distintos (ver apéndice A, pg. 115).

A forma de estado é escrita como:
T = Az + Biw + Bau (4.27)
onde:

1
arwr Orxr ba s

Am{ﬁ’rx? I?x?}’ BIZI:OTxé]T BZE{UTWI]

¢ suas particdes sendo:

a=~M1K,
b= ~M7LF,
0 = M,

com as submatrizes Fj e F, de F' representando os coeficientes da excitacdo w e da
for¢a de controle u, respectivamente {(ver apéndice A, pg. 116). O vetor u ¢ definido
Como U = | Uge Ugd Ute Utg E’ e o vetor w e os estados s&o 08 mesmos que os
definidos anteriormente em {4.23) e (4.24).
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4.6 Incertezas de Modelo

Quando nas secdes precedentes levantaram-se as equagoes dindmicas para os
modelos unidimensional, bidimensional e tridimensional, foram estabelecidas certas
premissas, tornando assim as equacdes obtidas particularizacoes do real. Descar-
tando-se a possibilidade de obtencao de modelos matematicos exatos, modelos mais
realisticos podem ser obtidos levando-se em conta a presenca de incertezas.

No desenvolvimento dos modelos dinémicos de suspensdes veiculares, as fre-
qientes incertezas assocladas, podem ser classificadas como:

L. Estruturadas (Paramétricas): surgem do imperfeito conhecimento dos valores
dos parametros fisicos ou variacoes dos mesmos durante a operacao

e rigidez do pneu, que pode variar de acordo com o tipo e a dimensio do
mesmo, ou ainda com a pressio de calibragem:

e coeficiente de amortecimento, que é dependente do tipo e do modelo do
amortecedor, tendo suas caracteristicas alteradas significativamente com
a variacio da temperatura;

e massa da roda, que é sujeita ao tipo do conjunto roda-pneu empregado,
se é de uma liga leve on de aco;

® massa do carro, que estd constantemente se alterando em funcéo da carga
a ser transportada e do niimero de passageiros.

2. Nao-Estruturadas (Dinamicas): simplificagtes no comportamento dindmico ou
variacdes no mesmo

® nao linearidades, que geralmente sio deixadas de lado na elaboracio dos
modelos;

e discretizagio de um sistema continuo, que quase sempre simplifica as
equagoes dos modelos a serem obtidas;

e modos de alta freqiiéncia nio modelados, por ndo se conhecer seus com-
portamentos ou pela complexidade associada aos mesmos.

Um método conveniente bara se contornar tal disparidade é prever em quais
limites as variagdes ocorrerio e inclui-los no modelo de estado do sistema correspon-
dente. Desta forma, as leis de controle a serem calculadas estario levando em conta
estas variacoes, tornando o projeto mais eficiente e robusto.

Para cada variacio nos parametros do sistema, as matrizes da equacao de
estado correspondente terdo valores distintos. Se o conjunto destas incertezas for
convexo, sabe-se que determinadas propriedades, como a estabilidade Guadratica ou
o desempenho de custo garantido, podem ser apreendidas da verificacéo dos vértices
de politopo de incertezas apenas. A convexidade também pode ser explorada na
fase de projeto da aciio de controle.
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Sende assim, qualquer conjunto de restrigoes satisfeitas nos limites implicard
que valores dentro do envelope convexo de incertezas, o qual representa todas as
combinagoes possivels dos parametros incertos, também satisfario.

O modelo de incertezas a ser utilizado leva unicamente em conta as incertezas
paramétricas. Sua formulacio pode ser colocada como segue:

Dado o modelo de estado para um determinado sistema.:

T = Az + Bu \
y=Cx+ Du (4.28)
este podera variar dentro de uma matriz politépica fixa {envelope convexo), tal
como:

K K
A(t) € Co{Aq, ..., Ay} £ {Z oo >0, Y = 1} (4.29)
FE=3] =1
onde Ay, ..., Ax sao sistemas vértices dados por:
. A, B;.I 1 Ax B | N
Ai“[c’} DIJ""’A“”[CK DKJ' (4.30)

4.7 Conclusoes

Neste capitulo foram deduzidos os modelos necessdrios as simulacdes. Primei-
ramente, foi obtido o modelo unidimensional sem controlador e colocado na forma
de estado. O modelamento bidimensional e tridimensional, sem e com controlador,
foram subsequentementes levantados. E por dltimo foram descritas as incertezas
paramétricas que se encontram presentes.



Capitulo 5

Resultados Numéricos

5.1 Introducao

Neste capitulo as técnicas de controle estudadas sdo aplicadas nos modelos
dindmicos levantados. A andlise é feita em cada modelo individualmente. Dois
projetos distintos sdo apresentados: um primeiro, no qual se supde como enirada
exégena um degrau, e a otimizagdo basela-se na norma H, {neste contexto uma
apropriada mudanca de varidveis é efetuada); e um segundo, no qual a excitacio
exdgena € qualquer sinal w € £,, e o problema de otimizagéo ¢ 0 H, e 0 Ha/Hee
{sem mudanca de varidveis}). Estes projetos sio aplicados nos modelos unidimensi-
onal e bidimensional. J& no caso tridimensional, analisa-se o problema de falha em
atuadores, fazendo-se uso das normas H; e Mo (sem mudanga de varidveis).

A mudanca de varidveis deve-se ao fato que uma suspensio possui carac-
teristicas basicas, como mencionado na segio de modelamento, independentemente
de serem suspensoes ativas ou passivas'. De uma forma geral, uma suspensio deve
seguir sinais de baixa freqiiéncia e filtrar sinais de alta freqiiéncia. Em outras pa-
lavras, se um degrau for aplicado, o sistema deverd ser capaz de minimizar o efeito
da vibragao e estabelecer um novo nivel para o referencial estdtico. Isto ocorre
numa suspensao convencional, que possui apenas amortecedores e molas. No caso
de suspensoes ativas, o controlador obtido pode ou ndo gerar um erro estaciondrio.
Geralmente a lei de controle é da forma u = Kz, e quando um novo nivel é estabele-
cido os estados tendem a este patamar; desta forma, a forga de controle nio se anula,
fazendo com que o sistema mantenha um erro estacionario. Uma maneira de con-
tornar isto ¢ aplicar uma mudanca de varidveis quando o sistema for implementado
ou simulado (THOMPSON, 1976).

Para uma padroniza¢do ao longo de todas as simulacdes, os sistemas serio
excitados por entradas do tipo degrau, exceto no casoe tridimensional em que a

'Na literatura costuma-se chamar de suspensio ativa aquela que possui um conirolador incor-
porado e de suspensio passiva a tradicional.
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excitacao tem o perfil de uma lombada.

5.2 Simulagoes com o Modelo Unidimensional

Iniciando com o projeto H,, pode-se definir um indice de desempenho para o
modelo unidimensional dado pela seguinte soma de integrais quadréticas:

J = /Oo pu® + oz — w)? + Blay — 22)? dt. (5.1)

Portanto a forga de controle, dada por u, esta sendo ponderada pelo coeficiente p, a
dirigibilidade (1, — w) por « e o espaco de trabalho da suspensio (1 — a2) por 5.

A equagao de estado é dada por
= = Az + Byw + Bsu, (5.2}

onde w é a entrada de distirbio, um degrau unitdrio, e z(0) = 0 é o estado inicial.
As matrizes A, B, e B, sBo como segue:

0 0 1 ¢ 0 0

0 0 0 1 ¢ 0
s sVlg i s

0 000 0 A

Como mencionadeo anteriormente, faz-se necessario uma mudanga de varigveis,
para que o sistema néo tenha erro estaciondrio & entrada em degrau (THOMPSON,
1976). O novo sistema de varidveis £ & & = 77 — w, By = 2y — w, Ty = 15 €
i}; = Xy4.

Os valores iniciais desta nova varidvel de estado, no instante imediatamente

ap6s a aplicagdo do degrau, serdo dados por #1(0) = #,(0) = —1 e #5(0) = £,(0) = 0.
A equacdo (5.2) pode ser reescrita como:

& = A# + Bau, (5.4)
com o estado inicial dado por: Z{0) = { -1 -1 0 0 T.

Com esta transformacdo o custo (5.1} passa a ser

J= j/m #C'CF + /D' Du dt, (5.5)
a
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onde
a+4 -4 0 0
! o "‘rB ﬁ O U t .
C'C = 0 0 0 0 DD =1p]. (5.6)
0 0 0 0

Para todas as simulacoes o projeto LQR é aplicado de forma convencional
sobre os pardmetros “nominais”, sem incluir as incertezas. J& no projeto ‘Hs as

incertezas sdo consideradas. As simulagdes para ambos os projetos LQR e H, sdo
executadas sobre todos os vértices do politopo convexo.

Os valores nominais? dos parametros empregados nas simulagdes foram: M, =
28.58 kg, M. = 288.90 kg; K, = 1.559 x 10° N/m, todos sujeitos & presenca de
incertezas. Como disttiirbio proveniente da via considerou-se um degrau unitério.

Projeto Ha: ys Projeto LQHR: y4 Projeto Ha: ye — yq Projeto LQR: ye — ys

0.z

Amplitude

Amplitude
Amplitade
Amplitude

. i | a4 H
o [ 04 08 [eL:] 1 ] &2 a4 o8 0.8 1

Tempo {3}

; ; : ; ; ; "
a .09 13 .16 o2 h+d [+20 o1 G158 6.2
Tempo (s} Tempo {s}

Figura 5.1: Dirigibilidade Figura 5.2: Espaco de trabalho

Os fatores de peso do funcional de custo para os projetos H, e LQR possuem
inicialimente valores iguais, dados por: a = 10; § = 1; p = 8 x 107'%, As incer-
tezas paramétricas sdo de +20%, calculadas sobre os valores nominais do sistema.
‘Tomando-se como exemplo a massa suspensa M., esta variard de 80% M, a 120%M.,.

Pelos resultados da simulacao (em todos os vértices do politopo de incertezas
do sistema incerto} apresentados nas figuras 5.1-5.3, verifica-se que o projeto H,
demenstrou ter um comportamento melhor em relagdo a dirigibilidade (devido a um

melhor controle sobre a varidvel z;) e um menor espago de trabalho da suspensio,
mas com uma aceleragio maior do corpo principal.

A minimizacdo H, custo garantido forneceu um limitante superior para a

“Estes sao os valores utilizados na referéncia THOMPSON, 1976,
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Projeto Hap: u Projeto LQR: u
+

Amplitude
Amplitude

Tempo (s} Tempo {s)

Figura 5.3: For¢a de controle

norma Hq de 0.7945, isto é,

| H iy, 2 < 0.7945, (5.7)

quaisquer que sejam os valores dos pardmetros incertos M., M. e K, dentro do
politopo de incerteza considerado. A tabela 5.1 apresenta os valores da norma Ho
calculados, usando-se 0s ganhos dos projetos Hs e LQR, no sistema nominal e em
todos os vértices do politopo de incertezas do sistema incerto. E curioso constatar
que o ganho do projeto LQR fornece valores inferiores para a norma Hs; do que os
fornecidos pelo ganho robusto H,; embora este fato ndo possa ser garantido a priori.

Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 & | Nominal
Ho 006 1 059|058 061 0.53]057|0.55 0.58 0.57
LOR 0.54 1057 | 055|059 | 0.52 056 |0.54 057 (.55

Tabela 5.1: Normas H,. Sistema unidimensional com incertezas de +20%.

Os ganhos® Ky, ¢ K;gr sio respectivamente:

Ky = {_104738 35355 —2426 6318}

2

Kpon = [ -5723¢ 35355 —1385 4826 | . (5.8)

E interessante fazer uma comparagao estabelecendo uma restri¢io na maxima
forca de controle. Portanto, os pesos sdo modificados no projete Hs para fazer
com que em ambos 08 projetos a aceleracdo maxima do corpo principal seja igual:
o= 10; =1, p= 9.80 x 107

3%ale salientar que os valores apresentados foram arredontados por questdes de espaco; portanto,
alguma variagbes podem ser encontradas se os ganhos forem utilizados com esta preciso, em vez
de serem computados novamente.
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Ampiitude

Os resultados estdo apresentados nas figuras 5.4-5.6. Neste caso o pico da
variavel ; em ambos os projetos é praticamente igual, e o espago de trabalho da
suspensdo também encontra-se similar. Percebe-se que ambos os projetos demons-
tram um comportamento robusto frente as variagoes paramétricas da planta.

Projeto Hao: yg

Projeto LQR: ys Projeto Ho: ye — vs

Projeto LOR: ye ~ ¥s

0.z

Amplitude

O ff] -l

ekl ]

] 0:06 0.1 0.15 oz
Tempo (s)

Figura 5.4: Dirigibilidade

Amplitude

Amplitude

Amplitude

i i a

0.08 0.t 4.5 a2 "o oz 04 08 o8 1

Tempo (s) Tempo (s}

Projeto Ho: u Projete LQR:

Amplitude

Tempo (s} Tempo {s)

Figura 5.6: Forga de controle

Tempo {5}

Figura 5.5: Espago de trabalho
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Uma outra simulacao foi efetuada utilizando-se os mesmos dados que o da
primeira, exceto que as incertezas passaram de £20% para +£50% em torno dos
valores nominais. Isto é interessante de se fazer para poder verificar como a robustez
dos controladores se comporta frente a estas variagées. Os resultados desta simulagio
estao apresentados nas figuras 5.7-5.9.

Projeto Hy: ys Prajeto LQR: g Projeto a: ¥e = ¥s Projeto LQR: ¥e ~ ys
18 15 2
1.4
1.8f
5 ! :
< < 3 g
Z g H] H
Jed - = pred
= = osp = =
[ =N & &
g £ £ g
< osb ] <
D40
eaHlf ] 12k 4
of , i i a i i i r . i ; : L
o .08 0.4 015 02 E] [T S FXE o 0z o4 68 08 1 ¢ 02 ta o8 0B 1
Tempeo {8} Tempo (s) Tempo {s) Tempa (=}
Figura 5.7: Dirigibilidade Figura 5.8: Espaco de trabalho
Projeto Ho: u Projete LQR: »
¥ 10 ¥ 10°
2
50
€ &
el =
=1 =
= et
I B
g 5
< 1 <
_ts -1
-2 ek
Y1 -25
= H i ; .3 i :
o 005 6d 515 b2 o cos o o5 o2
Tempo () Tempo (s}

Figura 5.9: Forca de controle

Verifica-se que o controlador Hs, teve um desempenho bem mais robusto sobre
o conjunto incerto do que o controlador LQR. A minimizacac H, custo garantido
forneceu um limitante superior para a norma H, de 1.9208. A tabela 5.2 apresenta
os valores da norma H, para todos os vértices do sistema incerto. De uma forma
geral, para todas as simulacdes, ¢ projeto Fy demonstrou ter um desempenho mais
uniforme sobre o conjunto de incertezas (embora o projetoc LQR tenha se mostrade
também um projeto robusto).
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Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 & | Nominal
Ho 068 079071 | 0.8 0.57 | 0.71  0.62 | 0.78 0.71
LOR 0.51  0.61 056065048 059 0.54 | 0.62 0.55

Tabela 5.2 Normas #,. Sistema unidimensional com incertezas de +50%.
O ganho Kpgr é como em (5.8) e o ganho K5, é dado por

K, =| —391814 35360 —6190 14474 |. (5.9)

As simulagoes do projeto H.. ndo levam em consideraciao a mudanca de varia-
veis; portanto, representa-se o equacionamento dindmico pela equacéo (5.2) e o custo
pelas matrizes (5.6). As simulacdes do projeto H,, sdo efetuadas de forma similar
&s do projeto Ho, utilizando-se os mesmos parametros iniciais: « = 10; 7 = 1;
p = 8x 107" Ag incertezas sdo de £20%. Os resultados estdo apresentados nas
figuras 5.10-5.13.

Projeto Hoo: vs Projeto LQR: g Frojeto Heo: Ye — ¥s Projeto LQR: ye ~ ya
18 15 0z 0.2
ik
2 < £ 5
E E E E
2 5 4 2
g g ) E
< < < <
095
12
i Gos ] [313 02 % TRy 01 02 IR T v— ofa ) B R I Vit v T e
Tempo {s} Tempo {5} Tempo (s} Tempo {s)
Figura 5.10: Dirigibilidade Figura 5.11: Espaco de trabalho

Neste caso, tanto a dirigibilidade quanto o espago de trabalho da suspensio
estao sendo controlados de uma forma melhor no projeto H., que no LQR,; entre-
tanto, a custa de altos ganhos. A ocorréncia desses altos ganhos no processo de
otimizacao Ho é prevista na literatura (SCHERER, 1989), e depende sobremaneira
da dindmica do sistema. Em particular, da figura 5.13 d& para se ter uma idéia
de como a otimizacio H., se processa; percebe-se nitidamenfe que o processo de
otimizagao suaviza 0s picos da curva dos valores singulares do sistema em malha
fechada.

A minimizagdo H., custo garantido forneceu um limitante superior para a
norma H de 6.39. A tabela 5.3 apresenta os valores das normas H., para todos
os vértices do politopo de incertezas. Note que o projeto LQR, que de certa forma
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. Projeto Hoo: w Projeto LOQR: »
x10
T T 1.5

1

Amplitude
Amplitude
Amplitude

Py -1 : - —
o Q.06 1} A8 a2 [+ oS ot Q.5 o2 i1
Tempo (s} Fampa (s}

Figura 5.12: Forga de controle Figura 5.13: Valores singulares

Frequéneis

mostrou-se robusto em termos da norma H., forneceu normas H., nitidamente piores
do que as do custo garantido Hee.

Vértices
Controlador | 1 2 3 4 5 6 7 8 | Nominal
Ky 2601395 2.72 411|346 525 3.68 | 5.55 3.97
Kror 4.67 | 7.58  4.63 | 7.63 | 5.03 823 | 5.04 | 827 6.32

Tabela 5.3: Normas H.,. Sistema unidimensional com incertezas de £20%.
O ganho Kigg é como em (5.8) e o ganho K4, ¢ dado por:

Ky, =1x10°[ ~651 141 —452 290 |. (5.10)

Uma segunda simulacdo foi efetuada com o controlador H,,. Neste caso as
incertezas passaram a ser de £50%. Os resultados da simulagio encontram-se nas

figuras 5.14-5.17.

Como era de se esperar, os resultados nao se alteraram em relagdo & simulagéo
anterior, ou seja, tanto a dirigibilidade quanto o espago de trabalho da suspensio
estdo sendo controlados de uma forma melthor no projeto H.. que no LQR, com
um custo bastante alto. A minimizacao H,, custo garantido fornecen um limitante
superior para a norma He, de 24.97. A tabela 5.4 apresenta os valores da norma
H .o para todos os vértices do sistema incerto.

O ganho Kpggr é como em (5.8) e 0 ganho Ky ¢ dado por:

Ky, =1x 1910[ -1.30 0.18 -0.01 0.05 } : (5.11)
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Ampiitude

Amplitude

Projeto Heoo: ya Projeto LQR: yg
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Figura 5.14: Dirigibilidade
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Figura 5.15: Espaco de trabalho
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Figura 5.16: For¢a de controle

Freqiiéncia

Figura 5.17: Valores singulares

Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 8 Nominal
Heoo 46414774 1 5.16 | 518 | 4.18 | 4.26 | 4.97 | 5.01 4.52
LOR TR?T 964 787 1965 | 3.87 | 4.47 | 4.30 | 4.37 6.31

Tabela 5.4: Normas H... Sistema unidimensional com incertezas de +50%.
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Finalmente, o controlador H,/H.. € obtido utilizando-se os seguintes fatores
de pesos: a = 10; 8 = 1; p = 8 x 107*%. As incertezas sdo de 20% sobre os valores-
nominais. O limitante superior para a norma H., estabelecido foi v = 6.9. Os
resultados estdo apresentados nas figuras 5.18-5.21.

Projeto Heo: vs Projeto LQR: vs Projeto MHoa: Ye = Us Projeto LQR: ye -~ ys
i 18 0 : 0z
3 1k
g 3 3 g
< < < <
L R FEt e BRI OBl
-1.2
% Y YT PA % TR TR T B T T I VI T T T S R T T R
Tempo (a) Tempo (s} Tempo (s} Tempe {8)
Figura 5.18: Dirigibilidade Figura 5.19: Espaco de trabalho
Projeto Hog: Projeto LQH: u
$10° . : N x 10"
s
05
T .4
. T o 2
& = o
5 = g
: : ¢
E oo S ospe
1 _1}-
[P OSSO S A TS SO
5 T o PXCa—r o 005 o1 015 o2 e 1;" 1 lu‘ 7 1:)‘ ‘ 10°
Tempo (s} Tempo {s) TFreqiiéncia
Figura 5.20: Forca de controle Figura 5.21: Valores singulares

Percebe-se que estes resultados estdo a meio caminho entre os resultados do
projeto Ha e o0s do projeto Hu. Ou seja, ¢ uma metodologia interessante pois
estabelecido um limitante para a norma Hee, 0 controlador obtido serd aquele que
minimiza o limitante superior para a norma H,. Podendo, portanto, gerar resultados
satisfatdrios para a dirigibilidade e o espago de trabalho da suspensao a custa de
um ganho ndo téo elevado. A minimizagio Hy/H.. custo garantido forneceu um
Himitante superior para a norma H, de 78.78.* As tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os
valores das normas Hs e He para todos os vértices do sistema incerto.

1Este valor é bem maior que o do problema X, devido & diferenca entre a ordem de grandeza
da condigio inicial de ambos projetos.
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Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 & | Nominal
Ha/ Hoo 56.3 | 46.9 | 57.1 | 47.8 | 38.5 | 32.4 | 39.0 | 32.9 43.3
LQR 39.5 (355|394 | 355|288 263 2861} 26.1 32.2

Tabela 5.5: Normas Hs. Sistema unidimensional com incertezas de £20%.

Vértices
Controlador | 1 2 3 4 5 6 7 8 | Nominal
Ha/Heo 560 | 5.74 | 546 | 553 | 4.23 1 4.29  4.54 | 5.46 4.64
LQR 6.99 | 7.58 | 7.02 | 7.62 | 5.03 | 5.48 | 5.04 | 5.51 6.31

Tabela 5.6: Normas H... Sistema unidimensional com incertezas de £20%.
O ganho Kiggr é como em (5.8) e o ganho Ky, /7 ¢ dado por:

Ky, = [ —323970 195600 —2320 29660 |. (5.12)

5.3 Simulacoes com o Modelo Bidimensional

O indice de desempenho para o modelo bidimensional é definido de forma simi-
lar & do modelo unidimensional, ponderando-se a forca de controle, a dirigibilidade,
o conforto e o dngulo de balango:

J= j/ pud + (& + 83) + 635 + B (&) — (&5 — Lafia)*+ (5.13)

(2 — (23 + 14d4))?] dt.

Para que o sistema nao tenha erro estacionario a entrada em degrau, o novo
sistema de variaveis I é

T — Un
To — Wo
- w;zt—b—wgid
z3 — ( e )
— {witws
L4 ( le+lg )

(5.14)

2
Il

oo S s S o Y

Em todas as simulagdes, sera aplicado um degrau de amplitude 1 na suspensao
dianteira e um degrau de amplitude 1.5 na fraseira. O valor inicial desta varidvel
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de estado, no instante imediatamente apds a aplicagdo do degrau, é dado por

#0)=[ -1 —15 -1.2037 -0182 0 0 0 0]. (5.15)

Com esta transformacio o custo (5.13) passa a ser

J= f T #C'Cs + o' D' Du dt, (5.16)
G
onde
o+ 8 0 -3 la
0 a+3  —p ~1, 0
0 = -3 =8 28 b~ g "4 D'D = diag{p, p}.
ly b=l SR+
04><4 G4X4
(5.17)

De forma andloga as simulagbes do modelo unidimensional, o projeto LQR é
aplicado nominalmente e o projeto Hy leva em consideracdo o espago de incertezas.

Os parametros nominais empregados nas simulagbes foram: M., = 28.58 Kyg;
M, = 28.58 kg; M. = 640.00 kg; K, = 1.559 x 10° N/m; l; = 1.1 m; [, = 1.60 m;
L. = 2300.00 Kg m?. Os pardmetros incertos sao: M., My, My e K.

Para todas as simulagoes os pesos do funcional de custo para os controladores
Ha, He e LQR foram iguais. Os fatores de peso utilizados foram: a = 10; 8 = 1;
p=28x 10710 § = 1. As incertezas foram de £20%.

Pelos resultados da simulacao apresentados nas figuras 5.22-5.25, verifica-se
que o projeto Ho forneceu uma melhor dirigibilidade para ambas as suspensoes,
dianteira e traseira, aliada a necessidade de um menor espaco de trabatho. Com
relagdo ao deslocamento do corpo principal e ao balango, os projetos revelaram
comportamentos semelhantes. A forga de controle necessédria no caso H» fol maior
que a do projeto LQR.

Os ganhos Ky, e Krgr sdo respectivamente:

o = [—9.30 —429 333 —477 017 005 07L -102] o
e Tl 204 —619 370 593 -0.06 -021 057  0.90

- _ | -535 —020 356 —445 -014 000 055 094 ]
FORT | 021 -554 350 630 000 —0314 046 1.00 | :
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A minimizacdo Hg custo garantido fornecen um limitante superior para a norma
Ho de 1.3712. A tabela 5.7 apresenta os valores das normas Hq para todos os sisternas

incertos.
Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 8 | Nominal
Ho 112 11.14 1 1,09 1.11 , 1.09 ; 1.11 | 1.06 | 1.08 1.07
LQR 1.07 | 108 11.02 | 1.04  1.04 | 1.05|0.99  1.00 1.02
Vértices
Controlador | 9 10 11 12 13 14 15 16
Ho 1.08 110911041106 1.0511.07|1.02  1.03
LQR 1.04 11051099 {1.00 1.0111.0110.96]0.96

Tabela 5.7: Normas H,. Sistema bidimensional com incertezas de £=20%.

Uma segunda simulacao fol efetuada na qual as incertezas passaram de +20% para
+50%, mantendo-se todos os outros pardmetros iguais aos da primeira simulacio.

Verifica-se novamente que os resultados apresentados nas figuras 5.26-5.29 demons-
tram um desempenho superior para o controlador He quando visto em fungio da dirigi-
bilidade e do espago de trabalho da suspensio. Com relagio ao deslocamento da massa
suspensa ¥, houve um aumento de amortecimento no projeto robusto; jd em relacio ao
balango houve uma diminuicdo. Isto pode ser modificado variando-se os respectivos pesos
no funcional de custo.

A minimizacace Hs custo garantido forneceu um limitante superior para a norma
Ho de 2.4316. A tabela 5.8 apresenta os valores das normas Hs para todos os sistemas
incertos.

Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 8 Nominal
Ho 1.75 1 1.78 | 1.67 | 1.75 | 1.67 | 1.70 | 1.60 | 1.67 1.65
LOR 1.57 | 1.61 1151 1 1.55 | 1.53 | 1.55 | 1.46 | 1.48 1.49
Vértices
Controlador | 9 10 i1 12 13 i4 15 16
Ho 1.86 | 1.86 1 1.80 | 1.81 1751171 :169 ) 1.65
LOR 164 11.63,1.60] 159165 154 1.59 1.48

Tabela 5.8: Normas Hs. Sistema bidimensional com incertezas de -+50%.
O ganho Krgr é como em (5.18) e o ganho Ky, é dado por:

-2.1% ~1.10 0.28 ~054 -0.02 -0.01 016 -0.15

5
059 —0.93 040 053 —0.01 —003 007 o007 | <0 (519

Ky, =
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As simulactes com o controlador H., sfio agora apresentadas. Nesta primeira si-
mulacio as incertezas sio de £20%. Os pesos do funcional de custo permanecem os
IMEesmos.

Similarmente ao caso unidimensional, o controlador H., pondera fortemente a diri-
gibilidade e o espago de trabalho da suspens&o, como apresentado nas figuras 5.30-5.33.
Isto, novamente, a custa de uma grande forca de controle. O fato do balango ter sido maior
1o caso He, deveu-se as escolhas dos pesos; para diminui-lo é necessério estabelecer-se
nova ponderacao no funcional de custo.

A minimizacao H., custo garantido fornecen um limitante superior para a norma
Heo de 7.16. A tabela 5.9 apresenta os valores das normas M. para todos os sistemas
incertos.

Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 8 Nominal
Heo 3.99 1 458 3.97 | 456 | 3.88 | 4.37 | 3.84 | 4.37 3.86
Kror 7.61 877 1700 | BRI THY | RTE | 6.99 | 875 6.31
Vértices
Controlador | 9 10 11 12 13 14 15 16
Hoo 3.76 1 3.94 ) 3.76 | 3.92 | 357 | 3.72 | 3.56 1 3.73
LOR 5.51 1 6.32 1 503632 549 | 6.30 | 5.02 | 6.30

Tabela 5.9: Normas Hoo. Sistema bidimensional com incertezas de £20%.
O ganho Kyggr é como dado em (5.18) e o ganho Ky € dado por:

[ 140 —055 040 —0.15 000 0.00 009 -0.06 .
Ene =\ 033 013 009 -004 000 000 002 —oo1 | <07 (5:20)

Foi efetuada uma segunda simulacio na qual as incertezas passaram de £20% para
+50%, mantendo-se todos os outros parametros iguais aos da simulagao anterior,

O tipo de resposta (figuras 5.34-5.37) nao diferiu muito do da simulacio anterior.
Ohserva-se sobremaneira que a otimic&o Ho, custo garantido forneceu maior robustez ao
sistema do que o projeto LQR, em ambas as simulacoes.

A minimizacdo H., custo garantido forneceu um limitante superior para a norma
Hoo de 31.23. A tabela 5.10 apresenta os valores das normas H,, para todos os vértices
dos sistemas incertos.

O ganho Kpgp é como em (5.18) e o ganho Ky, é dado por:

K. -] T240 -153 051 ~0.08 000 -0.00 0.7 ~0.07] 109
Mo =1 012 008 -003 000 -000 000 -0.00 000 |
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Vértices
Controlador | 1 2 3 4 5 6 7 8 Nominal
Heo 5.20 | 7.86 | 7781 7.73 {520 7.28 | 5.00| 7.30 4.90
LQR 9.59 | 15.77 | 7.84 | 15,77 | 9.53 | 15.68 | 7.84 | 15.66 6.31
Vértices
Controlador | 9 10 11 12 13 14 15 16
H oo 571 515 | 571 ¢ 514 | 499 | 478 | 4.96 | 4.72
LQR 4451 634 | 444 633 | 417 | 6.34 | 4.12 | 6.32

Tabela 5.10: Normas H.. Sistema bidimensional com incertezas de +£50%.

Como era de se esperar, de uma forma geral, os controladores Hy e Ho, custo ga-
rantido demonstraratm urn desempenho significativamente mais robusto que o controlador
LQR, garantindo desta forma um comportamento dindmico estavel frente ao conjunto
de incertezas. Comportamentos intermediarios poderiam ser obtidos com a utilizacio do
critério misto Ha/Heo-
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5.4 Simulagoes com o Modelo Tridimensional

Para o modelo tridimensional o indice de desempenho pondera a forca de controle,
a dirigibilidade, o &ngulo de balanco e o dngulo de rolagem. O funcional tem a seguinte
eXpressao;

(oo
J = / pu? + alz? + 23 + T3 +13) + vzl + §x? 4 (5.22)
0

Bllz1r — z4e)” + (22 ~ 240) + (33 — T4e)? + (24 — z10)?] dt.

Reescrevendo a equaciio acima na forma quadritica, tem-se:

o0
J o f 2'C'Ca 4+ ' D' Du dt, (5.23)
0
onde
[ a+d 0 0 0 ; ~be 1453 ]
0 a+f 0 0 -3 be 1.8
¢ 0 o+ 3 0 -3 —b. /3 {13
e = 0 0 0 o -+ 3 -3 b.g -8 Oy
- -8 -3 =B -5 44 0 2(ls - 15)8
~beB b8 —b8 b3 0 v+ 4623 0
LB LB ~LB LB 2 -8 0 6+ 203+ 148
| G'r'x? O’i’x? N
(5.24)
e
D'D = diag{p, p, p, p} (5.25)

Os pardmetros nominais empregados nas simulagbes (comumente utilizados na lite-
ratura} foram: My, = 40.0 Kg: My, = 40.0 K9, Mye = 35.5 Kg; Mg = 35.5 Kg; M, = 1460
Kg; Kp = 175500 N/m; lq = 1.1 m; Iy = 1.8 m; b = 0.75 m; Iy = 2460 Kg m?; I, = 460
Kg m?. Os pardmetros incertos sio: M., Mge, Mg, K. Os pesos do funcional de custo
utilizados foram: a =10; 8= 1; v = 10; § = 10; p = 8 x 107 (em todas as simulagdes).

Este modelo permite, ac contrario dos modelos unidimensional e bidimensional,
analisar a ocorréncia de falha em atuadores, wma situacdo que pode ocorrer na pratica.
Foram efetuadas quatro simulacdes: duas correspondentes ao projeto Ha e duas ao projeto
Hoo. Estas simulagbes sdo como segue: primeiramente analisa-se falha num tinico atuador,
sem considerar as incertezas paramétricas; por filiimo consideram-se apenas as incertezas.

Para as andlises desta secio, admitiu-se que 0 carro passa por uma lombada com o
formato mostrado na figura 5.38. A velocidade do carro é V = 70 K m/h. Os dados da
lombada sao: L=2m; { = 0.5 m.
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Figura 5.38: Perfil da lombada assimétrica

Nesta primeira simulagio, utilizando-se o projeto Hsz, incluiu-se uma falha no atua-
dor da suspensio traseira do lado direito (td). Pelos resultados das simulagdes apresentadas
nas figuras 5.39-5.42, verifica-se que o projeto LQR, que ndo inclui a possibilidade de falha
num dos atuadores, desestabiliza o sistema quando do surgimento da falha. J4 o projeto
Hy continuou a garantir estabilidade ao sistema, tornando-se um projeto mais seguro e
robusto. Observa-se, também, que tanto o angulo de rolagem, bem como o de balango,
sao controlados de uma forma melhor.

Os ganhos Ky, e Kgp foram, respectivamente:

[ 0.58 ~0.02 0.03 0.00 -0.20 -0.61 0.91

Ky = -0.02 0.57 007 -0.02 -0.49 0.59 0.38
z 0.03 —0.06 0.65 -093 -—046 061 -—-1.18

i 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.01 000 -0.00 0.00 -0.03 -0.07 0.13
0.00 g.01 0.06 ~0.00 -0.09 0.07 0.03

5

~0.00 0.00 002 000 —008 -003 -0ig | <Y
0.00 000 000 000 000 000 0.00
~529 —0.17 —0.66 093 3.70 523 —538%
X | =017 —535 098 —0.66 3.73 -—547 -6.32
Ler = —0.71  1.05 —546 —052 332 545 961
0.98 —0.70 —0.52 —539 336 —505 866
~0.15 —0.00 001 —0.01 062 048 —0.73

~0.00 —0.15 —0.01 001 062 —049 —0.79 10!

0.01 -0.01 —-0.14 -0.00 0.44 0.49 1.01
-0.01 001 —-0.00 -0.14 045 -047 .95

E interessante verificar, agora, o desempenho do controlador Hy custo garantide com
relacdo as incertezas paramétricas. As incertezas foram da ordem de +50%, calculadas
de forma andloga as simulagGes com os modelos anteriores. Pelos resultados apresentados
nas figuras 5.43-5.46 observa-se que o projeto H, custo garantido foi mais robusto que o
projeto LQR, tanto do ponto de vista da dirigibilidade como dos angulos de rolagem e de
balango.

A minimizacdo Ho custo garantide fornecen um limitante superior para a norma
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Ha de 179.96 {ver nota de rodapé¢ 4). A tabela 5.11 apresenta os valores das normas
Hgz calculados para todos os vértices do conjunto de incertezas e também para o sistema
nominal,

Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 8 Nominal
Ho 88.9 | 76.5 771 1 626 | 87.9 {756 | 76.4 | 62.0 79.3
LOQR 71.6 | 61.5]62.1 50.11 71.6 | 61.562.15: 50.16 65.90
Vértices
Controlador 9 10 11 12 13 14 15 16
Ho 107.7 | 91.4 1 92.6 | 734  107.8 | 91.5 ] 92.8 | 73.3
LOR 97.0 1 82.0 829 | 649 | 987 1834 | 84.3 | 65.9

Tabela 5.11: Normas Hs. Sistema tridimensional com incertezas de +50%.

O ganho K4, encontrado foi:

185 0.21 0.30 —0.34 -0.29 -044 0.68
0.20 140 -—0.05 0.41 —0.40 0.60 0.58
0.52 0.02 1.39 .20 —-040 -0.59 -0.88
~{L.28 0.39 0.26 183 -0.29 0.45 —0.87

Ky =

0.04 0.00 0.00 0.01 -0.12 -—-0.07 0.13
0.00 0.0z 000 -0.00 -0.12 (.06 0.09 % 10°.
~0.0 000 002 0.00 -010 -0.06 -0.11
0.60 0.00 000 0.05 —0.08 0.07 -0.15



5.4. Simulacgoes com o Modelo Tridimensional

Projeto Hy: yg, Projeto Ha: ygg
1.5
U 3l
o U
2 2
2 i
g g
- -
-0.4 - - - -0.5 - L
G2 04 0.8 [€X:] 1 o] 0z G.4 0.6 0.8 1
Tempo (s} Tempo {s}
Prajeto Ha: wie Projeto Flo: yuy
2 i T
& o
T o
Z 2
i g
E E
<« -
~1.5 ‘ - ~1.5 : .
0 0.2 c.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo {s) Tempo (s}
Figura 5.39: Dirigibilidade {falha no atuador #d}
Projeto LQR: ¥, Projeto LQR: ygg
i 1
0.8 0.8
0.6 [ 3 I B T
< g
2 04 2 04r
F o2b g oz R E SRR
o < VAANAA D AN A
VAVAVAVEVAVA
oy 0.3 R R SRRERREr
-D.4 - - - -0.4 : - .
0 0.2 0.4 08 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo {5} Tempo {5)
Projeto LQR: y4p Projeto LQR: vy g
1 T i 2 T "
£ : : : <
Eo04b ot 3
E' 0.2 e z
< : <%
o } [L’A" ? L A -1
~0.4 : -2 - .
0 0.2 0.4 0.8 0.8 1 o 02 .4 0.6 0.8 1
Tempo (s} Tempe (s}

Figura 5.40: Dirigibilidade (falha no atuador td)
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Ampilitude

Amplitude

Projeto #g: rolagem Projeto Ho: Balangoe
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Figura 5.41: Rolagem e balange (falha no atuador td)
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Figura 5.42: Rolagem e balanco (falha no atuador ¢d)
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Figura 5.45: Rolagem e
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Figura 5.46: Rolagem e balanco (£50% de incertezas)
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As simulacdes com o controlador M., sio agora apresentadas. Para a primeira
simulacio, levou-se em consideracio apenas fatha num tnico atuador, sem inclusido de
incertezas do sistema; inchuiu-se uma falha no atuador da suspensio dianteira do lado
direito (dd). De forma andloga & simulacio #H» anterior, ha uma garantia de estabilidade no
projeto Hoo custo garantido com relagao a falha em atuadores, figuras 5.47-5.50. Observa-
se nitidamente que este tipo de projeto {H..) tende a amortecer fortemente o gistema.

O ganho Ky __ encontrado foi:

033 -3.07 ~0.01 000 -0.06 -0.17 0.07

K . 0.00 -0.01 0.00 0.40 0.00 0.00  9.00
= 0.01 -0.08 0.00 040 g.00 -0.01 0.00
—0.01 0.14 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00

0.00 0.08 0.00 000 0.00 000 0.01
0.00 0.60 0.00 000 000 000 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 000
0.00 0.00 0.00 000 0.4 0.00 000

x 10°.

Foi efefuada wma segunda simulagdo com o controlador H., custo garantido, levan-
do-se em consideragdo apenas as incertezas paramétricas. As incertezas foram da ordem
de £50%, calculadas de forma andloga &s simulagtes com os modelos anteriores. Pelos
resultados apresentados nas figuras 5.51-5.54 observa-se que o projeto He custo garantido
obteve melhores desempenhos para determinados pardmetros e piores para outros, quando
comparado com o projelo LQR. Neste caso, para uma conclusfo mais detalhada com
relagdo ao comportamento dindmico do sistema, faz-se necessdria uma andlise minuciosa
da relacdo dos pesos adotados e da ordem das incertezas.

A minimizagdo ., custo garantido forneceu um limitante superior para a norma
Ho de 16.75. A tabela 5.12 apresenta os valores das normas H, calculados para todos
os vértices do conjunto de mcertezas e também para o sistema nominal.

Vértices
Controlador 1 2 3 4 5 6 7 8 Nominal
H o 5.77 506 | 540 3.8 | 5.74 | 5.15 | 5.06 | 3.86 3.5
LOR 107 107 11607 6.6 10.7 10.7 10.7 |1 6.61 7.1
Vértices
Controlador g 10 11 12 13 14 15 16
Hoo 16.52 | 13.83 ) 14,1 1 10.3  16.53 | 13.53 1 13.71 | 10.3
LOR 1454 | 13.37 1 13.1 1 9.35 1 1453 | 13.61 1 13.30 | 9.34

Tabela 5.12: Normas H... Sistermna tridimensional com incertezas de £50%.
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O ganho Ky encontrado foi:

126 0.89 0.81 1.03 —064 —001 0.00
% _ 1332 234 214 270 —168 —002 001
Hoo = 1 620 438 4.00 504 —3.14 —003 0.03

2.90 205 1.88 2.38 -147 —001 0.01

0.00 0.00 0.00 0006 -0.19 0.00 0.01
0.01 0.00 000 001 -049 001 0.04
002 -001 000 002 -083 -001 008
0.01 0.00 000 001 -044 —0.01 004

x 10t
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Figura 5.47: Dirigibilidade (falha no atuador dd)
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Figura 5.48: Dirigibilidade (falha no atuador dd)



88

Capitulo 5. Resultados Numéricos
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Figura 5.49: Rolagem e balanco (fatha no atuador dd)
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5.5 Projeto via Parametrizacao de Youla

Para este tipo de projeto é conveniente descrever o sistema, ¢ modelo da suspenséo,
na forma padrao (BoYyD & BARRATT, 1991}, O sistema de controle estd representado na
figura 5.55, onde a saida z ja se encontra estabelecida.

+
T ';Q—»@ - T — Vs
F S
L’po N
o
u
Y
Ke

Figura 5.55: Forma padrio

Percebe-se que este modelo representa um sistema com 2 GDL {graus de liberdade)
com pesos sobre as saidas (figura 5.56).

W o] W L] K

Ky

Figura 5.56: Sistema com Z GDL

A planta P, é a matriz de transferéncia de w, » para y obtida do modelo dinfmico da
suspensao unidimensional. Esta planta pode ser particionada como mostrado em (5.26).

P, =[P" P;‘}:{PG} Pay }

Poy  Pol

A partir da figura 5.55 e de (5.26), as parti¢bes da planta generalizada

R &
P = { S 5.27
e b | (5.27)
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Sa0

Wy (I — Po¥ T
Pzw: W','Z (POS)_PO%‘) 3 -pyw: pw ];
O L O
(5.28)
[ W Po¥ 0
Py = | Wy (Pol — PoY) {; DFPyu= pu ]
Wyl L ne

O controlador a ser projetado, nesta metodologia, € baseado na minimizacio do fun-
cional de custo Heo. Para tanto, é necessirio uma correta selecao das saidas controladas,
para que o processo de minimizagao otimize realmente o comportamento desejado.

O sistema ativo deve ser capaz de seguir sinais de baixa freqiiéncia (um problema,
de rastreamento), manter um espago de trabalho da suspensfo relativamente pequeno e
oferecer conforto ao passageiro. Portanto, uma adequada escolha para o vetor das saidas

. / z z s
controladas 2 é z = [r — vy v —v1 ul; 0 vetor das entradas exdgenas é w == [r}; as saidas
. I > .

medidas, y = [r w2 v1]; para a entrada controlada u tem-se a prépria forca de controle
u = fu]. Os componentes do vetor v séio vy = ¥y, e v2 = Y.

A minimizagio do pior case de um funcional quadratico de custo do tipo J =
({r — valla + llva —villa + |Juil2)*/? com o sinal r pertencente & classe {r 1 r = W w,w € Ha,
Jwllz < 1} é equivalente a minimizar [|[H |l onde z = Hw; w e z como definido acima
(FrRANCIS, 1987).

O problema de otimizacao agui proposto € convexo, dado por:

Py (H) = Juin, ¢ (@)

onde os funcionais ¢ e ¥ sao:
Q" ={@ € RH, :¥"(Q) < a}

¢™(Q) = o1 — T20QT3)
Q) = {1 ~ ToQTy)

com () e ¥{-) também convexos.

Fste problema de model-mailching {0l resolvido pelas aproximagoes N-dimensionais
de Ritz {citeBB:91), agui reescritas:

N
H: =T — Ty X.0.Ty,
U = H=1 2 2 X500 T3,

X, e R3, Qe RH,
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COIn

Qi:(s—?—aY’ Xim{iﬂﬁ Ty %‘3]-

A escolha das matrizes T, T» e T3, bem como a do parAmetro ¢, niimero de elementos
da base na aproximagao de Ritz, e os procedimentos numéricos para resolver o problema
de otimizagao afetam a solugdo obtida (a menos que o étimo seja alcangado, o que requer
um controlador de dimensdo infinita}. Como o objetivo desta apresentacdo é dar uma
idéia qualitativa da andlise convexa via parametrizagio de Youla, os detalhes sobre a
implementacdo numérica sdo omitidos.

Para este exemplo, o erro de rastreamento foi imposto como restricdo sobre o deslo-
camento da massa suspensa y. e a forca de controle foi também limitada. Vale salientar que
qualquer outro tipo de restrigac e ou funcdo objetiva, convexos, poderiam ser incorporados
ao problema.

As funcbes de peso foram: Wy = 1, Wy = 1 and W3 = 8 x 107%, ou seja, pesos
estaticos. Entretanto, poderiam ser funcées no dominio da freqiiéncia. Por exemplo, uma
andlise do sistema passivo {figura 5.57} produziria uma apropriada escolha das funcoes de
peso.

50,

e—

[ I

~330) - -

Ganho (B}

00}

50l . i .
H 1o 10 10

Fregiiéneia {rad/sec}

Figura 5.57: Suspensao passiva

Desta forma, W1, a funcéo de peso sobre o erro de rastreamento r — vy, poderia ter
sido escolhido com a finalidade de selecionar ¢ intervalo de freqiiéncia 0 — 1 Hz.

Os dados adotados nas simulagoes foram: M, = 28.58 Kg, M. = 288.9 Ky, K, =
155900 N/m, para o sistema com controlador; e, K, = 19960 N/m, C, = 1861 Ns/m. para
o sistema sem controlador. Os dados usados na aproximacio de Ritz foram: a = 15 e
N =5 (foi escolhida uma dimensfo pequena para a base com a finalidade de permitir uma
“rapida” simulacao). A fatorizagdo coprima foi escolhida de tal forma que os autovalores
da matriz de transferéncia 7 fossem: —49.68:£102.937, —49.68:£102.93j ¢ —3.98£11.41;.

Os resultados da simulagao, onde o projeto LQR é ¢ mesmo que o apresentado em
TroMPSON, 1976, sao:
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Figura 5.60: Resposta ao degrau Figura 5.61: Resposta ao degrau
de y. de y.
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Figura 5.62: Resposta ao degrau Figura 5.63: Resposta ao degrau
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pensao

Pl passin

Amplitude

Figura 5.64: Resposta ao degrau da derivada da for¢a de controle

Como pode ser visto, wma apropriada escolha dos fatores de peso, restri¢oes e fungdes
objetivo determina o comportamento dindmico do sistema em malha fechada. Desta forma,
a metodologia apresentada propicia uma téenica alternativa para o projeto de suspensdes

ativas.

Nesta secdo fol apresentado o paradigma do projeto de um controlador dindmico por
realimentacio de saida via otimizagdo multiobjetiva convexa da parametrizacio de Youla

para o projeto de uma suspensao ativa.

Foi demonstrado gue, com esta metodologia, as restrigies fisicas do modelo e os
objetivos podem ser expressos de uma forma mais natural, podendo alcancar os limites de
desempenho do sistema {(BOYD & BARRATT, 1991).

5.6 Conclusoes

O objetivo deste capitulo foi aplicar a teoria exposta anteriormente para a sintese
de controle de suspensdes automotivas. Como péde ser visto, 0 comportamento dindmico
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dessas suspensoes ¢ fortemente influenciado pelo projeto do controlador. Varias simulacoes
foram efetuadas; entretanto, para uma analise detalhada da superioridade de uma técnica
com relagdo a outra, deve-se efetuar uma ampla gama de simulactes, o que foge aos
objetivos deste trabalho.

A otimizagio Ha, Hoo e mista Ha/Ho custo garantide foi aplicada a cada um
dos trés modelos dindmicos levantados. Incertezas foram incorporadas ao sistema, com
diferentes ordens de valores. Seus desempenhos foram comparados com o do controlador
LQR, demonstrando serem mais robustos na maioria dos casos. No caso tridimensional
foi possivel analisar o estudo de falhas em atuadores, ficando evidente a superioridade do
projeto de controle robusto.

O projeto de controladores que utiliza a parametriza¢ido de Youla também foi apli-
cado no modelo unidimensional, e comparado com o projeto classico LQR. Nesta aborda-
gem as incertezas nio foram levadas em consideragio. Verifica-se que o controlador obtido
nao ¢ mais estdtico como nos casos anteriores, mas sim dindmico.
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Conclusoes Gerais e Perspectivas

O objetivo principal deste trabalho foi aplicar as técnicas de controle robusto Ho,
Hoo € 0 critério misto Ho/He na otimizagio de uma suspensio veicular. Desta forma,
foram apresentadas as técnicas de controle, as formas de computa-las, as parametrizagoes
convexas, e o enfoque baseado na parametrizacdo de Youla. Em seguida, levantaram-se
os modelos dindmicos representativos da suspensfo: o modelo unidimensional, o0 modelo
hidimensional e o modelo tridimensional, cada qual capaz de representar diferentes com-
portamentos dindmicos. Com os modelos levantados e as técnicas equacionadas, foram
efetuadas simulagdes sobre o sistema dindmico, com e sem incertezas paraméiricas.

Qs resultados obtidos utilizando-se os controladores custo garantido dermonstraram
de forma geral uma maior robustez quando comparados com o controlador cldssico, que
nio leva em consideragic as incertezas. Verifica-se que o projeto LQR, apesar de le-
var em consideracic apenas os parimetros nominais do sistema, demonstra uma grande
robustez. Na realidade, o controlador LQR ¢ o que apresenta um mailor ganho de mar-
gem e fregiiéncia, quando aplicado sobre sistemas nominais, portanto é explicavel que seu
desempenho nio tenha variado abruptamente sob incertezas. Entretanto, é importante
explicitar gue ndo hi garantia nenhuma quanto a esta estabilidade. Também sabe-se que
um sistema massa-mola-amortecedor é aitamente estivel, independentemente de quais va-
lores reais seus parimetros venham a ter, o que conseqgilentemente influenciou para que o
controlador LQR mantivesse um desempenho satisfatdrio. Deve-se ficar claro que as si-
rmulagoes foram efetuadas sobre todos os vértices do politopo de incertezas, mas nao dentro
do mesmo, e que os problemas do tipo custo garantido ndo s6 mantém estabilidade aos
sistemas incertos dados pelos vértices do politopo, mas também a qualquer combinagao
convexa dentro deste espago de incertezas. Como concluso final, com relacdo aos contro-
ladores robustos, estes demonstraram ser o tipo de projeto mais eficiente e seguro, pois
matematicamente garante estabilidade ao sistema frente as incertezas e fathas de atuado-
res, fornecendo comportamento dindmico equivalente ao caso ideal {projeto LQR sobre os
parametros nominais).

Quanto as diferencas entre os projetos Ha, Hoe € 0 misto Ha/Hee, percebe-se uma
forte tendéncia a amorbecer ¢ sistema no caso Heo, entretanto, & custa de altos ganhos.
Deve-gse salientar que, para uma conclusfo mais elaborada, faz-se necessério investigar o
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comportamento dindrico do sistema em malha fechada como uma funcéo dos pesos do
funcional de custo. Lembrando que estes pesos partiram das escolhas feita por THOMPSON,
1976, provavelmente nio se trata da melhor opcio para 0 caso Heo. Sobre o critério misto
Hao/Hoo, parece ser uma técnica bem interessante, pois pode combinar as carateristicas
de amortecimento oferecido pelo projeto H., aliadas aos baixos ganhos oferecidos pelo
projeto Ho.

Com relagiio a parametrizagdo de Youla, esta demonstrou ser uma metodologia
flexivel, quando vista pela possibilidade de inclusdo de restricdes de naturezas mais rea-
listicas e da ampla disponibilidade de fungdes objetivo convexas, permitindo generalizar
mais o projeto como um todo. Infelizmente, a implementacio numérica ndo é de toda
facil, mas se eficientes algoritmos numéricos forem implementados, provavelmente serd
ideal para uma primeira andlise. Possui ainda como vantagem levar o projeto aos limite
de desempenho do sistema. Esta técnica demonstrou ser bastante sensivel as modificacdes
nas escolhas dos filtros e dos autovalores da matriz 7;.

Vdrias sao as possibilidades de continuagio das idéias aqui propostas: estudar os
controladores de realimentacido estdtica e dindmica de saida, dirigir o estudo de forma
a considerar a implementacdo pratica dos controladores, analisar experimentalmente os
controladores obtidos, etc.
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Apéndice A
Modelo Tridimensional

Este apéndice apresenta a metodologia empregada na deducio do equacionamento
dindmico do modelo tridimensional sem controlador e com congrolador.

A.1 Modelo Tridimensional sem Controlador

Figura A.1: Modele tridimensional sem controlador

O equacionamento dindmico do modelo tridimensional sem controlador (figura A.1)
¢ obtido através das equagdes de Newton e Euler. Por dltimo, as equacdes de movimento
do sistema s&o lnearizadas. Esta secdo encontra-se dividida em itens que constituern as
etapas de solucdo do problema, para wma maior clareza dos passos.
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1. Sistema de Referéncia.
O corpo principal é o inico que sofre rotacdo. Que neste caso 830 duas: a primeira é a
de rolagem representada pela coordenada §; e a segunda é a de balango representada
pela coordenada . Portanto necessita-se de dois referenciais associados a ambas as
coordenadas, e de um tercerro inercial.
As bases dos sistemas de referéncia e suas respectivas rotagdes encontram-se repre-
sentadas na figura A.2.
(a) Base Inercial 1 : X, ¥, Z [{ ] k] que
estd fixa ao solo.
(b) Base Mdvel Intermedidria By @ Xy,
Y1, Zy {1 714 kul que possui uma
rotacio # em torno do eixo Z.
(¢c) Base Médvel solidaria ao Corpo Princi-
pal By : X1, Y1, Z1 [i1 j1 ki} que sofre P
uma rotcdo ¢ em torno de Xy;.
Figura A.2: Bases Mdveis
2. Rotaches e matrizes de transformacio de coordenadas.

A transformac@o que leva um vetor na base By; para a base By é dada por { mS =
[Ty] B1:S ), com

1 0
(Tyl=10 W (A1)
0 1

— —

A rotacdo que leva um vetor na base By para a base inercial 7 é (31:5 = [Tg] 1.5),
onde

1 4 0
Myl=] -6 1 0© (A.2)
0 0 1

A transformacao total que leva um vetor na base By; para a base inercial ] é portanto
{p1S = [T]15), onde

(A3)
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(A.4)

A.1l. Modelo Tridimensional sem Controlador
Os deslocamentos angulares 8 e 1, e suas derivadas representados nas respectivas
bhases sao:
0
- e d -
=10 76 = T 0=
Q =
— ’U’.) = d -
= | 0 pLY = —puY =
0 dt

3. Posicio do centro de massa dos corpos.

Estas posicOes sio representadas pelo vetor deslocamento §. Vetores estes que vao
da base inercial ao centro de massa de cada corpo, dados por:

be
I Sdecm - Yde
la

be

[Stecm = Yie
—l.'.

I Scrn - e

4. Excitacao.

]
[Sddem = | Ydd
]
[Staem = | Ytd (A.5)
—I,

As excitagbes sido distirbios provenientes da via. Estes disturbios sfo simulados
como sendo um deslocamento w(t) aplicado em cada uma das rodas na diregao Y

do referencial inercial. Portanto tem-se:

5. Pontos de contato com as suspensdes.

by
iWaa = | waa
lq

[ p,

Wi = Wig

i,

e

(A.6)

 S———
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Estas posigdes podemn ser representadas por vetores deslocamento do centro de massa
do corpo principal aos pontos de conexdo de cada suspensio na base inercial.

be [ b+ 1g08
Igcde R {T]l 0 = [§C(Ie - _ld %b + bc g
ld L Zd i
~be . [ —bo+ g8 ]
1Soaa = [T] 0 = 7Scdd = | —lgtp— b8
Ed ld
) ) (A7)
) [ b, b — i 8 }
1Scte = {T}l 0 e [gc,f,e = iy W b. 8
i —{y ] —ls _i
[ —b. . [ —be =L 08
1Swa=[T] | © = Sua= | lLip—b.0
‘—Zt _it

6. Deflexdo da mola em cada suspensao.

Estas deflextes estdo representadas na base inercial. Sdo dadas como sendo a di-
ferenca entre o quanto se deslocou a suspensdo e o quanto se deslocou ¢ ponto de
conexao no corpo principal, ou seja:

0 b,
IDfde - Yde - IScde - 0 + Iscm
0 lg
0 ~be
iDfad = Yaa { = | 15aa— | O | +rSem
0 I
B b,
fote = Yte - [Scte — 0 + 15m (AS)
0 ey
3 0] ~be
Ithd = Yid - 18td — 0 + 1Sem
0 s

7. Deflexéo da rigidez de cada pneu.

E obtida similarmente ao caso anterior. Sendo a diferenca entre o deslocamento
referente & excitacdo e o quanso se deslocou cada respectiva suspensio.

T

1D, = 1Wae — 1 Sdeem 10wy =1Waa —15adem

—

watg =1 Wte —15teem I'Dwid = Wi — 18dem.
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8. Velocidade do centro de massa dos corpos.
A velocidade linear absoluta do centro de massa de cada corpo, na base inercial, é
obtida derivando-se os respectivos vetores deslocamento:

d 0 d 0
Ivdecm = mISdecm == yde 1 Videm = %Isddcm = rgdd
dt dt
0 0
- d = 0 - d = _O
1 Vieem = w]Stdcm = Yte TVidem = —15tdem = Yid
dt dt
0 0
(A.10)
. d o 0
I¥Yem = ‘J'Iscm - Ye
t 0

9. Velocidade da Deflexdo de cada mola.

Essa velocidade absoluta, representada na base inercial, é a derivada da deflexio de

cada mola:
Vyae = 5, Vyaa = o1 D
1Vyde = =1 Dgae 1Vyae = rDyda
(A.11)
- A - d =
tVite = aszfte Vg = &EID,&CL

10. Velocidade angular absoluta da base By.

Esta velocidade esta representada na prépia base e nada mals é que a somatéria das
rotactes que a mesma sofre, ou seja

, . [0
m @ =[T0 +[Tylpi = | 9y |. (A12)
g
11. Velocidade angular absoluta do corpo principal.

E idéntica a velocidade da base mével By, 4 que a mesma se encontra fixa ao corpo
principal:
B]{E = B}Q. (A13)

12. Aceleracac angular absoluta da base mével By e do corpe principal.

E a derivada das velocidades definidas anteriormente, representadas na base By:

b d . - o
B1fl=—pll= | Yd+0¢ (A.14)
dt .
¢
- d =
piw = —pg18d. (A.15)
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13. Aceleragdo linear absoluta do ceniro de massa dos corpos.

I5 a derivada da velocidade linear absoluta do centro de massa de cada corpo, re-
presentada na base inercial I:

J 0 p [ o
fAdecm = —1Vieem = Yde 1Addem = mIVddcm = ydd
dt dt
0 {1
. d . 0 . d - 0
IAtecm - “"""""II/tdcm - yte IAtdcm e "“II/tdcm- - gtd (Alﬁ)
dt b
0 0
.4 Y
]Ac-m = “C:E'"I Ve:m e Ye
¢ 0

14. Diagrama de corpo livre.

O cerne das equagoes de Newton-Euler é o diagrama de corpo livre, no qual todas as
forgas de agao e reagao devem estar representadas, possibilitando assim, a montagem
das equacgoes.

Figura A.3: Diagrama de corpo livre

As forgas de agdo e reagdo (figura A.3) estdo representadas e convenientes bases,
como pode ser visto pelos subscritos. Seus mddulos, direcdes e sentidos sio dados
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15.

ig.

como sendo:

G 0 0
IFwa!e - Fwdey IFwdd - Frwddy IFwte = F@tey
0 0 0 |
[0 [0 ] 0 |
1Fwid = | Futdy e = | Fyey Fag = | Fay
. 0 0] 0
) i i {A1T)
0 0 0
1Fte = Ftey IFtd“““ Ftdy Ideex deey
0 0 0
0 0 0]
1Fvad = | Fraay 1Pvte = | Fhtey 1Fota = | Fhray
0 0 0
. [ Rde't: . Rdd:n o Rlem |
rRg. = 0 T Ryq = 0 e = 0
Rdez Rddz Rtez
[ Rige Ry | 0 7 (A.18)
Ryg = 0 pilic = 0 BlMcy = 1Mcy
thz Rcy 0 .
[Re = [T]!Bléc
Tensor de inércia do corpe principal.
Este € diagonal e estéd representado na base mdével By
I 0 0 |
il = 0 I, O . (A.19)
0 0 I,

Equilibrio dinamico [Newton - Euler].
Com os passos acima efetuados, pode-se montar a equacgéo de Newton e a de Euler.
A equacao de Newton (no sistema tnercial I) é do tipo

S Fe=mid (i=1,2,..,N) (A.20)

e a de Euler {no sistema mdvel By)

fo

ST M =g 0 (5 0) + 51 A T gD, (A.21)

Q.

t

Aplicando para cada um dos corpos, fem-se:
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{a} Corpo “de”
rFeqy = [Fwde — e + (Bge = Fyge — 1 Be = Mye 1Adeem

ou, matricialmente

Rde:ﬂ - Rcaz '“ Rcz w ¢ 0
_deey - Fdey + Fwdey + Rcz qrj’) - Rc:c 7 - Mde rgde
Rdez . Rcz 0

(b) Corpo “dd”

1Feet = 1Py — 1Fdd + 1Rad ~ 1Fpaa — 1Re = Mg 1 Agdem

dando
Ruiz — Bep — Rex 0 6 G
~Frddy — Faay + Foady + Bz 0 — Rex 0 | = | Mag Haa
Rddz - Rcz G _i

{¢) Corpo “te”

[ Feqe = Iwae — iFe + 1 Rie — 1 Fpe — 1 Be = M 1Ateerm

levando a
Réex " Rc.:z: - Rcz 1;9 # 0
"Fbtey - Ftey + F{ytey + Rez P — Rey f = Mie te
Rtez - Rcz &

{d) Corpo “td”

Hheet = 1Py, — 1Fia + 1R — 1 Fovg — 1Be = Mid 1 Avtdem

dando
th{r - Rcw - Rcz ?,D 0 0
—Fotdy — Fray + fuwldy + B, — R 8 ] = | Mg iizg
thz A Rcz 0 _I

(e} Corpo Principal
De Newton, tem-se

(A.22)

(A.24)

Iﬁe:r:t = fﬁdc+1ﬁdd“§“fﬁ£e+ rﬁzd-i" 41152c +Iﬁbde "(“Iﬁbdd +1F2>te ~i~iﬁbm = -fwcf-gcm

ou ainda

i 4(Rc;r + Rcz 'Q‘f) ‘9) 1

, 0]
Fydey + Fraay + Fotey + Foray + Fiey + Faay | Mo
+Ftey”¥“Ftdy+4Rczw“§“4Rw9 Syc

4R

(A.26)
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E de Euler, chega-se a:

Blﬂ’?ez:t = [T] (1§cde A (T»ﬁde +1Fb(ie) + 1§cdd A (fﬁdd +Iﬁbdd)

1800 A (Fre +1Fpe) +15ua A (Fog +1Fya)

= pile piw +p19% A {(Bil: B1d)

ou, na forma matricial

+Fbtey Iy + -Ftdy ‘It -+ E‘,ey lt

—Fotay bt = Fitey It — Fray by — Frey l) 0

(= Frady + Frdey — Fruay + Frrey — Fuay
“E”Fdey o Ftd;j + Fiey) be

r ~Iyd,0 U—%—[zz@ w+1m¢
]
|
L

Wg_’xL’QU”‘E”"IJJUBv‘é"Ivzg

17. Solucao do Sistema.

~Fraay la — Fodey la — Faayld — Faey la + Foay le
ﬁ/fcy + (dedy ld. + deey Id + Fddy 'id + chy ld

"i'"(dedy + Fddy}(wbc + Zd (2 9) -+ (deey + Fdey}(bc + gt 9) (2
+(Fbtey + Ftey)(bc o Et w 9) - {Fbtdy + Fidy)(bc + lt ?ﬁ:@)

-
!

;rscﬂ/g“?‘ 'ff,’@ lrzéwg—“fyggb g
|
-

(A.27)

Convém ressaltar que no modelo empregado as forcas provenientes das molas e
amortecedores atuam unicamente na diregdo vertical da base inercial . Portanto, é
utilizada apenas a componente na direcio Y (segunda componente de cada vetor).

s valores dos madulos sdo dados como sendo:

Fwdey = Kp Ii?;wde
Foady = Ky Il?wdd
Fwtey = I{p Ilzwte
Fwtdy - I{p 1D pa

Faey = Kyg fﬁfde + Caq JVfde
Fagy = Ksq IDfdd + Cha IVfdd
Frey = Ky Isze + Cot Ivfte
Fray = Ky fom + Ct Ivf:‘d

Frdey = Kpd (Iﬁfde “[ﬁfdd)/(z be)?
Fraay = g (IDfdd *IDfde)/(z be)?
Fitey = Ki U'the ““!Dfid /(2637
Fiuay = Kot (D prg —1D 1)/ (26,7

(A.28)

(A.29)

(A.30)

Agrupando-se as equagoes de (A.22} a (A.27), chega-se a um sistema de 18 equacdes
corn 18 incdgnitas, podende ser colocado na forma oz = 5, onde: o é a matbriz
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dos coeficientes, x o vetor das incégnitas e J o vetor dos termos independentes.
Resolvendo o sistema chega-se finalmente as equagies de movimento:

.. Ky,
ide = M Ky (wge — yde)+4bg (Yad — Yae + 2. 8) (A.31)

Ko (Yo = Yae + 00 — Lah) + Csg (Yo ~ Yae + be 6 — 14 4)]

Ky (waa — yaa) + (yde Yad ~ 2b. ) (A.32)

— Kia

FKa (Yo = Yaa — 00 — Lg ) + Cq (Yo — Gag — be 8 — L4 %)

1

e = ﬂ; (ytd Yie + 2b. 8) (A.33)

[I{'p {wee — yie) 4b2

+H g (yc = Yte + bef -+ 1, 'Q}) + Cy (yc -+ yte + bcg + d))}

K,
““55“ (tte — Yea — 26 ) {A.34)

1
&= (K (wig — yra) + 1
c

Yid = Mrtd

+ Kt (e — Yea = 0o 0+ 1) + Cup (e + g — be 0+ 11 0)]

. 1 , _
P = M{st (Yde + Udd = 2Yc + 21a ) + Ko (Yre + Yoa — 2y — 201 )
[

+Csq (e + Jad — 29c + 2La9) + Cat (e + G1a — 29 — 20,9 (A.35)

1
o e Ksa (Yae — Yaa — 20 ) + be Kot (Yre — yig — 25:6)

Kyg
50,
+bc Csd (yde - gdd -2 bc 9) + bc Cst (gte - yéd — 2 bc ‘9)} (A'36}

. K
(yde = Ydd — 2b, 9) 256 (yte — Yid ™ 2'bc 9)
: Op

1 .
voo= 7 Ha Ksq (29 — Yge — Yag — 21at0) +
X
Kt (Yte + g — 2y — 21 )
g Coa (20 = Hae = Yag — 21a )

+ Cot (Hte + Gua — 20 — 21 9] (A.37)
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O sistema também da como solugdo as reactes. Entretanto, por ndo ser de interesse
as mesmas nao se encontram agul descritas.

Fstas equagdes (de A.32 a A.37) podem ser colocadas na forma matricial
MX+CX+KX=F (A.38)
onde as matrizes M, C e K sdo simétricas e dadas por:

"M'?X? - diag{ﬂ'{dej Mdda A/If,e) thd: MCa Izza I:m:} (Agg)

Cod D 0 9 oy —be Oy 1, Ca
C.sd 0 il lesd bc Csd ld ng
Cst 9 —Clst —be Cst ey Cloy
C?X? — Cst gt ilt’c Cst ﬁzt Cst
2{Csaq + Cst} . 0 =2 {lg Cog — 1z Caz)
207 (Cea + Cat) 0
2(% Cog + ltz Cst)
{A.40)
- I(' —
KL~ fgf 0 0 —Koa — 5t e K Iy Kyq
e Koq
k! 0 0 — K 52—4 + be Kag I K o
j2¢
e A — Kt o b —liKe
Kryxr = 462 2l (A.41)
£? ~Kat Y —iy gt
264
Q(st"i"f{st) -"Q(ld st —it .Kst} G
k3 G
L. k4 i
cormn
1 K Kok
k= 12 + By K
Kos
bt
B2 = =% + K, + Ky
3 P s
4 b2 ,
k= Ky + Ky +2 bz (Koq + Ko)
=20 K.+20 Ky
Os vetores F e X sao:
—Kp We Yde
——B’p Wdd Yad
""""I{p Wie Yte
Fron = | =K, wy X7w1 = | Y (A.42)
0 Ye
0 g
0 (%
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O vetor F pode ser subdividido, expressando-se como o produto de wma matrix Fy
pela entrada w, ou seja F' = [} w:

-K, 0 0 0
0 -K, O 0 y
0 0 -K, O o
F=| 0 0 0 —K, wf“ (A.43)
0 0 0 0 te
0 0 0 0 ted
0 0 0 0|

A.2 Modelo Tridimensional com Controlador

O equacionamento dindmico do medelo tridimensional com controlador (figura A .4)
também é obtido através das equacgdes de Newton e Euler.

Figura A.4: Modelo tridimensional com controlador

Para isto, basta fazer as modificagtes dadas por (A.44) no conjunto de equacoes
(A.29), antes de resolver o sistema.

Fdey = Uge
Fagy = taa

: A4
Fisy == Ui ( )

Fray = g
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Que fornece como resultado as seguinfes equagtes de movimento:
e = — [K, (wge — )+§9°—£-( Yde + 2D 0) ] (A.45
Yde = My, p de — Yde 452 Ydd — Yde c Ude £, }
. 1 Kpa
Yad = 3 [(Kp (Waa ~ Yaa) + prel (Yde — Ydd — 2be ) — vad] (A.46)
. 1 K
Yte = M, [Kp (Wee — Yee) + Z@%ﬁ (Yta — Yte + 2bc 0) — uie] (A.47)
. i K _
Ytd = m {Kp (’wtd - ytd) + Z% (yte ~ Yg — 2 b 9) - Uta!] (A-48}
. 1
Ye == —]‘Z— [U,de -+ Udd -+ Ui 4 U:td] (A49)
. 1 I(bd I{bt
f=— . ~ 208+ — (Yo = Ytd — 2D 0
Izz [25( (yd Ydd ) + Zbc (yt Ytd ) (A50)
e (Ude =~ td + Ute ~ Uzd)]
. 1 )
P = ran e (ute + upa) — g (Uge — Udq)] {A.51)
Estas equacbes podem ser reescritas como
MX+KX=F (A.52)
onde as matrizes M e K sfo simétricas, dadas por:
MT><'T = c’iiag{ﬂ/fde, ﬂ-fdd? J“\/jte, P‘/Itd, JMC, Izz, Im-} (ASS)

" K Kog
2bd e _Dxbd
R v 0 0 0 0
I{bd lr(bcl
T 0 0 o oy
Ky Kia Ky
Mk, =Moo o
K= W T 20
bt bt
e e JO )
42 + o 2b,
0 0
g + Ky

(A.54)
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e 0 vetor F' dado por:

Ude — JKP We
Udd I{p Wad
Ue = Kp Wie
Urd — I(p Wid

“"(ud.e + tUgg + Upe + utd)
b (ude = Udg + Ute — utd)
L la (ude + wag) — b (e + wea) |

(A.55)

Este vetor pode ser ainda subdividido, expressando-se como a soma de duas matrizes
Fi e Fy pés multiplicadas pelas entradas u e w, respectivamente (F = Fju + Fyw}, ou

seja

0
0
1
0

-1 -1 -1
b. b b
lg la -~

O vetor X é o mesmo que o definido em (A.42).

it OO D

-1
be

—; |

Ude
Ud
Ute

Uid

We
Wdd
Wie
Wtd



