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{ homem erudito é um descobridor de fatos que jd existem —
mas ¢ homem sabio é um criador de valores gue ndo existem e
que ele os faz existir.

Afbert Einstein

Por variagdos caminhos e de varias maneiras cheguei o minha
verdade,; ndo foi somente por uma escada gue subi ao alto, de
onde meus olhos vagueiom na distidncia que é minha..
Lxperimentar ¢ inlerrogar — consistiu nisso todo o meu
caminhar; ¢, na verdode, deve-se aprender, também, «a
descobrir os proprios caminhos! Mas esse — ¢ o meu gosto —
Ndo um gosto melhor ou pior — mas o meu, do gual ndo mais
me envergonho nem fago segredo. Fste, agorg, é o men
caminho; onde esta o vosso? ~ assim respondia eu aos gque me
perguniavam o caminho”. Porgue o caminho — ndo existe!
Assim falou Zaratustra.

Friedrich Wilhelm Nietzsche
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Resumo

NOGUEIRA Jr., Alberto Costa, Deservolvimento de um elemento finito do tipo hierarquico
para andlise estatica de placas e cascas a partir do elemenio superparamétrico
quadrilateral linear, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecinica, Universidade

Estadual de Campinas, 1998. 230 p. Dissertag¢do (Mestrado).

Este trabatho apresenta uma formulagfo hierarquica baseada no concetto de aproximagio
p, de um elemento finito aplicado ac estudo de problemas de valor de contorno envolvendo
placas e cascas. Partindo-se de um elemento superparamétrico quadrilateral linear com
integracdo numérnica consistente, obtém-se, através do refinamento hierdrquico sucessive, um
elemento que se demonstra suficientemente confiavel e eficaz dentro de uma ampla variedade
de casos. A natureza hierdrquica da formulagfio proposta resulta num modelo bastante eficiente
do ponto de vista computacional, sobretudo ao se considerar a possibilidade de implementacio
do refinamento adaptativo, uma vez que se permite empregar expansdes polinomiais diferentes
ao longo de lados e elementos distintos, criando-se novos graus de liberdade hierarquicos
somente quando a magnitude do erro envolvido na analise o exige. Efetua-se ainda, através de
um conjunto de exemplos, uma discussdo sobre a aproximaclio hierdrquica quando da
utilizagdo de elementos distorcidos, na qual sugere-se o emprego do elemento de 9 nos da
familia Lagrangiana para a descricfio da geometria de problemas abrangendo a analise estatica

de cascas.
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Abstract

NOGUEIRA IJr, Alberto Costa, Development of a hierarchical finite element for static plates
and shells analysis from the superparametric quadrilateral linear efement, Campinas,
Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 1998. 230 p.

Master’s Thesis,

This investigation presents a hierarchical plate and shell finite element formulation based
on the p-approximation concept. Starting with the superparametric quadrilateral linear element
with consistent numerical integration, it is achieved, after successive hierarchical refinements, a
finite element which is sufficiently accurate and effective in a large variety of cases. The
hierarchical nature of this formulation yields a computationally efficient model specially when
considering the adaptative refinements since it can use different polynomial expansions at
distinct sides and elements generating new hierarchical degrees of freedom just when required
by the errors involved in the analysis. It is made at last, through a set of examples, a discussion
about hierarchical approximation when employing distorted elements, in which it is suggested
the use of the 9-node Lagrangian family element to describe the geometry of boundary value

problems concerning shell analysis.
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-Finite Element, Hierarchical, Piates, Shells.
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Capitulo 1 iniroducio

Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 O método de elementos finitos

O processo de subdivisdo de sistemas complexos em seus componentes bésicos, cujo
comportamento pode mais facilmente ser apreendido, e a subsequente recomposigio do
sistema original a partir de seus ‘elementos’ constituintes, para se compreender o seu
comportamento global, parece constituir um procedimento basico do intelecto humano. De
fato, em diversas situagdes envolvendo problemas de engenharia é possivel se conceber
modelos que representem satisfatoriamente a realidade através de um n(mero finito de
componentes. Tais modelos sdo comumente chamados de ‘discretos’. Por outro lade, para um
numerc ndo menos expressivo de situagBes, essa descrigio idealizada nfio ¢ suficiente, de
modo que apenas a quantidade infinita de componentes ¢é capaz de retratar convenientemente o
sistema analisado. Aos modelos pertencentes a essa classe da-se ¢ nome de ‘continuos’.

Com o advento do computador digital, os problemas oriundos de formulaces discretas
puderam, em geral, ser resolvidos rapida e eficazmente, mesmo em se tratando de um extenso
namero de componentes basicos. Entretanto, como a capacidade dos computadores é finita, os
problemas resultantes de formulagdes continuas permanecem admitindo solugdo exata somente
através de manipulacdes matematicas, o que reduz as possibilidades de analise a casos
extremamente simplificados.

Objetivando superar os obstaculos intrinsecos aos problemas de cardter continuo, varios

métodos de discretizaco tém sido propostos ao longo das Gltimas décadas. A idéia central em
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todos esses meétodos envolve uma sucessdo de aproximacdes que acercam tanto mais as
solugles continuas exatas quanto maior for o nlmero de varaveis discretas considerado.
Dentre a vasta gama de métodos que se valem dessa caracteristica fundamental, destaca-se o
método de clementos finitos, o qual tem demonstrado grande popularidade tanto no meio
académico como no industrial. Essa virtude decorre particularmente de sua versatilidade e
abrangéncia como método numérico.

O método de elementos finitos deve ser entendido essencialmente como um
procedimento para se buscar solugdes aproximadas de problemas envolvendo modelos
matematicos idealizados ou simplificados, sejam eles de carater discreto ou continuo. O
tratamento numeérico inerente ao método reduz o modelo simplificado a uma forma capaz de
ser resolvida por um namero finito de operacdes o que implica, de imediato, a caracterizacio
da soluglo aproximada por um conjunto finito de pardmetros N, denominados graus de
liberdade. Evidentemente, presume-se nesse contexto que ao se estender N ao limite, ie.
N —» o0, as solugBes originarias do método convirjam para a solugfo exata do problema
simplificado independentemente do tipo de discretizacdo escolhida. As sucessivas etapas de
aproximagcdo, através do incremento sobre os pardmetros N, que levam a soluciio do problema
simplificado podem se dar basicamente de trés maneiras: a primeira, denominada aproximacio
tipo-h, estd baseada no refinamento da malha de discretizagio do problema; a segunda,
denominada aproximacdo tipo-p, baseia-se no aumento da ordem polinomial dos elementos
presentes na malha; e a terceira, denominada aproximacao tipo-fp. consiste numa combinacio
das duas precedentes. As solugbes numéricas provenientes de gualquer um desses tipos de
aproximagdo, bem como o propric comportamento destas, fornecem informagdes sobre as
quais € possivel concluir a respeito da qualidade global da solugio fornecida pelo método de
elementos finitos. Esse tratamento ainda é capaz de oferecer informacBes a cerca da
confiabilidade e do grau de precisdo dos dados computadoes pelo método, de forma que a partir

dai seja possivel a tomada de decisdes no dmbito de ciéncias como a engenharia,
1.2 A andlise de placas e cascas pelo método de elementos finitos
Embora cerca de 30 anos de experiéneia mostrem que o método dos desiocamenios é a

base mais eficiente para a obtencdo do elemento finito de carater comercial e que é. por isso

mesmo, aplicado na maioria dos programas em uso, o campo da analise de placas e cascas
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através dessa metodologia ainda esta em evolugio. Uma razio para isso esta na necessidade de
obtengfio de um elemento que possa ser manejado facilmente e seja aplicavel a qualquer
situagdo, 1.e., placas e cascas finas e placas ¢ cascas moderadamente grossas.

As placas e as cascas sdo componentes estruturais respectivamente planos e curvos que
apresentam sua espessura muito menor que qualquer outra de suas dimensdes. Esses tipos de
componentes encontram grande aplicagfio na indastria moderna, principalmente mecénica,
naval, aeronautica e construcdo civil. A espessura do componente, nesses casos, € medida na
dire¢do perpendicular a sua superficie média e quando comparada as suas outras dimensdes,
determina seu tipo de comportamento. Dessa forma, € possivel, segundo TIMOSHENKO [1],
estabelecer o seguinte critério de classificagdo para placas e cascas quando os deslocamentos

envolvidos sdo da ordem da espessura desses componentes estruturais:

{a) Se a relagio entre a espessura # e uma dimensdo caracteristica @ de sua superficie
média for menor que 1/20 (Ya < 0,05), tem-se o caso de placa e casca finas [2] que se

caracterizam por seguir as hip6teses de KIRCHHOFF [3]. Quais sejam:

(12) Um elemento reto da placa ou casca normal a superficie média do componente
estrutural, apés a deformagdo deste (ltimo, permanece perpendicular a essa superficie ¢
mantem seu comprimento micial. Essa hipdiese ¢ equivalente a desconsiderar as tensdes de
cisalhamento atuantes na diregfo da espessura, bem como, a deformagiio especifica na direco

perpendicular & superficie média.

(22) As tensdes normais a superficie média sdo pequenas em comparaciio com as
outras tensées ¢ podem, portanto, ser desprezadas. Essa hipotese € equivalente a desconsiderar

a energia de deformac@o correspondente a essas tensdes.

{b) Se a relagfo entre a espessura f ¢ uma dimensdo caracteristica @ de sua superficie
media for maior ou igual a 120 (ta 2 0,05), as tensdes de cisalhamento na direcio da
espessura tornam-se importantes, ndo podendo mais ser desprezadas. Nesse caso, se um
elemento reto da placa ou casca ¢ normal a superficie média do componente estrutural, apos a
deformagdo deste ultimo, ele permanece reto, mantém seu comprimento inicial, porém nio é
mais perpendicular a essa superficie. Esta € a hipotese basica de Mindlin-Reissner que

caracteriza placa ou casca moderadamente grossas.
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Em 1970, AHMAD et al. [4] apresentaram uma formulacdo isoparamétrica de um
elemento finito aplicado a placas e cascas baseada na degeneraciio de um elemento solido
tridimensional, através da reduclo de uma de suas dimensBes na diregiio da espessura
(figura 1.1} Nessa formulagiio, considerou-se que as normais 2 superficie média
permanecessem retas apos a deformagdo do componente estrutural sem, contudo, continuarem
normais a ela. Esse fato possibilita que sejam levadas em conta as tensdes de cisalhamento na
diregio da espessura. Desconsiderou-se, no entanto, a energia de deformacfio correspondente
as tensdes normais a superficie média, com o objetivo de se obter um melhor condicionamento
numérico do modelo.

A geometria desse elerento foi descrita pelas coordenadas dos nés i, situados em sua
superficie média, e por vetores nodais ¥, , normais a essa superficie (figura 1.1), que definem
0s pontos que estdio fora dela. Em cada no, foram considerados cinco graus de liberdade,

sendo trés deslocamentos associados ao sistema global de referéncia (translagdes u,,v, e w,) e
duas rotaces associadas ao sistema local de referéncia (rotagdes o, ¢ B, do vetor ¥, em

torno dos vetores ¥, e vV, normais a ele),

Figura 1.1 (a) Elemento sélido tridimensional; (b) elemento de casca obtido a partir da

degeneragiio do elemento sélido tridimensional.

A matriz de rigidez do elemento foi obtida da maneira usual, a partir da integracdo

numeérica da expressio;
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utilizando-se 2 pontos de integragdo na dire¢dio { e, para o caso do elemento quadratico,
{3x3) pontos de mtegragiio na sua superficie média (£ e m), caracterizando assim uma
integragdo numérica consistente, uma vez que este € o nimero de pontos necessario para que
se integre exatamente esta Ultima expressfo [5]. As fungdes de forma utilizadas na obtencéo da
matriz [B(&,n,C )] da equacgdo anterior foram aquelas da familia Serendipity que, no caso do

elemento quadratico, empregam oito nos na superficie média do elemento (figura 1.2).

Os resultados obtidos por esse elemento foram excelentes para situagdes de placas e
cascas moderadamente grossas [6], atendendo portanto & teoria de Mindiin-Reissner.
Entretanto, com a reducfo de sua espessura, os resultados ndo tendiam, como era de se
esperar, aqueles da teoria classica de Kirchhoff para placas e cascas finas. De fato, embora esse
elemento parecesse muito promissor quando foi introduzido, verificou-se que, ao se reduzir
progressivamente sua espessura, sua rigidez aumentava aparentemente sem limite e os
resultados entfo alcangados tornavam-se totalmente ndo confijveis.

A partir de entdo, um grande nimero de autores tem estudado esse elemento e feito suas
propostas para methorar seu comportamento, colocando énfase especial em aplicagdes de
placas e cascas finas. Com a introdugdo da Técnica de Integracdo Reduzida, proposta por
ZIENKIEWICZ [6], conseguiu-se uma melhora consideravel no desempenho do elemento para
essas aplicagdes. Nesse caso, para se obter a matriz de rigidez do elemento (equacio 1.1), em
vez de 3x3, s3o utilizados 2x2 pontos de integracdo na superficie média, justificando desse
modo o nome atribuido a uma tal téenica. Na formulagiio do elemento de Zienkiewicz, assim
como na de Ahmad, foram consideradas as funcdes de forma da familia Serendipity com 8 nés
na superficie média, conforme mostra a figura 1.2. A integracio fotalmenie reduzida mostrou
resultados notavels para as situagles de placas e cascas finas [6], no entanto, como o
fendmeno da melhoria do desempenho do elemento pela veducdo do nimero de ponios de
integragdo nao foi exphicado de maneira satistatéria, foi considerado por muitos autores como
um embuste [7], tendo sido feitas, a partir de entdo, varias tentativas [8, 9, 10, 11, 12] visando

encontrar uma explicagdo plausivel para esse fato sem, contudo, lograr efeito.

(]
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Figura 1.2 Elemento de casca quadrilateral quadratico da familia Serendipity.

1.3 Objetivo

Com o objetivo de se retirar a caracteristica de rigidez excessiva do elemento de Ahmad,
o presente trabalho se propde a obter um nove elemento finito para andlise de placa e casca
que, mesmo considerando infegracdo consistente, rtefine sua solugfo através de uma
formulagdo do tipo hierarquica baseada no conceito da aproximagio p. Pretende-se portanto,
partindo-se de um elemento superparamétrico quadrilateral linear, com integracdo numérica
consistente, refinar sua solugdo pela introdugdo de polindmios completos de segundo, terceiro
e quarto graus. A natureza hierarquica da formulagio a ser proposta apresenta a vantagem de
que as matrizes produzidas nos estagios anteriores aquele da aproximacio pretendida
reocorrem ¢ ndo precisam ser recalculadas, evidenciando assim um ganho de carater
computacional. Essa formulagio possibilita ainda empregar expansdes polinomiais diferentes
ao longo de lados e elementos diferentes. Tal caracteristica, essencial dos elementos
hierarquicos, € explorada no refinamento adaptative no qual novos graus de liberdade
hierarquicos sdo criados somente quando requeridos pela magnitude do erro envolvido na
analise. Finalmente, um outro aspecto positivo € a possibilidade de se reaproveitar, por ocasifo
da resolugdo do sistema de equagles lineares, as matrizes triangulares superior e inferior

obtidas para as analises anteriores aquela da aproximagio desejada.
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Capitulo 2

DEFINICAO DA GEOMETRIA DO ELEMENTO

2.1 Introducio

Considere-se um elemento finito quadrilateral quadratico no qual as se¢des ao longo da
espessura sejam geradas por linhas retas. Na superficie média desse elemento, considerem-se
os nés i de 1 a 8 para o elemento da familia Serendipity e de 1 a 9 para o elemento da familia

Lagrangiana, dispostos de acordo com a representagdio da figura 2.1 .

(3} {b)

Figura 2.1 Elemento quadrilateral quadratico e 0s nods associados a ele; {a) familia Serendipity;

{(b) familia Lagrangiana.



Capitulo 2 Definicio da Greometria do Elemento

Considere-se ainda o sistema local de referéncia associado ao elemento e constituido das
coordenadas curvilineas £ , 1 na sua superficie média e da coordenada linear { na direcdo da
espessura do elemento (figura 2.1). Essas coordenadas devem variar entre —1 e 1 |, de tal forma

que £=+1 e = 11 definam as faces laterais do elemento e { = +1, suas faces externas.

2.2 Determinacfo dos pontos situades sobre a superficie média do elemento

De acordo com a figura 2.2, quando se associa ao elemento um sistema cartesiano de
referéncia (X, Y, Z), denominado global, a posicdo de qualquer ponto O de sua superficie
média sera dada pelo vetor ¥ e a posi¢io de um n6 genérico i, pelo vetor nodal 7 que tem
suas componentes x,, v, e z, descritas segundo os eixos X, Y, e Z respectivamente. Dessa

forma

2.1

o

]
i
N

,W
Tty
e

O vetor 7, que define a posi¢fio de qualquer ponto G da superficie média, pode entdo
ser interpolado a partir dos vetores nodais 7 e das fungdes de forma N (&, m) associadas a

cada um dos nos dessa superficie [13.14];
Fle.m =2 N7 (2.2)
(S

onde #, no caso do elemento da familia Serendipity, assume o valor 8, com as fungdes de

forma sendo dadas por [15]:

N, = —i?(f m@)(ﬁ "—n)(..5_ n— i)
% =10+90nien-)
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e, no caso do elemento da familia Lagrangiana, # assume o valor 9, com as funcdes de forma

sendo dadas por [15]:

1 2
N, zg(é + )(?'1 “"”n)
N, = (e +8n +n)
1,
Ny =718 -gn" +n)
i L |
Ny = mg(ﬁf - -n) 24
]

Os graficos dessas fungdes de forma (elemento quadrilateral quadratico), para cada n6 da

superficie média, so apresentados no apéndice A.

9
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Figura 2.2 Vetor ¥ que define a posi¢io de qualquer ponto O da superficie média do

elemento.

Se x , y e z 540 as componentes do vetor 7 segundo o sistema global de referéneia, a

equagdo (2.2} pode ser escrita como se segue;

xEw x
F(&,m Jy(’“' H)?“ >N E MLy (2.5)
J i=1 |
L Z(8. mJ LT:'J
ou ainda
(@) =2 N x, (2.6)
FES )
yE =Y NEm). ¥, (2.7)
fal
2 =S N (E . g (2.8)
i=}

Essas equacgdes executam o mapeamento da superficie média do elemento, através da

transformagdo de coordenadas do elemento padrio para o elemento real, como mostra a

i
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figura 2.3. Para que esse mapeamento se dé de forma biunivoca € necessario que nenbum
Angulo interno a superficie média do elemento seja superior a 180° e ainda, que os nos situados

entre os vértices da superficie média estejam dentro do ter¢o central da distancia que separa

seus dois nos adjacentes [16,17}.

fa] Elemento Padrio [b] Elemento Real

Figura 2.3 Mapeamento da superficie média do elemento finito da familia Lagrangiana, do

elemento padrfio para o elemento real.

2.3 Determinaciio dos pontos situados fora da superficie média do elemento

Dado um ponto genérico O da superficie média do elemento (figura 2.4), considere-se

nesse ponto a definicio de um vetor 7 normal a ela e obtido a partir do produto vetorial de

dois outros vetores: 7, e 7,, tangentes a essa superficie no mesmo ponto ¢ dados por {18}

Aiem =L 29)

A

g

G
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(e = o) 2.10)
on
Portanto:
F(ET) = F () AR (E) @.11)

T

Figura 2.4 Vetor 7, normal 4 superficic média e vetores 7, e 7, tangentes a ela.

Denominando-se as componentes do vetor 7, segundo os eixos X, Y e Z do sistema
global de referéncia, por 7,;, 7, e r,, respectivamente e da mesma forma, as componentes do

vetor 7, potT fy,, £, € £, pode-se, a partir da equagio {2.2), escrever:

o (i«ﬂ}l x|
1 i1 - T 7 i
ar ; G (W*NT; 5 ~
G =Gy = f“ n J}ii (2.12)
[ 1=} {’?;
i;m{aaﬂ) 2;’)
(7 G| ES
T L = 0N (&, B \
f”z(@,n)mf?ag(im);:Z%ﬁgjyi@ (2.13)
L | i=1 o .
1}23<E.,7T§)j L=

iz
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sendo que as expressGes para as derivadas das funcbes de forma associadas ao elemento

guadrilateral quadratico das familias Serendipity e Lagrangiana sio apresentadas no

apéndice B.
Se 7, j e k formam uma base ortonormal associada ao sistema global de referéncia, o

vetor 7, , de componentes r,,, 7, € 1,,, obtido a partir da equagfo (2.11) sera dado por:

f,rﬂ{("m;}) L i E ;; i
AEW =@ =n G RGN G (219
)] G R )

Resolvendo-se a equaglio anterior e substituindo-se nela as componentes de 7 e 7,

dadas atraveés das equacdes (2.12) e (2.13), obtém-se:

# \‘[ N (i’ .

ragm) = ZZ“ En) o Jé‘*"n i vz, -,z (2.15)

wooon ’\A £, ]\[A ) .

mED=2% ( . “(; W e, - x) 2.16)
SN, CN,

e =S R HED DA ey ) .17)

Tendo-se obtido o vetor 7, pode-se entdo determinar, no ponto O, o versor ¥,

{figura 2.5) normal & superficie média do elemento

~ 7 (E.m)
Ii's i

onde i;F (&, n)!; ¢ a norma euchdiana do vetor 7 , obtida de manerra usual quando se considera

o espago R°:

BE | = JraEm+raEn) +riEn) (2.19)
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Se v,,, v, e v, sdo as componentes do versor ¥, , segundo o sistema global de

referéncia, a equagio (2.18) pode ser rescrita da seguinte forma:

i{ (E_; ﬂ) J,‘Si(é:n)
i v, (€. W) L {&.m) (2.20)

VaEm) U&,m

ou ainda

v () = e (B 221
1 (E.M) R r () (2.21)
v, 1 e 2.22
Enw= H’i(%sﬂ)él AN (1) (2.22)
v, &= [y m(é yy (2.23)

Quando se considera o nd {, de coordenadas &, e n,, o versor ¥,, {figura 2.5) normal 2

superficie média nesse no se torna

v, =V,(&,.M) (2.24)

cujas componenies vy, , V., € V., descritas segundo os eixos X, Y e Z do sistema global de

referéncia respectivamente, podem ser escritas da seguinte forma:

= Va8 (2.25)
Vi =¥ {8.m) (2.26)
iy = V5s(E,.0,) (227

De acordo com a figura 2.5, se ¢, ¢ a espessura do elemento no né i, qualguer ponio P

ao longo dessa espessura serd dado pelo vetor m,, obtido da seguinte maneira

AL =C 57, (228)
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Definicioc da Geometria do Elemento

Figura 2.5 Espessura ¢, no no i, os versores V, e ¥, e os vetores #2, ¢ m que definem,

respectivamente, os pontos P e (Q fora da superficie média do elemento.

Assim, o vetor 7 (figura 2.5), que define qualquer ponto Q fora da superficie média do

elemento, pode entdo ser mterpolado a partir dos vetores M, e das fungdes de forma N, (E,1),
associadas a cada no da superficie média. Portanto:

g%

ko)
. ORI
i=1

(2.29)

ou ainda, levando-se em conta a equacio (2.28):

(2.30)

2 4 Definicio da geometria do elemento

De acordo com a figura 2.6, o vetor R, que define a posigdo de qualguer ponto @ do

elemento, € determinado pela soma de dois outros vetores: o vetor 7, que define a posigio de
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qualquer ponto O sobre a superficie média, ¢ o vetor m, que define a posigio de qualquer

ponto () fora dessa superficie. Assim:

R(E G = FE,my+m(E,n,0) (23D

Levando-se em conta as equagdes (2.2} ¢ (2.30), o vetor R sera dado por:

R(EQ) = ZN (C.n)-7 +C- Z N (&, T’i)"""' vy, (2.32)

X

Figura 2.6 Vetor R que define a posigio de qualquer ponto Q do elemento.

Se x, y e z sdo as componentes do vetor X, segundo o sistema global de referéncia, a

equacdo anterior pode ser rescrita da segumte forma:

Wa,n,cﬂ x] e
REMO = HEn =SNGy +E SN G v (233
lz{é-:wﬁvi}j - i\:z'_} o ‘\?.335)}
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ou ainda

W0 = TN @ x L L NG T, 2349
YEMD =T N Gy, +5 TN, G5 v, 235)
e = 2N Gz 15 XN Gy 236)

Estas equagdes, através das coordenadas X, v e z, descrevem de maneira completa a

geometria do elemento quadrilateral quadratico considerado,
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Capitulo 3

CAMPO DE DESLOCAMENTO PARA O CASO
DO ELEMENTO SUPERPARAMETRICO

3.1 Introdugdo

Neste trabalho, ao se aproximar o comportamento de um meio elastico continuo, através
de sua discretizagdo pelo meétodo de elementos finitos, utiliza-se a formulacdo de
deslocamento, na qual os parametros basicos desconhecidos sdo os deslocamentos dos pontos
nodais. Levando-se em conta esse aspecto da formulag@io, escolhe-se um conjunto de
polindmiios (fungdes de forma) para mterpolar o campo de deslocamento dentro de cada
elemento finito, em termos dos deslocamentos de seus pontos nodais. Se as fungdes de forma
que interpolam o campo de deslocamento sBe de grau inferior aquelas que interpolam a
geometria, o elemento ¢ denominado superparamétrico, se de mesmo grau, elemento
isoparamétrico ¢ se finalmente, as fungdes de forma que interpolam o campo de deslocamento
sdo de grau superior aquelas que interpolam a geometria, tem-se ¢ caso do elemento

subparamétrico.
3.2 Definicdo dos sistemas de referéncia locais associades ao ponto O e ao né

Considere-se, a principio, um elemento finite quadrilateral linear como mostra a

figura 3.1 ¢ associados a ele os nds 7 de 1 a 4, dispostos de acordo com a representacio da

18
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mesma figura. Associe-se ainda ao elemento, um sistema local de referéncia constituido das

coordenadas &, v na sua superficie média e da coordenada £ na direc3o de sua espessura.

Figura 3.1 Sistema local de referéncia (1.0} associado ao elemento quadrilateral linear.

Num ponte genérico O da superficie média desse elemento, considere-se a definicio de

um sistema cartesiano local de referéncia, constituido dos eixos x',y' e z’, cuja base ¢
representada pelos versores V,, V, ¢ ¥, respectivamente (figura 3.2).

O versor V., normal & superficie média do elemento, ja foi definido anteriormente
através da equacdo (2.18). Os versores v, € V,, tangentes a essa superficie, sfo obtidos

através das seguintes equacdes:

- FE.m)
R () eyt (3.1)
* 7,2,
e
ij;z(f:j?]): ;}'1(&,77’3) . {;]{ia n) {32)

Na equacho (3.1}, o termo 7{§, 1) ja for obtido previamente através da equagdo (2.12) e
o termo Hf’} (i,n}!i € a norma euchdiana do vetor 7, caleulada de maneira analoga a

equacho (2.19)

1o
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B )] = i m) + PR E ) A (E ) (3.3)

v

> X

Figura 3.2 Sistema local de referéncia {x’, ¥’, ') associado ao ponto O.

Portanto, se v, .v,, € v, sdo as componentes do versor ¥, segundo o sistema global

de referéncia, pode-se rescrever a equago (3.1) da seguinte forma:

J v (E)] _i )
e = vy (é,m%: el jaz{mn)@ (3.4)
e N R
ou ainda
1 .
g, = 7 (£ 3.5
i F G 7 (8.1 (3.5)
, I B .
v, (1) Eﬂiﬂﬂ A (1) {3.6)
v, = (&, 37
&)= !{in)f{i’,?})‘ (3.7)

20
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Para a determinacio do versor ¥,, de componentes v,,, v,, € ¥,;, segundo o sistema
global de referéncia, basta executar o produto vetorial entre v, e ¥, especificado na

equacdo {3.2)

(3.8)

{52 (E,m)= T‘"gz (i:ﬁ) = 1”31(%3 w ng(iﬁ) "”33{%:3’3

e ] 7 j kol
)
vaEm) | e vuE) vuEn)

1

Resolvendo-se o determinante indicado na equagdo anterior, tem-se:

) ; Ly, (E,m) v () -v,, (&) v, (&) l
) JL S RED uEm E | (3.9)
o

v (8. (6 —w(Emy wyEn

ou ainda

v (&) = (B, v ) — v v (€ (3.10)
vy, (€. = v & &) — v, (&) wiEn) {(3.11)
‘)zs(aaﬂ) = ‘%;(5;:?‘3} ‘éz({;:n) WVQ{E.::TE) vz;(i:ﬂ) (312)

As equagBes (3.5), (3.6), (3.7}, (3.10), (3.11), {3.12}, (2.21), (2.22) ¢ (2.23) fornecem as
componentes dos versores ¥,, ¥, e ¥, definindo assim o sisterna cartesiano local de referéncia
(x'.y’", z’) associado ao ponto O.

Quando se considera o 0o §, de coordenadas £, ¢ v, a base do sistema local de referéncia

(x', v',z") a ele associada {figura 3.3). ¢ deflinida pelos seguintes versores:

v, =V (&.n) (3.13)
vy, =V,(§,.m,) (3.14)
vy, = v(€,,m,) (2.24)

tendo, o versor ¥, , sido definido no capitulo precedente pela equagio (2.24).

21
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Da mesma forma, as componentes dos versores v, ¥,, e V,,, segundo o sistema global

de referéncia, serdo dadas por:

Vi, = 3”11(%:%}
Vi = Vi (€,.1)
Vo = (M)
vy, = vy (§,.1)
Vo =V (E,.1,)
Vo = v (§,,1)
Yoy = i’,Sl(éf’nf)
Vi, = vy, (§,.1,)

Viy — "’33(&5; ﬁg)

Figura 3.3 Sistema local de referéncia {x',y’, z7) associado a0 no i

(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
(2.25)
(2.26)
(2.27)

As equagdes (3.15), (3.16), (3.17), (3.18), (3.19), (3.20), (2.25), (2.26) e (2.27)

fornecem as componentes dos versores v, |, v,

il

sistema cartesiano local de referéneia {x7, ', z7) associado ao nd i,

e V., definindo dessa maneira a base do
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3.3 Determinacio do campo de deslocamento para o caso elemento

superparamétrico

Se, em funcio da solicitagdo aplicada, o elemento finito considerado ¢ deformado, o no
genérico { de sua superficie média apresentard um deslocamento 6, (figura 3.4} cujas

componentes nas diregdes X, Y e Z do sistema global de referéncia so respectivamente:

U,V e W,

Figura 3.4 Deslocamento 8, apresentade pelo nd genérico i da superficie média do elemento.

Die acordo com o modelo cinematico de Mindiin-Reissner, que possibilita considerar as
tensdes de cisalhamento ao longo da espessura, se um elemento reto da placa ou casca ¢
normal a sua superficie média, apos a deformagio do componente estrutural, ele permanece
reto, mantém seu comprimento inicial (g = 0), porém ndc ¢ mais normal a essa superficie.
Assim, o estado de deformagdo especifica do elemento, com relaclio ao sistema local de

referéncia (x',)7,z"), devera conter as seguintes Componentes: €,.,8,.,7 .o, % oo € 7.0 -

23
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Em fungdo do exposto, quando se considera o vetor m, , normal a superficie média e que

define o ponto P fora dessa superficie (figura 2.5), apds a deformacio do componente
estrutural, ele deverd continuar reto, nfc mais perpendicular & superficie média, mas

conservara seu comprimento inicial, Portanto, no caso mais geral de solicitagio, o vetor m,
devera apresentar duas rotacBes (figura 3.5) o, e B, em torno dos eixos ' e X',

respectivamente.

Figura 3.5 Deslocamento A, apresentado pelo ponto P.
O ponto P assume entdo 2 posicio P', apresentando um deslocamento A . que, de acordo
com a figura 2.5 e admitindo-se a hipdtese de deformacles e deslocamentos pequenos

(sen{@;f} ~q & sen(B = Bt}, sera dado por:

Zi :8 ‘“}??C{Z “:;Ei At‘”:ﬁ( .ﬁlz {32}>
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onde ¥, e ¥, s@io os versores tangentes a superficie média do elemento no né i, dados

respectivamente pelas equacdes (3.13) e (3.14) e m, ¢ a norma euclidiana do vetor m, que, de

acordo com a equacio (2.28), é dada por:

[i
f??l“—ig"z“ (

tad
[
(O]
vt

Substituindo-se esse valor na equacdo (3.21), tem-se:

Essa expressio possibilita determinar o deslocamento apresentado por qualquer ponto P,

ao longo da espessura 7., no no i. Pode-se agora interpolar o deslocamento de qualquer ponto
Q) do elemento (figura 2.5), a partir dos deslocamentos ZE,E ¢ das fungdes de forma N/{(E )

associadas a cada né de sua superficie média [15]:
A ML =2 NIE- A (L) (3.24)

onde » {numero de nos da superficie média), tanto para o elemento da familia Serendipity

quanto para o da familia Lagrangiana, ¢ igual a 4 ¢ as fungdes de forma N/(§,n) sdo dadas

por {15}

I
N )= g(f =5 {1-m)

Laed
o
Lh
-

1

NiE, = g(i%ﬁ}(i*“ﬂ} 3.
1

NIE = g(”é)(“ﬂ)

o
N = g(iwé}-{iﬂs}
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Os respectivos graficos dessas fungdes de forma {elemento quadrilateral linear) aparecem

no apéndice A.

A equacgho (3.24) pode agora ser rescrita COMO a Seguir:

A = ZN’(é m-A,) (3.26)

Substituindo-se ,i. pelo seu valor dado a partir da equacdo (3.23), tem-se:

i=1

! A
AE MG = ZN(& m-8, +¢- ZN'(& - 2 Vi d r’é-Z/‘ﬂ-’(i,m-jvzf-Bf (3.27)

Se u.v e w sdo, respectivamente, as componentes do deslocamento A nas diregdes X,

Y e Z do sistema global de referéncia, a equagio anterior pode ser rescrita da seguinte forma:

fﬂ{i: n:(‘i) \l E’ 4 f ih \E
i N . .
VEND) = T NE Y +@-2N:<a,n>g ma

wE Ny, W, s
3

U,

(3.28)

3? 215

L
- B ars i ]
“%ZN;(&:T{)Q’ é‘)ZZz T Bs
i=1 E
L

¥V,

23f

ou aindga

4

u(En.) = Zwmw Zf‘v(m?)»;.'1’;;;0@*i-Zf\fl-’(i,n)-%m-ﬁj (3.29)
"y .
4 3 4 , ot _
e n0) = Y NGy, +5 3 NIEM % v, 0, T zw; gy, B (330)
il i1

; SE e { 2 ot
wE Gy =2 N/(Emw, + L 3 N/ SN Vi o *Q‘Z*’V:(Gaﬁ)'f'bzsr B, (331
HE 1:51
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A expansiio polinomial obtida a partir das funcdes de forma lineares de ambas as familias

¢ mostrada a seguir {figura 3.6):

H - constante

£ n .- 1.° grau
&n

Figura 3.6 Termos da expanso polinomial obtida a partir das funcdes de forma lineares das

familias Serendipity e Lagrangiana.

Verifica-se que essa expansio polinomial satisfaz os critérios de convergéneia exigidos
pela metodologia dos elementos finitos, isto €, além de ter garantida a continuidade C°, ela
apresenta um termo constante e contém um polindmio completo de primeiro grau {151

Observa-se ainda que o campo de deslocamento do elemento, tendo sido interpelado
linearmente {equacdes 3.23), e sua geometria, interpolada quadraticamente (equagdes 2.3 e
2.4), caracterizam o caso de um elemento finito superparamétrico.

As equages (3.29), (3.30) e (3.31) podem ainda ser escritas na forma que se apresenta a

seguir:

u(€,m.0) 1 )

1Emo) = > MEnO]Ha ] (3.32)

wEnHl

onde if\é”z’(i’;,r;,?;)] & uma matriz {3x5), constituida das fun¢des de forma N/(£,n) e dos

parimetros referentes ao nd 7 (espessura /, e componentes dos versores V,, e ¥, ).

(N 0 0 CNEML
EN,'{@, Tbi—;)‘j ﬂ O NXE. w) 0 C-N'E -4
0 0 NEwW LNiEwE

=]
oA

e S NE -
Vo, & NG M)
Vi G NAE )

I
[ N O
ke

[&]

e {a} ¢ uma matriz coluna (5= 1), constituida dos deslocamentos e rotacdes relativos ao nd i:
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a =<, (334
{a.}

Dessa maneira, a equacio {3.32) pode ser apresentada na seguinte forma matricial:

{in }

[ u(&n,@l .
PEnO =IMERDD L INVERDT o (VERD] e} (339
wENG))

fa,)

Verifica-se, portanto, que a cada n6 i da superficie média do elemento estdo associados
cinco graus de liberdade: trés translacdes globais #,, v, e w, e duas rotacdes locais o, e §,.

De uma maneira compacta, a equago anterior pode ainda ser dada por:
{u} = [N ’] . {a} (3.36)

onde {u} € uma matriz coluna {3x1), constituida dos deslocamentos (&, n,{)v(E, . )e
wi{&.n.0), {N’} € uma matriz (3x20), tanto para o elemento da famiha Serendipity quanto
para o elemento da familia Lagrangiana, constituida das fungdes de forma N(E,n) e {al €

uma matrnz coluna {20x1), para ambas as familias de funcdes, constituida dos deslocamentos

nodais. Finalmente, a matriz EN ’] . que relaciona o campo de deslocamento aos deslocamentos

nodais, € dada entdo por:

[NEND]=[INERD] ... INEND] - [NEND]] (3.37)
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Capitulo 4

ESTADO DE DEFORMACAO ESPECIFICA NO
CASO DO ELEMENTO SUPERPARAMETRICO

4.1 Introducio

No caso mais geral de solicitagio, um ponto genérice Q do elemento (figura 2.6) tem,
com relagdo ao sistema global de referéncia (X, Y, Z), o seguinte estado de deformagio

especifica [19]:

g - JMX1D) @1
ov{x. v,z
g, = e B (42)
LS 4.3)
oz
> sy T Ty ;o
}"xj. - 03{('}";}:“}%6"{}?.}7‘) (44}

oy ox

cv{x Y.z} gw{x,y,z}
oz oy

(4.53)

- cu(x,v,z) c,w(f)y,z) (4.6)
oz Cx
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onde (x,v,z), v{(x,y,2) e w(x.y,z) sdo os deslocamentos apresentados pelo ponto Q, com
relagdo a0 mesmo sistema de referéncia. Por outro lado, como mostram as equagdes de (3.29)
a (3.31), os deslocamentos #, v ¢ w sdo fungbes das coordenadas £, n e (, assim como as
coordenadas x. y e z do ponto QO também o s@o {equagdes 2.34 a 2.36) Portanto, as
derivadas dos deslocamentos em relaciio as coordenadas globais X, v e z podem ser obtidas a
partir de suas derivadas em relagdo as coordenadas £, m e {, atraves da seguinte equagdo

matnicial {20}

Su v Ow | ou By ow |
GE e Bx ox ox
cu  ov ow (] cu  Ov  Ow 47
on on o & ey & @7
cu  ov ow cu v ow
2 G GG & 0z Oz oz
na qual [J] é a mairiz Jacobiano da transformacdo dada por [20]:
ox dy éz |
% G
- -~ =
dx Oy oz _
[1]=| % L 45)
on on oy
ox Oy oz

Como X, v e z sdo as componentes do vetor R (figura 2.6) segundo o sistema global
de referéncia e uma vez que esse vetor € dado pela equagdo (2.31), pode-se rescrever a matriz

[.7] da seguinte forma:

R TaF+my| [oF om
& e 3o
CR|_| oG +my|_| oF  om
Va7 " T (49
OR| |8 <y | | oF o
a | | & | & &L
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Com o propoésito de se poupar esforgo computacional futuro, em particular na obtencio

da matriz de rigidez do elemento, admite-se neste ponto que os vetores &F/0& e &F/0n,
tangentes 2 superficie média do elemento, aproximem de maneira adequada os vetores E‘R/ g
e 6}3/8*11, tangentes a superficie de referéncia £ = cfe [6]. Levando-se em conta ainda o fato

de que

T 5 (4.10)

a expressdo da matriz {./] torna-se:

[/]=173 (4.11)

ou ainda

i

v

—
(.Y
L]

(4.12)

i

-

e
bl
[T

onde 7, e 5, sdo 08 vetores tangentes & superficie media do elemento, obtidos através das
equagdes (2.9) e (2.10), ¢ V. € um vetor normal a essa superficie, obtido a partir da derivacio

com relagdo a £ da equagdo (2.30). Assim;
T e “ . i .
PG =2 N &7, (4.13)
=i

Se V., ¥, e}, sio as componentes do vetor V., segundo o sistema global de

referéncia, € possivel escrever:

. b {
F/Si(é> n L " ; REY }=
Vg = ‘[Vsz E.mpr=2NGE, ﬂ)j‘ : i Vi, | (4.14)
o o
g/ 23 {f‘;ﬂ Ti} é\};SSJJ
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Portanto:
. ) ii- . {i. -
Vo€ =2 N, ()5 vy, (4.15)
i=]
_ # {i
Vot = 2N (&5 vy, (4.16)
i=1
" . . l.i )
V&) = 2N (EW 5 vy, (4.17)

=l

Tendo sido determinada a mairiz Jacobiano da transformagdo {.J], pode-se agora obter

as derivadas dos deslocamentos u#, v e w a partir da seguinte equacio matricial:

Cu v ow | cu  ov ow
ox Ox Ox ' S
A A - o >
on  cv ow L | Ou  ov Ow _ g
= S, = - {-}I ] oA - o (4 i )
cy &y oy on on  on
O v ow . Ov Ow
dr o0z &z s G (G &

Nessa equagio, {.f]_] ¢ a inversa da matriz Jacobianoe que pode ainda ser escrita como

sendo [6,201:

]

i*”}l:&'[ﬁf\?ﬁ NN (4.19)

onde /! é o determinante da matriz Jacobiano, obtido como se segue:
[l =7 (7, AT (4.20)
Resolvendo-se essa Gltima equacio, tem-se:

(E D = 7 (B T (B W (6,0 — i (B3, (6, 1)
— <é~ %) ' {rzg (i»"f’i)% {E_, ﬂ} ¥y {Ez\ n:};’;! (é: ﬂ)] (4'21)
+ 1 {8, ) T (&L (€, ) — 1y (B V5, (E )]
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sendo as componentes dos vetores 7, e F, dadas através das equagdes (2.12) e (2.13} e as do

vetor Pi , pelas equacdes (4.15)a (417},

472 Estado de deformacido especifica com relaciio ac sistema local de

referéncia

De acordo com o item 3.3, o estado de deformacg8o especifica no ponto Q, segundo o

sistema local de referéncia {x', v',z"} associado ao ponto O (figura 4.1}, serd dado por:

£ = (4.22)
T ox’ '
ov'
g, = {4.23)
¥ iyl
Cy
o' ov’
a—— + {4.24)
gy ax!
o' ow'
P}lx’.;:’ = 5”! 5X; (425)
i -
ov' ow’ )
’}/}:’: - a», + 8},’5 (426)
§ )
2

X

Figura 4.1 Sistema local de referéncia {x', ', 2"} assoctado ao ponto O,

33
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sendo ', v’ e w' os deslocamentos apresentados pelo ponto Q, segundo o sistema local de
referéncia.

Nota-se que para a determinacio desse estado de deformacgfio especifica ¢ necessario
obter-se as derivadas dos deslocamentos locais #', v/ e w' com relagio as coordenadas locais
x',v" e z'. Essas derivadas podem ser obtidas a partir das derivadas dos deslocamentos

globais #. v e w com relagBo as coordenadas globais x, y e z, através da seguinte operagio

de transformagéio [21]:

1

o’ v ow’ cu ovo ow
ax' ox' ox’ ox ox Ox
ouw'  ov'oow' | T ou ov  ow
e D g @27
ay’ oy’ dy cy ¢y ¢
cu ov' ow’ Ju Ov  Ow
oz’ ¢z’ oz’ oz Oz Oz

onde [A] ¢ uma matriz quadrada constituida dos cosenos diretores do sistema local de

referéncia em relagéio ao sistema global:
[6]=[7 v %] {4.28)

sendo que os versores v,, ¥, e ¥, s@o dados respectivamente pelas equagdes (3.1}, (3.2) e

(2.18).

Substituindo-se na equacio (4.27) a equacio (4.18), tem-se:

ou’ v ow’ Cu  Ov Ow

ox' Ox' &x’ ot ot OB

cu'  ov ow' 7 -1 1 0u v ow .
O R R R i) (429
ay’ oy’ oy on én  on

o’ ov' ow' S ov Ow
0z o0z oz 5 SS SR

De acordo com as equagdes {4.28) e (4.19), € possivel escrever o seguinte:
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O T =5 e 7o ] 30

ou ainda

TG AT BT AT B A)
o] )" = | B B AT BT nR) -GinR) (431)
‘ i (5, AV Vo (s nrn) ¥ aR)

Uma vez que (7, AF; ) e {V; A7, ) sBo vetores tangentes a superficie média do elemento ¢

(7, AT, ) é um vetor normal a ela, segue-se a seguinte simplificaco:

vy ”\;};} =¥ (ﬁ:‘s AEY=V (B AR =V, (7 AR Y= 0 {4.32)
Portanto:
g_Au Azz 0 _:
{e]j [1}4 = ljﬂ Ay Ay 0 (4.33)
Lo 0 A4
onde
A6 =V (Em)- (6, AV, (1) (4.34)
A, Em =5, FEDAVED) (4.35)
A G =T, E - (L EMAFE W) (4.36)
A By = T,(5,m) - (F, (5, ) AR(E,m) (4.37)
AL,y =V (FEMARLE M) = V(&) A (4.38)

Efetuando-se os produtos especificados nas cinco Glimas equages, obtém-se:

Tl
Lh



Capitulo 4 Estado de Deformacio Especifica do Elemento Superparamétrico

AnE )= v (En) () VB m) - rsEm) Vo (Em)) -
v (8.1 (7 (B ) Vs (B ) = 1 (B ) V5 () -+
vi{.m): (rz’f (VI () B oS8 (7 R T ﬂ})

Ay (%a ﬂ) = Vo (E::, Y'{) ' (r-z-z (‘t:.: n) ' ng(i: ‘ﬂ) — Iy ("}:z: T!} ¥y (E;n ?”g)
Vo (i: ﬁ) ) (?’21 (i: Ti) : yzz(ia TE) =¥ (& ﬂ} : Vsa ({‘”
Vas (i« Ti} ‘ (’”21 (‘:» ﬂ) Vs (Ew ﬂ) Ty (Ct:w Tl) Vi (ia ﬂ))

3 (t:: 11) : Vaz (‘i: ﬂ) - ?’12(‘23 n) : Vgs(‘i» ﬂ)) -
Vu(i;ﬂ) ’ (f’as(ﬁaﬁ) 'Vsi(é; n) - 'f‘u(i,n) ’ ng(i;n)) +
’ ' *’%z(i,n)'Vsl(i» ﬂ)“?’n(im)'??z(im))

e
o~
e
=
Rauy
i
o=
e,
et
o
Loy
i,
o~
.

-
—
1A
=3
N
i

( ﬁ]) : Vm(a:ﬂ) ”ru(fw n)'l']sa(ésn}) -
Vi (& ﬂ) ' {f”u (i= ﬂ) ' 1'"?31(‘2? ﬁ) - f”ﬁ(i,ﬂ) ’ VH(E,, ﬂ))

Ay (‘ia Yf) = 1"3—,1(5::9 Ti) e (&» ﬁ) TV, {{%y TE) R (iv YE) + "’33(&7 ﬂ) kY (éo n)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

sendo as componentes do versor v, dadas pelas equages (3.5) a (3.7), do versor v, pelas

equagdes (3.10) a (3.12), do versor ¥, pelas equacdes {2.21) a (2.23) e do vetor 7, pelas

equacdes (2.15)a (2.17).

Dessa forma, a parfir das equagdes (4.33) e {4.29) e das componentes dos versores da

matriz [0], pode-se escrever a seguinte equagio:

ou ainda, aproveitando o desacoplamento existente:

36

o Yo V.%;—‘
vo| (444)

ou’ oy ow’ oy Ov ow

or' oxT o ox A, 4, 07]%& & Xl

o voow 1 o L|Qu v ow §

o @y @ | T T |én én om| Ve V2
ou’ oV ow’ L0 0 Al A oy aw Eygs Vas
cz' oz oz &L &



Capitulo 4

Estado de Deformacio Especifica do Elemento Superparamétrico

Cout v ow' Gy v dwlly oy
E - g -~ F -~ 7 F[é 14 e o} ) 5 " .
Coxt ox' & T4y EN R S SR
b -~ 7 - g e ] RN - ! | Vi Va2
i Ou ov oW L7l | A 4 i cu o ovooow
¢ -~ -~ L " Lz 2 ‘ )Zj i - ] o ;
| &y" dy' &y Lom o ong Ve W
1} Y 7
- - 11 21 31
e fvt o oawr 1 P ow | { ’ |
e e “:“ - e b Y 1 v
G ow el e x|
Vs 2 Vi

7
Vi %
ol @as)
LY
{4.46)

Essas duas ultimas equacgdes, escritas nessa forma, possuem a vantagem de eliminar

multiplicacSes por zero reduzindo assim o numero de operagdes computactonais [6].

Efetuando-se os produtos matriciais indicados anteriormente, pode-se determinar as

derivadas necessarias a definiclo do estado de deformacio especifica no ponto @, com relagio

a0 sistema local de referéncia. Dessa maneira:

o’
o ﬁ'[Aaz‘j§z Alivlz
ox [J [
( Cu OV Ow
[ o o ot
L oc ot g
Efu’ 1 {
== A,v, 4A)p
. { “E21h 11 21712
oy M
- ~ -~ -
o ov ow
o oL O
=i ALY A3
. KRR 11 33712
oz’ gj’ ' o
v’ i
P _[ ‘4-1 1V Auvzz
ox J
L du v Ow
i
AEOPE A
EREN:

A Anvn Ay, AHV}S]
- - T
[e17) Y C?W’—I
on o on |l
Apvis Apvy Anve Ay,
. T
o Oy Ow 1
- < ]
o oon o
a7

Tou oy ow

.43315%,} e A A
15 GG S

g ov ow

_— ]
\ - T

on dn on |

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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o
o Fj’"{ Ay Ay Ay Apvn Ay 4221}231'
oy
& - o fon} Jon} o o’ z (4'5 } )
§ /4 ov oW (i1 oV oW
; me A o -
Lo & 0& On On On
ov’ Tou ov ow
=L [4vn Agvs, Apn]i kil (4.52)
'\», aj [ | 5 Ea 250 LD 3 o o o} "
cz' W/ Foh oL &g
ow' g
T DT]'[AHVN Ayve AV Apvs dpve Azzvsaj'
oot 4.53
~ 3 - ) - -, r ( ’ -)}
[ 973 oy (947 CH oY (/‘“14’1
de & & on on on|
ow' g
P g], '[Azavas Ayvyy, Ay Apvy Ayvs, Azz"za]
oy
i o} o} - - r (454)
[ ow Ov 0w du  Ov ow]
&% & én én dn
Retomando-se as equagdes de (4.22) a (4.26), pode-se agora escrever:
- .
€ ‘m}“'[f}-zavn Ay, Agvy Apvy Apvy, Azz‘*’xs}'
- o (455)
‘ou ov ow Cu Ov ow
" A A An A Sy |
L8 & dL on fn Onj
_ 1 .
£, = E’ﬁ'{*ézl"zs vy, Ay Anvy Apvy ‘422"’23]'
J! cu ov ow O Ov 0w |
N A y Ay A 3
| J¢ & 8 om Om m}j
_1 . : .
T m [(Azﬁ”n Ay (Apv, 47,0 (Av+4,v,)
; . i 3 .
(v + Aypvy ) (Aypvy, 4v,,) (Ayv + Ay, i (4.57)
F P o~ - - - - “T
CH [ oW 024 &Y W I
e — i
A 4 aE A 2 Ay |
06 ¢ o om dn on |
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onde

sendo os e

_T%'EAH‘"& Ay Anvy Apvy Ay Au"sz}‘
ou v dw fuw v Ow !
% 6;- - - ,\ A +;—L‘{A%svn A'ﬂvl? Aa:vn}' (4-58)
o0& & o0& om dn oOn v e
ou v ow
Er:
"E"’}}—"iAzavﬂ Ayvy,  Ayvy, Ayvy, Ay vy Azzvr}
| eu v dw fu v ow
= = &% o o = "3“;“1“7'{“433"'21 Asivy 14;33”23] (4.59)
105 ¢€ & on oOn oOn v
ou v o -VT
X X o
equagdes podem ainda ser dadas na seguinte forma matricial:
q P g
£ .
£ . ~
. *fw.[d(; )] Qu v ow w v dw du v f:‘iT (4.60)
o s ElE o o o o ¢ x o) @
nyx,: H i
Y)":’
d” dlz d1: d§4 dlS dlﬁ 0 G O
dy, d,, d. d, d, d, O 0 0
[d(iﬂ}}}: dy dy dy dy dy dyy O 0 0 (4.61)
d4 1 d«z dé-} d—ﬂ—i— d-‘if. d—?ﬁ dé'? d48 {2{39
7"{5! dSZ dﬁf% d54 dﬁﬁ d56 df—? dﬁﬁ dﬁﬂ

ementos da matriz (£ )] apresentados a seguir:
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dy, (&)= 4, (En) vy (&)
dy,(&m) = 4,,(En) v, (Em)
di, (&) = 4, (&) v, (&)
dy, (& n}=4,(En) v, (&)
dis(&m) = 4,(Em) v (&)
dis (&) = 4, (&m) vi(&m)
dy, (&) = 4, (&) v, (&)
d, (&)= 4,(En) v,(&n)
dy(&.m) = A, (&.m) vis(E.m)
dy(Em) = 4, (&) v, (Em)
dy(Em) = 4,,(E ) vy (&)
d&m) = A4, (Enry(En)
dy e = 4,(Een) v En)+ 4,(E ) v, (En)
dyp (&) = 4, (Enhv,(Em)+ 4, En)vyulEm)
d(En) = 4, Enpv (En)+ 4, (En)vs(En)
d (&) = 4, (& v, (&) + 4, (Eniv,,(Em)
ds (&) = 4, Enpv,(End+ 4, En)v,(En)
d (&) = 4, (& v (e )+ 4, (Eniv,,(En)
dy(&m) = 4, (En)vy,(En)
d,{€.n) = 4, (€. njvy, (&)
daen) =4, G En)
du(Enh=4, ( ‘@n)vn(é» n)
d(&n) = 4, (En)v,{En)
df&n) =4, Enhv,(En)
do(&m) = 4, (Enlv, (&)
dslEm) =4, (Env,(En)
dp{&m) = 4, (& v (e m)

40

(4.62)
(4.63)
(4.64)
{4.65)
(4.66)
(4.67)
(4.68)
(4.69)
(4.70)
(4.71)
(4.72)
(4.73)
(4.74)
(4.75)
(4.76)
(4.77)
(4.78)
(4.79)
(4.80)
(4.81)
(4.82)
(4.83)
(4.84)
(4.85)
(4.86)
(4.87)

(4.88)
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dy (&) = 4, Gy (En) (4.89)
dy(&m) = 4y, (En)v,,(En) (4.90)
dyy (&) = 4, (Em)v,{Em) (4.91)
dy (&) = 4y, (€ vy (&) (4.92)
dy (&)= 4y, (5 v, (& 1) (4.93)
dyi(&m) = 4, (Enpv(Em) 494

(&) = 4, (En) v,y (&) (4.95)
dy(En) = 4, (E)v,(Em) (4.96)
dy (&) = A4, (E v, (Em) (4.97)

Para a determinacéo do estado de deformago especifica no ponto Q, segundo o sistema
local de referéncia, basta obter as derivadas dos deslocamentos globais #, v e w com relag8o
as coordenadas £, 1 e {. Fazendo-se uso das equacdes de (3.29) a (3.31}, pode-se entdo

CECIEVeEr.

(g, 0 Z IN/(E, n) ‘. i ON/(En) 1

v,
i E_, - (,3‘& 2 1% H
4 98
n 5!\’”(@ wa i @o®
-G Z Vo B
53’, ;’: 9;' * 5.&}" :T : ?!7\/)-." H {
End) 5 NG ;>1,i_+§_zgm,%§%mﬁmj%.az
Pt =~ % e (4.99)
: W(«i s N
(e Z TV 'Bf
cwit n( oN; 1 ONNE, ¢
——i‘gn &) Z ) W, ; z ‘ E“a r@) f Vigs "
aE el o6 (4.100)
S ANIE W L '
5> ,_\: 7 Vs B
i=i . -
cu(E,n,0) Z ONJ(E, nB Q.iﬁjy:{é?ﬂ).f_f,-y o
5?} 1- {,-ﬂ =1 (‘\FQ 2w
. (4.101)
= CNEw
= Z - Vo B
1 o
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ov(& n.&) &N ’(& ﬁ) = ON/ (& n f
Y, O,
R
4 N
’{c‘i n
Z VB
o o -
FW(&, Ti: 4 ﬁN'( t aN: ibn) l"
_.|_ . [R— LU § A
D SL ey 2w
he 8N;’ i»ﬂ) I:
Ly NEN L,
i=1 C'T] =
eu(&’njg) 2 . II ! T l:
mm"_"é;"m = Z}V:(é:"ﬂ)wﬁm ‘;112 ‘0(.1 - ZA"(F;’T‘)WQW ‘}215 ‘SE
A i=1 i1

ow(E.,n,0)
7 d

As equagdes anteriores podem ser expressas na seguinte forma matricial:

Z (M) >

=1

3 mzfmn VB,

t\Jl

3

TFE i’ = rree 2‘;
= z ‘hi{é:n)'*j'vm o 2 ,-‘F\;i{&_vzn)'“f"’Jz.%i 'ﬁz

4

2End 3 [6,En0) i

42

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)
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sendo que [Gi (iyn,i}} ¢ uma matriz (9x5) dada por:

0 & 0
0 0 L
2o o -
[GEND]=| 0 2L o Lok (4.108)
0 0 Vi L v
0 0 0 TV Ny,
0 0 0 Vi *N;'%'Vni
N 0 0 0 Vi ~ N/ 3 Vay |
Substituindo-se a equacio (4.107) na equacgio (4.60), tem-se:
€, o
€. ¥
¥ 4 1 ) 3 H
et = 2 e [EHG E O], (4.109)
L TV .
? vz Bi
ou ainda
, £y i,
£ v,
g 4 ) 2
Ve b= Y [BEND] AW, (4.110)
?x's' = 0’*;
7 ¥z’ Bi
onde [ B,(£,1,()] ¢ uma matriz (5x5) dada por:
B]Ii B]Z? Ble’ QL}.-BHI g%Bﬁf
B_ I BEZE 32 3i ; % 8241' i %325?
[BE&nO]= B, B. B.  CiBy 4By, (4.111)
B—Ht 8421' ngl C— % Bs’%ﬁ%ﬁ + %ﬂ (i%‘i C ‘?A: 8451' + % (2453'
gBﬂz B“; Bﬂ' {:%Bw +%{"54: ‘;%Bﬁ +{?C<‘i i
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Os elementos da matriz gBI {E. n,{;)] sdo apresentados a seguir:

A{! ’}A’}'f
1115!1:, ( ,\1+dm(qz\§
g \ {}i on
N AN
By =, 2 g, 2N
l\ (&N o
1 &N’ AN
B;Iz(ﬁ- YE) “ﬁi 1152“L+d34 (« IJ

‘ AN G on
] aN/ AN
B4lz(€> n) T d41—q_+d44':"‘§
ﬂ & on s

N’ oN!
B, = L+, ——’)
1;(& Ti} IJ[l 3\3:‘; g, i,m)
ONT aN;
B}Z:(ﬁ’n) Ejl[ “mé“_“éim_i_dlﬁ “"E;"‘n"j
, 1 OGN SN
22 » —§ 2 ! Kd')q : E
Y Ya) = Yy
) = L, B N
/AN S

v AN Ny

B a b, = : d :
4 1(4 3}} i!j—}k 42 8& + 43 E‘Tl]

. 1 &N’ N’

8-,7; (ﬁw TE) = T‘?Ldsz ,,_uz dﬁﬁ _:_I—
B I cn

1{ &Nt AN
Bylen)=—|d; - +d :
w&n iflL e TN o)
1, Ny N
B (e =—|d, —+d, 21|
(&) /] ]\ e * o)
fj‘w: (L* n) - /( 33 Ef; 36 (Qf\)\f:\\g
’ \ g an

i f ﬁN’ ony

Bﬂ £.m :—— g, —i

44

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4125}
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oN' | AN!
ﬁg (E_a 3}) ]Jli 4 ’};: +(j56 "é‘:"q""j

RTE

T roN/ N
BH:’(E‘:»T})W _[E‘é“(dn 1 T Vi +d1svasz)+%%§”(dz4 i T, T

|/
BM.{E_,,":]):%{%{@; Vi )+ ( SV v
B (&)= ﬁ{%(‘iﬁvm vy, gy z) ; n (dzﬂ’m vy,
B (&)= ' Ny e (v vy, )afiii@j@g bd,, -

-

oN/ . ONY
W(é n) ‘JE ﬁé (dil T +dq212 * " ‘“) = (d% 11 ‘}'d-\uvzzz

By, (&m)= m?{%(dﬁvm ~d,v,, +d13»231)+%(d§4vm tdy vy, +dgvy )]
By (2m) = 1; (,zﬂ;’(dﬂvw + v, +dﬁvm)+§' (s + g, + iy, )]
BSE{a,n}:Ag}{[%(dﬂvﬁi cdov,, Td3311231)+%%(d4 o gy, + s

B, (&.m)= 1} wVay i Vay, +oz’43vz3g)+£§;i(d44 oy F v,

W@ﬁy-‘ﬂfi(zyh+@)h+d;.}+ N vy, + vy )]

Coléim) = fﬁ{.w;(dw Vi, + vy, + vy, )]
Co, (Em) = fﬂ{fv (v, + vy + vy )]
Coo{Em) -g‘;gmf (d v, Vs, + gV, )]
Cos (2 n):w{N;(dﬁs o Vo, dgvyy)]

45

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)
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As expressdes das derivadas das fungdes de forma presentes nos elementos da matriz
[ B.(&,m.%)] aparecem no apéndice B.

Fmalizando, a equagdo (4.110) pode ainda ser apresentada no seguinte formato:

Ve r=[IBEND] oo [BENO] ~ [BEnO o}y 4141

Vo fa,)

ou de uma maneira compacta:
e} =[B]{a} (4.142)

onde {&’} é uma matriz coluna {5x1), constituida das deformacdes especificas e distorgdes no
ponto Q, segundo o sistema local de referéncia, [B] é uma matriz (5x20), constituida das
derivadas das fungdes de forma, tanto para o elemento da familia Serendipity quanto para o
elemento da familia Lagrangiana, e {a} é uma matriz coluna (20x1), constituida dos
deslocamentos nodais, tanto para o elemento da familia Serendipity quanto para o elemento da
familia Lagrangiana. A matriz [B], que relaciona o estado de deformacio especifica aos

deslocamentos nodais, € dada por:

[BEnO]=[1BEND] . [BED] - [BEn]] (4.143)
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Capitulo §

FORMULACAOQO DAS CARACTERISTICAS DO
ELEMENTO SUPERPARAMETRICO

5.1 Introducio

De acordo com o sistema local de referéncia (x’,)",z") associado ao ponto O
(figura 4.1), o estado de tensdo num ponto genérico Q do elemento superparamétrico ¢ aquele
representado pela figura 5.1,

Para esse estado de tensdo, admitindo-se validas as hipoteses basicas de
KIRCHHOFF [3], desconsidera-se a tens8o normal na direcio perpendicular a superficie média

do elemento, uma vez que esta ¢ desprezivel comparativamente 3s ouiras tensdes. Assim;
6;’:’ =0 {S j)
Assumindo-se ainda que o material do elemento seja homogéneo, isotropico e de

comportamento elastico e linear [22], o estado de deformacio especifica no ponto Q, segundo

o sistema local de referéncia (x7. )", 2"}, € dado pela Lei de Hooke Generalizada [23]:
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rs
-

X

Figura 5.1 Estado de tensdo no ponto Q segundo o sistema local de referéncia (x',)”,2')

associado ao ponto O.

Sx’ = :{%(Gx’x’ - V'{g}"y*) (52)
S}" = }%: : (6}7’}" — ¥ S‘x’x' ) {53}
2(1+v
r}!x“y’ - ——(—E—’m}“ tx"v’ (54)
21+ v .
!}I X - ——Ewui tx"z' (35)
2(1+wv)
?37’3’ = W;i?——_ T;”z‘ (56)

sendo £ 0 Modulo de Elasticidade Longitudinal e v o Coeficiente de Poisson do material. As

equagdes anteriores podem ainda ser dadas na seguinte forma matricial:

g, 1 v 0 0 0 G,
£ -v 1 0 O 0 G
Yar=l 000 204y 0 0 Top b (5.7)
¥ or 0 0 0 20+v) 0 T,
Y e o 0 0 0 20+v) |5,

ou de uma maneira compacta:

48



Capitale 5 Formulacao das Caracieristicas do Elemento Superparamétrico

fe'r=1¢] o7 (5.8)

onde [¢’] € uma matriz quadrada (5x5), simétrica, constituida das constantes eldsticas do

material ¢ {o'} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das tensdes atuantes no ponto Q,
segundo o sistema local de referéncia (x',3",z). Resolvendo-se a equacfic anterior para as

tensdes, tem-se;

ol =1o1" e} (5.9)
ou ainda

o'l =1D1- e} (5.10)

sendo que [1)'] € a inversa da matriz [¢’] dada por:

TR (5.11)

A%

1
(D=1 =m0 0 &

G

0

Uma vez que a distribuico de tensfio de cisathamento ao longo da espessura do
elemento nfo ¢ uniforme, mas aproximadamente parabolica [24], introduz-se um fator £ de
valor igual a 6/5 nos termos de [ 1] relacionados as tensdes de cisalhamento 1__ ¢ 1., com

Bl
o intuito de se considerar o efeito dessa distribuigiio parabélica de tensdes no calculo da

energia de deformac@o virtual. Portanto:

1 v 0 0 0
vl 0 0
[ L ° {i:w ’ (5.12)
s -~ ™~

T—w" - 47} o
-2l 0 o 2 o

6 0 0 o 4=V

L 2k
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Substituindo-se agora a equacdo (4.142) na equagio (5.10), obtém-se:

a,
]

<
3,
E3

(5.13)

Essa equaclio fornece as tensbes atuantes em um ponto genérico Q@ do elemento em

funcdo dos deslocamentos nodais.

5.2 Formulacfio das caracteristicas do elemento superparamétrico

Considere-se um elemento finito superparamétrico submetido a forgas de superficie § e

a forcas de corpo b cuias componentes com relacdo aos eixos x’,y’ e z'do sistema local de
referéncia sejam respectivamente ¢...4,..¢, € b, b, b.. Se os deslocamentos #',v" e W',
apresentados pelos pontos do elemento em consequéncia do carregamento atuante, sofrerem
respectivamente os incrementos 6u',8v’ ¢ &w’, denominados deslocamenios viriuais, o estado

de deformag@o especifica nesses pontos, de acordo com as equagdes de (4.22) a (4.26),

apresentara os seguintes incrementos:

e, = {i” (5.14)

8¢, = i”' (5.15)

by, =, OOV (517)
oz’ ox’

8’\.':,., _ oy’ . cow’ (5.18)

?

oz ay

Esses incrementos sio denominados deformacdes especificas virtuais. Desse modo, o
trabalho virtual W, executado pelo carregamento externo (forgas de superficie e forcas de

corpo) como consequéncia dos deslocamentos virtuais, sera dado por [19]:
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8w = [ {u) - (g}-dd+ [ u}y iprp-av (5.19)
i v
onde {«Su’} € uma matriz coluna (3x 1), constituida dos deslocamentos virtuais:
j du’ E
{our =1 8v' ¢ (5.20)
(Bw
{q’} ¢ uma matriz coluna (3x 1), constituida das componentes das for¢as de superficie:;
"?x’
la'}=1a, (5.21)
q_*’
e {#'} € uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes das forgas de corpo:
J”bx;
{p'} =18, (5.22)
b,

A energia de deformaclo virtual 83U/ | armazenada no elemento como consequéncia do

estado de tenslo em seus pontos ¢ do estado de deformagdo especifica virtual correspondente,

sera dada por [19]:

sU={ e’} (o'} v (5.23)

onde {58' § € uma matriz coluna (5x1), constituida das deformacdes especificas virtuais:

L)
o
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e {0’} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das tensdes atuantes nos pontos do elemento,

segundo o sistema local de referéncia:

G
G
{o'}=11., (5.25)
T
T

Aplicando-se agora o principio dos trabalhos virtuais [19], é possivel igualar os

incrementos virpais 0 e 8L

SW =§U (5.26)

ou ainda

[ {ou} - tgy-aa [ ouy pyar={{se} ioyar (5.27)

A equaciio (3.36) fornece os deslocamentos {#} dos pontos do elemento, com relacio ao
sistema global de referéncia. Necessita-se entretanto dos deslocamentos {#'}, com relacdo ao

sistema local de referéncia. Para tanto, emprega-se a seguinte transformacio:
'y =[8F - fut =67 -[N']- fa} (5.28)

onde [6] ja foi definida anteriormente através da equagio (4.28). Da mesma forma, pode-se

SECrever
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{gt=16]" -{g} (5.29)
(b} =16" - {p} (5.30)

sendo que {q} e {h} sdo, respectivamente, as forgas de superficie e de corpo aplicadas no

elemento, de acordo com o sistema global de referéncia. Assim:

g, ;

{q} = %; E (5.31)
M‘j
53(:

{} = { b, 1; (5.32)
\sz

Considerando-se as equagdes (5.28) e (4.142), os deslocamentos virtuais {5;{;'} e as

deformagdes especificas virtuais {68"} podem ser dados por [15]:
8w} =101 [N {Ba} (5.33)
8¢’} =B8] {8a] (5.34)

onde {&a} ¢ a matriz coluna, constituida dos deslocamentos virtuais correspondentes aos
deslocamentos nodais.

Substituindo-se agora as equagdes (5.13}, (5.29), (5.30), (533} e {5.34) na equacio
(5.27), tem-se:

[{oa}" IN'T 101187 fg3 -t + [ ()" -[N'T -[0)- [0 B}V =

P
¥

. - {5.35
[ Gay 87 -DVBL b
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Como [6] ¢ uma matriz quadrada ortogonal (os vetores que constituem suas colunas sio

ortonormais), pode-se escrever:

[61-161" =[/] (5.36)

sendo [/] a matriz identidade. Assim, a equacdo (5.35) torna-se:

j {8al’ [N'T - {q}-dA +ji{5a}?' ANT by dl =

(5.37
[ pa}” [BY -D')(B) 0}’ )

. T N . - i
ou ainda, uma vez que {%a} e {a} sdo constantes para as integracdes na area e no volume;

Y g (e )
{8a} (;’; {_N’]?-{q}-dAijv[N’]T»{b’}-cﬁ"jx{éa} U [BY -[D'L-IBl-dV | -fa} (538)

\ v J

Como a equagdo anterior € valida quaisquer que sejam os deslocamentos virtuais {Sa}

ainda € possivel escrever:

ey

JINT Agh-dd+ [ INT (b3 -0 = ( [ 1BY (D} (B1-a |- ta) (5.39)

4 j7s
A L

Nessa equacio,

J? (N g}-dd= {1} (5.40)

¢ uma matriz coluna de ordem (20x1), tanto para o elemento da familia Serendipity guanto

para o elemento da familia Lagrangiana, correspondente as foreas de superficie,

[ INT -y-aV = (/%) (5.41)

uf(
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€ uma matriz coluna de ordem (20x1), tanto para o elemento da familia Serendipity quanto

para o elemento da familia Lagrangiana, correspondente as forcas de corpo e finalmente

[ BT (D1 18]-av =[K°] (5.42)

I
¢ uma maftriz quadrada, simétrica, de ordem (20x20), tanto para o elemento da familia

Serendipity quanto para o elemento da familia Lagrangiana, denominada matriz de rigidez do

elemento. Dessa forma, a equagio (5.39) pode ser rescrita como se segue:
K] {at = {7+ {470 (5.43)
5.3 Determinaciio da matriz de rigidez do elemento superparamétrico

O diferencial de volume da equagio (5.42), a qual possibilita determinar a matriz de

rigidez do elemento, € dade com relacdo ao sistema global de referéncia. Portanto:
dV =dx dy -dz {5.44)

Como os termos de | B] sdo fungdes das coordenadas £, n e &, o diferencial de volume
deve ser dado segundo esse sistema de referéncia. Para efetuar tal transformacfio, utiliza-se ¢
procedimento padrio que envolve o determinante .J (&, n};‘ da matriz Jacobiano, dado através
da equacio (4.21}. Assim [20}):

AV = J (& M) e cin ol (5.45)

e a equagdo (5.42) pode ser rescrita como se segue:

&)= _,E fl i{Bﬂﬁ’} (B]- | /(&) de-dm-di (5.46)
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ou ainda, pela substituicdo da matriz [ B] dada a partir da equacio (4.143):

[BEnol

ISENN) [Benol P mEnor - Beno

[B.En0] |
[B,(&, 0] & mf-de-am-dt

Essa equagdo, uma vez resobvida, levara a matriz de rigidez do elemento

superparamétrico que sera dada por:

Pr———i

.:-?\“‘
:
Do

peanmm—
s
'S

Sl ;

(5.48)

frmm—
s
™
[RN—)
I
Py
>
-
[—
. : .
[rrr—)
N
w
| —
ey
e
'S
[—

5.3.1 Determinacio da submairiz [K ]

i

De acordo com a equagdo (5.47), a submatriz [K J} ¢ dada pela seguinte expressio:

[1={ [ [[Benol 1B eno] ven daa o)

ou ainda, fazendo-se uso das equagBes (4.111j e (5.12)
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Blii EZ‘:? BS 1 B4‘ii Bﬂiz
C | B B, B, B, B.,.
x1-] _1 | ) | | B. By By, B, B,
L% By, C%Bzuu C%B% (o 344;“?“ (44;){(; B<4;+ Ca)
MC%Bm ‘:%-stz Q%Bm (C?Bésf*”"é“(<'4s=)(‘;“§“355z+?{=55z‘)7
1y 0 0 |
v 1 0 ¢ 0
(Eiz). 00 &2 9 o (5.50)
00 o &2 90
00 0 0 4
-an BIEJ"BHJ‘ Q%B;4j- szBm
By, BB, G5 B L% By,
BSL,-‘ 533;533‘]- Q%’*ij Q%B, -E(f(é,ﬂ)l‘di-dﬂ'di
Buy BuyBy, (G4 B, +9C4,) (C;Bﬁr +4C,)
Ba, BuyB,, Q4B +4C,) (C3By, +5Cy)

Resolvendo-se a equaciio anterior, obtém-se;

ky ko ks kg kg
ky ky ke Ry ks
EK;:} =y kg kg kg kg (5.51)
ko kg kg ky Ky
_ksz bsy ke Ky kg

onde

1 H i
. i . .
iy = ﬁ"f § jﬁ ¢ o8y + By ) By, + (VB + B0 By
“tdbeiaeg {1 v7) ‘

M’Es;; ‘B, 1+ __1__ By By, + By By ) (5.52)

2 YT
!-f (&, M) - dednd,
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o = j.!f j} (1— {(Blz‘ +VBy ) Bzz; (vB, +B,,) B T

(1~ vy . i
st 31,_;}“" )
k(14 v)

'(5421 '841;' +Bﬁzi 'Bsij );

J(E,m)|-dednds,

=& jf}jﬂ j. (E* {(Bm VB ) By, + (vBiy + By ) By, +

{1—v) ‘ 1 . , .
TR 'Bsz}}””"m'(iﬁa}sf ‘541_; + B, ’Bﬂ_;')}‘
(&) dEdnd
j]j;j 7(1” (B +VBy ) fizj +(vB, +B,, ) B}a; +
{1—-v) z,
5 T gt 311;‘] E};“("i"__) [Q(BMJ B4zj +Bﬂ4 Bi} )+

(Cag - By, + 0, By M- if(i,”ﬂ)l - dSdndC

L.{ ;E {C“z(; {(BW + VB ) By (VB + By ) By, +
(I-v}

o 35 Bs;‘;] R a— 4}((1 V) {G(B 45 41: '?”Bjsf ’ Bﬂj}“i“

({"455 : 84%; + Cﬁﬁz ’ Bﬂ; )]} . l}(in)é 'd‘idﬂdi

ji]j j’ (} — [(B“‘ * V‘Eﬁf)‘Blli + (VBHJ + Bzy)'Bzzj +
(I-v) _ .

5 By, "BSQJE"J‘_M'(ﬁw 'Bafz; +Bsx¢'Bsz_;)}'

|78, )| dedindg,

‘v] 71{4 j j’ij {} {{311 “%“V}{)!}E) E;"a 'x‘( B 5271) BZ7J+

{(I—-wv} 1
9 ‘Bsza 'Ezz,_;}%‘m‘{ﬁgzi R

(&, )] - dgeindg

+ 8y, - B,
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(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)
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I HJ (1m LBy VB By (VB 4 B) By s
(1-v) i
Y B By b (B, By, + By B )L
2 33 ;»2_;} 2;{(}“}-\)) ( 3 427 534 _.._i}}

(€. )|- dEendt

1
[
ko= [ [ s B VB By 4 OB 4 B B
1—
gm"gy""z?; 32;] QZWM
a+v)

(Cagy - Bayy + Cogs - By i if(i, Ti)' ~ddndl

[C(B - By + By, Bsz;) t+

I_J j S 2(1_ [(Bw +VBy ) By, (VB + By ) By, +

(-v).
2

i‘
By By 1+ ———[&(By, By, + Ba, - B,
s B, 1 Ak(+v) (SBus, By + By By ) +

(C4ﬁf 'B—xzj -+ (7553 ’ Bﬁz; )}} ’ Ej(ian)] : ﬁ’édﬂdi

,{]:L,“ (3_ {(BNZ ’h) B +(V8m %8212)'523‘; +
{1-v) E 1

35 53j}'¥"

2 2k(1+ V)

‘(541;' : 843; + 351; "85.3;)} :

(&) dEend

oo i , ,
=k j‘; .g_sj...z {(3 - vz) ‘ {(813; N VBEZ’ ) B”J’ + (VB‘EZZ' - 3221‘ ) BBJ +

{1—v) i ]
: ‘B, -8B, 1+ (B, -B. +B, B, }}-
2 32§ 335 :g 2;{{? + V} ( $2i 43§ 521 537 }}
W, n)|- dEdnd
33 7 L j:‘ j f (} (312 +\B73£> ‘8 (VBH: +BE'¢;)BZS -+
o ;
{(I-v)

i ] . .
533‘; 3 + m'{§435 '34.;; + 853; Bm)} :

2 T 2k (1+v)

(&, )| - dednd

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

{4.64)
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j jll _}{ 2(}_“ } !:(BH\ +VBZ4:) Bi:&; @(V‘S}é; +‘8241) BZ.)[

{1—-v) ‘
o s 533J] 4A(1 v) [E(B 44;" 437 "*8541"353“;)4" (5.65)

(Cy, - B@a; + s Bs3j IR %f(ﬁ,ﬂ)l -dedndC

b= [ [ g W= VB By, + 0B 4B By

{1-v) ,
» '5355'833_;} W {‘:( 454 343 +~Bﬁ; B‘r )T {5-66)

(Cys, By, +Cy '353,_; M} 'U(i;n)] -dgdnd(

"‘J’_ljl 2(1_ JEBy, + VB, BM; +{vB,, + B} 324; +

~v) t,
m””?:"_'Bsn '334,} 4!{(1 {C( EF 44‘,-' +Bsu ’854‘;-)"" (5.67)

(5, 4«4;+B€1; (:4})]} J{ 3‘1}3'@'@@'&4@

2 =F- :{ j' j 2(1-” [(8121 +\Bv}} BM Jr(VB‘U "Bzzi) BM

(1~} . , _
5 By, - 34J-]+4k(} V) [C(B,; '*844‘; + By, '854;)‘% (5.68)

(B, - Cuyy + By, - Coy Y- E - dEdnds

.{ j .E 2(1 R

{1—-v)
2

2307 Hay T Bzzz)‘stj +

- l -
333;' : 534‘;} W“‘)‘ {C(B@I 344; J“B Bq;}'f" (5-69)

(Byy Cy, + By, ‘Cs4j M '[J(éan)“‘ﬁdnéﬁ
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el ey

1-v)
2

[ [

(I-v) o
‘BB, B, B, By B+
5 354 34J] Bk(E ) {‘e ( 4 ‘,4;)
Q(B»;s +Bw Fﬁ:;; “5“(4& B4_;; +(Tw 'BM;}%
(Cstsz ’ (-*44J' + (*55;' ) —/54; i 1J(§= "ﬂ)g - dSamdG

b= [ [ st

(1-vj
2

-

M

e[ [ et

(E—V)'BW '
5 32

ki = §“Lf gza~

- V) "8331' ’
2

34 L 34_,-‘}“‘“
C(B:m ’ C44; + Bs4f ) (-"54; + (/'445 ) EM; +C s4i

(Cs@ ’ (744; + Csaz;' ) C54j )]} ) [J(ﬁ, ﬂ)% ’ d{;dnd‘;

I
S}s‘f} P {w(ﬁ

({5, +vB, BHJ +{vB,, +BZ4K.}.BM}. +

14

K{ 448

B+
Sk(!w~ v) s4.)

44} +B54i

: BMJ') +

{(Biiz +VB’€;) BM _é_(\’BH +Baﬂ;) BMJ +

(B +vB,, ) By, +(vB,, +£211)’Bz5j +

f .
B 1+ {C( i Bas, + By - By )+

4k(1
(B4Eg 45; ”Jf"B;;I (Y5"s; )]f IJ(ED n)l ‘fdndf
[(Byy, +VBy,) B;;j +(vBy, + Bzz;)'gzﬁ_y +

i
E35_J} P {k"(3421 B:i-w +§<z; 'g‘ii )T

4k(1+v)

(B-%v ) 44 -+ Bw; ' -jﬁﬁ,j }]} E-f{&,v ﬂ)‘ didndi;

By + By ) S:% +{vB, + B, ) Em, +

qu W}M‘S“;"'ngqu +
ak(1+ as; T By - Bes))

(Bnﬁ 4*; + B‘?z ) "’55_;'/]} ’ i‘j(&n n)‘ .cﬁdndc_,
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(5.70)

(5.71)

{5.73)

(5.74)
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;{Jf}j 1C_» 4(1 i( 14 VB%;)'BHJ- W%(VBM: +£24;)' stj +
1-v) , _

( 2 T g ~35,;'} m ( P 45:"‘3“3541"855‘;)“3"
C(B«ul ’ 45; + Bsa ) (-'55j' +(:'1441 ’ 545\;' + (?54;' ’ Bﬁﬁj) +

((;441 ’ (‘145; + CSfaz’ ) Css_,-‘ )} } )

I opl el i -1
k“ ‘—E‘j‘ .{ j {CZ%{(B“? %\;Bﬂi).B]iz‘ +("’Bii; +8251)'Bvs: +
B adada T 41~ vT) ; = 2 : 25

I-v
( 3 ) 35:"535_;}

C(Bm i

m (6 (B - Bas; + Bosy - Bos) ) +

i + By, '(«u, + C45.i ’ 545; + Cﬁs;‘ ' Bﬁs) +
(Cys, (;45_j + O, - ;55,;-' i ‘EJ(ﬁa'ﬂ)i-dﬁdndC

J(E, )| dedndg,

(5.75)

(5.76)

Para se obter efetivamente a matriz de rigidez, realiza-se a integracdo na diregio (

analiticamernte enquanto que nas outras duas diregdes £ ¢ 1, numericamente, utilizando-se o

processo de quadratura de Gauss [15]. Portanto, observando-se os seguintes resultados:

=2
1
H
G =0
1
i
s 2
j‘;; =2

(5.77)

e ainda, considerando-se que £, e 11, sejam as coordenadas do ponto de integracic p, W, o

fator de ponderaclo associado a esse ponto e /2 o nimero total de pontos de integragdo, as

equag¢des anteriores tornam-se [15]:

02
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K
Il
fry

i M

m[(gﬂi(a;})gp}% VBle(a;ﬂT}p}).Bllj(ip?'np)+

{Vglli(ép?rzp)+lei(‘iﬁ?np)}"gzif((t:p?ﬂp)m+“

{1;1})) 'BT)H(&}?)"}})).’B'}?j{ép?np)]_é_

1 .
k(1+v) ‘{B‘“’(iﬁ’ qp)'B»ﬂ;(‘ip;np)“i"

B (€ ,om,)- By & pom Y- [JE,m ) W,

2 3
ey, = EZ{H 5 1B o, ) 4 VB (G, ) By (6, )+

VB, (G, ) + By m ) By (G .m0 +
(i-v)
2
i

E(1+v)
Boi(&,.m,)- By, (8, m )W, )W,

’ 332;’(ap>ﬂp)‘83§‘;'(ip3np)}+

.{Bi;’i({‘:p?Qp}.B-Hj(ip:ﬂp)—k

m

2 ”
i{f’:l = EZ (i_ Vz) {(B!f%i(ip"np)—;— VBES:'({;;;JT!;;)).BHj’<épﬁT}p)+

(VBH; (ip:np} +ng; (Eip:"’iﬁ))'BEU(EAWH}J +

1 _
( EV) B (G,50m,) By €m0

i
A1+ v)

Besy (8,210 B, (6 om - UEE om0 7,

=l

’{Bsﬂi(i;}ﬁnp}hg41j(§p:n‘p}“?A

e

E . -
ks :mZz (€ (&,0m,) By (€,m,) 4 Coy (B om, )

By, (& om -, 7,

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)
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};: 7
mz gi 4%;(§U ﬂ ) an p,ﬁ )+(i<i(§p,np)

P=

51—

By &, 1 )

;1 mf‘ Z ("i {( TE (6” TEP)+‘;Bill<épvnp))‘B!Z_:(gp:qp)mi“

o . (1-w
(V‘Bili(ip=np) +321i(gjﬂnp)) 'ng_;{ip;np)"’“ > ’ (5.83)

B, (i!)’ﬂp)- ‘832]'(E.ip7/ﬁp)} +

k(l { B8 ,.m, )
B@j@p,m)+Bﬂf(ap,np}-Bﬁ",.(a},,np)]j ~!J(a§,’np)!-w;

by = B Z{(iw (B (& ,.m,) + VB, (2,1, B,y (€,.m,)+

(I-v)
(V"Bﬁr(ipwnp)ﬂ“Blzf(iprnp})“Bzz‘g'(épsnp)+ 2 ’ {584}

B,, (é;nnp) : *8321 (‘ip;ﬂp)}

k(} ) { 42:(ép’np}
B, (G,om,) + Bo (€,.m,) By (6 ,.m 00 - [J(E ., ) W

ky = E- Z@m (B4 (8,oM,) + VB (€M, ) By, (8,0, ) +

(VB (€, 0+ By (€m0 By, (€m0 +

| ; - .Bsgz(ap’nf)-Bﬁj(&p’fnp)}% {5.835)
-; |
Ty BalCon) By, € )+

B (8 ,:m,) By, (6 ,.m )} EE, n, )| 7,

#

b= Thtir vy 2o G @n,) Ba, €n, )+ G om, )

(5.86)
By, (& 1[G ,m, 0 W,
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E 1
= 3 O (&, ) B, (&, )+ CW €, m,)
21’((§"’*"V) ; i { 4,4(&}) np) 4.,_;(&;, np) 55 (\ai np) (58?)
B:sz,;‘(é;;:np)}'fj(ép,y%p}g'ﬁ’;

Z{(i G PR ORI SO PR

2 ) 5 . . (IMV)
(Vgllr(gp:np)+BZIi(§p>ﬂp))-3231‘(&_;)7“;;)—%_ 7 ) (588)

, 1
BS]z(ép?np)-BSSJ‘(ES;)?Y};))}mé& k(i"lr"\f) .{8411'{&‘07“]))‘

By, (&,,m,)+ By (€ 0,0 B (6 ,.n )0} G, )| W,

Z{a (B (B,m,) VB (6,1,0) B €,00,)+

-V
(Vgizz(ip‘:n]3)+3?21{i}371}13)) 523;("%:;3:“ )+ 6{ (589)

BB?J(E;;M ) - :rj( g;inp}]+

i
’ B,,- i . :
P
By (G, % By, (&) By (&, n ) JE, m,

N 2
by = - Z{@W 5 0B (€, )4 VB () By M) ¢

N L (v
(VBEBi(gpzﬂp)+B23i(gpﬂﬁp))‘323;(%;)77};))—‘? 2 - (590>

BESJ{&pﬂ ‘{Ep)' 8331(2'::;;7“;;)]

;{(1 E 42;{,;; Tip}
B—’i}j{.é{“))n‘ﬂ)+B§3i{§}}3‘r§p}.Eﬁgj((ip”np}jj j(ép7ﬁp>‘ W

E mr

by =y ¢ O, (E £ )+CE, n,)

53 2k(i+’v} ; i { 44,(&{7 p} (“'.5__1) np} 4{ » n_g} {593)
By, (&m0 JE, ) W,

Th
LA



Capitulg 5 Formulacdo das Laracteristicas do Elemento Superparaméirico

E -
k.,zw’ B {v:
T 2k(1+ V) Z” Can(y M) By (6,2M,) + GG, ) (5.92)
By (&m0 [JE ) 7,
b= ot B ) Coy o) B0,
Y 2k(1+v) & Pa e e (5.93)
Coy &, VE ) 1,
}:5 iz
k, o B, (&, Co. & .ny+8,E, ,n,)
Y Z 1B (€m0 Coy (€m0 + B, (§,0m,) (5.09
Coy (€, MIIE ) T,
,(:WLZ t 4B (5,0 Co (B m, )+ By (B,um,)-
T 2k(levy L T ReT T R e e (5.95)
‘4 (ip?]‘gn)}ij(_,gaﬁp)jlﬁ{v
w=E ng LB €m0+ VB (€ ) B €m0+
p=1
(VB (B,.1,)+ By (6,1, )- Buxi )+ Y.
i
B, B, T — (5 C
(8, By Gpm ) }{m M) (5.96)

Bﬁj{.i};:n;;)+8i4§(ig7 77) 3;4;{\-;;>r§ }] m

{(wﬁi(iﬁ"np:)‘(‘&%i (\E‘;p?n;;)—;‘{‘ 54[(6;-};::}/!}}}'
("'154} (-&—'p’np)}} é‘}{&p: ﬂp)
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Z{m_ (Biy (80,0 + VB, (€0, ) By (€,.m,) +

(VB (€, )+ Bog (6,.1,0) By, (5,0, )Ji2

1,1 _‘
B (&m0 By &, N+t (B, (& ., )
1241+ v)

41,
BouAS,.m, )+ B (8,1, By, (§,.m, )0+ m

[045; (apﬁnp).céi—'lj(igﬂﬂp)+CT55:’(£;):T];,\)'C54j(=‘"‘.;p=np)]§ ’
&)W

i

I
k=—lu . t 4B, (5 ) CodE m )+ B, (5 M)
" 2k(l1+v) ; g { ““‘(E"’P n!’) 45\ p rf,}) sy (éy ﬂ;,}

Cos,y (&, )2

o,

i

E ;
b= Sy 2 B Coon) By €y,

(755‘; (& P2 n;;}}l‘](i 7 )Hp }E : g/;fp

}; e :
e é . A (e 2 o4y,
2[;{(}.’_ ‘s/') o f_i {Ba@?;r{i,v?np) (’45.; (C-’;a'ingp)+853t (‘:7;7 ﬁp}

35

i ﬂg)g.p?/_tﬁ

i

) (-1
o —&-Z{ai—wﬁ (€M) + VB (B, ) By (6, 0,0+

v).

. (-
{ng {‘: n}7}+394;(,}7!}}7))-325}(gp7n}))+‘ N

{7
B, {F 2R, .gﬂf EJ’ i+ S S B , .
JJ{:(Q;}» ;} “.NJ(.J; Tip)} }2}%{1* ){ adi .;p n )

i1
‘Bi ( ) * +Bii e d 3 32 ‘F—ﬁ"ﬁmimx
(8N T By (8,0 B, (8, m N+ 1Y)
{(wg.;{ip‘n;) '{isjj (iiv?3}};)+(?541 (E;M?'Ei,) {-?55‘, {é ;;.anp)}} :

&m0,
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by = E- Z{w LB E,m,) VB (60, ) By (€m0

p=i
(-

(vgiﬁz(&‘p’np}+Bl§i(§p>np}).B_?,S_[((z:‘g;ua.np> + 2

B (€,.m, ) Bys, (€ ,.m )1+ B, (€ ,.m,) (5.102)

12k(! v}

4 | . 1
845;(?—?;;::”;;)"}'Bﬁz‘(‘;p:ﬁp)'-355;(%;1;;?5;))}+m'
[Camsg{é;):n;;)'ca;ﬁj (apzﬂp}* ‘:-7551-(51,7,3’39)'st;(ip,ﬂp)}} ’

E ) W,
5.4 Determinacio do vetor de carga do elemento superparamétrico: { f‘*}

Nas equagdes (5.40} e (5.41), que possibilitam determinar o vetor de carga do elemento,
o diferencial de volume assim como o diferencial de area sdo dados com relacio ao sistema
global de referéncia. Contudo, uma vez que os elementos da matriz {N ’} sdo funcdes das
coordenadas £ e m, os diferenciais de volume e de area devem ser dados segundo esse

sistema de referéncia. O diferencial de volume ja foi estabelecido anteriormente através da
equaglo (5.45) ¢ para a obtengdo do diferencial de area, utiliza-se o procedimente padrio que
envolve a norma do vetor /(£ m), normal a superficie média do elemento. Essa norma é

obtida a partir da equagio (2.19). Dessa maneira, tem-se [20]:
o AR (5.103)

5.4.1 Determinaco do vetor de carga correspondentie as cargas distribuidas nas faces

externas do elemento: {f;}

Admitindo-se, por simplicidade, que a carga esteja distribuida na superficie média do

elemento na qual =0, os deslocamentos de interesse serfo aqueles relacionados aos pontos
dessa superficie. Assim, a submatriz iN;{%’_:,,n,C}j {equacBo 3.33) que compde a matriz [N "}

da equacdo (5.40) torna-se:
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W:@m 0 0 0 (ﬂ|
{N;’(i,ﬂ,é)}:[N,.-’(im)}:§ 0 NIE. ) 0 0 0 (5.104)
o 0 N ¢ 0]

Se, por outro Jado, ¢,, de componentes ¢, , ¢, ¢ ¢, segundo o sistema global de
referéncia, for a carga distribuida associada ao nd i, a carga ¢ distribuida na superficie média
do elemento pode ser interpolada a partir das fungdes de forma N (£,m) das familias

Serendipity ou Lagrangiana, utilizadas na definico da geometria do mesmo (grupo de

equacdes 2.3 ou 2.4 respectivamente). Portanto:

GleE.m) = Z N(E.n)-4g, (5.105)

Chamando-se de ¢, , ¢, e ¢, as componentes de g, segundo o sistema global de

referéncia, essa Ultima equagio pode ser rescrita da seguinte forma:

.G, ta
G = {gEm} = ¢, &= TN, E g, ! (5.106)
PRGE .
ou ainda
4. = NG 4, (5.107)
¢, = 2N (€. g, (5.108)
q.(&m) =2 N, (5, g, (5.109)

As equaches anteriores podem ser apresentadas na seguinte forma matricial:
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. )
1. (&, 1) :
&) =10, @ =[IVEnl . e - ek} G0
9. :
1.}

onde [I\; (F;?n)} ¢ dada pela equagfo {5.104), sendo que as funcdes de forma lineares
N(E€,7n), associadas ao campo de deslocamento, sfio substituidas pelas fungdes de forma
quadraticas N, (£,7m), associadas 4 geometria do elemento, e {g, } ¢ uma matriz coluna (5x1),

constituida das componentes da carga distribuida associada ao né i, segundo o sistema global

de referéncia. Assim:

{g.}=14. (5111

Levando-se em conta as equagles (5.103), (5.104) e {5.110), a equacdio (5.40) pode

agora ser escrita como sendo:

IV

{fi}i{}ji en] [INEm - 1Y Em)

IRHEH

}
ERCEN I RIS G (5.112)

Essa equacio, uma vez resolvida, levara ac vetor de carga do elemento correspondente a

aclo da carga distribuida sobre suas faces externas:
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=147 (5.113)

5.4.1.1 Determinacio da submatriz { 7 }

A submatriz { 7

i

} esta relacionada ao nd gendrico i do elemento superparamétrico ¢ ¢

dada por:

)= I f NG XN, Enl-tg) FEmldEdn G

ou ainda, considerando-se as equagdes (3.104) e (3.111)

NIEm) 0 0
Cal 0 NMGEw o0 NEw o 0 00
{f%}—mj. j 0 0 NEw |21 o N (&) 0 0 0l
P 0 0 0 Fel 0 0 ]‘v’i(i;n) 0 0
0 0 o ' -
-
gﬂ.
g, RG] & an (5115
0
0
Resolvendo-se essa equagio, obtém-se:
f
S
{.f;}ﬁ e (5.116)
Ja
15
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onde
5=L Ve 2N g, R i dn (5.117)
A=l ven- 28 e g, e d da (5.118)
L= e TN e q, @ )-dan (5.119)
fo=Fi=0 (5.120)

Fazendo-se agora a integragfo numérica nas diregdes & e 11, com m sendo o nimero

total de pontos de integragfio, as equagdes anteriores tornani-se:

f} - Z} Ar.i;(i;?’np) 'Z;N‘J (agﬁnﬁi)'q# 1%(&;;::“;) 'WP (5.121)
b i=

fo= LN, m,) BN € m, ) d, FE,n,)| 7, (5.122)
B A=

Jr = DN, 2N, Eon,) ay e, ) 7, (5.123)
P i=

fi=1.=0 (5.124)

5.4.2 Determinacio do vetor de carga correspondente i aco das forcas de corpo: g,f;’}

Se b, b, e b sho as componentes da forga de corpo 4 | segundo o sistema global de

referéncia, a equaglo (5.41) pode, fazendo-se uso das equagBes (3.37) e (5.45), ser escrita

COmMo 8¢ SCgUC!

Ve

1 pl @i : Z)x]
=1 1] ey -{by}-If{i";,n)é-d@dn'cii; (5.125)

[ViEn] |
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Uma vez resolvida essa equacgdo, sera determinado o vetor de carga do elemento

correspondente 4 aglo das forgas de corpo;

(7)1 (n)

(5.126)

5421 Determinacfo da submatriz {jo}

A submatriz {f?} esta relacionada ao né genérico { do elemento superparamétrico ¢ é

dada por:

NiEm) 0 0
Do 0 NIE.) O
SN 0 0 NIEN
€ NI(E,n)- “_5“ C NI{E.m)- 7: 12 G NI{E,ny- ”:fT'v;zf
jié-F‘f:(c;;n)-:i“ o e ME Ty, LNER Sy,
o,
byt J(E, n)i dc - dn- di (5.127)
il
Resolvendo-se essa equagio, obtém-se:
f
J
{Fd=1r1 (5.128)
Ja
S

onde
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Ji= ,,E;,ﬂi N/E, )b, | J(E, )| dE - dS (5.129)
Jr= j: {] .E NIE)-b, | J(E ) dE-dn-db, (5.130)
Fo= [T Ny, o e -dn- 5.131)

) 1 p1 pl e : . ; _ " -
Fom L LI 5 M@ b, +vb, + v bOTIE W) dn-d (5.132)
1 p1 o1 . o _ "
fo= L LG5 M@ - (b, +vib, + v bV EM) G dn-d (5.133)
Fazendo-se agora a integracdo analitica na direcdo £ (equagdes 5.77) e a integragdo

numerica nas dire¢bes £ e m, com m sendo o nimero total de pontos de integracio, as

equagdes anteriores tornam-se;

[y =2 NI )b, G ) W, (5.134)
pl

Sy =2 ZNIE, ) by UG m, ) W, (5.135)

fi= 23 NIE,n,)-b, - JE )W, (5.136)
=l

Jo=/=0 (5.137)

5.4.3 Determinacghio do vetor de carga correspondente is cargas distribuidas nas faces

laterais do elemento: { ¥ f}

Admitindo-se, por simplicidade, que a carga esteja distribuida ao longo dos lados da

superficie media do elemento. os deslocamentos de interesse serfio aqueles relacionados aos

-~

pontos desses lados. Assim, as submatrizes [N/(£,n,{)] (equagdo 3.33) que compdem a

matriz [ V'] da equaglio (5.40}, para cada lado do elemento, tornam-se:
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{a)paraclado l,noqual { =0 e n=—

CNJ(E-TD 0 0 0 0]
[NEnD]=[NE-D]= o NE-Hy o 0 00 (5.138)
o 0 N(E~D 0 0
com # assumindo os valores 1 e 2, correspondentes aos nés desse lado.
(byparaclado 2, noqual L =0 e £ = +1:
EFN AL 0 0 00
i
[V EnO =[N aw]= ; o NALm 0 E (5.139)
| 0 0 N/, 0 0
com # assumindo os valores 2 e 3, correspondentes aos nos desse lado.
{c)paraolado 3. noqual L =0 e n—=+1:
NIHED 0 0 0 0]
INENO]=INED]=] o NEDH 0 0 0 § {5.140)
| 0 o NA&D 0 o
com i assumindo os valores 3 e 4, correspondentes aos nés desse lado.
{(dyparaolado 4, noqual L =0 e £ =1
FN(-1L) 0 0 0 0]
(Ve 0] =[Vi-Lm)] = S0 NG 0 009 5141
.0 0 Ni(-1,m) 0 0]

com { assumindo os valores 1 e 4, correspondentes aos nds desse lado.
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Supondo agora {t_j} como sendo uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes

da carga distribuida associada a cada lado j do elemento, segundo o sistema global de
referéncia, a equagdo (5.40) tera de ser resolvida para cada um desses lados, efetuando-se a

integracdo ao longo de cada um deles. Portanto:
4 P .
=3 [ v iy, (5.142)
4=1 /

onde [N]] ¢ uma matriz constituida pelas submatrizes [N/] que por sua vez contém as

fungbes de forma lineares (equagdes 3.25) associadas aos nds i, presentes em cada lado Jj do
elemento.

Efetuando-se o somato6rio na equagdo anterior, chega-se ao seguinte resultado:

fre= [ IV - agds, +[ (v {2} ds, +

[N A73}-ds, + [ INGT - {74}, (5.143)

onde S, 5,5, 55 e 54 slo, respectivamente, os comprimentos dos lados 1, 2, 3 e 4, ¢ dS,, dS.,

dS; e dS,, os seus correspondentes diferenciais dados por [15];

dS, = |7~ dE (5.144)
ds, =i, (1.m)|-¢n (5.145)
ds, = [F )| o (5.146)
dS, ={r (~1.n)]-dn (5.147)

sendo que Ni” € HFZ H sa0 as normas euclidianas dos vetores 7, e 7, (tangentes ac elemento),

obtidas a partir das equacdes (2.9) e (2.10). Assim:

[Fie-Dl = yriE D +ri E-D+RE-D (5.148)

AL = V() +rE (L + 1A (L) {5.149)

|
!
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[F D] = YriED + 30 R ED (5.150)

L] = L+ L+ 2 (L) (5.151)
5.4.3.1 Determinaciio do vetor de carga associado ao lado 1

De acordo com a equagdo {5.143), o vetor de carga associado ao lado 1 ¢ dado por:
(i} = L [N]T - {71} ds, (5.152)

onde {f 1} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes da carga distribuida no lado
I, segundo o sistema global de referéncia. Essas componentes podem ser interpoladas a partir
das funcdes de forma N, (§, ) das familias Serendipity ou Lagrangiana, utilizadas na definicio
da geometria do elemento ¢ associadas aos nos desse lado, levando & seguinte equagio

matricial:

§ }
i
{

i1
L) r (5.153)
28

,.“Mm,._h..._‘
e !

) =IME-D] IVE-D] INE-DI) Jl

i

sendo

{11,} =<1, (5.154)

{f1,} =171, {5.155)
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ke

La
G

Tag | T teg

(5.156)

s I )

com 71, . 11, il .71, i1, 7, .7l 7L, e 71, sendo as componentes, segundo

o sistema global de referéncia, da carga distribuida no lado 1 associada aos nés 1, 2 e 5

respectivamente,

Substituindo-se as equagdes (5.144) e (5.153) na equagio (5.152), obtém-se:

o ({f J
1= J [(ME-D] [V, @] NG D] L, }}fif;@;méi-da
NG )

i1

-

(5.157)

Essa equagdo, uma vez resolvida, levara ao vetor de carga correspondente a acio da

carga distribuida sobre o lado I do elemento:
.}
{fn} =1 4 1}|% (5.158)

5.43.1.1 Determinaciio da submatriz {711 }
A submatriz {f ﬁi} esta relacionada ao nd 7, o qual assume os valores 1 e 2. Essa
submatriz caracteriza o veior de carga associado ao lado! do elemento superparamétrico e é

dada por:

)= [ EVIE=D1 [IN G ) 1, )+ [N, 6 DI 71, )+ TN, (6D 1, -]
{5.159)
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ou ainda, utilizando-se as equacdes (5.138), (5.154), (5.153) e (5.136);

N/E-D 0 0
; 0 NIE~D 0 (N(E-D-T1, + NG -D-Fl, + NAE~D-71)
(i} = j; 0 0 NIEAD| N ED 1, + NoE ) Tl 4 Ny(&) Tl 1
' 0 0 0 (N EAD-T1, + N(E-1)TL, + N(E,-1)- 1.,
0 0 0

7. -1 (5.160)

Resolvendo-se essa equagio, obtém-se:

Ji
/2
{f1L.}=11, (5.161)
Ja

onde

g ! < r r I T i =
F= [N TN G Tl + Ny G )Ty, 4 NoED Tl R D (5.162)

o= [ NHEDIN G 7y + Ny (G 1) L,y + Ny (@D TL, L G D) & (5.163)

£ = [ NG TN G Tl 4 Ny Em D) Tl + Ny(E 1) 11, L[ -D] e (5.164)

Ji= =0 (5.165)

Fazendo-se agora a integragdo numérica na direcio £, com Im sendo o nimero total de

pontos de integragfo, as equacdes anteriores tomam-se;

in

1 :vaf';(gﬂ;}}-wl DTl + NG, D Pl + V&, D2, R G, -1 W, (5.166)

i

So =2 NG D IV E D) T = N6, =i, = Ve, D71 1 R(E D] 7, (5.167)

o= YN DIV E, D) Tl + VoG8, D) 7L, + NG, =D T LR GE, D 7, (5.168)
=l
fi=/=0 (5.169)
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5.43.2 Determinacdo do vetor de carga associado ao lado 2

Adotando-se, para a obtencfio do vetor de carga { ¥ 12} associado ao lado 2, um

procedimento analogo aquele utilizado na determinacio de {f tl} , tem-ge

(5.170)

5.4.3.2.1 Determinacio da submatriz {f{Zi}

~

A submatriz { ¥ i2z.} esta relacionada ao nd i, o qual assume os valores 2 e 3. Essa

submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao lado 2 do elemento superparamétrico e é

dada por:
e
/s
{f12,}=171, (5.171)
Ja
1
onde

I

L= 2N m ) N, (L) 72, + Ny(Lm, )72, + No(ln,) 72, 1 B (L) 7, (5.172)

pt

Iz

7, :ZN;{}JEP)‘E:A’Vzﬂa'i?p}”523}— %N‘;{},n_ﬂ)-?zk N (Ln, f26 K ”rh(! T

Pt

(5.173)

fo= X NN INL om0 P2, + Na(n,) 72, + Nl )72, T i (Ln ) W, (5.174)

Fnt

fi=fi=0 (5.175)

Nessas equagBes, /2, , 72, 72, 72, 72, .72 .72, , 12,, e 12, sdo as
componentes da carga distribuida no lado 2 associada aos nds 2, 3 e 6 respectivamente,
segunde o sistema global de referéncia.

&0
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5.4.3.3 Determinacfo do vetor de carga associade ao lado 3

Adotando-se, para a obtengdo do vetor de carga {f/3}associado ao lado 3, um

procedimento analogo aquele utilizado na determinacio de {f f'i} , tem-se:

f

{f3}= ﬁﬁ

fad

‘}}} (5.176)

tad

5.4.3.3.1 Determinaciio da submatriz {/13 }

A submatriz {f EBj} esta relacionada ac nd i, o qual assume os valores 3 ¢ 4. Essa

submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao lado 3 do elemento superparamétrico e é

dada por:
S
fa
{13} =11, (5.177)
Ji
s
onde

Sr= NG, DN &, 5, + N, D13, + N, 0 PR GE,D) P, (5.178)
L= DNUE, DN, D13, + V(8,0 13, + N, (E,.0)- 73,1 [ E,.0] 7, (5.179)
a1 ’

1, = ZN}.’(@}},E)-5_._&’3{5?,1} 3, H N6, 13, + N(E, D3RG, (5.180)

fi=/i=0 (5.181)

Nessas equacgdes, 3, , 73,

>y 7

;33: ki ?3%‘ " 17343‘ » 534:

componentes da carga distribuida no lado 3 associada aos nds 3, 4 e 7 respectivamente,

segundo o sistema global de referéncia.

&l
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5.4.3.4 Determinacao do vetor de carga associado ao lado 4

Adotando-se, para a obtenciio do vetor de carga {f 14} associado ac lado 4, um

procedimento analogo aquele utilizado na determinagio de {f li} , tem-se:

{ f14) :{g i?}}} (5.182)

L

5.4.3.4.1 Determinagfio da submatriz {74, }

A submatriz { ! 542.} esta relacionada ao nd i, o qual assume os valores 1 ¢ 4. Essa

submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao lado 4 do elemento superparamétrico e é

dada por:
5
e
{f14.} =11, (5.183)
1
fs
onde

ey

fi= LN N L, ) Ty + N (<L) T+ V(oL ) P ]
pe=]

ACR N

(5.184)

fo= NI, IN L) 74+ No(-Ln, ) 74, + No(=Ln, ) T4, 17 (<1on ),

ped

(5.185)
Iz

Jo= 2 NI=Lm, ) DN (AL ) 74, + N, (Ln, ) - T4, + Ny(=Ln,)- 74,

Fas H ;

;';3 (~1 np)E:WP

(5.186)
fi=/s=0 (5.187)

g2
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Nessas equagdes, 74, 74, , 74, , 74, 14, , 714, . [4, , 4, e {4, sio as

2 i 1_1,: 2
componentes da carga distribuida no lado 4 associada acs nos 1, 4 ¢ 8 respectivamente,

segundo o sistema global de referéncia.

5.4.4 Determinaciio do vetor de carga do elemento superparamétrico guando todos os

carregamentos atuam simultaneamente

O vetor de carga correspondente as acdes simultineas de todos os carregamerntos

descritos anteriormente € dado por:

{r}= {f} A e e} (5.188)

€ a equacdo (5.43) pode ser rescrita como a seguir:

Uy =K a (5.189)
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Capitulo 6

DESENVOLVIMENTO DO ELEMENTO FINITO
DO TIPO HIERARQUICO PARA ANALISE DE
PLACAS E CASCAS

6.1 Introducio

De uma forma geral, quando se emprega o método de elementos finitos em problemas de
valor de contorno, ¢ refinamento da sohicdo aproximada resultante pode se dar através da
utilizagdo de elementos de ordem fixa, para os quais o tamanho # do elemento é
sucessivamente reduzido (refinamento tipo #), como também através da utilizacio de
elementos de forma fixa, para os quais a ordem p do polindmio interpolador aumenta
sucessivamente {refinamento tipo p) [25].

No desenvolvimento apresentado neste trabalho, considera-se o refinamento do tipo p,
uma vez que se pretende o aprimoramento da solugdo obtida sem gue haja necessidade de se
alterar a maiha de discretizagiio do problema. Entretanto, ac se empregar fungdes de forma
padrfes, como as das familias Serendipity ou Lagrangiana, a cada mudanca de ordem
pohnomial corresponde um aumento do ntmero de nods do elemento (figura 6.1), gerando
consequentemente dados de entrada totalmente diferentes a cada nivel de aproximacdo. Se esse
fosse o procedimento adotado, todos os céaleulos ja efetuados quando da analise de ordem

anterior deveriam ser repetidos, ocasionando um aumento no custo computacional da
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Capitulo 6 Desenvolvimento do Elemento Finito de Tipo Hierarquico

formulag@o. Seria portanto vantajoso contornar essa dificuldade considerando a aproximagio
come uma série na qual as fungbes de forma nfo mais alterassem ¢ nOmerc de nos do
elemento. O aumento da ordem polinomial sem o consequente aumento do nimero de nos do
elemento pode ser obtido a partir das fungdes de forma hierdrquicas, que representam

simplesmente um refinamento de ordem superior em rela¢do a solugfo alcancada [26].

Figura 6.1 Elementos da familia Serendipity de ordens p =1, p =2 e p = 3 (sendo p o grau do

polindmio interpolador completo presente na expansio).

6.2 Determinaciio do campo de deslocamento do elemento paramétrice do
tipo hierdrquico

De acordo com o que foi exposto, o refinamento da expansdo linear, especificada pela
equagio (3.27), pode ser conseguido adicicnando-se a ela fungbes de forma hierarquicas
M (&, m) e M, (E,n) de ordem superior a um. As fungbes A/ »{&,m) sdo polindmios de grau
4 associados a cada um dos lados / do elemento, com & variando de 2 a4 e/, de ! a 4. As
funcdes M, {£,7m} sdo polinémios de grau 4, do tipo bolha, associados ao interior do

elemento, com & assumindo o valor 4. Dessa forma, o deslocamento A {equacdo 3.27 ), para o

caso do elemento do tipo hierarquico, torna-se:

AEnG = Z*’\f(én)b +G- ZN(tn) 57, -, CZ’V”(C;?E —3— B
(6.1)
+ZZM (£, m- 6,€f+M (E.1)- 5,

Nessa expressfo, &4 € 0 vetor constituido dos parimetros hierdrquicos associados aos

lados do elemento e §;, o vetor constituido dos parimetros hierarquicos associados ao

o
e
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Capitulo 6
interior do elemento. Convém ressaltar que os pardmetros hierarquicos ndo possuem qualquer

significado fisico o que, no entanto, ndo ¢€ algo absolutamente necessario [26].

n
(lado 3)
4 7 3
- {lado 4)84- _ - 4B (lado 2} - »
-

Figura 6.2 Definig¢io dos lados do elemento hierarquico.

As fungdes de forma hierarquicas de segundo grau, associadas a cada um dos lados do

elemento (figura 6.2), sfo tais que transformam a expansio linear mostrada na figura 3.6 em

um polindmio de segundo grau. Assim:

. _
My, =——(&"-1)-(1-7) 62)
1 N e 3
M,, = Y (”ﬂz - 1)'“*%) (6.3)
Loy,
M, w;-(\gm;).@m} (6.4)
1
My ===’ ~1)-0-8) (6.5)
1
g n
g2 £n n e 2Ygrau
&' &’

Figura 6.3 Termos da expansio quadratica obtida a partir do refinamento de ordem dois para

os lados do elemento.
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A figura 6.3 apresenta os termos adicionados pela expansio quadratica a expansio linear
anterior. Verifica-se ai a obtenc¢do de um polindmio completo de segundo grau, assim como a
presenca de dois termos parasiticos: £'np e &n’.

As figuras de 6.4 a 6.7 mostram a representagio da variagiic das fungBes de forma

hierarquicas de grau 2 associadas aos lados do elemento.

1_

Figura 6.6 Fungio de forma hierdrquica de grau dois associada ao lado 3 (A},
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Figura 6.7 Fungio de forma hierarquica de grau dois associada ao lado 4 (My).

As fungdes de forma hierarquicas de terceiro grau, associadas a cada um dos lados do
elemento, sdo tais gue transformam a expansdo quadratica mostrada na figura 6.3 em um

polindémic de terceiro gray. Assim:

M, x2~('§—n).(ﬁ_’3 “E_,) (6.6)
My, =2-(1+8)-(n’ - n) (6.7)
My =2-(1+m)-(2° &) (6.8)
My, =2-(1-8)-(n" - n) (6.9)
!
g n
£’ &n '
gn e’ N 3grau
&'n &n’

Figura 6.8 Termos da expansdo ciubica obtida a partir do refinamento de ordem trés para os

lados do elemento.
A figura 6.8 apresenta os termos adicionados pela expansio cubica 4 expansio

quadratica anterior. Verifica-se af a obtengfio de um polindmio completo do terceiro grau,

assim como a presenca de dois termos parasiticos: £7n e &n’.

38
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As figuras de 6.9 a 6.12 mostram a representagio da variagdo das funcgdes de forma

hierarquicas de grau 3 associadas aos lados do elemento.

Figura 6.11 Fungdo de forma hierarquica de grau trés associada ao lado 3 (M),

29



Capitule &

Desenvolvimento do Elemente Finito do Tipo Hierdrguico

Figura 6.12 Fungio de forma hierdrquica de grau trés associada ao lado 4 (Aay).

As fungBes de forma hierarquicas de quarto grau, associadas a cada um dos lados do

elemento, sdo tais que transformam a expansfio cibica mostrada na figura 6.8 em um

polindmio de quarto grau. Assim:

My, m(gl._é“).(}mn)
M, =n"-n")(1+8&)
M, x(il—‘i%}"(”ﬂ)

My =" -n*)-(1-8)

oy

de
aYe
-
T
s

(6.10)
(6.11)
(6.12)

(6.13)

Figura 6.13 Termos da expansio de quarto grau obtida a partir do refinamento de ordem

quatre para os lados do elemento.

A figura 6.13 apresenta os termos adicionados pela expansio de quarto grau 4 expansio

cubica anterior. Verifica-se ai a obtengfo de um polindmic incompleto de quarto grau, assim

como a presenga de dois termos parasiticos: £%n e En'.

o0
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As figuras de 6.14 a 6.17 mostram a representagiic da variagdo das fungdes de forma

hierarquicas de grau 4 associadas aos lados do elemento.

1

Figura 6.14 Funclo de forma hierarquica de grau quatro associada ao lado 1 (My)).

1

Figura 6.16 Fungio de forma hierdrquica de grau quatro associada ao lado 3 (M),
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Figura 6.17 Fungio de forma hierdrquica de grau quatro associada ao lado 4 (M),

De acordo com o trifingulo de Pascal, a expansdo mostrada na fisura 6.13 nfo constitui
um pelinémio completo de quarto grau devido & auséncia do termo £°1° . Com a finalidade de

adicionar esse termo aquela expansio, considera-se uma fungdo de forma hierarquica de quarto

grau, do tipo bolha, associada ao interior do elemento:

M, = (1-8)-(1-7") (6.14)

A figura 6.18 apresenta os termos da expanso polinomial apos a inclusio dessa (iltima
funcdo de forma hierarquica.
A figura 6.19 mostra a representagiio da variagiio da fungdo de forma hierdrquica de

quarto grau associada ao interior do elemento.

Ny
o}

Figura 6.18 Termos da expansio de quarto grau obtida a partir do refinamento de ordem

quatro para o mterior deo elemento,
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Figura 6.19 Funcéo de forma hierarquica de grau quatro associada ao interior do elemento (Ay).

A partir da analise das figuras 6.3, 6.8 e 6.18, verifica-se que qualquer que seja a ordem
do refinamento mtroduzido (segundo, terceiro ou quarto grau), estardo sempre presentes nas
expansdes polinomiais correspondentes, o termo constante € o polindmio completo de
primeiro grau, satisfazendo portanto os critérios de convergéncia mencionados no capitulo 3
[15]. O ecritério relativo & continuidade C° também estard satisfeito se os parimetros
hierarquicos associados a qualquer um dos lados do elemento forem identificados com o
mesmo valor no elemento adjacente, o que garantird automaticamente a unicidade da
aproximagdo ao longo daquele lado [26].

Uma das vantagens da utilizagdo da formulagdo hiersrquica esta no fato das funcdes de
forma de ordens mais baixas permanecerem inalteradas quando se executam os refinos de
ordens subsequentes, de modo que as matrizes produzidas nos estagios anteriores aquele da
aproximacdo pretendida reocorrerem, ndo precisando ser recalculadas. Isso se mostra, em
geral, ser computacionalmente bastante eficiente além de possibilitar 0 emprego de expansdes
polinomiais diferentes ao longo de lados e ¢lementos diferentes. Essa caracteristica. essencial
dos elementos hierarquicos, € explorada no refinamento adaptativo, de tal sorte que novos
graus de liberdade hierarquicos s@o criados somente guando requeridos pela magnitude do erro
envolvido na analise, ¢ qual ¢ identificado pela rapidez de variacio da fungio incognita [15].

Se ay , by ¢ ¢y sdo, respectivamente, as componentes do vetor 5 r segundo os eixos X,
Y e Z do sistema global de referéncia e da mesma maneira @, , by € ¢; 530 as componentes do

vetor 8 , a equago (6.1) pode ser rescrita da seguinte forma:
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{?”(": n,C) R {ﬂ }f (vm"r
IENL) = 2 NG, L ZN’{& e v b
weno, ) ¥

4 ?vﬁhg 4 4 l
DRHCUE IR RPN AR
=1 k =1

["23: J o C

a,
+ M (.4 b,

!
(€ )

""k

b

ou ainda

4

W(ENE) = Y NIE T, +C 3 NIEM) vy -, ~C 2N vy, B,

4 ES
> S M (E ) a, + M, (En)-q,

Bl gl

W&, m0) = ZN'(é v, +¢- ZN{c: ) —ow Vige " O, — ZN’(?; - 2 vy, B,

i

+ZZM (E.n)- bk; M (&) b,

e

4
T4 § [Fg f;'
wi(g,n.L) = Zf\ (&, mw, +C- J\f JEm) o Vit =8 2 NG ) vy, B
=5 2

4
2 2 M E e+ M Em) e,
i1

b
[

:; M.»

Essas equagbes também podem ser escritas da seguinte maneira;

u,

wEnd)) v, [a] ()

Jiv@,n,a}:Z[N;{aﬁmﬁ;)}-u«; +2.2 M) %fw M, (& m] Jf?

e o < ) <
B

94

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)
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onde [A1,(§,m)] € uma matriz (3x3), constituida das fungdes de forma hierarquicas M, (. 1)

de grau k. associadas a cada um dos lados j do elemento:

—

(MyEm 0
§ 0 ‘M.ig (éb Ti)
L0 0 MEn

[M,;, (e n)] = {(6.20)

[Af, (&, )] ¢ uma matriz {3x3), constituida das fungdes de forma hierarquicas M (£, n) de

grau k, associadas ao mterior do elemento:

MG 0 0 ]
MoEwl= o MEw 0 (6.21)
0 0 M.J(Emn]

{N{(ﬁ,, n,(‘;)] ¢ a matriz j& definida anteriormente pela equagdo (3.33}. Sendo ainda {a},

matriz coluna {5x1), definida a partir da equaciioc (3.34), {a;}, uma matriz coluna {3x1),

constituida dos pardmetros hierarquicos associados aos lados do elemento:

(6.22)

('\
Kan

&
R O— ,—.__’

e {ay}, uma matriz coluna (3x1), constituida dos pardmetros hierarquicos associados ao

interior do elemento:

{ 7
; |

o} =10 (6.23)
J

A equagfo (6.19) pode ser apresentada na seguinte forma matricial:

i~
LA
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fe) |
T {ﬁ"’f&i . "Q)E-.‘ - -{j"f@ &, T{)], [A"’i'{k &, 7?)]} . {321 } H (624}
{os}
fou)
o
De uma maneira compacta, essa ultima equacio pode ser dada por:
g =[N']-{a] (6.25)

onde {u} € uma matriz coluna (3x1), constituida dos desiocamentos #(Z 7,0}, (&, n,0) e
w{&,n,5), [Nl é uma matriz de no maximo (3x59), constituida das funcdes de forma
NIEmy, M (E.n) e M, (E,n), e {a} é uma matriz coluna de no maximo {59x1), constituida
dos deslocamentos nodais u,, v, , w;, o, ¢ B, e dos pardmetros hierarquicos ay , by, ¢y , 2,
brec.

A matniz [V'], que relaciona o campo de deslocamento aos deslocamentos nodais e aos

pardmetros hierdrquicos, ¢ dada entdo por:

{N’(iﬂ},@] = {[N‘;(i;ﬁ;q}] {N;{EMQ,C)] EN-*:(E;:'Q,C}}
[Maen] - [Myen] o e ren]] @29
Fialmente, pode-se verificar a partir da equacio (6.24) que, se ndo ocorre refinamento

na solugdo do problema {([M, (E, ] =[M {(E.m)]=[0]), o elemento permanece

superparamétrico, quando ocorre o refinamente de segundo grau, o elemente torna-se

isoparametrico € a parfir do instante em que se infroduz qualquer ouirc refinamento, o

06
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elemento torna-se subparamétrico, ou seja, a expansio adotada para interpolar o campo de

deslocamento € de ordem superior aquela adotada para interpolar a geometria.

6.3 Determinacio do estado de deformacdo especifica do elemento

paramétrico do ftipo hierarquico

De acordo com o que foi visto anteriormente, o estado de deformacg@o especifica do
elemento superparamétrico ¢ dado pela equacdo {4.60). Quando se considera o elemento do
tipo hierarquico, com o campo de deslocamento descrito através das equagdes (6.10) a (6.18),
as derivadas dos deslocamentos globais # , v e w, com relagdo as coordenadas &, i1 e {, serdo

dadas por:

7 : 4 "\?i 'g 4 o I_r ) V
Cu(i‘:nag} — ("Vi (E.wn) u} +Czcmz(é?’n)£ ., fv Z Gl (é n)
& ~ 2 ~ & 2 P (6.27)
1 LLAMEN) MG n) '
M.V’!}f. )+ wm;;’m.g'w{,mmmm":’iw.a
6‘) Fv: n:y) A/ (é n) : “\’” F’ { 4=§N;(’ ?
(A 5 Z Z vﬁ)‘m. -z;'ag‘“‘:'z ’5: TE)’
i im1 ¢ i=1 & 7 oG (6.28)
LM (ci,m oM, (g, -
_ 97; ﬁ ZZ @ 7 + Aé«_v n} 'bﬂ
k=2 j=t o
GW(EML) < ONJ(E, ¢ AN/ ¢, L AN,
T:Zﬂémgyyz%i;’z@—m j'v!.%i'azﬂ;’;'z ,\‘?n)
U‘: [ Fé jurt {)E_, i=1 Gg {6 29}
2 L L AMUEN M E ) |
2_ Vas ﬁt + Z g ’Cif "'\ Ci
T2 fe ¢ g
¢ M{f; nf) . N”{@ L =~ ON/(E, ) ¢, L ON/(E,
S kel Z zg.zmw:w%ﬁ};.émvm.ai_ngu_@.
7=1 i=1 o - i1 on .
(6.30)
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av{ o ’( ) P ONNEM) oN '( 0|
c‘;né) Z SLINES é(iﬂ)f CZ &)
. f . 4 4 (i n) M ( ) (631)
¥ . Cf k g)n
_Z.v9 RS + ——"‘—‘b,
2 2 B ;; ('}ri _; 6ﬂ k
4 AT 4 SAT = % ATT
ew(g, n.0) Zcf\f(ua n)w +€_ZOA;(Q;W)_% sz\ifé )
(}n il i=1 6” i=1 {6 ,’2}
.
‘ S M (Em) M, )
7 Vas Bz’ + ; T : Cy
z = Izzl on an
ﬁu(é T}? ) ! T : rEse Ei sy oy
“””“”“ﬁ&“““‘“ém Zf\ - ‘ﬂ) Vig "¢, “zf‘hf(f;m)'j“’zh B, (6.33)
EES RS
6‘}(671}’2’} 2 [ ti : I [1 -
"mm?;’m\?mz ZNE (ivﬂ)—z‘ Vig "G, — ZN,(?::"])‘Z Vg ‘B} (5‘)4)
- et Pl
5“}(&#7 HDC} 2 [ Fa t:‘ : Ty z:‘
._._._._é;.____... = ZNI(QJD“Q“ v}.‘a‘z 'CL; - Z Nm(@?ﬂ)'j.vz& .ﬁi (635)
= i=1 il
Essas equacdes podem ainda ser expressas na seguinte forma matricial;
u,
¥ E {
4 vy 4 4 [y % iak]
=3 [Gen]w + 23 {6, €] 8+ [Gen ] b [ (6.36)
B

G
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onde [G, {&.n, C)} ja foi obtida anteriormente através da equagio (4.108), [Gl . (i,n}]é uma

matriz {9x3) dada por:

‘2" 0 0
0 Mg
o
0 o M
M,
S =0 0
[Greml=a (6.37)
0o Mg
on
0 0 cz-}ff@
o1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
e [Ge, (€,)] ¢ uma matriz (9x3) dada por:
Mg o
%
0 oq
a5
0 o M
B
M g {)
[Ge (2.m]= on s (6.38)
0 Z= 0
o
0 0 C—ii‘:-;fk
am
0 O G
O 0 0
0 0 0|
Substituindo-se a equacio {6.36) na equagdo (4.60), tem-se:
£, 1,
£, 3 {ak\
s e . R .
Yer =2 m[d{e;,m]n{&,{a,n,@} w3 E-{d@,n}}v§<;zgf.<a,n>]-§bkj
:\’f,x'; o {X‘z e %CAT
y 5 T 6.39)
] K
-l w] [Geem]-4,
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Definindo-se agora as seguintes relagdes:

[B.En0]= i Ji Ja(e.n)]-[6,En0)] (6.40)

|51, (é,n)]:ﬁ-[d(ijn)]-{G!@- & 6.41)

[Be. (&) = - [de )] [Ge, &) (6.42)
i

8. u,

ﬁyj A V}. . 4 Er k”\i ;(aké

Voo = L [BENQ)w o D (B € b b [Be, ]k (043)
H %'z o o, B E\{'i}! )g LCFJ ,§

{ v Bf

onde EB, (éﬁ,n,q)] ja for determinada anteriormente através da equacdo (4.111), [Bi,g. (%’;,n)} é

uma matriz {5x3} dada por:

Bl Bl Bl
Bl Bl,, Bl
[Biig (éaﬁ}] = Eif%lfg stz;—; 8133;’9' (6.44)
Bl Bly, Bl

Bly, Bly, Bla,

e [Be, (&, )] € uma matriz (5x3) dada por:

Bey,  Bey,, Bey,
Bey, Bey, Bey,
EB‘Q,&' &, ﬂ}j = Bey,  Bey, Bey, {6.45)
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Efetuando-se o produto matricial indicado na equacdo (6.41), os elementos da matriz

[Bl (&, n)} resultam em:

L
Bfmg(iim) = l—f—! [\dn
1 [
Bizz;g (E.m= “l"““ ‘\d
%Ug &= %]E (d'a
g

4;;3 (E.‘ "ﬂ) “}M {a},}l .

]

m; &.m=

M
Bi,,, (&,m) L
ng eV =75 dz
S
1
;,A:,{E_,,T}) - M(dﬂ
N
1
Bg:%zé? (ésﬂ} = Ei' E\d-’,u

Bl (G.m) = ‘JE'[%‘

1
Bgmf’q (%’;,Ti) =T (du ’

J

Bg%ﬁ;j’ E.np=

2%; (‘*v n) - 3“"““" i ds.z !

. ﬁ~m§m24.
23

101

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)
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L[
3143@-(§,ﬂ)zﬁ 1&‘3{1 :

1 (
”B[ﬁ_%kj(&_,jn) m ;\ sz

- gy - (6.59)
s on J

oM, oM
et e (6.60)
g &n

Efetuando-se o produto mairicial indicado na equagfo (6.42), os elementos da mairiz

[Be, (&,m)] resultam em:

1 (’ oM, oM, |
Bemc{iaﬂ) N E . : "{”dm - ’{W (6.61)
oA o€ on J
. V(, aM aM,
Be, (&)= T dyy - : +dyy : (6.62)
N/EAN o€ on J
1, aM, M, .
8831}; (é;ﬁ) T 'Ld:g; T "+'d34 - (663}
J o on
Be (&) : fd M, vd 6M’~'} (6.64)
A1k N T e ; A ,
s 1*]1 " 44 an
oM o ,
Beg, (E.1) = ¥ [dﬂ ﬁf Ty - — If} {6.65)
i \ oG on
g M, _
Be, (&) =1 '[dn : (q_k +d CA_ . {6.66)
- a on J
1, aM, oM, ,
Bey, G )= —|dy —+dy— (6.67)
]f; N g, n
‘ 1 2% oA, _ _
Bey, (&)= T ds, . py : +elys - ‘ y : (6.68)
PN ot on
v M, oM,
€i21 (EJ n) e 1'2 d@z ,VA +d45 Ti (669)
\
¥ &% o
1 M, a0
Be, (&)= T}f“ s, ,.g_ +ds - : ’ {(6.70}
v M M
Be (B = —-| dyy - =k +dy - k| (6.71)
}, AN & o

162



Capitulo 6 Desenvolvimento do Elemento Finito do Tipo Hierdrguico

_ I oM, oM
Be,, (&, *f'(cfﬁ_- P vd,
3k (é n) ng &\ 23 a‘u 28 {}n )
1 oM, &Mq

Be, (E.m)= ;”:f"kdaa & +dy o)
| 1, oM, M)

Be (E.n) = ﬁi\d-h a t e {Qﬁ ,J
i &M, oM Y

Beﬁ“?’ (a: n) - DE (dﬁ ) 5ak d (:I’]k,g

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

As expressOes das derivadas das fungdes hierdrquicas sdo apresentadas no apéndice B.

Finalizando, a equacdo (6.43) pode ainda ser apresentada na seguinte forma matricial:

-
&M
"
S—

-

Ty

i

[8En0} {80} [BEn O B0 E w] - [BlE ]

%
"

el
LS t
[——

,.__.‘
it

=~
] o
Vg e T

oy
e
.
TR
=3
R
teppmeed
o
)
e
-
FIai
e
Wi
[———
-
Pt
]

ou de uma maneira compacta:

fe'} = [B] - fai

onde {g'} € uma matriz coluna {5x1), constituida das deformacdes especificas e . , €. ,

Y.. € Y, no ponto Q, segundo o sistema local de referéncia, [B] € uma matriz

i =z

(6.76)

(6.77)

A
rf ¥yt

de no

maximo (3x39), constituida das derivadas das fungbes de forma NS, my , M (En) e

1G3
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M (£, m) . e {a} ¢ uma matriz coluna de no maximo (59x1}, constituida dos deslocamentos
nodais u; , v, , w;, &, B ;e dos pardmetros hierarquicos a,, , b, , ¢, , a, , b, , ¢, . Verifica-

se, a partir da equacfio (6.76), que a matriz [B] ¢ dada por:

[BEenO]=[[B.En0] - [BEND] - [BEND] [BLEW]

(B, &) - [Bl.Ew] [BeEn] (6.78)

Esta matriz relaciona o estado de deformac@o especifica aos deslocamentos nodais e

pardmetros hierarquicos associados aos lados e interior do elemento.

6.4 Determinacdo da matriz de rigidez do elemente paramétrico do tipo

hierarquico

A expressdo que possibilita determinar a matriz de rigidez do elemento aparece na

equacio (5.40), sendo dada por:

k)= [ [isrionsriven d an-a

onde agora, para o elemento do tipo hierarquico, a mairiz {B] ¢ dada atraveés da equagio

{(6.78). Assim, substituindo-se¢ essa equacio na equagdo anterior, tem-s¢:

[BEnD] ]
[BEa0f

[BEno]

[x]= f ff [8L,2m] ééﬁ'j-[{fsg@,eg}} w BEan] - [BEND] [BLGE)]
1w e ) :

{B‘?&;{ézn}]j

[Br.cm]
[Be,cemf

- BLGE] e [BLGE W] [Be L G| e dn o
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Essa equaclo, uma vez resolvida, levara a matnz de rigidez do elemento:

R L e R I el B L N S
(Kl K] K] [Ka] o (K] o (K] [K]
[Ka] - [K] [Ka] [Kin] Ky (K] K]
[K]= {K%m] e E.K?u] 1Ko ] {Kz_},m} Ky {KQ}M] {Kz_,,mj (6.80)
I L A U R R R (N U
s o K] o (K] [Kan] oo K] (K] (K]
K] o K] TR (K] o (K] o (K] K

6.4.1 Determinaciio da submatriz [K;/]

A submatriz [K,] esté relacionada aos nds i e /) sendo que tanto § quanto f variam de 1 a
4. Essa submatriz caracteriza o elemento superparamétrico e foi obtida no item 53.1. Os
elementos dessa submatriz sdo dados através das equagdes de (5.78) a {5.102), ja considerada

a integracio numerica.
6.4.2 Determinaciio da submatriz [K, ..}

A submatriz [X,,..] esta relacionada ao né i, ao grau m ¢ ao lado a1, sendo que i varia de
lad,m de2aden, del a4 Essasubmatriz caracteriza o acoplamento entre o elemento

superparamétrico e a parte do elemento hierarquico correspondente ac refinamento de seus

lados:
o= [ [ Benol 2]l el -d-dd  ©s)

ou ainda, levando-se em conta as equacBes (4. 111}, (5.12) e (6.44):
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i Sw Bzz; B};f B@i[ Bﬁ’u |
B]'Zi 522;' 8321' 8421 BS?J
1oel el 15
= j'};LJ;i BESi Bz-sf Ew B, 3 B< ¥ . (1- Vz) ’
LBy, C3Bh (B, (G5B, +5CL) (€5By +5C,)
7Q%515; C%gm ’;%B (f; Bﬁz 1(45;) (C By, + —2—{‘"55i)m
1 v 0 ) L
Bf}" Bl"z i 551 ey
V 1 0 Q O et il B
0 0 {1~y 0 0 B!z;m Bizzm Bl?jm
L | Bl Bl Bl |[J (G| - din-d
Li—=%)
O G {} 2k G Eld,imn Blﬂmen B{Mrnn
o ¢ { O - _B‘!ﬁlmn 'BZSZHM BlSSmn B
L 2k
(6.82)
Resolvendo-se a equaciio anterior, obtém-se:
M*‘If;i k;z kls ]
kzz kzz *’{"'23
[Ki,mn} - k?;l ‘k 2 ;(?3 (683)
’}'41 ku fc@
_;‘:.ﬂ ks kﬁzzw
onde
jf f j‘ (1 ii(J"gll VBZBf).BZ]Imn T(\Buz +£?} ) gz“im;
)
E’ﬂf : Bi?lm;z}+ 2}% {E " } (‘B Biﬁ%lmn + B.Sl: Bgilmn )§ (68@)

(& - dednd

. i@ 1 } .
:};jj § j 1{ 2 {{Bmz +VB’7’71')-B]Hﬁm _%_{VB}?.: +B7?z)'8521mﬂ+
Wada - v ” - BT

I— . . .
( V) ' 522' : Ei%inm} - ( 423 Ej4§?’i’??? -+ BSZ; ) Hiﬁlmn }} ’ {ég‘S)

g T T zk(m)
(&) - dedndt,
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=L

‘V)hgg

HE S

V}B

LRI

b = b .f."j{CZ(}

V) B%iz i
2

k, = i:i-j: j: f] {(1 ,}Vt)

(1wv)_B

) 1 1 1 }
kl’"’ - }fj j j. { ?
o R N B (}_V*)

(I-v)

24z

%HM_

V}.g

33

3

- By, - Bl

33 ’

[(Bbl + \'BZ" ) lelmn MP{VE}SE ?3;) Bi?y;ﬂ
Bg%imn} " 2!&(11“ ) (B Bg«ﬁm;‘: ‘853i .Biﬁmn)} : (686)

| (&, )| - dednd

[(Bm VB ) By, (VB + By ) By, +

Yimmn

Biol-"m‘!] PPN {LS(‘B B{i?mn + B‘«‘u Biﬁlm;z} + (687)

4]{(} v}
(Cyay - Bl +Csyy - Bl 010 -iij(i,n)[-aﬁdndf;

(B, + VB, ) Bl +{(VB, + By Bl

fimn 2t +

‘Biﬂmn} {C( 45 41mrz %8557 'B‘Zilﬂm) + (688)

4&(1 V)
(("451 ’ Bg—'@‘ir}m ("55;' : Blﬂnm )]} ) é‘j({:;‘ ﬂ)i ) (j&,dndc

A{Byy, +vBy ) B, + (VB + By )- B, +

Bg.%?.mn} (”8412 8242391?1 +B§i: ’ 3252%?)} : (689)

vm +v)
| (&, m)|- dEdndC

B, + VB, ) Bly,,, +{(VB,, + By, ) Bl +

+ (B, + By, Bly, V- {(6.90)

P 3imn ] 7k{1 } 42;::!7 521

e, W)} dednd

{(!{;laz +VB ) B’i’mn +(V81? “gwjg%r} '8;22#:1 +

I

B, 2mﬁz§ T ——— (343-: : Bj4znzn + B53:’ ’ Bzﬁ?mn }% : {6-91}

24(1 1 V)
| (&, m)|- dEdndl
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ot g , f ‘
k:ﬁz =L '{j j;f; ECW'{{BW + VBZM)‘B;;zmn +(\f"Ba4z *3245}'3!22;?1»1 +

(I—-v) | . i,
'3341 .‘313?_.722;2] W [5(544; B‘Z?w + 3545 "Bfﬂmn

(Cpyi Bl + Co, - Bl M- l-](ia Ti)‘ - dEdnd(

3+

kg, =E- 'g j -[ Co 7 2( UBs +VByy ) Bly,, + (VB + By, ) By, +

{1-v) , .
7 'Baﬁg'Binm} 4/{(1 ) [C(Bw Bl4vm;z“*“B<sz Biﬂ'}}mn)w%u

(Cygp - Bl +Cog - Bl M} ()] -

ko= E- [ j [y B+ VB Bl + (VB B B,

( ay 4’:172?1 + B‘i) Bi 53ma )}

/(&) - ddnds,

\} g’-}lf‘ iﬁnzn]'
2 T 2k(1+ v)

j ! _[ oy B+ VB Blog, + (9B 4 B ) Bl +
1- .
( v} ’ 8375 ) BgSSmrz} R —— {Bni?) Biﬁiimﬂ + 8531' ’ Bi_%‘mﬂ)} )

2 : - ’?k(l )
\J(EM)|- dEdndt,

e i .
B | e 0B+ V) Bl + (VB + By Bl +
“iwtd-1 {I= v} ' -

{1—v} 1 .
By, - Bl 14— (B, Bl +B., Bl }}-

33¢ .mmn} Zk {} + '\/’) 437 43mn 3 3mn )}
(&, m)|- dednd

-. = }’ :g ;{ E 2(3; [(8141 + VBZ&E) Biﬁ i + {VBL@; + B741 3 Bg 23mn +

{I—vy |
-B.. - B — LB, + B, B,
2 34i .w:mz} 4;{(1 ) i: ( 4] 4 3 347 Smn )

(Cosy Bl + Cagy » Blyg D1} - WE, )| ddnd
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1 £ @ 3
5{53 =k j 5 j {CJWWLM;M{(Bm + VB?S;)' B!Hmﬂ + (VBH:' + B?%)' Biz&’mn +
SR IR Y 2(1 s V-) E = E : 23

(1—v} i, ) ,
By Bl 1+———[B, Bl, +B,  Bl, )+ 6.98
: 35 ")omn} 4[{ (1 ) { ( A5t 42 5 33 ) ‘« }
{C 53431?2»2 ( 537 Bli"s‘mﬁ )] } ' %'}{E‘:}: Ti)‘ : Ci&dndc.

Fazendo-se agora a integracfo analitica na direc@io { (equagdes 5.77) e a integragio
numérica nas diregdes £ e 1, com mh sendo o numero total de pontos de integragdio, as

equagdes anteriores tornam-se;

by = £ Z B )+ VB €, ) Bl 6,0, )¢

{\VBIE {é p?np} %821;' (i‘p?n;})).B}E}mn(é !_:ﬁnp}%

(1 ; V. B, (E,.m,) BL, (. )]+ (6.99)

i
A +v)

B8 ,m,) Bly,, (&, - JEm ) W,

-{B:ﬂ;'{ap%’?p)nBl4lmn(ipbnp}+

azk

k, = 1L- Z (i—~ {( 1 (ﬁj,l’gp)—%—\fﬁ’m(gp n, ) Bium(ﬁ.p:np)‘*‘

{vg“ (517’ni7)+37’1 (?f;;,,?; )) Bjnmriéwﬁ )
(1—v)
b R

(14 v)

Bos, (& om, ) Blyy,,, (€, M1 1E ,m,) -,

823;(%: } 81‘1m(-,— 1, i+ {6.100)

{ 424 (ép')np) B—Hm;?("n;ﬂnp)+

wifr n

by =1 G B 1) VB €0 ) Bl o, ) ¢

el

(VB (t 2 )"'B (‘:’ 77]’3;7}}.B;2§mﬁ<é_p)np}+
(-
2

H
k(1+v)

By, (& ,m,) Bl (8,0 M- JEm,) W,

;'%;(é:i;vﬂr)} B‘i h?e?’(%ﬂ?%p)_gﬂm (é;@})

{ 4;(@}) ﬁn} E@im;?(épﬁﬁj-;}—é_
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- ik
' - 7
# = Yy E‘i {(jﬂu‘ "if”n 7} ' Bzﬂ”’m(é T J>“§W (754: (é ) T(f)
2E(1+ vy Z ; 22 s
Biﬁ!mﬁ(éy:ﬂﬁ)}‘§!’i<&’;p3ﬂp}§'pf/p
[Tr' h
" :mizgl ‘[(;’5? (%’P’n?’}’ B‘I"“mn(&p’n;}“LCffz (E'ap»n;?)'

=i

BIS]mn(épbnp)}'1J(a5;:n{;}i'ﬁ/};

b

, 2 o , '
by = 2 »Zl{“_—vz)wm (&) + VB (€0, ) Bl (B0, )+

=

. . ] i—v
(VB (E,.0,)+ By (E,.1,)- B!n,_,m@p,npw—(—fz—l

BS]z(i_pnﬂp}"8132mn{§p?np)}% '[843;'(&;;:”;7)'

1
£(1+v)
Bl (&) + By (8 ,.1,) Bl (€0 )1 JHE,m,) - 7,

Hil

by =B D i B (60,0 VB (€, ) Bl (B m, ) ¢
=i
' £ . (1 — V)
(VBizg(épsnp}+ BZZ; (f‘;pﬁnp)}‘ BZQZﬁEn(\bpa.np) %T‘

B?;Zi {f:; 2 nl;). 3532#517{{:‘5_’{;7?};?)}% .EB-}'ZE'(%;):Q@}).

k(1T+w)
3i42ﬂm {.a_;ﬁ’ ?’Ep) + 5521 (i B? np) ) Biﬁlmn {E-op? Tip )3} ’ g“]{.ap) ?’ip )g . H‘;

i

. 2
k?j - f:’ Z(E— \/2} {{.BES; &i;;:ﬂ;;)"‘“ VBZ,?-z (i;;:np)}'glum(ép: np) +

(VBISE' ({t'bp? np) wé““5",23;' (iﬁ: TEP)) ’ Bzz'lmn {’é PR np) +
{1-v} . ,
~ '833:(gp=np>‘8132mn<6-\;)=n;))}+

Py

i
A(1+v)

B“s {a ;77]’332) ' Bgﬁ,’lnm(ép?np}}} ’ |"I(é,?}}p}% . ;%rp

'{BQS.'{E&})’?}{)>‘Eglmn{apvnp>+

(6.102)

(6.103)

(6.104)

(6.105)

(6.106)
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mih

F !
PSS . £ . £ ’ .
k42 2k{l1+v) ;ti [CMI (gx’f’ nif) Bi42frm ("ﬁ—" nﬁ»‘) +C S (é ﬁ’n}?)

Blyy (& M E o )

i
£ .
52 7 zk(_f-i—v_)’; ; 4<;(‘i > T, NE B423:!71{&}??}’3‘;—;)+("5§i(é);;‘?n;p)-

Bfﬁlmﬁ(ap: rip }}g‘](&wﬁp)i )Wp

R
Il
tx
[

(17 ){( B, )+ vB, &, .1, Bl &,.n,)+

(1-v).
2

(VBU?'(&J;JS}’};;}%BEEi(ép;ﬂp))'5[23;?;14(?;;)7“;;)%

B:ﬂz(awn ) Bl}m»z(épbngj)} f((l V) [ m(wp;

Bi‘i nm ;)3?] }&Bﬁzz{é; an) 'Sli%mr(gpanj),}}} j(E.- n )i

mh

i 2 o
by = B Z{(iw 5 B €M)+ VB (€1, ) Bl (6,0m,) +
=i
) . (1-v)
{VBIZI (g}ﬂ'?}p) + BZZi (ép?ﬂp)) ' Bzzfémpz('“:?p?np} + 2 '
i "
BS‘?; ﬁﬁn;)) B{ ﬁq{ﬁp:ﬁ;y}]mﬁié)%v}.{Bﬂ,z,‘(gpanp}.

Bl (&m0 + Bo (6,0 Bl (& 1 (E 0,0 H,

Zg{}_ [(Bi(&,om, ) + VB (0,00 Bl (2,0m,) +

=l

(1-v)
2

(V8131 (é;p? np} + BZSz {E; }J’nj?)} ! Bfl"ﬁ?m (E‘:Dp ?n_z)) +

833?’{ép?np}‘B;E‘Smrz(gﬁ?np)]& {B E'; ;ﬁn }

k{}“‘}“ )
Bl (&0, )+ By (€,.m,) Bl (& 0 - 1AE,.0, ) 7,

(6.107)

(6.108)

(6.109)

(6.110)

(6.111)
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E bz .
= N [CLE MY Bl, (6..n,)+Co (B uT)
43 21’((1+V) Z i { 44;(§§, n}) 3 (2;_; rg_r,) 54 \ct:} nl } (6_312}
Bl G o -, T,
E mh,
LK) ::“——_—_— tz {(j Si (3: ;?Ti ;)‘Bi"%wrz(é -ﬁnr;)+{?ﬂ?i (Ei )’nﬁ)-
® T 2k(1+v) Z FOEmen s e e (6.113)

Blﬁﬁm(ap :n};)}‘ Ej{ip?np}l - Wr‘{

6.4.3 Determinacio da submatriz [£,,]

A submatriz [K,,] esta relacionada ao no i e ao grau m, sendo que {

variade lademé

igual a 4. Essa submatriz caracteriza o acoplamento entre o elemento superparamétrico e a

parte do elemento hierarquico correspondente ao refinamento de seu interior:

k=1 [ [ irenol e, en] ven) ddnd 6114
ou ainda, levando-se em conta as equacbes (4,111}, (5.12) e (6.45):.
— B, B, By, By By, "
R By, By By, By By
{Km] = J;‘]j_} j: BL%;' Ez BSS; B4>z 5535 {1 fivz

‘:%Bléz Q%BEJH {:“2&5’341 (“:%“Bmg + 2 44;) {C B-mz +i2—{“1'?41)

AQ%BISZ- [:;EZ{;BZ‘,% ,‘:%335! (C’%Bi‘ »§" ( 4\1) (‘? 2 35 _L-;i—(-:%)w

1w 0 0 o | B _

v o1 0 9 0 Bey, Bey, Bey

0 0 1=y 0 0 Bez]k Be;‘z?x Bgz;%k ‘ 5

2 (v ' Be ¢ Bewy Bey, J(Em) & dn-dl

00 0 =20 e, Be, Bey

0 0 0 0 (-l Be,, Be, Beg,

L 2k

Resolvendo-se a equacdo anterior, obiém-se:

112
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ky ky klgm
ky ky ks
{Kim}:: k}.; }(-’32 k’g
kg kg ki
_k‘i k:’sz ks_gu
onde
5‘—1;{—1.[ {(1- UBy + By ) - Beyy + (VB + By, ) - Beyy +
(1-v) | |
3 . 5313- . Beglk} Zk{l ) (84]2 Beé]k —';-_85%_ .Bejlk )} .

J (& )| dednd

ky=FE- J‘ j. J\ (E {(Bm + VB, ) Bey, +{(vB, +B,, ) Be,, +
-V} |

5 By, - Beg 1 m (B, Bey, + By, - Beg -
(€. m)|- dEdned
‘{ j j (1 (Bxg +VB? g} Beﬂ’ —%-{V 13i Tst;}'B‘gzm +

(I-v) _ 1 . .
"“E_" Bs ’ 5631k3+ m (-5431 i 864;1; + -853: Besz;;)} ’

(&) Fedndl

kg =L j. ‘g j‘ ,:,{}_ By, + VB, ) Bey, +(vB, + B,,) Be,, +

{I-v) £
5 =By, Bey, 1+ m [C(B,, - Be,, + By, - Bey, )+

(C B‘qi +C ‘54 <1kﬁ,§ jf{é,ﬂ)! - dEdndC

Jj § j: 2(%— {( 15 VB b Beyy (VB + By ) Beyy, +

—v)
5 By, - Bey, 1+ —te 4%:{1 7 AC(B,,, - Be,y, + By, - Beg, )+

(Cys - Beyy, + Cyy, - Beg i -Ef{im}%-dicfﬁdi

P13

(6.116)

(6.117)

(6.118)

(6.119)

(6.120)

(6.121)
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ko =E- § '{ § (E~ By + VB, ) Beyy, + (B, + B, ) Beyy, +

W 7 gﬁ; Eaz,g} Zk{i+ } (thiz Bew:g Bw Beiﬂ)}’ {6-122}

(&, )| dednd

I\J

‘g ,éﬂ j. {(iﬁ 5 B, +VBy,) Be,, +{vB,, + B, ) Be,, +

1-v . 1 3
‘{“Tl'gszz ‘Be-sz;—}"‘l“m' (By,, - Bey, + By, - Beg, )} - (6.123)

(&, )| dedndC

el o 1 ,
k= E.g 5’; j. [ By, + VB, ) Bey,, +(vB, +B,,) Bey,, +
tdad s (I—v7)

{1-vy . : ,
' " ) ’ 833:‘ 'Eeszk} qk{] N (B»;Sz Beavk + 3531. 'Eesz,i;)} ’ (6.124)
JE ) dednds
o=k ng _[ Jf A,(E'““ v [{Bw + VB ) Bey, +{vBy, + B,,,) Bey,, +
i—v) 7
( ) By, - Be,, 1+ m [C{B,, - Be,, +B,, Be,, )+ (6.125)
(Cyy - Beyy, + Gy, - Bey )y Etﬁi; n)‘ ~dedndC
k=5 [ | j By, = VByg) Bey, +(VB,g + By} Bey +
‘/}
5 B, - Bey, I+t 4!1:{} V) QB - Begy, + By, - Beg, ) + (6.126)
(Cos - Begy, + Oy, - Begy 1} - %J(i"ﬁ}i - ddndg
14 N jr‘ jf g j‘ (i - T{Bﬂ 71;} Bel:k {VB1§S + BElr}l Bgz%»’c o+
- ¥} ‘ 1 ,
- B - Be _jsk}"f“m"{gﬂr'_g{%%ﬂ'g Béi‘”{)g' (612?}

(&, )| deendt
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ky,=E- jﬂ ;{ j (] NByy, + VB, ) Beyy, +{vBy, + By, ) Bey, +
1e-1 {11

{(1—v) B
" 'Bsz; '3‘333,&1 ”k(% Ty ) ( a2 }435—. + 852:' T ﬁgﬁsk}} ’

|7, m)|- dedndg

kss f f _f {}_ ) 1By + V8o ) By, + (vByy + By ) Beyy, +

i;\é.g !

7 33 Beza;; } J“m ’ (343;’ : 3343;% + 5531' i 135353;:)} ’

(W) dedindz

ko= £ j. j}jfi 2{1 E{Bm + VB, g Bey, +{(vBy, + B, ) Bey, +
— V}

A ! 834; Ty .-E+ 4;{(} {C(B B(’zm + BM; Bew } +

(Csi - Beys, + C'm;‘ By 315 ”(ia Hﬁ -dedndl

kg = k- j j jﬂ 2(}; (B +vBys ) Bey, + (VB + By} Bey, +
{(1-v} £,
2 - B B{"-Z?A ] *m {H(Bw 3‘34 T Bss: ; Eessk) +

(Cos - Beysy + Cyy - Begy )} ‘[J(é, n)( - dedndl

(6.128)

(6.129)

(6.130)

(6.131)

Fazendo-se agora a Integracdc analitica na direcBio { {equacdes 5.77) e a integracio

numérica nas direcdes & e 7, com mi sendo o numero total de pontos de integracio, as

equacdes anteriores tornam-se:

mif?
. Z 2 R L
‘E{ﬂ = jﬁ” : {mgéﬁ}}g'{ig;ﬂnfa}+VB?E_Z’(&};?H;)})‘Bgﬂf{'{c‘.;p?ﬂp}_F
=1

(\;BH E\gf') H;;}+§?§ ic.!pﬂfq )) B‘g”gﬂ{\“ TED)_E_

(i* k P4 ;
2 -5312(gp’ap}‘gefgik{‘ipﬁqp}}méﬂ
1
k€:1+vs-EBQ]I{ipEnp)-Bgdik{i}:>np}+

By (&) Bey (&, m ) - E . m ) 7,

1is

(6.132)
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oy = - Zéa LB 0,0+ VB (€m0 By €, ) +

(VBug {E‘; wﬂj,) +B’_};2j (E.;p:ﬂp)) 'Beza,{» (ép:np) +

{1~ .
) Bo’z( }ysn ) Be"}/;(‘:pvﬂ )}+

3 3 .
fi’(i-j— V) "{84%(&;;7“;9)'Bei.;k(ép)np)“?”

Boy(,.m,) B (&m0 -JE . m,) W,

mit

, 2
b = ) oy TP 6,m,) + VB € om, ) Bee €, om, ) +

p=l

{(vB,, (i,ﬂﬂ y+ By A8, m, ) Beyy, (§ .M, )+
{1-v)

n ngi(iﬁ’np)"gesm(érmﬂp)j*
1 4o
k(1+v) '[‘8431'(&;”“;9)' Be,y, (%panp) T

BSS," ((t? p?n;?)' BeS}i‘(ip?n_p)E} )

mwh

E ) .
v Zz (€0 (8,0m,) - Bey, (8,0m,) + C B0, )

E N
Be.ﬁik(é::p:np}]‘gj({;p,'ﬂp);' H’y

r = . )
Y5y T m;zfg {(4‘@ (éﬁ:n_ﬂy Bﬁ’qgk(%»%) + Csﬁ; (ip'?'%_y} ’
Beg, (& ,.n,)]-[J(E,.m,)|- W,
mih

. 2
o= D B ) VB, ) B 1,0

(1-v)

(V‘Bilz (é;}?ﬂp)ﬂl’“ Bz}:“(ifnnp)}‘Eﬁzz;‘;{g;:np} +

I
£{1+v)

Be (5,0 + By (5,,m,) Beg, (€ ,,m )3 -[/(E,.m, )| #,

3311(E‘;’p?n_y}"Befﬁk{apﬂﬂp}}% 'Egéﬂz {%ﬂp?np}.
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(6.133)

(6.134)

(6.135)

(6.136)

(6.137)
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) mwh 9
oy = E- Z o (B €, + VB (€, ) B (€,om,) +
1—v
(VB 6o, B (60, ) By (6, )+ U2
Bia Gy ) Bew € pom )+ p (B 6,0, )
Be i (€,.M,)+ B, (2 ,.m,) Begy, (8, 1 (E 0,00 7,
. . R 2
ks = E- Z“_ 1B & o, ) # VB (B, ) Be, (E,m,) +
(VBIBI(ép?"q )+B"3i(ip3np))'Be'ZZk(é‘;p?‘np)w!w
[
U=V B (e,m,) By, &, )+
1 .

k(i+v)'{B:izi(};pznp)'ﬁea&(gpsnp)"é“
B (€,.m,) Bey, (&,.m )} JE )W,

[_; mh
k-ﬁz :m‘;[1 [(‘441 (gp?np)lBe421c(ipﬁnp)+('-’;4i(ip9¥}p.)‘

8952&(&;;:}7;

_{Zi i
i ] }‘_‘ ¥ A
b = iy 20 10 ) By €m0+ o E,m,)
Beg (&, )1/ E,.m,) 7,

sk
s = - Z (g B €)= VB (€, ) B (€m0 +
. 1—w
(VBHI{EJ;;’H;)}+82%{<£p’np)}«5623k{£519n;}}+%ﬂ2w
) 1

3311(%;}.7‘}3;).}'Ee,ﬁf((ip?np}}%k(z+v}‘i'B!ﬂi(ip?Y;;;-)'

Be g (5,.m,)+ By (€,.m,) - Bew, (&, )1 (E .0, ),

117

(6.138)

{6.139)

(6.140)

(6.141)

(6.142)
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i

=3 3 2 E A ¥ bl
ky = £ -Zg{i—— NER 'i(glzi(c.,;;anp)+ VBzzf(‘ip?ﬂp))“ Be,, (c‘up7n;))+

=l

, 1-v}
{_VB12i(§p3np)+Bzzi(ap?np)}"gez?:k(é-)p?np)%k{ 5 - (6.143)

. : 1
'B32i(ép:ﬂp)"BESEk{&.p:n[;)]+ k(}_+ V) '{‘5421'(“;3;)77]{))'

€ (oM, + B, (B,m, ) Beg (8,01 - &, ) 7,

Z{ oy LB €, VB €, ) Bey € om, ) +

(vB,, (i M, Y+ Bz%(ﬁp,n ) Bem(iwﬂ )+ 2\’}. (6.144)

B8 ,.m, ) Beyg, (8, )1+ { e 1By (€ ,um, )

Bey (&,:M,)+ By (€,.1,) Beg (8,.n )8 /&, n, ) 7,

‘i(~33 xmgiz 'E(j&?z(ipﬂnp>"8€43k (ép;n;;)“f“(j54;'{};;;>nn)'

(6.145)
Bey, (€. )] JE ., 7,
b = o 228 10 (umy) Bep (€, m )+ G om, )
2’{((}”); T o {6.146)

Bey, (&1, 01 i(*umﬂ )

6.4.4 Determinacio da submatriz [K; ]

A submatriz [K, ...] esta relacionada ao grau & , ao lado j , ao grau m ¢ ao lado # | sendo

que kvartade 2 a4, j, delad m de2aden, del a4 Essasubmatriz caracteriza o

elemento hierarquico no que se refere ao refinamento de seus lados

Eo - [ [ [ren] 01 BLenl ve ol @ad 6147
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ou ainda, levando-se em conta as equacgdes (5.12) e (6.44):

r 3
; § !iiiy szw}; B”R_Ug_; B[zwg Biﬁ;:g i P
g; M j‘ 5[ jl 3 lizxg Bzzzlg‘ 8[321_@ Bzﬂ@' Bijz@' § (1 Alvz)
I\B! 13k Bngﬂfg Bl?}?y"g BE»ISKJ 8153@ _J
1 v 0 0 0 _ _
1 0 0 O B!] Trmn lezm Bz%Smn (6 }48}
(1 - V) BZ”lmn Bl?"’mn B‘g’?"mn
06 0 O 0 g . -

' Bl&lmn BZ32?’F’:’PI BiS’Smn ](‘m Tl)‘ dTE d;

(v}
00 0 2k 0 Bl4 1mn Bi42mn Biﬁﬂ B9
g O ] O m ,Bj;ﬂmn B!:?Zﬁm B !53nm
L 2k
Resolvendo-se a equacdo anterior, obtém-se
?kn ky ki
[Kf.q',m] = ; ey Ry R {6.149)
i_kml 32 ;"‘35_]
onde
ii - ﬁ j jﬂ j {(1 (B!Hk“ Zlfé_ﬂ) lirm'i '%'(VB;]”“ + B[""irf{} Z!mr +
(1-v) 1 .
“""“";);m ) B‘i}if{j ‘stamn} + 2k(1+v) ) (85415»;' 'Bzﬂm + B“ISEX;_; ' E;_ﬂmfé - (6.150)

| (&, )| - dendC

=F. j; jﬂ jﬁ (Efv ; {(Bl,, +vBil, ) Bl,,, +{vBl, +BL, y Bl +

(1-v) 1 _ _
- - B, 324 21mn}4" m'{Bi@@ 'Bi‘aam + B‘;sz:r ﬂmﬂ 3o (6.151)

(g, )| dednd

"'{ w{ j; { %(Ef E(Bg‘é’ +VB!7 j> Bf%imn (VBL;HKJ + ;!s} Bz”lnn f

{I—v) i

2 Bi 334 ﬁmﬁ} + m ’ {Biﬂﬁ? ’ B;‘Hmzs + Bgﬁ&’fj ) ‘giﬂmn)} : (6 1 52}

|/ (&, )| dEdnds,

11
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oppp 1
= fz“j‘ :{ g { 2 '{(Blnfgf Vv vm) Bgzzﬂm +(VB£121’91 71/I ) Bi”Zﬁm '
claelald (E-V )

{I—v} 1
2 ’ Bg-?if»:ﬂ' ) '32=m=} + m ! (Bja,lig ! Eg-@Zmn + Bgﬂp‘g : Bgﬂmn >} ’
(&, )| dedndl
k., jﬁ J‘ § (17 E(Bfwy +VBE?M;) Bl ‘%A(VB!}Z};[ ‘ 271:) Bl +
- V) 1 ‘
7 Bl Bl 1+ M'(B‘zz;@;— Bl Blsz%g Bl 0%

(&, )| dEdndC

- J. j. j {{}—\ ) (B, +vBlL,, ) Bl,,, +(VBly, + Bly, 3 Bl,,, +

) Bz‘% d'»r ll?mn] Ww}ww (BZ 3 B! 2 + 81531’\“’ ’ Béz:?m )} ’

2 9k{1 NIy ) 435 A2t

()| ddndt,

ompp i
ku =E 'jijfi » {(I - \»’2> '[{B]w VB!H@) ‘81} +{vBi g 21&;} BZZerE

{1-vj N 1
9 ; B!mf ’ Bésn,-n] : 2h(1 + ) ’ (Blmj ’ Ej»’iSmn

+ A

‘1&7 33 m;z)}

(&, )| dednds

Lo ]
k":: =k j‘ § {ﬁ“i{gzizg; + Vﬁ{zzk;)' Bilsm *’“(VB 12y 22/5 3 sz_,rn i
T 141 (E —v')
(] - V) : 53@%‘ : Egzsm } : "——}'—— 81]4?& B‘:sﬁm
2 T k(4 )

+ 5

s2k 153nm)} ’

(&) dEdnds

i 1 H i i
g:z§§ oo [(Bly, + vBLy ) Bl + (VB + Bl ) BI
T % O,

{} n V#) . Gan 23mn

U=V o PR N .
- Bi?%ii Bi.?.%nv:} : 2!{(} + V} (Hfﬁﬂkf B{iﬁrf 27

+ Bi.,

53k

- B [

33mn }J

(e, )| dEdnds,
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(6.153)

(6.154)

(6.155)

(6.156)

(6.157)

(6.158)
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Fazendo-se agora a integracio analitica na diregdo £ {equacles 5.77) e a integragio

numeérica nas diregdes £ e 1, com mh sendo o nimero total de pontes de integracio, as

equacdes anteriores tornam-se:

w wf 2 )
‘1(3} = j;‘ Z {W}[(Bjﬁiﬁl(&vn>np)+ VB[mj((;p:np))‘stsm(ap»np)+

=1

(Vlelij(ipsnp)+Bizikj(ijﬂﬁ;;))‘Ejzinm(apaﬁp)m?ﬁ

M-Bégg(ﬁpam)‘ LIRS 1 |

3
k(1+v)

Bly, (& ,.m,) Bl €, ) -JE,.m,)

{B‘f-ﬁlg (apvnp) : ‘B‘i}imﬁ (gp’np) +

W

»

sk

ky =L Z {Hj% LBy, (&, )+ VB, (& .m0 Bl (6.0, +
p=

(VB (& ., + Bl (€m0 Bl (E,n )+

. 3 E Bl (8, By, (€, )0+

;ﬂ%“f;;i'iBf’@@(cip,m)-Bfﬁm (E,.n,)+

Bl (& ,.m,) Bl &, n )1 JE,.n )| 7,

k= }i . f’-vz} {(Bl,, E )+ vBL (&, m, 0Bl (G om0+

put

{V‘Biﬁ.fg(i;}?nﬁ) + B[}ZSIQ (E’pﬂnp)}‘BJQImﬁ(ap?n_p} +
-V
2

. Bi%Bh (-E-ﬁpﬂn_r)}'ﬁ[fiimn \i‘p!np)ﬁ%
L.
k(1+v)

Bis%k' (‘3:? y?TE[aJ)‘ Bjﬂm#’;(&.-pbn;:)}} .g'j{iguﬁ.ﬂp)

{Bia;}]g' {.&_f _pﬁnp) ) B!&Hmﬁ(é ;;71}[;) +

121

(6.159)

(6.160)

(6.161)
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mi

k;z = k-

(}_“" i(Bflliq(iparz }APVBIH@'(LBL?T} )} Bli'?mﬂ(ip:‘nu)—%—

_ 1-v)
(V‘Ei}}}g (f;pr.np) + Bzzﬂg(&-ﬂ;ﬁngﬁ)). Bl22ﬁm Z;_z)’np) + { -

2 (6.162)

1 .
Bl:’;}ﬁ,}'(& p’T}P) . Biszmﬂ (ip:np)] + m ’ {Biilifg'(;p?ﬂf)) )

Bg‘ﬁmﬂ (é‘épsn )+ Bi)]k {a n } Bf‘ilmn _p?rtp)j} .l‘j(&pinp)k~ W
Hifi
. 2 .
kZE =k Z (i j:{B’gé?i( (ig)? n}))wﬂm\;B[ng}( p:np))'BgHmn(&.rpanp)+

(VB[TY,A {ﬁz,n )+Blm,,{§”’] )) szvnxn(ép”ﬂ;}T( 2\) (6]63)

8132.'9‘(5.3})5 np) Bl32mn(ip7'np}] + ({BIQZ,@{E:pvnp).

1
k(1+v)
Bly,(&,m,)+ Bl (6 m ) Bl (6,013 (&, ) W,

ik

k32 - ‘& ’ Z(iw—’vzj{{giﬂfb(apﬁ ng)} + \JB!ZB@(iP?np)) : B‘fllmn(épa np) +

(vgfl?;fg'(éz Snil)+Bl73ij(§p3np})'Bg Emn(ép) np) +

P-v ;
{ 2 ) B >g;\f(<‘;})’ﬂp) Biﬂ"ﬁ’}“({';p ﬂp}}w (6]64)

i
A1+ wv)
Bl (€,.1,) Blay, (6,,m)1-WE ) H,

_{3543-“:?(ip7np}-B!’?,ﬁm{ép:vnp) +

il

] 2
ki =L Z%(i [(Bl,a(ﬁpnp)ﬂ’ﬁf’m,fé S0 )) RN TP (N O R

el

R po N . : ; (1 D V}
(‘(Bg”@{gy,ﬂp) + 5521@'(5:;;:?’%;;}) . Bz’l}émn{é;n }’E‘u) w T ' (6 16}5)

Ky Bl Cam)

Bj4sm’?(éf” np} + Biﬁ'zﬂl (é,ﬁﬂ ﬁp} : '355331n(i;;7 H;)]} ) ;‘](‘i Fiad fi}) )f‘ ' ;i/p

Bgﬁ]ig (éb)ﬂp) ) Bg}Sm»z(ip’ ﬁp)} +
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by = - Z{(i S 1By (€, + VBl (8,m,) - Bl (6,m,) +

) -V
(VBiEEIQ(Espvnp)—FB!ZZ, p’ri }) Bzvmw(ap?’np)ﬁm 2 b (6166)

i ,
'5’5 (gprﬁ ) B 1mn(“:3p?np)}+m'{‘gl4lfgf(ép’.np)‘

43”"2{é -1, )+Bi‘2ki(& n};) B5omn{&.’pan;f‘)}}.!'](‘ip:np}glﬁiﬂ

a2

. 2
k33 :}LZ{(] ) [(B 3»’9]( pan ) VBZ?M"(CJ,D)Ti )) B]I'Smrz(%p: ‘g‘}p)qn
p=1
(iwv
(VB£§3k7(§f;9np)m+ﬁBl’)"}g(".}p?np)) BZJﬂm(i FE;J}T (6167)

3 kl{"ﬁpSIr}p) B?lmﬁ(épﬁn‘p)}—}m .[3143@(%179“;))‘

1
k(14 v)
38 (ép: n})) + ‘Bi ’§Ig (6 Tap) Bii:m;z (&pﬁn )]} r“f( T Q )F W/
6.4.5 Determinaciio da submatriz |K,,,]
A submatriz [K; ] esta relacionada ao grau k . ao lado j e ao grau m, sendo que & varia
de2a4,j dela4eméigual a4 Essasubmatriz caracteriza o acoplamento entre o elemento

hierarquico, no que se refere ao refinamento de seus lados. e 0 mesmo elemento hierdrquico,

no que concerne ao refinamento de seu interior:

[Koul= [ [ [ [BL ] (2] [Be, @] it m)-de-an-de. (6 168

ou ainda, levando-se em conta as equacgdes (5.12), (6.44) ¢ (6.45):

123
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m@ ﬂéj B[?v]kj 3[43@ Bgi]ﬁ.j"‘ .
Ajm i"h 7); BzEEkj B‘?«mg Biﬁzkj —(i_w%?j
Wg Bt]”%kf 8‘133.*;;' B{xs;g 855319'
1 v 0 0 0 . ,
v o1 o 0 5 Be,, Be,, Be,, (6.169)
0 0 (1-v) 0 0 Be,,  Be,, Be, |
2 , - Be,,, Bey, Bey, | |JE )| dE-dn-dg
00 ﬁm;r}l G Be,,, Bey,, Be,,
o 0 0 0 U-viy | Be,, Bey,, Beg,
L. 2k
Resolvendo-se a equagdo anterior, obtém-se
’%n kzz ki&?
[Kh nﬂ} = ky ky Ky % (6.170)
k3l k32 k??j

onde

ko = - j j‘ (1 > {(Bl, +VBl,,)- Beyy, +(vBly, + Bl ) Be,, +
S _ ;

(-v) Bz%zkf"ﬁegzm} mi‘_—‘
2 i 2k(1+v)

' {3[41@- ’ Be:m: + Bisyg - Begy, 08 (6.171)

(&, )| dgdndC

1 H i I
k, =E- § { § oy 1Bl + VBl ) Beuy, + (Bl + Bl ) By, +
A ‘

-V} 1
2 Bi?z&: ’ Begiﬁg}+M‘{Ef42@. - He i +B! ) iim}}' {6}-72>

JE, n)? - dednd’,

ky,=FE- ,g .E- :%‘}{G BV (B, 3k + B, 3t ) Bey,, +(vBi, s gz.afg} -Be,,, +

(1-v) 1 . _ .
Bl - Be. mwm-(&%gﬁeﬁm+§zﬂ,ﬁ.'Bem)}- (6.173)

() dednd;
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1 el

ko= E-[ [ [ = (!w Bl + VBly) By (VB + Bl ) B, +
{I-v) 1 :

5 Bi’euj Be Zf?z] 2%{1”?“\’)..(8341@‘842m+5§{§@ Beszm}}'

(&) dedndl

5 jf (l {(Bimlj' +T‘”'f?‘!zz:a) Bel?,:g+{VBglz@ + 2219) Be,,, +

i-v) 1
5 *8[37.2,, Bey,, 1+ 21+ V) '(3[42@- Be,,, + 81‘2&7 Beg,, )
(1 +v

)| dednd

= j‘ j j‘ {(g g (ij +vBl,,, ) Be,, +{(vBl,, +BL, ) Be,, +

(1-v) 1
Bl - Be, — (B,
2 33k ‘)Em}“}— Ek(l—é—\;’) { 43k

-5942m + 5153;;; 'Beﬁzm}} :

(& )| dedndl

1 H i E
kB::E-j j f oy (Bl VBl ) Beyy + (Bl + Bl ) B+
g . — L

{1-v) 1 .
5 Bimj sl m’(géw € + By, - Beg, )t

| J(&, )| deendt

mgjfj(i 5 (Bl VBl ) Beyy + (vBloy + Bl ) B, +
-

—v) 1
Bl Beg, 1+ m'{ﬁém €y + Blsyy - Begy, )y -

b2

(&, )| ddnd

. i i H i
::ﬁ«§4§ﬁ£4ig;\ﬁ>-ﬁBﬂ%f+vB%%)-Bgﬁﬂ+{vBﬂw‘+ﬁé@) Be, +

1- .
( V) ’ Bf.%%j ’ B"’?ssm] + *j"””"m" (3i

2kt sy Bl Be

43m + B]S'*’ﬁ‘; . B{gﬁﬁ'm)} :

(&, )| dEdnds

(6.174)

(6.175)

(6.176)

(6.177)

(6.178)

(6.179)
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Fazendo-se agora a integracio analitica na diregio £ (equagBes 5.77) e a integragio
numérica nas diregdes £ e n, com mh sendo o nlmero total de pontos de integraciio, as

equacdes anteriores tornam-se:

b = B2 D o Bl 6 ,m,) + VBl (8,0, ) Bey (€, ) +

(Bl (8 om0+ Bl (€m0 Bey,,, (€ ,.m, ) +

1—v '
( ~ }.5331’5}(&’?’3’;1}-}'Bgsm(é;nnﬁ}}“?“ (6.180)
i
m'{jg&l@ (€m0 Bey,, (§,.m, )+

Blyy, (5 ,.m,)- By, (€. 04 VIE,.n,) W,

o = 152 b By (€0, VBl 6,1, ) B (8,m,) +
p=t
(VBliy (&m0 % Bl (6,0, ) Bey, (& ,m,) +
T Bl €y, B (618D
Ty [Plas @) B E,m, ) =
Bl (€ ,.m,) Bey,, (&, 0 )1} - E on,) - W,
by =B Y (Bl (6,m,) + VBl (.0, ) Bey, (€ ,m, )+

(1-v)
{VBZ SEf(éjﬂnp) + Bil%fgf (igaﬂnp}) ’ Bezlﬂg(ipﬂnp\} -

o=t

(1-v 5 .
2 ) | Bi3gk}' {gp’ni?) ’ BeSlm{épﬁﬁp)] + {6%84)
1 ,
A{EJFV)'{BZ%%(EM?Q ) Be gy, ( wp:ﬂ )+

_8!5'31,:, (}; I?:Q'p.} - Besimiié’; pﬁ"q})}]} . "j{i p-’},%p)é i W
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#h

2
!CIZ = E Z{(I {(BR Qj(i;p ;7)+\')Binkj(i_y:np))-‘geilm(égnnp)—%—

ALY
(VBly (6,.0,)+ Bl (5.1, Bep, (2,m,) + < : ).
= ] r i
Bgs%:;;(%pvn ) Beﬂm(‘vfnn jiEs (1 V) 'iBia,lig(ip:np}‘

-'I-z.m(%p T'Ep)‘PBZ Stk (&p?ﬂ ) Beﬁ m(kﬁ; T} )}} tj{‘s ;:n,—)E"W

. 2
by = £ Z vy TP B )= VB (6,0, ) Bernu€,m, )+

v).

. 1 -
(VB (8,.m,)+ Bfma‘;p,np)yBezzm(ap,nmiz—
1

1+wv)
Be—‘-}?m(g_p? np} + BfSZ@]’(aﬁ?np) : BeﬁZm(éﬂzﬁ.np)]} : Ej(ip: n_;;)g ’ W

Bgsz@;'(}:::p: Tgp} ) Be}an{&p:np)} + ’ {B[lﬂtz!gj(ipsnp) '

mh

2 . .
k32 = ’ﬁ ’ ZN(E——V—E) {(‘8113@ {EJ;): ﬂp) + VB[Z}.L}‘{“F:‘:})’ ﬂp)} : Belzm(gpr T}p) +

p=1

(VBZIS&;'(%;M'Q]?} + 8123@7 (&p: }}p)) ) BezZm{;‘;;?J rip) +

{1~
Bl (2,0,) Be, (@m0 +
i
- . Be,, (& .
k(i+ } 4!{7(53 }’i } € m(}; n )+

Bloy (€., Beg, (&m0 - VE, m, ) 7,

mh

2 ) .
ki = E Z oot Bl B+ VBl (B, m,) BenlE, m,) ¢

I-v
(VBZEEE;‘ (ED}}? nl_,tj) + Bg’ﬂig; (F:»p:ﬂp» : BQESM(EJ p?np} + gﬂmf ’

8533&;'{&';)7}};:} ) BgSSm{ip:rip}} + ‘55[41@ (“%p: ﬂip) ’

A1+wv)
Be-‘«‘ﬁﬁ; (ap'ﬂp} T Bjiilg‘ ((:pi”.nﬁp) - Bgﬁ'_%ﬁ;(&p: np\)}} ) !"I(Z;p:n;;)% . W

(6.183)

(6.184)

(6.185)

(6.186)
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= E Z (o (B (61,0 + VBl (€,0,)) Ber, (€m,) +

(v
5 (6.187)

1 :
T vy BlosEons):

Be"ﬂﬂt(ip?ﬂp) + Bzﬁzkj(i‘p?ﬂp) . BeSSm{é;p?n};)}} : g"[((ipi ?}p)‘ ’ W

(VB;izkj {E‘i})?n;}) + B[ 220 {i}ﬂnp)> Be? ,m{“‘:p?ﬂp}

Biﬁ’vlk}'(ép:n ) Be“&n (C..»psn )]4_

mh

. 2 . )
k33 =Lk Z { m {(Bl‘yq (C.’jﬁnﬁ) + VB[B@'{E-’P’ n;'?)) ’ Bel.%m(i_;}?lnp) +
=1
{d-v)
(VB (€,.m,)+ BL, (€ ,.m,)) Bes(E,om,) + 2 (6.188)
; , I . .
Biﬁ.’éﬂg}'{"&p?ﬁp)n Be.’%?:m(é;v ﬁp)} + xigf"‘s@({;f”ﬂﬁ} ’

A1+ v)
Beys, (&,:0,) + Bl (€,.m,) - Bew, (&, n )1} &, ) W,

6.4.6 Determinaciio da submatriz {K;,.]

A submatriz [Ky,] esta relacionada ao grau & e ao grau m, sendo que tanto &k quanio m
sdo iguais a 4. Essa submatriz caracteriza o elemento hierarquico no que concerne ao

refinamento de seu interior

K= [ [ [ Becenl [P [Bentem} e nf de-an-az (6.189)

ou ainda, levando-se em conta as equagdes (5.12) ¢ (6.45);
quag

- I
€ By, Bey, Be, Be,, | i
[m j; .g j 'Be”‘* Bey, Be,, Be, Bey, | {1 j;\;z
Bey, Bey, Bey, Bey, |
't v 0 (} 0 - N P
{} @ G ell‘.‘" (’Hm é”if%m (6}96}
G {:i (}. - ‘»’;} Q @ Be?]m BQEZKI Eﬁ-_’_z:;m E
2 ' 883]!1; ‘BQSZ?R Be?‘*m ; ‘=j(a_,-, n)i : {j&' N dﬁ M d{:
G {i = V:J Q 35m 12 ]
vo 2k Be,,, Beg, Be,,,
Q G G 0 <1 - V} Be 13 Beﬁzm Sef» 472
L 2k

128
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Resolvendo-se a equacdo anterior, obtém-se:

EB('H ky, k
{Kﬂm] = E ky  kyo Ky
Lk31 kyy, Ky

onde
k= E- _[ _f j' {{1 B+ VB ) By (VB By ) By +
(1-v) , i
y B"Su - be le}TM'(Bé’ﬂk - Be €itm +B€51a Ben )J

(&, M) dEdndl

H 1 1 E ] . R
Ky = Ej j ‘ér { —{{Be,,, +vBe,, ) Be,, +{(vBe,, +Be,, ) Be, -+
s d i d (] — V') 2 22k ?

i B 4im + Be"fi i 3853;?;}; ’

{1—-v) . _ x i
5 Be,, 'Beslmj*m{*eeuk

S,y dedndC

. i i i § ]
k= E f ;{ G {(Be,, + vBe,, ) Be,, +(vBe,, +Be,) Be, +
— V -

{1—v} 1 ,
5 By, - Bey, 1+ ———— (e, - Bey,, + Bey, - Beg, 3

24(1+v)
(&, m)|- dednd

. i 1 1 E )
ky,=FE § § j {{E 3) [ Be,,, +vBe,, ) Be,, +(vBe,, + Be,,) Be,, +
111 —

(1—v) ] .
«———5— He €.y, 3&31 } m ( LT be Chnpy T Beuk 59%’;1)5

&, |- dends

(6.191)

(6.192)

(6.193)

(6.194)

(6,195)
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i 1 1 i
k,, = E«§ j’ {(E 2) (Be,,, +vBe,, ) Be, +(vBe,, +Be,, ) Be, +
1141 —

(iu V) ’ B 32k '563291}_?_—}—_'
2 2k(1+ V)

(Be,, - Bey,, + Beg,, - Bey, 3+ {6.196)

(& )| dednd

e
kg, = E'E j {(} 3 2 (Be;, + vBe,, ) Be,, +{vBe,, +Bey, ) Be, +
todToll —

1-v) Bey, - Bey, 1+
2 . 2E(1+v)

(Be,,, - Be,, +Be, -Be, )i+ (6.197)

2

()| dedndg

L

1 i i
ka=E j j j:‘ { } —1(Be,,, +vBe,, ) Be,, +{vBe,, +Be,, ) Be,, +
) 1daadr (1-v7) " o oA N

-V < Be,,, - Be }"“;'(8941& :
2 2k(1+ V)

Be,, +Be,, -Be, )}- (6.198)

™ 33m

J(E, |- dednds

EI - B | i
klﬁ = E :{ 'g j { 7 “[{Bél’!;&- + VB???,&-) : Bel3m + (VBewk + Bew,;—) ’ Beﬂm +
] a1 -1 (E — \; ) - = = v 23

(I-v) Be.,, - Bey, 1+ .t
2 . 2E(L+v)

(Bey,, - Bey,, + Beg,, - Beg, 3t (6.199)

(&) dgdndC

B |
ky=FE j .g j {{1 }) H{Bey, +vBe,, y Be, +(vBe, +Be, ) Be, +
SET T -y : 8 o

I — i . ]
"{“_5}2‘ Beyy, - Bey, 1+ m (Be,,, - e, + Beg, - Beg, 3y (6.200)

| J(&. |- dedndl

Fazendo-se agora a integragdo analitica na dire¢io £ (equagbes 5.77) e a integracio
numerica nas diregées § e n, com mh sendo o nimero total de pontos de integracdio, as

equaces anteriores tornam-se.
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sk

. 2
by =L- Z {lﬁ }[{Beth(gp:n Dk VBLZly(ipvn E Ben-?(‘?;pan 3+

(vﬁellk(épvﬁp} + Bezziz (i;y:ﬂp)) ’ Belim(épanp) +

{1
~ )‘B‘fsxk@pam)‘B{fgm(ip,m)H (6.201)
1 , )
k(} . V) ’ {Be‘g%(éﬁ" TEP) ’ Be‘?lm(i;p) ri;;) +

Bey (&,.m,) Begy, (&m0} - (E,.m,) W,

mh

2 .
by=E-Y oy (B B om, ) vBens (€0, ) Bey, (€ o, ) +

(VBe}lk (épbnp) + BeQEk({;p’np)} "Bgﬁm(ap? ﬂp)%
(1-v)

3 - Bey, (€ ,.n,) Bey, (&, 1+ (6.202)
1
;{(1 " ’g} ’ {Bg-;zﬁ, (i;})‘r}p) ’ "8841@(&;;-, n;}} +

Beg, (& ,.m,) Beg, (&, n )} -JE .0 )W,
| |

A

2
ky =L Z E“i—w"jf [{B‘“log{&pr& )-i—v}gez—:k(gp?n})}) Be,,, (& I

pad

(v‘Beis.é' {.Espa Tip) + Be?ﬁfc (éprnp)} ' Beﬁm(‘i 224 ﬂp} +

{1—-v . .
2 )-3633k<g3:9ﬂ}7).Be}im{{;ﬁ??}p)]ﬁ“ (6203)

k(i 4 \]} 'E‘:Be-i:%k (ip? ri_p}’ Bg‘ﬁm(épﬂ np} +

Beﬁ.’%k(ipanp) ' 'Beﬂ_m(ép: nyi)}} : %'j{ip: Tg{))g ) W

i

2
by =Y (ool Ben €on, ) vBew (E,0n, ) Be (€m0 +

=1

(i-v)
5 (6.204)

H _
PRERS 18, (‘ip;ﬁ;)"

Be»&lm(ép: 3’3;)} + 885?14’ (ip? Tip) ’ Beizm{i;u ﬂp)}} ) %‘j{é;ﬂ ‘Q;,}é . };i{g

(vBe, (&,.m, )+ Bey, €, ) Bey,(G,om, )+~

3831:’( {&J 2R Iﬁg) : 88327?5{&“;517 ?’Ep}j +
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2

. . 2 w
;(2?, = [3 ’ Z im -{(Be§2i"(&p7 np) + VBQZZk(épDTEp}) ’ E{g%zm(ipa "ﬂp) +
=1 N

(vBe,, (€ ,.m, )+ Bey, (E,.m,)) Bey, (€, mﬁ( ZV} (6.205)

i
‘B€32k (E-vp?np) : ‘Beé‘lm(ipanp)} + m- {Be—'Qk (E‘«_p?‘np) .

Be (& ,.m,) + Beg (€,,m,)- Beg, (&,.n )01 [J(E,.n )| 7,

i

2
~ (1 . ) '{(Bgi"a’k(ipanp> + VBesz(ép:TEp)) ) BelZm(ég;J np) +
(VBeﬁik (ip: np) +B€23k (&pynp)) ’ Bgllﬁz(é::pa ﬂp) -+
{1-v)

2

ey (&,m,) Bep, (6, )+ (6.206)

E *
P [Be (&,.n,) Bep, (E,,m,) +

. . : . Lo ;
Be.ifa'ii (2‘;[79?‘%_!7) ’ 5852;?7(@;39?};?)}} ) i*’f(i};ﬂ ﬁp)% ) %/p

mh

hy = E- Z ol € ) VB (€, ) Beu, (€, +

d-v)
{VBBHA((:;) n ) B{"'?g.l,(""v!;)n )) BeZsm<‘>:ﬂﬂ )+ 2 (6207)
L . . 1 -
Bé’]fiik{ipr.ﬂp))'g€33nz(gp¢ﬁ;:}t§+k{i_—é_ V) {Beﬂ\i\{gp:nn}

Be‘;‘:&fﬂ(a B2 Té_;f} + Bﬁﬁk (Ebgw }}r) ’ Eeﬁ?;m(."%pn 73_;)}35‘ : ;ﬁj{é’;pv 'ﬁ},} }’{ . ﬁfg

stk

. . 7 2 } )
kz?l = L y Z ?:{_i B VZ) -{(B‘-?;z.a- (‘C.,‘g?;‘ np} + VBeZZk ((;p) np)) . Bemm(&,.;,,'ﬁp} +
=
(Vﬁeg k{é.mﬂ.)%"ff{fq, {£ n })'B\eﬂ (é 7 }Jr(lmv}(
. g LA pr il 23m pr oy 2 (62@8)
s 1 7
Eggzk i\‘i,ﬁwﬂ;}“ Beg_?m{_";:pv ﬁﬁ}}ﬂL ‘%(1 " V) '%Be.@zk(ép,ﬁp}

»§ m(":zp? 2’1;;} Beﬁ };(v = n;;)‘Bgﬁﬁﬂl{iﬁznp)}_} ’%‘}(é‘;p’nﬁ)!.wp
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i

ba=E-3

i
4

(1-v)

{{‘8813.4' (ép: r}p) + VBe'Zli’ {E,p:‘ np)) ' Bei}m(api ‘q_;;} +

a5

p=i

(1-v)

(VBegf,fc(ipznp}+B€23k(ép7np))‘Beﬂm(&’}?’q}f)+ 2 . (62@9)

EeSSk (i;}? np) Be}&nz{"i;n np)} + 'iBe-’sSfc (.E::ps TE;) :

k(1+v)
5€4Bm{“‘i};3nj)}% B€53k (E‘:’_;;:}Qp)‘ Beﬁ}m(éﬁ? np)}} -i‘](ip?ﬂp)r‘ ﬁ};

6.4.7 Determinacio da submatriz (K, ]
A submatriz [K};] esta relacionada ao grau k | ao Jado § e ao né £, sendo que k varia de 2
a4, j deladel de!l a4 Essasubmatriz caracteriza ¢ acoplamento entre a parte do

elemento hierarquico correspondente ao refinamento de seus lados e o elemento

superparamétrico:
1 1 H g
& d=[ [ [ [nen]plBens] e d-ama=[c,]  ©20

sendo que a submatriz [K ,..] ja foi obtida anteriormente no item 6.4.2 .

6.4 8 Determinaciio da submatriz [£]

A submatriz [K};] esta relacionada ao grau k ¢ ao né {, sendo que &k € igual a 4 e { varia
de 1 a 4. Essa submatriz caracteriza o acoplamento entre a parte do elemento hierarguico

correspondente ao refinamento de seu interior e o elemento superparamétrico:

Popl o . )
k= | [ [Be.enl (DB O] ) de-dna=[K, ] ©6211)

sendo que a submatriz [K,,] ja foi obtida anteriormente no item 6.4.3 .
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6.4.9 Determinaciio da submatriz {K; ,..]

A submatriz [K} ] esta relacionada a0 grau & , ao grau m e ao lado # , sendo que ke m
sdo iguais a 4 e n varia de | a 4. Essa submatriz caracteriza ¢ acoplamento entre a parte do
elemento hierarquico correspondente ao refinamento de seu interior e a parte referente ao

refinamento de seus lados:
Kool =[ [ [ Becnl 0B e e )y d-ade=[K,,] 6212

sendo que a submatriz [K}, ] ja foi obtida anteriormente no item 6.4.5 .

6.5 Determinaciio do vetor de carga do elemento paramétrico do tipo

hierarquico

As expressdes que possibilitam determinar o vetor de carga do elemento
superparameétrico foram apresentadas nas equacdes (5.40) e (5.41). Analogamente, utilizam-se
as mesmas equagdes para o elemento do tipo hierarquico, com a ressalva de se empregar a

expressdo (6.26) paraamatriz{ N' |

=TIV T gy (6.213)

= vy B ar (6:214)

6.5.1 Determinacfio do vetor de carga correspondente as cargas disiribuidas nas faces

externas do elemente hierdrguico: {7,°}

Substituindo-se as equagdes (6.26) ¢ (5.110) na equagio (6.213), tem-se:
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' [}&{4’ (Z, T})]T
[*'le{i,ﬁ}r

(o)

[vief

[, ]

M

]

SIEAERY)

fa}|
o } {g!} ~§§%(i,ﬁ)“-d§;-{fﬁ (6.215)

{0}

Essa equagdo, uma vez resclvida, levard ao vetor de carga do elemento do tipo

hierarquico correspondente a acdo da carga distribuida sobre suas faces externas:

(6.216)

6.5.1.1 Determinacio da submatriz {f%}

A submatriz { fq_} esta relacionada ac no £, sendo que { varia de 1 2 4 Essa submatriz

caracteriza o vetor de carga associado ac elemento superparamétrico e ja foi obtida no item

54.1.1. Os elementos dessa submatriz sdo dados pelas equacBes (5.121) a {5.124), ja

considerada a integracdo numérica.
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6.5.1.2 Determinacio da submatriz { o }

A submatriz { i s } esté relacionada ao grau k e ao lado f, sendo que k vartade 2 a 4 e,

de 1 a 4. Essa submatriz caracteriza o vetor de carga associado 2 parte do elemento

hierdrquico relacionada ao refinamento de seus lados e pode ser escrita da seguinte forma;

{f§ = f j [, &l Z [N &1 g} |R - d (6.217)

ou ainda, levando em conia as equagdes (5.104), com ¥ ,{&,n) no lugar de N (€, n), (5.111)
e (6.20):

1 arM?rf(é’“) 0 o ;N,(g,n) 0 0 0 0]
=10l o wmgenw o 0 New o oof
0 0 M ew 7o 0 NEm) 0 0]
qx!
q}ff
Gy - |FE-dE-dn (6.218)
0
0
Resolvendo-se essa equacio, obtém-se:
{f;§
{fut= 4.}2 ; (6.219)
)
onde
P a0 _ TN
fo= ] F MG 2N G gy R e (6.220)
i £
1 opl o o i .
£=1 0 M€ 2 NG 9, |- dn (6.221)
59:2
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=1 e SN g, e ddn (6.222)

Fazendo-se agora a integracio numérica nas dire¢des £ e 1, com Am sendo o nimero

total de pontos de integracdo, as equagdes anteriores tornam-se;

hpt #

.fl = ZM@'(é;}?lQ;}).ZNi{'ép?np).QxI : ﬁs(ap?np) .Pp;y {6223)
=i =1
hn # 1
fr= M E,0,) NG, 4 [BE )W, (6.224)
=1 =3
fo= 2 ME ) D NE ) g, R E ), (6.225)
p=l FES ]

6.5.1.3 Determinacio da submatriz { 1. }

A submatriz { qu} esta relacionada ao grau &, sendo k igual a 4. Essa submatriz

caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento hierarquico correspondente ao

refmamento do seu interior € pode ser escrita da seguinte forma:

=1 [ oaenr S e g henleam  ©2e

ou, analogamente 4 equagio (6.218), com M, (£, ) (equagio 6.21) no lugar de M (& n):

ol MG 0 o |, [MEn o 0 0 0]
A=l 1] o men o | 0o wew o ool
0 0 Mew T o 0 NEw 0 0

Qx!

Cj}.ff
qu G dn (6.227)

0

0
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Resolvendo-se essa equagdo, obtém-se:

-

J (6.228)

{fH

onde

S IR ARV W AR R AR e (6.229)
L=l I M TN G-, e n)-dan (6.230)
P NGRS W TR G ) (6.231)

Fazendo-se agora a integracdo numérica nas direcdes £ e 1, com fm sendo o namero

total de pontos de integracdo, as equacSes anteriores tornam-se:

e i

Fo= M) TN ) g R GE (6.232)
=l i=1
hesr "

[ = T MUE ) TNE ) 4 G, (6.233)
el =}

. e ) ] o ) i ) o

j‘S = Z ‘;Mk(?’;p?np}.z}\;f{ipnﬂp}'g:i i’%(é;:ﬁp)g WU {62j4)

Pl IE ]

6.5.2 Determinaciio do vetor de carga correspondente 3 agfie das forcas de corpo: 1473

Substituindo-se a equacgfo (6.26) na equaglo (6.214), tem-se:



Canpitulo 6 Desenvolvimento do Elemento Finito do Ting Hierdrguico

[vieno] | |8
MyGo] b,

(=] f fl,

|G- - - dg (6.235)

Essa equagdo, uma vez resolvida, levard ao vetor de carga do elemento correspondente 2

acdo das forgas de corpo:

j
}
|
f, } (6.236)
)
j
|

6.5.2.1 Determinaciio da submatriz {f;}

A submatriz { f@} esta relacionada ao n¢ i do elemento que varia de 1 a 4. Essa

submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao elemento superparamétrico e foi obtida no
item 5.4.2.1. Os elementos dessa submatriz aparecem nas equagdes (5.134) a (5.137), ja

considerada a integragdo numérica.
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6.5.2.2 Determinacfio da submatriz {f% }

A submatriz { Js, } esta relacionada ao grau & e ao lado j, sendo que kvariade 2 a4 e,

de 1 a 4 Essa submatriz caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento

hierarquico relacionada ao refinamento de seus lados ¢ pode ser escrita da seguinte forma:

b

X

i 1 3 1’
{d=1 [ [ vaenr o, I S| dedn-ds  (6237)
5,

ou ainda, fazendo-se uso da equaciio (6.20)

LEm 1 bL
MmO fal JE)de-dn-dl (6.238)
J

onde

:if;fim%(éam-bxn - ddn -l (6.240)
= [ Myem-b e ) & dn (6.241)
L= Mo e ) de-dn-d (6.242)
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Fazendo-se agora a integraco analitica na direciio { (equacdes 5.77) e a integracio
numeérica nas diregSes £ e n, com /m sendo o numero total de pontos de integraciio, as

equa@c‘)es anteriores tornam-se:

A )

=23 M €,m,) b |JE ) W, (6.243)
i
s

fz :22 M}z}(ép T!p) bx E‘j( p’n )} 7 {6244)
p=t

fi=2 3 M (E,.m,) b, JE,m, (6.245)
vl

6.5.2.3 Determinaciio da submatriz { f;&}

A submatriz {fm} esta relacionada ao grau &, com % igual a 4. Essa submatriz

caracteriza o vetor de carga associado 4 parte do elemento hierarquico correspondente ao

refinamento de seu interior e pode ser escrita da seguinte forma:

(b ]
1 H H [ E .
{fb&}m} f jﬂ [M E] 40, (€ n)|- e -dn-dC (6.246)
o140 P
8. )
ou ainda, fazendo-se uso da equagio (6.21);
M. (E ) 0 0 (s
f"’* ﬁ{j?} § M &) u E'J*”_@?ﬁf&,n) d5-dn-dl (6.247)
! 0 W&nﬂ b

Resolvendo-se essa equagio, obtém-se:

{h1=1n0 (6.248)
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onde

Si= Ifg f: M, ()b, [ (&) dE -dn-df (6.249)
fr = ,{}J: iM (&) -b, (&) - dn-ds (6.250)
£o= [T MoEmy-b e ) de-dn-ds (6.251)

Fazendo-se agora a integragdo analitica na direcio £ (equacdes 5.77) e a integragdo
numerica nas dire¢bes £ e m, com /sm sendo o namero total de pontos de integracdo, as

equagles anteriores tornam-se:

Him

fi=2 Y M (E,m,) b E, M), (6.252)
=1
b

=2 MUE ) by, W, (6.253)
pwl
fom

=23 ME )b, E,m,)| T, (6.254)
=1

6.5.3 Determinaciio do vetor de carga correspondente s cargas distribuidas nas faces

faterais do elemento hierdrquico: { 7 f}

Admitindo-se que a carga esteja distribuida ao longo dos lados da superficie média do

elemento hierarquico, os deslocamentos de interesse serdo aqueles relacionados aos pontos
desses lados. Assim, as submatrizes {fv{ u {(‘“;,3’1)} e [M, (€, m)] que compdem a matriz [V'] da

equagio (6.213), para cada lado do elemento, tornam-se:

{(a)paraclado | {(figura6.2), noqual L=0 e n=—1:
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‘Mfg' &~ 0 O _J
[M,en]=[M,c-0]=| o Men o
| 0 0 M (A1)

com j assumindo o valor 1, correspondente a este lado e

jFMk(E:,,ml) 0 0 1 lf"@ 0 0
M.Emf=[ME-nl=) 0 MEH 0 =000
0 0 M,E-1)| [0 0
sendo que [, (£,m)] sera sempre nula no contorno do elemento.
(byparaolado 2 (figura6.2), noqual L =0 e & = +1:
M (Lw) 0 0 1}
\ P . .
Myenl=[M,am]=| o Mmaw o |
o 0 M,
com j assumindo o valor 2, correspondente a este lado e
(M Em]=]M. 0 m]=]0]
(c)paraolado 3 (figura6.2), noqual L =0 e = +1:
(M@. (£.1) 0 0 _r
M em]=[m,en]= ©o  aeEn o |
L0 0 M (&)

com j assumindo o valor 3, correspondente a este lado e

(M, Em]=]M, ED]=0]
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(6.257)

(6.258)
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(6.260)
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(d)paraolado 4 (figura6.2), noqual L =0 e £ = —1:

E,w@( 17 0 0 1
|M, )= [M, (-1,m)]= My(-Lw 0 (6261)

com j assumindo o valor 4, correspondente a este lado e
M Em]=[M,1Ln)]=]0] (6.262)

As submatrizes {N,’(i}n,?;)], que tambem fazem parte da matriz [N'] na equacio

(6.213), ja foram obtidas, para cada um dos lados do elemento, no item 5.43, através das
equacoes (5.138) a (5.141).

Analogamente ao item 5.4.3, tendo partido da equagfio (6.213), chega-se a seguinte
equacdo, que fornece o vetor de carga correspondente as cargas distribuidas em cada lado j do

elemento hierarquico:
4 . -
{rrey=% L{{N}]‘r i} ds, (6.263)
gt T

onde agora, [ V] ¢ uma matriz constituida pelas submatrizes [A,;1, associadas aos lados § do

elemento, [ M, ], associada ao interior do elemento, além das submatrizes [NV}, associadas aos

nos £ de cada lado j do elemento e ja obtidas no item 5.4.3 |

Efetuando-se o somatério na equaciio (6.263), obtém-se:

VY= LNy as, [ VT {72} -d, +

J IV 73y as, [ INIT - {Fa) s, (6.264)

onde dS,, dS,, dS; e dS, sio fornecidos pelas equagdes (5.144) a {5.147).
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6.5.3.1 Determinacfio do vetor de carga asseciado ao lado 1

De acordo com a equagdo (6.264), o vetor de carga associado ao lado 1 sera dado por:
{f11} = J’ N - {i1}-ds, (6.265)

onde {71} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes da carga distribuida no lade

1, segundo o sistema global de referéncia. Substituindo-se as equagdes (5.144) ¢ (5153} em

(6.265), vem;

i

I" reE
Ay .

-
i [ ]

ry-[| {“““'(i ! [ 01 N @] D ),
[ i

;
FE-D| -
(8, D) %f &)

M (-1

1
1
1

"""E

<

(6.266)

Essa equacdo, uma vez resolvida, levara ac vetor de carga correspondente a acdo da

carga distribuida sobre o lado 1 do elemento hierérquico:

3

} } (6.267)
i

})

6.5.3.1.1 Determinacfio da submatriz { f!iz}

A submatniz {f ﬂi} esta relacionada ac no i, o qual assume os valores 1 e 2. Essa

submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao lado! do elemento superparamétrico e foi
obtida no item 54.3.1.1. Os elementos dessa submatriz aparecem nas equacdes (5.166) a

{5.169)}, ja considerada a integraciio numérica.
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6.5.3.1.2 Determinaciio da submatriz {fﬂ@}

A submatriz { Jr ,g} esta relacionada ao grau & ¢ ao lado j, sendo que k variade 2 a4 e

J assume o valor 1. Essa submatriz caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento

hierarquico correspondente ao refinamento de seus lados e é dada por:

{Fi1, = [ M 6D [N, -1 71, 3+ IV, &1 71, FHIN GO -] &

(6.268)
ou ainda, utilizando-se as equagbes (6.255), (5.154), (5. [55) e (5.156):
1(,44@,-(%,”1) 0 0 W (N (&1 i1, + N (E~1)-Th,, + N (E~1) 7L ]
{fti,g.}:jg 0 M, (51 0 {N(L‘ DTl + Ny(E-D) TL, + NJ(E—1)-7
L 0 0 M, (&~ z}J (N (E-D) 1, + N, (E-D 71, NS(@,“;)-@}&

lFE-nl-d& (6269

Resolvendo-se essa equacio, obtém-se:

-

{fz}‘b :ji 2
{

f,,\a
N e —_—

(6.270)

\.»J

onde

.ﬂ=fﬁ@&rDL%@er%+NJ&4YﬂH%M@rDE%}%&r%%ﬁ (6.271)
fo= [ MG IV EAD 11, + Ny ) 11, 4 Ny(E 1) 7 Ll FE-nla (6272)

Jo = [ M D TN G- )71, + Ny @D i, + NG ) L L R D (6273)

Fazendo-se agora a integragdo numérica na direcio &, com # sendo o nimero total de

pontos de integracdo, as equacdes anteriores tornam-se:
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I
Fi= 2 MG, =D IN (G, =D i, + NG, D71, + V&, -1 11,1 &, bW, (6.274)
=l

= 3 My (6,1 N, By )Ty + N8, 1)L, 4 NG, D) 7L R, D), (6275)

F

fo= 3 My €, DN 1) E 4 Vo8, ) Ty, + NG, D LR, 1], (6.276)

6.5.3.1.3 Determinaciio da submatriz {fﬁk}

A submatriz {j'tl ,{} esta relacionada ao grau &, sendo 4 igual a 4. FEssa submatriz

caracteriza o vetor de carga associado & parte do elemento hierdrquico correspondente ao

refinamento de seu interior e € dada por:

Uy = MDY IV G D 1) IV, D 1, )+ [N, (& D] L] e D

(6.277)
ou ainda, utilizando-se as equagdes {6.256), (5.154), (5.155) e {5.156):

o0 C!wi ffv(h TN AE~D-f
%N (& 1} fl + N (E-D)-F
00 @_ﬁ | N (&) z;z+;fv'2{§,—i}-5

121 & NS(!’C::‘_E} . El.‘}x \L
L, + No(E~1)-71,, |
L+ N (E~D-71,, |

{fﬁk}ﬂg

Je-nf-& (6.278)

Resolvendo-se essa equacio, obtém-se:

7]
{711 }= 1 gé (6.279)
\,fsf
onde
fi=f=1=0 (6.280)
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6.5.3.2 Determinacio do vetor de carga associado ao kado 2

Adotando-se, para a obtengdo do vetor de carga { ¥ 52} associado ao lado 2, um

procedimento analogo aquele utilizado na determinagio de {11}, tem-se :

;
{fr2} = { }}} (6.281)
(i

6.5.3.2.1 Determinaciio da submatriz {2}

A submatriz { I zzi} esta relacionada ao no i, o qual assume os valores 2 ¢ 3. Essa

submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao lado 2 do elemento superparamétrico e foi
obtida no item 5.4.3.2.1. Os elementos dessa submatriz aparecem nas equacdes (5.172) a -

(5.175), 14 considerada a integracio numérica.

6.5.3.2.2 Determinaciio da submatriz {fzz,@,}

A submatriz {f 12 k_g} esta relacionada ao grau & e ao lado /, sendo que kvariade 2 24 ¢

J assume o valor 2. Essa submatriz caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento

hierarquico correspondente ao refinamento de seus lados e ¢ dada por:

W
{ f;zﬁ =/t (6.282)
Lz J
onde
i
Sr= 2 ML, )V, (L) 22, 4 No(Ln, )72, + N ()22, )[R (6.283)

gl
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i g .
fo= 2 My Qon, ) TN (L, )02, + N, )02, + Ny 12, 1 Jatin, -7, (6.284)
gl

i
j;:zia4ﬁ{anp)¢mg{gnpyizk-5N;a,npyfzk-+Ag<Lnnyzhj§;<Lqpﬂ-ﬁ; (6.285)

=1
6.5.3.2.3 Determinaciio da submatriz {£72, }

A submatriz {f 52;;} esta relacionada ao grau &, sendo & igual a 4. Essa submatriz

caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento hierarquico correspondente ao

refinamento de seu interior e € dada por:

o

(6.286)

Uﬁd=%%

J:

Ay

onde

Si=f=/=0 (6.287)
6.5.3.3 Determinaciio do vetor de carga associado ae lado 3

Adotando-se, para a obtengio do vetor de carga {_ff?s} associado ao lado 3, um

procedimento analogo aquele utilizado na determinagio de {11}, tem-se:
170
(i3} = {{fwi}}} (6.288)
SVEER)

6.5.3.3.1 Determinacfio da submatriz {/13 }

.

A submatriz {f ISj} esta relacionada ao nd 4, o qual assume os valores 3 ¢ 4. Essa

submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao lado 3 do elemento superparametrico e foi

14%
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obtida no item 54331 Os elementos dessa submatriz aparecem nas equacdes (5.178) a

{5.181), ja considerada a integragio numérica.

6.5.3.3.2 Determinacio da submatriz { fi3 ,ﬂ}

A submatriz {f 13 ig} esta relacionada ao grau & e ao lado j, sendo que kvaria de 2a 4 ¢

J assume o valor 3. Essa submatriz caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento

hierarquico correspondente ao refinamento de seus lados e ¢ dada por:

{/13,}= (6.289)

TN SN S
poe e

— A
- -

onde

& H -
L= 2 M DN, D F3, + NE, 073, + Ny @, 0 B3, )[R 8.0 W, (6.290)

pl

i Y ;
fo=2 M (E 1N, (§,-0-13,, + N E,. 113, + N.(E,.D)-£3,, NG (i?,i)i[ W, (6.291)
p=1

7
fi= 2 M€, D INLE, D13, NLE,.0 13, + N, &, 073, 1R e, ) 7, (6.292)

p=1
6.5.3.3.3 Determinaciio da submatriz {fﬁk}

A submatriz {f sz} esta relacionada ao grau &, sendo & igual a 4. Essa submatriz

caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento hierarquico correspondente ao

refinamento de seu interior e ¢ dada por:

(£
{F3.)=141 (6.293)
A
onde
h=h=7=0 (6.294)
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6.5.3.4 Determinaciio do vetor de carga associade ao lado 4

Adotando-se, para a obtengdo do vetor de carga { f If-’i} associado ao lado 4, um

procedimento analogo aquele utilizado na determinaciio de { f zl} , tem-se;

(6.295)

6.5.3.4.1 Determinacio da submatriz { fz4g.}

A submatriz {f ?4i} esta relacionada ao nd i, o qual assume os valores 1 e 4. Fssa

submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao lado 4 do elemento superparamétrico e foi
obtida no item 54.34.1. Os elementos dessa submatriz aparecem nas equacdes (5.184) a

(5.187), j& considerada a integracfio numérica.

6.5.3.4.2 Determinaciio da submatriz {fﬁlkj}

A submatriz {‘f 4, } esta relacionada ao grau k e ao lado j, sendo que A variade 2a4d e

J assume o valor 4. Fssa submatriz caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento

hierarquico correspondente ao refinamento de seus lados e ¢ dada por:

it

:-:1-

{.f f%}z 4 ' } (6.296)
)

ey

-
“

onde
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E .
fo= 2 M ) N (=hn ) P+ N (<L) P, + No(=Lm, ) - 74, 17 (L)) - 7,
3

(6.297)

I H i .
j: :ZA/E@<_i:ﬂp>'[ﬁf1(—lsn‘g)’545}4 + N,s{"“l-,ﬂp}'f'%).. +iV8{"i‘ﬂp){43;-Ei‘;:{“j~np}é'W;
p=1

(6.298)

fi= 2 Ml ) N (=hn, ) T4+ N (=1, )Ty, + Ny(Ln, ) 74,1 B (<L, - 7,

}j;:]

(6.299)

6.5.3.4.3 Determinacio da submatriz {f14, }

A submatriz { fi4 k} esta relacionada ao grau &, sende k igual a 4. Essa submatriz

caracteriza o vetor de carga associado a parte do elemento hierarquico correspondente ao

refinamento de seu interior e ¢ dada por:

[/,
{14} = 41 S (6.300)
)
onde
Hh=h=f=0 (6.301)

6.54 Determinacio do vetor de carga do elemente hierdrquico guando todes os

carregamentos afuam simultaneamente

O vetor de carga do elemento hierarquico correspondente as acBes simultineas de todos

os carregamentos descritos anteriormente, serd dado por:

=i lml= ) (6.302)
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Capituio 7

FORMULACAO DAS CARACTERISTICAS DO
SISTEMA

7.1 Introducie

Tendo sido encontradas as equagdes algébricas que descrevem as caracteristicas de cada
elemento do sistema estrutural, o passo seguinte foi combiné-las para formar um conjunto
completo de equages que governasse a reunido de todos os elementos. O procedimento de
montagem desse conjunto de equagdes estd baseado na necessidade de que o eguilibrio se
verifique por todo o sistema. Como as condigBes de equilibrio ja foram impostas dentro de
cada elemento (principio dos trabalhos virfuais - item 5.1}, necessita-se agora, estabelecer
essas condigles para cada né do sistema discretizado. Nesse sentido, cada componente das

forgas { f; ; , atuantes em um no genérico i do sistema, deve ser igualada a soma das respectivas

componentes das forgas {£,"} de cada elemento que concorre para o né i. Porianto:

ARSI (7.1)

onde m € ¢ nimero total de elementos que compdem o sistema estrutural discretizado e
{77} € o vetor de carga correspondente ac elemento superparamétrico associado a0 né i do

sistema.

-
L&
LD
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O mesmo procedimento € admitido para as componentes das forgas /1 e Uf.}

relacionadas ao elemento hierarquico:

Uel= Z{ fol (7.2)
TARDRT (7.3)

onde {f:} e {f} sdo, respectivamente, os vetores de carga correspondentes ao refinamento

dos lados ¢ do interior do elemento hierarquico.

Observando-se a equago (5.189), é possivel escrever para cada elemento ¢ do sistema:

{fﬁg =K1 o+ +[K ] la,} [ VO I (0 I SRR P ¢ 4;1 fa, )+

- {(7.4)
(K314} + -+ K, fa,}
Ut =K Jda + + 1K T Ha ) + 1K 0 fay ) + -+ 1K ] fag b + 75
(Ko d-da@y+ oK, 1@,)
{.fke} :EK;]{Q;;* TiK:;} {anj—r—{ 21} { 21}+"'+{K:4i}'{a45}+ {76}

[Kil-{@)++[K] @,

onde
n = numero total de nds do sistema;
[ = namero total de lados de elementos do sistema;

ia,i,..., {a,} = deslocamentos nodais correspondentes aos nés do sistema;
{a,, ..., {a,,} =par@metros hierdrquicos correspondentes ac refinamento dos lados dos

elementos do sistema;

{&,},....{a,} = parametros hierdrquicos correspondentes ac refinamento do interior dos

elementos do sistema;

K5 1.... 1 K[ 1= submatrizes correspondentes ao elemento superparamétrico;
i1 perp

154



Lapitule 7 Formuiacio das Caracteristicas do Sistema

[K 515 [K ] =submatrizes que caracterizam o acoplamento entre o elemento

superparametrico ¢ a parte do elemento hierdrquico relacionada ao refinamento dos lados dos

elementos do sistema;

(K51 K,

int

i=submatrizes que caracterizam o acoplamento entre o elemento

superparamétrico € a parte do elemento hierarquico relacionada ao refinamento do interior dos

elementos do sistema;

[Ky a1, LK} }=submatrizes que caracterizam o acoplamento entre a parte do elemento
hierarquico correspondente ao refinamento dos lados dos elementos do sistema e o elemento
superparametrico;

[K2].e . [ K 4, ] = submatrizes correspondentes ao elemento hierarquico no que se refere ao
refinamento dos lados dos elementos do sistema;

[_f{m,;h}} ?...,{f{",;,m} = submatrizes que caracterizam o acoplamento entre a parte do elemento
hierarquico correspondente ao refinamento dos lados dos elementos do sistema e a parte do
elemento hierarquico que concerne ao refinamento do interior dos elementos do sistema;

(K ],....[K; ]=submatrizes que caracterizam o acoplamento entre a parte do elemento
hierarquico relacionada ao refinamento do interior dos elementos do sistema e o elemento
superparametrico;

[K:,,] ,‘.,,{;’fﬁ 4] =submatrizes que caracterizam o acoplamento entre a parte do elemento

hierarquico relacionada ao refinamente do interior dos elementos do sistema ¢ aquela que

concerne ao refinamento dos lados dos elementos do sistema;
[KS]..... (K., 1= submatrizes correspondentes ao elemento hierarquico no que se refere ao

refinamento do interior dos elementos do sistema;

7.2 Determinac¢io da matriz de rigidez global e do vetor de carga global

Substituindo-se, respectivamente, as equagdes (7.4), (7.5) e (7.6) nas equacdes (7.1},

(7.2) ¢ (7.3} e considerando todos os nés, lados e elementos do sistema discretizado, vem:
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i {fle; = (i{K;E}} {a!} e +(§:EK;]) {an} +(§:{Kfzaj) {azz} Tt

UKDty = (IR @)+ -+ (S KE - (@

D= UKDt oo (RIKED o] = (LUK D e+

¢

UKD g + IR D@+ -+ (SRS D- (@, )

S = QKD )+ +<§;{K:HD- (@, + (LKD) fay) +o 4

@& WD fag) +(Z{Kﬂ;}> @+ + (IR 1)

S U= KD ey} oo+ (i{K;n})- fa,} + @K;z,})- @+

(SR {a.wwzgffm @) ﬂzg Rt}

471 = (KD e o BRG] (K D ) oo

UKD ) *{Za“ °D-ta) +(Zm';mi) @}

Z%fﬂ @ SRS *ffif‘fif,ni>-%fa}+€fs:K:;_a3>n{aﬁ}+=--+

(Z[A4z4:}} aﬂ.;ﬁéz{ a4} +(Z[ KawD-{a,}

igﬁe}:(ig&iﬁ}{al}f T(Z{Km}) a }*QZEKZJ) {st}_ru,

(IR D {a + {Z{?{}i}}- @yt (ZK‘;}}« 1a,;
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S = R D )+ +<iﬂ"‘<ﬁ;}>« @} +(§U‘<‘;ﬂh- Ayt + oot

(ZWHJ) d[;%“(Z{KUD i, 4(2{ W D4

SR = (UKD o+ o+ (SIRLD- la+ Rz oy o
. . (7.7)

ARt} + (KD fa) -+ (RIKLD- fa,

Esse conjunto de equagdes pode ser representado na seguinte forma matricial:
[K]-{a} = {f} (7.8)

onde [K] € a matriz de rigidez global do sistema:

DRSS R ST o B 3 ARG K
SoAKA e YT IK] Ze;gmli e YK

2oELE e DR DKL e ST UKL

3

>

S

Z .
CE PRI SR ERE N LE - X %m

o

z

>

34

DoAELY e 3T 15 el 2 EKM e K
UK ZMEK;}} DoAK T e 3T K]

DRSS YUK e YR

Ni
m 2

i

"”ra

2K

SR

DKL e TR TR e 3K (&
(7.9
{a}, o vetor relacionado aos deslocamentos nodais e pardmetros hiersrquicos do sisterna:
aj =l da b da Hay bdag b e Ha b ad, s @1 (7.10)
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e {f1, o vetor de carga global do sistema:

TEDNTARS SV NV AIEES AT WTD A

_____ ,7, -
S ST

O algoritmo desenvolvido para a determina¢fio da matriz de rigidez global {K] e do vetor
de carga global {f} possibilita que, tio logo seja encontrado um coeficiente de rigidez ou de
carga, ele possa ser colocado imediatamente na posi¢iio apropriada dentro das respectivas
matrizes. Para tanto, ¢ estabelecido um esquema de numeragio global para identificar os nés,
lados e elementos do sistema discretizado; em seguida é criada uma topologia que especifica
quais nos € lados do sistema pertencem a quais elementos, ou seja, estabelece a
correspondéncia entre os nods ¢ lados do sistema discretizado e os nos e lados dos elementos.
Essa topologia, dada como entrada do programa computacional, serve para definir a

conectividade da malha de elementos.
7.3 Resolucio do sistema estrutural em analise
7.3.1 Determinacfo do sisiema de equacdes lineares

O processo de resolugdo do sistema estrutural examinado consiste na obtengio do vetor

{a}, constituido de seus deslocamentos nodais {translagdes e rotagdes) e, se desejado, de seus

pardmetros hierdrquicos. Com esse intuito, define-se primeiramente o sistema de equacBes

superparametrico:

{'Kﬁi{j}éfj super 5 {/fmper i (7 12)

no qual

UK - Z 1K3]

K = (7.13)

DK - Z {K;
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fa}
{awe,}:{ ¥ (7.14)
a{i?;n}J
](Z;’Z_ur’}
. . (7.15)
Z”}{fi

sendo # o numero total de nds do sistema. Admitindo-se #°, como sendo o niimero total de
variavels superparamétricas (deslocamentos nodais), as matrizes anteriores serdio,
respectivamente, das seguintes ordens: (" x n"), (7 x 1) e (0 x 1).

Se se pretender aprimorar a solugiio do sistema superparamétrico, pode-se a seguir
executar a primeira reanalise sobre ele, refinando-se os lados dos elementos pela introducio de

fungdes de forma hierdrquicas de segundo grau, ou seja:

r
H

] {K‘m er -.E [KSZJIKZT Her } a;’;{) 3
L: 7 ey fier 1 { d‘li (7 i 6)
¥

EF . { {fmper}w
K?ﬂeri,syper} {Khiér] j J {ahzeri ; j Ek {fkieﬂ } Jr

onde as submatrizes [Kipor] € {foper! j& terfio sido obtidas pela analise inicial. Se #; for o
numero total de variaveis hierarquicas introduzidas na primeira reanalise, [Kouper et ] 8614 uma
matriz (#' x 1}, correspondente ao acoplamento entre o sistema superparamétrico e o sistema
hierarquico relacionado 2 primeira reandlise, [Kj.n], uma matriz quadrada (»n, xn,),
correspondente ao sistema hierarquico para a primeira reandlise, {f,..1}, o vetor de carga
{(n, x 1}, associado ao sistema hierarquico e {an..}, as varidveis hierarquicas introduzidas na
primeira reanalise.

Se se desejar ainda aprimorar a solugdo do sistema anterior, pode-se executar wma
segunda reanalise sobre este nltimo. refinando-se os lados dos elementos pela introducio de

fincdes de forma hierdrquicas de terceiro grau, ou seja:



Capitulo 7 Formulacao das Caracteristicas de Sistema

!{ { med 2 } J/{fm;}z;' }1
1 {a}neri } = j {fmeﬂ} (7 17)
a

| iK}rwri super :g {Kiﬂeri j {K}:ﬂzf.ri hior2
hier? } i{(f;w‘-z }

7,
( {mer} [Kwpe hieﬂ] [Ksupw Fer é
I
|
L{ Kfﬁes 2 supe?} [Kﬁ;rerlhzéri } {thef'z } _E

onde as submatrizes [Kupol, [Kaperiiert]s [Kniertsuperds [Rhicr1)s ouper) € {fuent} ja terdo sido
obtidas pelas andlises anteriores. Se #; for o nimero total de varidveis hierirquicas
introduzidas na segunda reanalise, [Kouperierz] sera uma matriz (n" x n,), correspondente ac
acoplamento entre o sistema superparamétrico e o sistema hierarquico relacionado 4 segunda

reanalise, [Ky2], uma matriz quadrada {n, x 72,), correspondente ao sistema hierarquico para
a segunda reanalise, {fu.2}, o vetor de carga (m, x 1), associado ao sistema hierarquico e

{cnira}, as variavels hierarquicas introduzidas na segunda reanalise.
Se, finalmente, se desejar um ultimo aprimoramento na solug¢io do sistema anterior |

pode-se executar uma terceira reanalise sobre este Gltimo, refinando-se os lados dos elementos

pela introducio de fungdes de forma hierarquicas de quarto grau, ou seja:

!_ [Kgupe ] {Kmpw hiary } EKauper Fier } [KMPW Aier3 }‘g ér { nod3 }} gy{fmwr }\g

g [Khseri SHper ] [Khie’r'?] {Kh:er] ?men,] [‘Khzerl fﬂera} % 5 {aherl} i . g {(fﬁzéerl} F (7 18}
E {Khmn, U } {K;‘wﬂ,fé:ﬂ} {K}u’aﬁ,] {’ijer’} hierd 3 i l{ahmr’z} % E {fmrz} .
E_{K ] [K}:ier?;,hzerl } [‘K}ﬂer_?.h:erz] i hier } j {a Fier3 }); [ {fineﬂ }J

(}nde 2% Submatfizes {Kmper}, [Kszzper.}uerl]p {Kh!s."l_.super}j {Kkrer}}, {Kmper_.hmr?}, {th’eﬂ.ﬁw)er}j
[K}zzfﬁ,};i;:rﬂ; [K.fyerzfzisr!}; {Kfffeﬂ}; ?{fmper} ,{fhmr;} < {f};;uz} j& terdo Sid@ Obfidas ?61&3 anéﬁses
anteriores. Se #1; for o nimero total de variaveis hierarquicas introduzidas na terceira reanalise,

[Kperhies] serd uma matriz (' x n,), correspondente ao acoplamento entre o sistema
superparamétrico € o sistema hierarquico relacionado 2 terceira reanalise; {Knicripiers] S€Ta uma

matriz (i, x#,), correspondente ao acoplamento entre o sistema hierarquico para a primeira
reanalise ¢ aquele relacionado a terceira; [Kyennea] serd uma matriz (n, x . ), correspondente

ao acoplamento entre o sistema hierarquico para a segunda reanalise e aquele relacionado 2

terceira, [Kyes] serd uma matriz quadrada (n, x ,), correspondente ao sistema hierarquico
para a terceira reanalise, {fi..s}. 0 vetor de carga (n, x 1), associado ao sistema hierarquico e

{anen ), a8 varidveis hierarquicas introduzidas na terceira reanalise.
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Verifica-se assim que, para cada reanalise executada, ¢ necessario somente o caleulo das
submatrizes relacionadas as novas varidveis hierarquicas introduzidas, uma vez que as
submatrizes referentes as andlises anteriores permanecem inalieradas. Esse é um aspecto que

evidencia um ganho apreciavel de carater computacional.
7.3.2 Resolucio do sistema de equacdes lineares

O sistema de equacgdes lincares, obtido a partir de (7.12), poderd ser resolvido
relativamente aos deslocamentos nodais {a,,..} somente apds a imposigio das condigbes de
contorno do sistema estrutural em analise. Esse procedimento ¢ efetuado guando da
determinagio da matriz de rigidez e do vetor de carga globais, no qual, para uma determinada
condi¢go de contorno (vinculo), sdo eliminadas da matriz de rigidez global a linha e a coluna
correspondentes € do vetor de carga global, a linha correspondente. O sistema de equagdes
resultante pode entdo ser resolvido através de diversos métodos numéricos. Na formulagdo em
questdo, utilizou-se 0 método de eliminacio gaussiana, através da decomposicio [LIDIL]

da matriz de rigidez global do sistema [5]:

{K.su;je,r ] = [Lsuper ] : [1)&({!}9}" ] ’ [ L‘sﬂjm‘r }T (7 1 9)

de tal forma que [L....] seja uma matriz triangular inferior, com todos os termos da diagonal

principal unitarios:

"
my 1
: . 0
mifl m.s"z T 1
[ er 1= : : {7.20%
My Wy, eom - 1
., om, m, m, I

[£guper). uma matriz diagonal:
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d 0 0
d, 0
d, -+ 0 - 0 ,
{ super]: M M (?21)
0 d, 0
L dﬁm

k%l ku i it 1x
kli kll !('2,;' kik kz;:
ky ok, ok, ook, e k)
o 1 z I 7k in .
[Kwpey:i - : ? ' - E (?22)
ko k W ki k,
kﬂl %HZ f(m km'? k:fm

com 7 sendo o nomero total de variaveis superparamétricas livres (deslocamentos nodais

livres). Dessa maneira, a partir da equagfo {(7.12), é possivel escrever:

it

ifdﬁ'ﬁp’ff' ; ’ {j)‘iki’kﬁ’ E : g‘:i{;:}?{ﬂéi' ];r : {aﬁ'ﬁjﬂ/@f' } {f&ﬁﬁ’ } {?' 23)

onde {fupe-t € 0 vetor de carga global (ja alterado pela aplicagio das condicdes de contorno):
7

g = 1.5 (7.24)

€ {tyer |, 8 matriz coluna constituida dos deslocamentos nodais livres:
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a,

{a

supar } %

Os termos oriundos da decomposigiio [L][D]{L]", em (7.23), sio dados pelas seguintes

expressées (51

d, =k, {7.26)
k.
m, =—— com j=23, 7 (7.27)
di
d, :izﬁ.—mek‘a‘k com j=23,.. .n (7.28)
. e

i F-i
m, = ;;—'(kjk —Z mymy-d) com j=(k+1),...n; k<(n-1 (7.29)
. . bt .

Uma vez realizada a decomposicio anterior, efetua-se a redugio do vetor de carga

{fuper § » G€ acordo com o seguinte procedimento [5]:

=1 (7.30)

i
fi=f 2 m, - f com k=23, .n (731)
HEH

Finalmente, para se obter a matriz coluna {a,,..}, constituida dos deslocamentos

nodais livres, procede-se a0 que se convencionou chamar de substituicdo reversa, calculando-

se primeiramente { /1 [5]:

o sHpEr

{ t;}?er } = i‘{)._(z;per } . {<f§';!’@? } (7 32)

de forma que ¢ possivel se chegar aos valores a, através das seguintes expressdes;
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f'=F%=a comk=1, n (7.33)
SN = g —mya, com i=Lo (k-1 ek=n 2 (7.34)
@, =5 = comk=n_2 (7.35)

sendo £, um elemento do vetor 1/} Que agora, ocupa a mesma posicio de {f/ 1.

i S5
7.3.3 Reanalise do sistema estrutural

Verifica-se que apos a resolugio do sistema superparamétrico, quando se efetua a

primeira reanslise e se pretende resolver o sistema de equacgbes obtido a partir da expressio

7.16), s6 ha a necessidade de se calcular os termos m, que estio relacionados is 7, novas
> it

variaveis hierarquicas introduzidas. Portanto:

d =k, comi=(mn+1) {7.36)

£,
m, = — com J=E+2), (ntn) {(7.37)

1

it
d, =k, ~ ; m‘i dy com j={(n+2),. . (n+n) {7.38})
] i

m, = ;;-{i;ﬁ 7; My -my-d ) com j=(k+b, . (n+m); k<n+n)-1 (739

&

Reaproveitam-se assim todos os coeficientes ja calculados anteriormente, quando da
resolugdo do sistema superparamétrico. Do mesmo modo, tem-se para o caso do vetor

reduzido {f] .}

ey

J=F comi=(n+h {7.40%
i1
“f;:_fszf??fk-“f; com kx(}z—%Q}@,{n—é—;}l) {741>
e tambem para | m:;w HE
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Fr=f"=a, comk=(m+1), . (n+n) (7.42)
FIEV =4 g, com i=(nl). (k-1 e k=(n+n), . (n+2) (743

a,., =[5 = com k=(n+n),.  (n+2) (7.44)

S |

De uma forma geral, quando se esta na /-ésima reandlise, tem-se que calcular apenas os

coeficientes relacionados as #; novas variaveis hierdrquicas introduzidas:

d, =k, comj=(n+m+._ +n_)+1 (7.45)
;(ﬂ .
", = ~d— com j={n+m+ . 4n_)+2. . (n+n+. 4n_ +n) (7.46)

1

= kﬁ - Z m_fk d, com j= (n+n +...+nl,,,i)+2,..,,{n+nl+__.~+~n?,,\ +7,) (7.47)
=1

q
my ===k =2 m,omdy com j=(k+1),. (ntn+ +n. +}
Jk {jk ( i ; ki i z> g ( } ( ! ! ) (?48}

k<(n+n-+.+n_ +n)-1

Ji=J, comj=(m+n+. +n )+1 (7.49)

fo=Ff— Zm S, com k=(nim+on Y2, Antm+ 4 ) {(7.50}

Fr=F""=a, com k =(ntnm+ tn Y+ Lo ntns a0 (7513

S = £ g, com = (nem+ +n )+ (k-1 e (7.52)
k=(n+m+ Fn_+n),. (n+n v 40 3+2 o

a =5V = comk=min+.+n Lm0 )42 (7.53)

Todos os coeficientes calculados nas analises anteriores permanecem inalterados.
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Capitulo 8

RESULTADOS E DISCUSSOES

3.1 Introducgao

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos a partir do elemento paramétrico do tipo
hierdrquico proposto. Esses resultados se referem a analise estatica de placas quadradas e
retangulares, vigas, além de cascas, tendo o elemento quadrilateral quadratico de 9 nés da
familia L.agrangiana sido padronizado para interpolar a geometria do mesmo.

Num primeiro momento foi analisado e discutido o emprego do elemente proposto
quando submetido a varias configuragdes de condi¢des de contorno e carregamentos em placas
quadradas, placas retangulares, vigas e cascas, com malha de discretizacio regular. Nas duas
primeiras situag¢bes, partindo-se do elemento superparamétrico linear (p=1) com integracio
consistente {(2x2 pontos de integragdo na superficie média do elemento), verificou-se que ¢ seu
melhor desempenho ocorria quando eram usados 2x2 pontos de integragio para o refinamento
hierarquico de 2 * grau (acoplamentos linear-quadratico e quadratico-quadratico, p=2), 3x3
pontos para o refinamento hierarquico de 3 ° grau (acoplamentos linear-ctibico, quadratico-
cabico e cubico-cibico; p=3), 3x3 pontos para ¢ acoplamento linear-quartico do refinamento
hierarquico de 4 * grau e 4x4 pontos para os demais acoplamentos desse Gltimo refinamento
{acoplamentos quadratico-quartico, cibico-quartico e quartico-quartico; p=4).

De forma analoga, para os casos restantes de vigas e cascas, partindo-se do elemento
superparamétrico linear com integracio consistente, foram adotados os seguintes arranios:

1. vigas: 2x2 pontos de integragio para o acoplamento linear-quadratico do refinamento

hierdrquico de 2 ® grau, 3x3 pomtos para o acoplamento quadratico-quadratico do mesmo
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refino bem como para os acoplamentos linear-cibico e quadratico-cubico do refinamento
hierarquico de 3 ° grau e 4x4 pontos para ¢ acoplamento ciubico-cibico e para os demais
refinamentos hierdrquicos de 4° grau.

2. cascas: 3x3 pontos de integracdc em todos os acoplamentos do refinamento
hierdrquico de 2° grau, 4x4 pontos em todos os acoplamentos do refinamento hierarquico de
3 ¢ grau e finalmente, 5x5 pontos em todos os acoplamentos do refinamento hierarquico de
4% grau.

Num segundo momento foi analisado e discutido o comportamento do elemento
proposto quando sujeito a problemas envolvendo malha distorcida. Nessa abordagem foi
realizado um total de quatro analises subdivididas em duas situagdes. uma de placa. outra de
casca, tendo sido mantidas as configuracdes de condigdes de contorno, de carregamento e
arranjo de pontos de integragio do estudo inicial mas utilizando-se para a interpolagio da
geometria do elemento, além das fungdes de forma da familia Lagrangiana, as da familia
Serendipity de 8 nos.

As solugdes obtidas foram comparadas aquelas provenientes de outras formulaces
disponiveis na literatura (elemento isoparamétrico quadrilateral quadratico com integracio
consistente de AHMAD [4], elemento isoparamétrico quadrilateral quadratico com integracio
reduzida de ZIENKIEWICZ [6]) e de programas computacionais de uso comercial (ANSYS

5.2}, bem como a resultados obtidos a partir de solugdes analiticas [1, 27, 28].

8.2 Placa submetida & aclo de uma carga uniformemente distribuida,

perpendicular a seu piano

8.2.1 Placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados

Em fungdo da simeiria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizagio regular de 4x4 elementos (figura 2.1). Obteve-se
inicialmente a solug@o para o elemento superparamétrico (p=1) com integracio numérica
consistente (2x2 pontos de integragio) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierarquico
dessa solucdo atraves da insercio de polindmios de segundo (p=2), terceiro (p=3) e quarto
(p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sio

apresentadas, como resuliado, as deflexdes w. no centro da placa, normalizadas com relaciio
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ao fator ga’/D, no qual ¢ é o valor da carga distribuida, @, o lado da placa e D, sua rigidez

dada por [1]:

C12.(1-vH ‘

com £ sendo o modulo de elasticidade longitudinal do material da placa, v seu coeficiente de

Paoisson ¢ |, a espessura da placa.

a0
a ¢ &
&

Figura 8.1 Malha de discretizacdo sobre um quarto da placa quadrada.

Esses resultados sdo comparados aqueles da Teoria de Flasticidade Tridimensional
[27]. para diferentes relagdes #/o entre a espessura f ¢ o lado a da placa quadrada (tabela 8.1).
Neste caso, a feoria de Elasticidade Tridimensional apresenta os resultados analiticos tanto

para placas finas {#'a < 0.050) come para placas moderadamente grossas (v/a = 0.050).

Tabela 8.1 Deflexio w,, normalizada com relagiio ao fator ga™/D, para diferentes relagles 1a

entre a espessura / ¢ o lado a da placa (placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados,

submetida a uma carga uniformemente distribuida).

Solugho Elemenic proposio
H analitica
& {271 p=1 p=2 p=3 p=4
o & Erro o Erre o Frro o Erro

0.005 | 0004060 | 0.000045 | -58.9% ¢ 0.0603803 | -3.9% | 0.003904 | -3.8% : 0.003806 | -3.8%
0.016 | C.004061 | 0.000173 | -95.7% | 0.003935 | -3.1% | 0.003935 | -3.1% | 0.003837 | -3.0%
0.050 | 0.004111 | 0002180 | -47.0% | 0.004023 | -2.1% | 0.004024 | -2.1% | 0.004033 | -1.9%
0.100 | 0.004263 | 6.003544 | -16.8% | 0.004234 | -0.7% 1 0.004236 | -0.5% | 0.004266 | 0.1%
aga’

D

W o=
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O grafico 8.1 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em fun¢do do
refinamento hierarquico intreduzido em cada nivel de aproximagdo (p=1, p=2, p=3 e p=4),

para diversas relagdes ¥ = ¢/ entre a espessura / ¢ o lado « da placa.

16 i |
a “ i +
18 — :
20 : et
-3
g a0
g £z
£ -5
B0 b A} O ........ r=0.005
O S R U R N O N - O §=0,010
w0 —A— r=0,850
3 r=0,100
-80 : g !
-100
p=2 p=3 p=4

grau p da expansdo potinomial

Grafice 8.1 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em fungdo do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagdo, para diversas relagdes r = /¢ entre a
espessura / ¢ o lado a da placa (placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados,

submetida a uma carga uniformemente distribuida).

A tabela 8.2 apresenta a comparagdo entre o clemento proposto com refinamento de
grau p=2, o elemento isoparamétrico com integracio consistente de AHMAD [4], o elemento
isoparametrico com integracio reduzida de ZIENKIEWICZ [6] e aquele utilizado pelo
programa ANSYS - versdo 5.2 (elemento STIF93). Em cada uma dessas situagdes, ¢ fornecido

o numero de graus de liberdade (NGL) envolvido na analise.
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Tabela 8.2 Deflexio w, , normalizada com relaciio ao fator ga™/D), para diversos elementos e

diferentes relagOes 1o entre a espessura 7 e o lado ¢ da placa {placa quadrada simplesmente

apoiada em seus lados, submetida a uma carga uniformemente distribuida}.

Solugdo Elemento Elemento Elemento ANSYS &
13 analitica proposto @ Ahmad Zienkiewicz !
a [27] p=2 [6 16]
o u Erro o Ero o Erro o Emro
0.005 § 0.004060 | 0.003803 ;| -3.9% | 0003128 | -22.9% | 0.0040682 | 00% | 0.004067 | 0.2%
0.010 | 0.004061 | 0.003935 | -3.1% | 0.003737 | -8.0% | 0.004143 | 2.0% | 0.004068 | 0.2%
0.050 | 0.004111 { 0.004023 | -2.1% | 0004224 { 2.8% | 0004348 | 57% i 0.004121 | 0.2%
0.100 | 0004263 | 0.004234 | -0.7% | 0.004488 | 48% | 0.004580 | 7.7% i 0.004281 | 0.4%
NGL 89 38 38 146
{1) Elemento isoparamétrico quadrilateral quadratico, matha de 2x2 elemenios.
{2} Matha de 4x4 elementos.
NGL = ndmero de graus de liberdade.
w. =aga’ /D

Verifica-se, a partir das duas Gltimas tabelas (8.1 ¢ 8.2} e do grafico 8.1, que o elemento
proposto, quando submetido ao refinamento hierdrquico {p=2, p=3 e p=4), efetivamente
reduziu a caracteristica de rigidez excessiva do elemento de AHMAD [4] nos casos de placas
finas, como se pretendia inicialmente. Além disso, de acordo com o que foi apresentado na
introdug@o deste trabalho (capitulo 1} e tendo, esse novo elemento, sido concebido nos moldes
do elemento de AHMAD [4], constata-se o seu adequado funcionamente no que se refere ao
efeito das tensdes de cisalhamento na diregio de sua espessura, ou seja, a correta tendéncia de
diminuigdo dos erros cometidos quando se aumenta a espessura da placa. Observa-se também,
ac se fixar a ateng@o nos resultados fornecidos pela tabela 8.2, que, ainda nas situacdes de
placas finas, o desempenho do elemento proposto ndio foi superior ao dos elementos que se
utilizam da técnica de integragio reduzida (elemento de ZIENKIEWICZ [6], elemento STIF93
do programa ANSYS). No entanto, ao se examinar novamente as tabelas 8.1 e 82
simultaneamente, € possivel notar que, para a situacio da placa de maior espessura, esse
desempenho se demonstrou extremamente satisfatorio, chegando mesmo a superar ¢ do

elemento STIF93, quando do refine de grau p=4 ( NGL = 185).
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8.2.2 Placa retangular simplesmente apoiada em seus lados

Em fung@o da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizagio regular de 4x4 elementos (figura 8.2). Obteve-se
'inicialmente a solugdo para o elemento superparamétrico (p=1) com integracdo numérica
consistente (2x2 pontos de integracdo) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierarquico
dessa solugfo através da inserclo de polindémios de segundo {(p=2), terceiro (p=3) e quarto
(p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sende que sio
apresentadas, como resultado, as deflex3es w, no centro da placa, normalizadas com relacio
ao fator ¢b”/D, no qual g é o valor da carga distribuida, 5, o lado menor da placa e D, sua
rigidez dada pela equagio (8.1). Esses resultados sdo comparados com os da teoria classica de
Kirchhoff exibida em TIMOSHENKO et al. [1], para o caso de placas finas (¢ < 0.050), e
com a solugdo numérica apresentada pelo elemento STIF93 do programa ANSYS,
utilizando-se malha de discretizacdo de 4x4 elementos, para o caso de placas moderadamente
grossas (fa = 0.050). Nesse altimo caso, a confrontagio com o modelo numérico se di em

razdo dos resultados analiticos nfio estarem disponiveis na literatura (tabela 8.3).

Figura 8.2 Malha de discretizagfio sobre um quarto da placa retangular,
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Tabela 8.3 Deflexfio w, , normalizada com relaciic ao fator ¢b*/D, para diferentes relacdes 1o
entre a espessura f e o lado maior a da placa {placa retangular simplesmente apoiada em seus

lados, submetida a uma carga uniformemente distribuida).

Elemento propesio
Valores

f
; comparativos p=1 p=2 p=3 o=4
o . Emo o Erro G Erro o Eno

0.005 1 0.010130 " | 0.000279 | -97.2% | 0.009906 | -2.2% | 0.009904 | -2.2% | 0.009308 | -2.2%
0.010 | 0.010130"/ | 0.001032 | -89.8% | 0.009885 | -2.4% | 0.009884 | -2.4% | 0.009887 | -2.4%

0.050 | 0.010470 @ | 0.007833 |-25.2% | 0.010392 | -0.7% | 0.010398 | -0.7% | 0.010470 | 0.0%
0.100 | 0.011451 % | 0.010695 | -7.1% | 0.011921 | 4.1% | 0011931 | 42% | 0.012213 | 6.7%
(1) Solugéo analitica para placas finas [1] (@ /b =2 ;v =03).
{2} Bolugao numérica obiida a partlr do programa ANSYS (elemento STIFS3).

w, =agh' /D

O grafico 8.2 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na anélise em funcio do
refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagio (p=1, p=2, p=3 e p=4),

para diversas relacdes » = #/a entre a espessura ¢ € ¢ lado maior a da placa.
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Grafico 8.2 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcfio do refinamento
hierarquico ntroduzido em cada nivel de aproximacdo, para diversas relagdes 7 = 7/a entre a
espessura / € 0 lado maior ¢ da placa (placa retangular simplesmente apoiada em seus lados,

submetida a uma carga uniformemente distribuida).

Verifica-se, a partir da tabela 8.3 ¢ do grafico 8.2, que o elemento proposto, ao sofrer os
refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, trouxe efetivamente resultados confijveis

para as situagbes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma significativa a

172



Capitulo 8 Resultados e Discussies

caracteristica de rigidez excessiva inerente ao emprego da integragio consistente nesses casos,
tal como se pretendia inicialmente. Para as situacdes de placas moderadamente grossas (tabela
8.3), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS, com malha de discretizagdo
4x4, aproxime de maneira adequada a solugdo do problema, observa-se que o elemento
proposto apresenta um bom desempenho, com destaque para os casos em que ra = 0.050.
Nota-se ainda que, no caso em que #& = 0.100, a convergéneia imposta pelo elemento
proposto se da num valor acima daquele apresentado pelo elemento STIFS3 o que, no entanto,
ndo garante a performance superior deste (ltimo, uma vez que ndo se dispde do resultado
analitico nessa situagio. Deve-se lembrar que, para caso tratado no item 8.2.1 no qual a
solugdo analitica estd disponivel, o elemento proposto, sob condi¢des semelhantes, apresentou

o melhor resultado.

8.2.3 Placa quadrada engastada em seus lados

Em funglo da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizagio regular de 6x6 elementos. Obteve-se imcialmente a
solugdo para o elemento superparamétrico (p=1) com integra¢do numérica consistente (2x2
pontos de integragdo) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierarquico dessa solucio
atraves da inser¢do de polindmios de segundo (p=2), terceire (p=3) e quarto (p=4) graus.
Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sdo apresentadas,
como resultado, as deflexdes w,. no centro da placa, normalizadas com relagio ao fator ga™/D,
no qual ¢ € o valor da carga distribuida, @, o lado da placa e D, sua rigidez dada pela equacio
(8.1). Esses resultados sio comparados com os da teoria classica de Kirchhoff exibida em
TIMOSHENKO et al. [1], para o caso de placas finas (#a < 0.050), e com a solugfio numérica
apresentada pelo elemento STIF93 do programa ANSYS, utilizando-se matha de discretizacgo
de 6x0 elementos, para o caso de placas moderadamente grossas (#a = 0.050). Nesse altimo
caso, a confrontacdo com o modelo numérico se da em razio dos resultados analiticos ndo

estarem disponiveis na literatura {tabela 8.4).
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Tabela 8.4 Deflexiio ., normalizada com relagio ao fator ga’/D, para diferentes relagdes 1
entre & espessura 7 e o lado a da placa (placa quadrada engastada em seus lados, submetida a

uma carga uniformemente distribuida).

Elemento proposio

f Maiores
g comparativos p=1 n=2 p=3 p=4
a o Erro & Erro e Lo o Efmo

0.005 | 0.001260 ' | 0.000021 | -98.3% | 0.001147 | -9.0% | 0.001148 | -8.9% ! 0.001150 | -8.7%
0.010 | 0.001260 " | 0.000078 | -93.8% | 0.001211 | -3.9% | 0.001211 | -3.9% | 0.001213 | -3.7%
0.050 | 0.001327 ¥ | 0.000833 |-37.2%| 0.001302 | -1.9% | 0.001302 | -1.8% | 0.001309 | -14%
0.100 | 0.001504 © | 0.001322 | -12.1% | 0.00150C | -0.3% | 0.001500 | -0.3% | 0.001523 | 1.3%
(1) Solugdo analitica para placas finas [1] (v =03) .
{(2) Solucao numérica obtida a pariir do programa ANSYS {elemenio STIF93).

w, =aga® [D

O grafico 8.3 exibe as curvas de convergéneia do erro envolvido na analise em funcio do
refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagdo (p=1. p=2, p=3 e p=4),

para diversas relagdes r = t/a entre a espessura f e o lado a da placa.
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Grafico 8.3 Curvas de convergéncia do erro envolvido na andlise em funciio do refinamento
hierarquico mtroduzido em cada nivel de aproximaglo, para diversas relagdes r = 4 entre a

espessura / € o lado « da placa (placa quadrada engastada em seus lados, submetida a uma

carga uniformemente distribuida).

Verifica-se, a partir da tabela 8.4 e do grafico 8.3, que o elemento proposto, ao sofrer os
refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=~4, trouxe resultados satisfatorios para as

situacdes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma apreciavel a caracteristica de
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rigidez excessiva inerente ac emprego da integraclo consistente nesses casos, tal como se
pretendia inicialmente. Para as situagdes de placas moderadamente grossas (fabela 8.4),
admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS, com malha de discretizacio 6x6,
aproxime de maneira adequada a solucdo do problema, observa-se que o elemento proposto
apresenta um Otimo desempenho demonstrando perfeita compatibilidade com os resultados
teoricamentie esperados {capitulo 1), Nota-se ainda que, no caso em que ta = 0.100, a
convergéneia imposta pelo elemento proposto se d4 num valor acima daquele apresentado pelo

elemento STIFS3 do programa ANSYS.

8.2 4 Placa retangular engastada em seus Iados

Em fung8o da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizagfo regular de 6x6 elementos. Obteve-se inicialmente a
solu¢dc para o elemento superparamétrico (p=1) com integragio numérica consistente (2x2
pontos de integragdo) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierarquico dessa solucio
através da insercio de polindmios de segundo (p=2), terceiro (p=3) e quarto (p=4) graus.
Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sdo apresentadas,
como resultado, as deflexdes w. no centro da placa, normalizadas com relacio ao fator gb%/D,
no qual ¢ € o valor da carga distribuida, &, o lado menor da placa e 1), sua rigidez dada pela
equacdo (8.1). Esses resultados sio comparados com os da teoria classica de Kirchhoff exibida
em TIMOSHENKO et al. [1], para o caso de placas finas (*@ < 0.050), e com a soluco
numerica apresentada pelo elemento STIF93 do programa ANSYS, utilizando-se malha de
discretizagdo de 6x0 elementos, para o caso de placas moderadamente grossas (1o 2 0.050).
Nesse ultimo caso, a confrontagio com o modelo numérico se da em razio dos resultados

analiticos ndo estarem disponiveis na literatura (tabela 8.5).
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Tabela 8.5 Deflexdo w. , normalizada com relagio ao fator gh"/D, para diferentes relacdes v
entre a espessura 7 € o lado maior o da placa (placa retangular engastada em seus lados,

submetida a uma carga uniformemente distribuida).

Elemento proposto
Valores

f

o comparativos p=1 p=2 =3 p=4

o o Erro it Erro @ Eiro o Erro
0.005 | 0.002540 1 0.000124 | -95.1%| 0.002440 | 36% | 0002448 | 3.6% | 0.002451 | -3.5%
0.010 | 0.002540 "/ | 0.000438 | -82.8% ] 0.002482 | -2.3% | 0.002482 | -2.3% | 0.002485 | -2.2%
0.050 | 0.002882 “' 1 0.002458 | -15.0%] 0.002970 | 2.7% | 0.00297%1 | 2.7% | 0.003031 ; 4.8%
0.100 | 0.003947 ' | 0.003806 | -3.6% | 0.004419 | 12.0% | 0.004422 | 12.0% | 0.004645 | 17.7%

{1) Sclucao analitica para placas finas [1] {a/b =2 v =03). w = wb4/})

{2) Solugdo numeética obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF93). ¢ '

O grafico 8.4 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na andlise em funciio do
refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagdio (p=1, p=2, p=3 e p=4),

para diversas relagdes # = r'u entre a espessura 7 € o lado maior ¢ da placa.
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Grifico 8.4 Curvas de convergéneia do erro envolvido na analise em funcdo do refinamento
hierarquico introduzide em cada nivel de aproximagio, para diversas relacdes 7 = 7 entre a
espessura f ¢ o lado maior a da placa (placa retangular engastada em seus lados, submetida a

uma carga uniformemente distribuida).

Verifica-se, a partir da tabela 8.5 e do grafico 8.4, que o elemento proposto, ao sofrer os
refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, trouxe efetivamente resultados confidveis

para as situagles de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma significativa a



Capriuie 8 Resultados e Discusses

caracteristica de nigidez excessiva inerente ao emprego da integracdo consistente nesses casos,
tal como se pretendia inicialmente. Para as situagdes de placas moderadamente grossas (tabela
8.5), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS, com malha de discretizagio
6x6, aproxime de maneira adequada a solucio do problema, observa-se que o elemento
proposto apresenta um desempenho razoavel, porém ainda dentro do esperado, uma vez que
ndo se pode garantir a absoluta eficicia dos resultados numéricos tomados come padrio de
comparagdo. Nota-se, neste exemplo, que, em ambas as situa¢les de placa moderadamente
grossa (#a = 0.050), a convergéncia dos resultados apresentados pelo elemento proposto se da

num valor acima daquele obtido pelo elemento STIF93 do programa ANSYS.

8.2.5 Placa quadrada simplesmente apoiada em seus cantos

Em fun¢@o da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizacdo regular de 6x6 elementos. Obteve-se inicialmente a
solugdo para o elemento superparamétrico {p=1) com integragdo numérica consistente (2x2
pontos de miegracdo) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierdrquico dessa solugdo
através da inser¢do de polindmios de segundo (p=2), terceiro (p=3) e quarto {p=4) graus.
Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sio apresentadas,
como resultado, as deflexdes w, no centro da placa, normalizadas com relagio ao fator ga”/D,
no qual g € o valor da carga distribuida, ¢, o lado da placa e D, sua rigidez dada pela equacio
(8.1). Esses resultados sdo comparados com os da teoria clissica de Kirchhoff exibida em
TIMOSHENKO et al. [1], para o caso de placas finas (7 < 0.050), e com a solugio numérica
apresentada pelo elemento STIF93 do programa ANSYS, utilizando-se matha de discretizacio
de 6x6 elementos, para o caso de placas moderadamente grossas (#a 2 0.050). Nesse tltimo
caso, a confrontagfio com o modelo numérico se di em razio dos resultados analiticos nio

estarem disponivels na literatura (tabela 8.6).

177



Capitule 8 Resultados e Discussies

Tabela 8.6 Deflex@io w,., normalizada com relagio ao fator ga*/D, para diferentes relacdes ra

entre a espessura f € o lado a da placa (placa quadrada simplesmente apoiada em seus cantos,

submetida a uma carga uniformemente distribuida).

Elemento proposio
Valores

t

o |comparativos p=1 p=2 p=3 p=4

o @ Ero o Erro “ Erro o Erro
0.005 | 0.026500 " | 0.000478 | -98.2% 0.025250 | -4.7% [ 0.02525G | -4.7% | 0.0252572 | -47%
0.010 | 0.02650C " | 0.001770 | -833% | 0025275 | -46% | 0.025276 ~4.6% | 0028278 | -46%
0.050 | 0.026587 ¥ | 0.018063 | -39.6% (.025824 | -2.5% { 0025834 | -2.5% | 0.025987 | .2.3%
0.100 | 0.028474 " | 0.023719 | -16.7% | 0.027715 | -2.7% | 0.027753 | -2.5% | 0027957 | -1.8%

{1) Solugéo analitica para piacas finas [29,30] (v =03).

{2) Solugéo numerica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF23).

w, =aga' /D

O grafico 8.5 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na anélise em fungdo do
refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagio (p=1, p=2, p=3 e p=4).

para diversas relagdes 7 = iz entre a espessura / e o lado @ da placa.

arro{%;)

0 — O r=0,006
70 ] O =001

oy 750,060
—53- r=0,100

p=2 p=3 p=d
grau p da expansao polinomial

Grafico 8.5 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcio do refinamento
hierarquico intreduzido em cada nivel de aproximacio, para diversas relages # = & entre a

espessura f ¢ o lado a da placa (placa guadrada simplesmente apoiada em seus cantos,

submetida a uma carga uniformemente distribuida).
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Verifica-se, a partir da tabela 8.6 ¢ do grafico 8.5, que o elemento proposto, ao sofrer os
refinamentos hierdrquicos de grau p=2, p=3 e p=4, trouxe efetivamente resultados confidveis
para as situagbes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma significativa a
caracteristica de rigidez excessiva inerente ac emprego da integracdo consistente nesses casos,
tal como se pretendia inicialmente. Para as situagdes de placas moderadamente grossas (tabela
8.6}, admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS, com malha de discretizacio
6x6, aproxime de maneira adequada a solucdo do problema, observa-se que ¢ elemento
proposto apresenta um Otimo desempenho demonstrando grande compatibilidade com os

resultados teoricamente esperados (capitulo 1).

83 Placa submetida 3 aciio de wma carga concentrada central,

perpendicular a seu plano

8.3.1 Placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados

Em fungdo da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizag@o regular de 6x6 elementos. Obteve-se inicialmente a
solugdo para o elemento superparamétrico (p=1) com integracdo numérica consistente (2x2
pontos de mtegragdo) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierdrquico dessa solugio
atraves da insergdo de polindmios de segundo (p=2), terceiro (p=3) e quarto {(p=4) graus.
Optou-se por refinar todos os lados ¢ interior de cada elemento, sendo que sio apresentadas,
como resultado, as deflexBes w. no centro da placa, normalizadas com relacio ao fator Pa™/D),
no qual # € o valor da carga concentrada, a, o lado da placa e D, sua rigidez dada pela
equacgdo (8.1). Esses resultados s3o comparados com os da teoria classica de Kirchhoff exibida
em TIMOSHENKQO et al. [1], para o caso de placas finas (ro < 0.050), e com a solugfio
numerica apresentada pelo elemento STIF93 do programa ANSYS. utilizando-se malha de
discretizagio de 6x6 elementos, para o caso de placas moderadamente grossas (rag = 0.050),
Nesse vltimo caso, a confrontacdio com o modelo numérico se d4 em razio dos resultados

analiticos nfo estarem disponiveis na literatura (tabela 8.7).
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Tabela 8.7 Deflexiic w, , normalizada com relaciio ac fator Pa’/D, para diferentes relacbes ta
entre a espessura / € o lado a da placa (placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados,

submetida a uma carga concentrada central).

Elemento proposto

¢ Walores
a comparalivos p=1 p=2 p=3 p=4
B B Erro B Erro i £rro B Efro

0.005 | 0.011800 | 0.000273 | -97.6% | D.011275 | -2.8% | 0.011276 | -2.8% | 0.011279 | -2.8%
0.010 | 0.011600 " | 0.001021 [ -91.2%] 0.011362 | -21% | 0.011363 | -2.0% | 0.011368 | -2.0%

0.050 | 0.012135 % | 0.008591 | -29.2%! 0.011956 | -1.5% | 0.011965 | -1.4% | 0.012029 | -0.9%

0.100 | 0.013751 % | 0.012345 | -10.2%| 0.013621 | -0.9% | 0.013657 | -0.7% | 0.013897 | 1.1%
(1) Selugée analitica para placas finas [1] (v =03). w, = BP = }; D
{2} Soluglo numérica obtida a partir do programa ANSYS {elemento STIF43). ¢

O grafico 8.6 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na andlise em funcio do
refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximacido (p=1, p=2, p=3 e p=4),

para diversas relagbes » = f/a entre a espessura £ ¢ o lado o da placa.
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Grafico 8.6 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em fungdo do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagiio, para diversas relagdes » = fa entre a
espessura / ¢ o lado @ da placa (placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados,

submetida a uma carga concentrada central).

Verifica-se, a partir da tabela 8.7 e do gréafico 8.6, que o elemento proposto, ao sofrer os
refinamentos hicrarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, trouxe resultados muito confiaveis para as

situagOes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma consideravel a caracteristica de
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rigidez excessiva inerente ao emprego da integragdo consistente nesses casos, tal como se
pretendia inicialmente. Para as situagles de placas moderadamente grossas {tabela 8.7),
admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS, com malha de discretizagio 6x6,
aproxime de maneira adequada a solugdio do problema, observa-se que o elemento proposto
apresenta um excelente desempenho demonstrande grande compatibilidade com os resultados
teoricamente esperados {capitulo 1). Nota-se ainda que, no caso em que o = 0.100, a
convergéncia imposta pelo elemento proposto se da num valor acima daquele apresentado pelo

elemento STIF93 do programa ANSYS.

8.3.2 Placa retanguiar simplesmente apoiada em seus lados

Em funcdo da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se maltha de discretizacdo regular de 6x6 elementos. Obteve-se inicialmente a
solugdo para ¢ elemento superparamétrico (p=1) com integracio numérica consistente (2x2
pontos de integracfo) e a partir dai procedeu-se ac refinamento hierarquico dessa solucdio
atraves da inser¢do de polindmios de segundo (p=2), terceiro (p=3) e quarto (p=4) graus.
Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sdo apresentadas,
como resultado, as deflexdes w, no centro da placa, normalizadas com relagio ao fator PA%D,
no qual / € o valor da carga concentrada, 5, o lado menor da placa e 1), sua rigidez dada pela
equacdo (8.1). Esses resultados sdo comparados com os da teoria classica de Kirchhoff exibida
em TIMOSHENKO et al. {1], para o caso de placas finas {(#& < 0.050), e com a sclugio
numerica apresentada pelo elemento STIF93 do programa ANSYS, utilizando-se malha de
discretizacdo de 6x6 elementos, para o caso de placas moderadamente grossas (za 2 0.050).
Nesse ultimo caso, a confrontacio com o modelo numérico se d4 em razdo dos resultados

analiticos nfo estarem disponiveis na literatura (tabela 8.8).
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Tabela 8.8 Deflexo w, , normalizada com relagiio ao fator PA°/D), para diferentes relagdes 1a
entre a espessura / € o lado maior a da placa (placa retangular simplesmente apoiada em seus

lados, submetida a uma carga concentrada central).

Elemento proposio
f Yalores

o comparativos p=1 p=2 p=3 p=4

p B Erro B Erro jE Emro & Efro

e

0.005 | 0.016510 ' | 0.000873 | -04.7% | 0.015750 | -4.6% | 0.015756 | -4.6% | D.015765 | -4.5%
0.010 | 0.016510'" | 0.003005 | -81.8% | 0.016012 | -3.0% | 0.016016 | -3.0% | 0.016031 | -2.9%

0.050 | 0.018631 % | 0.015386 | -17.4% | 0.018269 | -1.9% | 0.018369 | -1.4% | 0.018589 | -0.2%

0.100 | 0.024985 % 1 0.022447 |-10.2% | 0024902 | 0.3% | 0.025318 | 1.3% | 0.026173 | 4.8%
{1) Sclugo analitica para placas finas {1] (o /b =2, v=03). W = ﬁsz/D
{2} Solugdo numérica obtida a partir do programa ANSYS {elemento STIFS3). -

O grafico 8.7 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcio do
refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagio (p=1, p=2, p=3 e p=4),

para diversas relagbes r = #a entre a espessura 7 e o lado maior @ da placa.
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grau p da expansdo polinomial

Grifico 8.7 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcio do refinamento
hieréarquico introduzido em cada nivel de aproximacio, para diversas relacdes r = £ enire a
espessura f ¢ o lado maior a da placa (placa retangular simplesmente apoiada em seus lados,

submetida a uma carga concentrada central).

Verifica-se, a partir da tabela 8.8 e do grafico 8.7, que o elemento proposto, ao sofrer os
refinamentos hierarguicos de grau p=2, p=3 e p=4, trouxe resultados bastante confiéveis para

as situagBes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma consideravel a caracteristica
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de ngidez excessiva inerente ao emprego da integragio consistente nesses casos, tal como se
pretendia inicialmente. Para as situacGes de placas moderadamente grossas (tabela 8.8),
admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS, com malha de discretizagiio 6x6,
aproxime de maneira adequada a solugo do problema, observa-se que o elemento proposto
apresenta um desempenho deveras satisfatorio, com destaque para os casos em que
ta = 0050; p=4eta=0100;, p =2 demonsirando ainda boa adequaciio em relacioc aos
resultados teoricamente esperados (capitulo 1). Nota-se ainda que, no caso em que
ta = 0.100, a convergéncia imposta pelo elemento proposto se d4 num valor acima daquele

apresentado pelo elemento STIF93 do programa ANSYS.

8.3.3 Placa quadrada engastada em seus lados

Em funcdo da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizacio regular de 6x6 clementos. Obteve-se inicialmente a
solu¢do para o elemento superparamétrico (p=1) com integragdo numérica consistente (2x2
pontos de integragdo) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierarquico dessa solucdo
atraves da inser¢do de polindomios de segundo (p=2), terceiro (p=3) e quarto (p=4) graus.
Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sio apresentadas,
como resultado, as deflexdes w. no centro da placa, normalizadas com relagiio ao fator Pa™/D,
no qual P € o valor da carga concentrada, ¢, o lado da placa e [, sua rigidez dada pela
equagdo (8.1). Esses resultados sio comparados com os da teoria classica de Kirchhoff exibida
em TIMOSHENKO et al [1], para o caso de placas finas {(#@ < 0.050), e com a solucio
numerica apresentada pelo elemento STIF93 do programa ANSYS, utilizando-se malha de
discretizacdo de 6x6 elementos, para o caso de placas moderadamente grossas (ra 2 0.050),
Nesse altimo caso, a confrontacio com o modelo numérico se da em razdo dos resultados

analiticos ndo estarem disponiveis na literatura (tabela 8.9).
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Tabela 8.9 Deflexio w, , normalizada com rela¢io ao fator Pa/D, para diferentes relagdes fa
entre a espessura f e o lado « da placa (placa quadrada engastada em seus lados, submetida a

uma carga concentrada central).

Eiemento proposioc
Yaiores

{

; comparativos p=1 p=2 p=3 p=4

B B Erro B Ermo & £rro B Erro
0.005 | 0.005600 "' | 0.000084 | -98.3% | 0.005031 | -10.2% | 0.0065032 | -10.1% | 0.005041 | -10.0%
0.010 | 0.005600 " | 0.000360 | -63.6% | 0.005272 | -5.9% | 0.005272 | -5.9% | 0.005281 | -5.7%
0.050 | 0.006166 “ | 0.003898 | -36.8% | 0.005925 | -3.9% | 0.005933 | -3.8% | 0.00800C | -2.7%
0.100 | 0.007835 % | 0.006680 | -14.7% | 0.007625 | -2.7% | 0.007660 | -2.2% | 0.007909 | 0.9%

(1) Solucéo analitica para piacas finas [1] (v =03).

{2) Solugao numérica obtida a parlir do programa ANSYS {elemento STIF93).

w, =BPa’ /D

O grafico 8.8 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcio do
refinamento hierdrquico introduzido em cada nivel de aproximagio (p=1, p=2, p=3 ¢ p=4),

para diversas relagdes r = t/a entre a espessura f ¢ o lado « da placa.

erro(%)

g = A 750,008
iy 0 .............. =0.019

[ r=0,100
-18¢ g ! ;

p=1 p=2 p=3 =4
grau p da expansiaoc polinomia

Grafico 8.8 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcio do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximaciio, para diversas relacdes r = 1/ entre a
espessura / € 0 lado & da placa (placa gquadrada engastada em seus lados, submetida a uma

carga concentrada central}.

Verifica-se, a partir da tabela 8.9 e do grafico 8.8, que o elemento proposto, ao sofrer os
refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, trouxe resultados satisfatorios para as

situagtes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma aprecidvel a caracteristica de
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rigidez excessiva inerente ao emprego da integragdo consistente nesses casos, tal como se
pretendia imcialmente. Para as situacGes de placas moderadamente grossas (tabela 8.9),
admitindo-se que o elemente STIFO3 do programa ANSYS, com malha de discretizacio 6x6,
aproxime de maneira adequada a solugio do problema, observa-se que o elemento proposto
apresenta um desempenho bastante satisfatorio demonstrando perfeita compatibilidade com os
resuitados teoricamente esperados {(capitulo 1). Nota-se ainda que, no caso em que
t/a = 0.100, a convergéncia imposta pelo elemento proposto se da num valor acima daquele

apresentado pelo elemento STIF93 do programa ANSYS.

8.3.4 Placa retangular engastada em seus lados

Em fungfio da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um guarto da
placa, utilizando-se malha de discretizacio regular de 6x6 elementos. Obteve-se inicialmente a
solugio para o elemento superparamétrico {p=1) com integragdo numérica consistente {2x2
pontos de infegracdo) € a partir dai procedeu-se ao refinamento hierarquico dessa solugio
através da insergdo de polindmios de segundo (p=2), terceirc (p=3) e quarto (p=4) graus.
Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sfo apresentadas,
come resultado, as deflexdes w. no centro da placa, normalizadas com relagio ao fator Pb/D,
no qual £ ¢ o valor da carga concentrada, », o lado menor da placa e D, sua rigidez dada pela
equaclo (8.1). Esses resultados sdo comparados com os da teoria classica de Kirchhoff exibida
em TIMOSHENKO et al. {1}, para o caso de placas finas (#a < 0.050), e com a solugio
numerica apreseniada pelo elemento STIF93 do programa ANSYS, utilizando-se malha de
discretizagio de 6x6 elementos, para o caso de placas moderadamente grossas (ra = 0.050).
Nesse ultimo caso, a confrontagdo com o modelo numérico se da em raziio dos resultados

analiticos ndc estarem disponiveis na literatura (tabela 8.10).
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Tabela 8.10 Deflexdo w., normalizada com relagdo ao fator PA%/D, para diferentes relacdes ra
entre a espessura / € ¢ lado maior o da placa (placa retangular engastada em seus lados,

submetida a uma carga concentrada central).

Clemento proposto
Valores

t

a comparativos p=1 =2 p=3 p=4

B p Erro B Erio ] Erro p Erro
0.005 | 0.007220" | 0.000311 | -95.7% | 0.006432 | -10.9% | 0.006436 | -10.9% ] 0.006445 | -10.7%
0.010 | 0.007220" | 0.001108 | -84.7% | 0.006708 | -7.1% | 0.006712 | -7.0% | 0.006728 | -6.8%
0.050 | 0.000438 ¥ | 0.007399 | -21.6%| 0.009102 | -3.6% | 0.009205 | -25% | 0.009450 | 0.1%
0.100 | 0.016017 9| 0.013600 | -14.5% | 0.016066 | 0.3% | 0.016487 | 2.9% | 0.017414 | 8.7%

(1) Soiucao analitica para placas finas [1] (o /b =2 v =03).

{Z) Solugio numerica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF93).

w, =BPd* /D

O grafico 8.9 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcio do
refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximacio {(p=1, p=2, p=3 e p=4),

para diversas relagdes = /a entre a espessura f € o lado maior & da placa.
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Grafice 8.9 Curvas de convergéneia do erro envolvido na andalise em funcio do refinamento
hierarquico mtroduzido em cada nivel de aproximagio, para diversas relagbes » = ta entre a
espessura 7 ¢ 0 lado maior a da placa (placa retangular engastada em seus lados, submetida a

uma carga concentrada central).

Verifica-se, a partir da tabela 8.10 e do grafico 8.9, que o elemento proposto, ao sofrer

os refinamentos hierarquicos de grau p=2. p=3 e p=4, trouxe resultados satisfatérios para as

situagBes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma apreciavel a caracteristica de
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rigidez excessiva inerente ao emprego da integragdo consistente nesses casos, tal como se
pretendia inicialmente. Para as situagdes de placas moderadamente grossas (tabela 3.10),
admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS, com malha de discretizagio 6x6,
aproxime de maneira adequada a solugio do problema, observa-se que o elemento proposto
apresenta um desempenho satisfatério com destaque para os casos em que g = 0.050;p=4 ¢
ta = 0.100; p = 2, demonstrando ainda boa adequacfio em relacio aos resultados teoricamente
esperados (capitulo 1). Nota-se ainda que, no caso em que @ = 0.100, a convergéncia imposta
pelo elemento proposte se d& num valor acima daquele apresentado pelo elemento STIFS3 do

programa ANSYS.

8.4 Placa submetida 4 acfio de uma carga distribuida de perfil senoidal,

perpendicular a seu plano

De acorde com TIMOSHENKO et al. [1], para se descrever o perfil senoidal da carga

distribuida perpendicularmente ao plano da placa, propde-se a seguinte expressio:

TX Ty 82
=g, - sen — - sen —— ,
g =g, -s¢e o en 5 {8.2)

sendo ¢, o valor da carga distribuida no centro da placa, @ o comprimento desta e » a sua

largura {figura 8.3}

A
4
b e &
v | S
g Tx

Figura 8.3 Placa de dimensdes @ ¢ / submetida a um perfil senoidal de carregamento.
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8.4.1 Placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados

Em func¢do da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizagio regular de 4x4 elementos (figura 8.1). Obteve-se
inicialmente a solugdo para o elemento superparamétrico (p=1) com integracfic numérica
consistente (2x2 pontos de integragdo) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierdrquico
dessa solugdo através da insergio de polindmios de segundo (p=2), terceiro (p=3) e quarto
{(p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sdo
apresentadas, como resultado, as deflexdes w, no centro da placa, normalizadas com relagio
ao fator g,a”/D, no qual g, é o valor da carga distribuida no centro da placa, a, o lado da
placa e [, sua rigidez dada pela equagfo (8.1). Esses resultados sdo comparados aqueles da
Teoria de Elasticidade Tridimensional [27], para diferentes relagbes #/a entre a espessura / € o
lado « da placa quadrada (tabela 8.11). Neste caso, a Teoria de Flasticidade Tridimensional
apresenta os resultados analiticos tanto para placas finas (v < 0.050) como para placas

moderadamente grossas (v 2 0.050).

Tabela 8.11 Detlex#o w., normalizada com relacdo ao fator g,a*/D ., para diferentes relages

a entre a espessura 7 e o lado o da placa {placa quadrada simplesmente apoiada em seus

lados, submetida a uma carga distribuida de perfil senoidal).

Solugdo Elemento proposto
i analitica
a [27] p=1 p=2 p=3 o=4
o @ Erro o Erro o Eno o& o

0.010 ; 0.002566 | 0.000108 | -95.8% | 0.002473 | -3.5% | 0.002473 | -3.6% | G.002474 | -3.6%
0.02C | 0.002565 | 0.000384 { -850% | 0.002486 | -3.1% | 0.002487 | -3.1% | 0.002488 | -3.0%
0.050 ;| 0.002598 | 0.001368 | -47.3% | 0.002532 | -2.5% | 0.002533 | -2.5% | 0.002538 | 2.3%
010G ¢ 0002685 | 6.002237 | -17.0% | 0.002667 | -1.0% | 0.002872 | 0.9% | 0002693 | -0.1%

og,a’
D

‘!4"‘» =

O grafico 8.10 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcio
do refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximacio (p=1, p=2, p=3 e p=4},

para diversas relacOes » = ¢/ entre a espessura 7 e o lado « da placa.
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erroi%j
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grau p da expansdo polinomial

Grifico 8.10 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcio do refinamento

hierdrquico introduzido em cada nivel de aproximago, para diversas relagdes r = t'a entre a

espessura / e ¢ lado a da placa (placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados,

submetida a uma carga distribuida de perfil senoidal).

A tabela 8.12 apresenta a comparagdo entre o elemento proposto com refinamento de

grau p=2 e aquele utilizado pelo programa ANSYS - versdo 5.2 {elemento STIF93). Em cada

caso, ¢ fornecido o numero de graus de liberdade (NGL) envolvido na analise.

Tabela 8.12 Deflexio w, , normalizada com relaciio ao fator g,a*/D. para dois tipos de

elementos e diferentes relagdes v entre a espessura 7 e o lado @ da placa (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados, submetida a uma carga distribuida de perfil senoidal).

Solugéo Elemento ANSYS )
I analitica proposto
a [271 p=2
a o Erro 3 Ero
0010 ¢ 0002588 | 0.002473 | -38% | 0.002574 § 0.3%
0.020 | 0.002586 | 0.002485 | -3.1% | 0.002570 | 0.2%
C.050 | 0002508 | (.002532 | -2.5% | O.002605 1 0.3%
0.100 | 0002685 | 0002867 | -10% § 0.002714 | 0.7%
NGL 29 148
{1} Matha de 4x4 slementos.
NGL = nimere de graus de liberdade.
w, =og.a’ /D
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Verifica-se, a partir da tabela 8.11 e do grafico 8.10, que o elemento proposto, 2o sofrer
os refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, trouxe efetivamente resultados
confiaveis para as situagdes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma significativa
a caracteristica de rigidez excessiva inerente ao emprego da integracdo consistente nesses
casos, tal como se pretendia inicialmente. Além disso, de acordo com o que foi apresentado na
introduclo deste trabalho (capitulo 1) e tendo, esse novo elemento, sido concebido nos moldes
do elemento de AHMAD [4], constata-se o seu adequado funcionamento no que se refere ao
efeito das tensdes de cisalhamento na diregfio de sua espessura, ou seja, a correta tendéncia de
diminuigdo dos erros cometidos quando se aumenta a espessura da placa. Observa-se também,
ao se fixar a atencio nos resultados fornecidos pela tabela 8.12, que, tanto nas situagBes de
placas finas como nas de placas moderadamente grossas, o desempenho do elemento proposto
ndo foi superior ac do elemento STIF93 do programa ANSYS. No entanto, ao se examinar
ambas as tabelas (8.11 ¢ 8.12) simultaneamente, ¢ possivel notar que, para a situac@o da placa
de maior espessura, esse desempenho se demonstron extremamente satisfatorio, chegando
mesmo a superar o do elemento STIF93, quando do refino de grau p=4 ( NGL = 185). Esse
mesmo comportamento foi verificado quando da analise referente ao item 8.2.1, para a qual as

solugdes analiticas estdo disponiveis na literatura.

8.4.2 Placa retangular simplesmente apoiada em seus lados

Em fungdo da simetria geométrica ¢ de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utiizando-se malha de discretizaciio regular de 4x4 elementos {figura 8.2). Obteve-se
inicialmente a solugdio para o elemento superparamétrico (p=1) com integracio numérica
consistente {2x2 pontos de integracio) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierarquico
dessa solu¢lo atraves da inser¢do de polindmios de segundo (p=2), terceiro {(p=3) e quarto
{(p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento, sendo que sdo
apresentadas, como resultado, as deflexdes w, no centro da placa, normalizadas com relacdo
ao fator g,5"/D . no qual g, é o valor da carga distribuida no centro da placa, 4, o lado menor
da placa e /2, sua rigidez dada pela equagdo (8.1). Esses resultados sio comparados com os da
teoria classica de Kirchhoff exibida em TIMOSHENKO et al. {11, para o caso de placas finas
{t/a < 0.039), e com a soluglio numérica apresentada pelo elemento STIF93 do programa

ANBYS, utiizando-se malha de discretizaclo de 4x4 elementos, para o caso de placas
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moderadamente grossas (#a > 0.050). Nesse ultimo caso, a confrontacdo com o modelo
numérico se dd em razdo dos resuitados analiticos ndio estarem disponiveis na literatura

{tabela 8.13).

Tabela 8.13 Deflexdo w., normalizada com relagio ao fator ¢,4*/D , para diferentes relagdes

va entre a espessura f e o lado maior @ da placa (placa retangular simplesmente apoiada em

seus lados, submetida a uma carga distribuida de perfil senoidal).

Elemenio proposto

i Valores
a comparativos p=1 p=2 p=3 p=4
® o Emo o Erro o Erro i Efro

0.005 | 0.006750 "' | 0.000175 |-97.4% | 0.006208 | 4.1% | 0.006300 | 4.1% | 0.006305 | -4.0%
0.010 | 0.0068750 " | 0.000651 | -90.3% | 0.006341 | -3.5% | 0.006341 | -3.5% | 0.008344 | 3.4%
0.050 | 0.006808 ¥/ | 0.005015 | -26.3% | 0.006694 | -1.7% | 0.006696 | -1.6% | 0.006744 | -0.9%
0.100 | 0.007505 % | 0.006954 | -7.3% | 0.007701 | 2.6% | 0.007706 | 2.7% | 0.007892 | 5.2%
(1) Solugdo analitica para placas finas [1] (a/h=2;v=03) .
(2) Solugso numéerica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF93).

W, =0g,b 4/}D

G grafico 8.11 exibe as curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em fungéo
do refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximacio (p=1, p=2, p=3 e p=4),

para diversas relagbes r = /o entre a espessura 7 e o lado maior a da placa.
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grau p da expansic polinomiat

Grifico 8.11 Curvas de convergéneia do erro envolvido na analise em fungiic do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagfio, para diversas relagdes » = 7z entre a
espessura / ¢ o lado maior @ da placa (placa retangular simplesmente apoiada em seus lados,

submetida a uma carga distribuida de perfil senoidal).
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Verifica-se, a partir da tabela 8.13 e do grafico 8.11, que o elemento proposto, ao sofrer
os refinamentos hierdrquicos de grau p=2, p=3 e p=4, trouxe efetivamente resultados
confidvels para as situacdes de placas finas, tendo, portanto, restringido de forma significativa
a caracteristica de rigidez excessiva inerente ao emprego da integracfio consistente nesses
casos, tal como se pretendia inicialmente. Para as situacdes de placas moderadamente grossas
(tabela 8.13), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS, com matha de
discretizagdo 4x4, aproxime de maneira adequada a solugdo do problema, observa-se que o
elemento proposto apresenta um desempenho satisfatorio, com destaque para os casos em que
ta = 0.050. Nota-se ainda que, no caso em que @ = 0.100, a convergéncia imposta pelo
elemento proposto se da num valor acima daquele apresentado pelo elemento STIFS3 o que,
no entanto, nac garante a performance superior deste ltimo, uma vez que nfo se dispde do
resultado analitico nessa situagiio. Deve-se lembrar que, para caso tratado no item 8.4.1 no
qual a solugdo analitica esta disponivel, o elemento proposte. sob condicdes semelhantes,

apresentou o methor resultado.

8.5 Vigas retas em balanco

Na presente analise foram consideradas vigas em balango com malha de discretizagio
regular de 6x2 elementos, submetidas a trés diferentes condigdes de carregamento: flexiio pura
(no plano xv), flexdo no plano (carregamento na diregiio do eixo ¥ do plano xy) e flexdio fora
do plano {(carregamento na direcio do eixo z, perpendicular ac plano xy). Esses tipos de
carregamento estdo representados na figura 8.4

As dimensdes das vigas, bem como as constantes elasticas empregadas em cada situacio,
foram atribuidas sem se levar em conta suas unidades de medida, tal como em MACNEAL et
al. [28]. Dessa forma, sdo admitidos para todos os casos de viga, os seguintes valores:
comprimento = 6.0, largura = 0.2, espessura = 0.1, mddulo de elasticidade E = 1.0 x 10,
coeficiente de Poisson v=0.3. Os carregamentos utilizados foram de 5.0 para o caso de flexiio

pura e de 0.5 para os casos de flexfio no plano e fora dele.
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Figura 8.4 Carregamentos atuantes nos varios exemplos de viga reta.
8.5.1 Viga submetida a flexiio pura

Ao se avaliar este exemplo, obteve-se inicialmente a solugio para o elemento
superparamétrico (p=1) com integragdo numérica congistente {2x2 pontos de integracio) ¢ a
seguir procedeu-se ao refinamento hierarquico dessa solugdo através da inser¢io de polindmios
de segundo (p=2), terceiro {p=3) e quarto (p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados e
interior de cada elemento, apresentado-se, como resultado, o valor (em modulo) da flecha na
extremidade livre da viga. Esse resultado ¢ comparado a soluglo analitica do problema,

tornecida por MACNEAL et al. [28] (tabela 8.14).

Tabela 8.14 Valores das flechas na extremidade livre da viga e seus respectivos erros,

comparativamente ao valor tedrico dado por MACNEAL et al. [28] (viga reta submetida a

flexdo pura).

Solucdo Elemento proposto
analfica
[28] p=1 p=2 p=3 p=4d
flecha flecha Erno flacha Erro fiecha Emo flecha Ero
0.02703 000254 | -80.6% | 0.02705 | 0.1% 1 0.02706 | £.1% | 0.02715 | 0.4%

O grafico 8.12 exibe a curva de convergéncia do erro envolvido na anslise em funcio do

refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximacio (p=1, p=2, p=3 e p=4).
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Griafico 8.12 Curva de convergéneia do erro envolvido na analise em funcio do refinamento

hierarquico introduzido em cada nivel de aproximac#o (viga reta submetida 2 flex3o pura).

Verifica-se, a partir da tabela 8.14 ¢ do grafico 8.12, que o elemento proposto, apos
sofrer os refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, apresentou resultados
extremamente satisfatorios em relagdo 4 solugfo analitica, demonstrando uma excepcional

convergéncia.

8.5.2 Viga submetida a flexdo no plane

Ao se avaliar este exemplo, obteve-se inicialmente a soluciio para o elemento
superparamétrico (p=1} com integragio numérica consistente {2x2 pontos de integracdo) ¢ a
seguir procedeu-se ao refinamento hierarquico dessa solugfo através da inserciio de polindmios
de segundo (p=2), terceiro {p=3) e quarto (p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados e
interior de cada elemento, apresentado-se, como resultado, o valor (em médulo) da flecha na
extremidade livre da viga. Esse resultado ¢ comparado & solucdo analitica do problema,

fornecida por MACNEAL et al. [28] (tabela 8.15).
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Tabela 8.15 Valores das flechas na extremidade livre da viga e seus respectivos erros,
comparativamente ao valor tedrico dado por MACNEAL et al. [28] (viga reta submetida a

flexdo no plano).

Solugée Elemento proposto
analitica
[28] p=1 p=2 D=3 p=4
flecha flecha Eno flecha Erro flecha Erro flecha Emrro
¢.10810 0.01016 | -50.6% | 0.107868 | -0.2% | 0.10840{ 0.3% | 010884 | 0.8%

O grafico 8.13 exibe a curva de convergéncia do erro envolvido na analise em funcéo do

refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagio (p=1, p=2, p=3 ¢ p=4).

{3

; ~
0 3 Q {

erro(%)

-0 ‘

p=1 p=2 p=3 ped
grau p da expansic polinomiat
Grafico 8.13 Curva de convergéneia do erro envolvido na analise em funcio do refinamento

hierarquico introduzide em cada nivel de aproximagio (viga reta submetida & flexfic no plano).

Verifica-se, a partir da tabela 8.15 e do grafico 8.13, que o elemento proposto, apos
sofrer os refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, apresentou resultados
extremamente satisfatorios em relagio a solugdo analitica, demonstrando uma excepcional

convergéncia.
8.5.3 Viga submetida a flexiio fora do plane

Ao se avaliar este exemplo, obteve-se inicialmente a solugio para o elemento
superparameétnico (p=1} com integraciio numérica consistente {2x2 pontos de mtegracio) e a

seguir procedeu-se ao refinamento hierarquico dessa solug3o através da inserciio de polindmios
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de segundo (p=2), terceiro {p=3) e quarto (p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados e
interior de cada elemento, apresentado-se, como resultado, o valor (em médulo) da flecha na
extremidade livre da viga. Esse resultado ¢ comparado & solugiio analitica do problema,

fornecida por MACNEAL et al. [28] (tabela 8.16).

Tabela 8.16 Valores das flechas na extremidade livre da viga e seus respectivos erros,
comparativamente ao valor tedrico dado por MACNEAL et al. [28] (viga reta submetida a

flexd@o fora do plano}.

Solugéo Elemento proposto
analitica
[28] p=1 p=2 p=3 p=4
fiecha fiecha Erro flecha Emro flecha Emro flecha Erro
0.4321¢ 0.01306 | -98.0% 1 042350 | -2.0% | 0.42350 | -2.0% | 0.42350 | -2.0%

O grafico 8.14 exibe a curva de convergéncia do erro envolvido na analise em funcdo do

refinamento hierarquico introduzido em cada nivel de aproximacio (p=1, p=2, p=3 e p=4).

erro{%)

i p=2 p=3 p=4
grau p da expansic polincmial
Grifico 8.14 Curva de convergéneia do erro envolvido na anélise em funcio do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximag@o (viga reta submetida 4 flexio fora do

plano).

Verifica-se, a partir da tabela 8.16 e do grifico 8.14, que o elemento proposto, apds
sofrer os refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, apresentou resultados bastante

satisfatorios em relacdo & solugdo analitica, demonstrando excelente convergéncia apos o

196



Capituio 8 Resultados e Discussies

primeiro refinamento hierdrquico (p=2), mas uma precoce estabihizacdo desta nos demais

refinamentos.

8.6 Cascas

8.6.1 Casca cilindrica de cobertura submetida a acfio do seu peso préprio

Em fung¢io da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
casca cilindrica, utilizando-se matha de discretizagio regular de 8x8 elementos {figura B8.5).
Obteve-se inicialmente a solugio para o elemento superparamétrico (p=1) com integragio
numerica consistente (2x2 pontos de integracio) e a partir dai procedeu-se ao refinamento
hierarquico dessa soluglo através da insergdo de polindmios de segundo {p=2), terceiro (p=3)
e quarto (p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada elemento. Foram
empregados, como condicdo de contorno do problema, diafragmas rigidos em duas das
extremidades da casca.

A casca cilindrica possui as seguintes caracteristicas:

comprimento = 50 ft coeficiente de Poisson = 0.0
raio = 25 ft modulo de elasticidade = 4.32 « 10° /&’
espessura = 0.25 ft peso proprio = -0.3599 k/ft

R=25fi

‘Y Borda fivre
e X U
Diafragma rigido
u=0
w={

Figura 8.5 Casca cilindrica de cobertura submetida 4 agdo do seu pESC proprio.
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Como resultado, sdo apresentadas, de acordo com o sistema global de referéncia, as
deflexdes: vi, w> € ws, nos nos 1, 2 e 3 respectivamente (tabela 8.17). Esses resultados sdo

comparados as solugdes analiticas obtidas por MACNEAL et al. [28].

Tabela 8.17 Deflexdes v, w2 € w3 nos nos 1, 2 e 3 respectivamente, utilizando-se malha de

8x8 elementos (casca cilindrica de cobertura submetida a a¢do do seu peso proprio).

Solugao Elemento proposto
Deflexao| analitica p=1 p=2 p=3 p=4
(ft) Deflexdo | Emo | Deflexdo | Erro Deflexdo | Erro Deflexdo | Erro
Vy -0.01250 | -0.00510 |-59.2% | -0.01251 0.1% | -0.01263 | 1.0% | -0.01296 | 3.7%

Wy +0,04510 | -0,01940 (-143.0%| +0,04316 | -4.3% | +0,04434 | -1.7% | +0,04397 | -2.5%
W3 -0.30080 | -0.03520 |-88.3%| -0.29610 | -1.6% | -0.30082 | 0.0% | -0.30652 1.9%

O grafico 8.15 exibe, para cada uma das trés deflexdes examinadas (vi, w; e ws), a curva
de convergéncia do erro envolvido na analise em fun¢do do refinamento hierarquico

introduzido em cada nivel de aproximagio (p=1, p=2, p=3 e p=4).
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Grafico 8.15 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em fun¢do do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagdo, para as diferentes deflexdes

examinadas (casca cilindrica de cobertura submetida a agéo do seu peso proprio).

Verifica-se, a partir da tabela 8.17 e do grafico 8.15, que o elemento proposto, apos

sofrer os refinamentos hierarquicos de grau p=2, p=3 e p=4, apresentou resultados
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extremamente satisfatorios em relagio a solucdo analitica, demonstrando uma excepcional

convergéncia, sobretudo para o refinamento hierdrquico de grau p=3.

8.6.2 Casca cilindrica com extremidades livres, submetida a duas cargas conceniradas de

sentidos opostos (“Pinched cylinder™)

Em fun¢do da simetria geométrica ¢ de carregamento, modelou-se apenas um oitavo da
casca cilindrica (figura 8.6), utilizando-se vérias malthas de discretizacio regular (2x2, 4x4,
6x6, 8x8 e 10xI0 elementos). As duas extremidades livres da casca cilindrica apresentam-se

como condiglio de contorno do problema.

A casca cilindrica tem as seguintes caracteristicas:

comprimento = 10.35 in coeficiente de Poisson = 03125
raio = 4.953 in médulo de elasticidade = 10.5 % 10° psi
espessura = 0.094 in carga = 100 1b

Figura 8.6 Casca cilindrica com extremidades livres, submetida a duas cargas concentradas de

sentidos opostos {“Pinched cylinder™).

Como resultado, € apresentada, de acordo com o sistema global de referéncia e para
varias malhas de discretizacdo, a deflexfio w, no nd 1 (figura 8.6}, sobre o qual uma das cargas
¢ aplicada (tabela 8.18}. O resultado obtido, para cada uma das malhas de discretizacio, ¢

comparado a sclugfo analitica fornecida por TIMOSHENK G et al. {1].
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Tabela 8.18 Deflexdo w. sofrida pelo nd 1 (figura 8.6), para varias malhas de discretizaciio

situadas sobre 3 oitava parte da casca cilindrica {“Pinched cylinder™).

Elemento proposio
Ng

slementos p=1 p=2 p=3 p=4

w, ("} Emo w_ W Ermo w_ % Ero w, 0t Ero
2%2 300048 [ -89.5% ) G.00325 | B7.0% | 000632 -D42% | 000850 -03.8%
4x4 -0.00120 {88.8% | 0.01841 | -83.0% | -0.04444 |-50.0% | -0.04472 [ -587%
8x8 -0.00214 | -88.0% | -0.05247 | -51.6%  -0.0B380 1-227% | -0.08405 |-225%
Bx8 -0.00327 | -97.0% | -0.08071 | 256% ] -0.09832 | -8.4% | -0.09854 | -8.2%

1010 -0.00450 | -95.8% | -0.00513 ;-12.2% 1 -0.10480 | -3.3% {2)

Solugdo analitica {1]: w_ = — (0.10840 .
{1) Deslocamento w_sofrido pelo carregamente P, dado em polegadas.
{2) Valor ndo disponivel devido ac esgotamento da meméria do programa utilizado.

O grafico 8.16 exibe, para o caso da malha de 10x10 elementos, a curva de convergéncia
do erro envolvido na andlise em funcdo do refinamento hierarquico introduzido em cada nivel

de aproximacéo {p=1, p=2 e p=3).

errol{%}

p=1 p=2 p=3

-100

grau p da expansio polinomial

Grafico 8.16 Curva de convergéncia do erro envolvido na andlise em funclo do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagdo, para o caso da malha de 10x10
elementos (casca cilindrica com extremidades livres, submetida a duas cargas concentradas de

sentidos opostos).

A tabela 8.19 apresenta, para cada malha de dicretizaciio adotada, a comparagio entre o
resuitade obtido pelo elemento proposto, com refinamento de grau p=3, e aqueles orundos

das formulacdes de ALTMAN & IGUTI[31], CANTIN [32] e ASHWELL & SABIR [33]
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Tabela 8.19 Deflexdo w. sofrida pelo n6 1 (figura 8.6), para diversos elementos {casca

cilindrica com extremidades livres, submetida a duas cargas concentradas de sentidos opostos).

Elemento Elemento Elemento Elemento
N oroposto Altman & lguti Cantin Ashwell & Sabir
elementos p=3 {31] 32 133}
w_ " | Ero w, 1 Emo w_ 1 Ero w_ o Ermo

2x2 S0.00832 1-54.2% ¢ 009575 1-11.7% -0.09310 | -14.1% | 0.11030 5 1.8%
Ax4 -0.04444 |-59.0%: 010874 | 1.2% | -G.11260 | 3.9% | 0112080 ; 42%

x5 -3.0838) | -227% @ 041370 | 49% | 011350 | 47%
8x8 -0.00932 | 8.4% @ -0.11390 | 51% | 011370 | 4.9%
10x10 -0.10480 | -3.3% 2) -0.41380 ! 5% | 01370 | 45%

Solucéo analitica [1]: w_ = — 0.10840 .
(1) Deslocamento w_ soffido pele carregamento P, dado em polegadas.
(2) Valores ndo disponivels em [31].

Verifica-se, a partir da tabela 8.18, que os resultados obtidos pelo elemento proposto, ao
se combinar os refinamentos do tipe p (hierarquico) e do tipo A, foram bastante satisfatorios
comparativamente & solugdo analitica dada por TIMOSHENKO et al. [1]. demonstrando uma
excelente convergéncia desse modelo, sobretudo para o refinamento hierarquico de grau p=3 e
malha de 10x10 elementos (grafico 8.16). Quando se comparam os resultados fornecidos pelo
elemento proposto, com refinamento de grau p=3, aqueles provenmentes de outras formulagdes
(tabela 8.19), observa-se que estes ultimos nem sempre apresentaram uma nitida tendéncia de
convergéncia em relagdo a solucfio analitica (CANTIN [32] e ASHWELL & SABIR [33]),
diferentemente do que pode ser constatado para aquele primeiro. Isso sugere a verificaglo de
um adequado ¢ confiavel comportamento do elemento proposto, relativamente as expectativas
tedricas do modelo de elementos finitos. E possivel se notar ainda, através da tabela 8.19, que,
para 0s casos em que se utilizou malha de discretizagio 8x8 e 10x10, o elemento em questdo

apresentou resultados perfeitamente compativeis aqueles procedentes das demais formulacdes.

2.7 Estudo de casos com malha distorcida

De acordo com ¢ que fot exposto na introdu¢do deste capitulo, pretende-se, nesta secio,
observar o comportamento do elemento proposto quando sujeito a problemas envolvendo
matha distorcida, tal como proposta em MACNEAL et al [28] (figura 8.7). Para tanto, foram
analisadas duas situagBes distintas, uma abrangendo o caso de placas {placa quadrada

simplesmente apolada em seus lados, submetida a uma carga uniformemente distribuida
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perpendicular a seu plano) e outra, o caso de cascas {casca cilindrica de cobertura submetida a
aciio do seu peso proprio). Em ambas as situagbes foram conservadas as caracteristicas do
estudo original (itens 8.2.1 e 8.6.1), acrescentando-se todavia, a cada uma delas, uma analise
para se testar a influéncia da interpolagiio da geometria do elemento sobre o desempenho do

MOesmo.

< 06a2 =
ERE N .‘ ;
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Figura 8.7 Malha de discretizacdo distorcida adaptada a partir de MACNEAL et al. [28].

8.7.1 Placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados. submetida a acfio de uma

carga uniformemente distribuida perpendicular a seu plano

Em fungdo da simetna geoméirica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizagfio distorcida de 4x4 elementos (figura 8.7). Obteve-se
inictalmente a solu¢do para o elemento superparamétrico {p=~!) com integracdo numérica
consistente (2x2 pontos de integracio) e a partir dai procedeu-se ao refinamento hierarquico
dessa solugdo através da inserciio de polindmios de segundo (p=2), terceiro (p=3) e quarto
{p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados ¢ interior de cada elemento, sendo gue sdo
apresentadas, como resultado, as deflexdes w,. no centro da placa, normalizadas com relaciic
ao fator ga’/D, no qual ¢ é o valor da carga distribuida, @, o lado da placa e 1, sua rigidez
dada pela equacio (8.1). Esses resultados sfic comparados aqueles da Teoria de Flasticidade
Tridimensional {27], para diferentes relagdes #u entre a espessura 7/ ¢ o lado o da placa

quadrada {tabela 8.20}.

]
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8.7.1.1 Interpolaciio da geometria do elemento proposte a partir das funcdes de forma

das familias Lagrangiana ¢ Serendipity

A tabela 820 apresenta, para ambos os casos de interpolagio da geometria do elemento
proposto (utilizando-se tanto as fungdes de forma da familia Lagrangiana quanto as da famiha
Serendipity), as solugdes obtidas para a deflexdo w,, normalizada com relagdo ao fator ga™/D,

no centro da placa.

Tabela 8.20 Deflexdio w,, normalizada com relacdo ao fator ga’/D, para diferentes relagdes 1o
entre a espessura / € o lado ¢ da placa, utihzando-se matha de discretizacio distorcida e duas
familias de funcdes de forma para se interpolar a geometria do elemento (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados, submetida a uma carga uniformemente distribuida).

Solugéo Elemento preoposto 0
¢ anaiiica
a {271 p=1 p=2 p=3 p=4
o & Erro o Erro @ Erro L Erro

0,005 | 0.004060 | 0.000039 | -99.0% | 0.000508 | -87.5% | 0.000526 | -87.0% 0.000575 : -85.8%
0.010 | 0.004061 | 0.000152 | -96.3% | 0.001034 | -74.5% | 0.001051 | -74.1% 0.001105 | -72.8%
0.050 | 0.004111 ;| 0.001940 § -53.5% 1 0.003050 | -25.8% | 0.003062 | -28.5% | 0.003102 | 24 5%
0.100 | 0004263 | 0.003257 | -23.6% 0.003850 | -9.5% | 0.003858 ; -0.5% | 0.003899 | -8.5%

p
oG U

I

wrz

(*} Geometria interpolada tanto com as fungdes da familia Lagrangiana como com as da familia
Serendipity.

O grafico 8.17 exibe, para ambos os casos de interpolacdo da geometria do elemento
proposto (utilizando-se tanto as fungdes de forma da familia Lagrangiana quanto as da familia
Serendipity}, as curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em fungfio do refinamento
hierarquico mtroduzido em cada nivel de aproximacdo (p=1, p=2, p=3 e p=4), para diversas
relagbes # = /a entre a espessura / € 0 lado a da placa, ao se empregar malha de discretizacio

distoreida.
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Grafico 8.17 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em funcdo do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximagdo, para diversas relagdes r = 1/ entre a
espessura 7 € o lado a da placa, utilizando-se malha de discretizag@o distorcida (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados, submetida a uma carga uniformemente distribuida).

A partir da tabela 8.20 ¢ do grafico 8.17, ¢ possivel verificar, a priori, que a escolha do
tipo de fungdes de forma que interpolam a geometria do elemento ndo exerce qualquer
influéneia sobre o comportamento deste, uma vez que ambas as familias de fungdes adotadas
descrevem identicamente quaisquer dos contornos lineares que delimitam a geometria dos
elementos. Observa-se ainda que, relativamente ao exemplo original com malha de
discretizacio regular (tabela 8.1 e grafico 8.1), houve, em todas as situagdes analisadas, um

decaimento expressivo da taxa de convergéncia apresentada pelo refinamento hierarquico.

8.7.2 Casca cilindrica de cobertura submetida a acfio do seu peso proprio

Em funcic da simetria geométrica e de carregamente, modelou-se apenas um quarto da
casca cilindrica, utilizando-se malha de discretizacio distorcida de 8x8 elementos, tomada
segundo a projecdo da malha apresentada na figura 8.7 sobre a quarta parte da casca cilindrica.
Obteve-se inicialmente a solugBo para o elemento superparamétrico {p=1) com integracio
numeérica consistente {Zx2 pontos de integracio) e a partir dai procedeu-se ao refinamento
hierarquico dessa solugfo atraves da insercdo de polindmios de segundo {(p=2), terceiro {p=3)

e quarto (p=4) graus. Optou-se por refinar todos os lados ¢ interior de cada elemento, tendo
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sido apresentadas, como resultado, as deflexdes: v, w» e wi, nos nos I, 2 e 3 respectivamente,
de acordo com ¢ sistema global de referéncia (figura 8.5). Esses resultados sao comparados

aqueles obtidos a partir das solugdes analiticas fornecidas por MACNEAL et al. [28]

8.7.2.1 Interpolaciio da geometria do elemento proposto a partir das funcies de forma da

familia Lagrangiana

A tabela 8.21 apresenta, para o caso da interpolagio da geometria do elemento proposto
a partir das funcdes de forma da familia Lagrangiana, as solugGes obtidas para a deflexdes vy,

w» e w3 nos nos 1, 2 e 3 respectivamente (figura 8.5).

Tabela 8.21 Deflexdes vi, w2 e ws nos nds 1, 2 e 3 respectivamente (figura 8.5), utilizando-se
malha de discretizagio distorcida de 8x8 elementos e as funcfes de forma da familia
Lagrangiana para interpolar a geometria do elemento (casca cilindrica de cobertura submetida

a acdo do seu peso proprio}.

Solugac Elemento proposio
Deflex8o analitica p=1 p=2 p=3 p=4
(it} Deflexdo Erro Deflex@o Erro Deflexao Erro Deflexao Erro
W, -0.01250 | -0.00455 | -63.6% ! -0.00844 | -32.5% | -0.00858 |-31.4%; -0.003898 |-28.2%

Wy +0.04510 | -0.01840 -143.0%; -0.00951 1-121.1%] -0.008930 {-1208% -0.01081 {-124.0%
Wy -0.30080 | -0.02719 |-91.0% | -0.14023 | -53.4% | -0.14450 | -52.0% -0.14813 | -50.8%

() grafico 8.18 exibe, para cada uma das trés deflexGes examinadas (v;, w, e w3), a curva
de convergéncia do erro envolvide na analise em funcio do refinamento hierarquico
introduzido em cada nivel de aproximagao (p=1, p=2, p=3 e p=4), empregando-se malha de
discretizaclo distorcida ¢ as funcgdes de forma da familia Lagrangiana para interpolar a

geometria do elemento.
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Grafico 8.18 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em fungfio do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximaclo, para as diferentes deflexdes
examinadas, utilizando-se malha de discretiza¢io distorcida e as fungdes de forma da familia
Lagrangiana para interpolar a geometria do elemento (casca cilindrica de cobertura submetida

a acio do seu peso proprio).

Verifica-se, a partir da tabela 8.21 e do grafico 8.18, que as solugdes fornecidas pelo
refinamento hierarquico, neste caso, tiveram sua taxa de convergénecia reduzida de forma

significativa ao se distorcer a malha de discretizag@o do problema ilustrado no item 8.6.1.

8.7.2.2 Interpolaciio da geometria do elemento proposto a partir das funcdes de forma da

familia Serendipity

A tabela 8 22 apresenta, para o caso da interpolacio da geometna do elemento proposto
a partir das fungdes de forma da familia Serendipity, as solugdes obtidas para as deflexdes v,

Wy € w3 nos nos 1, 2 ¢ 3 respectivamente (figura 8.5).
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Tabela 8.22 Deflexdes vy, w; e ws nos nos 1, 2 e 3 respectivamente {figura 8.5), utilizando-se
matha de discretizacio distorcida de 8x8 elementos e as fungSes de forma da familia

Serendipity para interpolar a geometria do elemento {casca cilindrica de cobertura submetida a

acdo do seu peso proprio).

Solugéo Elemento proposto
Deflex8o| analitica p=1 P p=3 p=4
(1) Deflexdo Errc Detlexao Erro Deflexfo Erro Defiexao Erro
W, -0.01250 | -0.02852 | 128% | -0.11977 | 858% | -0.15512 | 1141% | -0.16358 | 1209%
W +0.04510 | -0.12097 | -368% | +0.46210 | 925% | +0.46019 | 920% | +0.45180 ; 290%
W -0.30080 | 017123 | -43% | -5.12900 | 1605% | -B.13830 | 2606% ] -8.52430 | 2734%

O grafico 8.19 exibe, para cada uma das trés deflexdes examinadas (v, w2 e w3}, a curva
de convergéncia do erro envolvido na andlise em fungio do refinamento hierarquico
introduzido em cada nivel de aproximacdo (p=1, p=2, p=3 e p=4), empregando-se malha de
discretizagdo distorcida e as fungbes de forma da familia Serendipity para interpolar a

geometria do elemento.

2800
2600 .
2400 P
2200
20600
1800
1600
1400
1 206 /" - - ; I —— =
1050 e i

800 .

800 : 5
400 L
200 L

erro{%)

-208
480

®)
p=1

p= p=3 p=

grau p da expansao polinomial

Grafico 8.19 Curvas de convergéncia do erro envolvido na analise em fungdo do refinamento
hierarquico introduzido em cada nivel de aproximaglo, para as diferentes deflexdes
examinadas, utilizando-se malha de discretizacio distorcida e as funcses de forma da famiha

Serendipity para interpolar a geometria do elemento (casca cilindrica de cobertura submetida a

acio do seu peso proprio).
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Verifica-se, a partir da tabela 8.22 e do grafico 8.19, que as solugdes fornecidas pelo
refinamento hierdrquico, neste caso, nfo demonstraram convergéneia ao se distorcer a malha

de discretizagdo do problema ilustrado no item 8.6.1.
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Capitulo 9

CONCLUSOES

Com base no que foi apresentado até aqui e tendo em vista os objetivos deste trabalho, é
possivel afirmar, de maneira geral, que a formulacio hierarquica proposta na idealizacio desse
novo elemento finito, mesmo tendo considerado a integracdo consistente em primeira
aproximacdo, demonstrou-se verdadeiramente capaz de reduzir a caracteristica de rigidez
excessiva presente no elemento de AHMAD [4], particularmente no que se refere 4 analise de
placas e cascas finas.

Do ponto de vista da eficiéncia computacional, pode-se dizer que a mntrodugdo do
elemento superparameétrico linear na aproximagdo de partida revelou-se atraente pela sua
simplicidade de calculo e agilidade de processamento.

No que concerne a arquitetura do modelo proposto baseada no mapeamento da
superficie meédia do elemento, pode-se comprovar a sua eficiéncia pela performance dos
resultados apresentados diante da analise de diferentes exemplos e, sobretudo, pela
possibilidade de se considerar o efeito das tensdes de cisalhamento ao longo da espessura do
elemento.

Relativamente ao que fot apresentado no item 8.1, em particular no tocante aos pontos
de integra¢dio numérica utilizados na obtencdo dos termos da matriz de rigidez do elemento,
verificou-se a necessidade do uso de diferentes configuracdes nos acoplamentos entre o
elemento superparametrico e os diversos niveis de refinamento (p=2, p=3 e p=4), bem como
nos acoplamentos relacionados a estes niveis entre si. Esse fato, por si 86, remeteria 2 idéia de
um estudo detalhado do papel da integrago numérica no desempenho do elemento finito do

tipo hierarquico. Contudo, seria interessanie imaginar, antes de qualquer empreendimento, a
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possibilidade de se desacoplar os refinamentos hierarquicos sucessivos de modo a simplificar
um tal estudo. Para tanto, seriam utilizadas as funcdes de forma herdrquicas obtidas a partir
dos polinémios de Legendre os quais possuem a propriedade de ortogonalidade no dominio
[-1,11x{-1,1] do elemento padrdo, segundo o produto interno proveniente da utiliza¢do do
principio dos trabathos virtuais.

Ainda com relacdo aos resultados obtidos, verificou-se nitidamente que, em qualquer
situacio envolvendo matha de discretizagdo regular. a mais acentuada taxa de convergéncia se
deu para o refinamente de grau p=2, correspondente & expansiio pelinomial quadratica
ilustrada pela figura 6.3. Dentre as possivels especulacbes resultantes dessa constatacdo
poder-se-ia dizer, eventualmente, que uma expansdo polinomial gerada por uma unica fun¢io
do tipo bolha (figura 6.19) fosse suficiente para garantir o desempenho alcancado pela
combinacdo de todas as funcdes hierarquicas quadraticas associadas aos lados do elemento,
uma vez que ainda estaria assegurada nessa etapa de aproximacgdo, a existéncia de um
polindmio completo de 2° grau [15]. Nesse sentido, a expansdo polinomial linear inicial

(figura 3.6} seria complementada de modo a adquirir o seguinte aspecto:

=]

N1

2% grau

. Iy
P
s}

v

£°n’

QOutro ponto a se ressaltar face a mesma constatagio seria ¢ da preferéncia pelo elemento
isoparamétrico quadratico em lugar do elemento superparametrico linear, como aproximacio
de partida, pois ¢ possivel esperar através dessa escolha, que os resultados obtidos nessa etapa
s€jain menos grosseiros.

Em se tratando de problemas envolvendo malha distorcida, mesmo ndo tendo sido
realizado um estudo exaustivo sobre o assunto, foi possivel observar ao final do capitulo
anterior gue, em qualquer dos casos, a distorgio nas mathas de discretizacio provocou uma
redugdo apreciavel nas taxas de convergéncia das solugBes alcangadas. mas apenas nos casos
de casca a descricdo da geometria do elemento foi decisiva na obtengfo de resultados
confiaveis. Nesse sentido, ao lidar com o estudo de cascas, precomza-se o emprego do

elemento de 9 nés da familia Lagrangiana para a descricdo da geometria do problema, ja que o
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elemento de 8 nds da familia Serendipity demonstrou-se inadequado para essa funcdo ao
impedir que a sequéncia de solugdes obtidas pelo refinamento hierarquico aproximasse o valor
tedrico esperado, 1.e., que esta seqiiéncia efetivamente convergisse.

Como sugestio para proximos trabalhos dentro dessa mesma linha de pesquisa,
propdem-se 0s seguintes temas;

1. Estudo do papel da integragdo numérica no desempenho de elementos finitos do tipo
hierarquico através da utilizagdo dos polindmios de Legendre como funcdes de forma
hierarquicas.

2. Elaboragiio ¢ implementa¢iio de um novo elemento superparaméirico linear com
refinamento de 2° grau gerado por uma unica fungdo bolha (e.g. figura 6.19), comparando-¢
ao deste trabalho ¢ verificando seu desempenho diante da substancial redugdo no niumero de
graus de liberdade hierdrquicos (3 graus associados ao interior do elemento contra 12
associados a seus lados),

3. Estudo exaustivo do comportamento desse e de outros tipos de elemento ao se
empregar diferentes perfis de malha de discretizagio distorcida, com o propésito de se
desenvolver novas formulagdes que possibilitem alcancar melhores taxas de convergéncia em

tais situagdes.
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Apéndice A

GRAFICOS DAS FUNCOES DE FORMA

A.1 Graficos das funces de forma da familia Serendipity que interpolam a

geometria do elemento

Grafico A.1 Funglo de forma Vi{ &, n ) associada ao nd 1 do elemento quadrilateral quadratico

da familia Serendipity.
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Grafico A.2 Fungdo de forma No( &, 1) associada ao no6 2 do elemento quadrilateral guadratico

da familia Serendipity.

Grafico A.3 Funglo de forma N3(&, 1) associada ao nd 3 do elemento quadrilateral quadratico

da familia Serendipity.

Grafico A4 Fungdo de forma Vy{ £, ) associada ao nd 4 do elemento quadrilateral quadratico

da familia Serendipity.
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Grafice A5 Funcdo de forma Ns( &, 1) associada ao né 5 do elemento quadrilateral quadratico

da familia Serendipity.

Grafico A.6 Funclio de forma Ng( &, 1) associada ao né 6 do elemento quadrilateral quadratico

da familia Serendipity.

Grafice A7 Funclio de forma A+(Z. ) associada ao né 7 do elemento quadrilateral quadratico

da familia Serendipity.
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Grafico A.8 Funcgio de forma Ni( £, 1) associada ao no 8 do elemento quadrilateral quadratico

da familia Serendipity.

A.2 Graficos das funces de forma da familia Lagrangiana que interpolam a

geometria do elements

Grafico A.9 Fungdo de forma Vi{£, 7 ) associada ac n6 1 do elemento guadrilateral quadritico

da familia Lagrangiana.
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Grafico A.10 Funclo de forma No{ &, ) associada ao n6 2 do elemento quadrilateral

quadratico da familia Lagrangiana.

Grafice A.11 Funcio de forma N:{ &, 1)) associada a0 nd 3 do elemento guadrilateral

quadratico da familia Lagrangiana.

Grafico A.12 Funcio de forma M, &, 1) associada ao n6 4 do elemento guadrilateral

quadratico da familia Lagrangiana,
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Grafico A.13 Fungio de forma Ns( £, 1} associada ao no 5 do elemento quadrilateral

quadratico da familia Lagrangiana.

Grafico A.14 Funcio de forma Ns( £, 1) associada ao nd 6 do elemento gquadrilateral

quadratico da familia Lagrangiana.

Grafics A.15 Fungdo de forma M+ £, 1) associada ac no 7 do elemento quadrilateral

quadratico da familia Lagrangiana.
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Grifico A.16 Funclo de forma Ng( £, v) associada ao né 8 do elemento quadrilateral

quadratico da familia Lagrangiana.

Grifico A.17 Fungdo de forma Nof &, 1) associada ao nd 9 do elemento quadrilateral

quadratico da familia Lagrangiana.
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A3 Graficos das funcdes de forma das familias Serendipity e Lagrangiana

gue interpolam o campo de deslocamento do elemento superparamétrico

Grafico A.18 Fungfio de forma N '1{( €, 1) associada ao n6 1 do elemento quadrilateral linear

das familias Serendipity e Lagrangiana.

Grafico A.19 Funglo de forma N '2{ £, 1) associada ao nd 2 do elemento quadrilateral linear

das familias Serendipity e Lagrangiana.
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Grifico A.20 Funcgio de forma N '5(Z, ) associada ao nd 3 do elemento quadrilateral linear

das familias Serendipity ¢ Lagrangiana.

Grafico A.21 Funcdo de forma N4 £, ) associada 80 né 4 do elemento quadrilateral linear

das familias Serendipity e Lagrangiana.
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Apéndice B

Apéndice B
DERIVADAS DAS FUNCOES DE FORMA

B.1 Derivadas das fungdes de forma da familia Serendipity que interpolam a

geometria do elemento
o, 1, ; (B.1
=02 ) By
o, 1 B2
= meE) .
AN, 1 } (B.3
;a“ = 2(3+n}{2" %?‘3} (B.3)
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£
N, 1 (B.6)
= {1
% "ot )
oNg 1y (B.8}
oF - 2(1 f )

275



Apéndice B

Derivadas das Func8es de forma
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B.2 Derivadas das funcdes de forma da familia Lagrangiana gue inferpolam

a geometria do elemento
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Apendice B
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B.3 Derivadas das Fungdes de forma das familias Serendipity e Lagrangiana

que interpolam o campo de deslocamento do elemento
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B .4 Derivadas das funcdes de forma hierarquicas
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Fluxograma

Apéndice C

FLUXOGRAMA DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

IMPLEMENTADO EM LINGUAGEM C
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