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Resumo

DAVID, Sergio Adriani, Modelagem Dindmica, Simulagdo e Validago Experimental
de Estruturas Flexiveis, Campinas, : Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade

Estadual de Campinas, 2003., 148 p. Tese {Doutorado)

Neste trabalho desenvolveu-se a modelagem dindmica de estruturas flexiveis, a
investigacdo de seu comportamento ndo linear por meio de simulagbes numéricas e a validagao
experimental através da montagem de um protétipo. Ressalta-se que, em se tratando de
sistemas ndo lineares, embora existam métodos de procedimento, ndo existe uma teoria Unica
que possa atender as diferentes aplicacdes e necessidades de analise ndo linear. Dessa maneira,
abordou-se formas especificas de se tratar duas aplicagdes distintas, uma envolvendo
manipuladores robéticos flexiveis ¢ a outra um oscilador mecénico flexivel. Desenvolveu-se
ferramentas de modelagem, simulacio, analise e implementagdo. A aplicagio envolvendo o
oscilador mecénico flexivel teve ambitos experimentais e os resultados de alguns ensaios
sugerem uma boa concordincia com o modelo teorico. Os resultados obtidos desse trabalho e
o aparato experimental montado, ambos, permitem que diversas investigacdes futuras ainda
possam ser realizadas e podem agregar conhecimento sobretudo aos interessados em temas

relacionados a estruturas flexiveis e analise ndo hnear.

Palavras Chave

1. Estruturas Flexiveis. 2. Analise Ndo Linear. 3. Robds Flexiveis. 4. Sistema Magneto-elastico






Abstract

DAVH), Sergio Adriani, Dynamic Modeling, Simulation and Experimental Validation

of Flexible Structures, Campinas, : Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade
Estadual de Campinas, 2003., 148 p. Tese (Doutorado)

This work describes the dynamic modeling of flexible structures, the investigation about
its nonlinear behaviour through numerical simulations and the construction of an expenmental
apparatus in order to validate the model. 1 outline the fact that to deal with nonlinear systems,
although there are conduct method, there isn’t a unique theory that could to attend to different
applications and necessities of nonlinear analysis. For this reason, specific approach had been
presented to deal with two applications, flexible robot manipulators and flexible mechanical
oscillator. Dynamic modeling, numerical simulation, analysis and implement are performed.
The application which involves the flexible mechanical oscillator have experimental scope and
the results have showed a good agreement with the theoretical model. The results obtained and
the experimental apparatus constructed , both, allow sundry future investigations and can add
knowledge specially to the interested in flexible structures and nonlinear analysis.

Keywords

1. Flexible Structures. 2. Nonlinear Analysis. 3. Flexible Robots. 4. Elastic Systems.
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Capitulo 1

Introducio

Nas ultimas décadas, assuntos envolvendo fendmenos ndo lineares tém sido objeto
de estudo de varios pesquisadores em muitos centros de pesquisa e universidades

espalhadas pelo mundo.

Os especialistas nesse assunto tém notado que, ainda que os sistemas possam ser
representados por modelos lineares, podem exibir comportamentos ndo lineares sob certas

condicdes.

Ao mesmo tempo, estudos relacionados a estruturas flexiveis vém apresentando-se
como uma area de pesquisa emergente. O estudo do controle de uma viga simplesmente
engastada, a modelagem de um brago robotico flexivel com um grau de liberdade de corpo
rigido e o estudo de satélites com grandes apéndices flexiveis, sdo exemplos dessas formas

de abordagem.

Estruturas também podem exibir comportamento ndo linear. Tipicamente, a nio
linearidade ¢é acentuada para grandes amplitudes de movimento e, quando essas amplitudes
sdo mantidas pequenas, o comportamento ndo linear frequentemente € desprezado na

modelagem da mesma.

A flexibilidade de uma estrutura esta relacionada & sua inércia. Quanto menos

inércia a estrutura possuir, mais flexivel ela sera e consequentemente mais leve também.

O emprego de estruturas flexiveis nas mais diversas necessidades ou aplicagdes
muitas vezes esta relacionado a otimizagio do sistema em estudo e também a minimizagio

do custo do projeto.
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A utilizagio de manipuladores roboticos em estagdes espacias, por exemplo,
depende diretamente do custo de envio do manipulador para o espago e este custo esta
diretamente ligado ao peso do manipulador. Dai a importincia do emprego de estruturas

flexiveis na area aeroespacial.

Mesmo em aplicagbes industriais, 0 aumento da velocidade com a qual determinado
manipulador robotico realiza uma tarefa — procedimento comum para aumentar a
produtividade — pode instabilizar seu controlador se este ndo contiver em seu modelo

informacdes a respeito da flexibilidade de sua estrutura.

Estruturas que podem apresentar flexibilidade quando submetidas & campos
magnéticos também sdo usuais em muitos dispositivos técnicos tais como motores,

geradores, transformadores, etc.

A modelagem de tais sistemas € também topico de interesse junto a comumidade
cientifica. Uma das formas de obter tais modelos passa pela utilizagio do principio de
Lagrange, no qual parte-se das equagOes das energias cinética e potencial do sistema e
chega-se a um conjunto de equagbes integro-diferenciais que necessitam de uma
discretizacdo onde os métodos mais usados sdo 0 método dos modos assumidos e o metodo

dos elementos finitos.

Neste trabalho é feita uma abordagem no sentido de modelar estruturas flexiveis
com uma certa énfase em suas caracteristicas ndo lineares. Uma bancada experimental €

construida com o intuito de validar os resultados.
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1.1 Objetivos do Trabalho

Este trabalho tém como proposta a modelagem dindmica de estruturas flexiveis, a
investigacio do comportamento ndo linear por meio de simulagbes numéricas e a validagdo

experimental através da montagem de um prototipo.

Vale ressaltar que, em se tratando de sistemas nfo lineares, embora existam
métodos de procedimento — e alguns serdo discutidos no capitulo seguinte - no existe uma

teoria nica que possa atender as diferentes aplicagdes e necessidades de anélise ndo linear.

Dessa maneira, neste trabatho aborda-se formas especificas de se tratar duas
aplicagbes distintas, uma envolvendo manipuladores robéticos e a outra um oscilador

mecinico.

Desenvolve-se ferramentas de modelagem que permitem simulagbes numéricas do
comportamento dindmico de ambos os sistemas assim como uma implementagdo

experimental.

Para a aplicagio que envolve um oscilador mecnico, um esforgo foi realizado no
sentido de construir uma bancada experimental que pudesse ser tanto quanto possivel fiel

ao modelo teorico e as consideragdes analiticas adotadas.
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1.2 Breve Revisio Bibliografica

Neste trabalho, conjugam-se alguns assuntos que usualmente sdo tratados como

areas de pesquisas individuais.

O leitor interessado, por exemplo, em modelagem pode recorrer a Meirovitch (1967,
1986, 1990) e Inman (1989), bibliografias que trazem de forma clara temas como
vibragdes, discretizagio usando o método dos modos assumidos, escolha de funcdes de

forma entre outros.

Artigos envolvendo mais especificamente mampuladores flexiveis podem ser Kalra
e Sharan (1990) e Li e Sankar (1991) em que um método sistematico de obtengdo das
equaces de movimento para manipuladores flexiveis € desenvolvido e simulagGes

computacionais s&o apresentadas para um manipulador com um Gnico link flexivel.

Cannon e Schmitz (1984) abordam o problema de controlar a extrermdade hivre de
uma estrutura flexivel, simplesmente aplicando torques — com um motor DC — em sua

extremidade engastada.

Barbieri e Ozguner (1988) em seu trabalho comparam dois modelos cuja diferenca
basica entre eles € a fungdo de forma usada na discretizagfio, que por sua vez depende das

condi¢des de contorno adotadas para o problema.

Tratando-se de fenomenos ndo lineares, alguns bons trabathos podem ser
selecionados, como por exemplo, Balthazar (2000), Nayfeh e Mook (1979) Guckenheimer
e Holmes (1983) e Hagedom (1984) que trazem em seus livros uma abordagem bastante

completa sobre sistemas n#o lineares.
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Holmes e Moon (1983) revisam varios exemplos de sistemas ndo lineares ¢
introduzem um modelo matematico a fim de explicar e ilustrar os conceitos de dependéncia

e sensibilidade as condi¢des iniciais.

Moon (1980} desenvolve um aparato experimental simples onde apresenta o que
talvez tenha sido a pnimeira evidéncia experimental de movimentos caoticos envolvendo

estruturas flexiveis submetidas a campos magnéticos.

E, como parte dos primeiros resultados desse trabalho, € que depois tiveram
contribui¢do significativa na sequéncia do mesmo, algumas publicagdes do autor tém-se
efetivado, como por exemplo, David e Rosario (2001), David e Rosario (2000). Ao final da
apresentagdo das referéncias bibliograficas, destacam-se as demais publicagbes do autor

relacionadas ao tema desse trabalho.
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1.3 Organizacio do Trabalho

O segundo capitulo deste trabalho preocupa-se em embasar o leitor com alguns
conceitos basicos como por exemplo a idéia de modelagem de sistemas, procurando

esclarecer que um modelo € uma representagio idealizada da realidade.

Procura-se ainda, esclarecer alguns aspectos que envolvem os sistemas lineares e os
ndo lineares. S#o tfratados alguns temas, como por exemplo, o plano de fase, sistemas
autdnomos, estados de equilibrio, estabilidade, instabilidade, solucBes periddicas, soluctes

aperiodicas, ciclos limites, atratores estranhos, caos e controle de sistemas ndo lineares.

Alguns desses conceitos podem ser uteis ao entendimento de capitulos posteriores,

especialmente o capitulo 4.

No terceiro capitulo desenvolve-se a modelagem dindmica de manipuladores
robéticos rigidos e flexiveis. Para modelar estes sistemas usa-se o método de Lagrange,
através da obtencio das energias cinética e potencial dos sistemas. Desenvolve-se tambem
uma conveniente parametrizacio dos termos nas equagdes de movimento obtidas tanto para

o sistema rigido quanto para o sistema flexivel.

Em ambos os casos trabatha-se com manipuladores com dois graus de liberdade de
corpo rigido e no caso do manipulador flexivel utiliza-se o método dos modos assumidos
para a discretizagio do sistema obtendo-se outros quatro graus de liberdade relacionados a
flexibilidade do sistema. Dessa forma, o sistema flexivel ¢ tratade com seis graus de
liberdade.

Os sistemas sdo tratados sem que nenhum processo de linearizagdo seja aplicado a
priori, procurando-se respeitar todos os efeitos, inclusive aqueles de caracteristicas ndo
lineares. Somente apos os resultados de simulagtes numéricas realizadas e com o auxilio da

conveniente parametrizacio matematica desenvolvida neste trabalho € que efeitos que se
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mostram pouco relevantes podem sugestivamente ser desprezados. Além disso, € possivel

estabelecer comparagdes entre os sistemas rigido e flexivel.

No quarto capitulo, outro sistema envolvendo estrutura flexivel é abordado. Nesse
caso uma haste flexivel é submetida a4 agdo de campos magnéticos gerados por eletroimads e

também a excita¢des externas periddicas.

Um modelo teorico é desenvolvido novamente baseado no formalismo de Lagrange.
O método de Galerkin e um conveniente conjunto de fungBes ortogonais que satisfazem as

condi¢des de contorno sdo escolhidas.

Obtém-se a equacio de movimento do sistema, simulagdes numéricas sio realizadas

¢ os resultados sdo apresentados e comentados.

Um experimentc um tanto complexo € montado no Laboratorioc de Automagio
Integrada e Robética da faculdade de engenharia mecanica da UNICAMP e tém como

proposito ser fiel tanto quanto possivel ao modelo tedrico desenvolvido anteriormente.

O experimento em questdo é composto de uma base resistente e fixa em perfil de
aluminio sobre a qual fixa-se uma das extremidades de uma haste flexivel ficando a outra
extremidade livre. Ainda sobre a base fixa ¢ montada uma outra base, agora movel. Sobre
essa base movel fixam-se dois eletroimas de modo que a extremidade livre da haste possa

movimentar-se entre eles.

Compdem ainda o aparato experimental uma série de equipamentos € instrumentes
dos quais destacam-se uma régua potenciométrica, um motor de passo e seu driver, um
controlador logico programavel (C.L.P.), sensores, fonte de alimentagdo ¢ um sistema de

aquisi¢do de sinais

Sio utilizados ainda os softwares XWARE (driver do motor de passo) e o Lab View

{aquisi¢do e tratamento de sinais).
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Realiza-se ainda neste quarto capitulo uma descrigdo um pouco mais detathada dos
principais elementos que compdem a bancada experimental e alguns resultados

experimentais obtidos sdo apresentados ao final do capitulo 4.

O quinto e ultimo capitulo discute € comenta os resultados obtidos nos capitulos
anteriores e sugere trabalhos futuros que asseguram a continuidade das investigagdes aqui

iniciadas.



Capitulo 2

Sistemas DinAmicos Lineares ¢ Nig Lineares - Uma Breve Discussio

2.1 Introducio

Um problema real nio pode ser representado de maneira exata, em toda sua
complexidade, por uma equagio matematica ou um sistema de equagdes. No entanto, se
trabalharmos com as variaveis essenciais do fendmeno observado, o modelo matematico
que representa tal fendmeno podera levar a solugBes bastante proximas daquelas

observadas na realidade.

A modelagem de um problema real pode ser simplificadamente visualizada pelo

esquema ilustrado na figura (2.1).

ah stragdo

[ Modificacia f

S S

"‘“"’l Valdagio tw

fisura 2.1: Modelagem de um Problema Real

E muito frequente em se tratando de modelar um fendmeno ou um experimento

ualquer, obtermos equacdes que envolvam as "variagdes" das quantidades variaveis
qualqg
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presentes e consideradas essenciais. Quando estas variagdes s3o instantineas, o fendmeno
se desenvolve continuamente e as equagles matematicas sdo denominadas equagdes

diferenciats.

Essas equagdes podem ser lineares ou ndo lineares. Uma primeira ilustragdo da
diferenca entre ambas para sistemas com um Unico grau de liberdade € mostrada na figura

2.2 e sera melhor discutida um pouco mais adiante.

Sistema _ ff‘_ ~
Linear 4

p < g & Sistema
mmmmmmm I wt-léw-m?;—-u-{:v- néﬂ
Linsar

figura 2.2: Mustracio (Sistemas lineares ¢ Nio-Lineares)

As equagdes diferenciais que descrevem os sistemas fisicos reais s3o lineares apenas
como primeira aproximacio. Sende o tratamento das equagdes diferenciais nio lineares
mais complicado que o das lineares, procura-se sempre que possivel, trabalhar com

modelos lineares.

Observa-se que a linearizagdo frequentemente resulta em uma boa representagdo das
caracteristicas do sistema, dando uma descrigio que satisfaz a necessidade pratica dos
engenheiros. Entretanto, hi casos em que o sistema linearizado ndo fornece uma
representacio suficientemente exata como, por exemplo, em vibragdes de consideraveis

amplitudes.
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Também, sob certas condi¢gbes, o tratamento ndo linear pode conduzir a novos
fendmenos, inexistentes nos sistemas lineares. Este é o caso, por exemplo, das vibragGes
forgadas sub-harménicas e ultra-harmoénicas ou da existéncia de um ciclo-limite.

Na engenharia moderna, com o continuo refinamento de instrumentagdo, aumento
da capacidade de computadores e diminuicio de tolerancias, a teona de sistemas ndo
lineares ganha sempre mais significado pratico. Aplicagtes da teona de vibragbes ndo
lineares sdo encontradas ndo apenas na mecanica classica, mas também na eletrotécnica,

comunicagdes, mecanica quintica, biologia e em varios outros ramos da ciéncia.

A fim de tornar alguns conceitos mais familiares ao leitor, apresenta-se nas
proximas se¢Oes uma breve discussdo sobre os mesmos.
2.2 O Plano de Fase: Sistemas Lineares

Com muito poucas excegdes, geralmente pdo € facil e nem mesmo possivel
encontrar solugdes analiticas para as equacbes diferenciais que ocorrem em sistemas nédo
lineares. Assim sendo, uma outra abordagem que pode ser utilizada tem carater geométrico

e leva a uma compreensio qualitativa sobre o comportamento das soluges.

Inicia-se a discussio sobre um sistema linear homogéneo de segunda ordem com

coeficientes constantes. Este sistema tem a forma

—=Ax (2.1)

onde A ¢ uma matriz constante 2x 2 e x éum vetor coluna 2 x 1.

As solucdes desse tipo de sistema devem ter a forma x=£& e” . A substituicdo de x

na equacdo (2.1) permite encontrar
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(4-rD&=0 (2.2)

Assim, r deve ser um autovalor e £ um autovetor. Os autovalores sdo as raizes da
equagdo algébrica |

det(A-rI)=0 (2.3)

e os autovetores determinam-se pela equagio (2.2) a menos de uma constante multiplicativa

arbitraria.

Sabe-se que os pontos criticos sdo os pontos para os quais Ax = 0. Urma vez que

dx - ~ s
Emo nestes pontos, eles correspondem a solugbes constantes, ou solugSes de equilibrio

da equagdio diferencial (2.1). Se a matriz A ¢é ndo singular, ou seja, se det A # 0, entilo x =0

¢ 0 unico ponto critico do sistema.

Vale lembrar que uma solugio da equacdo (2.1) € uma funcio vetorial x=®(7) que

a satisfaz. Esta funcdo pode ser considerada como uma representa¢do paramétrica de uma

curva no plano x; X;. Muitas vezes pode ser conveniente considerar esta curva como o
caminho ou a trajetoria percorrida por uma particula mével cuja velocidade Z é

especificada pela equacfio diferencial. O plano x; x; € denominado plano de fase e o

conjunto de trajetorias ¢ a imagem de fase.

Uma analise cuidadosa da equagio (2.1) mostra que muitos casos diferentes devem
ser considerados, dependendo da natureza dos autovalores de A. Isso permite uma
caracterizagdo da equagio diferencial de acordo com a configuracio geométrica de suas

trajetorias.

Pode-se pensar em cinco casos distintos e, cada um deles fornece diferentes
caracteristicas de comportamento ao plano de fase . O primeiro caso ocorre, por exemplo,
para autovalores reais e desiguais com o mesmo sinal. O ponto critico nesta situagéo €

denominado nodulo improprio. Um segundo caso pode ser aquele para o qual os
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autovalores sio reais e de sinais opostos. A origem €, neste caso, um ponto de sela. Quando
os autovalores sfo iguais, num terceiro caso, dois subcasos podem existir, dependendo de o
autovalor repetido ter dois autovetores independentes ou ter apenas um. Se os dois
autovetores forem independentes, 0 ponto critico € um nédulo proprio. Entretanto, se
apenas um autovetor for independente, ¢ ponto critico também ¢é denominado nédulo
imprépio ou nédulo degenerado. Como quarto caso, tem-se os autovalores complexos.
Aqui, o ponto critico € denominado ponto espiral. Finalmente o quinto caso seria aquele em
que os autovalores s3o imaginarios puros. Para esta situagio, o ponto critico € denominado

centro.

2.3 Sistemas Auténomos e Estado de Equilibrio

Muitos problemas - principalmente na teoria de oscilagdes - levam ao estudo de uma

equacdo diferencial da forma

d’x dx
2 + f(x’m

7 =) =0 (2.4)

emque f (x,%) ¢ uma fungdo - que pode ser ndo linear - de x e de =

Introduzindo uma nova vanavel yw%, pode-se reescrever a equagiio (2.4) na

forma de duas equagdes de primeira ordem,

L)
dx

a

2.5)
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Pode-se ainda, considerar a equagdo (2.5) como um caso particular de um sistema

cuja forma mais geral seja,
D . Q(x,y)i
(2.6)

&% &

= P(x,y)J

Quando as fun¢des P(x)y) e Q(x,y) ndo dependem explicitamente do tempo, o
sistema € denominado auténomo. Caso contrario, o sistema € nio-autdbnomo. A distingdo
entre 0s sistemas autdnomos e ndc-auténomos € importante, pois a analise geométrica
qualitativa pode ser eficientemente estendida aos sistemas auténomos bidimensionais em

geral, mas ndo tem tanta utilidade nos sistemas ndo autonomos.

Uma propriedade basica dos sistemas autbnomos € que todas as particulas que
passam por um certo ponto seguem a mesma curva no plano de fase. Por isso, a imagem
das trajetorias no plano de fase ¢ relativamente simples. Por outro lado, num sistema nao-
auténomo, existe normalmente um nimero infinito de trajetorias distintas que passam por

um certo ponto e o conjunto de trajetorias é irremediavelmente confuso.

E frequente a ocorréncia de sistemas autdnomos nas aplicagdes. Do pomto de vista
fisico, um sistema auténomo é um sistema cuja configurago, inclusive os par@metros
fisicos e as forgas ou efeitos externos, sfo independentes do tempo. A resposta destes
sistemas as condigbes iniciais dadas ¢ independente do instante em que estas condigbes s#o

impostas.

Na anilise de um sistema dindmico ndo linear existe ainda um interesse especial no

estado de equilibric do mesmo, que é aquele estado para o qual a velocidade % ea

. &y d’x
leragio 2 =
aceleragd .

sao simultaneamente iguais a zero.

E importante observar que a velocidade pode ser escrita como
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(T e e

Sendo assim, de acordo com a equagdc (2.7) a velocidade ¢ nula quando as

seguintes condi¢Bes sdo satisfeitas,

P(x,y)=0
(x, ) 2.8)
O(x,y)=0
Da equagio (2.6) segue que a equagdo diferencial para a trajetdria sera
dx  P(x,y)

Em geral, as solugdes da equagdo diferenciat (2.9) ndo podem ser expressas de uma
tal maneira que y seja uma fungdo explicita de x. Mas as solugdes podem ser sempre

expressas na forma F (x, y) = constante.

Como ja discutido, a velocidade sera nula quando as condigdes (2.8) forem
satisfeitas e tem-se assim, os pontos que correspondem ao estado de equilibrio. Para a
equacdo diferencial (2.9) tais pontos sdo singulares e nesses pontos as condigdes de Cauchy

para a unicidade da solug@o de uma equagdo diferencial ndo sio satisfeitas.

Assim, os pontos singulares da equagio (2.9) podem ser interpretados fisicamente
como o estado de equilibrio do sistema dindmico de interesse. Observa-se que, para um
movimento periodico do sistema dindmico corresponde uma trajetoria fechada que ndo
passa pelo ponto singular. Isto segue do fato de que, o ponto representativo tendo

comegado seu movimento ao longo de uma trajetoria fechada em um ponto arbitrdno x e

dx . . . ,
y= = retornara ao mesmo ponto depois de transcorride um periodo.
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Dessa forma, o sistema fisico retornara ao estado prévio e, conhecendo-se ©
comportamento das trajetorias em todo o plano de fase, deve-se conhecer em particular seu
comportamento proximo ao ponto singular. Faz-se necessario, entretanto, examinar

primeiro a natureza dos estados de equilibrio de um sistema.

2.4 Estabilidade e Instabilidade

O conceito de estabilidade de uma posi¢io de equilibrio € familiar da mecénica
elementar. Sabe-se, por exemplo, que em um sistema cuja energia mecinica se conserva,
isto €, em um sistema conservativo, uma posicdo de equilibrio correspondendo a um

minimo de energia potencial € uma posigio de equilibrio estavel.

Como ja discutido neste capitulo, os pontos criticos correspondem as soluges de

equilibrio, ou constantes, do sistema de equacdes diferenciais.

Um ponto critico x° do sistema ¢ estavel se, dado um £ > 0, existe um & > 0 tal que

toda solugio x=®(f) do sistema que emt = O satisfizer a

lo©)-x°|<s | (2.10)
existe e satisfaz a
lo@©)-x°|<e (2.11)

paratodot=0.

O enunciado matematico afirma que todas as solugdes que principiam
"suficientemente proximas" ( isto é, dentro do afastamento & ) de x°, permanecem

"proximas” ( isto €, dentro do afastamento & ) de x°. Observe que, a trajetonia esta dentro

do circulo ”x - x°ﬂ =& quando t = 0 e, embora ultrapasse este circulo, fica dentro do
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circulo Hx - x°|| = g, para todo t = 0. No entanto, a trajetoria da solugdo ndo tem que se

aproximar do ponto critico x° quando t — sc. Um ponto critico que n4o for estavel se diz

instavel.

Um ponto critico x° ¢ assintoticamente estavel se for estavel e se existir um &g ,

com 0 < 8y < §, tal que se uma x=®(f) satisfizer a

|o0) - x| <45,, (2.12)

entdo,

lim @) = x° (2.13)

[

Assim, as trajetorias que principiam "suficientemente proximas" de x° ndo apenas

permanecem "proximas” deste ponto mas terminam por se aproximar de x° quandot— .

Observe que a estabilidade assint6tica € uma propriedade mais forte que a
estabilidade, pois um ponto critico deve ser estivel antes de ser possivel falar da sua
estabilidade assintotica. Por outro lado, a condigio limite (2.13), que € um trago essencial

da estabilidade assintética, ndo garante, por si mesma, nem a estabilidade ordinana.

2.5 Solugdes Periodicas e Ciclos Limites

Os sistemas auténomos de segunda ordem x = f (x) podem apresentar solucdes
periodicas, ou seja, solugdes que obedecem a relagio x(t+ I ) = x(t), para todo t ¢ para

uma certa constante nio negativa I', denominada o periodo.

As trajetorias correspondentes, no plano de fase, sdo curvas fechadas. As solugdes
periodicas tém, muitas vezes, papel importante nos problemas fisicos, pois representam

fendmenos que ocorrem repetidamente. Em muitas situagdes, uma solugdo periGdica
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representa um "estado final" para o qual tendem todas as solugdes "vizinhas”, a medida que
desaparecem os transientes provocados pelas condigbes iniciais.

Um caso especial de solugdo periodica € a solug@io constanie x = x°, que
corresponde a um ponto critico do sistema autonomo. Esta solugdo €, evidentemente,
periddica em qualquer periodo. Assim sendo, vale ressaltar que ao se falar de uma soluggo
periodica, refere-se a uma solugdo periddica ndo constante. Nesse caso, 0 pericdo I' ¢
positivo e usualmente escothido como o menor numero positivo para o qual a equagio

x(t+T) = x(t) é valida.

As solugdes do sistema auténomo linear x = Ax sio periédicas se, € somente se, 08
autovalores de A forem imaginarios puros. Neste caso, o ponto critico na origem € um
centro . Ressalta-se que se os autovalores de A forem imaginarios puros, entdo toda solugao
do sistema linear X = Ax ¢ periddica, enquanto que se os autovalores ndo forem

imaginarios puros, entdo ndo existem solugdes periddicas ( no constante ).

Em geral, uma trajetoria fechada no plano de fase, tal que outras trajetorias ndo
fechadas espiralam para ela, sejam vindas de dentro, sejam vindas de fora, quandot — o,

é um ciclo limite.

Se todas as trajetorias que principiam junto de uma trajetéria fechada ( do lado de
dentro, ou também do lado de fora ) espiralam para a trajetoria fechada quandot >, 0
ciclo limite ¢ estavel. Em virtude da trajetoria limite ser uma Orbita periddica, e nao um
ponto de equilibrio, este tipo de estabilidade é denominado, muitas vezes, estabilidade

orbital.

Se as trajetorias de um lado da trajetoria fechada espiralam para ela, enquanto do

outro espiralam para longe dela, quando t — 0, entdo o ciclo limite diz-se semi-estavel.

Se as trajetorias dos dois lados da trajetoria fechada espiralam para longe dela,

quando t — «©, a trajetoria fechada € instavel.
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E também possivel ter trajetorias fechadas das quais nio se aproximam, nem se
afastam. outras trajetorias. Neste caso a trajetoria fechada € neutralmente estavel.

2.6 Caos e Atratores Estranhos

Alguém ja definiu o caos como a terceira revolugio do século XX na fisica, em
seguida a relatividade e 4 mecénica quéntica. Observam-se exemplos de caos em iniimeros

sistemas e sifuagoes.

Vale ressaltar que um sistema linear ndo apresenta caos. Para que o caos ¢ suas
implicagdes se fagam presentes, é necessario que o sistema seja ndo linear. Entretanto,
como ja discutido neste capitulo, a maioria dos sisternas encontrados no mundo real s30 nio

lineares e, sob condi¢des convenientes, esses podem apresentar caos.

Exemplos incluem as oscilagdes mecinicas e elétricas, o fluxo de fluidos,

cinematica de populages, etc.

A histéria da dinimica cadtica revela importantes contribui¢des conduzidas por
cientistas como J. H. Poincaré, G. D. Birkhoff, A. M. Lipounov, G. Duffing, B. Van der
Pol, E.N. Lorenz, S. Smale, entre outros.

Pode-se dizer que existem algumas razes pelas quais alguns sistemas sdo

denominados cadticos.

Ainda que o movimento seja completamente deterministico do ponto de vista
matematico, ele pode se mostrar imprevisivel do ponto de vista experimental. Além disso,
os sistemas caoticos exibem uma sensivel dependéncia das condigbes iniciais. Ao mesmo
tempo que as trajetorias convergem em diregdo a um atrator, divergem dele. Também, o

espectro de poténcia de um atrator caotico € continuo.

A natureza caotica de um atrator pode ser estabelecida examinando a divergéncia

das trajetorias, quantificada pelo expoente de Lyapounov.
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O expoente de Lyapounov, ¢,, de uma trajetoria pode ser escrito como

oy T 30 em 1 |
o = in ~) In separagizo emt (2.14)
>l £ separagdo em 0 |

Se 0 expoente maximo, o,, € positivo entdo algumas trajetorias adjacentes divergir-

se-do da fundamental e podera existir uma sensivel dependéncia das condig¢Ges iniciais. Um

expoente de Lyapounov positivo € sinal de movimento caotico.

Na dinimica computacional e experimental, o termo atrator estranho ¢é

frequentemente utilizado e, muitas vezes substitui o termo atrator cadtico.

2.7 Controle de Sistemas Nio-Lineares

Em muitos processos fisicos descritos por equacdes diferenciais, pode-se, de alguma

forma, influenciar a evolugio do processo com o tempo. Neste caso, geralmente fala-se do

controle do processo, o qual resulta da fungdo de controle.

Pode-se pensar, por exemplo, num sistema do tipo

x = f(x,ut) (2.15)

com xeR" , uecR”

Com uma fungdo u(t) do lado direito da equagdo (2.15), obtém-se uma equagdo
diferencial ordinaria, geralmente pdo linear. A funcdo u(t) é a funcdo de controle. A

variavel x é chamada de variavel de estado.
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Querendo-se transferir um sistema de um dado estado x; para um outro estado xi,
frequentemente ha numerosas funges de controle com as quais a transferéncia pode ser
realizada. No entanto, nem todas sdo convenientes, levando-se entdo a pergunta de como

se determinar a funcdo de controle mais conveniente.

Uma interrogativa tipica da teoria de controle € a seguinte: existe uma fun¢io de
controle u(t) tal que o sistema possa ser transferido de x = xp para x =x; ? Se arespostaa

esta interrogagio for afirmativa, diz-se que o sistema (2.15) € controlavel de xo para x,.

Considerando-se ainda o sistema (2.15) e assumindo-se que ¢ desejada a
transferéncia do sistema do estado dado xp para o estado final x; . Aqui, a fungdo de
controle u(t) s6 deve assumir valores da chamada "regido de controle” U. Por solugdo do
problema de controle entende-se um par de fungBes u{t), x(t) que satisfaca a equagdo (2. 15),
com u()elU t,st<t, ;, x{{,)=x, e x(t,)=x,. A fungdo correspondente u(t) €
chamada funcdo de controle admissivel. Em geral, o instante t e possiveimente também o

instante t; ndo sao especificados a priori.

A regidio de controle U ¢, geralmente, um dominio fechado como, por exemplo, uma
esfera |u|<1 ou uma superficie esférica |u|=1. A regido de controle pode também ser
especificada por meio de varias equagdes ou inequacdes do tipo g(uxt) <0. Em aplicacdes,
essas limitagbes se originam de restrigdes fisicas simples impostas, por exemplo, a

aceleracdio, velocidade ou forga.

Assumindo-se que a fungdo u(t) seja continua por partes e que exista a solugdo do
problema de controle, sendo dadas as condigbes necessarias para a solucdo Otima, essa

solugiio € aquela para a qual o funcional

J=?fo (o), u(0), 1) dt (2.16)

€ minimo.
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Aqui, f, ¢ uma funco dada de x, u e t. Vale observar que t; nfo € especificado,
mas depende da funcio de controle u(t) escolhida. Em particular, f, pode ser

identicamente igual a unidade, de forma que a solugdo otima do problema de controle seja
aquela com a qual a transferéncia do sistema de xo para x; ocorra no menor tempo possivel

(neste caso, fala-se entdo do controle Otimo temporal).

As condi¢les necessarias para que a solugio de um problema de um problema de
controle seja 6tima sdo fornecidas pelo principio de maximo de Pontryagin ( Hagedomn

1984).

Ressalta-se que o problema de controle 6timo mencionade - mimimizagdio do
funcional (2.16) sujeito as condi¢des de contorno dadas através da equagdo diferencial

(2.15) com # € U - é uma generalizacio do problema de Lagrange do calculo variacional.

Enquanto no calculo variacional classico a regifio de controle ¢ um conjunto aberto, na
teoria do controle timo U pode ser um conjunto fechado. No caso do controle "bang
bang", por exemplo, as equagdes de Euler-Lagrange do calculo vanacional certamente ndo
siio suficientes para a determinacio dos controles 6timos. Nesse caso, os controles 6timos

assumemn apenas valores sobre a fronteira de U (U ¢ fechado).

Se os métodos do calculo variacional classico fossem aplicados em problemas
semelhantes, chegar-se-ia & conclusdo falsa de que nio existe controle 6timo, pois o cilculo
variacional fornece condighes necessarias para se obter fungdes de controle otimas que

assumem valores apenas no interior de U. Para o caso de uma regido de controle aberta U, o

. H
principio de méximo fornece as equacgdes de Euler-Lagrange se %mmo for usada como
cu

condigdo necessaria para a minimizacao de H.

Um problema importante da mecénica, que muito impulsionou a teoria do controle
otimo, foi o problema da determinac3o de trajetdrias 6timas (consumo minimo) de naves

espaciais sujeitas a um campo central de forgas. (Lawden, 1963).
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2.8 Comentarios

Procurou-se com este capitulo fornecer ao leitor alguns conceitos basicos, como por
exemplo, a idéia de modelagem de sistemas. Além disso, procurou-se esclarecer alguns
aspectos que envolvem sistemas lineares e os ndo lineares e alguns dos topicos tratados
nesse capitulo podem ser tteis ao entendimento de capitulos posteriores, particularmente o

capitulo 4.

Como ja comentado no capitulo anterior, em se tratando de sistemas ndo lineares,
embora existam métodos de procedimento — dos quais pelo menos parte deles foram
discutidas nesse capitulo — nio existe uma teoria Unica que possa atender as diferentes

aplicagdes e necessidades de analise néo linear.

Motiva-se, assim, que neste trabalho aborde-se formas especificas de se tratar duas
aplicagbes distintas envolvendo sistemas ndo lineares, uma primeira referindo-se a
manipuladores robéticos rigidos e flexiveis ¢ uma segunda envolvendo um oscilador
mecinico flexivel. O desenvolvimento e analise de cada uma das aplicagdes serdio tratados

nos proximos dois capitulos.



Capitulo 3

Modelagem Dinimica e Simulacio Numérica de Manipuladores — Uma

Fnfase em Robés Flexiveis

3.1 Introducio

Esse capitulo tem o prop6sito de apresentar a modelagem dindmica de manipuladores,
enfatizando-se estruturas flexiveis. Esses estudos geralmente partem das equagdes de energia
cinética e potencial do sistema, passam pela utilizag8io do método de Lagrange [Goldstein
(1981)] e, as equagdes obtidas sdo usualmente escritas na forma matricial [Fu, Gonzales e Lee
(1987), Paul (1986)] compondo-se das seguintes matrizes: matriz de inércia, matriz de
amortecimento, matriz rigidez e, no caso de manipuladores flexiveis uma matriz adicional que
leva em conta os componentes flexiveis do modelo. [Nathan e Singh (1991) , Centinkunt ¢
Book (1990), Book, Maizza-Neto e Withney (1975)].

Uma grande parte dos trabalhos disponiveis na literatura utilizam-se de computacio
simbolica e automatizacdo da modelagem dindmica como forma de minimizar o trabalho de
obtencdio das equagdes de movimento.| Li e Sankar (1992), Centinkunt ¢ Book (1989) e Kalra
e Sharan (1990)].

Ressalta-se entretanto que, embora muitos sejam os trabaihos ja desenvolvidos nessa
area, este propde-se a uma prevencdo sobre as limitagdes de analises lineares e, sendo assim,
as equacGes de movimento sfo tratadas com todas as suas nfo-linearidades levadas em conta.
Por essa razéio, uma nova maneira — nfo matricial - de escrever as equagdes de movimento €
desenvolvida auxiliando-se de uma ferramenta algébrica que as parametriza e permite um

maior monitoramento sobre a contribui¢io de cada termo da equacio a dindmica do sistema.

E bem sabido que o conhecimento das caracteristicas dindmicas de sistemas mecanicos
e de estruturas € essencial tanto no projeto dos mesmos quanto no desenvolvimento de

sistemas de controle eficientes.



Modelagem Dindniica e Simulac@o... 23

Muitas dessas importantes caracteristicas pedem ser modeladas por equagdes
diferenciais. Quando essas equagdes diferenciais de movimento sao ndo-lineares, o sistema e

as caracteristicas das solugdes que surgem também sio denominadas ndo-hneares.

Fxiste uma tendéncia natural em engenharia pela utilizagdo de elementos estruturais
mais leves. Entretanio, clementos mais leves favorecem a flexibilidade das estruturas e, a
influéncia das nio-linearidades no comportamento dindmico desses elementos tem se tornado

cada vez mais uma importante area de pesquisa.

Além disso, a necessidade no meio industrial de robds rapidos e precisos que atendam
a demanda por produtividade e qualidade, a possibilidade de atuagdo em grandes volumes de
trabalho e situagdes que envolvam a necessidade de utilizagio de links longos © delgados -

como as aplicacdes aeroespaciais - reforgam a atengio aos manipuladores flexiveis.

Sendo assim, o principal objetivo dessa aplicagio ¢ a modelagem dindmica de
manipuladores flexiveis executando movimento planar ¢ vertical e um estudo comparativo
com manipuladores rigidos, possibilitando a ufiliza¢go do modelo para sinmlagdes
computacionais do comportamento dinfimico, assim como contribuir para facilitar o processo

de desenvolvimento de controladores eficientes para robds flexiveis.

Aqui vale ressaltar também que. um manipulador robético ¢ um dispositivo que tem
por fungdo posicionar e orientar um mecansmo existente na sua extremudade. Esse
mecanismo tem como objetivo fazer a fixagdo adequada de ferramentas definidas pelo tipo de
tarefa a executar. Assim, duas partes principais podem ser consideradas na estrutura de um
manipulador. A primeira parte € o brago (link) constituido, no minimo por trés graus de
liberdade utilizados para posicionamento do ponto de concentragio dos referenciais de
orientacdo. A segunda parte € o punho, normalmente constituido por outros trés graus de

liberdade rotacionais, com a fungdo de orientagio do referencial terminal.

Nio levando-se em consideracdo a deformagio nas juntas, o grau de liberdade
relacionado ao movimento da base do robd pode ser considerado rigido, assim como 0§ trés
graus de liberdade relacionados & orientagdo. Dessa forma, nota-se que 2 fiexibilidade do

sistema est4 relacionada aos dois graus de liberdade relacionados ao movimento dos dois links
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do manipulador, e por isso, os sistemas roboticos aqui tratados (rigido e flexivel ) possuem

dois links.

Figura 3.1: Movimento planar e vertical (links 2 e 3, possivel flexibilidade)

A flexibilidade do manipulador pode, como ja comentado, instabilizar seu controlador

se este nio contiver em seu modelo informag¢bes & respeito dessa flexibilidade em sua

estrutura. Dai a importincia do conhecimento do modelo dindmico de manipuladores

flexiveis.

A figura 3.2 mostra um diagrama esquemdtico de uma estrutura de controle

destacando a importincia do modelo dindmico

g

| Conitvo- Atuador
“lader {Motor) 'i missdo '—‘+‘=d‘“’°

Dinamica

figura 3.2: Estrutura de controle de uma junta robotica

Os sensores de posiciio sio colocados, geralmente, antes do redutor, entre o eixo do
motor e o eixo de transmissio de cada junta. Consequentemente, eles ndo sfo capazes de

medir possiveis deformacdes da estrutura.
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O comportamento desejado para o sistema é fornecido pelo gerador de trajetdrias, que
envia sinais de referéncia (entrada) relacionados a cada grau de liberdade do manipulador.
Esses sinais podem representar, por exemplo, a dependéncia no tempo da varidvel posi¢do

angular.

Os sensores de posigio fazem a leitura da posigdo angular real (saida) em que o
sistema se encontra. Ambos os sinais sio comparados € o erro - que € a diferenca entre o sinal
de referéncia e o sinal lido pelo sensor- € enviado ao controlador que tem o papel de
minimiza-lo a fim de tornar a saida do sistema mais proxima possivel da entrada de

referéncia.

No caso de um manipulador flexivel, a estrutura do sistema de controle devera levar

em consideragio pelo menos alguns aspectos dindmicos devido a essa flexibilidade.

Conhecendo-se 2 dindmica do sistema flexivel, pode-se pensar na possibilidade de
realizar compensagdes de efeitos fisicos, subtraindo termos das equagbes de movimento na
malha de controle, que através de simulagdes revelaram-se relevantes para a flexibilidade do

sistema.

A fim de que esse objetivo possa ser mais facilmente atingido, desenvolve-se neste
capitulo uma conveniente parametrizagio das equagbes de movimento para um sistema

flexivel, tratando-o da maneira mais geral possivel, sem linearizagbes.

Aplica-se também essa parametrizagio na modelagem dindmica de uma estrutura
rigida com dois links e duas juntas rotacionais, para efeito de comparagdo com o sistemna

flexivel.

Essa maneira de tratar as equacdes de movimento permite um monitoramento sobre
cada parcela de contribuigio para a flexibilidade do sistema, possibilitando sua eventual
compensagdo numa malha de controle. Iustra-se na figura 3.3 um sistema de compensagao de

efeitos fisicos.
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r Sistema _
% | Fisico .

2 Fer compensalds

figura 3.3: Sistema de compensacio de efeitos fisicos

Pode-se, assim, pensar na possibilidade de compensar um efeito fisico qualquer
representado por uma dessas parcelas nas equagdes de movimento, subtraindo-o na malha de
controle, ou seja, cancelando a alteracio que ele poderia causar no comportamento do

sistema.

Também pode-se matematicamente reduzir o sistema flexivel aqui tratado ao sistema
rigido com a anulagio dos termos relacionados & flexibilidade. Isso caracteriza uma
possibilidade de se encontrar uma fronteira entre os sistemas rigido e flexivel

3.2 Manipulador Rigide

Apresenta-se nesta se¢fio uma conveniente parametrizacdo dos termos que envolvem
as equacdes de movimento para um sistema robotico rigido com dois links constituido de duas

juntas rotacionais, caracterizando assim dois graus de liberdade.

Essa parametrizagio tem também por objetivo facilitar o estabelecimento de
comparagdes entre o comportamento dindmico do manipulador rigido e do manipulador

flexivel (este ultimo sera desenvolvido na préxima segdo).

O comportamento dindmico de um manipulador pode ser descrito por um conjunio de

equagdes diferenciais chamadas equagoes dindmicas de movimento. Paul (1986)

Essas equagbes de movimento podem convenientemente ser expressas através da

aplicagiio direta do formalismo de Euler-Lagrange. Goldstein (1981)
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A fim de obter informacdo cinematica do link, pode-se utilizar a representagdo de
Denavit-Hartenberg, que descreve os deslocamentos espaciais entre sistemas de referéncia de

dois links vizinhos. Craig {(1988)

A aplicagiio direta do formalismo Lagrangeano juntamente com a representagdo de
Denavit-Hartenberg, resulta na descriio das equacBes de movimento do manipulador de

forma compacta e sistematica. Fu (1987).

A obtenciio dessas equagdes dindmicas para um manipulador rigido com n graus de
liberdade [Anexo A] € baseada no conhecimento da:

1- Matriz de transformacio homogénea 4x4 .4, ,que descreve a relagio espacial
entre o i-ésimo ¢ o (i-1)-ésimo sistema de referéncia. Ela relaciona um ponto fixo expresso no
i-ésimo com o mesmo expresso no (i-1)-ésimo sistema de referéncia.

2- Equagio de Euler-Lagrange

alerl a1 _
—L,,. J- =1, i=1(1n G.1)
SRZE oy,

S

onde:

L =T-V éa funcio Lagrangeano do sistema;

T ¢ a energia cinética total do sistema;

V é a energia potencial total do sistema;

g. ¢ a coordenada generalizada do link do robd;

g. é a primeira derivada no tempo da coordenada generalizada, ¢

7. é o torque aplicado na junta i para mover o respectivo link 1.

Além disso, a utilizagio do formalismo de Lagrange implica na necessidade de se

encontrar as energias cinética e potencial do sistema.

A sistematica de parametrizagio aqui desenvelvida apoia-se no fato de que essas
equagtes de movimento podem ser escritas baseadas em trés termos gerais aqui representados

pelas letras J, F e I penun.
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Um sistema robético rigido com dois links e duas juntas rotacionais € ilustrado pela

figura 3.4.

Figura 3.4 : Manipulader rigido com movimento planar e vertical {2 g.d.l)

De fato, cada junta individualmente, como por exemplo a junta 1 da figura 3.4 pode
ser interpretada com o auxilio do diagrama esquematico mostrado na figura 3.5. Suas
equagdes dindmicas podem ser escritas em termos da parametrizacio sugerida acima e nesse

caso os termos I, F e Ijemun. S30 bastante simples podendo at¢ mesmo ser constantes.

Fm
motor % fpert.
.I'B ]

J JO+FO+T,,, =1,

LF, Tpen. = lineares
fig. 3.5: sistema desacoplado

Como esse diagrama representa uma Unica junta, entdo pode-se dizer também que ele

é representativo de um manipulador com um Gnico link (desacoplado ¢ rigido)

Dessa forma, o manipulador rigido com dois graus de liberdade ilustrado na figura 3.4
é na verdade, o acoplamento entre dois sistemas do tipo da figura 3.5 e, esse acoplamento
traz consigo influéncias significativas na dinamica do problema. Embora o sistema com dois
graus de liberdade continue podendo ter suas equagoes dindmicas escritas baseadas nos

termos J, F € Tpemum. . €stes agora exibem caracteristicas ndo lineares.

Mostra-se que nesse caso, as equacdes dinfimicas sdo dadas por:
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N0+ R0+ T perrurst = 7 (.2)
Jzt éz + Fz* 9 7 + T*pe,.m.b;;_ =173 (3.3)
onde os coeficientes sdo dados por:

Jit = Ay +By+4; c0, , com By=m L (3.4)

J

F=—4,6, 56, (3.5)

. 1 . 1. -
™ pertursl = [,4;‘ +-2-~A§ cez) 6, + (—EA; 6, 592) + 43¢0, + 45 c(6,+6,)(3.6)

Iyt = 4l (3.7)
R =0 (3.8)
* T = 1 +.2 * "
I perturb2 = A3 +“2‘A2 692 91 +“”2”A2 91 892 + A5 C(91+92) (3.9)
e
A =a, +a) A, =a,+a;
A =a,+a; A =a.+al (3.10)
Al =a,+a,
com
1 2 I 2 2 ! 2 2 ~
a,=3m L +§m2 L;+m, L, a,=m,L+m,L; (3.11)
a,=mL L, a,=2m,L L, (3.12)
I z H 2
a,=—m,L; a.=m_L; (3.13)
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m Lo g+m L g a;:mpl'lg (3.14)

a,=—ml, g a,=m,L, g (3.15)

No final da proxima segdo, quando as equagGes de movimento para o sistema flexivel
ja tiverem sido obtidas, apresentar-se-4 um diagrama esquematico procurando elucidar ainda
mais essa sistematica de parametriza¢do utilizada, mostrando a maneira pela qual as equages
sdo escritas desde o caso mais simples {desacoplado e rigido) até o mais complexo (acoplado

e flexivel).

O comportamento dindmico desse manipulador rigido com dois graus de liberdade
pode ser estudado por meio de simulagdes dessas equagbes de movimento. Realiza-se essas
simulacGes ¢ os resultados sdo apresentados na secdo 3.4.

3.3 Manipulador Flexivel

O objetivo principal desta se¢do € a obtencgio das equagdes dindmicas de movimento
representativas de um manipulador robotico possuindo dois links flexiveis e duas juntas

rotacionais, sem atrito.

Apresenta-se a metodologia proposta neste trabalho considerando-se que o sistema
flexivel descrito realizara um movimento planar. Mesmo assim, a complexidade das equagGes
dindmicas obtidas para esse sistema € grande quando comparada aquelas obtidas na
elaboragdo de modelos de manipuladores rigidos. O problema podera ser facilmente estendido

na descrigiio de outros movimentos.

As equagbes de Lagrange e o método dos modos assumidos sido aplicados neste
modelo. Ele ¢ obtido basicamente pela superposicio do movimento flexivel sobre um
movimento de corpo rigido hipotético. Para isso torma-se extremamente NECEssario o

desenvolvimento de um conveniente modelo matematico.
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As equacdes de movimento sdo apresentadas da maneira mais genérica possivel,
considerando-se todos os termos ndo lineares intrinsecos no modelo do robd. Realiza-se
também uma parametrizacio dessas equagbes de forma analoga aquela realizada na segao
anterior para o sistema rigido, ou seja, pretende-se mais uma vez escrever as equacdes

dindmicas baseadas nos termos J, F e Tpermum.

Nesse caso, espera-se obter um conjunto de seis equagdes diferenciais nao lineares ¢

acopladas cuja complexidade dos termos sejam significativas.

Embora essa discussio seja feita em detalhes a partir da proxima segao, a figura 3.6
procura esclarecer em que sentido deverdo ser conduzidas as manipulagdes algébricas que
virio apos a obtengiio das equagbes de movimento a fim de que as mesmas possam tomar
forma semelhante aquelas desenvolvidas para o manipulador rigido. O simbolo q que aparece
com vérios sub-indices na proxima figura esto relacionados as deformagdes elasticas dos

links e terfio sua definicfio mais formal apresentada em momento oportuno no texto.

Jy éi +F 91 +rpe??m‘b.l =75

gy 9.2 +F, 93 +I" 4=T,

pern

Syt iy +rpemerbiz{}

JiG +hg,+T 5a=0

PErIU

J. 5@21““}:5 G +r}xzmirbjzo

fig. 3.6: sistema acoplado e flexivel Soli st pormns™0

JF, Tpenurt,  (n@0-lineares);
maior complexidade
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A partir dessas consideragBes, as equacbes de movimento para um manipulador que
possui seus links flexiveis deverfio ser escritas como uma extensio daquelas obtidas para
manipuladores com links rigidos, onde os termos matematicos acrescidos neste modelo

estariam diretamente relacionados a flexibilidade do sistema.

Dessa forma, caracteriza-se a possibilidade matematica de uma transigio de um
modelo para outro, ou seja, pode-se com a anulagdo dos termos relacionados a flexibilidade
no modelo flexivel reduzi-lo ac modelo rigido, assun como © acréscimo de termos

relacionados a flexibilidade no modelo rigido pode torna-lo flexivel.

Isso permitira possivels comparagdes entre os sistemas rigido e flexivel nas
simulagbes que serio realizadas, abrindo perspectivas para a compensagio de efeitos fisicos

como sugestao de uma estratégia de controle.

3.3.1 Modelo Fisice

O sistema fisico em estudo € composto de dois links flexiveis constituido por duas
juntas rotacionais sem atrito, como mostra a figura 3.7. Ele estd fixo a um sistema de
referéncia. O movimento relativo dos dois links é resultante dos torques aplicados em cada

junta do sistema.

Figura 3.7 : Modelo Fisico Proposto
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No final do link 1, uma massa concentrada representa o servo motor e a propria massa
da junta. No final do link 2, uma massa discreta pode aparecer, representando a carga a ser

movida entre dois pontos do plano.

Para a descrigio completa do movimento, trés sistemas de referéncia podem ser
definidos:

[ 0, X, Y] - sistema referencial inercial com origem na junta 1;
[ O, x1, y1] - sistema referencial com origem em O e o eixo x; tangente ao link 1 no

ponto O;

[ Oz, X2, y2] - sistema referencial com origem na junta 2 e com 0 eixo X tangente ao
hink 2 no ponto Os.

Também dois dngulos podem ser definidos:

6, (1) ¢ o angulo entre os €iX0s X; € X;

8, () ¢ o angulo entre 0s €1X0S X € X2.

Define-se também um novo sistema como sendo formado por dois segmentos OO, ¢
0,0;, tendo angulo 8, em Oy, e 0 movimento global ( total } pode ser entendido como um
movimento de um sistema hipotético rigido O0,0; e um movimento flexivel dos links 1 ¢ 2

com relagdo a esse sistema movel.

A fim de simplificar as nota¢Oes, introduz-se uma representacio na forma de matrizes:

L, la ]
{U } = {ii J , € o vetor unitario do sistema de referéncia OXY;
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L, |

{U ,} = [ﬁ , é 0 vetor unitario do sistema de referéncia Ox,vy.
¥l

x2

, € 0 vetor unitario do sistema de referéncia Ozx2y2.

i,
<
i~
Yo
Hl
3
=
o
I~
| FO—— |

[ e(,+6,)  s(6,+6,)]
c.] = —s(6,+8,) ¢(8,+6,)

onde:

¢, = cosb,
56, =senf
c(8,+06,) = cos(6,+6,)
5{0,+6,)=sen(8,+8,)

3.3.2 Descricdo Cinematica

(3.16)

(G.17)

A posicio de qualquer ponte no sistema pode ser descrita por uma definigio

conveniente de um conjunto de coordenadas. Como indicado na figura 3.8, qualquer ponto P;

pode ser especificado se uma nova variavel u; ( x;. t) for definida como sendo a coordenada

do movimento flexivel com relagdo ao sistema de referéncia [ O x;y; ]
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L]

Figura 3.8 : Vetor posicao de um ponto sobre o link 1

O vetor posicao do ponto P; sera:

- - T xi
Rdi:{ i} { }:xii;xi-{_yiiiyi (3.18)

Link 1

O vetor posi¢do de qualquer ponto no link 1, pode agora ser escrito utlizando a

defini¢io introduzida. Sua expressdo ¢ a seguinte:

- ~ 3T | X T 71X - -
Rm“{U:} { }z{U} [C,} {u}ﬂ(x,cQ,—ulsé)!)ux~z—(xls91+u1::9,)uy (3.19)

i, 1

Link 2

A fim de definir o vetor posigio de qualquer ponto no link 2, serd necessario assumir
que os deslocamentos dos links flexiveis com relac@io aos sistemas de referéncia [0 x; v1] e

[O; x2 y2] sejam pequenos o suficiente tal que podemos considerar o deslocamento dos
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pontos O; € G, como

P, no link 2.

uma linha reta. A figura 3.9 mostra o vetor posicdo de qualquer ponto

Figura 3.9 : Vetor posicio de um ponto sobre o link 2

Observando

sobre o link 2 serd:

Se,

entdo:

-

00,

—

0,0,

a figura 3.9, fica facil notar que o vetor posicido de qualquer ponto P;

(3.20)

u;ie = deslocamento linear flexivel no final do link 1

L, = comprimento do link 1

L, = comprimento do link 2

7 | 1,¢6, 11l 6, ~ _ .
= {0} {Lls 0 =[a, a,] L 6| = nebii + 56, (.21)

—u, 56,

T - . ~
= {U} { u, cb, }: —uy, SO U, +u 0O U, (3.22)
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- - X, - T T X
0, P; ﬂ{Uz}{o'}m{U} [c,] {0“}“2 c(6,+86,)i, + x, s(6,+8,)i, (3.23)

0 3T T 0
}={U} [c.] {u }:—uzs(91+92)ﬁx+uzc<9l+ez)e‘:;.

(3.24)

€ assim,

ou ainda,

Ry, =[L,¢0,—uy 56, +x, ¢ (6,+6, )—u, s(6,+8, )|+
(3.26)

+[1, 56, +u,; c6,+x,5(6,+6,)+u,c(6,+6,) |4,

Uma vez obtidos os vetores posi¢io, pode-se agora, obter os vetores velocidade

através de derivagdo no tempo desses vetores posicio. Obtém-se assim, R, ¢ R;,. Da

expressdo (3.19), nota-se que:

I:édl = [—él x, 50, 1, 56, —u, 6, cB,]i"ix + [9] x,cB,~6,u, s6,+1, 6‘91]27}_ (3.27)

De forma analoga, obtem-se da expressio (3.26)

I:éarz =[—-L, é: 56, ~1t,; 56, —u, 9.1 ch —x, (91 +£;52 )s(6,+86,)

~u, 5(0,+6,)—u, (9;~+~9; Ye(6,+8,)Ju, + (3.28)
- . . . 2.
+[L,8,¢6,+i,,.c0,—u,.8 s0,+x,(0,+8,)c(6,+6, )+

+u,c(0,+0,)—u, (9.:'5’9.3 )s(6,+6,)]u,

3.3.3 Energia Cinética

Encontradas as velocidades sobre um ponto qualquer nos links 1 e 2, respectivamente

R,, e R,, , pode-se obter a energia cinética, que € expressa como:
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;. A 1 = S
R, -R, dm+— dez -R,, dm (3.29)

onde:
dm € o elemento de massa no ponto P; (i=1,2)

m, e m; s30 as massas dos links 1 e 2 respectivamente.

Se o produto escalar R,,-R,, for calculado, uma expressio para a energia cinética T;

¢ obtida diretamente, e

1. 1¢ ., . T.,1 .,
7, = —2~9,2 Ixfcbn+ E»Izi;dm + 6, Ix, u, dm + 5—6’,‘ ju;dm (3.30)
m m o my

De maneira aniloga, ou seja, calculando o produto escalar }?dl ﬁdz , obtém-se a

energia cinética T, que tem a forma

2 A2 } 2 1 3 3 2 3 - l ¥ 3 2 2
L=—mL 0" +—m,i, +§m2 w6, +m L 6 1, +§ (6,+6,) Jx__; dm

1
2 2

1 1 , o
+§~ _(u;" a§n+§(9t+92 )? I“i dm+(8, ~}~&'92)J-x2 u, dm

+1,6,(6,+6,)c6, |x,dm+L 6, c0, Yu, dm+i, . (6,+6,)c0, }x, dm

;N m sy

vi,p O, )i, dm+ir (8,+6,)5(-0,) )u, dm +u,, 6. (6,+8,)58, | x, dm

my sy m,

+L,6,(6,+0,)5(-0,) lu,dm+u,, 6,(6,+8,)c0, Ju, dm+u,, 6,56, |, dm

ms m- m?‘

2

G.

78]

W

[
R
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E importante observar que até o presente momento foram obtidas as energias cinéticas
T, para o link 1 e T, para o link 2. Entretanto, o0 mesmo procedimento pode ser aplicado para
uma massa concentrada na junta 2, e para uma carga com momento de inércia Jo com
relagio a um eixo normal ao plano de movimento e através do centro de gravidade. Fazendo-

se isto para uma massa na junta 2, a expressio (3.27) pode ser modificada para
R, =[~6, L, 56, i,z 56, ~ 6,1, c6, Yii . +[6, L, cO, +i; c6,~u, 6, 56,1, (3.32)
Deve-se, contudo observar que:

i) na modificagdo x; foi substituido por L,, pois nesse caso ndo estamos num ponto

qualquer sobre o link 1, mas sim em sua extremidade, onde se situa a junta 2.

ii) u; foi substituido por u;g, pois v € o deslocamento linear flexivel no final do link

1. Consequentemente %, também foi substituido por %, .

De forma analoga pode-se estender o raciocinio também para a carga a ser movida.

Neste caso, a expressdo escreve-se da seguinte maneira:

R, =[~L,6,56, i 56,~t,; 6,0, ~ L, (6,+6,)5(6,+6,)
—at,, 5(0,+8,) —u,,(6,+6,)c(6,+6,) ], +
[L, 63'1 e, +u, . cO —u,, 6& s6,+L, (91 +92 )e(6,+8,)
ity (0, +0, )—u,, (6,+6,)s(6,+6,) 14,

Aqui, também cabem as seguintes observagdes:
i) a carga situa-se na extremidade do link 2, e portanto, x; foi substituido por L.

i) u,, e #,, substituem respectivamente u, e #, , enfatizando que o

deslocamento considerado é devido a flexibilidade no final do link 2.
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Se o momento de inércia da carga com relagdo a um eixo através do ponto O, é

definido por J,, e considerando que

5_(5‘212-'

.

¢ o deslocamento angular, a energia cinética total do sistema pode finalmente ser expressa

COIno:
| J' P B dm 1 J‘ O EREE | O N
T=5‘ R, -R, +~5 Ry -Ryydm+—m R -R +""£HFIFRIJ Rp+—2'quZE
" sy
(3.35)
onde:
1 =2 = ... .
> j.R‘ﬂ -R,, dm ¢ a energia cinética do link 1;
m
1 1= = c .
> IR - R;,dm € a energia cinética do link 2;
1 z 5 T . .
> m R, -R, € a energia cinética relacionada & massa concentrada representando
0 servo-motor e a propria junta. Essa massa situa-se no ponto Oy, na
junta 2;
1 z = . . . . .
5™, R,-R, ¢ a energia cinética relacionada a massa da carga a ser movida. Essa
massa situa-se no fim do hink 2; ¢
5 J, i, € a energia cinética rotacional da carga devido ao seu movimento

em torno do eixo que passa pelo ponto O e que € perpendicular ao

plano da figura.
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3.3.4 Energia Potencial

Para calcular a energia potencial do sistema assume-se uma energia associada ao
movimento rigido (energia potencial gravitacional), mais a energia potencial elastica dos

links.

Entdo, tomando-se Ox como a posicio de referéncia, a energia potencial do sistema

(assumindo u; e u; suficientemente pequenos) sera

V= Vg“ﬁ‘” Vetistica (3.36)
e, portanto
7 Ll
Vo= mg— s6,+m, gL s0, +
] L, 1
+m, gtL, 58, + e s(8,+86, )J+
(3.37)
+m g[L‘ 56, + L, 3(914"99)]
1 1 G u,
TEI [0 ”‘] d, — ’IE[[ “) dx,
éx; :
onde:

g ¢ a aceleragdo da gravidade;
El;, , EL; sdo rigidez dos links 1 e 2 respectivamente, assumidas constantes neste

modelo.

3.3.5 Equacoes de Movimento

A fim de escrever as equagdes de movimento do sistema, utiliza-se o método dos
modos assumidos. Esse método consiste em assumir uma solucdo dos movimentos flexiveis
na forma de uma série composta de uma combinagdo linear de funcdes admissivels, que sdo
funcbes das coordenadas espaciais, multiplicadas pelas coordenadas generalizadas

dependentes do tempo g;(t).

No caso dos deslocamentos flexiveis dos links 1 e 2, € possivel assumir
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i = §¢li (x,) q,, (1) (3.38)
i+
1, = 2 (%) 62 (1) (3.39)

onde as fungbes admissiveis¢ ,, (x) devem satisfazer as condigbes de contorno geométricas

com relagdo a representacdo dos links nos sistemas de referéncia [Oxivi] e {O2x2y2].

Assim, o sistema fica representado por (2n + 2) graus de liberdade, com

[91 H),6, (t)] e [qh. 1), q, (z‘)] ,1=1(1)n sendo as coordenadas generalizadas.

Assumindo que as amplitudes de todos os outros modos de vibrar sio muito menores
quando comparadas ao primeiro modo Book (1975), o sistema pode ser truncado com n igual

a 2, resultando num problema de seis graus de liberdade.
Com isso, as equagdes (3.38) e (3.39) assumem a forma:

u = ¢y, (x) g, O+ 9, (x,) ¢, () (3.40)
U, = 9, (%,) g {) + ¢ (x,) g (1) (3.41)

Assumindo-se também que ¢, (x) sdo as autofungbes do problema de uma viga

engastada-livre, isto €, engastada numa extremidade e livre na outra, as condigdes de contorno

geométricas serdo satisfeitas [Book (1975)}e devido a ortogonalidade dessas fungbes

O se res

Lf, (x) ¢, (x)dx = Teﬁ,* ¢, (x) dx = { (3.42)

1l se r=3s
onde

¢, (x)= (coshi,x ~ COS 4, x) - o*,(senh)i,x — sen A, x);

r € o modo de vibracdo; e
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A, e o, sdo constantes que possuem valores caracteristicos para viga

r

engastada-hivre.

Pode-se agora avaliar as integrais nas expressoes para as energias cinética ¢ potencial.

Esse sera o proximo passo, a comegar pelas integrais relacionadas com a expressao

para a energia cinética.

onde

Vx? dm=J, (3.43)
Va2 dm = m, (32 @)+ &% @) (3.44)
fﬂ]
J. w x, dm=nw,q,, +nw,q, (3.45)
)

I
hw, = jﬂ1x¢n (x) dx
o

com u = densidade por unidade de comprimento

L
rwy, = fﬂ5x¢:z(x) dx
]

Jk u; dm - desprezada no modelo, pois assumimos u; suficientemente pequeno
b
Yx2 dm= 7, (3.46)

Va2 dm = m, (g%, + 2, (3.47)
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_’ u} dm - desprezada no modelo, pois assumimos u; suficientemente pequeno

i

sz i, dm =nw,, g, +nw,,q,,

onde
Aw,, = Tﬂz Xy (x) dix
[}]
nw,, = Tﬂzxft’zz (x) dx
0
] =
x, dm=m, -
M -2

Jﬂz dm=nq,, q,, +nq,,4,,

]

onde

nqy = Tﬂz ¢y (x) dx
0

ng,, = ’Iﬂz ¢y, (x) dx
0

J-uz dm=nq, q,, +nq,, 4,

]

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Agora, serdo avaliadas as integrais relacionadas a energia potencial.

[ e i ) .
ET 5| de, = kwy gy +kwy,, g
0

Zx;

(3.52)
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onde
kw,, = EI] ]‘@('1‘1 ¢1[1 dx;
0
kwy,, = EI T¢1'2 ¢12 dx,
0
']‘ éu, y 5
El, 3 %2 de, = kwy, gy + kWyys gy (3.33)
0 2
onde

L
kw,, =EI, I(é:i‘z ¢:r!,!1 dx,
0

kw,,, =EI, T¢22 ¢;z dx,
o

Uma vez que todas as integrais foram avaliadas, pode-se agora escrever as expressoes
finais tanto para a energia cinética quanto para a energia potencial. Utilizando, entdo a

expressdo da energia cinética total (3.35) e fazendo as substituiches

s = Bre (6) G (O + o (1) 4o () (3.54)
s = $uue G + Ps @ (3.55)
wy = (b @+ bor @) (3.56)
i =Bz dn + e ) (3.57)

e também

Uy = G G T Paoe G2 (3.58)
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e = $or oy + Bz s (359
e =(bome Gor + bose Doa) (3.60)
2 = (i G + brze Gs) (3.61)
02 = (frr s + bia ) (.62)

obtém-se a seguinte expresséo final para a energia cinética total do sistema:

1 232 1 .2 .7 3 . " 1 T2
7= ""2” Jo 0, + —2' m(q;,+4;, ) + 0, (nw,, antnw, q,,) + E m, L, 6’
1 ) Lo 1 . ,
+'"2"mz (P Gu+Prap G12) + Emz 0, (e G+ q.)" +
3 . . 1 3 S N2 1 2 .2
+m, L6 (fc 4y +122 G12) “*”"5(91"’92)_ Joy +§m2 (42, +43,)
+(0,+8,) (nw,, q,, +nw,, g,,) + 5 m, L, 6,(6,+6,) c8, +

' 1 o o
+L,6,(nq,, q,,+n4q,, q,,) 6, + E my, L, (6,+6,) (¢ 191, + 9 12§12 )6,
+(Pur 9n+Pur §) (95, Gy tRG,, §,,) €6, +

+ (91 +éz) (nq,; ¢ +1qy, §55) (Bur Gn + 012k §1n) 5(-6,) +

1 .
+ 5 m, L, 6,(6,+6,) (9112 G +Pip G) 5O, +

+ L, 91 (é1+92) (nq,, 4, +1q,, q,,) s(=6,) +
+ él (91 +92) (nq,, 4, +1Gsy §s) (fur 9n +¢12E 4y, ) ¢,

+ éx (nq,, 4,,+n4,, G,,) (P15 Iu+Piae 9i2) 56,

1 2y 7 : . . 1 - .\
+5mj 6" L +m; L 6, ($,z IntPure Gia) +§mj (Pue GutPiae Qi)

1 2 > 1 ‘] 1 . . b
+ Emj 0" (e Gt Prar G2) “}‘Emplsef +Em_p (Pre Gu+Pur 4n)
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l 1 2 2 - - -
+§mp 0" (S Gu+P2e 42)” +m, L, 6, (Gue 9utPor di2)

2

1 . . 1 i o,
+5mp L, (6,+8,) +5mp ($215 G T9225 922)

L, G40, e s 1 )+ 7, Ly 6 +6) Brrg s+ e )
+m, L L,6,(6,+6,)cO, +m, L, 6,($5,; 1+ Prr 422) €6,
+m, L, (6,+6,) ($11x ¢+ P25 912) €6s
+m, (P g Gt Prar Ga) (B21e GaFP02p 422) €6,
+m,(60,46,) ($ 11z GutPie G2) Baig Tor tFr2r 452) 5(62)
+m, L, 6,(6,+6,) ($11x qu+Pi2x d2) 56,
+m, L, 6,(6,+0,) ($ 15 @1+ 02z 922) 5(-6,)

+m, éz (91 +éz) (e 9+ Pur G12) (Dorz Tor P22 922) cd,

1 . ) .
+ Emp 0P ur Gu + Proe Gi2) Bare G * P2k §22) 56,

1 . ; .2
+ 5 Jp(¢2§lf Ga1 ¥ D r2r G22)

De maneira analoga, ou seja, substituindo agora as integrais avaliadas relacionadas a

energia potencial do sistema dada pela expressao (3.42) obtém-se:

1

1
> Ls@,+(m+2 mp)EL2 s(8,+8, )}g

V= {(ml +2m,+2m, +2mp)

~kw,, ‘hzl —kw,y, ‘1122 ~ kw,y, ‘hzl ~ kw,,, qu +C
(3.63)

onde a constante C representa a energia potencial referencial para as componentes flexiveis.
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Considerando 0, , 8, ,q,, , 4y, . 4y, . 4>, s coordenadas generalizadas, e T, e I’ N

0s torques ndo conservativos agindo na junta do sistema, é possivel escrever as equacgdes de

movimento usando as equacgdes de Lagrange para sistemas ndo conservativos

il’aﬂ ST &8V
alq, | aq, " oq

=0 r=1(1)6 (3.65)

r

onde (), sdo as forcas (ou torques) generalizados dependentes do tempo.

Obtém-se assim, um sistema de seis equagdes diferenciais fortemente nfo lineares e
acopladas. A proposta de apresentar as equagdes do modelo flexivel como uma extensdo do
modelo rigido, exigiu-se um tratamento dedicado na manipulagio algébrica das mesmas. Esse

tratamento inclui a parametrizagdo dos termos nas equacdes de movimento.

Com a parametrizacdo realizada, pode-se escrever as equagdes de movimento e seus

respectivos coeficientes da seguinte maneira:

S 6, +F 0, + Ty = 17 (3.66)
S0, +F,60,+ T, n.=1, (3.67)
Js ‘.-iu + Fs gy, + rpewmrb ;=0 (3.68)
Jo G, + F, 9, + rpemrrb +=0 (3.69)
Js Gy + Fs gy, + rpermrbs =0 (3.70)
Js qzz+Fs 4’23"‘ rpeMIﬁ6=0 G.71)
onde
Jo=4 +B +C 58, +D,cl, + E (3.72)

F=H, +1, 50, + M,c6, (3.73)
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Uorss = B é.z + Ry + Rys Gy + Ry Gy + Ripy @y, + 5, éz -1 ¢ >
+U,c8,+V,c(8,+8,)-1 +[a16-?.2 ~b,8, —c,8; +e]l 58,
+[p1 6, +r6; +56, +v1] ch,

(3.74)

, =4, + B, (3.75)

F,=H, 3.76)

rpermrb_’l = F, 9"1 + R4y + RyynGsy + 5, él +V,c(0,+0,) + 1,

{az g, +b,8,+c,0] - 62] 50, + [pz 6, -r,8] +s,6,+ vg]cﬁ2
{(3.77)
Js = Aan (3.78)
F,.=0 (3.79)
Fpemrb.s = Py, 9"1 +R;13 Gy — Iy 9-12 -2 Kwy,,
- ¢!1E[a3(él + 93) "i“bsél +ngz +e;| 56,
+ @ ur [ps (91 +9“2 )+ 2a (91 éz +%9.12 +%922 )+ vs] co,
(3.80)
Jy =4y, (3.81)
F,=0 (3.82)
Fpermrb.—!- = Py, éi + Ry dn — L 912 -2 Kwy,

— ¢ e [a4(l§,+9"2 ) 'i'bagx +C4éz +e4] 56,

+ @ 1ap [p4 (6,+6,)-2a,(60,0,+36}+36})+ v4] c8, (3.8
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Js = Aoy (3.84)
F=0 (3.85)
rpemrbj =Py, (91 +9“2) + Ry Gry — Loy — 2 Ky,

+ [atm é] + by, él = s éz +dg,, (91 éz + 9-12 )] 56,

- [P5za O, + 70,0, + 5, 6,0, ~ Vszl] co,

(3.86)
Jo = Az (3.87)
F,=0 (3.88)
fpemﬂ:.ﬁ = P, (é: '*‘9"2 )+ R621 Gy — Loy, — 2Kw,,
+ [aezz 9-1 + bszz él — Cg3a éz + dﬁzz (gt éz '5‘9-12 )] 392
- [pezz 9“1 + Feaz 6}'12 + Sg22 él éz - v622] 092
(3.89)

Os coeficientes dessas equagbes sdo apresentados abaixo da seguinte forma:

apresenta-se como coeficientes gerais aqueles que aparecem nas equagdes de forma geral e

que também apareceram nas equacgdes do manipulador rigido tratado amtenormente. Em
seguida, apresentam-se tabelas com os coeficientes relacionados a cada uma das seis equagbes

de movimento especificando a qual pertence. Tem-se, entdo:

Coeficientes Gerais:

4 =a,+a, A, =a,+ta)
4 =a,+al A =a,+al (3.90)
4 =a,ta;

com
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1 3 I 2 3 H 2 2
a,=m Li+zm, Ly +m, Ly al=m,L}+m, L] (3.91)
3 3
a,=m L L, a,=2m,L, L, (3.92)
1 2 H 2 >
ay=gm L a;=m,L, (3.93)
1 ; o
@, xgmi Lg+mL g a,=m,, g (3.94)
1 §
as=7m, L g a,=m,L, g (3.95)
€,
ﬂ - mp Ll
y = 2L1 V= m2 l'?, .
n=m, L o=m, (3.96)
a =y +2n

& =my+m, +m,

a = ® ‘j'z;”+¢ 22E g5,
s = Hqyy gy T 1G53 9y

¢ = Ny ay t PG5> Gas

(]

® e It Pae 9
3, = e G2 T P2k 9a2
¢

ug Gt Piae oo

3, =

Ll

L

7 = ¢ ne gll+¢ 12E é:z
s = @ ur %1“{"515225 Gs> (3.97)

ngs, §o+nq,; G

Ll Ll

Sy

Nas tabelas que seguem, os demais coeficientes sdo apresentados de forma ordenada
para cada uma das seis equages diferenciais de movimento obtidas para o manipulador

flexivel.
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Coeficientes das equacées de movimento
1% equacdo 2* equacdo 3* equacio
4, = 4 A, = 4] Ay, =(m+e)¢ 1215
B =m, I} B, =53 Py=(mw,+38 7 ¢ )
C=a3,-283,-y3, H,=n3, Ry, =€ @ ye ¢
D, =4; +2(6 3,3,+3,3;) 2 3 T <5, T =@+ barbos )
E =3} Ry = Ry Kw,,, = Kw,,,
H =n3,+2¢ 3,3, R,y = R,;5, a; =3+ 3,
|3135-283,-r 3, s, =8, b, =23,+36 3,
Y (4 +2(83,3,+3,3, )6,
| G73,-283,-73.)8, +
M, = 26(3,3,+3,3;)+ V,=V C; =23,+26 3,
2(3,3,+3,3,)
Pl_A;"'nSz Y,=1n3 63:%3(29.19.2';‘6;12*'9'22)
Ry, = mwy, a4 =4 p; =5
R]p :mr) bZ :a33-“,8 34 v :538 +S9
Ryyy = 1wy,
Rz, = 1wy, .
¢, =3(4,+26 3,3,

+23,3;)




L
L
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T, = 3,35
e, =0 3,3,+3, 3,
U, = 4;
Py =6
F, = A
n=4a,
h=ers, 5,=5(03,3,
+463,3,443,3,)
a, =73 C,
v, =3a 3,

¢, = (A +2563,3,)

Tabela 3.1: Coeficientes das trés primeiras equacdes diferenciais de movimento
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Coeficientes das equacies de movimento
4* equacdo 5 equacio 6~ equacio
A =(m+e) §lor | Ao =(mo+8) 93, +J, ¢ | Ae = (M +5) $2p + 7, ¢ s
Fop =nWi, +3€ ¥ $rop Py = (mwy,+77 ¢z ) Fopp =(mwy, v ¢,,1)
R.m = Rsu RﬁZZ:(J p¢§.15¢zzg"‘*“6¢m¢m) Ren=(J P¢;1E¢;ZE+5¢ZIE¢ZZE)
To=e@iortbusbosdn) | Zo=3Btn:(20,0,46740]) | Z,,,=1 B4, (20,6,+07+62)
Kw,,, = Kw,,, Kw,,, = Kw,, Kwg,, = Kw,,,
a, = a, Uy = (BGy 458 $31.) 3, | Fooo = (1G5, +56 6,,.) 3,
b, = b, by = (215, +36 61, 5s | by, = (279, +36 $,,,) 5,
C, =&y € =(21Gyy =268 @,y ) I, 22 T (2n9,,-26 ¢,,:)3
e\ =e, din = (B sty ngy) | %oz = (B $ 22z ¥ 37 120
P, =P, Pon = Ly .. Pex» =37 N4,
v, =V, T = (NG +8 $,,:) 3, Foay = (NG5, +6 ¢,,:) 3,

Voyr = (g, +6 ¢,,:) 3,

Ve =(Ng,, 46 ¢,,.) 3,

Tabela 3.2: Coeficientes das trés dltimas equacdes diferenciais de movimento
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Apresenta-se, na figura 3.10, um quadro resumo explicativo.

¥

motor

sistema desacoplado e rigido
{pode representar uma junta,
como por exemplo a junia 1)

JO+FE+T,,. =T,

I F, Iperut {lineares)

sistema acoplado e rigido

er s o

Jy G+ F G+ pen=T,
e s

'j‘l 82 'i"Fz 934‘1_. perrb 2 =15

I F. I'perurd.  { ndo-lineares)
menor complexidade

sistenta acoplado e flexivel

J éz +F 6’1 “’rrpmm‘;_f =T
Jy ‘92 +F, 92 +Ypermnb2 =Ty

S+ Gy +rmmﬁﬁ3m0

Sl +Eqp T

perturb.d :0
J §L§21+F; Gn +rpemrr5§ =0

Jebin Gt T oy =0

1 F, Tperturs., (nlo-lineares});
maior complexidade

fig.3.10:

{uadro resumo
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O diagrama esquematico da figura 3.10 procura esclarecer ainda mais a proposta de
escrever as equagbes de movimento desde o caso mais simples (sistema descoplado e
rigido), passando pelo caso do manipulador rigido com dois graus de liberdade (sistema
acoplado e rigido) até o caso mais abrangente considerado que ¢ o manipulador flexivel
com dois links (sistema acoplado e flexivel), com as mesmas caracteristicas, aumentando —
como era de se esperar - a complexidade dos coeficientes dessas equagdes & medida que se

aumenta a complexidade do sistema.

E importante notar que o objetivo de escrever as equacgdes dindmicas do
manipulador flexivel de forma analoga &s equagdes do sistema rigido foi alcangado,
ressaltando-se que foi utilizada uma mesma sistematica de parametrizagio e que nenhum

processo de linearizacio das equacdes foi utilizado.

Além disso, vale lembrar que, com a proposta de apresentar as equacdes do modelo
flexivel como uma extensio do modelo rigido, exigiu-se um tratamento dedicado na

manipulacio algébrica das mesmas.

Uma vez que as equagdes de movimento foram obtidas e escritas convenientemente,
pode-se através de simulagdes das mesmas estudar o comportamento dindmico dos sistemas

rigido e flexivel.

Com uma metodologia a ser descrita na proxima segdo, as equagdes obtidas para os
sisteras sdo simuladas procurando sempre que possivel estabelecer comparacdes entre os

resultados dos mesmos,
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3.4 Simulacoes e Resultados

Apresenta-se nesta sec@o os resultados das simulagdes realizadas para as equagdes
de movimento dos manipuladores rigido e flexivel. Essas simulagdes dindmicas foram
realizadas utilizando-se o software Matlab-Simulink | baseando-se na seguinte
metodologia:

e simula-se primeiro o sistema rigido modelado individualmente; inicialmente
considera-se o sistema desacoplado e sem nenhuma carga a ser movida por ele e estende-se
a analise até a situacio de acoplamento com uma carga na extremidade do manipulador.

e a seguir, simula-se o sistema flexivel com todos os termos matematicos de sua
equagio de movimento levados em conta, ou seja envolvendo todas as possiveis
contribui¢Oes dadas por esses termos a flexibilidade do sistema;

e g partir dai, subtraem-se efeitos desse sistema flexivel isoladamente e também de
maneira cumulativa e estuda-se o comportamento dindmico do manipulador flexivel;

e os efeitos relacionados a flexibilidade s3o subtraidos até€ o caso hmite em que o
sistema flexivel reduz-se ao rigido e a resposta do sistema converge - como era de se

esperar - para ¢ caso do sistema rigido modelado individualmente.

Nas simulagOes, as entradas ou forgas de excitagio utilizadas foram as funcdes

degrau ou fungdes seno.
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3.4.1 Manipulador Rigido -Sistema Desacoplado

O sistema desacoplado ¢ simulado primeiro sem nenhuma carga a ser movida pelo
manipulador e depois com uma carga em sua extremidade. Sdo observados as evolugdes

temporais de posi¢io, velocidade e aceleragio angulares.

A figura 3.11 ilustra a situaglio a simulada, ou seja, 0 manipulador com um unice

link, podendo ou nfo ter carga a ser movida em sua extremidade.

Figura 3.11 : Sistema desacoplado
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Figura 3.12: Resultados de Simulaciio — Manipulador Rigido (Sistema Desacoplado)
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3.4.2 Manipulador Rigido - Sistema Acoplado

O sistema ¢ agora simulado com os dois links do manipulador acoplados. Nesta
condicdo também considera-se duas situacdes como foi considerado para o sistema
desacoplado, ou seja, as equagdes de movimento sio simuladas sem nenhuma carga a ser
movida pelo manipulador e depois com uma carga na extremidade de seu link 2. Apresenta-
se os resultados da dependéncia no tempo das variaveis posi¢do, velocidade e aceleragio

angulares.

A figura 3.13 1lustra a situacdo de simulag@o para o sistema acoplado

Figura 3.13: Sistema acoplado
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Modelagem Dindmica e Simulacio... 64

Ssenefurintbinp reeieniag

E e

.

s |

5, N

gf A \J—\\.\ /

Terpols)

Grafico 13: Posigio Angular x Tempo

Setmre Aogbippeleiiety B

Er R
w b
£
B oer
]
g P
) L N,
= e i R
Z st s
Z :
= : L : :

Gréfico 15: Velocidade Angular x Tempo

~
= . i
= A {
g ; i ! \
) :
£
£
o /
<5 il e
2 H
P e
< :

Terrpn{s)

Grafico 17: Aceleracio Angular x Tempo

{a) junta I

Sisterma foopiads {carge me edremicads) 3

. -

NS
£
Pl 8 L
2 [ s :
E R H
k4 i \
& H
=, J f L/
Py < : o’
E{ _ .
¥ owesp

! ; : L 5

z 2 i 3
Tamps (8}

Grafico 14: Posicao Angular x Tempo

Sesrofoydbiepranmreg |

ocicide ALl B ey

Fevnois;

Grafico 16: Velocidade Angular x Tempo

z
T

Arreran oAty I 2 i)

Teerpas)

Grafico 18: Aceleragio Angular x Tempo
(b) junta 2
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Os resuliados de simulagbes apresentados até aqui para os sistemas rigido
desacoplado e acoplado estdo em concordédncia com resultados similares ja obtidos pela
literatura pertinente. A discussdo dos mesmos isoladamentie € assunto conhecido entre

especialistas da area e ndo € o foco deste trabalho.

Entretanto, faz-se util 2 obtengBio desses resultados pois, além de permitir que
simulagdes mais complexas ( para o sistema flexivel) possam ser realizadas a partir delas,

permitira também que comparacOes entre os sistemas rigido e flexivel sejam estabelecidas.

3.4.3 Manipulador Flexivel — Sistema Aceoplado

A figura 3.16 ilustra a situagio de simulacio para o sistema flexivel acoplado com
uma carga na extremidade, cujas equacdes de movimento foram obtidas no capitulo
anterior. Apresenta-se as evolugdes temporais de posi¢io e velocidade angulares para as

juntas 1 e 2,

Figura 3.16: Sistema flexivel



Aodelagem Dindmica e Sinnlacdo... 66

.
s & -
=20 Z\ s‘; -k‘.
b L [ s
ig; RS — g 2t
28 -
.% 285 , E‘ ¢ b \
§ =er ~N - ™ § 2h H -
azh S - - = . e
33 z L 1 " L L 1 :
13 1 2 3 4 2 o 1 3 3 4 g
Tere & Tevpols
Grafico 19: Posicdo Angular x Tempo Grafico 20: Posigdo Angular x Tempo
Seers Fehsl Sorah i raeinridsg i | Seorefiotd Aodeh e reebenioads i
Sp W
3TN

- . 3 ‘\\N....‘_a /"—\-i_,_/~"\\_</"h'\,\___.f‘

Mlevicele Arpdordeta T el
5 &
S N i

Meouichke fgden a2 el

o 1 E “m; 4 5 9 1 2 Tm; B 5
Grafico 21: Velocidade Angular x Tempo Grafico 22: Velocidade Angular x Tempo
(a)junia l (b) junta 2

Figura 3.17: Resultados de Simulacio - Manipulador Fliexivel (Sistema Acoplado)

Mostra-se a seguir comparagdes entre as evolugdes temporais de posi¢des angulares
para as juntas 1 e 2 de ambos os sistemas, rigido e flexivel, representados respectivamente

pelas figuras 3.13 € 3.16.
A atengio principal as posigdes angulares se justificam pelo fato de que, num
problema de controle robético sdo utilizados, na maioria das vezes, sensores de posigio

incrementais a fim de corrigir a resposta do elemento terminal.

Ambos os sistemas sdo considerados acoplados e com carga na extremidade.
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Figura 3.18: Resultados de Simulagio: Sistemas Rigido e Flexivel
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3.5 Anilise Gualitativa de Fronteira Rigido e Flexivel

Alguns dos resultados de simulagdo apresentados na figura 3.18 procuram fornecer

subsidios para que se possa tragar um comparativo entre os sistemas rigido e flexivel.

O manipulador flexivel é simulado inicialmente com todas as suas contribuigdes
matematicas que representam flexibilidade para o sistema. A partir daf, esses efeitos sdo
eliminados gradativamente pela anulagdo dos termos matematicos que os representam. Novas
simulacBes sdo realizadas e os efeitos devido a flexibilidade s8o subtraidos até o caso limite
em que o sistema flexivel reduz-se ao rigido. Esse procedimento € uma extensdo daquele

elaborado na obtengdo e parametrizagio das equacdes de movimento.

Pode-se notar observando-se os graficos de 23 a 26 que as contribuigdes de
flexibilidade para o sistema representadas tanto pelos coeficientes em J, como pelos
coeficientes em T penurp. ;quando eliminadas fazem com que o sistema tenha uma resposta que

vai se aproximando daquela dada pelo manipulador rigido.

E importante que se observe, entretanto, que os coeficientes em J ndo possuem tantos
termos mateméticos quando comparados com coeficientes em [perws , mas ainda assim

apresentam uma influéncia relativamente significativa na resposta do sistema.

Esses coeficientes estiio relacionados com a inércia efetiva de cada link e também com

o acoplamentos de inércia entre os links.

Os graficos 27 e 28 mostram que, uma vez eliminadas as contribuicbes de
flexibilidade relacionadas aos trés coeficientes (J, F € I'penub. ), @ Tesposta do sistema converge

para aquela dada pelo manipulador rigido, como era de se esperar.

Procura-se , com o auxilio da tabela 3, compor um quadro que se propde a fornecer
uma analise qualitativa da influéncia dos termos no comportamento dindmico dos sistemas,
considerando-se as seguintes atribuigdes: Muito Relevante, Menos Relevante. Relevante e

Irrelevante.



Modelagem Dindmica e Simulacdo...

Sistemas Rigido Flexivel
Influéncia dos termos Desacoplado Acoplade Acoplado
J Muito relevante MMuito relevante Muito relevante
F Irrefevante Irrelevante Tenos relevante
T perturt. Relevante Relevante Relevante

Tabela 3.3: Analise Qualitativa

Vale ressaltar que, esse estudo nfio tem o propdsito de quantificar a parcela de
contribuigio relacionada & cada termo das equagfes de movimento. E fato que o porte € a
complexidade das equacbes de movimento aqui tratadas € consideravel. Entretanto, a
continuagiio e o aprofundamento de um estudo sistematico como ¢ desenvolvido nesse
trabalho pode permitir que, em investigacBes futuras, seja possivel uma anélise quantitativa
que fornecesse, por exemplo, uma contribuigdo percentual de cada um dos trés termos das
equacgdes de movimento ou, alé mesmo, a contribuigao individual de cada um dos coeficientes

relacionados a esses termos.

3.6 Comentarios

Nesse capitulo apresentou-se o estude de um modelo de manipulador flexivel formado
por dois links e duas juntas rotacionais, sem atrito, cujo movimento global pode ser entendido
como um movimento de um sistema hipotético rigido € um movimento flexivel dos links com

relacio a esse sistema rigido movel.

Mostrou-se que ¢ possivel trabathar com as equagdes dindmicas de movimento da
maneira mais genérica possivel, sem linearizagdes. Trabalhou-se também com um sistema
rigido nas mesmas condi¢des do flexivel a fim de que comparagdes entre ambos pudessem ser

estabelecidas.

Além disso, o trabalho mostra através de uma conveniente parametrizacdo das
equagdes de movimento que o sistema flexivel pode ser escrito matematicamente como uma

extensio do modelo rigido, e consequentemente o comportamento dindmico do manipulador
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flexivel pode ser reduzido ao do manipulador rigido com a anula¢do dos termos relacionados

a flexibihdade.

Esse procedimento foi estendido as simulagdes e eliminando as contribuicdes de
flexibilidade devido ao coeficiente F , o sistema continua respondendo de modo que sua

relevancia para a flexibilidade parece ser menos relevante.

Notou-se que as contribuigdes de flexibilidade para o sistema representadas tanto pelos
coeficientes em J, como pelos coeficientes em I'penun. ,quando eliminadas fazem com que o

sistema tenha uma resposta que vai se aproximando daquela dada pelo manipulador rigido.

A analise das equagdes de movimento tal como foi feita nesse trabalho permite um
monitoramento sobre cada parcela de contribuigio para a flexibilidade do sistema. Pode-se
assim, pensar na possibilidade de se encontrar uma fronteira entre ambos os sistemas, rigido e

flexavel.

Pode-se também pensar em construir controladores que fagam compensagdes de
efeitos fisicos- que através das simula¢des foram considerados relevantes para a flexibilidade
do sistema- a fim de corrigir a resposta do elemento terminal do manipulador aos sinais de

enirada do sistema de controle.

No préxime capitulo apresenta-se uma outra aplicacio envolvendo estruturas flexiveis.
Nessa segunda aplicagdio, um oscilador mecénico é caracterizado por uma haste flexivel

sujerta a excitagdo externa e defletida por campos magnéticos.

Novamente um modelo tedrico € desenvolvido e simulagdes numéricas so realizadas.
Entretanto essa segunda aplicagcdo procura ter um aspecto experimental e uma bancada
envolvendo a integragfo de varios dispositivos € construida a fim de permitir uma validacio

de resultados.



Capitulo 4

Modelagem Dinamica, Simulacio Numérica e Proposta de uma Plataforma

Experimental de um Sistema Magneto - Flistico

4.1 introducio

Um grande niimero de pesquisadores tém estudado equacgdes diferenciais ndo-lineares
exibindo solugdes ndo periddicas relacionadas & diversas areas do conhecimento, como por

exemplo em circuitos elétricos, dindmica atmosférica, estruturas elasticas, etc.

Muttos dispositivos técnicos tais como motores, geradores, transformadores, empregam
estruturas elasticas em campos magnéticos. Isso tém motivado a analise por meio de uma
modelagem dindmica, simulagbes numéricas e construcdo de uma bancada experimental de

um sistema oscilatério denominado oscilador magneto - elastico.

Resultados das simulacBes numeéricas ¢ a observacdo de dados experimentais — que
serdo apropriadamente apresentados no fim deste capitulo — tém mostrade que o oscilador
magneto-elastico pode ter tanto aplicacdes téenicas quanto servir como um conveniente
modelo de laboratério para o estudo de movimentos periddicos e ndo periddicos, fendmenos

nao-lineares ¢ agueles indicativos de comportamento cadtico.

Desenvolve-se, assim, um modelo baseado em deformagio linear e forgas magnéticas
ndo-lineares que pode ser reduzido a um oscilador com um tnico grau de liberdade, utilizando
o formalismo de Lagrange e o método de Galerkin. Esse desenvolvimento sera apresentado

na proxima secgio.
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4.2 Modelagem Dinamica
(O modelo tedrico do sistema dindmico magneto - elastico € mostrado na figura 4.1

exctagio | histe
p— L flexivel
%, eletroma

d

Figura 4.1: Modelo Teorico do Sistema Magneto-Eldstice

Uma haste flexivel € fixa & uma base rigida, também fixa. Eletroimés atraem a haste

em diregdes opostas e, a intensidade do campo € forte o suficiente para defletir a haste de um

fado para outro.
As condigBes de deflexfio sio separadas por uma barreira de energia, correspondendo

ao equilibrio instavel no qual a haste estd em linha reta - sem deflexfo - equilibrada entre os

eletroimds. A base que suporta os eletroimas fica sujeita a uma excitacdo externa.

A fim de facilitar a visualizagiio e o entendimento fisico estabelece-se uma analogia

desse problema com o problema de um duplo pogo de potencial, mostrado na figura 4.2.

excitachn ) 5
th_"-
&
£ f’:
s

Figura 4.2: Duple pogo de potencial
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Os dois pogos correspondem aos dois estados defletidos da haste, separados pela
rampa em x = 0. Sob consideracdes fisicas, podemos esperar as seguintes condigdes: se a
excitagdo € fraca, a particula deve permanecer no fundo de um pogo, oscilando com amplitude
muito pequena. A medida que cresce a intensidade da excitagio externa, a amplitude da
oscilagdo também cresce. Sendo assim, pode-se imaginar que existe (pelo menos) dois tipos
de oscilagBes estaveis: a de baixa energia com pequena amplitude em torno do fundo de um
unico pogo de potencial € a de alta energia, na qual a particula pode passar sobre a rampa

experimentando oscilagio em torno do fundo de um pogo e do outro.

A escolha entre essas oscilagbes, depende das condigdes iniciais. Quando a excitagio é
suficientemente grande a particula permanece atravessando entre os dois lados da rampa para

quaisquer condiches iniciais.

Se a particula tiver uma energia necessaria e suficiente apenas para alcangar o topo da
rampa e se o sistema puder se manter nesse estado, entfio a particula pode cair tanto de um

lado quanto do outro.

Com essa analogia em mente, busca-se um modelo que seja capaz de descrever o

comportamento dindmico desse oscilador magneto—elastico.

Sabe-se que, forcas magnéticas em solidos resultam da interagio de correntes elétricas

ou da magnetizagdo com campos magnéticos externos.

Os eletroimds geram um campo magnético que induz uma magnetizagio M por unidade
de volume no sélido. A haste pode ser modelada como um material magnético onde a

magnetiza¢io M ¢ proporcional ao campo magnético local no solido, ou seja,

M:{ %4 }E 4.1)



Modelagem Dindmica, Simulagdo Numérica e Construcap 74

onde:

4, € a permeabilidade magnética do vacuo;

¥ € asusceptibilidade magnética.

O campo B pode ser escrito em termos do campo externo B’ produzido pelos
eletroimis ¢ um campo produzido pela propria magnetizagio, B'. Se as forcas internas na
haste sdo desprezadas, entdo a haste experimenta forca e momento devido aos eletroimis dado
por:

F=M-VB® 4.2)

Essas forcas podem ser derivadas de um potencial magnético e portanto sdo

conservativas. Assim,
_ Lo =0
W_WEJ'M-B dv (4.4)

A existéncia deste potencial - expresso como uma integral de volume sobre a haste - €

importante para a dindmica e a estabilidade da haste.

As nio linearidades incluidas pa analise refletem a natureza nZo homogénea do campo
magnético B’ . A forma do campo B’ pode ser avaliada em termos das coordenadas locais x e
y. Se as componentes x e y de B® sfio introduzidas, definidas por Bo,=B"cosa ¢ Bo,=B’sin «
e a inclinagdo da haste por 0 | entio podemos reescrever a equacdo e a energia potencial

magneética toma a forma,
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Wz_“#fﬂ, [ (B,+B,s5in26 + B, cos26)ds, (4.5)
onde:
B =y, +1){B;. + B3, ); (4.6)
B,=2{u, -1)B,, B,,; (4.7)
By =(u, ~1)(B2. - BL,). (4.3)

A 1integracio ¢ realizada sobre o comprimento original da haste ¢ B; , B, e B; sdo

fungdes do deslocamento da haste.
As forgas elasticas ndo lineares sdo pequenas mesmo para grandes deslocamentos da
extremidade da haste. Além disso, se a aproximag¢do por um unico modo ¢ feita para a

deformac@o da haste, a energia elastica pode ser escrita na forma

Pm—;—k ¥*+ (termos de ordem superior) (4.9)

Com isso, a energia potencial para as forgas elastica e magnética sera
V=W+P (4.10)
Utilizando o formalismo de Lagrange, podemos escrever que

L=T-(W+P) (4.11)
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onde T, W, e P representam respectivamente as energias cinética, magnética e elastica.

Além disso, no método de Galerkin, um conveniente conjunto de fungGes ortogonais

$,(x} que satisfazem as condighes de contorno, ¢ escolhido e o deslocamento pode ser

€XPresso como
WxH=3a, ), () (4.12)

Uma tipica escolha para as fungdes ¢ ; em problemas de vibragio sio os modos
normais do problema linear associadofMoon ¢ Holmes (1979)]. Substituindo essa iltima
expressdo nas equagdes de movimento podemos escrevé-la na forma conhecida

¥+5x—x+x =F coswt (4.13)
onde:

60 ¢ a constante de amortecimento;

F ¢ a forca de excitagdo

o ¢ a frequéncia forcante

4.3 Simulacoes e Resultados

Mostra-se , a seguir, resultados das simulagdes numéricas realizadas para o sistema
magneto-elastico. Utilizou-se a linguagem de programacdo VB (Visual Basic ) e o integrador
numérico Runge-Kutta. Algumas consideracdes sio encontradas em anexo [Anexo B].
Resultados obtidos sdio resumidos em trés tipos de solucdo (Solucdo Periddica, Transiente

Cadtico e Indicativa de Caos) e comentados na proxima secio.
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O grafico 4.2 mostra que, com
um  maior  gtervalo  de
simulacio, a scluglo apresenta
um comportamento indicativo
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Grafice 4.2: Indicativa de caos
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O grafico 43 mostra que ©
resultado converge direto para
uma solugio do tipo peniddica.

(O sistema permanece, desde o

micio do movimento,
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Griafico 4.3:Soluclio peritdica

(3 grafico 44 mostra um
fendmeno que nic pbde ser
chservado no grafico 43 O
ponto de equilibric instével &
transposto €, em seguida, ©
sistema volte a oscilar do
mesmo lade em gue estava
inicialmente, permanecendo,
im, com uma oscilagdo do

“gpeed iy
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Grafico 4.4:Selucdo periddica
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em x = 0 e 9oscla
alternadamente em ambos 08
lados.
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Grafico 4.5: Transiente cadtico/Indicativa de caos
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O grafico 4.0 mostra que,
depois de uma fransienie que
parece ser cadtico, a solucgho

comporta-se de modo
periddico  executando  uma
oscilacio de pequen

a
amphitude 2 esquerda do ponto
de equilibrio instdvel emx = 0

Time {5}

Grafico 4.6: Transiente cadtico
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&
O gréafico 4.7 também mostra
C Distare » Tire uma soluclo  gue  possul
L X a indicativa de um transiente cu
€. de um comportamento cadtico.
{3 sistema oscila em ambos o8
lados da referéncia.
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Speed ¥ Time
g oy

Time (5}

Grafico 4.7: Transiente cabtico/Indicativa de caos
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Analogamente ac que ja
ocorren com o grafico 472, ©
: . : , : grafico 4.8 mostra que, com
P ‘ um maior intervalo de tempo
de  simulaco, a  solugio
apresenta um COmMpOTIEMEntc
indicative de caos. sugerindo

{,sig,mma{m}

Tme st que possa ser cadtico para
Spod x Time ‘ essas condicdes iniciais.
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Grafico 4.8:Indicativa de caos
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O grafico 4.9 mostra, como ©
grifice 4.3, uma solugio do
tipo periddica.

O sistema permanece, desde o
inicic do movimento,
oscilande & direita da
referéncizaemx =10

Grafico 4.9: Solucfo periddica
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O grafico 410 continua
d

mostrande gque o resultado
converge dirsto  para  uma

e
solucdo do tipo pentddica.

Agui, o sistema também
permanece, desde o imicio do
movimento, oscilando 2 direita

da referfnciaemx =0

Grafico 4.10: Solucio periddica
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Grafico 4.11; Transiente cadtico
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Grafico 4.12: Indicativa de caos

O graﬁs@ 411 € ¢ andlogo do
gréfico 4.6, pois nota-se nesse
caso também gue, depois de
um transienie gue parece ser
caotico, a solucdo comporta-se
de modo penddico executando
uma oscilagdo de pequena
amplitude & direita do porio de
equilibrio nstavel.

(3 gréfico 4.12 também mostra
indicios de um comporiamento
caotico,

{3 sistema, repefidas vezes
apresenta oscilagdes em ambos

os lados, tanto & esguerda
guanto & direita do ponto de
equilibrio instével em x =0
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4.4 Comentarios Sobre os Resultades de Simulacao

Pode-se observar, por exemplo que, nos graficos 4.3, 4.9 e 4.10 a solucgdo converge
direto para uma solugdo do tipo peniddica e, corresponde & oscilagdo confinada a um unico
poco de potencial. Na verdade, esse poco sena aquele que fica a direita do ponto de equilibrio

instavel onde foi escolhida a referéncia (x = 0).

O grafico 4.4 mostra um fendmeno que ndo pdde ser observado nos graficos 4.3,49 ¢
4.10. O ponto de equilibrio instavel € transposto e, em seguida, o sistema volta a oscilar do
mesmo lado em que estava inicialmente, ou seja, a direita da referéncia permanecendo com

uma oscilagio do tipo periddica.

Os grificos 4.1, 45 e 4.7 mostram solucdes que possuem indicativos de um
comportamento cadtico ou, pelo menos, indicativos de que existe um transiente da solugiio em
que o sistema apresenta um comportamento cadtico. Nesses casos, o sistema foi simulado
num intervalo de tempo maior a fim de que pudesse ser decidido entre apenas um possivel

transiente cadtice ou uma situacio indicativa de caos.

A aparéncia aperiddica dos graficos 4.2, 4.8 e 4.12 sugere que o sistema pode ser
cadtico, pelo menos para essas condigdes iniciais. Observa-se que o comportamento € analogo

ao de uma particula que, na figura 4.2, cruzaria a rampa repetidamente.

Uma andlise cuidadosa dos graficos 4.6 € 4.11 mostra que, depois de um transiente
que parece ser cadtico, a solugio comporta-se de modo periddico. Fisicamente, uma solucio
como essa seria o analogo de uma particula que, na figura 4.2, cruzaria a rampa de um lado
para o outro algumas poucas vezes antes de permanecer com oscilagio de pequena amplitude

no fundo do pogo a esquerda {grafico 4.6) ou a direita (grafico 4.11) darampa em x = 0.

Vale ressaltar que, por prudéncia, limita-se constantemente em afirmar que o sistema €
indicativo de comportamento cadtico e ndo afirmar necessariamente que € caotico.
Especialistas nessa area de estudo como Hagedorn (1984) afirmam que calculos mais
especificos como o expoente de Liapounov seriam necessarios a fim de decidir com mais

critério se o fendmeno do caos faz-se ou nfo presente numa determinada situagio.
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4.5 Implementacio Experimental

O experimento, implementado no laboratério de Automagio Integrada e Robotica da
UNICAMP € com o apoio da BOSCH FREIQS, relativo ao modelo descrito anteriormente
neste capitulo, consiste num sistema em que uma haste flexivel tem uma de suas extremidades
fixa a uma base rigida enquanto a outra extremidade permanece livre. Proximo a extremidade

livre, existe uma base movel que € acionada por um motor de passo.

Sobre a base movel - que desloca-se horizontalmente para esquerda ¢ para direita —
fixam-se dois eletroimds capazes de gerar forgas eletromagnéticas que defletem a haste, uma
régua potenciométrica variando o sinal de 4 a 20 mA e um sensor de fibra optica capaz de

detectar o posicionamento da haste durante os ensaios.

Sensores que indicam posi¢iio central e posicdes de final de curso da base movel

também sio utilizados.

Um driver ¢ utilizado para o motor de passo, permitindo um controle sobre diversos

posicionamentos da base mével assim como um controle de velocidade.

Utiliza-se um sistema de aquisi¢do de dados da National Instruments e , dessa forma
conta-se com uma altissima sensibilidade para monitorar os sinais dos diversos sensores,

permitindo confiabilidade dos resultados obtidos.

Utliza-se também um controlador légico programavel (CLP) que gerencia o driver do
motor de passo, gerencia o software Lab View, recebe os sinais dos sensores em suas entradas
digitais e, em funcdio da programacdo efetuada pelo usudrio pode “chavear™ as entradas
digitais do motor de passo. Em seguida, o driver reconhece o programa e efetua os devidos

movimentos relacionados a seqiiéncia programada.

A seguir, mostram-se duas figuras, uma que ilustra o dispositivo mecinico montado e
uma segunda representando um fluxograma que procura esclarecer a inter-relacdo entre os

dispositivos utilizados na bancada experimental.
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Haste Flexivel i

Sensor S2

Sensor S1
Bl

- Sensor S4 ¢

Sensor 83

Figura 4.3: Dispesitive Mecanico

O motor de passo M1 ilustrado na figura 4.3 € capaz de atingir 4 N.m de torque ¢
resolucdio de 25000 pulsos por volta. Isso confere uma precisdo ao movimento da base movel
de 0,014 graus a cada passo efetuado. Este motor esta conectado a uma polia atraves de uma

correia dentada e, em funcio deste acoplamento , 0 mesmo pode movimentar a base movel.

Pode-se observar também na figura 4.3 ilustragdes dos sensores S1, S2, 83 e S4 ¢ dos

indutores B1 e B2. As funcdes desses elementos estio descritas abaixo:

S1 - sensor de final de curso da base movel pelo lado esquerdo;
S2 - sensor de final de curso da base movel pelo lado direito;
S3 - sensor que indica a posigio central da base movel;

S4 - sensor que monitora a posi¢io da haste flexivel ;

B1 - Indutor lado esquerdo, gerador de campo eletromagnético;

B2 - Indutor lado direito, gerador de campo eletromagnético
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Sensores de posicho
digitais
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de passo Laks Vievy

figura 4.4: Fluxograma do prejeto

4.6 Descricfio dos Principais Elementos da Bancada

Nesta se¢do, procura-se descrever os principais elementos constituintes da bancada
expertmental individualmente, ilustrando-os sempre que possivel com fotos digitalizadas. Nao
serdo abordados detalhes técnicos sobre os equipamentos, pois esse ndo € o foco do presente
trabalho. Entretanto, em alguns casos em que o autor julga necessario, informagdes adicionais

sdo disponibilizadas em anexos.

4.6.1 Controlador Légico Programavel {C.L.P.)

Utiliza-se nesta aplicag8o um CLP com 16 entradas e 11 saidas digitais do fabricante
Rochweel Automation. O software do CLP consiste em uma lingnagem de programacio
dedicada e estipulada pelo proprio fabricante do equipamento. Basicamente é conceituada
numa linguagem conhecida como Ladder e, 0s eventos acontecem de modo sequencial, ou

seja, para que um evento ocorra € necessario que o evento anterior tenha acontecido.
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Abaixo, ums foto ilustra o C.L.P. utilizado

figura 4.5: Controlader Logico Programavel - C.L.P.

O CLP tem por func¢io o chaveamento dos diversos tipos de programas existentes no
driver do motor de passo a fim de efetuar os diversos movimentos e também receber sinais de

entradas dos sensores do LabView que permitem, por exemplo, encerrar o ensaio .

Vale ressaltar que, cste dispositivo s6 reconhece os sinais digitais a partir do nivel de
tensfio de 24 Volts. Neste experimento as placas do LabView e o driver do motor de passo
trabalham com nive! de reconhecimento de sinais de entrada de Svolts. Por esta razfo, a fim
de que os elementos se comuniquem, utiliza-se dos recursos dos bomnes relés dptico-
acopladores - que sdio dispositivos eletrbnicos compactos — com niveis de tensfo variando de

24 Volts para 5 Volts e vice-versa.



Modelagem Dindmica, Simulacdo Numérica e Construcdo 88

4.6.2 Driver do Motor de Passo

Esse dispositivo eletrdnico é fundamental para o perfeito funcionamento desta bancada
pols, com seu auxilio pode-se controlar a posicio , a velocidade e as aceleracbes da base
mobvel. Além disso, permite flexibilidade de alteraciio das varidveis nos ensaios, se houver

necessidade.

Abaixo uma foto digitalizada ilustra o driver do motor de passo

Figura 4.6: Driver do motor de passo

O software de programacio para este driver ¢ chamado XWARE, foi construido na

linguagem ASCII e sua programaco ¢ relativamente simples.

Neste programa existem vérios comandos , sendo que um deles permite - caso haja

necessidade - efetuar a comunicagio entres os diferentes dispositivos através da porta serial
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232 ou DH-485. Isso evita, por exemplo, acimulos de fios nas ligagdes optimizando o

projeto,

figura 4.8: Driver do motor de passo

Este driver permite ainda que se trabalhe com uma malha de retro- alimentacéo de sinal.
Através de uma porta no mesmo torna-se possivel a ligacdo de um encoder - sensores que

fazem a leitura de diferentes velocidades ¢ posigdes angulares.
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4.6.3 Sistema de Aquisicio de Sinais
Utiliza-se neste experimento wma placa eletrbnica de aquisigfio de sinais SCXI 1200 da
National Instruments. Esta placa foi projetada para receber 08 entradas de sinais digitais e 08

entradas ou saidas analdgicas, variando o “range” entre —-10 Volts e +10 Volts.

Abaixo uma foto ilustra o sistema de aquisi¢io utilizado

figura 4.9: Sistema de aquisiciio de dados

Os sinais dos sensores e/ou régua potenciométrica sfo enviados para uma entrada
enderecada da placa. Esses sinais sfio tratados por um filtro antes de serem enviados para o
canal e 0 objetivo desse filtro € absorver ruidos vindos de outros equipamentos que ndo fazem

parte da bancada experimental..

A placa possui 32 bits e tem uma capacidade de coletar 300.000 pontos por segundo.
Sendo assim, a leitura registrada € extremamente representativa da grandeza fisica do

fendmeno analisado
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Os sinais sio recebidos pelo software Lab View em um equipamento PC pentium 4 e
com o auxilio desse software efetuam-se as conversdes de sinais eletrbnicos em valores

dimensionais como posicio, velocidade, aceleragio, tempo, €tc.

A foto abaixo ilustra a bancada experimental montada sobre uma plataforma resistente
de perfil de aluminio, o sistema de aquisi¢io de sinais € o PC pentium 4 que dé suporte aos

ensaios experimentais.

figura 4.10: Aparato experimental
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4.7 Modos de Funcionamento da Bancada

4.7.1 Modo Home

Quando acionado o botfo relacionado a este modo, a base movel € enviada para o centro
do dispositivo. Ao final de cada ensaio, a base mével pode efetuar sua parada numa posicio
qualquer. Assim o modo home permite que cada novo ensaio possa ter seu inicio a partir de

um ponto pré-determinado, ou seja, a partir de uma referéncia.

Figura 4.11: Tela de interface da bapcada

4.7.2 Modo Calibracio

Neste modo de funcionamento permite-se que se conheca as amplitudes maximas em
que o sistema provoca o desprendimento da haste de cada eletroimi. A base mével desloca-se
com velocidade constante para a direita da regidio central até que a haste se solte do eletroim

em que esta presa devido 4 interagfio eletromagnética. Neste instante, coleta-se a dimensfio da
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amplitude no momento do desprendimento da haste e, esta pode servir como referéncia para
novos ensaios ou permitir observagdes adicionais a respeito do que ocorre (ou pode ocorrer )
exatamente neste instante. Procedimento anélogo pode ser feito pelo lado oposto, ou seja, pelo

lado esquerdo.

4.7.3 Modo Ensaiar

Quando o botdo ensaiar ¢ acionado, a bancada inicia o ensaio mantendo ou aumentando
a frequéncia e amplitude de deslocamento da base movel , aciona as bobinas gerando o campo
cletromagnético que interage com a haste flexivel. O sensor dptico monitora a posicdo da
haste e os dados sfic enviados para o Lab View que pode plotar os graficos registrando os

fendmenos.

4.7.4 Tnterfaces Graficas

Nesta segfio procura-se ilustrar as interfaces graficas que foram implementadas por meio

do software de aquisigdo e tratamento de sinais Lab View.

Indicador
Posicdo x Tempo
Fornece a evolugiio da posigio da
extremidade da haste com o tempo.

LatseTt : Mﬁwmwrmrm!
Figura 4.12: Indicador Posicdo x Tempo
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Indicador
Velocidade x Tempo
Fornece a evoiugio da velocidade da haste com o
tempo.
; Te Bk R : e _. gs&_ L ';
¥igura 4.13: Indicador Velocidade x Tempo
Indicador
Velocidade x Posicio
Fornece a velocidade como funcio da posicio

Figura 4.14: Indicador Velocidade x Posicéio
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4.8 Resultados Experimentais

Nesta secdo apresenta-se alguns resultados experimentais obtidos em laboratério com
o intuito de validar o modelo tedrico previamente desenvolvido nesse capitulo nas secdes 4.2
e 43 . A obtenglo desses resultados garantem também a funcionalidade da bancada

experimental,

As telas mostram indicadores da evoluciic no tempo da velocidade e posiclo da

extremidade da haste. Mostram ainda o plano de fase caracterizado pelo indicador da

velocidade como fungfo da posicio

P T oo

Grafico 4.13: 1* Ensaio experimental
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S| o MABNETGELAS... B 515 MAGNETOELASTIC.

Grafico 4.14: 2% Ensaio experimental

. {55 MAGNETOELAS... . © i

Grafico 4.15: 3? Ensaio experimental
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Mesa em "HOME" -

] G ASD ey [l MASNETOELAS..

Grafico 4.16: 4° Ensaio experimental
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4.9 Comentérios Finais e Discussdes

Na seciio 4.3 deste capitulo apresentou-se resultados de simulagbes numericas que
mostraram que o comportamento do sistema dindmico ndo- linear magneto-elastico sujeito a
excitacdo externa periodica apresenta solugdes que podem ser do tipo periodicas, solugbes

indicativas de um transiente cadtico e solugdes indicativas de movimento cadtico.

Resultados de alguns ensaios experimentais apresentados na seg¢io 4.8 deste capitulo
sugerem uma boa concordancia com o modelo tedrico, principalmente no &mbito das
solugdes de comportamento peribdico. Isso pode ser encarado como um bom indicativo da

fidelidade da bancada experimental para com o modelo tedrico.

E bem sabido que, montagens experimentais sdo envolvidas por incertezas, ainda que
essas possam ser minimas. Ao mesmo tempo, sabe-se também que & manifestagdo de

movimentos cadticos apresentam muita sensibilidade relativa as condigdes imiciais.

Essa grande sensibilidade as condi¢Bes iniciais dificulta a possibilidade de que sejam
escolhidos um conjunto de parimetros adequados que permitam facilmente a reproducéo
experimental das situa¢des que envolvam solucdes que exibem comportamento indicativo de

movimento cadtico.

Entretanto, considero que um grande passo foi dado por meio da construcdio da
bancada e a mesma estd preparada para futuras investigagbes que aqui foram iniciadas,

permitindo assim a obtengio e analise de outros resultados.

A seguir, no capitulo 5, que trata das conclusdes finais e trabalhos futuros. serdc

abordados outras sugestdes envolvendo o aproveitamento do estudo aqui iniciado.



Capitulo 5

Conclusdes Finais e Sugestées para Trabalhos Futures

5.1 Introducio

O trabalho aqui apresentado € de cunho multidisciplinar e propde-se a ter um ambito

experimental.

Chamou-se a atencio para o fato de que n3o existe uma teoria unica que possa atender

as diferentes aplicagOes e necessidades de analise ndo linear.

Por esta razio, abordou-se neste trabalho formas especificas de se tratar duas aplicagGes
distintas envolvendo sistemas ndo lineares: uma prmeira referindo-se a manipuladores

roboticos e uma segunda envolvendo um oscilador mecéanico flexivel.

Dentro dessa abordagem desenvolveu-se ferramentas de modelagem, de simulacdo, de
analise e de implementacgiio que podem agregar conhecimento sobretudo aos interessados em

temas relacionados a estruturas flexivels e até mesmo em analise ndo linear

Além disso, uma contribuicdo relevante é o experimento montado no quarto capitulo que

permite, uma vez montado, que diversas investigacdes futuras ainda possam ser realizadas..

Na verdade, ao final da leitura desse trabalho pode ser percebida uma inter ~ relag@o
entre as duas aplicaghes aqui desenvolvidas. Entretanto, como foram tratadas separadamente,
as proximas segbes procuram manter essa condicdio expondo algumas conclusdes sobre os

modelos propostos. Sugestdes para trabalhos futuros sdo dadas na {ltima segdo deste capitulo.
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5.2 Comentirios sobre a modelagem de manipuladores flexiveis

Esse estudo apresentou um modelo de manipulador flexivel formado por dois links e
duas juntas rotacionais, sem atrito, cujo movimento global pode ser entendido como um
movimento de um sistema hipotético rigido e um movimento flexivel dos links com relagio a

esse sistema rigido movel.

Mostrou-se que € possivel trabalhar com as equagdes dindmicas de movimento da
maneira mais genérica possivel, sem linearizagbes. Trabalhou-se também com um sistema
rigido nas mesmas condig¢des do flexivel a fim de que comparag@es entre ambos pudessem ser

estabelecidas.

Além disso, o trabalho mostrou através de uma conveniente parametrizagio das
equacdes de movimento, que o sistema flexivel pode ser escrito matematicamente como uma
extens3o do modelo rigido, e consequentemente o manipulador flexivel pode ser reduzido ao

rigido com a anulagio dos termos matematicos relacionados 2 flexibilidade.

Esse procedimento foi estendido as simulagGes , e os resultados mostraram a resposta do

comportamento do sistema.

A analise das equagbes de movimento tal como foi feita nesse trabalho permite um
monitoramento sobre cada parcela de contribuicio para a flexibilidade do sistema. Pode-se
assim, pensar na possibilidade de se encontrar uma fronteira entre ambos os sistemas, rigido e

flexavel.

Pode-se também pensar em construir controladores que fagam compensagdes de efeitos
fisicos- que através das simulagdes foram considerados relevantes para a flexibilidade do
sistema- a fim de corrigir a resposta do elemento terminal do manipulador aos sinais de entrada

do sistema de controle.

Se a le1 de controle requer mais do que a medida das posigdes angulares para efetuar as
corregdes de movimento, faz-se necessario uma analise um pouco mais sofisticada para medir

as componentes flexivels. Pode-se, entretanto, utilizar deste modelo para tal analise.
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5.3 Conclusoes sobre o sistema magneto-elistico

Apresentou-se um modelo no qual uma haste flexivel teve uma de suas extremidades fixa
a uma base rigida. A outra extremidade, Hivre, permitia-se um movimento entre dois eletroimas
capazes de defletir a haste. Esses eletroim3s foram fixos a uma segunda base movel que era

submetida & uma excitacdo externa.

Um modelo tedrico foi desenvolvido com o auxilio do formalismo de Lagrange e o
método de Galerkin. Os resultados de simulagBes mostraram que 0 sistema, muitas vezes, tem
comportamento periodico. Entretanto, em algumas situagdes as solugbes apresentaram
indicativos de um transiente cadtico € em outras ndo apenas um iransiente mas um movimento

que permanecia com essa caracteristica.

Com o intuito de validar o modelo teérico previamente desenvolvido, montou-se
também um aparato experimental. Este aparato, relativamente complexo, atingiu o objetivo de
mostrar-se eficiente na reprodugio de movimentos experimentais analogos aqueles previstos

pelo modelo tedrico.

E bem sabido que, montagens experimentais s30 envolvidas por incertezas, ainda que
essas possam sef minimas. Ao mesmo tempo, sabe-se também que a manifestagdo de
movimentos cadticos apresentam muita sensibilidade relativa as condigdes iniciais. De fato, as
simulagdes tém mostrado uma significativa dependéncia ou sensibilidade relativa as condi¢tes

miciais.

Essa grande sensibilidade dificulta a possibilidade de que sejam escolhidos um conjunto
de parametros adequados que permitam facilmente a reproducio experimental das situagdes

que envolvam solugdes que exibem comportamento indicativo de movimento cadtico.

Entretanto, vale ressaltar que, o oscilador magneto - elastico tratado nesse trabalho pode
além de ter aplicaghes técnicas, servir como um conveniente modelo de laboratério para o

estudo de dindmica ndo linear e possivelmente cadtica.



Conclusiies Finais e Sugestdes e Susestbes para Trabalhos Fuiuros 102

5.4 Sugestdes para Trabathos Futuros

As duas aplicacdes desenvolvidas neste trabalho, embora distintas, apresentaram em
comum estudos que envolvem a dindmica de estruturas flexiveis assim como 0s seus aspectos

nio ineares.

Interessados em sistemas n@o lineares podem desenvolver em ambas as aplicages
investigagOes futuras com o auxilio de ferramentas como a FFT (Transformada Répida de
Founer) e o expoente de Liapounov que permitem, por exemplo, maior evidéncia sobre

movimentos de comportamento cadtico.

A bancada experimental desenvolvida no capitulo 4 envolvendo uma haste flexivel pode
ser considerada como um “background” para o desenvolvimento de um protétipo experimental
que tepresente um manipulador com um unico link flexivel. A partir dai, pode-se evoluir para

uma validagdo experimental do modelo desenvolvido no capitulo 3 que trata de um

manipulador com dois links flexiveis.

Além dessas ja citadas outras investigagSes podem ser sugeridas, como por exemplo:

Na aplicagio envolvendo manipuladores flexiveis, o desenvolvimento de uma estratégia
de controle baseada em compensagdes de efeitos fisicos considerados relevantes para a

flexibilidade do sistema.

Extensdo do modelo proposto para representacbes de movimentos espaciais

considerando também deformagdes torcionais.

Incrementagio na modelagem considerando que o modelo flexivel aqui proposto possa

estar suportado sobre uma base também flexivel.

Desenvolvimento de estratégias de controles de sistemas ndo lineares que possam ser

aplicaveis & bancada do sistema magneto elastico.
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Anexo A: Modelagem Dinamica de Robé Rigido com n Graus de Liberdade.

Intreducio

Nesse anexo procura-se esclarecer os detalhes da sistematica de obtencio das equacdes
dindmicas de movimento de um manipulador rigido com n graus de liberdade. Utiliza-se o
formalismo Lagrangeano, o que imphca na necessidade de se encontrar as energias cinética e

potencial do sistema.

Dessa forma, faz-se necessario o conhecimento dos vetores posicio e velocidade de um
ponto no manipulador, € esse € o primeiro procedimento a ser realizado. A partir desses
vetores pode-se escrever as energias cinéticas e potencial, e consequentemente o Lagrangeano.

Finalmente, sio encontradas as equa¢Oes de movimento a partir das equagbes de Euler-

Lagrange.
A-1 Velocidade de um ponto no manipulador

Seja 'r, um ponto fixo e em repouso em um link i. Pode-se expressé-lo com relagio ao

i-ésimo sistema de referéncia - que ¢ fixo ao link i - da seguinte maneira:
2
i
iri m{ - fx(xi,y“znl)f (A1)

. - I - - - - —
Seja, também, 'r, o mesmo ponto que foi descrito acima, mas agora escrito com relacéo
ao sistema de referéncia da base. Se °4, representa a matriz transformagiio que relaciona o i-
;- - ~ - . ~ - - 1 v .
ésimo sistema de referéncia ao sistema de referéncia da base, entio “r, esta relacionado ao
ponto 'r, por
. =4 'r, (A2)

onde:



Modelagem Dindmica de Robé Rigide com nn Graus de Liberdade 113

"4, =4, Uy i, (A3)

Desde que 0 ponto 'r, estd em repouso no link i, ¢ assumindo movimento de corpo
rigido, outros pontos { t30 bem como o ponto  'r, ) que estdo fixos no link i e expressos com
relacdo ao -€simo sistema de referéncia, terdo velocidade zero com relagiio ao i-ésimo sistena

de referéncia, que ndo € um referencial inercial.

A velocidade de °r, expressa no sistema de referéncia da base - que é um referencial

inercial - pode ser expressa como:

d diy . .
=y, == () =—("4 ) (A4)
Mas:
d d
S ) =24 4, .74 ) 7] =
d : , . . d ;.
a4, ) o (4 ) ) = (A.5)
%(GAt 1Az---- iM]Ai)- i*r;‘ + eAi lrz
Portanto,

di, . : o S
Vi = —”( oAx‘ Iri) = oAz : lAz A, ---IMEA:' A OAI - lAz 4, ‘“IM!A; St

odt (A.6)

UAI_lAzh?_As_“i-lAjl‘i’;“{_OAl‘lAz.'ZAB‘“é*lAi.ir;v}»(}Ai I'ri

Como ja justificou-se, ‘7 =0 . Dessa forma,

v, :[2 ¢4, qj-Jl T, (A7)
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&°4
A fim de simplificar a notagdo , vamos definir U, = Ep - (A.8)
i

Usando esta notagio, pode-se expressar a velocidade da seguinte maneira:
[ 1
Vv, = LZUij q;J T, (A9)

A-2 Energia Cinética

Uma vez que a velocidade foi obtida, pode-se agora encontrar a energia cinética. Seja T;
a energia cinética do link i, i = 1{1)n, expressa no referencial da base, ¢ seja também dT; a

energia cinética de urna particula com um diferencial de massa dm no link 1. Assim,

dr = —;- (27 +3°+ 2 )dm (A.10)
ou ainda,
drl’ = % Ir (v, v! Ydm (A.11)
Mas viu-se que:
v, 2{20} q},} T, (A.12)

Substituindo, entdo na expressao para dT;, tem-se :

1 .
dr, =3 Tr LZU,p 4, . (ZUI, g, 'r)" | dm (A.13)

p=1

Portanto,
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e 1
aT =3 1 X XU, (7 dn ) U, 4,4, | (A19)

pul rel

Nota-se que, ¢, € independente da distribui¢do de massa do hnk 1, ¢ entdo, ao somar
todas as energias cinéticas de todos os links pode-se colocar a integral dentro dos parénteses,

como mostra-se abaixo:

1 r i ¥ ) ) —;
n=Jan -5 X 20, (In o amulg 4 (A15)
p=1 r=i
Sabe-se entretanto que:
i
) ¥; T
RN (r16
Dessa forma,
[ xtz xi yz' xz zx' xt |
i il = XV Y yi?zi Yi (A17)
xr Zi yi zi z: zi
| x, ¥ z, 1

Portanto, a inércia de todos os pontos sobre o link i, denotada J;, podera ser escrita:

[ Jamx:  Jamxy, Jamxz  |amx |
P fams,y,  [dmy? Jamy,z Jamy, (A18)
T T Jamss Jamy,z, Jamz ams |

I I dmyx, J' dmy, Icﬁnzi _[dm
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Lembrando-se que:

1) os momentos de inércia sobre os eixos xy z sio dados respectivamente por:

s L= y)dm 1= -2)am (a9

I.=1_= erydm ; I =1, = _“xzdm ;o L.=1, = Jyzdm (A.20)

m m m

iil) € que as coordenadas do centro de massa sio dadas por:

mx = Jxa?n ; my = j-ydm N mz = Jrza‘m (A21)
fica facil notar que:
Ix2 dm = 1 ~I +1, +1, (A.22)
2
[yrdm= (1.1, +1. (a23)
2
[2am=X1, +1,-1) A24
hd - 2 xx + ¥¥ A ( N )
Pode-se, portanto, expressar J; da seguinte maneira;
(~rovn,+L)2 1, 1., m%
I I~ {2 I my.
sl L UalgeLon 3| s
Ix: [y: (Ixx+]yy_lz:)/2 mizz'
L m X, my, m z m. |
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Consequentemente, a energia cinética total sera dada por:
[Tr(U J, UL)4, q,] (A.26)

A-3 Energia Potencial
Se V; denotar a energia potencial do link i de um rob% manipulador, entéo:
V,=—mg % =-mg( 4 T) (A27)

Portanto, pode-se obter a energia potencial total somando para todas as energias em

cada link. Dessa forma, a energia potencial total V, € dada por:

V=2 =2 -mgl 4 ) (A.28)
onde:

g=(g ,8,8,0) éum vetor linha expresso no sistema de referéncia da base.

F = é o vetor centro de massa do link i expresso no i-ésimo sist. de referéncia

—_— ] ,'jc:l Rall

EA
5 |
| %]
% |
[1]

A-4 O Lagrangeano
Tendo sido obtidas as energias cinética e potencial, pode-se agora faciimente escrever a

funcdo Lagrangeano, que é simplesmente a diferenca entre essas duas quantidades, ou seja, L
=T-V.
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Portanto,

" i i n

%” |7 (0, 4 Ur) 4,4+ 2mgl 4, %) (A.29)

=1 r=1 i=1

A-5 Equacdes de Movimento

A aphcacio da formulacio de Euler-Lagrange a funcio Lagrangeano encontrada,
fornece diretamente os torques generalizados 7, necessarios para que os atuadores
posicionados nas respectivas juntas possam mover os respectivos links.

A equa¢do de Euler-Lagrange a ser utilizada - como um reforco & mengdo ja feita na

secdo 2.2.1 - tem a seguinte forma:

dl a1l &
dtl o”q,,J

p=H{1)n (A.30)

Deve-se portanto, calcular cada uma das derivadas que compdem essa equacio. Para que
ndo se perca de vista o objetivo principal com tantos calculos a serem feitos, as derivadas serdo
calculadas individualmente.

Ja foi definido que:

v 0
U..ma 4
ij 5qj

Com essa defini¢ao pode-se notar que o Lagrangeano escreve-se também como:

" i i I_ (é;'A‘ & A7 T\ _i n _
2. Tr| = J[aqk])]q.qkji-izimig( 4 F ) (A31)

ZL

Calcula-se, entdo, primeiro a derivada p
B
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o] n i i r ( z 0 0 T\ —I
FL 1 7 4, é A, .
== | 77| J.[ J lg. g, |
fq, z,z,gh,;_ rko”qj dq, '\ éq, quqir_F
+}wn i ]}’—Trl(é?oA‘iJ(éJzaAi\T\. .—tl+
23 t:iL L 7q, i Lé’qp 3‘1.&J JCIj qu. A32)
n (6? o4, N\
* 2 m,-gL Zq, ,-J
Lembrando-se que:
Tr(A.B") = Tr(B.A") (A33)

E, lembrando-se também que podemos trocar as letras que representam os indices de

2L

pode ser escrita da seguinte
cq,

soma (pois sdo somente indices), a expressdo para

maneira:
[ { 420 0, ) ) -y 3
AL P 3 a ] & A] L & A
- |Trl———~—J.{ ) g g l+>m LE ] (A35)
é}q}, i=1 m=1 kf-iL k&q_p qm ‘ ﬁqk )qm k_l J:ZP lgL ﬁgp zJ
. ., ¢L
Calcula-se agora, a derivada parcial —.
r
SL 134 IFT (a"AI ; (5%]?\! —Lli i {Tr[a%i (c’-"’A,-\T\qT[
= ¥ ) — ; )
sa, 1| "\ 7, G o e R B T G 0 oe,) )Y
(A.36)

Trocando-se, na expressio acima, os indices de soma convenientemente ¢ fazendo valer
a relagdo (A-33), obtém-se:

) qJJl (A37)
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2 n ] (,_,0 { a0 \r\ 1
cL _ [ . e A & A, | .
29, i k=1LT {a% Jzkéjq},)}'q’k_{ (A38)
Resta, agora, calcular _‘f_[ 8I“Jl
dt| éq,
gmrgL-l—ﬂrn i i_ (@&Ai (tf’“oA,-Y\_ﬂ
dtté’q‘PJ_dthPhlLTrL a4, Jz‘Légqu qu“ (A.39)

Utilizando mais uma vez a relagio (A-33), e também a regra do produto para derivacio,

dl oLl ,
pode-se escrever —L J da seguinte forma:

3

E

al ot w ol (o (2aY) |
Et—é’?p‘l:m? k:;!LTrtc’qqk JiLé’qu quJl+

n i i l_ ( é‘»l OAi (5 OA‘\T\ )

X207 agee o) |

Uma vez que todas as derivadas foram calculadas, pode-se finalmente escrever as
equagdes de movimento. Faz-se isso, € as equacgdes sfo escritas com as seguintes substituigtes

ja reahizadas:

& A
1) volta-se a notagdo para U, = 4 ;
aq;

ii-) também, baseando-se na definicdo mostrada pelo item i, fica facil notar que:
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&4, cu,,
— =
’q, 2q, dq,

Jjmk

i} e, os indices de soma serdo reescritos como i, j, k simplesmente por serem mais

usuais.

Dessa forma, as equagtes de movimento escrevem-se como:

(o1l oL <
] 2 s -
+ ,,Z ; ;[ 7 (Uyn J, UL) i 4] (A41)
_imngﬂ Jr_r

para 1= 1(1)n.

A partir da apresentagdo da sistematica de obtengdo dessas equagdes de movimento para
um manipulador rigido com n graus de liberdade, fica facil tratar o problema de um
manipulador com dois hinks rigidos constituido de duas juntas rotacionais, caracterizando assim
dots graus de liberdade.. Essas equagGes sdo apresentadas com seus termos parametrizados de
forma conveniente visando a realizagio de simulacles e comparagdes com o manipulador

flexivel no capitulo 3.



Anexo B:Apresentacio da forma de trabalho com o software Visual Basic
Introducio

Este anexo mostra as rotinas utilizadas nas simulacdes desenvolvidas no capitulo 4
com o auxilio do software Visual Basic.

Apresenta-se a Macro principal, Macro Tabdados, Fungio Runge Kutta e a Tela
Entrada de Dados.
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Macro Principal

Public Sub rk()
Windows("dsv1.xls"). Activate
Worksheets("TabDados"). Select

' Abre o formulario para a coleta de informactes
Dados Show

d = Dados.d. Value
po = Dados.po.Value
wi = Dados.wf Value
t = Dados.t1. Value

tf = Dados.tf Value

h = Dados h. Value

x = Dados.xo0.Value
v = Dados.vo.Value
gr = Dados.gr.Value

' Aqui comega o processo de localizagdo de informagdes langadas
' no formulario e adota valores padrio, quando ndo houver valores
[fd=""Thend =025

Iifpo=""Then po=0.18

If wf="" Then wf= 1

Ft=""Thent=0

Iftf=""Thentf=2

If h=""Then h=0.001

If x = "" Then x = 0.07

Ifv=""Thenv=0

If gr ="" Then gr = 9.806

j=@f-t)/h
titulo = "Valores altos, isto ira demandar muito tempo..."
mensagem = "A diferenga entre os intervalos de tempo ¢ muito alta” & Chr(10) & Chr(13)
& "ou 0 passo é muito pequeno. Por restrigdes em tempo de execugdo,"” & Chr(10) &
Chr(13) & "este programa foi limitado para no méximo 8000 dados. Favor corrigir suas
informacdes”
botao = vbCritical + vbOKOnly
ifj > 8000 Then
resposta = MsgBox(mensagem, botao, titulo)
GoTo Exitl
Else
Tabdados. Tabdados
funcoes.rungekutta
End If
Exitl:
End Sub
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Macro Tabdadoes

Public Sub Tabdados()

Range("J1").Select

ActiveCell Value = "Dados de Entrada"

ActiveCell. Offset(1, 0). Value = "Constante Delta ()"
ActiveCell Offset(2, 0). Value = "Forca de Entrada (Po)"
ActiveCell Offset(3, 0). Value = "Freqiiéncia (w)"

ActiveCell. Offset(4, 0). Value = "Instante de Tempo Inicial (to)"
ActiveCell Offset(5, 0). Value = "Instante de Tempo Final ()"
ActiveCell Offset(6, 0). Value = "Intervalo de Integracgdo (h)"
ActiveCell Offset(7, 0). Value = "Deslocamento Inicial (x0)"
ActiveCell Offset(8, 0). Value = "Velocidade Inicial {vo)"
ActiveCell Offset(9, 0). Value = "Aceleracio Gravitacional ()"

ActiveCell Offset(1, 1).Value =d
ActiveCell Offset(2, 1).Value = po
ActiveCell Offset(3, 1). Value = wf
ActiveCell Offset(4, 1).Value =t
ActiveCell Offset(5, 1). Value = tf
ActiveCell Offset(6, 1).Value =h
ActiveCell Offset(7, 1) Value = x
ActiveCell. Offset(8, 1). Value = v
ActiveCell. Offset(9, 1).Value = gr

ActiveCell.Offset(1, 2). Value = "N/m"
ActiveCell Offset(2, 2). Value = "Kg/s"
ActiveCell Offset(3, 2). Value = "Kg"
ActiveCell Offset(4, 2). Value = "N/m"
ActiveCell Offset(5, 2). Value = "rad/s"
ActiveCell Offset(6, 2) Value = "s"
ActveCell Offset(7, 2). Value = "s"
ActiveCell Offset(8, 2). Value = "s"
ActiveCell Offset(9, 2). Value = "m"
ActiveCell Offset(10, 2).Value = "m/s"
ActiveCell. Offset(11, 2). Value = "nv/s"
Columns("J:L"). EntireColumn. AutoFit

Range("JT1:L1").Select

Selection. Horizontal Alignment = xICenter
Selection. Interior. ColorIndex = 11
Selection. Font. Name = "Artal”
Selection.Font Bold = True

Selection. Font.Size = 12
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Selection Font.ColorIndex = 36
Selection. Merge
Range("J2:J12").Select
Selection Interior. ColorIndex = 36
Range("J2:L12") Select
Selection. Borders(xlInsideHorizontal). LineStyle = xlContinuous
Selection. Borders(xlInsideHorizontal). Weight = xIThin
Selection Borders(xlInsideHorizontal). Colorlndex = xl Automatic
Selection Borders(xlInsideVertical). LineStyle = xlContinuous
Selection. Borders(xlInside Vertical). Weight = xIThin
Selection. Borders(xlInsideVertical).Colorindex = x] Automatic
Range("A1"). Select
ActiveCell Value = "#"
ActiveCell Offset(0, 1). Value = "Intervalo de Tempo (t)"
ActiveCell. Offset(0, 2). Value = "Deslocamento (x)"
ActiveCell. Offset(0, 3). Value = "Velocidade (v)"
ActiveCell Offset(0, 4). Value = "Forg¢a de Entrada Pulsante (P)"
Range("Al1:11").Select
With Selection
.HorizontalAlignment = x1Center
Vertical Alignment = x1Center
WrapText = True

End With

With Selection. Font
Name = "Anal"
FontStyle = "Negrito”
Size=10

End With

Columns("A:A").Select

Selection. ColumnWidth = 4

Columns{"B:1").Select

Selection. ColumnWidth = 10

Range("A1:11").Select

With Selection. Borders(xIEdgeBottom)
LineStyle = xlContinuous
Weight = x]Thin
Colorlndex = xlAutomatic

End With

fea = fe(t)

Range("A2").Select

ActiveCell Value =1

ActiveCell. Offset(0, 1). Value =1t

ActiveCell. Offset(0, 2). Value = x

ActiveCell Offset(0, 3). Value=v

ActiveCell Offset(0, 4). Value = fe(t)

ActiveCell Offset(1, 0).Select

End Sub
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Funcdo Runge Kutta

' fungdes auxihiares

Publicj, k1, k2, k3, k4, 11, 12, 13, 14, fea As Double
' variaveis do sistemna

Public gr, v, t, X, d, po, wi, tf, h, i As Double

Public Sub rungekutta(}

Fori=1Toj
ki=h*flv)
I1=h*gltxv)
kKZ=h*fv+{1/2))
R=h*gt+(h/2),x+(kl/2),v+(11/2))
kK3=h*flv+(12/2)
B=h*g(t+(h/2),x+{(k2/2),v+(12/2))
kd=h*fv+13)
M=h*g(t+h x+k3,v+I3)
t=t+h
x=x+(1/6)*(kl +2*(k2+k3)+k4)
ve=yv+(1/6)* {1 +2*(12+13)+14)
fea = fe(t)
ActiveCell Value =1
ActiveCell Offset(0, 1). Value =1t
ActiveCell. Offset(0, 2). Value = x
ActiveCell Offset(0, 3). Value=v
ActiveCell Offset{0, 4). Value = fea
ActiveCell Offset(1, 0).Select

Next 1
End Sub

Public Function fv)

' Funcio da denvacdo de Runge-Kutta
f=v

End Function

Public Function g(t, x, v)

' Fungdo complementar da denvagio de Runge-Kutta
g=-d*v+x-(x"3)+po* Cos(wf*t)

End Function

Public Function fe(t)

' For¢a de entrada pulsante
fe = po * Sin(wf* t)

End Function
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Anexo C : Apresentacio da forma de trabalho com o software Simulink

Introducio

O objetivo deste anexo ¢ apresentar a maneira com a gual se trabalhou com software

SIMULINK durante as simulacdes que forneceram os resultados mostrados no capitulo 3.

E apresentado uma Gnica situagdo de simulagio, pois todas as outras tém caracteristicas
similares, sendo apenas acrescentado ou retirado alguns blocos, dependendo da situagdo a ser

simulada pois os blocos representam termos matematicos das equagdes de movimento.

A situagdo que foi escolhida para ser mostrada € aquela em que o sistema esta acoplado
com carga na extremidade € o manipulador considerado rigido. E mmportante notar que como
as equagdes do sistema flexivel foram escritas como uma extensdo do modelo rigido, o seu

diagrama de blocos deve ter acrescidos os termos devido as contribui¢des de flexibilidade.

Assim sendo, a folha seguinte mostra o diagrama de blocos compactado responsavel pela
simulaciio das equacdes de movimento da situagdo escolhida para ser mostrada. As demais

folhas trazem o que se encontra dentro de cada bloco compactado.
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Anexo D : Publicacdes do autor relacionadas ao tema desse trabalhe

Intreducio

Este anexo apresenta copias de dois dos principais trabathos publicados pele autor

relacionados ao tema dessa tese.

O leitor pode, por meio da consulta desses trabalhos, ter uma explicagio objetiva e
sucinta dos temas abordados , uma vez que os artigos requerem essa objetividade. Espera-se,
com isso. fornecer um subsidio a mais ao entendimento desse trabatho, assim como facilitar a

busca por algumas referéncias do autor.
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Abstract

The need for fast and precise robots in the industrial environment, capable of attending the
productivity and quality demands and that allow a high volume of work, needs the usage of
manipulators with flexible links. Besides this, aeronautic applications demand the usage of long
and thin arms, which leads to remarkable structural changes. Therefore, the development of
manipulators with structural flexibility and its automatic control has become an important
research area.i469n The main goal of this work is to model the dynamic behavior of flexible
manipulators. 1t is also presented a comparative study with rigid robots. It is possible to use

the model for computer simulations to aid the development of efficient control.

Key Words: Robotics, Dynamic Modeling, Nonlinear Dynamics, Industrial Robots

1. Introduction

Most of the industnial applications that involve a manipulator robot use rigid links. The
increase in the rigidity of the links has the main objective of avoiding structural vibration. For
this reason the manipulators are designed with over-dimensioned cross-sections in order not to

degrade the control accuracy.
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When flexible link manipulators are compared to rigid link ones, they need less material for
their fabrication, are lighter, faster, can handle larger loads, show less power consumption,
need smaller drivers and usually are easier to be transported.

Because of those reasons, the usage of manipulators with flexible links is directly related to the
optimization of the elements that comprise a robotics system.

1.1 Problem Description

A robotics manipulator is a mechanical device that has the function of positioning and orienting
its terminal element. This terminal element has the function of handling tools suitable to the
work to be performed. Two main parts are to be considered in the design of a manipulator
structure. The first part is the arm that comprises at least three degrees of freedom and is used
for the positioning of the concentration point and aiso for the orientation of the referential. The
second part is the wrist. It is normally constituted of three rotational degrees of freedom and
has the function of orienting the terminal referential.

Not considering the deformation of the joints, the degree of freedom related to the movement
of the base of the robot can be treated as rigid, as well as the three degrees of freedom related
to the orientation. By this way, one note that the flexibility of the system is related to the two
degrees of freedom related to the movement of the two links of the manipulator, as shown in

figure 1.

figure 1: links 2 and 3 {possible flexibility).
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For a flexible manipulator the structure presents a considerable flexibility and therefore an
efficient control sysiem must be developed. It is well known that in general a control problem
consists of the manipulator dynamic model formulationij This model is further used to
establish the control laws that provide the desired performance.

In this work the dynamic modeling is performed for a system that contains two flexible links
and two rotational joints. For the sake of comparison a rigid structure with two links and two
rotational joints is also analyzed. In this case two degrees of freedom are defined.

A convenient parametrization of the terms of the motion equations, which makes it easier to
compare the simulation results for the rigid and for the flexible system is also developed.

We outhne the fact that the motion equations are treated with all non-linearities taken into
account, without the usage of any simplifying linearization procedure, as found in most of the
works present in the literature. This linearization procedure may not to consider small
contributions of physical effects that are summed or superimposed and that may significantly
influence the system behavior.

For this reason, one of the tasks of this work is to treat the motion equations according to a
general approach, without simplifying linearizations, and to assess the system behavior through

controlled simulations.

2. Simulation and Results

This flexible system may be mathematically reduced to the rigid one by vanishing the terms
related to system flexibility, which characterizes the possibility of finding a frontier between
both systems.

With this fact in mind, mathematical simulations are performed according to the following
methodology:

* initially the rigid system is simulated in a separate manner;




* following, the flexible system is simulated with all its contributions taken into account;

* after that, the effects are individually and curnulatively subtracted and the system behavior is
analyzed,

* the effects are subtracted until the limit condition in which the flexible system is reduced to a
rigid one and the system response converges - as expected - for the case of the rigid system
modeled separately.

Some results are presented in this article correspond to simulations realized for the angular
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The other simulations may be found m [41.

3. Conclusion

The way i which the motion equations are treated in this paper may allow the
monitoring of each contributing factor for the system flexibility. The flexible manipulator
may be mathematically reduced to a rigid one by means of vanishing the flexibility related
terms. The same procedure may be extended to the simulations, which makes it possible to
find & frontier between both systems. It is also possible to consider the development of
controllers that compensate the physical effects - which in accordance to dynamic
simulations results is relevant for the system flexibility - in order to correct the response of

the terminal element of the manipulator with respect to the signals from the control system.
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Abstract

Many technical devices such a motors, generators, transformers, fusion reactors employ
elastic structures in magnetic fields. It has also been shown that flexible strucutures either
ferromagnetic material or carrving large currents can buckle in magnetic fields.

The buckled magnetoelastic oscillator might have technical applications in addition to
serving as a convenient laboratory model for the study of potentially chaotic motions.

A great number of researchers have studied non-linear differential equations exhibiting non-
periodic and bounded solutions. (see ref. [1,2;8-11])

In this paper we have examined the dynamical behaviour of a magnetoelastic system.

A continuum model based on linear elastic and non-linear magnetic forces is developed and
it can be reduced o a single degree of freedom oscillator, with the usage Lagrangian's
formalism and Galerkin's method.

We have investigated different situations. Some important and curios results have been
obtained.

An experimental apparatus is design in order to represent and to validate our theoretical

model.

Keywords: Non-linear dynamics, Chaos, Magnetoelastic Systems, Elastic Systems
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1. Introduction
1.1 Magneto-Llastic Mechanical Systenr

The magneto-elastic mechanical system is shown below in figures 1 and 2.

perodic
forcing !
B ] |
J— : beam
1
H

magnet = toagnet

Figure 1: Theoretical system Figure 2 : Experimental System
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A slender steel beam is clamped in 2 ngid framework. Two permanent magrets at the base
pull the beam in opposite directions. The magnets are so strong that the beam buckles to one
side or the other. Either configuration is locally stable. These buckled states are separated by
a energy barrier, corresponding to the unstable equilibrium m wich the beam is straight and
poised haifway between the magnets.

To drive the system out of its stable equilibrium, the whole apparatus is shaken from side to
side with an electromagnetic vibration generator.

For weak forcing, the beam is observed to vibrate slightly while staying near one or the
other magnet, but as the forcing is slowly increased, there is a sudden point at which the
beam begins whipping back and forth erratically. The irregular motion is sustained and can

be observed for a long time.

2, Theoretical Models

2.1 Magnetic and Elastic Energy

Magnetic forces in solid results from either interaction of eletric currents or magnetization
with external magnetic fields. In the present problem no eletric currents are present and
permanet magnets external to the beam create a static, inhomogeneous magnetic field. This
field induces a magnetization M per unit volume in solid. The steel beam can be modelled as
a soft magnetic material where M 1s proportional to the local magnetic field in the solid; i.e.,

- I + 15
M=l 4| — 1
|\(Z+l)]ﬂa M
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where:

U, is the magnetic permeability of a vacuum;

¥ 1is the magnetic susceptibility

The field B can be written in terms of the field B® produced by external magnets, and a field
produced by the magnetization itself, B'. If self-forces on the beam are neglected then the
external magnets produce both a force and moment distribuiton on the beam ( see ref. [10]
Jgiven by

F=M-VB° 2)

C=MxB" ()

These forces can be derived from a magnetic potential and therefore they are conservative.

Thus,
—_ 1 v no ¥
W=— |M-B° av 4

The existence of this potential - expressed as a volume integral over the beam - is important
for the dynamics and stability of the beam.

The non-linearities included in the analysis reflect the inhomogeneous nature of the magnetic
field B® and the magnetic force and couple.

The field shape B’ is to be evaluated in terms of the local x,y coordinates of the plate neutral

surface.
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If the x,y components of By are introduced, defined by Bo=Bgcosc and Bo,=Bosin o and the
local slope of the beam with the x axis by 6, then one can rewrite equation and the magnetic

energy potential then takes the form

W=—t["(B 1B, sin20 + B, cos26)ds ()
41’10#;—

where:
B, =(u, +1)(BZ, +B2); (6)

B,=2{u,-1)B,. B,,; (7)

BS :(Jur _1)( gx '-B(Jzy,)‘ (8)

Here the integration is carried out over the original length of the beam and B, , B2 and B;
are functions of the beam displacement .

The non-linear elastic forces are small even for the large displacements of the beam tip ( see
ref. [10] ). Moreover, if a single mode aproximation is made for the beam deformation, the

elastic energy can be write in the form

P :—ék ¥*+ (higher order terms) 9)
Thus, the potential for the elastic and magnetic forces will be

V=W+P (10)
2.2 Representative ordinary differential equations

With the usage Lagrangian's formalism we can write

L=T-(W+P) (11)

where T, W and P are kinetic, magnetic and elastic energies respectively.
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Beside this, in Galerkin's method a suitable set of (orthogonal) basis function ¢ .(x). which

satisfy the boundary conditions, is chosen and the unknown displacement, expressed as
Wx,0=3 a ()¢ (x) (12)
F=1

A typical choice for the ¢ ; In vibration problems are the normal modes of the associated

linear problem.
One then substitutes expression (12) into the equation of motion we can write the equation
of motion this system in the known and with the dimensionless form
E+8x—x+x’=F coswi (13)
where
& >0 is the damping constant;
F 1s the forcing strength

o is the forcing frequency
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4, Conclusions

In the picture 3, we can note that the solutions converge straightforward to periodic
solutions. There are two other limit cycles in addition to the shown here. There might be
others, but they are harder to detect. Physically, all the solutions correspond to oscillations
confined to a single well.

The aperiodic appearance in the picture 1, suggests that the system is chaotic, at least for
these initial conditions. Note that x(t) (distance) changes repeatedly and the particle crosses
the hump repeatedly, as expected for strong forcing. This example shows that at much larger
forcing, the dynamics become complicated.

The plot of (speed x distance) is messy and hard to interpret. This graphic is not a true phase
portrait, because the system is nonautonomous. It should be regarded as a two dimensional
projection of a three dimensional trajectory.

A careful analysis of the picture 4 show that after a chaotic transient, the solution
approaches a periodic state. Physically, this solution describes a particle that goes back and
forth over the hump a few times before settling into small oscillations at the bottom of the
well on the right.

In this paper, we have explored numerical simulations of forced vibrations of non-linear
strucutures in non-uniform magnetic fields, taking as a specific example the case of a
cantilever, inertially excited and buckled between two magnets. We have used the
Lagrangian formulation and beside this, the equation has been further simplified by taking a
single degree of freedom Galerkin approximation. However, this simplification can be

expected to vield reasonable results.
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We have observed some curios results and also that sometimes the system seems potentially

chaotic.
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