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Resumo

PEREIRA, Vilson Souza, Andlise de Vibracies de Placas Finas em Médias e Altas Frequén-
cias usando Métodos de Energia. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 2009, 179 p. Tese (Doutorado).

Neste trabalho, estudam-se os fenémenos de propagacio de ondas eldsticas em pla-
cas simples e acopladas e se propde uma meiodologia para analise do comportamento
vibracional médio em frequéncia-espago com o objetivo de identificar como as vibragoes se
propagam através dessas estruturas em médias e altas frequéncias. Para isso utilizou-se
de métodos de energia originados da Anélise de Fluxo de Energia (EFA) e que tém como
varidveis primarias a densidade de energia e fluxo de energia. Duas formmulagdes foram
usadas para resolver as equagdes diferenciais de energia aproximada derivada do EFA: o
Método dos Elementos Finitos de Energia (EFEM) e o Métado do Elemento Espectral de
Energia (ESEM). O Método do Elemento Espectral (SEM) foi uma outra formulacao esiu-
dada para resolver as equagoes diferenciais de propagacio de onda em placa fina, bem como
para validar a metodologia proposta. Diferentes tipos de acoplamentos foram investigados
e implementados tais como: placa-placa, placa com reforgo e placa com dano. Para isso,
desenvolveram-se relacies de acoplamentos que descrevem essas descontinuidades estrutu-
rais. Uma investigacdo experimental do comportamento vibracional de uma placa simples
e com reforgo fot realizada para verificar os resultados do ESEM. De forma geral, observou-
se que os resultados obtidos pelos modelos simulados apresentaram um comportamento

semelhante aos resultados encontrados experimentalmente.

Palavras chave: Fluxo de Energia, Propagacao de Ondas, Elementos Finitos de Energia,
Elemento Espectral de Energia, Placa, Detecgio de Fathas, Reforcadores, Relagses de Aco-

plamentos.
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Abstract

PEREIRA, Vilson Souza, Vibration Analysis of Thin Plates at Mid end High Frequen-
cies by Energy Methods. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universi-

dade Estadual de Campinas, 2009, 179 p. Tese (Doutoradoj.

In this research, propagation phenomena of elastic waves to simple and coupled pla-
tes are investigated and a methodology, based on energy methods, is proposed to predict
the space- and frequency-averaged vibrational response of these structures, at mid and high
frequencies. These methods, originated from Energy Flow Analysis, use as primary varia-
bles the energy density and the energy flow, which are parameters to vibrational analysis.
Two methodologies are used to solve approximated energy differential equations derived
from EFA: Energy Finite Element Method (EFEM) and Energy Spectral Element Mcthod
(ESEM). Another formulation the Spectral Element Method (SEM), is used to solve diffe-
rential wave equation of thin plates in terms of displacement, based on classical mechanics;
moreover this method is applied to validate the proposed methodology. Different disconti-
nued structures were investigated, such as plate-plate, reinforced plate and damaged plate.
To this purpose, coupled relationships that represent these discontimmities are developed.
An experimental investigation of vibrational response of a simple and rcinforced plate was
performed to verify the results of ESEM. The experimental results, calculated in terms of
cnergy variables, to both analyzed structures, showed a good agreement with the simulated

models.

Key words: Energy Flow, Wave Propagation, Fnergy Finite Element, Energy Spectral
Element, Plate, Damage Detection, Reinforced, Coupling Relationship
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Nomenclatura

Letras Latinas

2¢ - comprimento da trinca

D - rigidez a flex@o para uma placa homogénea
E - médulo de elasticidade ou modulo de Young
e - densidade de energia total

f - forca ou cargas

k - numero de onda

h - espessura

L - comprimento

p - poténcia

g - fluxo de energia

R - parte real de um ndmero complexo

S - 4rea da se¢do transversal
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V - divergentc

x - indicador do dano
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() - média temporal

* - significa o complexo conjugado

- representa a média espacial
Termos com Subscritos

A;, B, C;, D; - coeficientes complexos da solugo para ondas planas (i = z, ¥)
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¢y - velocidade de fase

¢, - velocidade de grupo

E, - médulo de elasticidade complexo E(1 + in)

£, - coeficiente de condugdo de calor

G, - modulo de cisalhamento

h. - coeficiente de conveccao

I, - momento de inércia de area.

I, é o momento de inéreia polar de massa.

Jy - momento de inércia polar de area.

k; - ntimero de onda na diregao (i = z,y)

Paiss - DOtENCia interna dissipada

Din - POténcia externa injetada

(@), - fluxo de energia da estrutura saudavel

{7) g - fluxo de energia da estrutura danificada

); - comprimentos de onda nas diregbes (¢ = 7, y)

ry; - coeficientes de reflexao

7;; - coeficientes de transmissio

0, - fungoes de forma de Lagrange
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Termos com Sobrescritos

€ - maxima deformacdc no ponto
{§) - média temporal do fluxo de energia

g - fluxo de calor
Notagoo indicial

L; - comprimento na direcao z,y e 2
M;; - momento de torgao
o;; - tensdo normal ao plano

7;; - tensdo de cisalhamento no plano
Representacao Vetorial

a - vetor dos coeficientes da solugio de propagacgao de onda
ag - vetor dos coeficientes da solugdo de propagacao de onda
ef,;l) - vetor de densidade de energia nas bordas

d - vetor de deslocamento

d®2} - vetor de deslocamento espectral nas bordas

(€;) - valores nodais elementares da densidade de energia

f - vetores de esforco

f*1) _ vetor dos esforgos espectrais nas bordas

G - matriz dos termos de propagacio da onda

H - matriz dos termos dos de propagacao

Hp - matriz dos termos de propagacao de onda

KV - matriz elementar do fluxo de energia,

pY - vetor das poténcias de entrada

q®!) - vetor dos fluxos de energia entre elementos

S(e1) _ matriz de rigidez dindmica espectral do elemento

Sg;l} é a matriz de rigidez dindmica espectral do elemento de placa com reforgo
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EFEM - Método dos Elementos Finitos de Energia {(Energy Finite Element Method)
ESEM - Método dos Elemento Espectral de Energia (Energy Spectral Element Method)
FEM - Método dos Elementos Finitos (Finite Element Method)

SEA - Anélise Estatistica de Energia (Statistical Energy Analisys)

SEM - Método dos Elemento Espectral (Spectral Element Method)

UNICAMP - Universidade Estadual de Campinas



Capitulo 1

Introducao

Estruturas tipo placas sio amplamente usadas em muitas aplicagoes nas diversas arcas
da Engenharia, tais como: automobilistica, aeroespacial, naval, etc. As placas sao corpos
s6lidos tridimensionais que apresentam uma particularidade de serem solidos limitados por
duas superficies planas, sendo as distdncias entre elas designadas por uma espessura, e
essa espessura considerada muito menor que as dimensdes das superficies. A modelagem
desses tipos de estruturas ndo é realizada de forma trivial, para tal sao usado conceitos da
Mecanica do Continuo, com os quais é possivel considerar comportamentos elasticos e nao
elasticos do material,

Atualmente, no campo de desenvolvimento de projetos estruturais, principalmente os
que utilizam placas, busca-se controlar niveis de ruido e vibragao excessivos a fim de propor-
cionar um ambiente que ofereca seguranga e conforto. Nesse sentido, conhecer e identificar
os caminhos da transmissao da vibracéo é um ponto importante para ajudar na predigéo e
controle de ruido e vibracao. Alguns métodos determinfsticos, tais como o Método dos Ele-
mentos Finitos (Finite Element Method - FEM), tornaram-se ferramentas numéricas bem
estabelecidas na previsio de vibragdes (Meirovitch, 1997; Cook et al., 2001). Esses métodos
sao razoavelmente efetivos na faixa das baixas frequéncias, especialmente quando técnicas
de ajuste de modelos, baseadas em dados experimentais, sao aplicadas. Para as analises nas
faixas das médias e altas frequéncias, onde o comprimento de onda é pequeno, a previsio de
vibragéo em estruturas usando FEM torna a solugao computacionalmente mais cara devido

a0 grande nimero de elementos requeridos para a solugéo do problema. Assim, métodos



que expressam a vibragio em termos de varidveis de energia como a Anélise Estatistica de
Energia (Statistical Energy Analisys - SEA} tém sido aplicados com sucesso na solugdo de
problemas na faixa das altas frequéncias. Proposto por Lyon (1962), o método consiste em
dividir a estrutura em um conjunto de subsistemas, que trocam energia entre si, e prever
o nivel médio de energia vibracional em cada um deles. Contudo, as variagtes espaciais do
nivel de energia dentro de cada subsistema ndo podem ser obtidas, pois o método fornece
apenas um nivel de energia para cada subsistema. Uma outra abordagem nesta diregao,
desenvolvido por Wohlever and Bernhard (1992) é a Andlise do Fluxo de Energia (Energy
Flow Analysis - EFA). Esse é um método analitico de energia, que tem como variaveis a
densidade e o fluxo de energia mecanica, os quais s@o modelados através de uma equacao
diferencial aproximada similar a de fluxo de calor em estruturas. Uma solu¢ao das equagoes
do EFA obtida através de uma aproximacgao pelo FEM foi desenvolvida por Cho and Ber-
nhard (1998), a qual é chamada de Método dos Elementos Finitos de Energia (Energy
Finite Element Method - EFEM). O método do Elemento Espectral de Energia ¢ um en-
foque recente proposto por Santos at al (2008), que usa técnicas matriciais similares as de
elementos finitos para a construgio de um elemento no dominio da frequéncia, cuja fungéo
de interpolacao é a solugao exata ou aproximada da equacao diferencial do EFA, que rege
o tipo do modelo. Este enfoque foi desenvolvido originalmente para modelos unidimensio-
nais tipo barra e viga e neste trabalho estd sendo estendido a um modelo bidimensional de
uma placa plana fina retangular tipo Levy. Um elemento espectral de energia para placas
finas é desenvolvido, bem como as relagbes de acoplamento para descontinuidade de placas
coplanares.

A inddstria atual vem incessantemente pesquisando novas ferramentas de engenharia,
com a finalidade de aumentar ainda mais a seguranga e a qualidade da vida humana.
Tal desafio tem levado a engenharia a enfrentar continuamente novos obsticulos. Recentes
avancos na tecnologia de materiais inteligentes, principalmente no desenvelvimento de soft-
ware, tém resultado em um renovado interesse no desenvolvimento de métodos avangados
de auto-diagndstice para quantificar a integridade e a confiabilidade de sistemas sem qual-

quer interagio do ser humano. No campo da dinamica de estruturas, o objetivo é reduzir



a interacdo humana quando se estiver monitorando a integridade de uma estrutura. Com
este objetivo em mente, muitos pesquisadores tem feito significativos progressos no desen-
volvimento de métodos que investigam o comportamento de estruturas, sejam elas barras,
vigas, painéis reforcados, placas acopladas e etc.. Além disso, a detecgio de danos em
estruturas é uma area que vem sendo bastante investigada, visando melhores metodologias
para diagnosticar e prever os danos estruturais (Dimarogonas, 1996; Arruda et al., 2007
Santos et al., 2008b).

No que diz respeito a anélise dindmica de estruturas com descontinuidades, como aco-
plamentos, reforcadores, trincas, etc., a avaliagio do comportamento da vibracdo pode ser
uma ferramenta para identificar essas descontinuidades. Sabe-se que a presenca de uma
descontinuidade em uma estrutura introduz uma variacio da flexibilidade local que altera
a sia resposta vibracional (Dimarogonas, 1996). Sendo assim, novas pesquisas abordando
descontinuidades em estruturas, principalmente a detecgdo de danos, tém se concentrado
em métodos que utilizam propagacéo de ondas em estruturas eldsticas, nas faixas de médias
e altas frequéncias {Krawczuk et al., 2004; Krawczuk et al., 2006).

Diante do exposto, fica claro que existe a necessidade de pesquisas direcionadas para o
campo de identificaciio de irregularidades estruturais. E ¢ neste contexto que esse trabalho
estd situado. No presente trabalho, modelos estruturais de placas com diferentes confi-
guragdes, sao implementados, testados e comparados com modelos numéricos e com dados
experimentais. Os modelos sdo resolvidos pelos métodos de energia (ESEM e EFEM) e
comparados com solucdes de referéncia como e o Método dos Elemento Espectral {Spectral
Element Method - SEM) e a solugio cléssica de placas (Superposigio Modal), sendo essa
fltima usada apenas para validar o modelo do SEM implementado. Todos os modelos sao

usados para determinar a propagagio da energia vibracional nas estruturas avalladas.

1.1 Motivacao e Objetivos

A andlise de estruturas através de métodos de energia é atualmente um tema de grande
interesse na area de Vibroactstica, devido & necessidade de se avaliar estruturas com dife-

rentes configuracdes quando em altas frequéncias, o que nao é uma tarefa simples. A difi-



culdade de se representar o comportamento dindmico de uma estrutura em alta frequéncia,
estd no fato de que com o aumento da frequéncia, aumentam também os modos de vibrar
da estrutura. Esse fato leva a necessidade de um grande esforgo computacional para re-
presentar o comportamento real da estrutura. Desta forma, os métodos de energia surgem
como uma solugao pratica para resolugio desse problema. Porém, os métodos de energia
existentes ainda nao foram suficientemente estudados de maneira a representar as diferen-
tes configuracgoes estruturais existentes. Assim, estudar e implementar métodos de energia
para a representacdo de configuragbes variadas de estruturas, bem como adequar novos
modelos de energia que sejam suficientemente representativos, de maneira a revelar o com-
portamento real das estruturas em altas frequéncias, sdo desafios atuais. Outro ponto a ser
explorado, trata-se da confiabilidade desses novos modelos. Para isso, é necessdrio validar
esses novos modelos de energia desenvolvidos com métodos ja consagrados na literatura, de
maneira a tornd-los confidveis de forma a despertar interesse comercial para implementacio
em programas comerciais, que trabalham com andlise dindmica de estruturas.

Neste contexto, esta pesquisa tem como proposta principal, estudar, desenvolver e apli-
car métodos de analises de energia EFEM e ESEM, para a solucao de problemas de vibragao
em estruturas tipo placa plana fina retangular com diferentes configuragdes. Sendo os ob-

Jetivos citados abaixo:

» Implementar a metodologia do EFEM para aplicagdo de modelos de placa plana fina

retangular.

® Desenvolver e implementar a metodologia do ESEM para estruturas tipo placa plana

fina retangular tipo Levy.

s Desenvolver as relagoes de acoplamentos para analise de transmissao de poténcia entre
estruturas tipo placa coplanares, incluindo descontinuidades - variagao de espessura,

reforco e trinca.

» Identificar a presenga de defeitos através de propriedades dissipativas, usando os

métodos propostos.



o Comparar as metodologias implementadas para placa simples, refor¢ada e trincada

com resultados experimentais.

1.2 Principais Contribui¢oes e Organizacao do Texto

O presente trabalho apresenta uma implementagido j& conhecida do EFEM para repre-
gsentagio de placas planas finas (Cho, 1993), a qual permite uma solucao aproximada da
metodologia de Andlise de Fluxo de Energia (EFA) utilizada como base no desenvolvimento
do trabalho. A relagio de acoplamento para placas colineares aplicada no EFEM, serviram
de base para o desenvolvimento das novas relagoes de acoplamentos propostas no trahalho.

Também, como contribuicio pode-se citar a implementacido da metodologia do SEM
para placas. Sendo que diferentes configura¢oes estruturais foram investigadas e implemen-
tadas - placa simples, acoplamento placa-placa com descontinuidade de espessura, placa
reforcada e placa com trinca. Essa metodologia serviu como modelo comparativo com os
restiltados dos métodos ESEM e EFEM.

Outra contribuicio foi o desenvolvimento da formulagio do elemento do ESEM para
aplicacdo em estruturas bidimensionais (placa plana fina retangular tipo Levy), a qual
caracteriza uma das contribuigdes originais da tese. Esse método teve como base a meto-
dologia do SEM e a equagdo de energia aproximada do EFA na sua implementagao. Com
essa metodologia é possivel observar o comportamento da densidade de energia e do fluxo
de energia na estrutura da mesma forma que o EFEM, com a diferenga de que no ESEM
com apenas um elemento espectral de energia jéd € possivel representar o comportamento
da energia vibracional da estrutura desde que néo haja descontinuidades na mesna.

Uma outra contribuicdo original, vem das formulagdes das relacdes de acoplamentos
para analise de transmissao de poténcia para estruturas com descontinuidades tipo reforco
e trinca. Através dessas relactes é possivel representar esses tipos de descontinuidades nos
modelos de energia desenvolvidos e apresentados no trabalho. Essas relagOes sao represen-
tadas por matrizes de junta, as quais sdo incorporadas nos modelos de energia.

Deteccéo de falhas em placas pelo EFEM usando o aumento do amortecimento interno

da estrutura gerado por uma trinca é também uma contribui¢do original do trabalho.



Através das variagdes das propriedades dissipativas da estrutura, foi criado um modelo
baseado no EFEM, que representa a presenca de um dano estrutural localizado. Com isso,
propoe-se uma forma de se identificar e localizar a presenca da trinca através de uma anélise
do fluxo da energia mecanica.

E importante ressaltar, que todas as andlises realizadas no trabalho representam o
comportamento da densidade e fluxo de energia mecéanica na dire¢do zy, ou seja, é possivel
verificar e observar o comportamento em toda a superficie da estrutura.

O presente trabalho estd organizado conforme descrito a seguir.

No Capitulo 2, apresenta-se uma breve revisdo da literatura a respeito dos métodos
de andlise de placas planas finas baseados nas formulacoes em deslocamento e energia
aplicados as bandas de médias € altas frequéncias. De uma forma geral, tentou-se dar um
maior enfoque aos métodos utilizados no trabalho e as principais contribuicoes existentes
atualmente.

O Capitulo 3 apresenta as formulactes dos métodos utilizados e proposto no trabalho.
A primeira formulagdo apresenta o EFA para placas planas finas e suas relacoes de acopla-
mento. Em seguida apresenta a formula¢io do EFEM incluindo as relagdes de acoplamento
para este método. Como terceira formulagio apresenta-se o SEM, o qual é descrito por
uma abordagem simples e direta, pois j4 existem na literatura varios trabalhos publicados
sobre o mesmo. Apresenta-se a construgdo da matriz rigidez de um elemento espectral de
placa com reforgo e trincado modelados pelo SEM. Essa formulacao se faz necessaria por
ser essa a base da metodologia ESEM e quase todos os tipos dos modelos estruturais estu-
dados sao originados no SEM. Na seg¢io seguinte, a formulagao do ESEM para placas planas
finas tipo Levy é apresentada, onde também sdo mostradas as relagdes de acoplamentos
desenvolvidas para este método.

O Capitulo 4 contém os resultados encontrados pelos métodos implementados no tra-
balho. Primeiramente sio apresentados todos os resultados encontrados para placa simples
utilizando todos os métodos investigados neste trabalho, seguido de uma comparagao en-
tre eles. A seguir, modelos com descontinuidades foram testados para diferentes métodos.

Modelos de placas com diferencas de espessura foram analisadas através do SEM, ESEM e



EFEM, j4 os modelos de placas reforgadas e placas com trinca foram analisados através do
SEM e ESEM. Os modelos acima citados, foram todos comparados ¢ analisados em vérias
faixas de frequéncias. Por ultimo, os resultados de placa simples danificada sao analisados
através do EFEM, apresentados e discutidos. Todos os resultados foram analisados em
faixas de altas frequéncias.

O Capitulo 5 traz resultados experimentais de uma placa simples e reforgada sendo que
esses resultados séo comparados aos resultados obtidos através do ESEM.

No Capitulo 6, apresentam-se as conclusdes do presente trabalho, bem como sugestoes

para trabalhos futuros nesta drea de pesquisa.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Na engenharia, muitas aplicacbes, como vibragdes em estruturas e modelos de cavidades
actsticas fechadas, abrangem modos de altas ordens que tém como distingao um com-
primento de onda muito pequeno quando comparados as dimensGes do problema, Neste
preambulo foram investigados alguns métodos que melhor se adaptam a essa caracteristica
para médias e altas frequéncias.

Sendo assim, neste capitulo, apresenta-se uma discussdo sobre varios metodos para
modelos vibracionais de sélidos eldsticos em médias e altas frequéncias. Serao abordados
alguns aspectos tedricos sobre métodos aproximados de energia, assim como as aplicagbes
e descricdes socbre acoplamentos utilizados nesse trab.alho} de maneira a situi-lo dentro do

contexto da pesquisa.

2.1 Analise Estatistica de Energia - SEA

An3lise Estatistica de Energia (SEA) proposta nos anos 60 (Lyon and DeJong, 1975),
é um dos principais métodos para andlise em vibragdo e acidstica em faixas de altas
frequéncias. No SEA, a energia de vibragéo comporta-se da mesma forma que a ener-
gia térmica. Entretanto, para relacionar 0 modelo térmico com a vibragéo, a energia modal
em cada subsistema é vista como uma medida de temperatura. Isso ocorre porque, quando
muito subsistemas sdo excitados em uma faixa de frequéncia, os fluxos de energia entre os
subsistemas sdo proporcionais & diferenca do nivel de energia modal nos subsistemas. No

primeiro trabalho publicado sobre o SEA (Lyon and Maidanik, 1962) os autores mostram



que a média espacial da energia de modelos individuais em um subsistema ¢ independente
uma da outra. Desta forma a energia total do subsistema é a soma das energia de cada
modelo. Devido ao fato do SEA abordar o modelo como sendo um conjunto de subsistemas
e cada subsistema possuir um tnico grau de liberdade, a utilizagdo do método demanda
wm baixo custo computacional, além de ter uma formulago simples e direta. Porém, uma
das dificuldades do uso de tal ferramenta estd na determinacfio dos fatores de perda por
acoplamento, ou seja, o quanto de energia é transferida entre dois subsistemas acoplados
sob vibragdo e também a deficiéncia nas faixas de baixas frequéncias, que resulta em mode-
los n&o muito precisos. Um outro ponto importante a ser ressaltado é que as respostas sao
valores médios aproximados obtidos estatisticamente. Entretanto, quando nos referimos a
sistemas de ordem elevada, as variancias sao também calculadas.

Diferentes abordagens ji foram feitas utilizando o SEA para predi¢do da resposta
dinamica de estruturas, relacionadas a problemas de vibragéo e acustica (Kishimoto et al.,
1995; Langley et al., 1997; Mace and Rosenberg, 1998; Hopkins, 2002; Mace, 2003; Ming,
2005). A aplicacdo do SEA tem sido investigada em estruturas bidimensionais, tendo como
ponto fundamental a obtencdo dos fatores de perda por acoplamento (Mace and Rosenberg,

1998; Ming, 2005).

2.2 Andlise de Fluxo de Energia - EFA

Analisar problemas em termos de energia e fluxo de energia tem como motivagao o tato
desses conceitos serem simples e facilmente interpretados fisicamente. Através da analise
do finxo de energia em estruturas, é possivel identificar os caminhos da propagagao de
energia e assim fazer mudangas apropriadas nos projetos para minimizar o nivel de energia
vibracional (Noiseux, 1970). Em suas anélises, Noiseux (1970) mostrou que, em altas
frequéncias, desconsiderar a influéncia dos termos de campo proximo no campo distante
néo acarreta erros significativos.

Uns dos primeiros trabalhos que utilizou o fluxo de energia como varidvel primaria foi
aplicado em vigas (Nefske and Sung, 1989). A analise feita pelos autores simplificava 0s

resultados obtidos pela andlise modal classica. Porém, esse trabalho possui algumas incon-



sisténcias com o modelo da mecanica cldssica {Bouthier, 1992). Wohlever e Bernhard (1992)
foram os primeiros a usar o método para derivar equacoes de energia que sao consistentes
com a mecéanica cldssica. Essa investigaco fol feita para barras e vigas, tendo como resul-
tado uma equacéio de segunda ordem que governa a distribuigdo de energia suavizada para
essag estruturas. Também foram investigadas relagoes de acoplamentos entre barras e entre
vigas, porém alguns pardmetros de densidade de energia no acoplamento néo foram comple-
tamente resolvidos (Wohlever, 1988; Wohlever and Bernhard, 1992). Dando continuidade
aos trabalhos inciados por Wohlever e Bernhard (1992), as relagdes de acoplamento foram
mais investigadas com o intuito de se entender melhor o comportamento da densidade de
energia nos acoplamentos {Cho and Bernhard, 1998). O comportamento do fluxo de ener-
gia em problemas de vibraco para estruturas bidimensionais foi primeiramente abordado
por Bouthier (1992), que investigou estruturas tipo placas finitas e infinitas, membranas
e cavidades acusticas. Para deducio da equacdo que governa a distribuicdo da energia
nessas estruturas, foram utilizadas relacSes de balanco de energia, dissipac¢ao de energia
e transmissdo de energia (Bouthier, 1992; Bouthier and Bernhard, 1995a; Bouthier and
Bernhard, 1995b). Porém, o estudo das relagbes de acoplamentos para essas estruturas so
teve infcio com Cho (1993), que investigou o comportamento do fluxo de energia em placas
coplanares. Para descrever o fluxo de energia no acoplamento, foi desenvolvido um modelo
de junta, composto pelos coeficientes de transmisséo e reflexdo de poténcia, que sao obti-
dos por uma andlise de transmissiao de ondas (Cho, 1993). Esse mesmo modelo de junta
serd usado na andlise de reforgadores e trincas, descontinuidades que serdo investigadas no
presente trabalho.

A propagacio de ondas longitudinais e de cisalhamento no plano em placas finas finitas
através do EFA foi abordada por alguns autores (Park and Hong, 2001; Moens, 2001). Park
e Hong (2001) investigaram o acoplamento dessas estruturas com angulacoes arbitrarias.
Para placas finitas acopladas com uma forga de excitagdo transversal, fol mostrado que
o0s niveis de energia da onda no plano séo maiores do que das ondas de flexdo para altas
frequéncias e alto amortecimento.

O EFA também foi aplicado para predizer a resposta vibracional de estruturas acopla-
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das do tipo placa-viga em médias e altas frequéncias (Seo and Hong, 2003). Os autores
observaram que a densidade de energia decai suavemente no espago e atenua nas jungoes,
enquanto que a intensidade do fluxo de poténcia {fluxo de energia), se dispersa pela placa
a partir da localizacdo do carregamento.

Uma abordagem mais geral dos modelos de fluxo de energia para estruturas simples,
como placas, membranas e campos aciisticos, pode ser encontrada em Ichchou e J ezequel
(1996). Nesse trabalho, os autores reuniram modelos de fluxo de energia para diferentes
configuracdes estruturais e trés formas de ondas foram estudadas: cilindrica, esférica e
plana. O modelo de energia proposto depende somente da velocidade de grupo, permitindo
assim o estudo de classes diferentes de sistemas vibracionais concomitantemente (Ichchou
and Jezequel, 1996).

Estudos fundamentais apresentados na literatura, (Carcaterra and Sestieri, 1995; Car-
caterra and Adamo, 1999) e outros, demonstram que a equagdo exata do fluxo de energia
em estruturas nao pode ser modelada diretamente por meio de uma analogia térmica.
Especialmente em problemas com mais de uma dimensao. Algumas criticas atingem as
hipGteses que necessitam ser adotadas na derivagdo do EFEM e outras tém sido expressas
sobre a validade deste enfoque. Entretanto, para todos os casos estudados neste trabalho,
sd0 verificados os efeitos das hipéteses e aproximagoes do EFEM e do ESEM sobre a regiéo
de validade dos métodos para os modelos de placas simples e placas com descontinuidades,

através de comparacdes com o método SEM e em alguns casos com a solugdo cldssica.

2.3 Moétodo de Elementos Finitos de Energia - EFEM

O Método de Elementos Finitos (FEM) é uma das ferramentas mais utilizadas na re-
solugdo de problemas de vibragao, visto que o método néo ¢é limitado pela geometria ou
variagdes nas propriedades do material, permitindo assim, anélise de problemas mais com-
plexos (Coook et al., 2001). Sendo assim, a utilizagio do FEM para resolver as equagdes
que governam a distribuicio de energia, formuladas pelo EFA, foi implementada para dife-
rentes estruturas (Bouthier, 1992; Cho, 1993; Bitsie, 1996; Han, 1999; Wang, 2000). Essa

metodologia foi denominada de EFEM, que tem como pontos principais: a derivagéo da
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equaciao diferencial de energia para diferentes tipos de estruturas bésicas (barras, vigas e
placas) e as relagbes de acoplamentos entre tais estruturas.

Nessa linha de pesquisa, Bouthier {1992) desenvolveu e solucionou um conjunto de
equacoes diferencias que predizem a densidade de energia e a intensidade em uma média no
espaco e tempo para placas e membranas. Para resolver essas equagdes deve-se considerar
um problema de valor de contorno em termos de varidveis de energia, tendo como condigoes
de contorno a energia e a intensidade da energia (fluxo de energia) (Bouthier and Bernhard,
1992).

J4 em relacdo as estruturas acopladas, Cho (1993) desenvolveu uma formulagao de ele-
mentos finitos que adiciona um elemento de junta no acoplamento de diferentes estruturas:
vigas acopladas em trés dimenstes (Cho and Bernhard, 1998), chassi de caminhao e placas
finas coplanares acopladas.

Para cavidades actsticas tridimensionais e interacido acustico-estrutural para placas,
o EFEM também ja foi utilizado (Bitsie, 1996) e, da mesma forma que em estruturas
bidimensionais, é assumido que o campo é dominado pela propagacdo de onda no plano.
Tendo sua aplicagdo particularmente relacionada a cavidades fechadas reverberantes, que
nao sejam dominadas por campo direto de uma fonte pontual. Uma outra abordagem
para interacio acistico-estrutural de placas foi feita por Wang (2000), que buscou uma
relacio entre os métodos SEA e EFEM para desenvolver uma nova aproximagao para
modelar a energia em altas frequéncias de sistemas acistico-estruturais. Nesse trabalho o
autor desenvolve uma técnica denominada EFEM? que redne as melhores caracteristicas de
ambos os métodos, SEA e EFEM. Também é discutida a aplicacdo do EFEM para placas
ortotrépicas e uma validacdo experimental é realizada com o EFEM para uma cabine de
caminhao.

O EFEM foi aplicado na investigacdo do comportamento vibracional que ocorre na
interacao entre um escoamento turbulento e estruturas flexiveis, para predizer a resposta
estrutural e a poténcia sonora irradiada pelas estruturas excitadas por escoamento. Como
exemplo o escoamento turbulento em superficies de contorno de painéis (Han, 1999). O

comportamento em altas frequéncias de estruturas tipo placas, quando em contato com
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fluidos densos, também foi estudada, sendo que os efeitos do carregamento do fluido sao
incorporados na derivacdo da equagio diferencial de energia formulada pelo EFA ¢ nos
célculos dos coeficientes de transferéncia de poténcia entre os membros da placa (Zhang
et al., 2003).

Moens (2001), em seus estudos, abordou dois aspectos do EFEM, um relacionado com
o uso pratico do método e outro que diz respeito & validacdo do mesmo. Para isso, acopla-
mentos de diferentes tipos de ondas entre estruturas compostas do tipo viga e a predigao
de ruido em cavidades fechadas de paredes finas foram estudadas e validadas experimen-
talmente. Os critérios de validacdo do EFEM sao bascados nos critérios empregados na
validagao do SEA. Testes numéricos foram realizados para placas e placas acopladas de
maneira a fundamentar esses critérios empregados na validacio dos modelos.

Mais recentemente, a detecgdo de danos em estruturas utilizando métodos de fluxo
de energia vem sendo estudado (Santos et al., 2008b). Nessas investigacles, os autores
levam em consideragao que qualquer modificagio estrutural local provoca alteragdes nas
propriedades de dissipagio. Assim, essas mudangas podem ser indicadas pelas diferencas
entre o fluxo de energia padrio de uma estrutura saudével com uma danificada. Com
essa metodologia os autores conseguem detectar e localizar o dano de forma eficiente em

estruturas do tipo barras, vigas e placas finas.

2.4 Método do Elemento Espectral - SEM

O Método do Elemento Espectral (SEM) é uma técnica relativamente nova, sendo
inicialmente investigada por Doyle (1997). O SEM possui uma leve semelhanca com o
Método de Elementos Finitos devido a sua metodologia matricial, porém a grande dife-
renca entre os métodos estd na matriz de rigidez elementar, que para o SEM é escrita no
dominio da frequéncia. A Matriz de rigidez é desenvolvida pela combinacio das condigoes
de contorno naturais dos deslocamentos nodais e das condigodes de contorno essenciais dos
esforgos nodais, aplicadas no elemento espectral (Lee, 2004). Um cutro ponto importante a
ser ressaltado é que, nao hé restrigao no tamanho do elemento, isso significa que um tinico

elemento espectral € equivalente a utilizar infinitos elementos finitos convencionais para
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representé-lo (Doyle, 1997). O método tem como base a solugao de propagagio de onda
que permite uma descrigao exata do comportamento dinimico das estruturas modeladas
pelo método. Com relagdo as descontinuidades estruturais, para a aplicagdo do método,
a estrutura € dividida em um ntmero de elementos, quantos forem as descontinuidades
existentes na estrutura.

Diferentes investigacdes utilizando o SEM em anélise de estruturas podem ser encontra-
das na literatura (Lee and Lee, 1999; Krawczuk et al., 2003; Donadon et al., 2004; Krawczuk
et al., 2006). Para anélise de estruturas uni e bidimensionais um maior detalhamento pode
ser encontrado em Doyle (1997) e Lee (2004). Lee e Lee (1999) propuseram um modelo
espectral de placa finita simplesmente apoiada. Os autores utilizaram o SEM na resolugao
desse modelo de placa, tendo como base a solugdo da equagao do movimento escrita como
sendo uma combinacéo de duas funcdes que representam a propagagdo de onda nas duas
direcdes ortogonais. Sendo uma das direcdes, resolvida atraves do SEM, isto é, impondo
o0s conceitos do SEM na construcio da matriz de rigidez dinamica global, eliminando-se
linhas e colunas correspondentes aos graus de liberdade, de forma a aplicar as condigOes
de contorno consideradas no modelo. E na outra dire¢do, a condicéo é imposta a partir
de uma solugio particular que satisfaz a condigao de contorno considerada. Essa forma de
lidar com essas condicdes de contorno pré-estabelecidas para modelos de placa, é conhecida
na literatura com teoria de Levy (Ugural, 1981; Szilards, 1974).

A presenca de descontinuidade em estruturas como reforcadores, trincas, diferencas
geométricas e de materiais, etc, € um ponto importante no que diz respeito a representagao
das repostas dinimicas das estruturas {(Dimarogonas, 1996). Assim, algumas pesquisas
atilizando o SEM vém sendo desenvolvidas com o intuito de representar essas imperfeicoes
estruturais (Palacz and Krawczuk, 2002; Krawczuk et al., 2004; Arruda et al., 2007; Santos
et al., 2008b).

Donadon et al. (2004) aplicaram o SEM para placas reforgadas retangulares, nesse
trabalho uma rigidez é introduzida no modelo como uma viga conectada & placa. Dessa
forma os efeitos do cisalhamento efetivo e do momento na extremidade da placa séo iguais

aos da viga. Quando comparado com o FEM a abordagem utilizada mostrou-se satisfatoria.
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s coeficientes de transmissao e reflexdo também foram obtidos para esse tipo de estrutura,
usando a formulagio de matriz de transferéncia tanto para a placa como para flexibilidade
da viga conectada (Arruda et al., 2007).

Palacz e Krawczuk (2002), para detecgdo de pequenas trincas em estruturas tipo barras,
desenvolveram um elemento espectral de barra com uma trinca transversal aberta. Sendo a
trinca representada por uma flexibilidade calculada através do teorema de Castigliano e as
leis da mecdnica da fratura. Como continuagio, essa abordagem também foi aplicada para
deteccio de danos em vigas (Krawczuk, 2002; Krawczuk et al., 2003) e placas (Krawczuk
ct al., 2004). De forma geral, todos os trabalhos utilizaram as diferengas apresentadas na
propagacio de onda entre as estruturas com dano e saudével, para identificar ¢ localizar a
trinca.

O SEM, por ser pouco afetado por pequenos comprimentos de onda, tornou-se uma
ferramenta muito importante para andlises dinamicas de estruturas em médias e altas
frequéncias {Doyle, 1997). Dentro desse contexto, o método vem sendo investigado por um
grupo pertencente ao DMC/FEM/UNICAMP que além do SEM, investiga outros métodos
considerados semi-analiticos. Sendo assim, diferentes trabalhos ja foram desenvolvidos
nesta drea e publicados na forma de dissertagbes e teses (Alves, 2001; Ahmida, 2001;

Albuquerque, 2005; Nunes, 2005; Santos, 2006).

2.5 Meétodo do Elemento Espectral de Energia - ESEM

O Método do Elemento Espectral de Energia {(ESEM) proposto por Santos (2006), tem
como finalidade prever respostas dindmicas de estruturas no dominio espectral em faixas de
médias ¢ altas frequéncias, tendo como varidveis primérias a densidade de energia e fluxo
de energia. O ESEM utiliza-se das mesmas técnicas do SEM, isto é, a mesma forma de
modelar uma estrutura na forma de elemento espectral usando uma formulacao matricial.
A metodologia do ESEM, que é similar ao SEM, parte da solucdo analftica da equagao
diferencial de energia obtida pelo EFA. Esse método tem como objetive, desenvolver um
elemento espectral de energia que permita a descri¢do aproximada da dindmica de pro-

pagacio de ondas nesse elemento, tendo como base a construgdo de uma matriz de rigidez
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dindmica de energia, que relacione os fluxo de energia aplicados a uma estrutura com as
densidades de energia resultantes, sendo essa matriz dada no dominio da frequéncia. Santos
(2006) investigou o comportamento do método para estruturas unidimensionais, com dife-
rentes tipos de configuracoes, tais como: conexdes entre barras, entre vigas com angulagoes
arbitrarias (Santos et al., 2008a) e estruturas danificadas (Santos et al., 2008b), obtendo

bons resultados quando confrontados com SEM e EFEM.

2.6 Consideracoes

Dentro deste escopo, o presente trabalho apresenta uma metodologia para estruturas
bidimensionais usando o ESEM com aplicacdes no campo das médias e altas freqiiéncias.
O método utiliza-se de modelos acoplados como placa-placa, placa-viga e placa danificada,
sendo que o modelo de placa-viga é usado para estruturas reforcadas

Aplicando o Método do Elemento Espectral de Energia, que tem como fundamento prin-
cipal a equacdo diferencial de energia formulada pelo EFA para modelos de estruturas bi-
dimensionais desenvolvido por Bouthier (1992), foi proposta uma implementagao numerica
no dominio da frequéncia. Com base nessa ferramenta numeérica de anélise, adaptou-se uma
metodologia que busca melhor representar a distribuigdo e o comportamento da energia vi-
bracional em estruturas que possuem descontinuidades em suas configuragdes. Tendo em
vista que, a principio o ESEM apenas foi aplicado em estruturas unidimensionais (Santos
et al., 2008a).

Nesta tese, 0 ESEM é testado sobre trés metodologias distintas: a desenvolvida por
Cho (1993) para placas coplanares, onde foram desenvolvidas relagOes de acoplamentos
nas juntas; a de placas reforcadas investigadas por Donadon et al. (2004) e Arruda et al.
(2007), que tem como fundamento as condigSes de esforgos da placa iguais aos aplicados
na viga e por fim, em estruturas danificadas modeladas por Krawczuk et al. (2004}, que
insere no modelo uma trinca, representada por flexibilidade adimensional. As duas ultimas
metodologias para representar descontinuidades em estruturas, utilizaram o SEM como
ferramenta de implementagao.

Dentro deste panorama bibliografico consultado, acredita-se que o conceito proposto
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nesta tese seja original, permitindo-se a conjuncéo do conhecimento desenvolvido pelos
pesquisadores referenciados ligados a drea de Vibroacistica Computacional, em médias e
altas frequéncias, com os conceitos abordados e discutidos neste trabalho para modelagens
de estruturas bidimensionais simples e com descontinuidades, tendo como foco a densidade

de energia e fluxo de energia como varidveis principais de andlise.
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Capitulo 3

Métodos de Energia em Placas

O presente capftulo mostra uma descrigio do desenvolvimento das formulagdes dos
métodos de energia e do método do elemento espectral provenientes da pesquisa biblio-
grafica. Uma revisdo das teorias é apresentada e alguns conceitos fisicos do comportamento
da energia vibracional em placas sio destacados. Uma nova formulagéo para placas tipo

Levy do Método do Elemento Espectral de Energia é proposta e desenvolvida.

3.1 Anadlise do Fluxo de Energia

Anélise do fluxo de energia (Energy Flow Analysis - EFA) é um método de energia que
tem como varidveis a densidade e o fluxo de energia vibracional, os quais sao modelados
de forma similar ao fluxo de calor em estruturas. Nesta se¢do discutiremos conceitos fun-
damentais do fluxo de energia de uma forma geral e as equagdes que descrevem o campo
de intensidade em qualquer meio continuo.

O principio da conservagio de energia é a base para formulacio da equagao diferencial
de energia. No SEA a vibragio é expressa em termos de energias armazenadas, dissipadas
e transmitidas em e entre subsistemas. J& o EFA utiliza-se do mesmo principio para um

volume de controle como o mostrado na Figura (3.1).
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O equilibrio de energia para um volume diferencial representado na Figura (3.1), é:

onde e representa a densidade de energia total instantanea (soma das densidades de energia
potencial e cinética por unidade de volume), p;, é a poténcia externa injetada ou aplicada, o
produto escalar V-7 é o divergente do fluxo de energia, que pode ser representado em uma,
duas ou trés dimensdes, dependendo da natureza do sistema analisado e pg.s € a poténcia
interna dissipada. As dimensdes da densidade de energia, fluxo de energia e as poténcias

injetada e dissipada dependem da natureza da estrutura, como resumido na Tabela (3.1).

Figura 3.1: Fluxo de energia em um volume de controle.

de
ot

= Pin — V- q—¢___ Pdisss

Essas dimensoes serao utilizadas em todo ¢ desenvolvimento do trabalhoe.

Tabela 3.1: Dimensoes das varidveis de energia

|

Estruturas
Unidimensionais Bidimensionais
Varidveis Barra | Viga | Placa | Membrana

densidade de energia (e) J/m J/m?
fluxo de energia (§) w W/m
poténcia (Pin, Pdiss) W/m W/m?

Para uma anélise de estado estacionario da propagacao de energia vibracional, a variagao

da energia no tempo, Equagdo (3.1) pode ser simplificada:
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Din = V- G+ Pdiss (3.2)

A poténcia dissipada representada na Equagdo (3.2), pode ser expressa em termos da
densidade de energia e e da perda devido ao amortecimento do meio. Como mostrado por
Bouthier (1992), a deformagio em um determinado ponto de um meio eldstico vibrando

harmonicamente no tempo, pode ser expressa como:
e (t) = écos (wt}, (3.3)

onde ¢ representa a maxima deformagdo no ponto e w ¢ a frequéncia circular.
A densidade de energia dissipada dentro de um perfodo de tempo de oscilagéo 7', mos-

trado por (Nefske and Sung, 1989) e (Cremer et al., 1988) é expressa da seguinte forma.:
t-lwi_r'
Ediss = / pdz'ssdt =K €27T??= (34)
L

onde E é a parte real do médulo de elasticidade complexo, E. = E(1 + i7).
Como resultado da Equacio (3.4), a média temporal da densidade de energia {poténcia
dissipada} é:

_ Cdiss _ Eé&m E&
<pdsss> - T — T - 9 W, (35)

onde { ) representa a média temporal. A densidade de energia potencial instantanea escrita

em termos da deformagao é dada por:

1 1

ep (t) = S Fe (t)? = e &2 [1 4 cos (2wt)] (3.6)
sua média temporal pode ser escrita como:
1.
{(ep) = A_LEG . (3.7)



Assim, quanto maior for o nimero de médias mais preciso serd o resultado da densidade
de energia.
Para uma anélise de campo distante (far field), as médias femporais das densidades de

energia potencial e cinética serdo aproximadamente iguais, logo
{ep) = {ec) . (3.8)
Assim, a média temporal da densidade de energia total é:
(e} = {ep) + {ec) = 2({ep) = - E&. (3.9)

Combinando as Equagées (3.5) e {3.9), obtemos a média temporal da poténcia dissipada

em um elemento diferencial para uma densidade de energia local como:

{Daiss) = wn {e} . (3.10)

A Equagao (3.10) representa a rela¢éo da perda de energia em um elemento diferencial,
no qual foi usado um modelo de amortecimento histerético onde << 1. A principal
aproximacdo utilizada na Equagio (3.10) é a aproximacio de campo distante. A Figura
(3.2) mostra os resultados de energia, calculados a partir da solugao cldssica do modelo de
placa fina (Apéndice A), para um exemplo de uma placa retangular (aluminio, L, = L, =
1.0 m, h = 0.002 m) simplesmente apoiada em todas as bordas com uma excitacéo pontual
no centro da placa. Estes resultados demonstram que as densidades de energia potencial e
cinética convergem para o mesmos valores, logo que se afastam do ponto de excitagao da

placa, demonstrando a validade desta aproximagao.
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Figura 3.2: Densidade de energia total, potencial e cinética sobre a diagonal em uma placa
quadrada simplesmente apoiada com excitagao no cenfro.

Substituindo a Equagdo {3.10) na Equagdo (3.2) e considerando a média temporal em

todos os termos, obtemos a equacio bésica de equilibrio de energia:

(pin) =V - {@) +wm (¢}, (3.11)

onde {§) é média temporal do fluxo de energia e {¢) é a média temporal da densidade de
energia.
Problemas estaciondrios de conducio de calor podemn ser expressos pela lei de Fourier

de fluxo de calor como:
3. = —&VQ, (3.12)

onde ¢, é o fluxo de calor, £ é o coeficiente de condugdo de calor, J é a temperatura
e o produto do V com um escalar é o operador gradiente expresso em uma, duas ou
trés dimensoes, dependendo da natureza do problema. Fazendo uma analogia com este
problema de conducéo de calor, a média temporal do fluxo de energia vibracional do EFA

pode ser representada da seguinte forma:

(@) =—€EV{e), (3.13)



onde £ é o coeficiente de propagacio do meio. A Equagdo (3.13) mostra que o fluxo de
energia ¢ proporcional em termos absolutos ao gradiente de energia, fluindo das altas para
baixas densidades de energias, similar ao que ocorre em problemas de condugao de calor.

Logo, a Equacdo (3.11), pode ser re-escrita da seguinte forma:

(pin) = —EV7 (e} +wn (e}, (3.14)

a qual é semelhante a equagio de condugdo de calor dada por:

(Do) = —EVQ + he (Q — Qo) (3.15)

onde p,. representa a poténcia de calor externa aplicada, £, é o coeficiente de condugéo de
calor, h, é o coeficiente de convecglio e Q, € a temperatura inicial do volume.

As relacdes encontradas nessa se¢ao como na Equacéo (3.14), podem ser utilizadas para
diferentes tipos de ondas em estruturas. Uma vez que o principal interesse desse trabalho é
investigar o comportamento da energia vibracional em estruturas bidimensionais, na segao
seguinte sera discutido a teoria cldssica de placas finas fazendo as devidas relagbes com o

EFA.

3.1.1 Anadlise do Fluxo de Energia em Placas Planas Finas

A teoria cldssica de placas planas finas, também chamada de teoria de placas de Kir-
chhoff, descreve o movimento fora do plano zy {out-of-plane) em relacdo a uma superficie
média de uma placa plana fina (Ugural, 1981), (Szilards, 1974). Aqui néo serd mostrado
o descnvolvimento completo da teoria cléssica devido a exististéncia de varios trabalhos
reportados na literatura, inclusive no préprio Departamento de Mecanica Computacio-
nal (DMC-FEM-UNICAMP) como os trabalhos de (Pereira, 1999), (Alves, 2001), (Nunes,
2005) e outros. Algumas hipétese para essa teoria sao assumidas, tais como: (i) a placa é
considerada isotrépica, homogénea com propriedade do material eléstico linear; (ii) a espes-
sura h é pequena em relacio as dimensdes da superficie média e o deslocamento w(z,y, t)

é pequeno quando comparado & espessura b da placa; (iii) um segmento de reta normal a
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superficie média antes da deformacio permanece reto e com 0 mesmo comprimento apds a
deformacio (ndo hé variagdes da espessura da placa); (iv) a tens@o normal perpendicular
a superficie média é desprezada. Baseado nessas hip6teses, a equagio de movimento pode
ser ohtida considerando um elemento infinitesimal no plano zy e adotando a formulagao
de Newton (Figura 3.3). Os somatdrios de forcas na diregdo z e dos momentos em relagao

aos eixos = € y sao dados pelas seguintes expressoes:

0@z aQyz . aZ’UJ(LE, Y, t)
oM., OM., ~
Bx + ay + QCCZ - 0
OM,. OM,, ~
Az + 5y + @y = 0, (3.16)

Figura 3.3: Equilibrio de esforgos em um elemento infinitesimal de placa fina.

onde f(z,y,t) é o carregamento externo, w(xz,y,t) é o deslocamento na diregio z, p é a
densidade do material, M;;(i = j = z, v} é o momento fletor em torno do eixo perpendicular
a0 eixo 1 sobre uma segdo normal ao eixo j, M;;(¢ # j = z,y) é o momento de tor¢éo em
torno do eixo i sobre uma secfio normal ao eixo perpendicular ao eixo j e Qi.(i = z,y) é a

forca de cisalhamento no plano perpendicular ao eixo i. A partir da distribui¢io de tensoes
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no elemento infinitesimal mostrado na Figura (3.4) obtém-se as expressoes dos momentos

e das forcas de cisalhamento como:

|
| o
l X
¥ o iE
xx\\ﬁ dz
YR B

| dx |

Figura 3.4: Distribuicio de tensdes em um elemento infinitesimal de placa fina.

h/2 R Sw
A/Ixx = —]: O'g_-_f_.-ZdZ =D (@ + ng-g—)

h/2
hi2 az,w a?w
M, = — de=D (Y 22
v ./_h,zz Tuy ( Oy v Oz? )
h/2 9w
Moy = - /_ Ttz = D=V g (3.17)

/2 .
Qa:z = f szdz =—D— (Vzw)

h/2 Oz
/2 5
Qy- = / Tyedz = —D— (V?w), (3.18)
—h/2 dy
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onde o;;(i = j = 2,y) € a tensdio normal ao plano perpendicular ao eixo 4 na diregéo j,
755(i,7 = x,9, 2) é a tensdo de cisalhamento no plano perpendicular ao eixo 4 na direcio j

e D é a parte real da rigidez a flexao complexa dada por:

E.R3

D,

onde v é o coeficiente de Poisson.

Substituindo-se as Equagdes (3.17) e (3.18) em (3.16) e levando em consideragao o
amortecimento histerético da estrutura, obtemos a equagdo de movimento de placas finas
COINo:

O*w (z,y,t)

4
[ 1 1 h
D.V*w (z,y,t)+p ETE

= fle.u.0). (3.20)

A solucdo da Equagdo (3.20), que descreve o deslocamento transversal da placa como

sendo uma superposicao de harmonicas, € dada por:
wiz,y,t) =Y _ W (z,y,wn) ™, (3.21)
onde,
W(x,y, ws) = We Hkemthy) (3.22)

W é a amplitude complexa da solugdo da onda plana e k;(¢ = z, y) é o niimero de onda na
direcio 1. Substituindo a Equagio (3.21) na Equagéo (3.20) com auséncia de carregamento,

quatros valores do niimero de onda %k podem ser obtidos através da solucdo de:

2

4 2 a2 _ phw
= = 3.23
K= (24 ) = P (3.23)

resolvendo para o nimero de onda &k obtém-se:
phw? 1

k=4 R — 3.24
D Y1+ ( )
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No caso de baixo amortecimento (n << 1), a parte real e imagindria de k sao dadas,

) E4,0;%w2 e n‘;pth_ 7,
ky & 4/ R ky & 41/ D= 4L1. (3.25)

A velocidade de fase ¢; é dada por:

respectivamente, por:

cp=— = {jwi—. (3.26)

Devido A velocidade de fase das ondas de flexdo ser uma fungéo da frequéncia circular
w, implica dizer que as ondas séo dispersivas. Logo, a velocidade de grupo ndo é igual a

velocidade de fase, e pode ser obtida por:

dw J oD
= —= = te. 2
%= T 2¢fw o 2¢¢ (3.27)

A solucdo da Equagdo (3.21) homogénea, pode ser escrita como:

w(z,y,t) = (Ape™®T + Bre™® 4 Che™ 4 Dye™?)

(Ao ¥ + Bye*vy + C e + Dye")e™, (3.28)

onde A, By, Cs, Do, Ay, By, Cy € D, representam 08 coeficientes complexos da solugao da
equacio para ondas planas, que dependem das condicoes de contornos e dos nimeros de
onda k, e k, da Equacdo (3.23). Em caso de baixo amortecimento, k, e k,, s20 expressos

da forma:

: T
ko 2k (1— z%), k, =k, (1— ai’), (3.29)

onde

phw

k2 + kD= (3.30)
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Os termos associados a A,, By, A, e B, na Equacdo (3.28) representam as ondas
propagantes nas diregdes de z e y, enquanto os termos associados a Cy, D,, C, e D,
representam as ondas evanescentes nas respectivas dire¢es. Para essa andlise considera-
se apenas a solugdo em campo distante, logo a expressido do deslocamento transversal de

placas finas torna-se:
T.U(l',’y,t) — (Ame-'ikma: + Bzeékxa:)(Aye—ikyy + Byeékyy)eiwt‘ (331)

Da Equacgdo (3.9) a média temporal da densidade de energia é a soma. das densidades

de energia potencial e cinética, neste caso teremos (Moens, 2001) :

D {|0?w]® |8%w|? L ORw 0Pt & |
h |Ow|?
+% ‘E , (3.32)

onde * significa o complexo conjugado. Considerando-se as rotacoes positivas no sentido
anti-horario, pode-se definir as seguintes varidveis de rotacdo em torno dos eixos z e ¥,

comao:

Ow dw

5 =g (3.33)

¢z =

As expressdes dos fluxos de poténcia nas direcdes ¢ e y de uma placa fina podem ser

expressas, respectivamente, por (Alves, 2001):

4y = _"Myyq-jy + Mya:qsa: - Qyzw- (335)

A média temporal dos fluxos de energia ativa podem ser obtidas expandindo-se as

Equagdes (3.34) e (3.35) em termos do deslocamento e tomando-se a sua parte real, como:
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1 d
=R D, ? ~\ T ey duat
(s { ( v a2 7 oy? | dxdt (=) 0xdy Oyot

Hw* & w *w] FPw* Fw Pw*
5 % B - . (3.36)

* 2an 200 2ok 2 2, ¥
() = %%{DC (%vzwagi - {‘;yf + yg; g;gt —(1-v) 3(1;5 %) } . (3.37)
onde R & parte real de um numero complexo.

Substituindo a Equacdo (3.31) nas Equagdes (3.32), (3.36) e (3.37) e assumindo um
baixo amortecimento (7 << 1) ndo se obtém facilmente uma relagao direta entre o fluxo
de energia e a densidade de energia. As expressoes obtidas a partir dessas substituicdes sao
simplificadas, negligenciando todos os termos de 1 de segunda ordem e superiores {Bouthier,
1992). No entanto, uma outra simplificacio é necesséria para se chegar a uma relacio mais
evidente entre o fluxo de energia e a densidade de energia. Essa simplificacdo tem como
finalidade eliminar os termos harménicos espaciais da solugdo (suavizagdo do resultado)

através da média espacial da densidade e do fluxo de energia obtidas por:

1 /x—t—%r— 'y+5§1
¢ = s dz dy, (3.38)
onde
2 21
Ay = —, Ay = —, (3.39)
fr Y by

¢ € a variavel da qual se deseja obter a média espacial, A, e A, s@o os comprimentos de
onda nas diregdes x e y, respectivamente, e ~ representa a média espacial.
Aplicando-se a média. espacial & média temporal da densidade e do fluxo de energia, e

fazendo-se as devidas simplificagbes obtém-se:

. hu?
(&) = (jkxf+1ky|2+zyk3(k;)*+2(1—u)|k$zcy| +’°D )
(|4 1Ay etz tbuns) 44 2| B, P e~ (Ens—kny)

+ |B$|2 |Ay|2 oMke1z—ky1 ) + |Bm'2 |By|2 e"?(kxlx"‘kyly))! (3.40)
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=Y

=)

H.
I

w
kot (2 + ko [kl + k] + (1= ) R )
(|A$|2 |Ay|2 e—ﬂ(kzm-i—kyly) + |Aa:|2 |By|2 e—ﬂ(kzlx—kyly)

_ |B;-;|2 \Ayiz e"?(kzlx—kyly) _ |Bx|2 |B.y|2 en(km1x+ky1y1), (3_41)

w

(124 82 Ry P vk (1 =) [eel?)

(@) = ky
(|Am|2 |Ay|2 o= (ka1othyiy) _ |A:_r']2 |By|2 o~ k=12 ki)

4+ |B:c|2 |Ay|2 en(kzl:c—kyay) _ |Ba:|2 !By|2 en(kwarkyry)). (3‘42)

Das Equacdes (3.40),(3.41) e (3.42) observa-se que as médias temporal e espacial do ve-
tor de fluxo de energia podem ser expressas pela fragao —cg /mw multiplicada pelo divergente
das médias temporal e espacial da densidade de energia (Bouthier, 1992), ou seja,

2
g

C

@ =-=2Vie. (3.43)

=

Similarmente aos problemas de condugao de calor, o termo —c2 /nw da Equagao (3.43)
é equivalente a constante de condutividade térmica.
Substituindo a Equacio (3.43) na Equagao (3.11), obtem-se a equagao diferencial apro-

ximada de energia para propagacao de ondas de flexdo em placas planas finas como:

2

—;—;vﬁ () +wn (&) = {Pin) - (3.44)

3.1.2 Acoplamento de Estruturas Simples

Estruturas complexas séo constitufdas através do acoplamento de diversos elemen-
tos estruturais simples, tais como barras, vigas, membranas, placas, etc. Na segao 3.1.1
discutiu-se a formulacio de uma estrutura simples para placa plana fina, onde foi assumido
que os diferentes tipos de onda presentes nessa estrutura estdo completamente desacopla-

dos entre si. Contudo, ao acoplarmos diferentes tipos de estruturas simples havera troca
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de energia entre os diferentes tipos de ondas presentes na estrutura complexa obtida. As-
sim, uma analise sobre a troca de energia nos acoplamentos de estruturas simples torna-se
necessaria.

Os parametros bésicos que descrevem a troca de energia entre estruturas 880 0s coefi-
cientes de transmissao de poténcia, os quais sao definidos como a relagfo entre a poténcia
da onda deixando o acoplamento com a poténcia da onda incidente. Um procedimento de
analise do comportamento do acoplamento em termos de densidade e fluxo de energia pode
ser definido em funcio do tipo de junta gerado pelo acoplamento das estruturas simples, ou
seja, um ponto, uma linha ou uma érea. Neste trabalho, as anélises restringem-se a. juntas
tipo linha geradas pelo acoplamento coplanar placa-placa, placa-viga, placa-trinca.

A forma da propagacio da onda em estruturas complexas estd diretamente ligada com
as variacoes da geometria (espessura, momento de inércia, 4rea da secdo transversal), do
material ¢ da orientacdo {(curva, L, T, Y, etc.) das estruturas simples que a compoem.
Fssas descontinuidades serdo denominadas nesse trabalho como “junta”. Em uma junta
a energia pode ser trocada entre diferentes tipos de ondas. Uma onda incidente em uma
junta ¢é geralmente refictida e transmitida em ondas de diferentes tipos.

Nesta secio apresenta-se um dos modelos de junta usado neste trabalho (Cho, 1993},
o qual consiste do acoplamento entre duas placas planas coplanares com materiais ou
espessuras diferentes (Figura 3.5). Estas descontinuidades geramn a propagacéo de um tnico
tipo de onda (transversal ou de flexfio) na junta. Assume-se também um comportamento

ideal do fluxo de energia na junta (sem dissipagao).

Figura 3.5: Acoplamento coplanar de placas: (a) finitas e (b) semi-infinitas.
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Em uma estrutura finita, modelada pelos conceitos do EFA, como a mostrada na Figura,
(3.5)(a) para o caso de duas placas coplanares acopladas, as ondas da placa 1 incidentes na
Junta produzirao ondas parcialmente refletidas na placa 1 e ondas parcialmente transmitidas
na placa 2. As ondas transmitidas atingirdo o contorno da placa 2, tomando-se nulas.
Este mesmo processo ocorrera com a primeira onda refletida sobre a placa 1, e o processo
como um todo se repetird continuamente enquanto a fonte de excitagdo injetar poténcia na
estrutura.

Para quantificar os efeitos superpostos de todas as ondas transmitidas e refletidas, o
comportamento da junta de duas placas finitas é descrito localmente por um modelo de
junta de duas placas semi-infinitas, onde a onda incidente em cada placa atua diretamente
sobre a junta (Figura (3.5)(b)). A onda incidente na placa 1 serd parcialmente transmitida e
refletida na junta e vice-versa para onda incidente na placa 2. Portanto, a onda propagando
para fora da junta na placa 1 pode ser representada como a soma das contribuigdes da onda
parcialmente refletida na junta pela onda incidente na placa 1 com a onda parcialmente
transmitida na junta pela onda incidente na placa 2. Comportamento similar ocorre com
a onda propagando para fora da junta na placa 2.

O fluxo de energia esta relacionado com a propagacio das ondas na estrutura. Assim
o fluxo de energia em cada placa pode ser representado em termos das suas componentes

que atuam na junta como:

(@) =@ — (@7, (3.45)

onde (G}, (i = 1,2) é o fluxo de energia na placa ¢ e ™~ indicam as componentes do fluxo de
energia associados as ondas que chegam e que saem da junta, respectivamente. Na Figura
(3.5)(b) é mostrado o direcionamento dos fluxos de energia em ambos os lados das placas
semi-infinitas, devido aos fluxos de energia incidentes na junta. Extraindo as relacbes dos

fluxos de energia do modelo, temos:

(@) ={@)” —{@)", (3.46)
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(@) = (@)™ —(@)". (3.47)

Devido a ondas incidentes nas placas 1 e 2, a relacéo do fluxo de energia e os coeficientes
de reflexao {ry;) e transmissio (7;;), sendo 4, = 1,2 como mostrado na Figure 3.5(h), é

dada da seguinte forma:

Gy =m{@)” +r (@), (3.48)

(@) =m2{@)" + 7 (@) (3.49)

Substituindo-se as Equagoes {3.48) e (3.49) nas Equagdes (3.46) e (3.47), respectiva-

mente, teremos:

(‘f}'—l) = (?°11 - 1) (ffl)Jr + Ta1 (@2>+ , (3-50)

By =72 (@) + (ra — 1) @) (3.51)

3.2 Meétodo dos Elementos Finitos de Energia

Nesta se¢io, falaremos a respeito do Método dos Elementos Finitos (Finite Element
Method - FEM) aplicado & equacéo diferencial de energia aproximada (Equacéo (3.44)). O
FEM, quando utilizado para resolver numericamente esse tipo de problema, é denominado
de Método dos Elementos Finitos de Energia - EFEM (Cho and Bernhard, 1998; Bitsie,
1996). Uma vantagem do EFEM é que podemos tratar de forma mais direta as geometrias
arbitrarias e as aplicagoes de efeitos localizados, tais como poténcias injetadas, trincas,

reforgos e cte.
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3.2.1 Formulacio do Elemento Finito de Energia para Placa Fina

A equagéo diferencial aproximada de energia para propagagio de ondas de flexdo em

placas finas pode ser escrita como:
—2LV? (&) —wn () + (pin) = 0. (3.52)

A forma fraca variacional para um elemento de placa no domfnio fisico é calculada da
seguinte forma: a Equacio (3.52) é multiplicada por uma funcéo teste p e integrada no
dominio do elemento 2¢. Aplicando o teorema do gradiente e do divergente, a forma fraca

variacional pode ser escrita como {Bouthier and Bernhard, 1992).

C; 2= = el __ — C£2.'f = /= el
[e(2v (& —onle) + (o) ) 42 = ﬁelw(n-%v<e>)dr

; f (¢ (i) ) dady =0, (353)

onde 7 & o vetor unitario normal ao contorno do elemento I'**. A média espacial e temporal
da densidade de energia para ondas de flexiio em placas finas podem ser aproximadas por

uma funcao bésica expressa da seguinte forma:

(& = Z (&) ©;, (3.54)

i=1
sendo que, {(€;) s30 os valores da densidade de energia a ser determinados e ©; sao as
funcdes de forma de Lagrange. Nesta investigagio, seram usados elementos quadrilaterals
de nove nés para interpolacio. Para essa aproximacio de elementos finitos, a aproximacao
dos residuos ponderados de Galerkin ¢ usada e a fungéo teste, @ é relacionada como (Cook

et al., 2001):

@ = O (3.55)



Substituindo as Equag¢des (3.54), (3.55) em (3.53), na qual o balango de energia é feito,

08 seguintes termos sao definidos:

2
ki;l} = /S;( 5 (%V@z : V@:_. + nw@ﬁ)j) dxd’t, (356)
<p‘i>{91J = L( 5 (<p?’n> 61) d;l:dy, (3-57)
2
@) = ?1{@1) 6, (n -V (g)) ar™, (3.58)

Esses termos podem ser representados por uma equacao matricial elementar, da seguinte

forma:

K(Dglel) = plet) 4 gleD), (3.59)

)Y i,j=1 2 3. ,9. (3.60)

Os termos das Equagdes {3.56}, (3.57) e (3.58) s&o calculados usando técnica de inte-
gracio numérica da quadradura de Gauss. Na Equacdo (3.59) o termo KV é a matriz
elementar do fluxo de energia, p®* é o vetor das poténcias de entrada, q**) é o vetor dos
fluxos de energia entre elementos e {(€;) sdo os valores nodais elementares da densidade de

energia.

3.2.2 Elemento de Junta para Placas Coplanares

Para problemas de fluxo de energia, as descontinuidades devido as propriedade fisicas
ou geométricas da estrutura fazem com que a densidade de energia seja descontinua. Entre-
tanto, com descrito por Cho (1993), relagdes de fluxo de energia e densidade de energia na

junta podem ser encontradas através de relagdes de transmissibilidade de poténcia (Secdo
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3.1.2). Essas relagdes sdo tnicas para cada tipo de configuragao estrutural e tipos de on-
das que se propagam na estrutura. Considere-se um caso de duas placas semi-infinitas
acopladas colinearmante como mostrado na Figura 3.6. Neste caso, pode-se pensar no
acoplamento como um elemento finito de junta com dois nés coincidentes, ou seja, um no
1 pertencente ao elemento de placa semi-infinito 1 coincidente com o né 2 do elemento de

placa semi-infinito 2.

R —
@) —= 1+ ®2 —@
-‘<qTf>'—_ ——r -

Figura 3.6: Comportamento do fluxo de energia em um elemento de junta.

Assim podemos interpretar a Equagéo (3.45) como o fluxo de energia na junta expressos
em termos das compomentes de fluxo que chegam (*} e saem () nos nés do elemento de
junta.

Os fluxos de energia positivo e negativo em cada nd, estdo relacionados com as densi-

dades de energia por (Santos, 2006):
(qi>+ = Cgi (é,-_>+ 3 (@) =cgle) - (3.61)
Substituindo as Equactes {3.61) em (3.50) e (3.51), teremos:

(@) = (rm—1)ca (él>+ + T21C42 <(§2)+, (3.62)

<qg> = Tlgcgl (él>+ -+ (?"22 — 1) ng (éz>+ s (363)
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agrupando as Equagoes(3.62) e (3.63) e escrevendo na forma matricial, temos:

() () e

De forma andloga ao fluxo de energia (Equagdo (3.45)), teremos para a densidade de

energia uma equagao similar dada por:
@) =@ —@", (3.65)

onde (&), (i = 1,2) séo os valores da densidade de energia nos nés : do elemento de junta.

Na junta, as densidades de energia nos nos 1 e 2 podem ser representadas, como:

(&) = (&) — &))", (3.66)

(B2 = (B2)” — (&2)" - (3.67)

Substituindo-se as Equagdes (3.61), (3.48) e (3.49) nas Equagdes (3.66) e (3.67), res-

pectivamente, teremos:

@) = (m-1E)" + 721% (&)", (3.68)
(&2) = 7'12% (él>+ + (rea — 1) <€2)+ : (3.69)

Agrupando as Equagdes (3.68) e (3.69) estas podem ser escritas na forma matricial

como:

ng

o ru—1) G eyt
(@)= ™ o [} -

C,gg
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Escrevendo o vetor {€;)* em funcdo de {;) na Equagio (3.70), e substituindo na Equagio

(3.64) teremos,

{ o } zﬁir_zz) [ f%;ifz o H o } } (3.71)
J

onde J € a matriz de junta para a propagacéo de ondas transversais entre dois elementos
de placa colineares acoplados.
A Equagdo (3.71) pode ser adicionalmente simplificada, usando-se as relacdes de reci-

procidade onde T3 = 751 e 711 = g, obtendo-se:

(@)= = {8} -

-

J

3.2.3 Montagem da Matriz Global de Fluxo de Energia

No EFEM a matriz global do sistema ¢é feita através da compatibilidade das varidveis
primérias (densidades de energia) e da continuidade das varidveis secunddriss (fluxos de
energia) nos nés entre os elementos. Dessa. forma, se 0s nds entre os elementos estruturais
bidimensionais acoplados néo corresponderem a uma junta ou descontinuidade, as varidveis
primdrias e secunddrias sdo continuas nesses nds. No entanto, se os nds entre elementos
corresponderem a uma junta, o fluxo permanece continuo enquanto a densidade de energia
apresenta uma descontinuidade. Assim, um procedimento especial deve ser adotado para
adicionar esse efeito da descontinuidade na matriz global do sistema. Para incorporar esses
efeitos da descontinuidade utiliza-se o elemento de junta {Secdo 3.2.2).

Da Equacéo (3.59) podemos escrever a equagio matricial do sistema global do EFEM

comao:

Ke=p+q, (3.73)

expandindo o lado direito da Equagao (3.73), temos:
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Ke=p+{.. ,q® q®", 1", (3.74)

onde,
T
a = {@".....@"}
. T
= {j{ oF (@™ arm, ... f @%ﬂm)dﬂml}, (3.75)
Tis) rim}
e
T
a0 = {@", @)

. T
_ {f egm-{—l) <Q>(m+l) dr[m-ﬁ-l)j ’¢ eglm-i—l) <q>(m+1) dr(m+l)} ,(376)
[{m+1} JTin+1)

sa0 os vetores de fluxo de energia para dois elementos adjacentes, m e m+ 1, de duas placas
acopladas. As fung¢oes de interpolagao utilizadas sdo de ordem n, a qual é compativel com
a ordem da interpolacdo do elemento de placa a ser utilizado.

Para o acoplamento de dois clementos de placa iguais, ou seja, sem descontinuidades, a
compatibilidade das densidades de energia e a continuidade dos fluxos de energia nos néds

inter elementos sdo mantidas por:

q™ + g =0, (3.77)

e® = glntl), (3.78)

Para o acoplamento de dois elementos de placa com descontinuidades, os nds da junta
inter elementos mantém a continuidade dos fluxos de energia, mas as densidade de energia
nao sdo mais compativeis. Logo, a continuidade do fluxo de energia ao longo da junta

é mantida pela Equagdo (3.77), onde da equagio matricial do elemento de junta para
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propagacio de ondas de flexfio em placas acopladas coplanares (Equacdo (3.72)) pode ser

{ q(m] }= Tanst1 C_E;m) _Cém—i—l) { e(m) } (3 79)
q(m+1) 2Tuun+1 _cgn) C_E;m+1} e(m+1) ’

- : - - - +1
onde Tymi1 € Tams1 S80 Os coeficientes de transmissdo e reflexdo de poténcia e cg,m) e c(;‘ )

re-escrita como:

sa0 as velocidade de grupo para os elementos m e m + 1,
Substituindo as da Equacdes (3.54) e (3.79) nas Equagdes (3.75) e (3.76), encontramos

a expressao matricial do fluxo de energia através da junta de dois elementos de placa como:

() Cém) Z (éj>{m) f @g@jdl—‘ — an-H) Z (éj)(m+1) jg @zejdr
q(m+1) - QTM T i . ? .
: —cm > (g™ j{ 0;0;dl + c+D 3~ ()Y j‘{ 0,0,dT
' =1 r =1 r
\ : y
(3.80)

As equacdes matriciais do elemento de junta, dada pela Equagéo (3.80), podem ser

substituidas no sistema de equagdes global (Equagéo (3.73)) resultando em:

Ke = p+4{... ,q(m),qf"""l),...}T

(@) N @D\ =
c 0,0.dI' -c f@i@-df :
Py foedr —y g ee, ;

Tom4-1
e(m—l—l)

o n 7
i -—Cgﬂ} Z: % ®1®Jdr Cém+1) Z f @;@Jdl“
j=1YT 4=1 9T

|
d
+

—

J
(3.81)

Passando-se os termos em e do lado direito da Equagao (3.81) para o lado esquerdo,

obtém-se a equacdo matricial do sistema como:
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K -Je=p. (3.82)

3.2.4 Detecgio de Falha Utilizando EFEM

A metodologia do EFEM para deteccao de dano, utilizada neste trabalho, consiste em
uma proposta original e tem como base a variagéo dos parametros relacionados & pro-
pagacio de ondas eldsticas em estruturas (Santos et al., 2008b). A presenga de uma trinca
em uma estrutura modifica seu padrio de dissipagio de energia. Como uma consequéncia,
estruturas trincadas podem apresentar valores de amortecimento localizados bem altos.
Testes experimentais tém mostrado que o crescimento e a nucleagao da trinca aumentam o
amortecimento estrutural, tornando este fenémeno util na localizacdo do dano. O fator de
amortecimento aumenta com a profundidade da trinca e em alguns casos seu valor pode ser
100% maior do que o amortecimento da estrutura suddvel. Nesta secao € apresentado um
enfoque para detectar e localizar falhas, o qual usa o conceito de variagao dos parametros
relacionados & propagacio de ondas em estruturas. Estas variagdes sao indicadas pelas
diferencas no padrao do fluxo de energia entre as estruturas sauddvel e trincada.

As alteracdes nas propriedades de dissipagio de energia devido a modificagtes locais das
caracteristicas da estrutura, produzirdo variacbes na sua densidade de energia (Equacéo
(3.44)). Sendo o fluxo de energia (Equagdo (3.43)) linearmente relacionado com a variagao
espacial da densidade de energia, podemos usé-lo como um indicador e localizador de dano
em estruturas. Assim, um indicador do dano pode ser definido como a diferenga entre os

fluxos de energia de uma placa saudével e danificada, o qual pode ser representado como:

X =1@s (@l (3.83)

onde, {§)g e (@), representam o fluxo de energia da estrutura sand4avel e danificada,

respectivamente. O pardmetro x € denominado indicador do dano.
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3.3 Método do Elemento Espectral

O Método do Elemento Espectral (Spectral Element Method - SEM), proposto por
Doyle (1997), tem como base o célculo dos deslocamentos da estrutura através da solucéo
analitica das equagdes diferenciais de propagacgio de onda no dominio da frequéncia usando
0 mesmo conceito matricial do FEM. Para estruturas simples, por exemplo, uma placa plana
fina com estrutura homogénea e espessura constante, apenas um unico elemento pode ser
utilizado para convergéncia da solucao. Desta forma um elemento espectral é equivalente
a um nimero infinito de elementos finitos. Para andlises em médias e altas frequéncias o
FEM requer modelos com grande discretizacio (cerca de 6 a 7 elementos/comprimento de
onda) para que as respostas dinfimicas da estrutura sejam convergentes. A medida que
ocorre o aumento da discretizagdo, o custo computacional aumenta gradativamente, nao
podendo ser realizada de modo indefinido. Por isso, o uso de elementos finitos para esse
tipo de andlise muitas vezes torna-se invidvel, sendo necesséria a utilizagdo de métodos
mals apropriados como: SEA, EFA, EFEM, SEM, etc.

Em estruturas bidimensionais, tais como membranas e placas, a formulagdo de ele-
mento espectral apresenta maior dificuldade, quando comparada aquelas das estruturas
unidimensionais como barras e vigas (Doyle, 1997} e (Danial et al., 1996). Para facilitar
a obtencio da matriz de rigidez dinamica da estrutura e as derivadas espaciais necessarias
para célculo das densidades e fluxos de energia, utilizou-se o programa de manipulacéo
simbélica Mathematica (Carmo et al., 2004).

Nesta secdo é apresentada a formulagio de elemento espectral de placa plana fina de-
senvolvida por Lee e Lee (1997). Neste trabalho, o SEM sera usado como referéncia para
a verificagdo dos métodos de energia implementados e proposto. Devido a sua solugao
dindmica ser obtida em termos dos deslocamentos, as densidades e fluxos de energia ne-
cessdrios para as comparagdes com os métodos de energia, sdo calculadas em termos das

densidades de energia potencial e cinética.
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3.3.1 Elemento Espectral de Placa Plana Fina de Levy

O elemento espectral de placa desenvolvido por Danial et al. {1996) e Doyle (1997), est4
baseado na teoria classica de placas planas finas (secao 3.1} aplicado & placas do tipo Levy.
A placa tipo Levy é uma placa plana fina retangular com duas bordas opostas simplesmente

apoladas como mostrado na Figura 3.7.

Figura 3.7: Placa plana fina retangulara tipo Levy.

Para facilidade de compreenséao a Equagao (3.20) é re-escrita aqui:

FPw(z,y,t)

atQ :f(l‘j yﬂ t)?

DV*w(z,y,1) + ph

A resposta dinamica pode ser obtida através de uma superposigao de harmonicas como na

Equacao (3.21), que é re-escrita aqui na forma espectral como:

TJU(LE, yﬂ t) = Z ?i) (xﬂ y? wﬂ.) eiwntﬂ
T

onde w (z,y,wy) é o deslocamento transversal no dominio da frequéncia, w, = n%r é a

frequéncia circular e T o periodo, o indice n sera omitido por facilidade de notagao.
Substituinde a Equacio (3.21} na Equagao(3.20) com a auséncia de carregamento, ob-

temos a equacdo homogénea do movimento para uma placa plana fina na forma espectral

(Doyle, 1997), como:
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Vi — k* = 0, (3.84)

onde

phw?
D.

k= (3.85)

O termo espectral b (z,y,w) pode ser representado pelo produto das solugdes de pro-

pagacio de onda nas duas direcoes ortogonais x e y (Lee, 2004} da seguinte forma:

(z,9,w ZX z,w)Y (y,w). (3.86)

Para o elemento de placa retangular tipo Levy (Szilards, 1974; Lee and Lee, 1999) a
fungio ¥ (y,w) que satisfaz as condigbes de contorno simplesmente apoiada em duas bordas

oposta de y = 0 e y = L, é uma soma de harmoénicas senoidais expressa por:
= sin(kyy), (3.87)
T

onde
k, = —. (3.88)

A solucdo na direcdo de z pode ser escrita como,

-~

X (z,w) = Age #0% 4+ Boe®e® 4 Che 1% 4+ D, ef". (3.89)

Substituindo-se as Equacdes (3.87) e (3.89} na Equacdo (3.86), e em seguida na Equagao
(3.84), obtém-se uma equagao caracteristica em % cujas raizes s&o os nimeros de onda &y

e k,o dados por:

ko1 = (/K% — k2, koz = 4/ K% + kL. (3.90)
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Logo, a Equagéo (3.86) pode ser re-escrita como,
Wz, y,w) = Z [Ase™™ + Boe™® + Che™ 2 4 D,e"**]sin (kyy) . (3.91)

A solugéo de propagacao de onda na diregdo z, Equagio (3.89), pode ser representada

como o produto de um vetor linha por um vetor coluna da forma:

X (z,w) = ga, (3.92)

no qual,
g = { e—'kalm eik‘.xg.ﬁc e—kﬂx e.k:,_g:.’: } 1 (393)
a={A, B, C. D, }. (3.94)

A representacao espectral do grau de liberdade de rotacdo em uma das bordas na diregao
r é obtida por:
- W (z,y,w)
qb:!: (xs Y, (JJ) = %
T

AxX T, W)~
- oYy ()
X

= é(z,w)Y (y,w). (3.95)

As condighes de contorno essenciais sio dadas pelo deslocamento transversal e a rotacao
para uma borda em uma determinada posigao z. Para um elemento tipo Levy nas posigocs
r=0ezx =L, odeslocamento e rotagao nas bordas 1 e 2 do elemento, respectivamente,

SRO eXpPressos comao:

Wy =d(z=0), ¢1=¢{z=0), (3.96)
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Wy =W (x=Ly), o=slr=0Ls). (3.97)

Substituindo as Equacdes (3.96) e (3.97) nas Equagoes (3.92) e (3.95), e escrevendo na

forma matricial, obtém-se:

w 1 1 1 1 A,

) 3 —iky ik — ko ko B;
S Y o-it1Le gik1Ls o—F2la kaLs C. (3.98)

bo ke~ Rils ki ethils  _paekels [ gkels D,

e, et ™ - ’ o
RICY H a
o1,

d®) — YHa, (3.99)

onde d®V é o vetor de deslocamento espectral nas bordas 1 e 2 do elemento (z = 0 e
z = L), H é a matriz dos termos de propagacéo de onda e a é o vetor dos coeficientes da
solucio de propagacéo de onda.

As condicdes de contorno naturais, impostas para a solugio da Equagao (3.3.1), séo
dadas pelo momento M, e pelo cisalhamento de Kirchhoff VM, 08 quais, para 0 modelo de
placa tipo Levy, em uma borda na posi¢éo x, podem ser expressos pot:

- oRTY S
wa = Dc |555 + VW:\

L RX NG

. . M 345 i
Ve = sz‘Jf‘a zy:_"‘Dnt:|:a_(w*"|'(2_u) aw]

Oy dz? dxoy?
L BX (XY
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Nas posicdes = 0 e & = L, os esfor¢os nas bordas 1 e 2 do elemento, respectivamente,

SA0 eXpressos como:

=V (z=L.), M=M.(z=1L). (3.103)

Substituindo-se as Equacdes (3.102) e (3.103) nas Equagtes (3.100) e (3.101), e representando-

as na forma. matricial, tem-se:

Vi B, B Ba ~B A,
My \ ¢ G 1 (2 Ca B, .
"‘/2 - Y DC _,ﬁle_ileI ,ﬁleélex _ﬁze—kng 62ek2Lg; C;[, (3]‘04)
Mo X —GeTils (ethls _(emRle  (heele D,
N i’ e ——
fe1) G a
ou,
Y = Y Ga, (3.105)

onde f°V ¢ o vetor dos esforgos espectrais nas bordas 1 e 2 do elemento (z =0ex = L;) e

G é a matriz dos termos de propagacao da onda, onde os termos 3 e { $30 expressos como,

By = ikl ik (2 —v)ki,

By = —iks +ik(2—v)ky,
Cl = k%—i‘f/kj?
(2 = —ks+ vk (3.106)

Combinando as Equacdes (3.99) e (3.105), obtemos a relagdo entre os esforcos e os

deslocamentos de um elemento espectral de placa plana fina, como:

el) _ —1 g{el)
et = GI(I) dted), (3.107)
S el
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onde 8*1) ¢ a matriz de rigidez dinamica espectral do elemento.
A resposta dindmica dos deslocamentos espectrais, nas bordas do elemento, sao obtidas

resolvendo o sistema de equacdes dado por:
AV = [§e0] 7 glen), (3.108)

A variacao da forga de excitagao pode ser representada por uma fungéo seno em termos
de k, na direcdo y (Szilards, 1974; Ugural, 1981). Esta representacdo leva em conta uma

forca na diregdo z e distribuida na direcao y como:

Ly

Z / fosin (kyy) dy. (3.109)

Retornando a Equacio (3.91), e combinando as Equacgoes (3.92) e (3.99), obtemos a

resposta dindmica do elemento espectral interpolada nas diregées x e y, como:

W (z,y,w) =y gHd® sin (k). (3.110)

3.3.2 Elemento Espectral de Placa Plana Fina de Levy Reforcada

Muitas estruturas em engenharia, tais como as estruturas aeronduticas, sao projetadas
utilizando placas finas que possuem vigas como reforgadores para fornecer maior rigidez
e resisténcia sem aumentar muito o peso final da estrutura cobtida. A placa reforcada
considerada nesse trabalho, consiste em uma placa plana fina retangular, & qual é fixada
uma viga em uma das bordas, que atuard como reforgador. Para estruturas dessa natureza,
encontramos algumas dificuldades no que diz respeito ao acoplamento dos modelos tedricos
da placa com a viga, uma vez que temos uma estrutura consideravelmente flexivel conectada
a outra relativamente rigida.

Para implementacio de reforcadores em placas pode-se usar dois tipos de modelos de
conexdo. O primeiro modelo considera que o refor¢ador estd elasticamente conectado &

placa (Gautier et al., 2003), enquanto o segundo modelo considera que o reforcador € uma
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viga que esta rigidamente conectada a placa (Ungar, 1961). Neste trabalho utilizaremos
a segunda abordagem, onde a forga de cisalhamento de Kirchhoff e o momento fletor na
borda da placa sdo iguais aos da forga cortante e momento fletor da viga (Donadon et al.,
2004: Arruda et al., 2007). A Figura 3.8 mostra o esforco de cisalhamento, @z, e momentos
fletores, M,, e M,, na borda de um elemento infinitesimal de placa, e os correspondentes
esforcos de cisalhamento e momentos fletores ao longo de um elemento infinitesimal de
viga em duas posicoes na diregao z. Na posi¢ao z = 07, antes da linha neutra da viga, os
esforcos e momentos da viga serdo iguais aos da placa, enquanto na posigao = = 07, apds

a linha neutra da viga, os esforcos e momentos serdo os da viga mais os da placa.

S
\
= -

XX

T | M\'_}' /

X 4
g_\'x x|,

= QJ.'Z \] '
L ox=0"

<

Figura 3.8: Equilfbrio para um modelo de placa com uma borda rigidamente conectada a
uma viga.

Devido a uma forca de excitagao transversal, as ondas geradas na placa sao de flexao,
que quando chegam na viga geram ondas de flexdo e torgao ao longo do comprimento. Da
Figura (3.8), podem ser escritas as equacoes do movimento da viga incluindo os esforgos e

momentos provocados pela flexao da placa, como:

Hw(y) 5 [ oM., ] [ oM,
EC[J—;—'—_L"U Sw - Qa‘z+ - - $3+—f52} ‘ e
s dl,ﬁ P (y) ay i Q dy " ’ ( )
9%0(; {
Gedy ) +Wzﬁjp9(y) = [ﬂ'{-’rr]x=0— = [ﬂ{m]mzul ) (3.112)

y?
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onde w(y) é o deslocamento transversal da viga, #(y) é o angulo de tor¢ao da viga, E. ¢
médulo de Young, I, é momento de inércia de drea, G, é o médulo de cisalhamento, Jj,
momento de inércia polar de drea, S é drea da segao transversal, p é densidade e I, é o
momento de inércia polar de massa.

Devido as condicoes de contorno naturais terem sido modificadas, a influéncia da viga
como reforcador pode ser introduzida na posicao x = 0%, obtendo-se o cisalhamento de

Kirchhoff e 0 momento fletor da placa com refor¢o da seguinte forma:

" I Pw o*w .
V(H] = . 2 ~ ?
e =0 [33:3 = o= ”)axay?} i oyt A, (3.113)
5 Pw  O*w P , _ Ow
AR _ ,2
M® = p, [_—8:?:2 - —511}2} - D200 w {JIP-GI' (3.114)

Observa-se que o elemento espectral de placa plana fina de Levy reforcada é na realidade
o elemento espectral de placa plana fina de Levy (Secao 3.3.1) alterando-se as condigoes de
contorno naturais na posicao onde esta localizado o reforcador. Assim, é possivel imple-
mentar reforcadores em ambas as borda do elemento espectral de placa plana fina de Levy
(Arruda et al., 2007).

Considere um elemento espectral de placa plana fina de Levy com um reforco situado

na borda 2 do elemento (x = L,) como mostrado na Figure (3.9).

Figura 3.9: Elemento espectral de placa plana fina de Levy com refor¢o na borda.

50



A condicoes de contorno essenciais nas bordas 1 e 2 sao as mesmas da placa sem reforco,
pois os deslocamentos da viga e da placa mantém as condigoes de compatibilidade. As
condicoes de contorno naturais na borda 1 mantém-se as mesmas da placa sem reforco,
mas na borda 2 serdo aquelas mostradas nas Equagdes (3.113) e (3.114).

Substituindo-se a Equacao (3.86) nas Equactes (3.113) e (3.114), obtem-se:

’ O° K P(XY SOV L m
l/jf) =-D.|Y 528 (2 — U)‘C)ELTUQ) + EI&XBU_‘{ —w?pSXY, (3.115)
y SR P P (XY . X

Nas posicao = = 0 as for¢as e momentos na borda 1 do elemento sao expressos como
mostrado na Equacao (3.102), enquanto na posigao x = L, as forgas e momentos na borda
2 do elemento sao agora expressos como:

g =V® (z=L1,), M=MB®@=L,). (3.117)

b -4

Substituindo-se as Equacdes (3.102) nas Equagoes (3.100) e (3.101), bem como as
Equacoes (3.117) nas Equagoes (3.115) e (3.116), e representando-as na forma matricial,

obtém-se:
£e1) = Y Gpa, (3.118)

onde feY) e a sio os mesmos vetores mostrados na Equagao (3.104) enquanto a matriz Gg

é a matriz dos termos de propagacio da onda do elemento de placa com reforgo dada por:

B1 —fB1 B2 -
8! €1 (2 SCZ
Ge=D —By+ i1 e—thilx A+ 6_1 etf1 L — 82 + ﬂ. e~ kala B2 + 2L ) gk2la
R = D. D. De D.
] : 82 ; _ . by ;
(_Cl _ ?I'D_ikl) e—th1la (_Cl . IU_ZCk]) etk Lo (_C? _ ?E‘i:k? e~ k2Ly (_CQ + .!D_ik,z) ehzla

(3.119)

onde 0s termos 0; e dy SA0 exXpressos como,
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& = ELk,—w?pS,

b = GLk)—uw’pl, (3.120)

Combinando as Equacoes (3.99) e (3.118), obtemos a relacao entre os esforcos e os

deslocamentos de um elemento espectral de placa plana fina com reforco, como:

D) — GRH1dY, (3.121)
\—\,-—/
B4
onde SE.fl) é a matriz de rigidez dinamica espectral do elemento de placa com reforco.
A resposta dinamica dos deslocamentos espectrais nas bordas do elemento, sao obtidas

resolvendo o sistema de equacgoes dado por:

4 — [85;1)} T plen) (3.122)

3.3.3 Elemento Espectral de Placa Plana Fina de Levy Trincada

Nesta secao, serao abordados conceitos relacionados ao problema de deteccao de trinca
em um elemento espectral de placa plana fina retangular de Levy. A presenca de uma
trinca (dano) em uma estrutura introduz uma variacdo da flexibilidade local, que altera
a sua resposta vibracional (Dimarogonas, 1996). Por exemplo, o comportamento de uma
estrutura que contém uma trinca esta relacionado a sua rigidez, que varia em funcao das
caracteristicas da trinca, tais como, profundidade, modo de abertura, orientacao dos es-
forcos, etc. O método de detecgio de trincas utilizando o SEM, apresentado por Krawczuk,
Palacz e Ostachowicz (2002) tem como base a representagao da trinca por uma flexibilidade
introduzida no modelo espectral de placa. Essa flexibilidade é estabelecida pelo Teorema de
Castigliano e pelas leis da Mecanica da Fratura. Assim, sera apresentado de forma sucinta
o elemento espectral de trinca, uma vez que sua formulacao ja se encontra na literatura.

Segundo os autores, para o desenvolvimento do elemento espectral de placa com uma

trinca, algumas consideracoes devem ser feitas: a trinca fica aberta, é nao-propagante e esta
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posicionada transversalmente a placa como apresentado na Figure (3.10). O comprimento
da placa na direcdo = é L, e na diregao y é L,, com espessura h. A localizacao da trinca
¢ dada pela distancia L; tendo com referéncia a borda em z = 0 e o comprimento da
trinca é dado por 2c. O efeito da trinca é introduzido no elemento espectral de placa
trincado através das condicdes de continuidade da rotacao na posigao da trinca, de forma

a introduzir a descontinuidade na rotagao.

Figura 3.10: Modelo espectral de placa com uma trinca

Tendo como base o elemento espectral de placa plana fina, visto na Secao (3.3.1), os
deslocamentos espectrais para a placa trincada mostrado na Figure (3.10), assumem as
seguintes formas:

para lado esquerdo da placa, 0 <2 < Ly e 0 <y < L,, tem-se,
W (z,y) = Z [Ay1e7#07 + Byjeee® 4 Cypre ™ % + D,ye"% sin (kyy) ; (3.123)

e para o lado direirto da placa 0 < 2 < (L; — L1) e 0 < y < L, tem-se,
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i, (z,y) = Z [A:Ege—ik;u(Lﬁrr) e szeikzz(bwm} s Cjﬂe—krl(lfw.-r.) I ngek“'Z(L’+x)]Hi1'l (kyy) .

n

(3.124)

As constantes Ay, Bey, Cr1, Dat, Azo, Beo, Cro € Dyo podem ser calculados usando-se
as condicoes de contorno essenciais dadas pelo deslocamento transversal e a rotagao para
uma borda da placa em uma determinada posi¢ao x. Para um elemento de placa tipo Levy
trincado, os deslocamentos e rotacoes nas bordas esquerda (z = 0) e direita (x = L, — L)

podem ser escritos, respectivamente, como:

W= (x=L,— L), 3= (z=L,—L). (3.126)

As condicoes de equilibrio na posi¢ao da trinca, sao dadas da seguinte forma:

oW (z = L) = (z =0), (3.127)
MO (z = L) = M (z = 0), (3.128)
7D (g =L;) =V (z=0), (3.129)
o0 — ¢ = 9MY (z = Ly). (3.130)

onde. ¥ é a flexibilidade da placa ao longo da trinca, que serd abordado mais adiante.
Substituindo as Equacoes (3.125) a (3.130) nas Equagoes (3.123) e (3.124) e represen-

tando na forma matricial, tem-se:



(i) (A )
@1 B;::I
g [Hy o0 g‘”
$ V=¥ | Hy Hy | { 52 % (3.131)
U A:.':Z
0 H,
U e o Bm?
Wy Hr Ca2
L @2 ) \ D3 J
N —’ N’
dfey a
ou seja,
d*? = Hya, (3.132)

onde d®V) é o vetor de deslocamento espectral, a é o vetor de coeficientes da solucao de
propagacao de onda, Hy é a matriz dos termos de propagagao de onda do elemento espectral

com trinca e as submatrizes Hy. Hy, H3 e Hy sao descritas como:

1 1 | 1

Hl - _k:cl ff\;z _k:rl kﬂ (3.1.55)
g th=1la oikzali
| e (DOt ik + DAY~ (DAOR2, — ik + Dk)
3 - _D('.ewikrlLl (kgl + kz V) —Dce”"J'QLl (k:f? + AJjU)
—iD e *atln (f»ﬂ - k‘i(b’ = 2)) iD, e*=2lr ) (&52 — ﬁ;‘.;(u = 2))
e_kﬂLl ek;rng
e frilt (DK — kay — Dekiydv) - eFe2h1 (DdkZ, + kay — Dekydv)
Dyg~tak: U‘fl - k»ﬁ”) D eka2l (F{.'_'f:g - ﬁ;rﬁy)

D.e kalif (kil + k:,g(u - 2)) — D, eF=2lnf , (kfg - I;t;j(r/ - 2))
(3.134)

on
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—ike1L1 _eik:rQLl

—e
ie_”‘:“ Ly !1’31-1 —3 eikﬂf“l k-.r2
Hy = D, e k=111 (Fs:il - kgv) D etk=211 (kfg -+ k:ﬁu)
iD e~ a1l (kil — k;(u - 2)) —i D, etk=2lnk ., (kzig - k;(v — 2))
_eknln —gk=2ln
e—kzlﬂlkm —ekﬂl’l;ﬁ;g
D.e knln (k2 — k2)) —D, ek=2l1 (K2, — ﬁ;riv)

—D e kalaf (k'.:f_l + k;(.v — ‘2)) D ef=l1k (kﬁz + fitﬁ(u —2))

e—'i-km]_ Lz e'ikmng— e—k_-rl Lz ek;rzL:r:
___-f_e_'f-k.'rlLﬂ'.‘ k.‘l,‘] ie?:k:zE Ly k:\(:z _e_krr.l Ly k.bl ekIZJLI 'Ii‘:r‘Q )

H4=

(3.135)

(3.136)

As condicoes de contorno naturais siao dadas pelas Equagoes (3.100) e (3.101) para uma

borda da placa em uma determinada posicao z. Para um elemento de placa tipo Levy

trincado os momentos e esforcos de cisalhamento nas bordas esquerda (z =

(r = L, — Ly) podem ser escritos, respectivamente, como:

Vi = —V9(z =10), M, = -MY (z =0),

Vo=V (g=L,— L), My=MD(@x=L,—1IL).

0) e direita

(3.137)

(3.138)

Substituindo as equacdes Equacdes (3.137) e (3.138) nas Equacoes (3.100) e (3.101) e

escrevendo na forma matricial, obtém-se:

( A:l:l )
- B:]‘Il
1{1 O’rl
ﬁ.Il X Gl 0 Dm]
wo=re G et
:‘l}’z b ~ ’ B’:Q
e A Gr Chro
f(el] i sz )
a
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ou seja,

f1) — Gra, (3.140)

onde f(¢1) é o vetor de esforcos espectrais, Gt é a matriz dos termos de propagacao de onda

do elemento espectral com trinca e as submatrizes G; e G descritas na Equacao (3.139).

sS40 escritas como:

G, — | ~ta (k2 — K2(v —2)) koo (K2 — K2(v —2))
v —k2, — kv —k2, — kv
ko (K2, + k2(v = 2)) —kao (K2g + Ko (v = 2)) -
kil . k;l’/ kfz o k;v 3 (3.1—11)
G, — jekarlek (K2 — k2(v —2)) —ietrzlekyy (K2, — k2(v —2))
2 e theila (k2 4 hﬁu) etkazls (B2, 4 k2

—eg karlafe (k_ﬁ1 + k(v — 2)) ghr2lal o (;11;,.23 + k(v — 2)) g
e—ka1La U"i’/ o zgi) gkazLa (krgu —in?;fg) . (3.142)

Combinando as Equacoes (3.131) e (3.139), obtemos a relagao entre os esforgos nodais

e os deslocamentos nodais do elemento espectral trincado, dada por:

s .1};‘1 '
od
12 1 0
i Hl 0
Ml _p|® 0 g om | 494, (3.143)
v, 0 G, 0
4 0 H,
.-'“1’1(2 ~ " =] 0
St Wy
pr'l} \, (.62 J
h\/—/
d(el)

Devido aos termos nulos do vetor d'®*), as correspondentes colunas da matriz Sy serao

eliminadas, reduzindo a ordem de ambos. Assim, a Equagio (3.143) pode ser re-escrita

comao:
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1;;1 gD 512 ? (3.144)
J'IIAJIQ 6'52

N s \--N’_/
f(el} d(El}

] @ T ¥ i S . .
onde ng ) é a matriz de rigidez dinamica espectral do elemento de placa com uma trinca.
Os deslocamentos espectrais em funcio dos esforgos nas bordas do elemento podem ser

obtidos por:

-1
dle) — [Sg;n} fle1) (3.145)

Flexibilidade ao longo da trinca

Para andalise de propagacao de ondas em placas trincadas, o comportamento eldstico
da placa na localizacio da trinca pode ser considerado como uma flexibilidade local que
provoca uma variacio na rigidez ao longo da trinca (Krawczuk et al., 2004). A Figura
(3.11)(a) mostra uma placa plana elastica de espessura h e comprimento infinito contendo
uma trinca penetrando parte da sua espessura (Rice and Levy, 1971). A uma distancia
remota da posicio da trinca, a placa estd sujeita a carregamentos que geram flexao pura

em torno do eixo y.
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Figura 3.11: Modelo da trinca:(a) tensao em um sélido; (b) deformacao-plana em uma tira.

Uma analise exata do fator de intensidade de tensao ao longo da trinca é dificultada pela
natureza tridimensional do problema. Assim, uma anélise aproximada foi desenvolvida por
Rice and Levi (1972), a qual se aproxima da solugao exata quando o comprimento da trinca,
2c, é grande comparado com a espessura da placa. A aproximacao baseia-se fortemente
na conhecida solucao de uma tira trincada na borda em deformacao-plana como mostrado
na Figura (3.11)(b), sujeita a um momento M,, por unidade de comprimento na direc¢ao
da restricao da deformacao-plana. O aumento da flexibilidade devido a introducao da
trinca, a partir da solugéo da tira trincada na borda, é usada como uma base para a analise
aproximada da trinca. Observe que a configuracao de deformacao-plana na Figura (3.11)(b)
corresponde a configuracao da Figura (3.11)(a) no caso especial para o qual o comprimento

da trinca 2c¢ é infinito e a produndidade da trinca ¢ é constante.
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Neste trabalho, nao foi explorada a formulagao para obtencao destas relagoes de flexi-
bilidade. Assim, utilizaremos aqui a forma final da equacao de flexibilidade e suas funcoes
de correcio conforme apresentadas na referéncia (Krawczuk et al., 2004).

A flexdao em ambos os lados da trinca pode ser expressa da seguinte forma:

. 6h - - ;
U (y) = 7 b (y) (1), (3.146)

y

onde ay, (7) é o coeficiente de flexao da trinca, sendo este um termo adimensional e ¥ (7)
é a funcao de corre¢ao da flexibilidade.

O coeficiente de flexao pode ser representado pela rela¢ao abaixo:
a (7) = o, (9) ¥ (9), (3.147)

onde ay, (§) é o coeficiente de flexibilidade no centro da trinca e ¢ expresso da seguinte

formas

_— 1 [¢ 1/2 2 3
ag () = 3/0 [(%) (1,99—2;47 (%)+1297(%) — 23,117 (%)
A\\]’
g (g) )] d, (3.148)

onde ( é a profundidade da trinca, sendo vélida no intervalo de 0 < }E < 0,7 (Khadem and
)
Rezaee, 2000) e v (7) é a funcdo de forma da trinca dada por:
b (§) = e 1F-T0)el* /28 (3.149)
~ v~ Yo . o p ; ) - ¢ .
onde y = 0 Yo =1 é a posicao adimensional do centro da trinca e 2¢c = — € o
y Y Y

comprimento adimensional da trinca.

A funcao de correcao é expressa da seguinte forma:

2¢/h+ 3(v+ 3)(1 — v)ad[l — ¥(Y)]
2c/h+3(w +3)(1-v)a),

U (y) =
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3.3.4 Montagem da Matriz de Rigidez Global Espectral

A Figura (3.12) mostra a estrutura formada por dois elementos espectrais de placa
simples, com uma forca de excitagao aplicada nas bordas de conexao dos elementos. Devido
a condicao particular do modelo de placa tipo Levy, a aplicacao de forgas de excitagao e
a conexao entre elementos sé podem ser feitas nas bordas ao longo do eixo y, enquanto o

incremento de novos elementos s6 pode ser na diregao .

elemento 2

elemento |

Figura 3.12: Montagem de dois elementos espectrais de placa tipo Levy

A matriz de rigidez global do modelo mostrado na Figure (3.12) sem aplicar as condicoes

de contorno pode ser escrita como:

(VO ) Te® 2 s s 0 0 o o ][ @ ]
MY si) shy sy sy O 0 0 0 o’
Vi | [ sl s s 0 0 0 0 || e
1 1 1 1
| Vh 4= i s s s o oo | o, (a8
1[/:,“:{2 0 0 0 0 si7 83 Sj3 Sy Lo /2
N 0 0 0 0 s s sy osw || 62,
e 0 0 o0 o s s < || g
i ) Lo oo o o S aB]] G0



snd (el
onde s

) indica o elemento da matriz S na posicdo ij pertencente ao elemento espectral
el. Para os elementos dos vetores de esforco f e deslocamento d, o indice superior refere-se
a0 nimero do elemento enquanto o indice inferior refere-se a coordenada = da borda do
elemento espectral.

Aplicando as condi¢oes de contorno, de compatibilidade e de continuidade na borda de
conexao entre os dois elementos (z = L,/2), obtemos a matriz de rigidez global para dois

elementos espectrais de placa tipo Levy, de dimensoes © = L, /2 e y = L, com uma forga

de excitacao em r = L, /2, como:

) _ - T o w (1)
0 \ sl () e e 0 0 g,
2(1)
0 sfgll) s[;z} sgq) 3[2?1) 0 0 : )
o) @) _F D ) ), @ M, @ @ (2 o =
T O Sl U i 1 e O R A
: B t 5 i . A __ By 1
My s M; /2 =if) S41 S42 Sy ?_3)52] 844 ?:)522 5'{2&3} 5(231] PrL.12 = PL, /2
9 - y ~(2
: A S T B i
) T(2
; 0 J L 0 0 S Sy0 S43  Sqq d -5 Q[.f,)
f S d
(3.152)
ou seja,
f=8d. (3.153)

3.3.5 Analise de Energia pelo Elemento Espectral

Tendo em vista que a proposta do trabalho é observar o comportamento da energia
vibracional em placas planas finas retangulares, faz-se necessério o calculo da densidade e
do fluxo de energia a partir das varidveis de deslocamento e esforgos espectrais. Para tal,
basta transformar as equacdes de densidade e fluxo de energia, apresentadas na segao (3.1)
no dominio do tempo para o dominio da frequéncia obtendo-se, respectivamente,

1 [0%0 0% 0%wd*w* | 0% o0*w” " P Pt 1

= _D ; ; - = - = h A ik '\.-‘* 1
(e) 4 | 9z Oz? W y? Oy i Voz? EIE gl ~ p 520y 920y + 2 phw [
(3.154)
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2,5 2, ~ Dn Qo
(g.) = %?R {ich (—%v% 0 + la w40 wJ O gy JB o )} (3.155)

dx? yay2 oz 0xdy Oy
1. dn. ., [P0 O] o o*w ow* _
(@) =% {%‘"D" (_5_yv v [ag,ﬁ +”6z2] 5y T e an ) B9

O método espectral, apresentado nessa secao, servird de base na resolucao da equagao
diferencial de energia aproximada Equagéo (3.44). Tal método também serd aplicado nos
modelos de placas reforcadas e danificadas com o intuito de validar modelos que utilizam

o EFA como ferramenta na analise estrutural.

3.4 Método do Elemento Espectral de Energia

Método do Elemento Espectral de Energia (Energy Spectral Element Method - ESEM)
fol proposto inicialmente por Santos (2006) para estruturas unidimensionais tipo barra
e viga. O ESEM tem como base a metodologia matricial do SEM, aplicada na equacao
diferencial aproximada de energia (EFA), sendo sua solugéo ainda uma aproximagio quando
comparada. a solucdo exata do SEM. Um das propostas desse frabalhio é aplicar este conceito
para uma estrutura bidimensional (placa plana fina) expandindo os estudos sobre 0 ESEM

a outros tipos de estruturas.

3.4.1 Elemento Espectral de Energia para Placa Plana Fina de
Levy

A equacio diferencial de energia aproximada, para propagacio de ondas de flexdo em
uma placa plana fina retangular (Equagio (3.32)), pode ser escrita na forma homogénea

COINo:

2

_%v2 (&) (z,y,w) +wn (& (z,y,w) = 0. (3.157)

Simplificando a Equacéo (3.157), temos:
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V(&) -9 (&) =0, (3.158)
onde

W = (@)2. (3.159)

Cy

A solucio da Equacdo {3.158) pode ser escrita como o produto das solugbes de pro-

pagacio de onda nas duas diregdes x € y COmo:

€ (5, 9,w) = 3 X (@,0) Vi (2,0) (3.160)

Para um elemento de placa tipo Levy (Szilards, 1974; Ugural, 1981}, a fungéo Y (z,w)
que satisfaz as condigdes de contorno de fluxo de energia nulo na diregao y ¢ uma soma de

harmonicas do tipo cosseno, expressa por:

Ye (y,w) = Z cos (k,y) . (3.161)

A solucdo de propagagio de onda da densidade de energia vibracional na dire¢do z pode

ger escrita como:
Xg (z,w) = Ge"8% + Hye™*5 7, (3.162)

onde o niimero de onda kg é a raiz da equacao caracteristica obtida através da substituigao

das Equagdes (3.161) e (3.162) nas Equagdes (3.160) e (3.159), obtendo-se:

ki = /U2 + k2. (3.163)

Logo, a Equacao (3.160) pode ser re-escrita como,

ey (z,y,w) = Z [GIekE‘r + H,e "2 cos (kyy) - (3.164)

T
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A solugéo de propagacéo de onda na diregdo = (Equagio (3.162)), pode ser representada

como o produto de um vetor linha por um vetor coluna da forma:

Xg(z,w) =grag (3.165)

no qual,
gp=1{ fs® e7hET | (3.166)
ap={G, H. } . (3.167)

A condigdo de contorno essencial é dada pela densidade de energia da borda da placa em
uma determinada posigio z. Para um elemento tipo Levy nas posicoes z =0 ez = L, as

densidades de energia nas bordas 1 e 2 do elemento, respectivamente, sao expressos como:
@) =@ @=0), (&)= @=L (3.168)

Substituindo as Equacdes (3.168) nas Equagdes (3.165) e (3.160), e escrevendo na forma

{ gg }zYE l e’“iLI e—klﬁbm ] { ﬁj } (3.169)

matricial obtém-se;

e o — o N, e
eE;l) HE ag
ou,
efgl) = YEHEaE, (3170)

1 & o vetor de densidade de energia nas bordas 1 e 2 do elemento, Hg ¢ a matriz

onde eg’
dos termos de propagacio de onda e ag € o vetor dos coeficientes da solugao de propagagao

de onda.
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As condicoes de contorno naturais impostas para a solugéo da Equacio (3.157), sdo da-
das pelos fluxos de energia presentes no modelo de placa, os quais podem ser representados

para uma borda em uma determinada posigdo z, da seguinte forma:

@) = 2 2w (3171)
o gm0
Ly—
(q_‘ﬁo)ﬁ) &Lr) ={{,)
0 J }J ] g
0 =0

Figura 3.13: Condicdes de contorno naturais do elemento espectral de energia para placa
tipo Levy.

Assim, da Figura (3.13), observa-se que as condicoes de contorno naturals para uma

placa tipo Levy, nas posi¢des x = 0 e £ = L., sio dadas pelos fluxos de energia nas bordas

1 e 2 do elemento como:
(@) = (&) (x=0), (F)=1{G)(z=1Ls). (3.172)

Substituindo-se as Equacdes (3.172) na Equagdo (3.171), e representando na forma

matricial, obtem-se:

@)y | _ cikg -1 1 G,
{ <q_2> N YE\T}L{) —ekELT e_kELz | Hx (3173)
Cl,(cjl) dE ag
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on,
o = YpGrag, (3.174)

onde q(gl) & o vetor de fluxo de energia nas bordas 1 e 2 do elemento e Gg é a matriz dos
termos de propagacio de ondas.
Combinando as Equagdes (3.170) e (3.174), obtemos a relagdo entre o fluxo de encrgia

¢ a densidade de energia para um elemento espectral de energia como:

q = GgHZ' eV, (3.175)
N— —
K"

onde, Kgl) é a matriz de fluxo de energia do elemento.
A resposta dinamica das densidades de energia nas bordas do elemento sao obtidas

resolvendo o sistema de equagdes dado por:
el — [Kf‘*”} qv. (3.176)

A variagao da poténcia injetada pode ser representada por uma fungao cosseno (Wang,
2000; Cho, 1993) em termos de k, na diregéo y. Esta representagio leva em conta uma

poténcia injetada na diregio z distribuida na borda sobre 0 €ixo ¥, como:

2 Ly
pin (y) = ZE" /D Po cos (kyy) dy. (3.177)
n ¥

Retornando na Equacgio (3.164), e combinando as Equagbes (3.162), (3.170) ¢ (3.176)
obtém-se a resposta dindmica da energia vibracional do elemento espectral de energia in-

terpolada nas diregoes z e y, com:

€ (z,y,w ZgEH}El 1 cos (kyy) - (3.178)
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3.4.2 Montagem da Matriz Global de Fluxo de Energia

A Figura (3.14) mostra a estrutura livre-livre, formada por dois elementos espectrais
de energia simples, com uma poténcia injetada nas bordas de conexdo dos elementos.
Placas tipo Levy sé permitem injeciio de poténcia e incremento de elementos nas bordas do
elemento na direcao z. Para representar a poténcia injetada no modelo, se faz necessério

dois elementos espectrais de energia na direcéo z.

elemento 2

elemento 1

Figura 3.14: Montagem de dois elementos espectrais de energia para placa tipo Levy.

A matriz do fluxo de energia global do modelo da Figure (3.14), sem aplicar as condigoes

de contorno, pode ser escrita como:

<q‘1%é;} Y x5 0 o0 (élzg)

~ (1 1 =)

(@), \ _ | & & 0 0 (€2) 102 (3.179)
1\ (2) = 2) ) 2.y ’ '
(@i, 00 k%21) k%:?) (61>sz2

B — (2

(@) 0 0 ky ky 23}

1} - . . P ..
onde kf; }indica o elemento da matriz Kz na posicio ij pertencente ao elemento espectral
el. Para os elementos dos vetores de fluxo de energia qr e densidade de energia eg, o indice
superior refere-se ao nimero do elemento enquanto o indice inferior refere-se & coordenada

2 da borda do elemento espectral de energia.
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Aplicando as condicoes de contorno de compatibilidade e continuidade na borda de
conexdo entre os dois elementos (z = L,/2), obtemos a matriz de fluxo de energia global
para duas placas tipo Levy, de dimensdes z = L. /2 e y = L;, com uma poténcia injetada

em x = L;/2, como:

(fi‘_l)n(]l} k() iy 0 m(é])él) @
_ (1 _ (2 - _ (2
(@) + (@) = (o) = | K k&?fki? kii @)= (@) 1
~ 2 2 (@
(%)Eﬁzj P 0 k21) Ko | (%)E{,z) 5
de K ex
(3.180)
ou seja,
qz = Kgeg. (3.181)

3.4.3 Modelagem de Placas com Descontinuidade

Para a aplicacdo dos elementos de energia em placas que possuem descontinuidades
ou juntas, faz-se necessdrio algo que descreva o comportamento da energia vibracional
nas juntas. Os efeitos das descontinuidades da estrutura sdo introduzidos através de um
clemento de junta que acopla a propagagio das ondas cntre os elementos que compoem a
estrutura na descontinuidade. As relacoes de acoplamentos em uma junta placa-placa sao
dadas pela matriz de junta apresentada na Secao 3.2.2.

Considere os exemplos mostrados na Figura (3.15) de uma estrutura livre-livre com-
posta de trés elementos de placa tipo Levy coplanares acopladas. Os trés elementos tém
as mesmas propriedades do material e a mesma dimensdo na diregao y, L,, enquanto a
dimensdo na direcdo x sao diferentes, Ly, Ly e Lj, respectivamente. Na estrutura da Fi-
gura (3.15)(a) os elementos 1 e 2 tém as mesmas espessura, f;, enquanto o elemento 3
tem espessura hy. Nas estruturas das Figuras (3.15)(b) e (c) os elementos 1, 2 ¢ 3 tém a
mesma espessura, h;, enquanto Iia conexao entre os elementos 2 e 3 estd incluido o reforgo
e a trinca, respectivamente. As estruturas sio excitadas por uma poténcia injetada na

conexao dos elementos 1 e 2.
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clementa 3

I
el elemento 2
X o’
‘,_%
|

(8]

b

Figura 3.15: Estruturas coplanares com trés elementos espectrais de energia incluindo
descontinuidades: (a) de espessura; (b) de refor¢ador; e (c) de trinca.

70



O sistema matricial global do fluxo de energia que representa as estruturas da Figura

(3.15), sem incluir as condices de contorno, pode ser escrito como:

(@) [ R 0 0 0 o ][ @)
oy | [ n oo |

Jlapg V| 000 kg 000 e (3182
()} 0 0 &2 k) o0 o (85)¢
(@ )Er,:% 0 0 0 0 ki Kk (&1 )f:)

@) Lo 0 o0 0 W ]| @

Nas bordas livres das estruturas nao existem clementos conectados. Portanto, néo
ocorre a transferéncia de fluxos de energia nas bordas. Logo, os fluxos de energia nos
elementos 1 e 3 na posicio £ = 0 e ¢ = L3 sf0 iguais a zero, enquanto nas outras bordas

do contorno esta condigio j4 estd implicita na formulagio do elemento, assim temos;
— 4 (1 — (3
<E?1>((]) = <Q2>ED3} = 0. (3.183)

As conexdes entre os elementos 1 e 2 ndo apresentam nenhum tipo de descontinuidade,
logo nao correspondem a uma junta. Desta forma, aplicamos as relacdes de continuidade
do Auxo de energia e de compatibilidade da densidade de energia nas bordas de conexao

dos elementos 1 e 2 na posi¢do z = L,, como;
(‘52)5;1]) - <§1>_([,21) = (p?:ﬁ)ﬁ <é2>ft,11) = <él>.([r21) ) (3184)

As conexdes entre os elementos 2 e 3 apresentam uma descontinuidade {ou espessura, ou
reforcador, ou trinca) correspondendo a uma junta. Assim, uma matriz de junta deve ser
adicionada & matriz global na posigio desta conexao (Secdo 3.2.2). Neste caso, a equagao
matricial de junta para ondas de flexdo em estruturas coplanares (Equagdo (3.71)) pode

ser usada, a qual é re-escrita aqui da seguinte forma:

(2 . e £a)®
{E_jizga }=2,:;[fz; - ]{H(a } B.155)
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onde T3 e a3 s8o0 0s coeficientes de transmissdo e reflexdo de poténcia e ¢y e cy3 830 as
velocidades de grupo nos elemento 2 e 3, respectivamente.
Substituindo-se as Equagoes (3.183), (3.184) e (3.185), no sistema matricial dado pela

Equagio (3.182), e re-arranjando as equagoes, obtém-se o seguinte sistema:

- . i}
0 k%lli (1)k§2) 2) ((}2) ) Ol &)y )
(Pin) kyy  Kay + Ky kiy 0 0 (@ )(1) — (&)@
T 0 k(z) k(g) o T23Cg2 T23€C43 0 2 L1_ ) 1/r,
g - - . T23622T22 (33 2T%223(’ 3 {3) < (62>f§ (
0 ° ’ 2 T o, 2 ez,
0 0 0 1 K@ |\ (e2)1, )
(3.186)

O sistema matricial da Equagao(3.186) é resolvido para as densidades de energia em
cada borda do modelo. E importante ressaltar que o procedimento para montagem do
sistema matricial é simples quando comparado ao EFEM, devido & necessidade de utilizagao
de poucos elementos para modelar estruturas razoavelmente grandes em médias e altas
frequéncias.

Na formulaciao do ESEM para estruturas que possuam juntas, é necessaria a presenca
de relacoes de acoplamentos que sao representadas pela matriz de junta. Cada tipo de aco-
plamento apresenta uma condicdo de contorno caracteristica; sendo assim, o que diferencia
um acoplamento de outro sio os coeficientes de transmisséo e reflexdio que estdo ligados

diretamente as condicoes de contorno da junta.

3.4.4 Coeficientes de Transmissao e Reflexao de Poténcia

Nesta secao, serdo apresentadas as formulagbes para o célculo dos coeficientes de trans-
missao e reflexdo de poténcia para trés tipos de configuragdes estruturais de placas com
descontinuidades: de espessura ou de propriedades dos materiais; de reforco; e de trinca.
Para esse célculo dos coeficientes sfo utilizados estruturas semi-infinita coplanares conec-
tadas, sendo na conexfo entre as placas introduzidas as descontinuidades. Considera-se na
descontinuidade um tnico tipo de onda (transversal ou de flexdo) de propagagio. Assume-

se também um comportamento ideal (sem dissipa¢io) nas descontinuidades das estruturas.
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Para facilitar a compreensdo, a equacao cldssica para placas finas homogeneas (Equagéo

(3.84)) é re-escrita:
(VI =)o =0,

onde w é o deslocamento transversal da placa e V* é o Laplaciano Bi-harménico, represen-

tado da seguinte forma

& s
4 jmm
v ( 51 250207 3y4) j (3.187)

e k é o nimero de ondas de flexdo, dado por

w2ph 1/4
k= ( D ) , (3.188)
no qual,
Eh?
D=wa—m (3-189)

onde w ¢ a frequéncia circular, p é densidade do material, i é a espessura da placa e D é
a rigidez a flexao para uma placa homogénea.
O deslocamento transversal em uma placa com reflexdes de ondas nas bordas, ocasio-

nadas por uma onda de incidéncia obliqua nas bordas, pode ser representada como:

w(z,y) = Z W (z)e Husinén), (3.190)

A equacéo cléssica de onda para um placa fina e homogénea, pode ser separada em

duas equacbes diferenciais de segunda ordem, como:

(V2 + k%) in =0, (3.191)
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(V2 — k), =0. (3.192)

De modo geral, as ondas de flexio incidentes na descontinuidade resultardo nas ondas
propagantes que satisfazem a Equagdo (3.191), enquanto as ondas com decaimento no
campo préximo (ondas evanescentes) satisfazem a Equacéo (3.192).

Substituindo a Equagio (3.190) nas Equagdes (3.191) e (3.192), obtemos duas equagdes

diferenciais de segunda ordem da seguinte forma:

% + K21 — sin?(6,))Wi(x) = 0, (3.193)
d%;/—;(xl — k*(1 +sin?(6,))Wa(z) = 0. (3.194)

A solucio de propagacdo de ondas planas para uma placa plana fina retangular, devida
a uma onda incidente obliqua, é a soma das solugdes das Equagtes (3.193) e (3.194), a qual

pode ser escrita como:

Tf)(ﬂ;’, y) _ Z [Axle—ikzcos[ﬂl} + Bxle—km cos(f1) + Cmfleik:ccos(ﬂl) + D:clekwv 1+sin2(91}} e—ikysin(el).
n

(3.195)

A Figura (3.16} mostra uma estrutura composta por duas placas planas finas de Levy,
coplanares e semi-infinitas. As placas estdo conectadas ao longo do eixo y, em z = 0,
sobre o plano médio xy. As Figuras (3.16)(a), (b) e {¢) mostram conexdes caracterizadas
por descontinuidades de espessura ou propriedade dos materiais, de reforcador e de trinca,
respectivamente. A esquerda das estruturas (placa 1) propaga-se uma onda incidente de
flexao com amplitude A, a qual incide sobre a descontinuidade ou junta com um angulo
de incidéncia #,. Essa onda é parcialmente transmitida na placa 2 e parcialmente refietida

na placa 1.
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Figura 3.16: Acoplamento de placas semi-infinita com descontinuidades: (a) de espessura
ou propriedade dos materiais; (b) de reforgador; (¢) de trinca.

Para x < 0, o deslocamento transversal pode ser representado como:



’Iﬁ](;{.‘, 9‘) = [Amle—iklxcos(ﬁ]) + Cﬂez‘kﬂrcos((?l} 4 Dmlekm:\/ I+si|12(61)] e—ikyysin[ﬁ])_ (3.196)

Na Equacio (3.196), os termos dentro do colchete correspondem as ondas na direcao
z, enquanto o fora do colchete corresponde & onda que propaga na diregao y. O primeiro
termo, dentro do colchete, corresponde a onda incidente propagante, o segundo termo ¢ a
onda refletida propagante e o terceiro representa a onda refletida evanescente. Para z = 0,
a equacao do deslocamento possuird duas componentes, uma transmitida propagante e a

outra transmitida evanescente, dessa forma

lf‘z(J‘?}) = [Axge—ikzzcos(&z) ke Bmge—kga:\/li—siuz{oz}} t‘—ikyysil}((}z}‘ (3.197}

Para simplificarmos a Equacao (3.197), podemos representar o angulo de transmissao
em funcao do angulo de incidéncia ¢;. Assumindo que os senos dos angulos de incidencia e
transmissao sao diretamente proporcionais aos nimeros de ondas ou velocidade de grupos
em ambos os lados da descontinuidade (Lei de Snell-Descartes), as seguintes expressoes

podem ser escritas:
kysin(6;) = ko sin(6s), (3.198)

ot

sin(6,) sin(fy)

(3.199)

Cq1 Cg2

Substituindo a Equacao (3.198) na Equagao (3.197) que representa o deslocamento

transversal para z > 0, obtemos a seguinte expressao:

o2, 9) = |:Am2e~—ik1:c Z=s®(0)) | p o~ ﬂ-2+5i112(91)j| o—thuysin(®1) (3.200)

onde
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ks

= — 3.201
k-]j ( 0)

8}

A amplitude complexa da onda incidente A, é calculada a partir da expressao da média

temporal da poténcia injetada, dada por:

Uﬂz=é%{—ﬂﬂbgf+4wmaﬁ%%}- (3.202)

Fazendo D, real nas Equacoes (3.100) e (3.101) e substituindo juntamente com a com-

ponente da onda incidente da Equagao (3.196), na Equagao (3.202) teremos:
(P) = Dywk? | A |* cos® (61). (3.203)

Aplicando o principio de conservagao de energia na junta das duas placas semi-infinitas,

temos:
(P ine = (Plees+ Pirains (3.204)

onde a poténcia incidente é a soma das potencias refletida e transmitida. Dividindo ambos

os lados da Equacao (3.204) por (P),,. obtém-se:

<P> Lrans

(p) =T —|— T12- (32[]5)

ine

O coeficiente de transmissao de poténcia é a relacao da poténcia transmitida sobre a
incidente. Dessa forma, o coeficiente de transmissao na placa 2 devido a onda incidente na

placa 1 serd:

Dok | Ayo|? cos® (8
- 2k2]/-1£2|2cos‘( 2)1 (3.206)
D1k [ Aut| cos?(61)
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de forma analoga o coeficiente de reflexdo de poténcia é a relacao da poténcia refletida
sobre a incidente. Assim, o coeficiente de reflexao na placa 1 devido a onda de incidente

na placa 1 sera:

N7,

- |Ax1 |2.

(3.207)

11

As amplitudes complexas C1, D1, Ays € B,s, sdo determinadas aplicando-se as condicoes
de equilibrio na junta das estruturas de placas semi-infinitas.

Na junta da estrutura mostrada na Figura (3.4.4)(a), com descontinuidade de espessura
ou de propriedade dos materiais, devem ser impostas as seguintes condigoes:

de compatibilidade do deslocamento transversal,
W, = Wo; (3.208)

de continuidade da rotacao,

8??,-‘1 (j"lf}g !

otk (3.209)
no momento fletor,
Myz1 — Myzo = 0; (3.210)
e no esforco cortante de Kirchoff,
Vier — Vizz = 0. (3.211)

Substituindo-se as Equacoes (3.208) a (3.211) nas Equagoes (3.196) e (3.200), e escre-

1

vendo na forma matricial, obtemos o seguinte sistema de equacoes:

Hh. Xy = b: (3212)
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onde

i =,
H - —icos(f1) —4/sin? (1) + 1
A Dy (cos?(6,) + 11 sin®(61)) Dy (v sin?(;) — sin®(f;) — 1)
iD; (cos®(61) + sin®(01) (2 — v1) cos(61)) Dyy/sin?(6;) + 1 (sin®(61) (1 — 1) — 1)
i 1
—iy/a? — sin®(6;) —+1/a? + sin®(6)
—D, (a? +sin®(6;) + v sin®(6))) D; (a? +sin?(0;) — vasin®(61))
iDsy/a? —sin?(fy) (a® + (1 - vo)sin®(6y)) Day/a? + sin”(61) ((1 - vp)sin®(8;) — a?)
(3.213)
Axl
- —iAy; cos(6;) B
= A Dy (—cos?(61) — vy sin®(61)) ’ 2id)
iAy Dy (cos®(61) + (2 — vy) sin®(61) cos(61))
e
Crr,l
D, .
b= A;,,; (3.215)
B:;:Q

Na junta da estrutura mostrada na Figura (3.4.4)(a), com descontinuidade de re-
forcador, as condicdes de compatibilidade e de continuidade mantém-se as mesmas das
Equacoes (3.208) e (3.209), enquanto as condigoes de equilibrio de momento e de forcas

sao, respectivamente:
Moy — Myge =0, (3.216)
onde M,,, = M dado pela Equacao (3.114), e
Vit = Veza = 0, (3.217)
onde V., = l/a{i) dado pela Equagao (3.113).
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Substituindo-se as Equacdes (3.208), (3.209), (3.216) e (3.217) nas Equacoes (3.196) e

(3.200), e escrevendo na forma matricial, obtém-se o seguinte sistema de equacoes:

H.-%.=Db, (3.218)
onde
1 1
2 ik cos(01) ky/sinZ(61) + 1
E Dk? (cos?(f1) + vsin?(61)) DE? ((v — 1)sin®(61) — 1)
0.5:Dk3 cos(61)(—v + (1 — 1) cos(261) +3)  —0.707107Dk? (v — (v — 1) cos(26;) -+ 1)4/3 — cos(26;)
=1
ik cos(f)
k (—iw?I,pcos(fh) + Gidyk? cos(61) sin?(61) + Dk (—(v — 1) sin?(81) — 1))
—Elpkt sint(61) + Ippw? + i0.5Dk% cos(61)(—v + (v — 1) cos(261) + 3)
—1
k\/sing{ﬂl} +1
k (—J’ppwz V/sin2(61) + 1 + Dk (1= (v —1)sin?(81)) + GJpk? sin?(01)+/sin2(f1) + 1)
— BTk sind(61) + Ippw? — 0.707107Dk% (v — (v — 1) cos(261) 4+ 1) /3 — cos(26)
(3.219)
e
Axl
—iAz1k cos(f
X, = ki onlfn) (3.220)

Dszxl (0082(01) + USiHQ(BIJ)
—0.5iDk* A, cos(61)(3 — v + (v — 1) cos(26,))

Na junta da estrutura mostrada na Figura (3.4.4)(c), com descontinuidade de trinca,
as condicoes de equilibrio de compatibilidade (Equagao (3.208)), do momento (Equagao
(3.210)) e do cisalhamento (Equagao (3.211)) mantém-se as mesmas da descontinuidade
de espessura, enquanto a condicao de continuidade é dada pela Equacgao (3.130) re-escrita
aqui como:

Ow;  Ows

ox Oz

= I M,z1. (3.221)

Substituindo-se as Equacoes (3.208), (3.221), (3.210) e (3.211) nas Equacoes (3.196) e

(3.200), e escrevendo na forma matricial, obtém-se o seguinte sistema de equagoes:
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H, x; =Db, (3.222)

onde
3 1
ik cos(01) + DO (k% cos?(#1) + kZvsin®(61)) ky/sin2(01) + 1 — D9 (k? + (k2 — k2v) sin®(01))
Hf- = —D(k.z 5052(91}-',-};5:;51:12(91)) D(kz-i- (kz —kzi’) 31112{61]).
iDk cos(61) (k2 cos?(61) — k.ﬁ{u — 2)sin%(f1)) —Dky/sin?(61) + 1 (k* + (k‘! + kg(v — 2)) sin®(61))
1 1
—ik cos?(61) — —k(\k/zsinﬁ(gg) +k§ ) w )
—D (k% + (k2v — k%) sin?(61) D sin®(f .
—iDk+/ (‘05'251;}1} (k% cos?(61) — kZ(v —2) sin?(61)) —Dk+/sin?(61) + 1 (—k? — (k* + k(v —2)) sin?(f1))
(3.223)
e
A:cl ) )
) —An (ik cos(6;) — DV (k2 cos?(61) + kyv sin(6;))) (3.224)
= —A 1D U{‘z cos (61) + ’quf/SIn (91)) )

—i Az Dk cos(0;) (k* cos®(61) — kz(v — 2)sin’(61))
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Capitulo 4

Resultados Simulados

Neste capitulo, os principais resultados obtidos com os métodos de energia sao apresen-
tados e discutidos. Tais resultados sao provenientes de problemas de distribuicao de ener-
gias em estruturas bidimensionais em médias e altas frequéncias, baseando-se na evolugao
dos modelos de energia apresentados nesta tese, a partir de modificagoes em diferentes
configuragoes estruturais (placa simples, acoplamento placa-placa, placa reforcada e placa
danificada). O objetivo destas simulagoes é mostrar como ocorre a distribui¢ao de energia
nessas estruturas, ou seja, identificar como a vibragao esta se propagando pela estrutura
através da variacao da energia. Os casos simulados nesse trabalho dizem respeito aos mo-
delos de placa simples, placa com diferencas de espessura ou de propriedade dos materiais,
placa reforcada e placa danificada. Os modelos sao excitados por for¢as harmonicas trans-
versais, levando-se em consideragdo dois tipos de condigoes de contorno: de uma placa
simplesmente apoiada em todas as bordas e de uma placa apoiada-livre. A solucao modal
classica em deslocamento de uma placa simplesmente apoiada (Apéndice A) aqui denomi-
nada de método “EXATO”, e a solucao pelo Método do Elemento Espectral serao utilizadas
como referéncias para os modelos de energia discutidos nessa tese. Na primeira secao, é
avaliada uma estrutura de placa simples utilizando os métodos SEM, ESEM e EFEM, cu-
jos resultados de densidade de energia e fluxo de energia sao comparados com o método
“EXATO”. Na segunda secdo, as estruturas de placa com diferengas de espessura ou de
propriedade dos materiais, sdo analisadas em termos de densidade e fluxo de energia atraveés

do ESEM e EFEM, e confrontados com aqueles resultados obtidos por SEM. Também, sao
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discutidas as relacoes de acoplamento na junta. Na terceira e quarta secoes, sao apre-
sentados os resultados de densidade e fluxos de energia de placas reforcadas e danificadas
utilizando ESEM e comparando com SEM, respectivamente.

Os programas computacionais utilizados para obtengao dos resultados dos exemplos
modelados pelo elemento espectral, elementos finitos e a solugao modal classica de placa

foram implementados em ambiente Matlab®.

4.1 Exemplos para Placa Simples

Nesta secao serao apresentados os resultados para densidade e fluxo de energia para
uma estrutura de placa plana fina simples, obtidos a partir dos métodos “EXATO”, SEM,
ESEM e EFEM. A estrutura analisada estd mostrada na Figura (4.1)(a) para o modelo

estrutural e na Figura (4.1)(b) para o modelo equivalente de energia.

Figura 4.1: Estrutura de placa simples, simplesmente apoiada em todas as bordas: (a)
Modelo estrutural e (b) Modelo de energia equivalente.

As estruturas consiste de uma placa plana fina de aluminio com as seguintes proprieda-
des geométricas e mecanicas: dimensoes L, = L, = 1,0 m, médulo de elasticidade £ = 71
GPa, densidade p = 2700 kg/m?, espessura h = 0,002 m e fator de perda n = 0,05. O
modelo estrutural da placa tem condicdes de contorno simplesmente apoiada em todas as
bordas, com uma forca de excitacdo harménica pontual no centro da placa, com amplitude

unitéria. Para o modelo de energia essa condigao equivalerd a um fluxo de energia nulo
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em todas as bordas com uma poténcia injetada harmonica pontual no centro da placa. Os
resultados das densidade e fluxo de energia sao calculados para uma banda de frequéncia

de 1/3 de oitava com frequéncia central f, = 5,0 kHz.

4.1.1 Solucgao pelo Método “EXATO”

Conforme apresentado na Secao 3.1.1 a solugao para a média temporal da densidade
de energia dos métodos formulados em deslocamento, como o método “EXATO”, é a soma
das densidades de energia potencial e cinética. Assim, a distribuicao da densidade de
energia potencial e cinética na placa sao obtidas através da Equacgao (3.154), as quais
foram calculadas com m =n = 1,..., 150 termos da expansao da série. Os resultados do
deslocamento sao posteriormente interpolados com uma discretizagao de Ax = Ay = 0,01
m, nas direcoes = e y. Os resultados das densidades de energia potencial e cinética estao
apresentados na Figura (4.2). A Figura (4.3) mostra o resultado da densidade de energia

total (potencial + cinética).

80
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(b)
Figura 4.2: Densidades de energia pelo método “EXATO” para um modelo de placa sim-

ples, em uma banda de freqiiéncia de 1/3-oitava com f. = 5,0 kHz: (a) potencial; e (b)
cinética.
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Figura 4.3: Densidades de energia total pelo método “EXATO” para um modelo de placa
simples, em uma banda de freqiiéncia de 1 /3-oitava com f. = 5,0 kHz.

Os fluxos de energia sao calculados a partir das Equacoes (3.155) e (3.156). Os resul-
tados dos fluxos de energia estdo mostrados na forma das componentes x e y nas Figuras
(4.4)(a) e (b), respectivamente. Um diagrama da direcao e sentido dos vetores de fluxo de
energia est4 mostrado na Figura (4.5), tendo em vista a grande diferenca entre os valores
méximos e minimos do médulo dos vetores, nao é possivel construir um gréfico vetorial

cujo o resultado seja reconhecivel.

0.4- 0.4~

0.8 BT
;i 0.8
— 0.6
04 5~ —> 04

L, [m] g L, (m]
(b)
Figura 4.4: Fluxos de energia pelo método “EXATO” para um modelo de placa simples,

em uma banda de freqiiéncia de 1/3-oitava com f, = 5,0 kHz: (a) componente na diregao
z: e (b) componente na direcao y.
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Figura 4.5: Vetores de fluxos de energia pelo método “EXATO” para um modelo de placa
simples, em uma banda de freqiiéncia de 1/3-oitava com f, = 5,0 kHz.

Das Figuras (4.2) e (4.3) observa-se que a densidade de energia apresenta um pico
na posicao da forca de excitacao decaindo exponencialmente com um comportamento os-
cilatério para as bordas da placa. As componentes do fluxo de energia (Figuras (4.4))
apresentam dois picos simétricos em relagao a densidade de energia na posicao da forca
de excitacao decaindo assintoticamente para zero nas bordas da placa. Da Figura (4.5))
observa-se que os vetores de fluxo de energia indicam uma direcao e sentido regulares da
posicao da forca de excitacao para as bordas da placa, com o embaralhamento dos sentidos
dos vetores nas regides proximas das bordas. Estes resultados de densidade e fluxo de
energia mostram um comportamento similar aqueles obtidos por Bouthier (1991) e Cho
(1993), validando a implementacao do programa computacional. E importante ressaltar
que o modelo “EXATQO” por utilizar superposi¢ao modal, requer a inclusao das frequéncias
naturais desde zero até um certo valor acima da frequéncia central da banda analisada
(Bouthier, 1992). Este requisito torna estas solu¢oes computacionalmente caras, pois em

altas frequéncias, necessitam de um niimero de termos da série bem mais alto do que aqueles

86



normalmente usados em baixa frequéncia.

4.1.2 Solucao pelo Método SEM

Nesta secdo serao apresentados resultados simulados com o método SEM. Embora este
método j4 venha sendo estudado em outros trabalhos do DMC/FEM/UNICAMP (Alves,
2001: Nunes, 2005; Albuquerque, 2005; Santos, 2006), esses nao investigaram a densidade de
energia como varidvel priméria e a sua propagagao no espago em média e altas frequeéncias.
As equagoes utilizadas para o cdlculo da densidade de energia e do fluxo de energia sao
encontradas e comentadas no capitulo 3 na se¢ao 3.3 deste trabalho.

Para esse exemplo a estrutura da placa utiliza na diregao x dois elementos espectrais de
placa de largura L, e comprimento L, /2, a fim de permitir a aplicagao da forca de excitacao
localizada no meio da estrutura. Na direcdo y foram utilizados n = 100 termos na expansao
da série. Os resultados das bordas do elemento espectral sao posteriormente interpolados
com uma discretizacdo de Az = Ay = 0,01 m nas diregées = e y. A Figura (4.6) mostra o
comportamento das densidades de energia potencial, cinética e total da estrutura de placa

simples mostrada na Figura (4.1)(a).

Figura 4.6: Densidade de energia pelo método SEM para um modelo de placa simples, em
uma banda de freqiiéncia de 1/3-oitava com f. = 5,0 kHz: (a) potencial; e (b) cinética.
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Figura 4.7: Densidades de energia total pelo método SEM para um modelo de placa simples,

em uma banda de freqiiéncia de 1/3-oitava com f, = 5,0 kHz.

Os fluxos de energia sao calculados usando as mesmas equagoes (Equagoes (3.155) e
(3.156)) e os resultados na forma das componentes x e y estao mostrados nas Figuras

(4.8)(a) e (b), respectivamente. A Figura (4.9) mostra o diagrama da dire¢ao e sentido dos

vetores de fluxo de energia.

0.4-

[W/m]
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~——g; 04 0
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Figura 4.8: Fluxos de energia pelo método SEM para um modelo de placa simples, em uma
banda de frequéncia de 1/3-oitava com f. = 5,0 kHz: (a) componente na direcao z; e (b)

componente na diregao y.
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Figura 4.9: Vetores de fluxos de energia pelo método SEM para um modelo de placa
simples, em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com f. = 5,0 kHz.

Observa-se que a densidade de energia (Figuras (4.6) e (4.7)) e o fluxo de energia (Figu-
ras (4.4) e (4.5)) apresentam os mesmos comportamentos obtidos pelo método “EXATO”.
Esses resultados serao confrontados posteriormente com o método “EXATO” para validar
o codigo computacional do SEM, que é base para comparagao com os modelos espectrais de
energia desenvolvidos neste trabalho. Deve ser observado que em termos computacionais,
o SEM é inerentemente mais barato que o “EXATO”, pois o SEM utiliza o modelo da
placa de Levy (Lee and Lee, 1999) cuja solucao em série é aplicada apenas na diregao y,

enquanto no “EXATO” essa solugao é aplicada em ambas dire¢oes (z e y).

4.1.3 Solugao pelo Método ESEM

Nesta secao, serao apresentados os resultados simulados com o Método do Elemento
Espectral de Energia (ESEM) aplicado ao modelo equivalente de energia da Figura (4.1)(b).
As densidade de energia e os fluxos de energia sao calculados tendo como base a formulagao

desenvolvida no Capitulo 3 na Secao 3.4. O ESEM, como ji comentado em capitulos
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anteriores, utiliza-se da mesma metodologia matricial do SEM para placas, sendo aplicado
na equacao diferencial aproximada de energia, Equagao (3.44). O ESEM, diferentemente
do SEM. tem como variavel primaria a média temporal e espacial da densidade de energia.
Sendo assim, as densidades de energia potencial e cinética nao sao explicitamente mostradas
pelo método. Esse fato ocorre devido as aproximacoes feitas para a obtengao da equagao
diferencial aproximada de energia, como apresentada no Capitulo 3 na Se¢io 3.1.

Da mesma maneira que no SEM, dois elementos espectrais de energia foram utilizados
na direcdo x, e n = 100 termos da série foram incluidos na solucao da diregao y. Também,
neste caso. os resultados sao posteriormente interpolados com Az = Ay = 0,01 m nas
direcoes z e y. A média temporal da amplitude da poténcia injetada do modelo de energia

equivalente a forca de excitacio do modelo estrutural pode ser escrita como (Cho, 1993):
| e
Po = ?R {.fo'lw'“--‘ (o, 'yu)} )

onde a forca fy é a amplitude da for¢a de excitagio usada nos métodos “EXATO” e SEM.
A Figura (4.10), mostra a distribui¢cio da densidade de energia do modelo de placa

simples representado pela Figura (4.1)(b).

08

04 B} 06

L, [m] 00 L, [mi

Figura 4.10: Densidade de energia pelo método ESEM para um modelo de placa simples,
com banda de frequéncia de 1/3-oitava e f. = 5,0 kHz.

Os resultados do fluxo de energia sdo mostrados na forma das componentes = e y nas
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Figuras (4.11)(a) e (b), respectivamente. A Figura (4.12) mostra o diagrama da diregao e

sentido dos vetores de fluxo de energia.
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Figura 4.11: Fluxos de energia pelo método ESEM para um modelo de placa simples, em
uma banda de freqiiéncia de 1/3-oitava com f. = 5,0 kHz: (a) componente na diregao x; e

(b) componente na direcao y.

[m]

L.

Figura 4.12: Vetores de fluxos de energia pelo método ESEM para um modelo de placa

simples, em uma banda de freqiiéncia de 1/3-oitava com f. = 5,0 kHz.

Da Figura (4.10) observa-se que a densidade de energia apresenta um pico na posicao
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da poténcia injetada decaindo exponencialmente de forma suave para as bordas da placa.
As componentes do fluxo de energia (Figuras (4.11)) apresentam dois picos simétricos em
relacao a densidade de energia na posigao da poténcia injetada decaindo assintoticamente
para zero nas bordas da placa. Da Figura (4.12)) observa-se que os vetores de fluxo de ener-
gia indicam uma direcdo e sentido regulares da posi¢ao da poténcia injetada até as bordas
da placa. Estes resultados de densidade e fluxo de energia mostram um comportamento
similar aqueles obtidos pelos métodos “EXATO” e SEM, mas sem incluir as oscilagoes da
densidade nem o embaralhamento dos vetores do fluxo préximo das bordas da placa. Esse
resultado do ESEM confirma a idéia inicial de que o método proporciona alteragoes na
representacao da densidade de energia e fluxo de energia quando comparados com o SEM
e 0 “EXATO”. Outro ponto a ser comentado diz respeito a eficiéncia computacional, pois
o método ESEM utiliza uma equacao diferencial de segunda ordem, enquanto os outros
métodos (SEM e “EXATO”) utilizam uma equacao diferencial de quarta ordem. Como
esperado, a densidade de energia apresenta-se de forma suavizada, o que é resultante da

eliminacao dos termos harmonicos espaciais como comentado na Secao 3.1.

4.1.4 Solucgao pelo Método EFEM

Os resultados numeéricos apresentados nessa secao foram obtidos através do Método dos
Elementos Finitos de Energia (EFEM). O método EFEM ¢ utilizado para resolver nume-
ricamente a equacao diferencial aproximada de energia (Equagao (3.44)), metodologia ja
apresenta na Secio 3.2. Para construciao da malha, foram utilizados elementos quadrilate-
rais de nove nés, com funcoes de interpolagio de quarto grau (Dhatt and Touzot, 1984). A
fim de obter uma representacao mais precisa da densidade de energia na regido da forca de
excitacio, utilizou-se uma malha com 225 elementos. sendo 15 elementos em cada direcao
ortogonal conforme mostrado na Figura (4.1.4). A poténcia é injetada no né central do

elemento 113, localizado no centro geométrico da placa.
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Figura 4.13: Malha de elementos finitos

A Figura (4.14) mostra a distribuicao de densidade de energia devido a uma poténcia

injetada como exemplificado na Figura (4.1)(b).

0d s |
e T 04

L, [m] 8 B L, (m]

Figura 4.14: Densidade de energia pelo método EFEM para um modelo de placa simples,
com banda de frequéncia de 1/3-oitava com f. = 5,0 kHz.

Os resultados do fluxo de energia sao mostrados na forma das componentes x e y nas
Figuras (4.15)(a) e (b), respectivamente. A Figura (4.16) mostra o diagrama da diregao e

sentido dos vetores de fluxo de energia.
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Figura 4.15: Fluxos de energia pelo método EFEM para um modelo de placa simples, em
uma banda de freqiiéncia de 1/3-oitava com f, = 5,0 kHz: (a) componente na direcao z; e
(b) componente na direcao y.
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Figura 4.16: Vetores de fluxos de energia pélo Llét.odo EFEM para um modelo de placa
simples, em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com f. = 5,0 kHz.

Das Figuras (4.14), (4.15) e (4.12) observa-se que a densidade, as componentes e 0s
vetores de fluxo de energia apresentam um comportamento similar aqueles do ESEM, mas
com uma resolucio mais grosseira, que pode ser atribuido a baixa quantidade de elementos
utilizados na malha do EFEM. Desta forma é possivel supor que o EFEM quando compa-

rado com o ESEM requererd uma quantidade significativamente maior de elementos para
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obter uma solugao com a mesma precisao, o que acarretaria um custo computacional maior.
Contudo, para que esta hipétese se verifique é necessaria uma maior investigagao sobre o

assunto.

4.1.5 Comparacao entre os Métodos “EXATO”, SEM, ESEM e
EFEM

Neste secdo, apresentam-se testes do mesmo problema de placas simples simplesmente
apoiada analisado nas seoes anteriores, com interesse de comparar os resultados da distri-
buicao de energia em varias faixas de frequéncias diferentes usando os métodos “EXATO”,
SEM, ESEM e EFEM. Os valores médios em frequéncia da densidade de energia ao longo
das dimensoes da placa foram calculados pelos métodos “EXATO”, SEM, ESEM e EFEM
para uma banda de frequéncia de 1/3 de oitava com diferentes frequéncias centrais: f. = 50
Hz , f. = 500 Hz, f.= 5 kHz, f. = 12,5 kHz. Considerando que os resultados dos valores
de fluxo de energia, apresentados nas se¢oes anteriores, nao apresentaram outras diferencas
além daquelas referentes ao embaralhamento dos vetores de fluxo proximos das bordas das
placas, estes nao serao analisados nesta secao.

Na Figura (4.17) sdo mostrados os resultados dos valores de densidade de energia ob-
servados na diagonal da placa. Esse tipo de gréfico é feito para facilitar a comparacao do
comportamento da distribui¢ao da densidade de energia entre os diferentes métodos. Os re-
sultados apresentam uma boa convergéncia entre os métodos de deslocamento (“EXATO”
e SEM) e entre os métodos de energia (ESEM e EFEM) para todas as faixas de frequencias
avaliadas, com excecdo no ponto de aplicagio da forca. Entretanto, para as faixas de
frequéncias mais baixas (Figuras (4.17)(a) e (b)) vé-se claramente que a densidade de ener-
gia calculada pelos métodos ESEM e EFEM tendem aos valores médios daqueles obtidos
pelo métodos “EXATO” e SEM. Nas faixas de frequéncias mais altas essa tendéncia, para
valores préximos da média, é ainda observada (Figuras (4.17)(c) e (d)). A convergencia dos
resultados de densidade de energia obtida entre os métodos “EXATO” e SEM, validam a
implementaciao computacional do elemento espectral de placa plana fina aqui apresentado.
Assim, deste ponto em diante neste trabalho utilizaremos apenas o método SEM como

referéncia para verificacido dos outros métodos a serem analisados (ESEM e EFEM).
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Figura 4.17: Densidade de energia observados na diagonal de um modelo de placa simples
em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com : (a) f. = 50,0Hz, (b) f. = 500, 0Hz, (c)
fo=150kHz & (d) f.= 12, 5kHz.

Uma outra forma de confrontar os resultados pode ser feita através de uma representagao
espacial do comportamento da densidade de energia em toda extensao da placa. Nas
Figuras (4.18) e (4.19) sao comparados os resultados do SEM com ESEM e do SEM com
EFEM. nas mesmas bandas de frequéncias anteriormente aplicadas. Na Figura (4.18),
onde as bandas de frequéncias sdo mais baixas é possivel observar uma tendeéncia clara de
convergéncia do ESEM e do EFEM para os valores médios do SEM. Contudo, nas bandas
de frequéncias mais altas (Figura (4.19)), essa tendéncia nao fica mais tao clara de perceber

nestes graficos espaciais.
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Figura 4.18: Densidade de energia para um modelo de placa simples em uma banda de
frequéncia de 1/3-oitava com: SEM versus ESEM (a) fo = 50,0Hz, (b) f. = 500,0Hz; e
SEM versus EFEM (c¢) f. = 50,0Hz, (d) f. = 500, 0Hz.
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Figura 4.19: Densidade de energia para um modelo de placa simples em uma banda de
frequéncia de 1/3-oitava com: SEM versus ESEM (a) f. = 5,0 kHz, (b) f. = 12,5 kHz; e
SEM versus EFEM (c) f. = 5,0 kHz, (d) f. = 12,5 kHz.

A fim de esclarecer este ponto, utilizou-se um procedimento de suavizacao dos valores
numeéricos de densidade de energia do SEM. Essa suavizacao é obtida gerando-se uma
matriz dos valores médios da densidade de energia, a qual é obtida fazendo-se a média dos
elementos da matriz de densidades de energia nas direc¢oes = e y. Este procedimento pode
ser repetido varias vezes até obtermos uma superficie da densidade de energia suavizada.

Este procedimento foi aplicado aos resultados de densidade de energia do SEM, em
todas as bandas de frequencias analisadas, obtendo-se a média espacial aqui denominada

nos graficos de SEMs. Essas densidades médias sdo comparadas com aquelas obtidas pelo
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ESEM e EFEM e mostradas nos gréaficos das Figuras (4.20) e (4.21).

Na Figura (4.20) percebe-se claramente a tendéncia do ESEM e EFEM de convergirem
para os valores médios do SEMs, confirmando os resultados observados anteriormente para
bandas de baixas frequéncias. Para faixas de frequéncias mais altas (Figura (4.21)) observa-
se de forma mais clara a tendéncia do ESEM e EFEM, aproximar-se para um valor senao a
média bem préxima dela. Este comportamento sugere que se for realizada uma suavizagao
espacial no SEM nos mesmos padroes do EFA, talvez faca com que o método represente

melhor as densidades de energia em altas frequéncias.
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Figura 4.20: Densidades de energia para um modelo de placa simples em uma banda de
frequéncia de 1/3-oitava com: SEMs versus ESEM (a) f, = 50Hz, (b) f. = 500Hz; e SEMs
versus EFEM (c) f. = 50Hz, (d) f. = 500Hz.
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Figura 4.21: Densidade de energia para um modelo de placa simples em uma banda de
frequéncia de 1/3-oitava com: SEMs versus ESEM (a) f. = 5kHz, (b) L= 12, 5kHz; e
SEMs versus EFEM (c) f. = 5kHz, (d) f. = 12,5kHz.

A seciio aqui apresentada serviu para fortalecer os conceitos relacionados a propagacao e
distribuicio da densidade de energia em estruturas tipo placa. A partir dos resultados aqui
apresentados, ficou clara a convergéncia entre os resultados dos métodos SEM e “EXATO”.
Para 0 ESEM e EFEM também foram observadas convergéncia entre os resultados dos

métodos.
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4.2 Exemplos de Placas com Descontinuidade de Es-
pessura

Nesta secao serao apresentados os resultados de densidade e fluxo de energia de uma
estrutura composta por duas placas planas finas coplanares de espessuras diferentes, obti-
dos a partir dos métodos SEM, ESEM e EFEM. As estruturas analisadas estao mostradas
na Figura (4.22). As estruturas consistem de duas placas simples com as seguintes propri-
edades geométricas e mecanicas: dimensoes L1 =1,2m, L, = 2 m e L, = 1 m, espessuras
hy = 0,001 m e hy = 0,004 m, médulo de elasticidade E = 71 GPa, densidade p = 2700
kg/m?® e fator de perda n = 0,05. Para os métodos espectrais (SEM e ESEM) foram
utilizados n = 1,...,150 termos na expansao da série na direcao y. Os resultados das
bordas dos elementos espectrais sao posteriormente interpolados com uma discretizagao de
Az = Ay = 0,02 m nas direcoes = e y. Para o método EFEM utilizou-se uma malha de
35 x 35 elementos/placa. O modelo estrutural tem condicoes de contorno de placa simples-
mente apoiada (Figuras (4.22)(a)), com uma forca de excita¢ao harménica unitdria pontual
na posicao xp = 0,4 m e yp = 0,5 m. O modelo de energia equivalente (Figura (4.22)(b))
terd fluxo de energia nulo em todas as bordas com uma poténcia injetada harménica pontual
na mesma posigao da for¢a. Os resultados das densidade e fluxo de energia sao calculados
para bandas de frequéncia de 1/3 de oitava com frequéncias centrais f, = 0,5; 5,0 ¢ 12,5
kHz.

Os resultados aqui obtidos pelo SEM sao usados como referéncia. Dessa forma, os
resultados do método SEM serao confrontados com a densidade de energia e do fluxo de
energia obtidos a partir dos métodos ESEM e EFEM para o modelo estrutural de placas

coplanares com diferencgas de espessura.
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Figura 4.22: Estrutura de placas coplanares com descontinuidade de espessura: (a) modelo
estrutural; e (b) modelo de energia equivalente.

As Figuras (4.23), (4.24) e (4.25) mostram uma representacao espacial das densidades
de energia da estrutura mostrada na Figura (4.22), para bandas de frequéncia de 1/3 de
oitava com frequéncias centrais f. = 0,5; 5,0 e 12,5 kHz, calculadas pelos métodos SEM,
ESEM e EFEM, respectivamente.

Da Figura (4.23) observa-se que, para o método do SEM, em todas as bandas de
frequéncias analisadas a densidade de energia apresenta um pico na posicao da forca de
excitacao decaindo exponencialmente com um comportamento oscilatorio para as bordas

da primeira placa. Na junta das placas, onde encontra-se a descontinuidade de espessura,
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ocorre uma queda brusca da amplitude da densidade, que continua a decair exponencial-

mente também de forma oscilatéria na segunda placa até as bordas da mesma.
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Figura 4.23: Densidade de energia pelo método SEM de um modelo de placa coplanar em
uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com: (a) f. = 500,0 Hz , (b) f. = 5,0 kHz e (c)
fo= 18,5 kllz.

Das Figuras (4.24) e (4.25) observa-se que os métodos de energia (ESEM e EFEM) tem
comportamentos similares, onde a densidade de energia apresenta um pico na posigao da
poténcia injetada decaindo exponencialmente de forma suave para as bordas da primeira

placa. Na junta das placas, ocorre uma queda brusca da amplitude da densidade, que
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continua a decair exponencialmente de forma suave na segunda placa até as bordas da
mesma. Como era esperado, as oscilagoes sdo atenuadas com o aumento da frequéncia

central da banda.
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Figura 4.24: Densidade de energia pelo método ESEM de um modelo de placa coplanar
em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com: (a) f. = 500,0 Hz , (b) f. = 5,0 kHz e
(6] f..=12.5kHx
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Figura 4.25: Densidade de energia pelo método EFEM de um modelo de placa coplanar
em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com: (a) f. = 500 Hz , (b) f. = 5,0 kHz e (¢)
f. = 12,5 kHz.

A Figura (4.26) mostra o comportamento dos fluxos de energia na estrutura calculados
em uma faixa de frequéncia como frequéncia central f. = 500,0 Hz, pelos métodos SEM,
ESEM e EFEM. Os resultados obtidos mostram de forma clara a questao da propagacao da
energia vibracional relacionada a cada método. No ESEM e EFEM observa-se um fluxo de
energia regular (Figuras (4.26)(b) e (¢)) em toda drea da placa desde o ponto de excitagao
até as bordas, ja no SEM a regularidade do fluxo sé é mantida até proximo das bordas da

primeira placa a partir de onde torna-se irregular e mantém-se assim também em toda area

105



da segunda placa (Figura (4.26)(a)). Resultados para as outras bandas de frequéncias nao

sao apresentados tendo em vista que apresentam o mesmo comportamento sem diferencas
significativas.
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Figura 4.26: Fluxo de energia de uma placa simplesmente apoiada, para uma banda de

frequéncia de 1/3-oitava com f, = 500 Hz, pelos métodos: (a) SEM , (b) ESEM e (c)
EFEM.

Na Figura (4.27) sdo apresentados os resultados obtidos da densidade de energia so-
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bre uma linha na direcao = da placa, a qual passa pelo ponto de aplicacao da forca de

excitagao/poténcia injetada.
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Figura 4.27: Densidade de energia na dire¢ao x passando no ponto de excitagao de uma
estrutura de placa coplanar, simplesmente apoiada, para uma banda de frequéncia de 1/3-
oitava com: (a) f. = 500, 0Hz; (b) f. = 5kHz; e (¢) f. = 12, 5kHz.

Essa forma de gréfico foi utilizada para facilitar a comparacao do comportamento da
distribuicao da densidade de energia entre os diferentes métodos. Os resultados obtidos pelo
ESEM e EFEM apresentam boa concordancia a excecao da regiao proxima a aplicagao da
forca e na regiao apds a descontinuidade. Essas regioes de discordancia entre os métodos

podem ser devido as diferengas nas funcoes de forma utilizadas pelos métodos ESEM e
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EFEM. No caso do ESEM a prépria solucio da equagio diferencial de energia é utilizada
como funcao de forma, enquanto o EFEM utiliza fungoes polinomiais estabelecidas pelo
elemento escolhido em sua implementacao. Com relagao a comparagao do SEM com os
métodos de energia (ESEM e EFEM), observa-se uma maior evidéncia de que os métodos
de energia convergem para os valores médios do SEM. Contudo, para bandas de frequencias
mais altas (Figuras (4.27)(b) e (c)), esse comportamento nao se mantém, havendo um desvio
dos métodos de energia em relacio aos resultados do SEM, os quais se acentuam & propor¢ao
que se aproxima das bordas da estrutura. Deve ser observado que esta variagao entre o SEM
e 0s métodos de energia pode ser aumentada ou diminuida neste tipo de grafico dependendo
se na posicao da linha ao longo de eixo = que passa pela forca de excita¢ao existe um vale ou
um pico da densidade de energia variando na direcao y. Uma outra diferenca entre o SEM
e os métodos de energia (ESEM e EFEM) ocorre na regiao das borda onde a densidade
de energia por SEM cai para valores bem proximos de zero (Figuras (4.27)). Isso acontece
porque as densidades sio calculadas a partir dos deslocamentos e rotacoes, que para uma
condicdo de contorno simplesmente apoiada nas bordas, terao valores nulos e nao-nulos,
respectivamente.

A Figura (4.28) mostra a representacao espacial das densidades de energia mostradas
na Figura (4.27). Essa representacao é apenas uma outra forma de visualizar os mesmos
resultados. Como pode ser observado, nas frequéncias mais altas, novamente nao ¢ possivel
perceber que os resultados do ESEM e EFEM convergem para os valores médios do SEM.
Sendo assim. foi realizado o mesmo procedimento de suavizacao através do calculo dos
valores médios no espaco da densidade energia do SEM aplicado no modelo de placa simples
discutido no item anterior. Estes resultados das densidades de energia do SEM suavizadas
(SEMs) sio comparados com aqueles dos modelos de ESEM e EFEM na Figura (4.29). Com
essa suavizacdo, observa-se que os resultados do ESEM e EFEM tendem a se aproximar

dos resultados obtidos pelo SEM, mas ainda apresentam diferencas proximo das bordas.
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Figura 4.28: Densidade de energia de um placa coplanar para uma banda de frequéncia de
1/3-oitava: (a) f. = 500,0 Hz, (c) f. = 5,0 kHz, (e) f. = 12,5 kHz por SEM x ESEM; e
(b) f. = 500,0 Hz, (d) f. =5,0 kHz, (f) f. = 12,5 kHz SEM x EFEM.
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Figura 4.29: Densidades de energia para um modelo de placa coplanar em uma banda de
frequéncia de 1/3-oitava com: (a) f. = 500,0 Hz, (c) f. = 5,0 kHz, (e) f. = 12,5 kHz por
SEMs x ESEM:; e (b) f. = 500,0 Hz, (d) f.= 5,0 kHz, (f) f. = 12,5 kHz SEMs x EFEM.

Mantendo-se as mesmas propriedades geométricas e mecanicas do modelo estrutural
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da Figura (4.22)(a), mas aplicando-se a condi¢ao de contorno apoiada-livre obtém-se o
modelo estrutura mostrado na Figura (4.30), cujo modelo de energia equivalente é o mesmo
ja mostrado na Figura (4.22)(b). Para andlise deste problema também sao mantidos, os
mesmos pontos de excitacao, nimero de termos das séries dos modelos espectrais, e a ordem
da malha do modelo de elementos finitos. Os resultados das densidade e fluxo de energia

sao calculados nas mesmas bandas de frequéncia pelos métodos SEM, ESEM e EFEM.

Figura 4.30: Estrutura de placa coplanar apoiado-livre com descontinuidade de espessura.

Na Figura (4.31) sdo apresentados os resultados obtidos da densidade de energia sobre
uma linha na direcdo = da placa, para um modelo estrutural com condigoes de contorno
apoiado-livre (Figura (4.30)). Os resultados obtidos pelos métodos de energia (ESEM e
EFEM) sao os mesmos, pois nao ha nenhuma alteracao do modelo de energia equivalente.
Enquanto, para os resultados do SEM as densidade de energia apresentam um compor-
tamento similar aos resultados obtidos para um modelo estrutural simplesmente apoiado,
discutido na Figura (4.27). A principal diferenca é que, devido a condigao de contorno na
borda livre deste caso, as densidades de energia nao apresentam valores proximos de zero
nestas bordas da placa. Desta forma, nao se justificam outras investigacoes sobre o seu

comportamento para esta condi¢ao de contorno.
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Figura 4.31: Densidade de energia na dire¢ao z passando no ponto de excitacao de uma
estrutura de placa coplanar, apoiada-livre, para uma banda de frequéncia de 1 /3-oitava

com: (a) f. = 500Hz; (b) f. = bkHz; e (c) f. = 12, 5kHz.

Os resultados aqui apresentados para modelos de placas coplanares modelados através

do SEM, ESEM e EFEM se mostraram satisfatorios, uma vez que representaram a des-

continuidade de forma coerente. Na comparacao entre o ESEM e EFEM foi observada

uma boa convergéncia dos métodos; contudo, na comparagao entre o SEM e os métodos

de energia (ESEM e EFEM) algumas pequenas discordancias sao observadas em relagao a

convergéncia destes tiltimos aos valores médios do SEM.
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4.3 Exemplos de Placa com Descontinuidade de Re-
forgcador

Nesta secao serdo apresentados os resultados de densidade e fluxo de energia de uma
estrutura composta de duas placas planas finas coplanares com reforco, obtidos a partir
dos métodos SEM e ESEM. O método EFEM nao sera avaliado para este caso, bem como
o caso seguinte, tendo em vista que o principal objetivo do trabalho ¢ avaliar o método
ESEM., o qual caracteriza a contribuicao inédita desta tese.

As estruturas analisadas estdo mostradas na Figura (4.32). As estruturas consistem de
duas placas: uma placa na qual é fixada uma viga em uma das bordas que atuard como
reforcador; e uma placa simples. Para a estrutura as seguintes propriedades geométricas e
mecénicas sao consideradas: dimensdes da estrutura L, = 1,0 m e L, = 1,0 m, espessura
das placas h = 0,004 m, posicao do refor¢o Ly = 0,54 m, base da viga de refor¢o b = 0,008
m, altura da viga de refor¢o h, = 0,016 m, médulo de elasticidade £ = 71 GPa, densidade
p = 2700 kg/m? e fator de perda = 0,05. Para os métodos espectrais (SEM e ESEM)
foram utilizados n = 200 termos na expansao da série na dire¢do y. Os resultados das
bordas dos elementos espectrais sdo posteriormente interpolados com uma discretizagao de
Az = Ay = 0,01 m nas diregoes z e y. O modelo estrutural tem condicoes de contorno
de placa simplesmente apoiada (Figuras (4.32)(a)), com uma forca de excitagao harmonica
unitdria pontual na posicao zg = 0,3 m e yo = 0,5 m. O modelo de energia equivalente
(Figura (4.32)(b)) terd fluxo de energia nulo em todas as bordas com uma potencia injetada
harmonica pontual na mesma posicao da forca. Os resultados das densidade e fluxo de
cnergia sao calculados para bandas de frequéncia de 1/3 de oitava com frequéncias centrais

f.=0,4; 8,0; 12,5 e 20,0 kHz.
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(b)

Figura 4.32: Estrutura de placas coplanares com descontinuidade de refor¢ador: (a) modelo
estrutural; (b) modelo de energia equivalente.

As Figuras (4.33) e (4.34) mostram uma representacao espacial das densidades de ener-
gia da estrutura mostrada na Figura (4.32), para bandas de frequéncia de 1/3 de oitava
com frequéncias centrais f. = 0,4; 8,0; 12,5 e 20,0 kHz, calculadas pelos métodos SEM e

ESEM. respectivamente.
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Figura 4.33: Densidade de energia pelo método SEM de um modelo de placa com reforco
em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com: (a) f. = 4,0 kHz , (b) f. = 8,0 kHz, (c)
f.=12,5 kHz e (d) f. = 20,0 kHz.

Da Figura (4.33) observa-se que para o método do SEM em todas as bandas de frequéncias
analisadas a densidade de energia apresenta o mesmo comportamento caracteristico jé ob-
servado nas andlises anteriores (placa simples e com descontinuidade de espessura), como
um pico na posicao da forga de excitagao decaindo exponencialmente com um comporta-
mento oscilatorio até as bordas. Na junta das placas, onde encontra-se a descontinuidade
de reforcador, ocorre uma queda brusca da amplitude da densidade, que continua a decair
exponencialmente também de forma oscilatéria até as bordas da estrutura. Contudo, neste
caso observa-se um comportamento oscilatério predominante na direcao y da estrutura,

apos a descontinuidade de reforcador. Isso se dé devido ao reforcador ser representado
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por uma viga que tem como movimento predominante o de flexao na diregao y da placa.

Assim, ap6s o reforcador, esse movimento de flexao imposto pela viga é transmitido para

o restante da placa, tornando-se mais acentuado com o aumento da frequéncia central da

banda analisada.
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Figura 4.34: Densidade de energia pelo método ESEM de um modelo de placa com reforco
em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com: (a) fo = 4,0 kHz , (b) fo = 8,0 kHz, (c)

f.=12,5kHz e (d) f. = 20,0 kHz.

Da Figura (4.34) observa-se que o método de energia ESEM, também possui 0 mesio

comportamento caracteristico ja observado em

analises anteriores (placa simples e com

descontinuidade de espessura), onde a densidade de energia apresenta um pico na posi¢ao

da poténcia injetada decaindo exponencialmente de forma suave para as bordas da placa.
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Na junta das placas, ocorre uma queda brusca da amplitude da densidade, que continua
a decair exponencialmente de forma suave até as bordas da estrutura. Contudo, neste
caso também observa-se uma modificacido do comportamento da densidade na direcao y da
estrutura, exatamente sobre a descontinuidade de reforgador. No caso da descontinuidade
de espessura (Figura (4.24)) a densidade na diregao y € constante, enquanto neste caso
existe uma variacao clara da densidade nesta diregao, a qual apresenta um maximo na
direcao da aplicacao da potencia injetada. Como era esperado, o aumento da frequencia
central da banda, gera uma maior queda na densidade da energia na descontinuidade.

Na Figura (4.35) sao apresentados os resultados obtidos da densidade de energia so-
bre uma linha na direcio z da placa, a qual passa no ponto de aplicacao da forca de
excitacao/poténcia injetada. Da comparagao do SEM com o ESEM, em todas as bandas
de frequéncias e na placa a esquerda do reforgador observa-se uma boa convergencia do
ESEM para os valores médios do SEM. Contudo, na placa do lado direito do reforcador
esse comportamento nao se mantém havendo um desvio do ESEM em relacao ao SEM o
qual se acentua a propor¢ao que se aproxima das bordas da estrutura, com a excecao da
banda de frequéncia com f. = 20,0 kHz. Deve ser observado que esta variacao entre o
SEM e o ESEM pode ser aumentada ou diminuida neste tipo de grafico dependendo se,
na posicao da linha ao longo de eixo r que passa pela forca de excitacao, existir um vale
ou um pico da densidade de energia na diregao y. Uma outra diferenca entre o SEM e
o ESEM ocorre na regiao da descontinuidade devido a discretizacao do espago no calculo
da interpolacdo. Ou seja, dependendo do valor escolhido para o incremento (Az e Ay)
da discretizagio, devido ao seu comportamento oscilatorio, a descontinuidade da curva de
densidade de energia pode deslocar para cima ou para baixo os valores da densidade de

energia na regiao a direita do reforcador.
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Figura 4.35: Densidade de energia na linha de acao da forga, de um modelo de placa
com reforco, simplesmente apoiada, para uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com: (a)

f. =4,0kHz, (b) f. = 8,0kHz, (c) f. = 12,5kHz e d) f. = 20,0kHz.
A Figura (4.36) mostra a representacao espacial das densidades de energia mostradas

na Figura (4.35). Essa representacao é apenas uma outra forma de visualizar os mesmos
Fig (4.35). E I tac I tra f | 1

resultados.

118



I SEM " SEM ‘
ESEM ESEM
200 EMESEM] 200 L -

€ &
£ . A
£ 150 £ 150
© 100§ = 100
g o
" Tad % 50‘
= T
0 - . g R -
0'2 = ! — o Lo 5
L T 08 e S 0.8
s 0'8 '%..H.-o" 0‘2 . » 0»8 1 J_O 0.2 o
Lx [m] Ly [m] Lx [m] Ly [m]

(a) (b)

Figura 4.36: Densidade de energia de um modelo de placa com refor¢o e sem reforgo,
simplesmente apoiada, para uma banda de frequéncia de 1/3-oitava com: (a) f. = 8,0kHz
e (b) f. = 20,0kHz.

Os resultados dos modelos de placa reforcada apresentados nessa secao, modelados
pelo SEM e ESEM, mostram-se consistentes quando imposto a uma descontinuidade dessa
natureza, pois foi possivel perceber que a descontinuidade representada por uma viga leva
a um aumento da rigidez da estrutura, observado através da distribui¢ao da densidade
de energia. Os modelos também foram coerentes, visto que a distribuigdo da densidade de
energia se comporta de forma semelhante a outros modelos com descontinuidade analisados

anteriormente, apresentando uma queda na descontinuidade.

4.4 Exemplos de Placas com Descontinuidade de Trinca

Nesta secao serdo apresentados os resultados de densidade e fluxo de energia de uma
estrutura composta por uma placa plana fina coplanar com uma trinca, obtidos a partir
dos métodos SEM e ESEM.

A estrutura analisada estd mostrada na Figura (4.37). A estrutura consiste de uma
placa com uma trinca de profundidade ¢ e largura 2c paralela a borda na direcao x. Para
a estrutura de placa, as seguintes propriedades geométricas e mecanicas sao consideradas:
dimensoes L, = 1,0 m e L, = 1,0 m, espessura h = 0,004 m, posigao da trinca L; = 0,55

m, comprimento da trinca 2¢ = 0,05 m, mddulo de elasticidade F' = 71 GPa, densidade
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p = 2700 kg/m? e fator de perda n = 0,05. Para ambos métodos (SEM e ESEM) foram
utilizados n = 200 termos na expansao da série na diregdo y. Os resultados das bordas
dos elementos espectrais sao posteriormente interpolados com uma discretizacao de Az =
Ay = 0,01 m nas dire¢oes = e y. O modelo estrutural tem condicoes de contorno de placa
apoiada-livre (Figuras (4.37)(a)), com uma forca de excitagdo harmonica unitdria pontual
na posicio zo = 0,25 m e yo = 0,5 m. O modelo de energia equivalente (Figura (4.37)(b))
terd fluxo de energia nulo em todas as bordas com uma poténcia injetada harmonica pontual
na mesma posicao da forca. Os resultados da densidade e fluxo de energia sao calculados

para bandas de frequéncia de 1/3 de oitava com frequéncias centrais f. = 8,0 e 12,5 kHz.

(b)

Figura 4.37: Estrutura de placa plana fina com descontinuidade de trinca: (a) modelo
estrutural; (b) modelo de energia equivalente.

As Figuras (4.38) e (4.39) mostram uma representacao espacial das densidades de ener-
gia da estrutura mostrada na Figura (4.37), para uma profundidade da trinca de 20% da
espessura da placa, em uma banda de frequéncia de 1/3 de oitava com frequéncias central

f. = 20,0 kHz, calculada pelos métodos SEM e ESEM, respectivamente.
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Figura 4.38: Densidades de energia de uma placa com trinca pelo SEM em uma banda de
frequéncia de 1/3-oitava com f. = 20,0 kHz e { = 0, 2h.
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Figura 4.39: Densidades de energia de uma placa com trinca pelo ESEM em uma banda
de frequéncia de 1/3-oitava com f. = 20,0 kHz e ¢ = 0, 2h.
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Da Figura (4.38) observa-se que para o SEM nao é possivel observar de forma clara a
regidgo da presenca da trinca. Este fato pode estar relacionado a formulacao do elemento
espectral com trinca cujo efeito é incluido de forma localizada na regiao da trinca. Ja na Fi-
gura (4.39) calculada pelo ESEM, percebesse claramente a presenca da trinca, caracterizada
pela queda nos valores de densidade de energia, devido o método ser uma representacao
suavizada da densidade de energia. Este efeito fica bem claro neste caso devido ao fato
da trinca ser introduzida no acoplamento de dois elementos espectrais de energia, o que
faz com que o efeito localizado da trinca se espalhe ao longo da direcao y com um valor
maximo na regiao da posicao da trinca.

A Figura (4.40) apresenta os resultados obtidos da densidade de energia sobre uma linha
na direcao = da placa, a qual passa no ponto de aplicacao da forca de excitagao/potencia
injetada. Nesse exemplo, a frequéncia central utilizada foi de 20kHz para caracterizar uma
alta frequéncia e a trinca possui uma profundidade de 20% da espessura da placa. Neste
caso. estao incluidos nos grafico os resultados para a estrutura sem trinca (SEM e ESEM)
e com trinca (SEMct e ESEMct). Uma comparagao dos resultados do SEM e SEMct revela
que ndo ¢é possivel reconhecer uma diferenga clara entre esses da mesma forma que se
reconhece nos resultados do ESEM e ESEMect. No ESEM a presenca da trinca leva a uma
queda descontinua na densidade energia, enquanto no SEM nao hé indicacao perceptivel.
Estes resultados confirmam aqueles ja comentados nas andlise anteriores apresentadas nas
Figuras (4.38) e (4.39). Devido a esse comportamento do SEM considerou-se desnecessario

investigar este problema em outras bandas de frequencias.
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Figura 4.40: Densidade de energia para modelos de placa com trinca, na linha de agao da
forca, com banda de frequéncia de 1/3 de oitava, f. = 20,0kHz, e { = 0, 2A.

Diferentes profundidades de trinca foram avaliadas a fim de verificar sua influéncia
no comportamento da densidade de energia. Nas Figuras (4.41) e (4.42) sdao mostradas
as densidades de energia para as bandas de frequéncias com f, = 8,0 kHz e f. = 12,5
kHz, respectivamente. Sendo as profundidades da trinca de: 1%, 10% e 40% da espessura
da placa. Observa-se nos resultados do SEM que, mesmo aumentando a profundidade
da trinca e a frequéncia central da banda, a distribuicao da densidade de energia nao
evidencia claramente a presenca da trinca. Por outro lado, o ESEM mostra de forma
bastante perceptivel a presenca da trinca no modelo, e sua dependencia com relacao a
profundidade da trinca e a frequéncia central da banda, ou seja, quanto maiores sao os

valores desses parametros maior o salto de descontinuidade da densidade de energia.
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Figura 4.41: Densidades de energia para um modelo de placa com trinca, em uma banda
de frequéncia de 1/3-oitava com f, = 8,0 kHz ¢ =: 1%, (a) SEM e (b) ESEM; 10% (c)
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Figura 4.42: Densidades de energia para um modelo de placa com trinca, em uma banda
de frequeéncia de 1/3-oitava com f; = 12,5 kHz e ( =: 1%, (a) SEM e (b) ESEM; 10% (c)
SEM e (d) ESEM; e 40%, (e) SEM e (f) ESEM.
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Os resultados apresentados nessa segao para placas com uma trinca, calculados através
dos métodos SEM e ESEM, mostraram que o primeiro método nao indica de forma clara
a presenca da trinca em todos os seus resultados de densidade de energia. Enquanto
o segundo apresenta um comportamento semelhante aos outros tipos de descontinuidade

analisadas nesse trabalho.

4.5 Exemplo de Aplicacao do EFEM na Detecgao de
Falhas

Nesta secdo apresenta-se um exemplo de aplicagdo do EFEM de detecgao de dano em
uma placa plana fina usando o conceito mostrado na Secao 3.2.4.

As andlises numéricas apresentadas, sao provenientes de simulagoes com um modelo
de placa de energia como mostrada na Figura (4.43). Para essa analise foi utilizado uma
banda de frequéncia de 1/3 de oitava com frequeéncia central f. = 8,0 kHz. A placa tem
as seguintes propriedades geométricas e mecanicas: dimensoes L, = 1 me L, = 1 m,
espessura h = 0.002 m, médulo de elasticidade E = 71 GPa, densidade p = 2700 kg/m?
e fator de perda n = 0.05. Os modelos de placa com dano e saudavel, sao excitados com

uma poténcia injetada unitaria harmoénica pontual na posicao (zg = 0,5, yo = 0, 5).

(a) (b)

Figura 4.43: Modelo de energia de uma placa plana fina: (a) saudével, (b) danificada.

A malha de elementos finitos utilizada para a simulagao, ¢ mostrada na Figura (4.1.5),

onde é apenas indicado a posicdo da excitagdo, ou seja, a poténcia injetada localizada no
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n6 841, e o elemento onde é considerado o dano, elemento 34. Nesse exemplo, o dano
¢ considerado como uma variagao do amortecimento estrutural, nesse caso ¢ imposto um
acréscimo de 50% em relacao ao saudédvel. A malha é composta de 400 elementos, sendo

20 elementos em cada dire¢ao ortogonal.
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Figura 4.44: Malha de elementos finitos com um elemento danificado.

As Figuras (4.45)(a) e (b) apresentam a distribui¢do das densidades de energia de
uma placa sauddvel e danificada, enquanto a Figura (4.45)(c) mostra a diferenca entre
elas. O grafico de cores é utilizado para uma melhor visualizacao. A presenca do dano
nao é percebida na Figura (4.45)(b), o que torna necessario fazer a diferenca entre os
valores de densidade de energia dos modelos saudavel e danificado, para detectar e localizar.
Essa diferenca (Figura (4.45)(c)), detecta o dano, porém a localizagao nao é claramente

mostrada, e sim, uma regiao onde possivelmente esta concentrado o defeito.
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Figura 4.45: Densidades de energia em uma banda de frequencia de 1 /3-oitava com f. =8
kHz para placa plana fina : (a) saudével, (b) danificada e (c) diferenca.

As Figuras (4.46)(a) e (b) apresentam a distribuicao dos fluxos de energia na direcao x
de uma placa saudavel e danificada, respectivamente, enquanto a Figura (4.46)(c) mostra
a diferenca entre elas. Ambos os resultados aparentam ser identicos, iguais aos observados
quando analisados através da densidade de energia. Porém, observa-se na Figura(4.46)(c).
que representa as diferencas entre os fluxos de energia calculados pelo EFEM, a presenca do
dano aparece de forma mais clara. A andlise feita através do fluxo de energia, mostrou ser
mais eficiente quando comparada com a feita pela densidade de energia. O fluxo representa

de forma mais concentrada a presenca do dano, podendo mostrar a sua localizacao.
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Figura 4.46: Fluxos de energia na dire¢ao x em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava
com f, = 8,0 kHz para placa plana fina: (a) saudével, (b) danificada e (c) diferenga.

Na Figura (4.47) também sdo mostrados os fluxos de energia dos modelos de placa
saudavel e danificada, mas nesse caso na dire¢ao y. Nessa analise, novamente a diferenca
entre os valores dos fluxos de energia (Figura(4.47)(c)) representa de forma precisa a pre-
senca do dano. Observa-se no gréfico, que a diferenca dos fluxos de energia, indica com

mais énfase a localizacao do dano.
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Figura 4.47: Fluxos de energia na direcio y em uma banda de frequéncia de 1/3-oitava
com f. = 8,0 kHz para placa plana fina: (a) saudével, (b) danificada e (c¢) diferenca.

Para o caso analisado, os resultados aqui apresentados para um modelo de placa danifi-
cada, sendo esse defeito imposto por uma variagao em sua propriedade dissipativa, mostram
que a analise através do EFEM s6 permite detectar o dano através de uma diferenca entre
os resultados da placa sauddvel e danificada. O uso do fluxo de energia torna possivel
localizar o dano de forma mais precisa em comparac¢io com a densidade de energia. Outro
ponto que pode ser levantado é a questdo da implementagao do EFEM para esse tipo de
dano, pois com apenas uma variagao em um dos elementos da malha é possivel inserir uma
pertubacao ou defeito no modelo.

No trabalho (Santos et al., 2008b) é apresentado um outro exemplo usando esta mesma
metodologia de deteccdo de dano com o EFEM, o qual inclui dois danos na mesma placa

com variacoes de fator de perda de 1% e 50%, e os resultados sao similares.
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Capitulo 5

Resultados Experimentais

Neste capitulo serdo apresentados os resultados experimentais de duas placas de aluminio,
sendo a primeira uma placa plana simples e a segunda uma placa plana refor¢ada por uma
viga. Esses resultados experimentais foram gentilmente cedidos pelo Prof. F. Gautier do
Laboratério de Transferts Vibratoires, ENSIM-Université du Maine - Franca. Os dados
medidos sdo as Funcoes de Resposta em Frequéncia - FRFs em velocidade/forga a partir
das quais foi possivel determinar as densidades e fluxos de energia experimentais nas placas.

Esses resultados sao comparados com aqueles obtidos pelo ESEM.

5.1 Poténcia Injetada e Densidade de Energia Expe-
rimentais

Para a realizacido de um procedimento experimental em uma estrutura dinamica esta-
ciondria, uma forca de excitacao é aplicada e medida em um ponto da estrutura a ser ana-
lisada e a resposta em velocidade é medida em outro (ou no mesmo) ponto, produzindo-se
desta forma uma FRF, que relaciona resposta velocidade com a forca aplicada. A com-
paracao com os dados numeéricos do ESEM precisa ser realizada em termos de densidade de
energia; dessa forma é necessdrio transformar os dados experimentais medidos em termos
de varidveis de energia. Seguindo o procedimento apresentado por Moens (2001) podemos
realizar esta transformacao.

Sabe-se que poténcia real instantanea injetada em uma estrutura ¢ dada por:
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Pin(t) = f(t) - v(t) (5.1)

onde f(t) é forga medida no ponto de excitagao da estrutura e v(t) ¢ a velocidade no ponto
de excitagao.

A média temporal da poténcia injeta é dada por:

o
]
—

T
(Pu) =7 [ 10 (o) d

Re-escrevendo a Equacdo (5.2) em termos espectrais, temos:

Pad =2{ [ Vi) Poio} =] [ sy (53)

onde S, é a densidade espectral de poténcia cruzada da forga e velocidade no ponto de
excitacdo. Para uma determinada banda de frequéncia a Equacao (5.3) ¢é escrita da seguinte

forma:

ey =n{ [ S| (5.4)

1

A poténcia injetada é ponderada dividindo-se a poténcia real injetada, a qual é a densi-
dade espectral de poténcia cruzada da forga com a velocidade no ponto de excitagao, pela
densidade auto-espectral de poténcia da forca, o que leva a uma relagao direta com a FRF

medida, como:

"W Svf (u))
. = 5 T I
(Pm>p(mdcrado R { / Sff ({“’1) dw}
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No caso de medidas com o Vibrémetro Laser Doppler Scanner, a poténcia de entrada
pode ser diretamente obtida como a parte real da FRF entre a velocidade e forga no ponto
de excitacao.

Para anélises em campo distante a densidade de energia total pode ser aproximada

como duas vezes a energia cinética (Bouthier, 1992), desta forma podemos escrever:

onde v(t) é a velocidade no ponto medido e p ¢ a densidade de massa volumétrica.

A média temporal da densidade de energia é:

o % /0 (1) dt. (5.7)

Re-escrevendo a Equacao (5.8) em termos espectrais, temos:

e} =9 { /ﬂ R ] V*(w)dw} = [0 " () dw (5.8)

onde S,, é a densidade auto-espectral de poténcia da velocidade no ponto medido. Para
uma dada banda de frequéncia a Equagao (5.8) é escrita da seguinte forma:
wa
(e) = ,0/ Sov(w)dw (5.9)
w1

Fazendo a ponderacao da densidade de energia pela densidade auto-espectral de potencia

da forca. uma relacao direta entre a densidade de energia e a FRF medida é obtida como:
1 o)

W2 ()
e - dw
( > ponderado P /h; 1 Sff ( w)

/ V() V')
Jo Fl@)-Fr(w)

2

wi

w3z

A ponderacao é valida, pois essa é feita tanto no parametro de entrada (poténcia inje-

Viw)

i (5.10)

tada) quanto no de saida (densidade de energia), que é a resposta do sistema.

133



5.2 Comparacao dos Resultados Experimentais com
os Numéricos do ESEM

Os dados experimentais apresentados nessa secao sao provenientes de medigoes em
uma placa de aluminio com seguintes propriedades geométricas: dimensoes L, = 2,5m e
L, = 0.5m e espessura h = 0,002 m, posicionada na vertical, fixada por parafusos nas
bordas superiores e inferiores em vigas (perfil de aluminio extrudado com segao transversal
0,12 x 0,06 m), e apoiada dos lados esquerdo e direito em caixas de areia (terminagoes

anecoicas). A Figura 5.1 mostra as fotos da configuragao da placa no experimento.

(b)

Figura 5.1: Configuracio experimental do teste da placa: (a) Vista geral da placa (b)
Detalhe dos apoios com terminacao anecoica.

A excitacdo foi realizada através de um excitador eletrodinamico, com forga excitagao
aleatéria medida através de um sensor de forca e a resposta em velocidade medida através
de Vibrometro Laser com Scanner. Tendo como condi¢do de contorno a de uma placa
apoiada-livre, sendo o apoio realizado por caixas de areia introduzidas nas bordas em lados
opostos da placa. Um total de 1.001 FRFs foram medidas sobre uma grade de 77 x 13
pontos de medicdo em uma faixa de frequéncias de 250-2.000 Hz. Os dados da placa com

reforcador foram obtidos nas mesmas condigoes e com a mesma placa aparafusando-se uma
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viga de aluminio de comprimento igual a largura da placa (L,) com secao transversal de
altura h, = 0,05 m e base b = 0,01m, localizada no meio da placa (L; = 1,25 m).

Na Figura (5.2) é mostrado o modelo de energia equivalente ao experimental, no qual
assumiu-se: condicio de contorno de fluxo zero em todas as bordas da placa, banda de
frequéncia como frequéncia inicial fi = 250,0 Hz e final fo = 2,0 kHz, médulo de elas-
ticidade E = 71 GPa, densidade p = 2700 kg/m? e fator de perda por amortecimento
n = 0,026 (valor obtido através de ajustes do modelo numérico por tentativa e erro).
A excitacdo utilizada para os modelos de placa, foi um carregamento harmonico pontual

unitério na posicao (z¢ = 0,0325 m,yo = 0, 3465 m).

ta
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Figura 5.2: Modelo de energia equivalente ao experimental da placa simples.

Os resultados experimentais sdo calculados em termos das varidveis de energia de en-
trada e saida, usando o procedimento de célculo descrito na segao anterior, e aqueles do
modelo experimental de placa simples sdo comparados com as densidades de energia cal-

culadas pelo ESEM.

5.2.1 Placa Simples

Neste experimento mediram-se as respostas vibracionais transversais (FRFs) ao longo
da extensao da placa. Primeiro, os dados foram usados para a determinagao das densidades
de energias experimentais, através da Equagao (5.10). Em seguida calculou-se a potencia
injetada experimental no ponto de maior densidade de energia, através da Equagao (5.5),
para a aplicagao no modelo numérico do ESEM. Posteriormente os resultados experimentais

foram comparados como os resultados do modelo numérico. A Figura 5.3 mostra uma
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FRF medida tipica em um ponto préximo da excitagio (x = 0,325 m, y = 0.09 m) e a
coerencia correspondente. As outras FRFs medidas apresentam comportamento similar a

apresentada na Figura 5.3.
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Figura 5.3: FRF medida tipica proximo ao ponto excitacao em xz = 0,325 m e y = 0.09 m,
para o modelo de placa simples experimental.

Na Figura (5.4) sao comparados os resultados das densidade de energia experimentais
e numéricas, na linha ao longo da placa na direcao x que passa sobre o ponto da poténcia
injetada. Essa forma de apresentagao foi utilizada para facilitar a observac¢ao do compor-
tamento da distribuicao das densidades de energia experimental e numérica. No comporta-
mento observado com relagao a densidade experimental, percebe-se uma oscilagao inerente
a densidade de energia obtida a partir do deslocamento por flexao da placa. Um outro
ponto importante a ser observado, é em relacao a densidade de energia numeérica, onde fica
evidenciada uma tendéncia clara de convergéncia para os valores médios de densidade de

energia experimental (Figura (5.4)).
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Figura 5.4: Densidade de energia na linha ao longo da direcao = que passa na aplicagao da
poténcia injetada, para um modelo de placa simples experimental e numérico por ESEM,
na faixa de frequéncia f; = 250,0Hz a f; = 2, OkHz.

A Figura (5.5) mostra a distribuicdo da densidade de energia experimental sobre a
superficie da placa (zy), onde pode ser observado o efeito do apoio das bordas da placa
sobre as vigas (dire¢ao ), gerando uma queda significativa das densidades de energia nestas
posicoes. Entretanto, nas outras bordas da placa inseridas nas caixas de areia (diregao y)
ndo se verifica o efeito esperado da queda do valores da densidade de energia. Apenas uma

atenuacao do comportamento oscilatério da densidade de energia na diregao y ¢ observado.
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Figura 5.5: Densidade de energia experimental de uma placa simples, na faixa de frequéncia
fi =250,0 Hz a f, = 2,0 kHz.

A Figura (5.6) mostra uma comparagao da distribuigao das densidades de energia ex-
perimental e numérica na superficie da placa. A fim de observar melhor o comportamento
oscilatério da densidade de energia nesta comparagao, foram retirados do grafico os valo-
res mais baixos da densidade préximos e sobre as bordas na diregao z. Observa-se que o
ponto de maior concentracao de energia experimental e numérico coincidem com o ponto
de aplicacio da forca e poténcia injetada, respectivamente. Da mesma forma que nos
exemplos simulados, o resultado experimental na faixa de frequéncia estudada apresenta
um comportamento oscilatério caracteristico e o resultado numérico converge para valores
préximos dos valores médios dos resultados experimentais. Sem duvida, este ¢ um teste
experimental preliminar, que apresenta bons resultados em termos de relacao sinal /ruido
serando resultados bem razodveis em termos das varidveis de energia (medidas indiretas).
Porém, a realizacdo de um nimero maior de testes experimentais é necessirio para uma

confirmacao dos resultados.
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Figura 5.6: Densidade de energia experimental e numérica, na faixa de frequéncia f; =

950.0 Hz s f=2.0 kHz.
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5.2.2 Placa com Reforgo

Neste experimento foram utilizados os mesmos procedimentos para o modelo experi-
mental da placa simples, onde foram medidas as respostas vibracionais transversais (FRFs)
de velocidade ao longo da extensao da placa. A poténcia injetada experimental foi calcu-
lada, de acordo com a Equagao (5.5), para a implementacao do ESEM. Em seguida, foram
calculados as densidades de energias (Equagéo (5.10)). A Figura 5.7 mostra FRFs medidas
tipicas para o modelo experimental de placa sem e com reforco, em um ponto proximo da

excitacdo (z = 0,325 m, y = 0.09 m).
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Figura 5.7: FRFs medidas tipicas préximo ao ponto excitacao em x = 0,325 m e y = 0.09
m, para o modelo de placa experimental com e sem reforco.

Na Figura (5.8) sao observados os resultados calculados das densidade de energia expe-

rimentais da placa com e sem refor¢o, na linha ao longo da diregao = que passa na aplicagao

da potencia injetada.
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Figura 5.8: Densidade de energia na linha ao longo da diregao = que passa na aplicacao da
poténcia injetada, na faixa de frequéncia f; = 250,0 Hz a fz = 2,0 kHz.

Nesse grifico, o que é importante ressaltar é a questao da descontinuidade apresentada
no modelo experimental. Observa-se que na posi¢ao do refor¢o ha uma queda desconti-
nua dos valores da densidade de energia, com um comportamento semelhante ao que foi
demostrado nos exemplos simulados do SEM. Devido o modelo do ESEM com reforco ter
sido obtido para uma viga com linha neutra no mesmo plano médio da placa, enquanto no
modelo experimental a linha neutra da viga de reforgo esta deslocada em um outro plano
paralelo ao médio, nao foi possivel realizar a comparagao dos resultados numéricos com os
dados experimentais para este caso.

Na Figura (5.9) observa-se a distribui¢do da densidade de energia experimental sobre
a superficie da placa com refor¢o (zy). Essa forma de representar a densidade de energia,
permite uma melhor visualizacdo do que acontece na posicao do reforgo. Observa-se no
ordfico uma regido com valores maiores de densidade de energia antes do reforco, e apds o
reforco uma queda em sua distribuigéo, levando a valores menores de densidade de energia.

Esse resultado corrobora aqueles que ja foram discutidos nas analises simuladas.
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Figura 5.9: Densidade de energia obtida experimentalmente, para um modelo de placa
reforcada, com uma faixa de frequéncia f; = 250,0 Hz a fo = 2,0 kHz.

Os resultados experimentais apresentados se mostraram satisfatorios, validando os re-
sultados de densidade de energia simulados pelo ESEM para uma placa simples, bem como
apresenta os mesmos comportamentos dos modelos simulados (EFEM, ESEM e SEM ) para
uma placa com reforgo.

Com relagao ao que foi apresentado nessa segao, pode-se dizer que a tendencia de
convergencia entre os resultados experimentais e numéricos, em particular para o modelo
de placa simples, e em geral para a placa com reforco, servem para mostrar que os métodos
implementados estao bem préximos de predizer o comportamento destas estruturas. O
comportamento da densidade de energia calculada a partir do procedimento experimental,
representa de forma coerente o que foi simulado. Desta forma, fica mostrado que a utilizacao
da metodologia ESEM pode ser uma importante ferramenta na andlise de dinamica de

estruturas tipo placas, em médias e altas frequéncias.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste capitulo s&o apresentadas as conclusdes pertinentes ao desenvolvimento desta tese.
Algumas consideracdes sobre a implementacio dos métodos utilizados nesse trabalho sao
delineadas ao longo deste capitulo. Os resultados obtidos com as metodologias aplicadas,
para diferentes configuragdes estruturais empregadas, tamhém sdo discutidos. Ao final
do capitulo, sugestdes de trabalhos futuros envolvendo o tema estudado com um maior
aprofundamento em alguns tdpicos sdo apresentadas.

O enfoque desse trabalho, estd direcionado & avaliagéo do comportamento vibracional
em médias e altas frequéncias de estruturas tipo placa plana fina retangular com diferentes
configuraces estruturais (placa simples, acoplamento placa-placa, placa com refor¢o, placa
com dano). De forma geral, nas bandas de médias e altas frequéncias, pode-se concluir que
os métodos propostos, implementados e analisados, ESEM e EFEM tendem a convergir
para os valores médios obtidos pelas referéncias “EXATO” e SEM, no que diz respeito ao
comportamento da propagacao de energia vibracional nas estruturas analisadas.

A implementacio do SEM serviu como referéncia para o desenvolvimento dos outros
métodos investigados e desenvolvidos neste traballio. Isso foi possivel devido ao fato desse
método ter apresentado uma correspondéncia com a solugédo classica (“EXATO”), ou seja,
um método de superposicdo modal. Além disso, os conceitos utilizados pelo SEM, para
implementacéo de estruturas descontinuas, auxiliaram no desenvolvimento das condigbes
para implementacdo dos coeficientes de transmissao e reflexao utilizados na matriz de junta.

Sendo essa matriz de junta, utilizada nos métodos aproximados ESEM e EFEM.
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Os métodos de energia considerados aproximados, ESEM e EFEM, que tém como base
a equagdo diferencial de energia aproximada formulada pelo EFA, foram implementados,
testados e comparados com o SEM. A investigacio realizada com o EFEM serviu para
fortalecer os conceitos que utilizam energia como varidveis dindmicas. Principalmente em
termos das relagtes de acoplamento, j4 que o método EFEM propiciou um maior entendi-
mento sobre o comportamento do fluxo de energia nas juntas ou descontinuidades.

O ESEM, para estruturas bidimensionais de placa plana fina retangular tipo Levy re-
presenta a contribuicao inédita do trabalho através do desenvolvimento da sua formulagao,
implementacdo computacional e verificagdo com exemplos simulados e experimentais. Os
resultados obtidos a partir dessa formulagio apresentaram uma boa convergéncia em com-
paracao com o método EFEM. A implementagdo do método, em termos computacionais,
mostrou ser mais simples quando comparada aos outros métodos. Porém, o método apre-
senta algumas restricées no que diz respeito a aplicacdo de esforgos quando na construgéo
dos modelos. Essa aplicagio de esforgos sé pode ser realizada nas bordas dos elementos,
o que, dependendo da posicio torna necessario a inser¢io de um elemento adicional. Esse
fato ocorre devido a equacdo diferencial de uma placa plana fina retangular nao possuir
uma solugido de propagagio de onda exata de forma fechada. Essa observacao leva a con-
chiir gue a insercéo de descontinuidades em modelos que utilizam o conceito de elemento
espectral ndo é uma tarefa trivial. Neste trabalho trés tipos de descontinuidades foram in-
vestigadas - placa-placa, placa reforcada e placa trincada, o que vem contribuir nos estudos
relacionados & andlise dindmica de estruturas descontinuas, com enfoque em varidveis de
energia.

Na parte de deteccio de dano, que é um ponto a ser ressaltado no trabalho, devido
a0 grande interesse que existe na predi¢do de danos estruturais em diversos campos da
engenharia, os resultados obtidos foram de uma forma geral relevantes. Dois enfoques foram
abordados. O primeiro enfoque considera o dano como sendo uma trinca (descontinuidade),
sendo implementado tanto no SEM quanto no ESEM. Na literatura ji se encontravam
trabalhos relacionados com este tipo de dano (Krawczuk et al., 2004; Krawczuk et al.,

2006), mas ndo em termos de varidveis de energia. Sendo assim, foram desenvolvidas
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novas relacoes de acoplamento, uma outra contribuigao original do trabalho, que descreve
as relacbes de transmissao e reflexdo de ondas nesse tipo de dano. Os resultados obtidos
através dessas relacdes foram satisfatérios quando comparado ao SEM. O outro enfoque
diz respeito & identificagdo e localizagdo do dano através de numa variaco das propriedade
dissipativa da estrutura (Santos et al, 2008b), ou seja, o dano é simulado como uma
variacdo do amortecimento interno localizado no modelo. Essa forma de identificagio
foi desenvolvida para o método EFEM, devido a facilidade que o método oferece para a
modificacio das propriedades de cada elemento da malha. Os resultados podem ser obtidos
em termos de densidade de energia e fluxo de energia, sendo que a identificacao e localizagao
do dano s6 sio evidenciadas quando se faz a diferenca entre os fluxos de energia entre a
estrutura sauddvel e a danificada. Os métodos aqui utilizados para a investigagao de placas
danificadas foram verificados apenas numericamente, sendo ainda necessarias investigagoes
experimentais para uma confirmagio dos resultados obtidos.

Os dados experimentais medidos em uma placa plana simples e com reforco sio usados
neste trabalho como ferramenta de validacio para o modelo de energia equivalente obtido
pelo método ESEM. Esses dados foram gentilmente cedidos pelo Prof. F. Gautier do Labo-
ratério de Transferts Vibratoircs, ENSIM-Université du Maine - Franga. As FRFs medidas
em mohilidade com vibrometro laser scanner, foram calculados em termos das varidveis
de energia (densidade e poténcia injetada) e comparados com os resultados numéricos do
ESEM. De forma geral observou-se que os resultados experimentais calculados em termos
das variaveis de energia, tanto para placa simples como para a placa com reforgo, apresenta-
ram um comportamento semelhante aqueles obtidos nos modelos simulados. Em particular,
para a placa simples os resultados numéricos do ESEM demonstram uma hoa convergéncia
da densidade de energia para o valor médio das densidades de energia experimentais. Em-
bora esta avaliacio esteja baseada em dados experimentais ainda preliminares, pode-se
concluir que o modelo de energia implementado (ESEM) responde de forma satisfatéria ao
comportamento experimental da estrutura. Um outro aspecto desta avaliagao mostra que
medictes intensivas sem contato de estruturas bi-dimensionais (vibrometria laser scanner

com grande ntimero de pontos de medigdo} podem oferecer dados experimentais mais con-
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sistentes do que aqueles normalmente obtidos em medigdes mais restritas e com sensores

de contato.

6.1 Propostas de Trabalhos Futuros

A partir do que foi desenvolvido e investigado durante o desenvolvimento deste trabalho
alguns sugestoes de continuidade deste trabalho podem ser feitas.

Uma primeira sugestao € a de implementar o método ESEM para outros tipos de confi-
guracoes de acoplamento de placas planas finas, tais como, angulagoes arbitrarias, as quails
requerem o acoplamento de tipos de ondas diferentes (longitudinais, transversais, etc).

Implementacdo de um elemento espectral de energia de placa plana fina para outros
tipos de teoria de placas, como a teoria de placas de Mindlin.

Desenvolvimento de um elemento espectral de energia tipo casca.

Outra proposta ¢ a de expandir o uso do ESEM na investigacio de cavidades actisticas,

visando encontrar as relagées que representem a interacao fluido-estrutura.

6.2 Trabalhos Publicados e Submetidos

Durante a realiza¢io desta tese, foram publicados e submetidos os trabalhos listados a
seguir.
Santos, E.R.O., Pereira, V.S., and Dos Santos, J.M.C. {2008). Structural damage detection

using energy flow models. Shock and Vibration, 15:217-230.

Pereira, V.5., and Dos Santos, J.M.C. (2008). Models of Space Energetics of Coupled
Plates at High Frequency Vibrations. Computer & Structures (submetido)

Pereira, V.S., and Dos Santos, J.M.C. (2009). Wave propagation in a cracked rod energy

spectral element. Computer & Structures (submetido)

Pereira, V.S., and Dos Santos, J.M.C. (2008). Models of space energetics of coupled plates
at high frequency vibrations. Ninth International Conference on Computational Structures

Technology (CST), Athens, Greece.
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Pereira, F.N., Pereira, V.S., and Dos Santos, J M.C. (2008). Andlise energética em uma
barra trincada usando o método elemento espectral. XXIX Congresso Ibero Latino Ame-
ricano de Métodos Computacionais em Engenharia (CILAMCE), Maceié, Brasil. (subme-
tido)

Santos, E.R.O., Pereira, V.S., and Dos Santos, J.M.C. (2007). Structural damage detection
using energy flow models. Internacional Conference on Engineering Dynamics - ICED,

Algarve, Portugal.

Pereira, V.S., and Dos Santos, J.M.C. (2009). Energy spectral element method for vibra-
ting membranes. Internacional Conference on Engineering Dynamics - ICEDyn, Algarve,

Portugal. (aceito)
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Apéndice A

Propagacao de Ondas de Flexao em
Placas Finas

Nesse Apéndice, é mostra de forma sucinta o cdlculo das energias vibracionais de uma
placa fina retangular isotrépica, com condigGes de contorno simplesmente apoiadas, sendo

aplicado um carregamento pontual para se obter a resposta dindmica.

A.1 Solucao Modal para Placas Retangulares

A equacdo do movimento para o deslocamento transversal de uma placa isotrdpica é

dada por:

0w I w d'w &Pw fwt
De (8:84 * 2332283;2 + 3y4) + ph“é‘t? = f(z,y)e (A.1)

onde w é o deslocamento transversal complexo, D, é a rigidez complexa, h é a espessura
da placa e f(x,y) é a distribui¢fo do carregamento aplicado na placa. A rigidez complexa.

da placa é expressa como:

Eh?
E.=E(l+in) (A.3)

onde p é o coeficiente de poisson, £, é o mddulo de elasticidade complexo e n é o fator de

perda por amortecimento que estd relacionado &s propriedades do material.
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A solucdo geral da Equagho (A.1) pode ser TepIEscIvaln ToRS WA, SETIS infinita da

seguinte forma:

wiz,yt) =9 Lo (£) Grn (2:9) (A.4)

m=1n=1

onde Zny () é o fator de participagao modal e Wy (z,y) sao os modos naturais da placa.
O fator de participagao modal é determinado de forma particular, no qual participa da
resposta dindmica total da placa e é dependente do tipo de excitagho. Os modos naturais
da placa sao determinados pela condigdes de contorno estabelecidas nas quatros bordas da
placa. Somente poucos tipos de condigoes de contorno permitem que oS modos naturais
sejam obtidos analiticamente. Um tipo geralmente usado de condigdo de contorno que
permite que 08 modos naturais sejam obtidos analiticamente é do apoio simples ou sim-
plesmente apoiada (Figura (A.1)). Isso resulta em considerar, que ao longo de cada borda
da placa o deslocamento transversal e o momento na direcdo normal & borda da placa sao

nulos, ou seja:

w(0,y,t) =w (Lgyyut) =W (z,0,1) = w (g, Ly, t) =0
ﬂ'f’c:’ﬂ (an;f) = -ﬂf:cw [Lx:y}t) =0
Myy (m?O,t) = My, (, Ly, t)=10 (A-E’)

Figura A.1: Modelo de placa retangular simplesmente apoiada

A expressao para 0S modos naturais da placa com um apoio simples em todas as bordas

é dada por:
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Wenn (2, ¥) = sin (ngia:) sin (%) (A.6)

onde L, e L, sdo os comprimentos da placa nas diregies z e y, respectivamente. Substi-
tuindo as EquagGes (A.4) e (A.6) na Equagdio (A.1}, obtemos a expressao para o fator de

participagao modal, dado por;

Zo (8) = e (A7)
. B w?%’an - LUQ + inwgnn -
onde
4 . fmrx\  nry
y = —— —— , drd AR
R e L v)sin (27 )(L) vy (A8)
e

D mr\* fnr\?
Wmn = Ef_l, _i/_ L—' mmn = 1, 2, 3, e (Ag)
z ¥

sendo que, f,., é a forca modal e Wmn € & frequéncia natural da placa. A integral dupla da
Equagio (A.8) é resolvida em relacdo a superficie ou drea onde atua o carregamento.
Para um carregamento pontual atuando em (z,4)} = (0, %) como mostrado na Figura

(A.2), a forca modal é dada da seguinte forma;

4 . MmTIo . T Yo
. ALY (2o, yo) sin ( 7 ) sin ( 7 ) (A.10)

Figura A.2: Placa simplesmente apotada com uma carga concentrada
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Logo, a solugao geral para o deslocamento transversal de um placa fina retangular com

condicdes de contorno simplesmente apoiada, € expressa como:

. {mrz\ . [nwy
oo oo JmnsSiD ( 7 ) sin (T)
w(x,y,t) = Z Z = Y Loght (A.11)

2 2 3 2
m=1 n=1 wmn W + anmn

A.2 Cdlculo da energia vibracional para placas retan-
gulares

A média temporal da densidade de energia total, para ondas de flexio em uma placa
retangular fina, devidas a uma excitagdo horménica, pode ser representada. da seguinte

forma (Cho, 1993):

(e) = lD ?w Fw* N 9w Ow* N 2V52w % w* £2(1—) Fw FPw’ 1 5 S_waw"‘
=17 922 022 T 02 02 912 Oy Bzdy Ozdy | 47 |6t ot
(A.19)

sendo que, o primeiro e segundo termos da Equacao (A.12), representam as médias tem-
porais da densidade de energia potencial e cinética, respectivamente. Sabe-se, que o fluxo
de energia ou intensidade é uma grandeza vetorial e possui duas componentes. A média
temporal do fluxo de energia na dire¢ao de = e y para ondas de flex@o em placas finas é
dada da seguinte forma:

1 FPw* Pt dw*
(g) = =5 % {Mm et Mgyt Q“_Bt—}

1 a2w* 82’11)* S

onde M,, e M,, sio os momentos fletores na diregac x ¢ ¥, Qs © @y, 580 as forgas de

cisalhamento.
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