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Resumo

LIMA JR,, J. 1. de (1999), Modelagem de Sensores e Atuadores Piezelétricos com Aplicagdes
em Controle Ativo de Estruturas, Tese de Doutorado, Depto. de Mecanica Computacional,
Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 243p.

Apresenta-se uma metodologia para a modelagem analitica e numeérica de estruturas, com
elementos piezelétricos incorporados. Obtém-se modelos analiticos de placa de Kirchhoff e
Mindlin—Reissner e de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko, a partir das equagdes de
movimento de casca, com a aplicagio dos Postulados de Love e da escolha apropriada dos raios
de curvaturas e dos Pardmetros de Lamé. Em seguida, sfo consideradas, nos modelos, as

influéneias do elemento piezelétrico.

O principio variacional, aplicado em meios piezelétricos, € obtido com o auxilio da energia
potencial mecénica da estrutura e elétrica do material piezelétrico. Com base nesse principio,
varios modelos numéricos sdo desenvolvidos, usando o método dos elementos finitos, tais como
o modelo que usa o elemento sdlido 3D, modelos de placa de Kirchhoff ¢ Mindlin-Reissner e de
viga de Euler-Bernoulli ¢ Timoshenko. Desenvolve-se um programa computacional para a
realizacio da analise estatica e dindmica de estruturas, com elementos piezelétricos incorporados.
Simulages numéricas e experimentais sdo efetuadas e os resultados gerados sdo comparados

entre si e com os dados disponiveis em algumas das referéncias bibliograficas citadas.
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Experimentos sfo conduzidos com o objetivo de validar os modelos desenvolvidos e de
realizar o controle ativo de uma estrutura tipo viga. S@o descritas as técnicas de manuseio

aplicadas nos elementos piezelétricos.

O controle ativo ¢ aplicado nessa estrutura, segundo duas estratégias de se projetar o
controlador, a saber: na primeira, o projeto do controlador é realizado com base na dinimica
identificada e, na segunda, com base no modelo numérico. Conclui-se que o modelo numérico

contribui para o sucesso do controlador.

Palavras Chaves

Meétodo dos Elementos Finitos, Transdutores Piezoelétricos, Materiais Piezoelétricos, Placas

e Cascas Elasticas, Vigas.



Abstract

LIMA JR., J. J. de (1999), Modeling of Piezoelectric Sensors and Actuators with Applications in
Active Control of Structures, Ph. D. Thesis, Depto. de Mecanica Computacional, Faculdade

de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 243p.

An analytical and numerical approach for modelling intelligent structures with incorporated
piezoelectric elements is presented. Analytical models of Kirchhoff and Mindlin—Reissner plates
and of Euler-Bernoull and Timoshenko beams are obtained from equations of motion of
structures having shell characteristics with the application of the Love Postulates and judicious
choices of the curvature radii and Lamé Parameters. Then, the effects of the piezoelectric element

are taken into account in the models.

The wvariational principle for piezoelectric media is obtained by considering both the
potential mechanical energy of the structures and the electrical energy of the piezoelectric
material. Based in this principle, various numerical models are developed by applying the finite
element method: such as the 3D solid element model, the Kirchhoff and Mindlin—Reissner plate
models and the EulerBernoulli and Timoshenko beam models. A computer program is
developed for the static and dynamical analyses of structures with incorporated piezoelectric
elements. A range of numerical simulations and experimental tests are carried out and the results

are compared to each other and to available data found in the literature.
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Experimental procedures are conducted to validate developed numerical models and to
implement the active control of a beam type structure. Also, techniques for the handling of

piezoelectric elements are described.

Two control design approaches are implemented: the first uses the identified model, the
other is based on numerical model parameters. It is concluded that the numerical model

contributes to the successful implementation of the controller.

Key Words

Finite Element Method, Piezoelectric Transducers, Piezoelectric Materials, Elastic Plates
and Shells, Beams.
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Capitulo 1

INTRODUGAO

Recentemente, um novo enfoque no controle de vibragdes em estruturas flexiveis tem sido
alvo de estudos de varios pesquisadores. Segundo esse enfoque, uma estrutura pode ter a sua
resposta minimizada, utilizando de forma integrada elementos ativos, como sensores e atuadores,
e controladores. Conseqlientemente, essa integrag3o capacitaria o sistema a responder de modo
controlado a excitaghes externas, procurando compensar os efeitos, que levariam sua resposta a se
afastar de patamares aceitaveis. Hoje, esses sistemas, integrando estrutura, sensores, atuadores e

controladores, sdo conhecidos como Estruturas Inteligentes.

Varias tecnologias e materiais tém sido investigados e propostos no desenvolvimento dessas
estruturas. Uma das mais populares, consiste em usar materiais que exibem propriedades
piezelétricas, especialmente as cerdmicas, PZT (Titanato Zirconato de Chumbo), e os filmes
plasticos, PVDF (Fluorido de Polivinilideno). Descobertos por Jaffer et al. em 1954 (CLARK,
SAUNDERS & GIBBS, 1998}, os PZTs sdo constituidos principalmente de oxido de chumbo,
zircbnio e titdnio, e, na sua fabricagéo, ¢ aplicado um grande campo de coergio, que polariza a
cerdmica, alinhando suas moléculas polarizadas na direcdio do campo elétrico, propiciando, assim,
as desejadas propriedades piezelétricas. Uma das vantagens do PZT reside no fato de apresentar

grande rigidez, da ordem de 70 GPa, sendo idealmente indicados na confeccio de atuadores. J4 o
1
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PVDF, cujas propriedades piezelétricas foram descobertas por Kawai apos 1960 (TSENG, 1989),
é um polimero piezelétrico robusto e maledvel, que pode ser produzido em geometrias complexas
e extremamente delgadas, por causa da sua constante piezelétrica. Com todas essas propriedades,

o PVDF ¢ altamente indicado para sensoriamento distribuido.

Esses materiais piezelétricos apresentam o fendmeno da piezoeletricidade, isto &,
desenvolvem um campo elétrico, quando sujeitos a wma forga (ou pressfio), efeito piezelétrico
direto, e, inversamente, apresentam uma deformacfo, quando sujeitos a um campo elétrico, efeito
piezelétrico inverso. Esta reciprocidade entre a energia mecénica e elétrica propicia aos materiais

piezelétricos grande aplicabilidade em varias areas.

Curiosamente, embora a piezoeletricidade tenha uma longa histéria, visto que o efeito direto
da piezoeletricidade foi descoberto pelos irmfios Curie & Curie, em 1880, e o efeito inverso da
piezoeletricidade foi teoricamente predito por Lippman, com base em principios termodinimicos
(RAO & SUNAR, 1994), seu uso em aplicacdes de controle ¢ relativamente recente, BAILEY &
HUBBARD (1985), CRAWLEY & DE LUIS (1987), GIBBS & FULLER (1992), TSENG & TZ0U
(1993) e CHANDRASHEKHARA, VARADAJAN & AGARWAL (1996). Uma explicacdo para esse
fato seria a espera pela sintese e o desenvolvimento de novos materials piezelétricos, que
pudessem ser aplicados para essa finalidade. Relatos sobre estes desenvolvimentos, bem como
sobre a base tedrica do fendbmeno da piezoeletricidade, podem ser encontrados em CADY (1946) e
TIERSTEN (1962).

1.1 APLIQAG@ES EM CONTROLE DE ESTRUTURAS
FLEXIVEIS

Um dos primeiros trabalhos, apresentando o uso de atuadores piezelétricos como elementos
de estruturas inteligentes, foi apresentado por CRAWLEY & DE LUIS (1957). Estes construiram
trés protdtipos de estruturas inteligentes, a saber: uma viga de aluminio com atuadores

piezelétricos colados sobre suas superficies, uma viga de grafita/epoxy e outra com fibra de
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vidro/epoxy, ambas com material piezelétrico imerso nessas estruturas. Foi empregado um

controlador por realimentagfio proporcional a velocidade.

Os materiais piezelétricos, colados na superficie da estrutura, permitem facil acesso, mas
podem ser facilmente danificados. A presenga desses materiais sobre a estrutura alteram as
propriedades do conjunto, estrutura e material piezelétrico, visto que possuem médulo de Young,
coeficiente de Poisson e fator de amortecimento diferentes do material da estrutura. Materiais
piezelétricos, colados na superficie, foram empregados por varios pesquisadores, como BAILEY &
HUBBARD JR. (1985), TZOU & FU (1994 a & b) e LEE & O'SULLIVAN (1991).

A ventagem do material piezelétrico imerso consiste em uma melhor distribuiciio das
propriedades mecénicas e elétricas. A desvantagem é a maior dificuldade de fabricacio da
estrutura composta e a isolacdo elétrica. Materiais piezelétricos imersos em estruturas foram
utilizados por CRAWLEY & DE LUIS (1987), HAGOOD & CRAWLEY (1989} ¢ CRAWLEY &
ANDERSON (1990).

Para se conseguir bons resultados com elementos piezelétricos em aplicagdes de controle e
sensoriamento, € necessario obter modelos matematicos, que possam descrever de uma forma
precisa 0 mecanismo da deformacdo induzida no material piezelétrico. Infelizmente, as equagbes
diferenciais da piezoeletricidade linear sfio suficientemente complexas para impedir solucbes
analiticas na grande maioria das aplicagdes, com excecdo de geometrias bastantes simples.
Consequentemente, técnicas de aproximacio devem ser empregadas para resolver essas equacoes
(TSENG, 1989). De todas as técnicas hoje conhecidas, o Mérodo dos Elementos Finitos (M.E.F.)
¢, provavelmente, um dos melhores procedimentos disponiveis para anslise de meios continuos.
Com esse metodo, € possivel obter solugdes para muitos problemas complexos na engenharia,
sendo largamente utilizado, na engenharia moderna, como ferramenta de projeto e andlise
(BATHE, 1996). Segundo RAO & SUNAR (1994), a literatura disponivel sobre o problema da
modelagem de meios piezelétricos através do M.E.F. e sua implementagio em problemas de

sensoriamento e controle distribuido aparecem em nimero reduzido.
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Um dos primeiros trabalhos, empregando o M.E.F., foi apresentado por ALLIK & HUGHES
(1970), que propuseram um método geral de andlise estatica e dindmica de estruturas piezelétricas.
O resultado final foi a obtengfo de uma equagHo diferencial de movimento da piezoeletricidade,
redutivel & forma matricial das equagSes diferenciais dindmicas, hoje conhecidas. NAILLON er al.
(1983) simularam, através de um modelo numeérico obtido via MLE.F, o fendémeno de ressonincia
em transdutores ultra-sénicos. Seguindo a mesma linha de trabalho, CHALLANDE (1990)
estudou, via MLE.F., uma forma de otimizar os transdutores ultra-sénicos, analisando elementos
cerdmicos na forma de barras e verificando seu comportamento através da relacdo entre o
comprimento € a espessura. Trabalhos similares podem ser encontrados em: TIRSTEN &
MINDLIN (1962), LERCH (1990), BRISSAUD (1991}, GUALTIERI et al. (1994), HAGOOD &
McFARLAND (1995), LAMBERTI & PAPPALARDO (19953), YANG (1995) e HOM & SHANKAR
(1996).

TSENG (1989) empregou o elemento hexaedro isoparamétrico ndo conforme, tendo oito
nés e trés graus de liberdade internos. Cada ndé apresemta trés de graus de liberdade de
deslocamento. Segundo TAYLOR et al. (1976) os graus de liberdade internos reduzem a rigidez
extra na direclo da espessura, o que produz equagdes mal condicionadas e resultados imprecisos.
A aplicag@io desse modelo na caracterizagdo da dindmica dos materiais piezelétricos e controle
ativo de vibragdo foi apresentada por 720U & TSENG (1990 & 1991a). Foi simulado o controle
por realimenta¢do proporcional a velocidade em uma estrutura inteligente do tipo placa. A mesma
metodologia foi aplicada em uma viga em balanco por TZOU & TSENG (1991b). HA, KEILERS
& CHANG (1992) desenvolveram um elemento linear tridimensional, aplicado a rmmateriais
compostos, obtendo modelo estitico e dindmico de compdsitos laminados contendo cerdmicas
piezelétricas sujeitas a carregamentos mecédnicos ou elétricos. Outras publicacdes similares,
trabalhando com esse elemento, foram apresentadas por KAGAWA er al. (1996), TZOU & YE
(1996) ¢ YIN & SHEN (1997).

HWANG & PARK (1993) apresentaram uma formulagfio, por elementos finitos, para o caso
de uma placa laminada com sensores e atuadores piezelétricos. Foram apresentados modelos
estaticos e dindmicos, aplicados no controle ativo da estrutura. Obtiveram as equagdes de

movimento usando a teoria cldssica de placa (Modelo de Kirchhoff) e o elemento quadrilateral de
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4 nés. A carga elétrica total gerada pelo sensor foi calculada diretamente da equagio da
piezoeletricidade. Através de simulagbes numéricas, analisaram o efeito da mudanca da rigidez e
do amortecimento nas estruturas compostas. Na mesma linha de trabalho, podemos citar CHANG-
QING et al. (1996). No estudo da espessura 6tima de atuadores piezelétricos, aplicados em
estruturas inteligentes, KIM & JONES (1991) estudaram o comportamento do momento induzido
por um par de atuadores piezocerdmicos, colados em uma estrutura do tipo placa. Demonstraram
que a espessura ideal para atuadores piezelétricos comercialmente disponiveis é&,
aproximadamente, a metade da espessura da placa para uma estrutura de ago e um quarto para

estrutura de aluminio,

Poucos trabalhos apresentaram modelos matematicos de estruturas inteligentes do tipo viga,
levando em conta o efeito da deformaciio por cisalhamento. Na literatura, existem vérios estudos
sobre modelos de viga de Euler — Bernoulli, tais como: B4ILEY & HUBBARD, (1985),
HANAGUD, OBAL & CALISE (1992), CARPENTER et al. (1993), LI & BAINUM (1994} ¢
FARIA (1995). Um modelo analitico de viga de Timoshenko foi apresentado por YANG & LEE
{1994), considerando a influéncia do atuador piezocerdmico na freqiiéncia natural e nos modos de
vibrar. A modelagem de uma viga inteligente laminada via elementos finitos foi discutida por
ALDRAIHEM et al. (1996). Apresentaram dois modelos, um incluindo e outro excluindo a
deformacio por cisalhamento. Mostraram que o efeito do cisalbamento ¢ importante no controle
de uma viga laminada, quando a relagfio entre o comprimento da viga e sua espessura é menor do
que 15, para materiais isotropicos, € menor do que 30, para materiais compostos. Um método que
simula o comportamento dindmico de vigas compdsitas piezelétricas em altas freqiiéncias foi

apresentado por GAMA (1998}, baseado na teoria discreta de Reddy.

RAO & SUNAR (1993) apresentaram um estudo do efeito da termopiezoeletricidade em uma
estrutura do tipo viga, formada por duas camada de PVDF. Demostram que, dependendo da
localizag@o da estrutura, condi¢cdes de trabalho e do material piezelétrico, o impacto da variagéo
da temperatura pode ser importante e ter efeitos negativos sobre a performance do controle da
estrutura. 720U & HOWARD (1994) fizeram um estudo analitico da termopiezoeletricidade
usando a teoria de casca. Observaram que o efeito térmico influi apenas sobre as forgas resultantes

de membrana, ndo nos momentos resultantes, quando, no modelo proposto, considera-se uma
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distribui¢do uniforme da temperatura. Outros trabalhos nessa érea foram também apresentados por
TZOU & YE (1994), LEE & SARAVANOS (1993), TZOU, YE & VENKAYYA (1996) ¢ LEE &
SARAVANOS (1996). '

O conceito de que material piezelétrico poderia trabalhar, simultaneamente, como sensor e
atuador foi apresentando por ANDERSON & HAGOOD (1994), para combinar a funcfo de sensor
e atuador em um Unico equipamento. Esses pesquisadores propuseram compensadores eletronicos
para remover a carga direta devido a voltagem aplicada, de modo a permitir apenas a observagio
da resposta mecdnica. Recentemente, FANNIN (1997) apresentou um estudo tedrico e
experimental propondo, um circuito eletronico, que viabiliza o uso do material piezelétrico como

sensor e atuador, simultaneamente. O autor discute as dificuldades em se obter tal circuito.

Na area de controle, TZOU (1991) e TZOU & ZHONG (1993) apresentaram um modelo de
estrutura do tipo casca, no qual o controle por realimentagdo proporcional a velocidade foi
aplicado em uma estrutura tipo viga e casca cilindrica. HANAGUD, OBAL e CALISE (1992)
apresentaram um estudo sobre o controle 6timo de vibragSes em estruturas inteligentes.
Propuseram um algoritmo baseado na minimizaciio de um indice de performance quadritico de
vetores de estado. Outros trabalhos na mesma linha foram apresentados por BIRMAN & ADALI
(1993), TSENG & TZ0U (1993), GAUDILLER & DER HAGOPIAN (1996), RESCH, JEGER &
ELSPASS (1996). Encontram-se na literatura vérios trabalhos sobre o controle ativo de estruturas,
usando outras técnicas, como intensidade estrutural GIBBS & FULLER (1992) e ARRUDA,
MOREIRA & PEREIRA (1997), controle por realimentagfo positiva FANSON & CAUGHEY
(1990}, controle adaptativo VARADARAJAN, CHANDRASHEKHARA & AGARWAL (1996),
controle por redes neurais VIPPERMAN & CLARK (1996) e controle robusto de banda limitada
MOREIRA (1998).
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1.2 MOTIVACAO DO TRABALHO

As possibilidades de controle passivo de vibragBes estfio praticamente esgotadas ¢ a
melhoria no desempenho de novos equipamentos, nas 4reas veicular, aeronutica e espacial,
depende hoje, em grande parte, do controle ativo de vibragdes e ruidos. Um dos materiais mais
empregados, nesse tipo de controle, sZ0 os materiais piezelétricos, pois sdo leves, baratos, ficeis
de manusear, podem ser confeccionados em formas variadas e sdo, por natureza, sensores e
atuadores distribuidos. Nesse novo enfoque, a obtengéio de modelos que permitam analisar, de
forma detalhada e precisa, o comportamento estatico e dindmico de estruturas com elementos
piezelétricos incorporados € de fundamental importéncia no desenvolvimento dessa tecnologia.
Existem na lteratura varios relatos de trabathos, propondo modelos analiticos e numéricos para
esse tipo de estrutura. Trabalhos abordando o problema da modelagem dessas estruturas,
empregando o M.E.F., sfo ainda, reduzidos. Nesse cendrio, a proposicdo de modelos mais
detalhados, como Viga de Timoshenko e Placa de Reissner-Mindlin, sem o efeito de travamento
por cisalhamento, ainda encontra espago. A proposicdo de um ambiente de simwmlagio de
estruturas inteligentes, em que os varios modelos estariam disponiveis para andlise estatica e
dindmica, ainda nfo foi apresentado na literatura. Esse ambiente permitiria escolher o melhor
modelo para cada caso em andlise, facilitaria o desenvolvimento de novos modelos e permitiria a
simulagfio estatica, dinAmica e o emprego de técnicas de controle ativo nessas estruturas. Observa-
se, ainda, que pouquissimos trabalhos, apresentam relatos, sobre as técnicas de manuseio dos

elementos piezelétricos.

1.3 OBJETIVOS DA PESQUISA

Nossos objetivos sdo apresentar uma metodologia para a modelagem de estruturas mais
utilizadas, com elementos piezelétricos incorporados via MLE.F., desenvolver um ambiente de
simulacfo de estruturas inteligentes onde existam varios elementos disponiveis, como o elemento
tridimensional, os elementos de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko e os elementos de placa de
Kirchhoff e Reissner-Mindlin, implementar a simula¢do numérica e experimental do controle ativo
de vibragdes, usando esses modelos, e relatar algumas das técnicas de manuseio de elementos

piezelétricos.
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1.4 CONTEUDO

Neste trabalho, uma metodologia € aplicada ao estudo de estruturas com sensores e
atuadores piezelétricos incorporados. Os modelos, analiticos e numéricos, obtidos permitem uma
analise detalhada e precisa do comportamento estitico e dinimico dessas estruturas. S#o
desenvolvidos modelos para estruturas com comportamento de viga de Euler-Bernoulli e
Timoshenko, e estruturas do tipo placa de Kirchhoff e Mindlin — Reissner. Um programa foi
desenvolvido, trabalhando com elementos finitos, para andlise dessas estruturas. Através de
comparagdes entre os resultados apresentados pelo programa desenvolvido, apresentados por
outros pesquisadores e um programa comercial (ANSYS®), todos os modelos propostos sdo
validados. Finalmente, para duas estruturas com sensores e atuadores incorporados, foram
realizados ensaios, empregados as técnicas de modelagem propostas, posicionamento de sensores

e controle ativo. Os resultados experimentais validaram os modelos numéricos.

No capitulo 2, sdo deduzidas as equagtes de movimento de estruturas com caracteristicas de
casca, placa e viga. Inicialmente, obtemos as equagbes de casca. Com base nessas equagdes, e
através de algumas consideragbes, baseadas nos postulados de Love, pardmetros de Lamé e raios
de curvatura, sio apresentadas as equagdes de placa de Kirchhoff ¢ Mindlin-Reissner e viga de
Euler-Bernoulli e Timoshenko. Finalmente, na tltima parte desse capitulo, sdo introduzidos os
efeitos dos atuadores piezelétricos nos modelos de placa e viga. Também ¢ modelada a
contribuigdo, devido a deformagfio induzida no material piezelétrico, gquando aplicamos um

potencial elétrico.

A modelagem da estrutura com sensores e atuadores incorporados via elementos finitos €
discutida em detalhe no capitulo 3. E formulado um elemento piezelétrico isoparamétrico trilinear
com irés graus de liberdade internos. S#o estudados dois modelos de vigas e placas, a saber:
Euler-Bernoulli, Timoshenko, Kirchhoff ¢ Reissner-Mindlin, respectivamente. O modelo de Euler-
Bernoulli ¢ discretizado com elementos de viga isoparamétricos com trés graus de liberdade por
né. J4 no modelo de Timoshenko, os efeitos do cisalhamento transversal e da inércia de rotagdo
sfo considerados. A discretizagfio € obtida com elemento isoparamétrico de viga, com funcbes de

interpolacdo apropriadas. No modelo de placa de Kirchhoff, o elemento escothido € o elemento de
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Melosh (BATHE. 1996). O problema de travamento por cisalhamento (“shear locking”) é
contornado, no modelo de placa de Mindlin—Reissner, utilizado o elemento da famflia MITCn
proposto por BATHE (1996).

No capitulo 4 a validacdo dos modelos obtidos via elementos finitos &, primeiramente, feita,
considerando os modelos de uma estrutura convencional, sem os elementos piezelétricos. Numa
segunda etapa sdo validados os modelos com os elementos piezelétricos ¢ posteriormente, os
modelos com os elementos piezelétricos incorporados. Os resultados gerados com o elemento
trilinear sdo validados com base nos resultados do programa ANSYS®. E analisado o campo de
deslocamentos gerado por forcas mecénicas e potencial elétrico, os autovetores e os autovalores
associados € o campo elétrico gerado por forcas mecinicas. Os modelos de viga e placa sfo
validados através de comparagdes com o elemento trilinear ¢ os resultados disponiveis na

literatura.

No capitulo 5 sdo apresentados os resultados dos ensaios de uma viga e de uma placa,
ambas com atuadores e sensores piezelétricos incorporados. Os ensaios objetivam validar os
modelos numeéricos desenvolvidos, implementar o controle ativo das estruturas e, também, tomar
contato com 0s problemas, encontrados na preparacio e realizacio dos ensaios. Também foi
verificado o desempenho do sistema de controle, ora trabalhando com o controlador sintetizado

com base na dinimica identificada, ora com o controlador projetado com o medelo numeérico.

As conclusdes, extraidas do trabalho, sdo apresentadas no capitulo 6, com comentdrios

sobre os resultados experimentais, € algumas sugestdes para a continuidade da pesquisa.

No Apéndice A mostramos o desenvolvimento matematico conciso das equagBes para meios
piezelétricos e obtemos a equagio do principio variacional. Verificamos que existe uma

similaridade entre o Principio dos Trabathos Virtuais e o Principio Variacional de Hamilton.

Finalmente, as técnicas de manuseio da cerdmica piezelétrica, como: corte, colagem e

soldagem do eletrodo na cerdmica piezelétrica, sdo discutidas no Apéndice B.
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MODELAGEM DE CASCA, PLACA E VIGA PARA
MATERIAIS PIEZOCERAMICOS

Neste capitulo, serfio deduzidas as equagdes de movimento de estruturas que possuem
caracteristicas de casca, placa e viga. Inicialmente, obteremos as equagles basicas de casca, as
quais serviriio de base para 0 equacionamento de estruturas com comportamento de placa e viga.
Em seguida, introduziremos os efeitos dos atuadores piezelétricos nos modelos de placa e viga
(BANKS & WANG, 1995). Apesar de classica, essa metodologia tem a vantagem de oferecer os

elementos basicos para o entendimento da modelagem de varias estruturas (KRAUS, 1967).

2.1 EQUACOES DE CASCA

2.1.1 Consideragoes Basicas

A descricdo de uma casca, aqui apresentada, sera limitada a discusséo de materiais elasticos,
que apresentam uma relacfio linear entre tensfio e deformagiio. Consideraremos uma casca como
um solido, limitado por duas superficies curvas, separadas por uma distancia 4. A superficie média
serd definida como sendo a regifio, onde os pontos a ela pertencentes, estdo na distincia média
entre as superficies externas. Os fundamentos da teoria de casca, descrita dessa maneira, foi,

inicialmente, estabelecida por Love, em seu livio 4 Treatise on the Mathematical Theory of
10
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Elasticity, publicado em 1927. Em sua formulac#io, o autor fez algumas consideragbes, conhecidas

como Postulados de Love, que sfo:

1 A espessura da casca # € muito pequena em comparagdo com as outras dimensdes, tais
como raios de curvatura e comprimentos. Essa condigio € fundamental para a formulacio
da teoria de casca fina. A relacfio entre a espessura / da casca ¢ o menor raio de curvatura
deve ser bem menor que a unidade. Na pratica, o limite maximo para essa razio € da ordem
de 1/10 a 1/20;

2 As deformagdes de casca ocorrem no campo das pequenas deformacdes. Isso nos permite
desprezar os termos de segunda ordem e superiores, com relagdio aos termos de primeira
ordem, nas equacdes das deformacgées. Desse modo, essas equagdes serdo lineares.
Conseqlientemente, todas as consideragbes cinemdticas e de equilibrio serfo referenciadas

a0 estado micial e nfio perturbado da casca;

3 A tens@o normal o, na direcBo perpendicular a superficie da casca, € pequena, podendo
ser desprezada, quando comparada com as outras tensdes normais, o, € op Essa
consideragdo, em combinacdo com o quarto postulado, trata das propriedades constitutivas

de casca fina e permite transformar o problema elastico tridimensional em bidimensional;

4 As normais para a superficie de referéncia da casca permanecerdo normais 4 superficie de
referéneia deformada, isto €, 7 = ¥z = 0, e os segmentos das normais ficario com os
mesmos comprimentos, ndo havendo, portanto, variagdo de espessura durante a deformacfo
{e.). Essa considera¢do ¢ aniloga as Hipdteses de Kirchhoff para placa fina e de Fuler-
Bernoulli, na teoria de viga fina, onde as se¢les planas permanecem planas, apds a
deformacdo. No caso de casca moderadamente espessa, essa hipétese pode ser relaxada,
para permitir efeitos rotacionais e deformacdes de cisalhamento. Isto conduz as Teorias de

Reissner-Mindlin para modelos de placa e Timoshenko para modelos de viga.
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2.1.2 Sistema de Coordenadas

Na defini¢do das coordenadas de casca, escolhemos a sua superficie média, ndo perturbada,
como a superficic de referéncia. Sobre essa superficie, estabelecemos um sistema de coordenadas
curvilineas ortogonais, que coincide com as linhas ortogonais da curvatura principal da casca. A
direcBo da espessura, que € normal & superficie de referéncia, é considerada como a terceira
coordenada da casca. Em funcdo do quarto Postulado de Love, o deslocamento deve ser linear na
coordenada da espessura, sendo possivel analisar o comportamento de gualquer ponto sobre a
casca, em funcdo de outro correspondente sobre a superficie de referéncia. Esta pode ser

determinada pelo veter 1(a.B), onde o e f sdo parAmetros independentes. Para um ponto

arbitrério sobre a casca, o vetor posi¢io é definido por:

ds, (z),dS,(z) ds, (z) dS,(z)

. \
o’ﬁ-: \ / O
T L T L O

- :—?P,"‘ . e p

Figura I - Elemento de Casca.
R(a,B,2) = F(0,B) + 2 (D

onde: 7 € o vetor unitario normal 8 superficie de referéncia, z é a medida da distdncia de um

ponto em relacfio & superficie de referéneia ao longo de 72 (-A/2 <z <h/2).
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Como os pontos p; € p» sdo infinitamente proximos (adjacentes), o comprimentc do arco ds,

que une esses pontos, é igual ao comprimento da corda, que une p; e py, isto €, p;p; € ignal a Idfi! )

Com o sistema de coordenadas assim estabelecido, definimos o elemento fundamental de casca

tridimensional de espessura dz e altura z da superficie média.

Entdo, podemos escrever:

(ds)’ mldﬁ =dR
Fazendo
6ocd 2;3 ap
dﬁm-’é;—%da ~él}-;m;_-?%d[?)
NI AN .
do. Oo o op
obtemos:
(@s) = g1(da)’ + g, (4P’ +g5(d2)”
Sendo que:

ol 2
glm[Aa(wéﬂ ,gzz{:Aﬁ[H—RiﬁH e gi=1

(2)

3)

4)

&)

(6)

(7)
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onde: R, ¢ Rp sdo os raios de curvatura nas direcdes o e f, respectivamente; 4, e Ag sfo os
Pardmetros de Lamé, e g;, g2 e g; sdo os coeficientes métricos, que fazem a ligacio entre o

comprimento do elemento e os diferenciais der, df e dz, (LOVE, 1926: TZOU & YE, 1996).

2.1.3 Relagoes entre Deformacao e Deslocamento

As equacOes entre deformacio e deslocamento em coordenadas ortogonais, segundo
BORESI & LYNN (1974), s#o:

i 3 & k
9 UJ L% U io12e3 ®)

e. =
i acxi‘/g; 2gj“aak\/§

Y. e ! g 0| U +g 0| U Li=1,2e3 e i=#j 9)
1} gigj !a(XJ -J‘g': ja(li ﬁ: H] » s

onde: U', e j € Yy s80 os deslocamentos, deformacio normal e deformagéo por cisalhamento em

um ponto arbitrario do material, respectivamente.

As equacOes (8) e (9) sfio colocadas em coordenadas curvilineas, fazendo:

o =0 o, = o,=z
1E 22 3 3 (10)
Ul=U U=V U'=W
A substitui¢do dos coeficientes métricos, equagio (7), conduz as seguintes equagdes gerais

das deformacdes em funcfio dos deslocamentos:

1 [ISU \% aA%w) an

e, =—
“ 1+z/R, (A, da A,A, B R



Capitulo 2 - Modelagem de Casca, Placa e Viga para Materiais Piezoceramicos 15
1 1 ov U 0Ay W

ep = | et (12)
1+2/Rg| Ay 8 A Ay do Ry

. =%, (13)
L Adllr/R,) 0 U ] AlivziRg) ol v .
“® " A(l+2z/Ry) 8Bl A, (1+2/R,) | A,(1+2/R,)da] Agll+2/R,)
1 oW e[ U 1
= A 1+2/R )| s
Yo " A 42/R,) 60 ll+2 G)BZMAQ(I-FZ/RQ)J (15)
18w al v
= Agll+z/R
T = A i+2/R,) o pli+2 ﬁ)EZ_ABin/RBJ (10

Segundo o quarto postulado de Love, os deslocamentos deverdo apresentar variagSes

lineares, ao longo da espessura.

U(e,B,2) = u(a,p)+ 20, (a.p) (17
V(o,B,z) = v(a.B)+265(ct,B) (18)
W(a,p,z) = w(a,p) (19)

onde: u, v ¢ w sio os deslocamentos de pontos da superficie média nas direcbes a, f§ e z,
respectivamente. As quantidades 6. ¢ 6 sfo as rotagdes da normal em relagdo a superficie média,

quando ocorre uma deformagéo.

De modo a determinar 6, e 8; em termos dos deslocamentos u, v € w, segundo a hipotese de

Kirchhoff, todos os componentes de deformagfo na direcio normal & superficie de referéncia

serfio desprezados.
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Yar =¥p, =€, =0 20

Quando substituimos as equacdes (17) a (19) nas equagdes (11) a (16), com as restricoes

observadas pela equacéo (20), obtemos:

u 1 ow
6 =0 2 EW
“ R, A, du @l
v 1 ow
O =— ——— (22)
B
Rﬁ Ag op

As equagOes das deformagdes, em fungdo dos deslocamentos u, v e w, no caso de casca fina,
s4o obtidas das equagbes (17) a (19), (21) e (22), quando essas sdo substituidas nas equagdes (11)
a(16).

1
€ = m (6q +2K4) (23)

I

% =)t ™) (24)

1 z z z
= l—-——— e +2{ 1+ +— 25
Yop (1+sza)(1+z/RB)H RQRB] ob z[ 2R, 2RﬁH @)

Onde £a, &5 © £qp 580 as deformagSes normais e angulares na superficie média (z = 0), &, e &z sio
as mudancas na curvatura da superficie média, ¢ v é a torclio da superficie média. Essas

quantidades sfo dadas por:
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1 8u v O0A, W
g, = 2 26
“ A, B AAy B R, (26)

OA .
£ = 1 8V+ u 9Ap @7
Aﬁ o A «Ag S RB

A, 61 u Ag 0
g o TPl + 28
WAy ag(AJ A, 8&(AB] (28)

0
c = 1 a@a+ g OA, (29)

“ A, da AA; BB

3 1 aeﬁ 8, aAg
b= A, OB i «Ap B0

_Aa 0(8 ), Ap0f0B| 1/ 1m v OA
Ay 3BlA, ) A, 8a|Ap) Ro|lAg 8B ALA, da
1 (1 av  u oA,
Ryl A, 0 A A, B

(30)

€19

2.1.4 Relacdes Constitutivas

Considerando que o material da casca € elastico linear, homogéneo, isotrépico, com maodulo
de Young E, coeficiente de Poisson g, com base na hipétese de Kirchhoff e na terceira

consideragdo de Love, podemos escrever o seguinte conjunto de equacdes:

Oy I p 0 €u

E
oy |= A TR a 0 ) eg (32)
Cop 0 ¢ %’u Top
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2.1.5 Forgas e Momentos Resultantes

As forgas e momentos so definidos em termos das tensdes, apresentadas pela equagio (32).
Consideraremos primeiramente a face do elemento que ¢ perpendicular ao eixo ¢ , cujas tensdes
na face s80 O, Oy € 0. A forca infinitesimal agindo sobre o elemento de 4rea dss(z)dz da face é
entdo oudsp(z)dz. As forgas resultantes, agindo sobre a face perpendicular ao eixo @, sdo expressas

por:

Na n/2 | Oq
Z

Nog (= [ |0 [14»%}12 (33)
Ry

Qa ~h/2 Oz

De manetra analoga, as forgas resultantes, sobre a face perpendicular ao eixo £, sdo:

Ng h/2 | OB

Nipa | = j' O pa (1+-§-sz (34)
— o

Q h/2 GBZ

Figura 2 - For¢as Resultantes no Elemento de Casca.

Os momentos resultantes M, M’B, Maﬁ g Mﬁa podem ser determinados, seguindo o

mesmo procedimento, uma vez que basta incluir nas integrais a distdncia z. As diregBes positivas

dos momentos resultantes sfo mostradas na figura 3, com valores dados por:
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WM ) E B/Z '_0, h
ol j' B B (35)
_Mﬁiﬁ__ Y “Ga«ﬁ‘ Rﬁ
M, ] h/2 "Ga ]
Pois _[ Polis —z—szz (36)
DMQ{Z_ ~h/2 _GBG._ RCL

Devido aos momentos resultantes serem definidos com respeito & superficie média, as suas

dimensdes sdo momento por unidade de comprimento da superficie média.

ﬁ«wm

Figura 3 - Momentos Resultantes no Elemento de Casca.

Assim, com as equagBes (33) e (34) e considerando que para casca finas, z/ R, ¢ z/ R; sfo
despreziveis, pois sdo valores pequenos em comparagdo com a unidade, resultam nas seguintes

equagdes, com N5 =Np, € Mg = M;g,.

N i I u 0 €4
Ny |=r=sju 1 0 )y (37
Nog o o —-——-h(i”) Sap
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M, 3 I p 0 Ky
M, =k 1 0 Ik (38)
Ma& H 0 0 W__G;f‘t T

2.1.6 Equagdes de Equilibrio

As equagdes gerais de equilibrio do elemento de casca sfio obtidas, através do equilibrio
entre as forcas internas e momentos resultantes, como mostrado na Figura 2 e Figura 3, com as

forcas e momentos externos aplicados.

§=qa&+q5ﬁ+qnﬁ e f'n:rna&+mﬁfi+mnﬁ (39)

Entéo, as equagdes de equilibrio ficam:

”;&"(AﬁNa)+é%(AaN§ﬂ)+%NaB "%NB + Aqu Qo +AaApdy =0 (40)
—a%(AaNs)"*“ ‘é%(AﬁNaB)* %Nﬁa '"%Na + A;? Qs+ AuApds =0 (41)
Aﬁi\s N, - lﬁ&;{t{3 b, +g%(ABQa )+—6%(AaQﬁ)+ AgAng, =0 (42)
%(ABMa)M}“ Wg%(AaMBa) %ﬁlMaB - %Mﬁ ~AaApQu + AgAgmy =0 43)
:%(%MBF %(A;aMas)Jr %MB{I —%%“‘Ma ~ A+ AgAgmy =0 . (44)
Nog ~Nyq + % - 208 45)

R, R,
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2.2 EQUACOES DE PLACA

As equagdes, descrevendo o movimento de placa de Kirchhoff e Reissner-Mindiin, sio
obtidas a partir da equagéio geral de movimento de casca, em coordenadas curvilineas, com a
escolha apropriada dos parametros de Lamé e dos raios de curvaturas. Para o modelo de
Kirchhoff, sera considerada a quarta hipotese de Love, ja para o modelo de Reissner-Mindlin esse
postulado serd desconsiderado, para permitir efeitos rotacionais e de deformagdo por
cisalhamento. Em ambos os modelos, os resultados de casca, previamente discutidos, serdo

considerados, na descrigdo do movimento longitudinal ¢ transversal de uma placa retangular,

2.2.1 Placa de Kirchhoff

As equag0Oes para uma placa retangular fina, resultante das equacghes de casca previamente

apresentadas, sfo obtidas com as escolhas dos seguintes pardmetros:

a=x  B=y
Ay=1 Ay=1 (46)
Ra =0 Rgmoo

Nas equagdes (23) a (25) e (32) substituimos as condigbes da equagio (46). As relagdes

entre tensdo versus deformacio e deformacgéo versus deslocamento, ficam:

ex gx KX
ey |=| & |F7Z/ K,y 47
Yy Exy T

Gy . 1 u ¢ e,

oy |= AL 0 e, (48)
-u (1-p)

Oy 0 0 3 Y

onde:
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Ex T
da Ov Ov
g, |=|— = T4+ (49)
ox By ox
Eyy
K
Kx __[ &*w 8w 6ZWT (50)
y 1T T2 a2
Ox
T ox ay

A combinagfio das equagGes constitutivas com as expressbes de forca € momentos

resultantes conduz a:

N 1 0 £,
X Eh H
Ny |= e u 1 0 £y (51
Ny 0 0 G;”)S
M, £ 1 p 0 Ky
M, |= po 1 0 K (52)
¥ ( _ 2) ¥
? 2

Fazendo o equilibrio entre forgas e momentos, de maneira andloga ao mostrado nas

equagdes (40) a (45), obtemnos as relagdes:

~2
ou N, ON
P =ty T (53)
82\2 N ON..
ph 7= 6yy + axxy +q, (54)
52
L (55)
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M., M
aXX+—é—yy-"--Qx+my=o (56)
M, M,
"&"'%W“E;X“““Qy*!-mxm (57)

-

Com as equagdes (56) e (57), e eliminamos O, e ¢, em (55), obtemos as seguintes

equagdes de equilibrio:

2’u &N, N,

h -
P o pe dx (58
P2y AN, N
h — > _ Xy = 59
P ey &b )
o*w &M, oM, &M, &M, om, om,
a2 ol oy oxoy  ayx Ty ax (60)

Com as forcas e momentos resultantes, equacGes (51) e (53), as equactes de movimento

desacopladas para membrana podem ser escritas como:

&u 1 &u 1 v h? &%u
——+{l-p)l—=—+=(1+p) = h - 61
o 2( M)ayg 2( et v pwaat (61)
v 1 v 1 \8211 h? &%y
_—aﬁJ”E(l””)”_asz"i(”“’axay:lzD ph PER (62)

e para placa, como:

i 4 4 afn, 2
o'w , d'w  o'w 1[qn+am"+ y an (63)

+ + = —
ax4 axzayz ay4 D ay 8}( &2
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com

Eh*

b= 1211*}12 ’ )

2.2.2 Placa de Reissner-Mindlin

Na obten¢&o do modelo de placa de Reissner-Mindlin, os trés primeiros postulados de Love
serdo considerados, e o quarto postulado serd relaxado, para permitir o efeito de inércia de

rotacdo e deformac&o por cisathamento.

Com
a=x fp=y

Ay =1 Agz=1 (65)
Razco RB=OO

As relagBes gerais dos deslocamentos em (17) a (19), podem ser escritas como:

U(X,y.2) = (X, y) +20,(x,y) (66)
V(x,y,2) = v(X,y) +20,(x.y) (67)
W(x.y.2) = w(x.y) (68)

onde: 6, e 6, sio as rotagdes da superficie média nas direcSes x e .

Através das equagles (11) a (16), as relacSes entre deformacio e deslocamento sio:
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€x T T
06, 00
e, |= o N +z By ! v 4 Bs (69)
ox 8y oOx Oy & By ox oy
Txy
ow
Yo | 1 ox | |9
= + 70
["/}J w [ey} 7
oy

Observamos que, s¢ ndo assumissemos a deformacéo por cisathamento, obteriamos a relacdo

6. =—dw/ e 6,=-w/5 das equaghes (21) e (22), as quais conduziriam as expressdes em

(47) a (48). Além disso, pode ser observado que o quarto postulado de Love desconsidera as

deformages y,, € y,,. Ao relaxarmos tal postulado, essas deformages passarfio a ser diferentes

de zero e o modelo resultante permite considerarmos as deformagées de cisalhamento.

As expressdes de forgas e momentos resultantes sio obtidas de maneira usual, por

integragfio da tensfio através da espessura da placa.

N, o (1 e 0 Bu/éx

N, R P ov/dy (71)

Ny Tk 0 0 (1__9.). Ov/0x + Ou/ By

2

Qx 12 8w/6x ex

[ Qy}mk Gh[[aw /@]»{ ByD (72)
M, 1 u 0 ;. [ox
M, {=Dlp 1 0 0, /oy (73)
M, 0 0 9:2_31) 20, [ox+20, 3y

onde:
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E Z
k=2 74
2+ © T 12 74

e

Go=

A constante k¢ conhecida como fator de correcdio de cisalhamento e varia em fungéio da

se¢lo transversal da placa. O valor apresentado na equagiio (74) € valido para segdio transversal

retangular.

As expressOes do equilibrio de forcas ¢ momentos sdo idénticas as consideradas
anteriormente, equagdes (53) a (55). A inclusdo do efeito de inéreia de rotacéo, no equilibrio de

momentos, conduz a:

h® 8% M, M,

I at; =-—Q, + —% + _%7_+ m, (75)
3 5%8 M, &M,

%E.%y e (76)

O sistema de equagdes desacopladas, descrevendo o movimento transversal da placa, é:

3 Az . A o0,
p%a;; = —kGh[%+9xJ+~§{G —uvie +(1+ p)gi-(i’: ngl)} m, (77)
hd 8%0 1

Yy o ow b - 2 _E?__aex f??_}_
= kGh(ay +ey]+2 (1-pWw ey+(1+u)ay(ax + H+m (78)

12 at°

2 3
phi;vuk(}h v2w+6§; + ayy}rqn (79)
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2.3 EQUAGOES DE VIGA

As equagOes, descrevendo o movimento de uma viga, podem ser obtidas a partir das
equagdes de placa, com a escolha apropriada dos pardmetros de Lamé e dos raios de curvatura. O
modelo de viga de Euler-Bernoulli ¢ obtido diretamente do modelo de placa de Kirchhoff, mas, o
modelo de viga de Timoshenko € obtido do modelo de placa de Reissner-Mindlin.

2.3.1 Viga de Euler - Bernoulli

O movimento de uma viga fina e plana, com comprimento / e largura b, pode ser
determinado a partir da equagdio de placa finas, equacbes (58) a (60) (placa de Kirchhoff),

ignorando o movimento na direcdio x e o efeito do coeficiente de Poisson.

v | N,
2 &*M

ohb 2 - —b— =bqn+b5mx (81)

ot oy oy

Com as equagdes (51) e (52) e as equagdes (49) e (50), obtemos:
Bv
bN§=:Ehb5§ (82)
3 2 2

bM, =g W _ g oW (83)

b, 12 ayz aYZ

Substituindo as equacdes (82) e (83) nas equagdes (80) e (81), obtemos as equagdes de

movimento longitudinal e transversal.

o%v %y
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(85)

2.3.2 Viga de Timoshenko

Trabalhando com as equagSes (71) a (76), com o mesmo equilibrio de forcas e momentos
resultantes, equagdes (53) a (55), e desconsiderando a coordenada x e o efeito do coeficiente de

Poisson, obtemos:

a*v  ON,
Ty T (86)
62W aQy
Ph—&“y = —5y"+qn (87)
3 5% M,
Ly L=-Q, +—L +m, (88)
12 & By
onde:
ov
BN, r.Ebhg; (89)
bQ, mkah[i"iwa (90)
oy
o0,
bM, = EI o (91)

Substituindo as equagdes (89) a (91) nas equagBes (86) a (88), obtemos a equagio do

movimento longitudinal
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v v
e as equagdes desacopladas do movimento transversal:
2 2 &0
pbh 2 ¥ _xGbh| 2 T =2 i, (93)
ot ay” &
e o*
pl—"= mkah[%g-+ 0, }- El ay;’ +bm, (94)
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2.4 INFLUENCIA DA CERAMICA PIEZELETRICA NA
EQUAGAO ESTRUTURAL

De posse das equagdes de placas e vigas, podemos modelar a interaco entre a cerdmica
piezelétrica e essas estruturas. A contribuicdio da cerfimica piezelétrica pode ser dividida em duas
categorias, chamada interna (material) e externas (forgas e momentos). As forgas e momentos
internos levam em considera¢@io as mudancas nas propriedades do material da estrutura, como
massa, rigidez e amortecimento, devido 4 presenca da cerfimica, e esta presente, mesmo quando
ndo existe voltagem aplicada sobre a cerimica. A contribuicio externa ¢ devida & deformacio
induzida pela cermica, quando aplicamos um potencial elétrico, e aparece nas equagbes de

movimento como carga externa, {1Z0U & FU/, 1994, BANKS & WANG, ] 993).
2.4.1 Interac@o Ceramica Piezelétrica e Placa Retangular
2.4.1.1 Forgas e momentos internos

Tomemos um par de cerdmicas piezelétricas, com espessura /,. ¢ uma placa de espessura 4.

Suponhamos que exista uma aderéncia perfeita entre as cerdmicas e a placa.

VAN

pzt 2

Figura 4 - Deformagdo Normal na Placa.
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Neste trabalho, restringimos a nossa analise ao estudo dos primeiros modos de vibragdo, ja
que admitimos que o campo de deslocamentos € continuo e linear, ao longo da espessura da placa
e dos PZTs. Em modos mais altos, existe uma variagio rapida desse campo, sendo que tal

consideragio impede a reprodugiio deste de uma forma precisa (GAMA, 1998).

Como mostrado na Figura 4, os PZTs possuem suas extremidades paralelas s linhas dex e y
constantes. Admitimos que a fixagdc dos PZTs nfio trazem nenhuma pré-tensdo 4 estrutura, A
consideragdo de que as laterais dos PZTs so paralelas as linhas x e y é somente por conveniéneia.
A forma sé afetard a fungdo caracteristica y,., a qual tem valor unitdrio para as coordenadas,

cobertas pelos PZTs, e zero em caso contrario,

Figura 5 - Fixacdo da Cerdmica Piezelétrica na Placa.

Com as consideragbes anteriores, podemos supor que as relagdes, apresentadas pela

equaco (47), sejam mantidas através da espessura combinada h + 2h,.

Para uma placa com Epes, fiper, Epez € Lipez sendo, respectivamente, o médulo de Young e o
coeficiente de Poisson, para os PZT's colados nas superficies externa (parte superior e inferior da

estrutura), 0 componente da tensfio o € dado por:
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’ Eoel (e
I—u;]
0 =1 ey +he, ) 95)
l-p
Epe?.
1=,

xt “peley)

(ex + upéﬁey)

com expressdes similares para oy ¢ o, = 0,.. Os subscritos / e 2 sdo usados para descrever as

propriedades dos PZT, posicionados, respectivamente na superficies, superior e inferior, da

estrutura.

As forgas e momentos resultantes sdio obtidos pela integracdo das tensdes, através da

espessura da superficie.

N, (/2+hee) | Ox

N, = [ ey (96)
Ny {h/2+h,) Oy

M (hr2+b,.) | O

M, |= f o, pdz (97)
M ~r/2+h,,) N

Isto conduz as seguintes equagdes:

B h,
;ezl Ex * l’Lpels )hpe = 2 (Kx +P~pele )JXpe(xa Y) (98)
P

pel

d[
Sl

2 Ex +P"p<329‘ Lpe ) (K +!“Lpe2K )J%;»e(x )
P
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33

h
Ny = 12 (8 *“#£XJ
E2 (o et e + 2, + tpery ) e )
2 y Hpe1®x Mpe AR HpeiKx J|Xpe\ XY
P
E h,
1 ?'322 [Ey+”p628 }1;)6 ) (K +}~1p523{ )]Xpe(x Y)
ppez
Eh c
BT R
h,
2t e (%)
pei[z +upe1 (1+3'Lpel) :t pe
h2
"‘“‘{2 1+ upez T 4l pe) z}x"e ()
Eh’
M, = " 1__“2 (Kx +p1<v)
E
+ pe21 l:(gx + p‘PfﬂaY) +(Kx + lperK ) ]Xpe(x y)
I- Hopet
E
+1 9322 }:_ (SX 'H"'Peza}) (K +Hpe2K ) 3 ]Xpe(x Y)
= Hpe2
Eh’
Mazlzyﬁf &Y+“Kd

99

(100)

(101}

(102)
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Eh®
Mo =My = e
Xy VX 24(1—”1)1
h h
+E 2 £+ 3 - x. o
pe}[4(1+¥ipel) o 6(1+Hpe1) :}xPe( Y) (103)

h h
B _ 2 3

onde:

2 3
h2=(-+hpe) e hsz[ﬂmge} —— (104)

A fungfo caracteristica y,, (x, y) tem a definigdo:

I, X/ £X<X,,¥87%
Xpe(XsY)m{ 1 2 Y1 =Y=Ts (105)

0, deoutramaneira

Se um PZT estiver presente, as forgas internas ¢ momentos resultantes na estrutura podem
ser determinados a partir das equagdes (98) a (103) omitindo-se a contribuigdo do PZT faitante.
Como observado nas expressGes resultantes, equagdes (98) a (103), a fixagio dos PZTs sobre a

placa conduz a descontinuidade da rigidez e do coeficiente Poisson, nas equag¢des de movimento.
2.4.1.2 Forcas e momentos externos

A segunda contribui¢do do conjunto de PZTs é a geracfio de forgas ¢ momentos externos,
resultantes da aplicacdio de um potencial elétrico sobre os PZTs. A aplicagdo desse potencial

elétrico induz deformagdes nas diregdes x e y.
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Figura 6 - Conjunto de PZTs Ativos, Colados sobre uma Placa Retangular

Portanto, consideramos que, quando o conjunto € ativado, deformag@es lineares na diregdo

x ¢ y serdio induzidas igualmente.

A amplitude da deformacéo livre induzida €:
d
pet = (e = (0 )y =210 (106)
pe

1 d
Cpez = (ex)pez = (e}’ )peg = h31

L2 (107)

pE

onde: 4y é a constante piezelétrica e ¢ e ¢ sdo os potenciais elétricos aplicados no PZT superior

e inferior, respectivamente.

Quando ha potencial elétrico nos PZTs, com coordenadas das extremidades x;, X2, ¥1 € ¥z,
como mostrado na Figura 6, o pontc (Sc“,j";”) = [(xi + xz) / 2,( i+ yg) / 2] nAo se moverd, ao passo

que os pontos axialmente simétricos se moverdo, em igual quantidade, na diregdo oposta. Esta
observaciio § importante, quando determinamos a natureza da forca resultante, e motiva o uso de

urna fungfio indicadora em muitas das expressies.
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A tensdo individual nos PZTs é considerada como:

-E -E o d
(6 =lo,) =—ple = Tl O3y (108)
oo 0 b = e T e
~ EBoe2 Eoer d
s =05y = T =2 (109)
pe

Obs: O sinal negativo € resultante do equilibrio de forgas e tensdes induzidas nos PZTs.

Integrando a tensfo sobre a face do elemento fundamental, as forcas e os momentos

externos resultantes, devido a ativagfio individual dos PZTs, podem ser expressos como:

()] 2220
i Jlesk

(Mx )pel h/2+hpc (GX )pel
= 111
{(My )pel } ‘[ ‘i(o'y )i?el }Zdz ( )
Com expressdes andlogas para (Nx)pez’ (Ny)pe‘Z X (Mx)pt’-? e (My)pe2 . A unidade aqui ¢

forga por unidade de comprimento, e momento por unidade de comprimento. A integragéo, entfo,

conduz a:

—E ook
(N Jpey = (N, ) =22 (12)
"p"pel

- Epezhpe

(113)
1"Hpe2

(N )pefa (NY)pez =

pe?

1{ Ep 2
(Mx)pel=(1\/1y)pe]=wg{E pel ][4@«»}19&) *thepel (114)

- f*LpeI
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M), =(M,) =1 Epe2 4[3+h )2——}125: (115)
X /pel Yipe2 g 1‘“;’{})32 2 pe pe2

As expressdes (112) a (115) admitem diferentes potenciais elétricos nos PZTs, incluindo a
possibilidade de um PZT permanecer passivo, sem potencial aplicado. Isto dd uma grande

flexibilidade nas aplicagdes de varios tipos de carregamentos, atraveés da ativacio dos PZTs.

No desenvolvimento da forca externa e momento resultante, devido 4 ativagio dos PZTs,
efeitos de borda foram ignorados e, portanto, as expressdes (112) a (115) aplicam-se aos PZTs,
cobrindo toda a placa. Essas equagdes podem ser modificadas para PZTs finitos da seguinte
maneira. Para o PZT, com contornos x;, X2, Vi, € ¥2, como mostrado na Figuras 5 e 6, as forgas €

os momentos totais sdo:

(N, ) = 0 s + (N e ] e ()82 6810) (116)
(SRS (ST TR (S Y A% SIS S 17
(M) = (M, ) + (M )er B (.3 (118)

(My )pe = [(My )pel + (My )pez ]xpe(X9 y) (119)

onde a funglo caracteristica y,, (x, y) foi definida em (105). A presenca da fungéo indicadora

L, x<(x;+x,)/2
Si2(x)=90, x=(x;+x,)/2 (120)
~1, x>(x,+x,)/2

1, y<(y1+y2)/2
S12(r)=10. y=(,+y,)/2 (121)
-1, }’>(Y1+Y2)/2
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vem da propriedade de que, para PZTs homogéneos de espessura uniforme e opostos, iguais

deformagdes sfio geradas sobre o ponto médio (f,jf') , nas duas coordenadas.

Se a equagio de placa (Reissner-Mindlin ou Kirchhoff) for usada, os carregamentos de

superficie podem ser determinados via as expressdes:

LN,
4y =-S5 (x)S12(y) N, (122)
. alNy)
qy ==S12(x)S1,(y) pe (123)
oMy ),
= pe 124
m & (124)
aM
m, = __(E’.:lz‘i (125)

Esses valores, mais tarde, podem ser substituidos nas equacdes de equilibrio (61) a (63), para
Kirchhoff, e (77) a (79) para Reissner-Mindiin.

A aplicagdo de um potencial tal que e .=ep.;=¢,.z, Causa extensio pura no plano da placa
(PZTs sd@o excitados no plano), enquanto flexfio pura ocorre com a escolha ej.=epe;=-€p:

{excitacfo fora do plano).
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2.4.2 Interacdo Ceramica Piezelétrica e Viga
A contribuicio dos PZTs, na dindmica de vigas planas e finas, pode ser determinada
diretamente dos modelos de placa com PZTs. Se considerarmos somente o movimento transversal,

direcsio v, da equagdo (99), vem:

BN, = [Ehb + (E poyh e b+ EpeahpebMpe (y)]—g;—’

| . (126)
W
+"~2—(Epe;h2b - Epezhlb)xpe(Y) 2
oy
B’ 1 &w
bMy = — E~5+§(Epelh3b+ Epe2h3b}xl}e (Y) 2
oy (127)

1 ov
- _2" (Epelhzb - Epezhzb)Xpe(y)é'y“

A forca externa e momentos, gerados pela ativagio dos PZTs, seguem as mesmas
expressOes, obtidas no caso de placa. Resumindo aqueles resultados, vemos que 2 forca e

momento externos totais sdo:

(one, ), =fona, ), + 00, ) e ) (128)

N, ), =i, )+ 6, ) e 0020 (129)

onde:

2
1 h
(bm, ) | =- s EpeleE + hpeJ ~h? }ew

= =2 Eparblh+ by Bisid

(130)
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2
1 h )
(bMy)pa ) xngezb[‘#(E—;—hpe) ~h }epez

(131)
1
= EEpezb(h + hpe 3192
(bNy)pei = —Epeibhyeepe; = —Epeibds iy (132)
(6N, ), = ~Epeabhpeeper = ~E oo b (133)

Para determinar as cargas dos PZTs sobre a equagio da viga, as forcas e os momentos de

superficie correspondentes sdo encontrados através das relacdes:

_ . olN,)
bay = (ba ), =5, 60— (134)
(M
bm, =(bm,),, =—(—m{~)~£€ (135)

oy



Capitulo 3

FORMULAGAO POR ELEMENTOS FINITOS PARA
PROBLEMAS DE PIEZELETRICIDADE

Para modelar estruturas complexas, precisamos lancar mio de wm método numérico.
Segundo BATHE, o Método dos Elementos Finitos é uma importante ferramenta, freqiientemente,
indispensével na analise e projeto de engenharia (BATHE, 1996). As equagOes da piezoeletricidade
sdio complexas e impedem solucSes fechadas para geometrias complexas. Nesse sentido, o método

dos elementos finitos se mostra atrativo.

Modelos numéricos sio desenvolvidos empregando o Principio Variacional Eletromecdnico
para Meios Piezelétricos para estruturas com sensores ¢ atuadores distribuidos, cujo
equacionamento se encontra no Apéndice A. Primeiramente, apresentamos um modelo
tridimensional, usando o elemento isoparamétrico trilinear de oito nds, com trés graus de liberdade
internos, com cada nod, tendo trés graus de liberdade de deslocamento. O objetivo da adigfo dos
graus de liberdade internos ¢ reduzir a rigidez adicional, que aparece na direcdo da espessura, €
produz equag¢bes mal condicionadas e resultados mmprecisos (TAYLOR et al, 1976).
Posteriormente, desenvolvemos modelos para estruturas do tipo viga e placa. Trabalhamos com
modelo de Viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko e de Placa de Kirchhoff e Reissner-Mindlin.

No modelo de Kirchhoff fol utilizado o elemento retangular de Melosh, com quatro nds e trés
41
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graus de liberdade por n6. Segundo BATHE (1996), ¢ um dos elementos mais efetivos para placa.

T4 no modelo de Mindlin - Reissner, empregamos um elemento isoparamétrico, com formulagéo

mista MITC4, proposto por BATHE (1996). Tal elemento, segundo o autor, nfo apresenta o

problema de superestimar a tensdo de cisalhamento transversal, conhecido pela expressio “shear

locking”.

3.1 EQUACAO VARIACIONAL PARA MEIOS PIEZELETRICOS

Conforme apresentado no Apéndice A, o comportamento do material piezelétrico, onde

existem efeitos elétricos e mecinicos, pode ser escrito na forma matricial, como:

[[Joteu)" fikev + [[ffoei"olav - [[fi6EN Dlav -
J[Flouy yJov-+ [flouf™ s kis— [foo,as

Segundo CADY (1946}, a equagfio constitutiva da piezoeletricidade linear é:

fo)= " el [liE}
0} = [T fe}+ [ e}

sendo que:

(136)

(137)

(138)

onde: {o} - tensor tensio mecénica; {} - tensor deformagdio; {E} - vetor campo elétrico; {D} -

vetor deslocamento elétrico; [cE ] - matriz elasticidade para campo elétrico constante; [e] - matriz

de constantes de tensGes piezelétricas; [fg] - tensor de constantes dielétricas para deformagio
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constante; [56] - matriz de constantes dielétricas para tensdo mecanica constante; [d] - matriz de

constantes de deformagdes piezelétricas.

Substituindo a equagdo (137) na equagio (136), obtemos a equagio do Principio

Variacional Eletromecdnico para Meios Piezelétricos:

[[four fuav + [[fel = Jedav - [[[loe} T Elav ~ [[[ioE) [eleiav
- J[eEF Elekv = [[fEu)™f, Jav + [[lsu) s - [[spo,as

(139)

3.2 ELEMENTO SOLIDO TRILINEAR DE OITO NOS

Um elemento piezelétrico e isoparamétrico trilinear de oitos no, com trés graus de liberdade
internos, serd formulado, usando o principio variacional eletromecénico para meios piezelétricos,

equagio (139). Para se obter as relagGes matriciais para o elemento, definimos uma aproximacéo

nodal do deslocamento {u} = {g} e do potencial ¢ em termos de i varidveis nodais via matrizes

de funcfes de interpolagio [N q} e [N ¢] .

3.2.1 Aproximacao por Elementos Finitos

A aproximac8o nodal, via elementos finitos, sugere que:

fa}=IN, fa.} (140)
6= {Nq:]{@i}

onde:

3
{Qi}*[ﬁl Vi W o Uy W3P=Z[ﬁi v Wi]r (141)
-
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8
bl=lt & . W=D (142)
i=1
N, 0 0 Ny 0 07 [N, 0 0
NJ={ 0 N, 0 0 Ny 0[=10 N; 0 (143)
0 0 N, 0 0 Ngi ™10 0 N,
g
=N N NN (144)

A deformagio {s} ¢ definida como a primeira derivada do vetor {q}, empregando a matriz

operador diferencial [Lq] .

fe}=[L, Jia} (145)

O vetor campo elétrico {E} ¢ definido pelo potencial elétrico ¢, usando o operador

gradiente, equagdo (424).
{E}=-vie} (146)

Escrevendo as equacgdes (145) e (146) em termos das varidveis nodais, obtemos:
{e} =[B, (s} (147)

{E} =B, {41} (148)

onde:
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o, .
%
o & o
on
s 0 0 ﬁ?‘%
B )=l IN,]= ;I LN, o (149)
o on
Ny 5 Ny
oG o€
N N,
| On & i
o,
3
B,]=v[N,]=> (150)
i=1

1

R22 |28

O elemento isoparamétrico convencional apresenta grande deficiéncia, quando aplicado em
estruturas finas. Se a espessura do elemento € muito pequena, comparada com seu comprimento,
uma energia cisalhante excessiva é armazenada na dire¢do da espessura. Conseqiientemente, o
coeficiente de rigidez na direcio da espessura se tornard muito maior do que aqueles nas outras
diregdes do plano. Isto conduz a estimativas pobres e resultados incorretos (COOK, 1974;
BATHE & WILSON, 1976). Uma técnica para aperfeicoar o comportamento do elemento
isoparamétrico consiste em introduzir graus de liberdade internos, (TAYLOR, et al., 1976; COOK,
etal., 1989; TZOU & TSENG, 1990).
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O

Figura 7 - Elemento Trilinear de Oito Nos

As funges de interpolagdo sfo as seguintes:

N =(1-90-m0-¢) Ns=g(-gi-ni+)

1 1
Ny =g+ &)t-n)(1-¢) Ne =g (t+efi-n)i+¢) ash
I 1
Ny = ~8~n(1~;~ Hl+nfi-¢) Np= —g(z + &1+ 7)1+ )
1 1
Ny=g(l-8+ mfi-0) Ng=5(1-8)1+n)1+¢)
J4 as funcgBes de interpolagcdo para os graus de liberdades internos sio:
B=(1-¢) B=(i-r) B=(-¢) (152
onde:
-1L&nd<l (153)

Adicionando na equacgfo (140), as fungdes de interpolacfio, referentes aos graus de liberdade

internos, obtemos o seguinte conjunto de equagdes:
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fat=IN Ja + Ix Jiga )
¢ = N¢}{¢i f+ [X@}{‘Sm }

(154)

sendo que:

11
{qm}“[ﬁg Vo Wy ... T ¥V WuF“Z[ﬁm Vi WmP (155)
=9

o)<l B0 BT =3 (156)

m=9
B, 0 0 .. P, 0 0] . [Ph O O
X,J=l0 & 0o .. 0o p, o0|=]0 B 0 (157)
0 0 P o 0 P, ™0 o0 P,
11
(=P, P, B J=3[R,] (158)
m=9

Com a aproximacgio representada pela equacio (154), as equacdes (147) e (148) tomam a

forma seguinte:

() =[B; Ja:} +[G, Jm) (159)

{EY=—{By {6} - [G; [} (160)

onde:
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é;éi‘—’ 0 0
0 % 0
apP
alo o &=
[Gq}={LqIXq]=m9 e é%i (161)
& on
ko
& 2
N A
R
o
2
11 6P
G,|=v[x,|= 3| Zm 6
[G,]=vIx,] 2o (162)
4

3.2.2 Energia Potencial

Agora, a energia potencial U do material piezelétrico deve ser modificada, para inchuir os

graus de liberdade internos. Isso ¢€ feito, aplicando-se, novamente, o principio da energia potencial

minima e substituindo as equagdes (154), (159) e (160) na equagio (466).

5U [&1 Ry T lfﬂ[ }R]]IB [G]]det[s]dadndg{{{;j}] (163)

I1-1-1

onde:

ol
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{@n) = EZZH (165)
|15 1o
{]{[0] _[B¢] (166)
_|leg] 1o
[G]_W[O] o (167)
F] -l
[R]—[_[e]f _[ég]J (168)
ON, &N, ONg
M= = 2 =R J (169)
L8 &g 8¢
Fazendo
111 BT
[k]= HMG%T}[RE[B] [G|ded J)azdnds (170)
—1-1-1
a equacio (163), fica:
7 N
W:{{&L} T:’ [k][{{;‘;}}} (171)

Operando a equacio (170), obtemos:
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or [R]B] [BY[R]G] l

[& J.j ett J {dédnd. 172

lel= ”JIG] "[R]B] GT[RIG] |/ldédndc ( )

Considerando-se

[Faa) = }‘}.}B] [R][Blder|s]agdnd; (173)
~1-1-1
111
boa|= | [ [18T [REG e T )aginas (174)
~1-1-1
111
JJ= [ [ |61 [RIBlded r1aginc 17%)
-1-1-1
111
'f” 1 [RIGer{ S )acdnds (176)
-1-1-1

e substituindo as equacdes (173) a (176) na equacio (172), vemos que:

o fe]

Vamos determinar cada matriz apresentada pela equacdo (177). Para isso, tomemos a

equacdo (173), que receberd as equagdes (166) e (168).

T ) e
oI B o
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Ora, fazendo

111 .
.[ j ﬂBq Jderl Nagands
~1-1-1
111
P j J ﬂBq || (] B, |ded Nacanas
—i-1-1
111
kéq = JJﬂB¢ [e der Jdédnds
—1-1~1

111
k¢¢ = — j f ﬂB¢ B¢ det [Jdédnds
~1-1-1

¢ substituindo essas equagdes, (179) a (182), na equagio (178), temos:

[aa | [Fas]

2 :{[%] [’WJ

Tomando a equacio (174) e substituindo as equagdes (166) a (168), obtemos:

Pl ARG GRS &) de] J\dcdnd
& wjlw{—ﬂ{%r[ef[%] —[Beﬂ]f[f}{%]} e

Considerando-se

ul- ]

-1

ﬂBq]T[cE ][Gq [ded Sagands

(179)

(180)

(181)

(182)

(183)

(184)

(185)
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1
_ﬂBq jaé det ldednds
1

11
el
~1-1-

111
[ME j j ﬂ3¢ G, |ded T Yagdndg
~1-1-1
111
k@ =— J‘J‘J‘[Bsg G¢ det déd?]dé’
-i-1-1

podemos substituir essas equagdes, (185) a (188), na equacdo (184), obtendo:

A equagdo (173), com as substituicdes das equagdes (166) a (168), fica:

[Faq = Il]i[aq]f[cﬂ[aq] 6] [e] 2] }et[ﬂd«fdndé'

R ARG A B A

ﬂGq [ [e&] B, Jaerd NNaganas
1

111

[ag) = j I ﬂc;q [e] B |ded|Nazindc

~i-1-1

(186)

(187)

(188)

(189)

(190)

(191)

{192)
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P11
kbq = ”ﬂ@ [e der [J1dednds (193)
~1-1-1 .
111
kb¢ == j f _ﬂG¢ B¢]det[J]d§dnd§ (194)
-1-1-1

podemos substituir as equagbes (191) a (194) na equagio (190) obtendo:
~ k k
[kaq]{[ g [a‘ﬁq (195)
[ksg] [#ss]
Finalmente, tomando a equacgio (176) e substituindo as equagdes (167) e (168), chegamos a:

% 0 ‘*'TCE llo.] [q] e[ J)dédnd 196
SIRIER RS A

—111

Fazendo com que

il
j f ﬂGq det [V d&dnde (197)
~1-1-1
111 r

[k5] = f I ﬂGq] [e] Gy e TNaganag (198)
~1-1-1

[ksa] = ij]h% det[.]]dédr;dé’ (199)
-1-1~1
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111 ;
Mw}="fJﬁGA kﬂk%}k&ﬂ@ﬁm@' (200)
-1-1-1 ,
vemos que as equacgdes (197) a (200), substituidas na equagfio (196), conduzem a:
-~ k k
[%FE % | “”]} @o1)

kba

Entdo, o variacional da energia potencial, equacio (171), com a substituicio da equagio

(177), pode ser escrito como:

3.2.3 Energia Cinética

(202)

O variacional da energia cinética, equagio (469), com a substituicio da equagdo (140), pode

ser escrito como:

onde:

1

i1
%q=ﬁ[4% | [ Jderl T Vaganac
g R3O

1

Incluindo os graus de liberdade internos, reescrevemos a equagéo (203):

(203)

(204)
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ST = {oi:§ ' T[[’F’:‘qq] [O]:![ {#} ] (205)
{a,}” | [ o] [ol{@n}]
onde:
ol 51 6

3.2.4 Trabalho

Para determinar os vetores de forga mecénica e elétrica, devemos tomar o variacional do

trabalho, equacdo (467), com a substituicio da equacéo (140).

e} Ti IW[NQ]T o] [0l 7]
o=t} | [l 00 ~[3] [01|{oy} lderlsazan (207)
{ax, )7 | - 0] _[0] [o1] {0}

Fazendo

¥, ¢}{[Nq]f [0] } 208)

)

conseguimos obter a equagfo:
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711 -
W:‘: Il J‘[ ) 0]}{{{ fi}}m[ ld&dn (210)

Com

{ T } j }[{{gfi}jldea‘[ﬂdédry @11

na equacdo (210), obtemos:
T~
ou; -
S = {{{ﬁ }} le {{{oi}} (212)
3.2.5 Equacéo de Equilibrio

Reescrevendo a equaciio do principio variacional para meios piezelétricos, equagdo (465),

com aproximacdo, por elementos finitos, para o elemento trilinear de oito nos, com trés graus de
liberdade internos, concluimos:

o B e e e

Finalmente, como os variacionais 6i; € &d, sio cinematicamente admissiveis, podemos
escrever o sistema de equagBes homogéneo, que representa o comportamento dindmico do

material piezelétrico, como

{{ff }}} _ [{fsq }} (214)
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3.2.6 Condensacio dos Graus de Liberdade Internos

O conjunto de equagdes (214) deve ser condensado (COOK et al., 1 989), antes de montar o
sistema global de equacgdes, pois os graus de liberdade internos sio utilizados somente para

aumentar o grau da fungfo de interpolacio, ndo tendo nenhuma terpretacdo fisica.

Escrevendo novamente esse sistema de equacdes, temos:

e Bl @19
Da segunda equagdo do sistema de equagdes (215), observamos que
{aim} =~ |” [kag {7} (216)
a qual ¢ substituida na primeira equagdo do sisterna (215).
[ g (i} + [ {7} = { 7} 217)
onde:
2 o [ (218)

3.2.7 Determinacio dos Elementos de [l}";q]

Para obtermos um sistema de equagdes que explicite separadamente o comportamento

. r . - - . ~*
mecénico e elétrico do material piezelétrico, devemos determinar o valor de [kq ] .
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Fazendo

s b o

e substituindo as equagdes (183), (189), (195), (201) e (219) na equagio (218), temos:

i il el R A
0] =g |~ (o L i g |+ [k L b [ |+ [k [ s [ o | [ [ o 2 ]) - 220

e ot T oo e T [T 2

AR RIC (% L [0 MM L8 M L G LY e

] =[]~ ([ k[ |+ [ [ T |+ [ [k [+ [ [ ) 229

r i1
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3.2.8 Sistema Global de Equagdes

O sistema de equagdes, representado pela equagdo (217), agora pode ser expandido, com o
auxilio das equagdes (202), (212), (205) e (219), da seguinte forma: |

I

R

onde:

i
{fs}= IﬂNq]T{fs}det[J]dfdn (227)
1
11
{as}=- I ﬂN¢,]T¢q det[J]dédn (228)

~1-1

O sistema de equagdes (226) pode ser generalizado com relagio ao carregamento mecéanico,

acrescentando os termos de forga de corpo e forgas pontuais.

111
o= [ 1] {7 aelhaganac + _[ ﬂN (7s)detsldgan+{7c}  (229)
—-1-1-1

-1-1

Montando o sistema global de equaches dindmicas a partir do sistema de equacdes dos
elementos. representados pela equagfo (226), obtemos o sistema global de equacSes de equilibrio

dinimico para o material piezelétrico, como

M, éi}+l[K;€{q}+ ;o= }
{K%}]&F Koo ¢}t{Qs§ (230)
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3.2.9 Equacgoes do Sensor e Atuador Piezelétrico

Tomando o valor do potencial elétrico na segunda equagio do sistema de equagdes (230),

temos:

=l Mo -[k;, Ja) (231)

Como no sensor nio existe potencial elétrico aplicado, a equacio do sensor pode ser escrita

CoOmo:

o} =—I3, Ko Sl (232)

Substituindo a equacio (231) na primeira equaciio do sistema de equagdes (230), obtemos a

equacdo do atuador.

[qu Jai}+ [K+}{q}= {Fq J+{F} (233)

[ J= I - g B [k @34)

=K Ko Q) 235)
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3.3 VIGA DE EULER - BERNOULLI

Vamos obter as matrizes de massa e rigidez ¢ o vetor de forgas para o elemento de viga de

Euler - Bernoulli, com base na hipétese de Kirchhoff, no quarto postulado de Love e no principio

variacional eletromecénico para meios piezelétricos, equagéo (139).

1w
T

HMWMH%‘
T g |
T .
o O XU
’ S e T 4
O N |
o
-
H ,’//
[
e i - w
omow
¢
X u
LE
S

Figura 8 - Deslocamento de um Ponto sobre a Normal ao Plano Neutro

Com as considera¢des anteriores, podemos escrever a seguinte relagfio de deslocamento:

dw

— (236)

Uy =u—z

As relagdes cinematicas sdo obtidas em fungio do deslocamento # na direciio x de um

ponto, situado sobre uma normal ao plano médio da viga e distante de z desse plano.

e —mdu1~u’-wzw"
x = dx -

(237)
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pztl ¢l

M

T

Figura 9 - Pardmetros Dimensionais do Elemento Viga / PZT

3.3.1 Aproximagédo por Elementos Finitos

A discretiza¢fo da estrutura serd feita com elementos de viga isoparamétricos, com trés
graus de liberdade por nd. O polindmio de interpolagdo para o deslocamento horizontal serd

linear, enquanto ao deslocamento vertical serd cibico. Entdo, as aproximagdes nodais ficam:

£=0 % £=1

Figura 10 - Elemento de Viga Piezelétrico

=i =[N,]{g}

[~ it (238)
=6 =[V,]{a)

i
i

u=u
W= W
p=¢



Viga de Fuler - Bernioulli 63
. d
#' = Vullat =[B]{ 4}
d
w=dllad=[Bella) (239)
4t
=)o) =[50 o)
onde:
T
{q,-}:{af W 0, @ W @j] (240)

As fungdes de interpolagdo para os deslocamentos horizontais, verticais e angulares sdo,

respectivamente:
W]=[1-¢ 0 0 ¢ o 0 241)
[Nw]m[() 1-362 4283 (5—2«:%53)1; 0 38228 (—§2+§3)L] (242)

LARE A (243)

3.3.2 Energia Potencial

O variacional da energia potencial para meios piezelétricos, equacio (466), colocado na

forma matricial, fica:

SU = j Ij{é'a}T{a}dV—- _[ J' J‘ {E} {D}av ,, (244)
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No modelo de viga proposto, existem dois dominios, que devem ser considerados. O

primeiro refere-se ao material estrutural, dominio V' -V, ou V, e o segundo ¢ relativo ao

material piezelétrico, dominio Vpe. No primeiro dominio, as leis constitutivas do material, sd0:
{8} =€y, [C]=ES,, {U} =0y, (245)

Com essas consideragdes, a energia potencial para o dominio V,, fica:

5 = [[[tee} [eletar, (246)
Ve

Com a aproximagdo por elementos finitos, a equaco (237) das rela¢Ges cineméticas, para o

modelo de viga de Euler - Bernoulli e colocada na forma matricial:

{e} ={[B.]~ By ]}{a:} (247)

Substituindo a equacfio (247) na equacfio do variacional da energia potencial, temos:

& = (&) [[[(B-218, ) El(B]- A8 Do tal (248)
ou, ainda,
50 = {60} | [Ewal B [BJEdE+ [Eata BT [B0]LdE {ai} (249)

Conseqlientemente, a equagfo, colocada entre colchetes, € a matriz de rigidez do elemento

estrutural.
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1

1
R R LA A Py LA LA 12 @50
0 0

onde Ay, ¢ a area da secdo transversal e Iy, € o momento de inércia da segfio transversal, e sio

calculados pelas equagdes (251),

A, =2bh
- _g_bh3 (251)
T3

Ja para o dominio ¥,,, devemos considerar a equacdo constitutiva da piezoeletricidade

linear, equagfio (137), para o modelo de viga de Euler - Bernoulk.

{5} =8y [CE] =Epe> {O‘} =0y,

252)
{e} =e3 [§£]=§§3 [D]=D; {E}=E; (

Vamos reescrever a energia potencial, com auxilio das equag&es (247) e (252).

()" [[(B1- A5 EpellB]- 125D el

(o} " [[[(B.]-AB ) enBsJav e ()
Ve (253)

[[M12s] enl(B1- A2 Dav )

pe

~ond” [[[lme] & [BoJevieta)

g

+{op}"

Fazendo com que
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[kae]- j [[(CARE AR EARE LA T @59
.

[k46)= I [[(B.]-=AB0])" esi[B, v, @255)

.
o] = [Tl enlm1- LD @56)

.
sl {{fln] stlaeke @s)

A equagio (253) fica:
SU = [{&i}j_}r{[k@] ["q¢ ]:’{{% }J (258)

Trabalhando com as equac@es (250), (254) a (257), conseguimos obter as expressdes finais

para as matrizes de rigidez.

[kaq | = L{Eads + Epedpe) |[Bu] [BulE+ LBt Ly + Epel e ) [Bu] [Bi g 259)

CD!..._.._.‘—‘
Ot__,,_,_‘r—-

Koo ]= EpeAeds L j B, T [By B2 —| ( JE A dgiL}[B;.}T[Bw}d@ (260)

@%Apei' -1 0
[kgs| = 2 L0 -1 (261)
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com

[Bw]w—hl—[l 1]e[3¢w]m71—1~—[1 -] (262)

3.3.3 Energia Cinética

A equag#o do variacional da energia cinética, equago (470), é aplicada ao elemento de viga

proposto.
o= et ] Pt [[femtand sl Piaflager o)
Ve
Chamando de

[ ] mps,AS,L;ﬂNq]T[Nq]d: (264)
[15e]| = pe dpet ﬂN o [Volez (265)

A equagio (263) é reescrita como:
5T = {84, " [, Jau) (266)

onde:

b i n )\
fpexz{ £ pe+(h+ ”‘?} Bk, J (267)
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3.3.4 Trabalho

O variacional do trabalho, realizado pelas forcas e cargas externas, equagio (467), com a

aproximagfo por elementos finitos, fica:

=

{&I:‘}TTI [N
[

0

Chamando de

(o= VT {7 Lae (269)
0
: T
{45} m—ﬂN;»] o LdE 270)
0

%[{aqi}f}r[{fs}] o

3.3.5 Sistema Global de Equacgoes

Substituindo as equagbes (258), (266) e (271) no principio variacional eletromecénico,
equacdo (465) e montando as matrizes globais, escrevemos o sistema global de equagBes de
movimento para um modelo de viga de Euler - Bernoulli

[Km Qi}+{K¢¢ ¢ §=1Q,}

{[Mq ]{Qi}*' [Kq }{Qi}+ [Kqé}{d’i}: {Fs} 272)
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3.3.6 Equacgodes do Sensor e Atuador Piezelétrico

Tomando o valor do potencial elétrico na segunda equagiio do sistema de equagSes (272),

temos:

o} =K, Q. }- [k, Jia)) 273)

Como no sensor ndo existe potencial elétrico aplicado, a equacgdo do sensor pode ser escrita

CoOmo:

=Kl Ky o} @74)

Substituindo a equagfio (274) na primeira equagdo do sistema de equagdes (272), obtemos a

equacio do atuador.

v, N+ [k b=, J+ (B} (275)
onde:
[K* J= K gq J-[K oo I ' [K ) 276)

fa}=-K IR0} @77)
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3.4 VIGA DE TIMOSHENKO

Desconsiderando o quarto postulado de Love, podemos incluir no modelo de viga, efeitos
de inércia de rotagdo e cisalhamento. O modelo de viga que apresenta essas caracteristicas €

conhecido como Viga de Timoshenko, cujas relacdes cinematicas sfo:

Xu

Figura 11 - Deslocamento de um Ponto sobre g Normal ao Plano Neutro

A relacfio de deslocamento €

W =u—z0, (278)

Com base no exposto, as relagdes cinematicas para o modelo sfo:

77
ey —E*L=u’w39,;

ay v (279)
Vg =+ m=w -0
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3.4.1 Aproximagéo por Elementos Finitos

As aproximacdes nodais ficam:

(280)

¥ ias} =[BaJla:} (281)

onde:
_ _
{qi}_—.[a,- Wi 8, W 9},}_] (282)

As fungBes de interpolagdo, livre do problema de travamento por cisalhamento (“shear
locking”). para o deslocamento horizontal, vertical e angulares, sdo, respectivamente
(ALDRAIHEM, WETHERHOLD & SINGH, 1996):

[V]=[t-¢ 0 0 ¢ 0o 0 (283)
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[Nf?]* 0

0
1-32% 428 +(1- &g
1+ ¢
[5—252 +£ +(5—§2)ﬂx:

I+

- 0

382282+ &p
1+¢

[—52 +53-(§~m52)§]12
l+¢

0
6(—§+§2)
L1+¢)
1-4£+38% +(1- &)
I+o

d-e-5)
L(l + qo)

~2E+3E% 4 £
1+¢

=[N, N, Ng|

(284)

(285)

(286)

onde @ =g, ¢ a razdo de rigidez para o material da estrutura e ¢ =¢,, para o material

piezelétrico.

12E_I 12E .1,

= HE b
* T rGAL . TG A

pe‘tpe

(287)

Existem outros procedimentos para contornar o problema do travamento por cisalhamento,

como por exemplo a integragio reduzida (COOK, 1989).
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3.4.2 Energia Potencial

Para 0 modelo de Viga de Timoshenko, no dominio ¥, as leis constitutivas do material,

considerando material homogéneo e isotrépico sio:

a={ob {7} - (IE%){‘} iz fzJ‘”ﬁt a o

A energia potencial, para o dominio V,, é:

8U = j J‘ J‘ {6e}y [clie}av, (289)
Va

Com a aproximacio por elementos finitos, a equacio (279) das relacbes cinematicas para o

modelo de viga de Timoshenko € colocada na forma matricial,

{e} = \[B.]-2[Bs]}{a:}
{{m = {[B.)-[Velliai} = [ Jias >
Substituindo a equagdo (290) na equagio do variacional da energia potencial, temos:
8 = (o} j ] J([m-vz{BaD’fsz([Bu}mz[sgnm {a:}
(291)

+{6,) J I J(B 1) KB, [Vol)avs fa}

ou, ainda,
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1 1
5U = {60} | [Budal BV [Bulide+ [Eulul B] [ BolLde
0 o ' (292)

+ J-k@ms,Asf[By]T[By]Ldé’ {a:}

?{2

Onde: k= I é o fator de correcdio do cisalhamento para uma secdo transversal retangular.

Conseqiientemente, a equagio, colocada entre colchetes, € a matriz de rigidez do elemento

estrutural.

1 i
[qu]m J'EsiAsz[Bu]T[Bu]Ldé'F j Eyla|Bo) [Bo)Ldz+ jk(—;_S,AS,[B},]T[B},]Ldf (293)
0 0 ¢

Ja para o dominio V., devemos considerar a equagio constitutiva da piezoeletricidade

linear, equagdo (137), para o modelo de viga de Timoshenko.

(1‘“ﬂpe) j-
e ol ol CE:__?__?_M“— GWEe _
{g}w{m}a {o} {rxz}’ [ ] (1,,;,;8) (1"“2#99) [6’ GPJ (294)

0 1/2

=12 [ 10105 15)-E;

15

Vamos reescrever a energia potencial, com auxilio das equagdes (290) e (294).
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5U = {6a, ]! m([B o[ )", (B, ]-2[Bo IV, )
+{8a;} J_'([B J-INo ' kG (Boe ]-[No DV, o}

+fo0, )" [[[B1-2Bo D e [B, Jiv,e
+{oa,}" [[[(Bu]-INe ] ers[By Ve o}
+ 80" [[[1By ] es1((B, ]~ 2[Bo JaV,efa }
+lob )" “_[BJels([B [N KV, )

- {6¢1 }T . .J’[B;gr &:23{8@ hvpe {(i)l}

v (295)

Fazendo
qq ” I pe [BBDdV {4:}
JH B,|~[No])av .

(296)

q¢ Hj 2 B5]) . B¢ dV +m 615 B¢ (297)

k@ J.J‘HBG;, 6’31 ""Z Bg dV e + IIﬂB¢ 6’15 9 VP (298)

|4 | =- I J' J' [B¢}T§f3 [B4]av,e (299)

ype



Capitulo 3 ~ Formulagdo por Elementos Finitos para Problemas de Piezeletricidade 76

Entfo. a equacdo (295), fica:

s [%]}ﬁ;ﬂ A (300)

Trabalhando as equagdes (293), (296) a (299), conseguimos obter as expressdes finais para

as matrizes de rigidez.

g = LB A+ Et ) [IB. T8 e LB +Fo, ) I3, [3o e
¢ 0 (301)

+KL(G A + Gy ) [IB, I'[B, be

i 1
(kg | = EpeApediL I[BH]T[BW}#:W[JZW%&] E podpedsL I[BQ]T{BM]df
0

; 0 (302)
+ G poApedisL I[B},] By e
0
[w]:4‘7’83;;"‘"’1:[;I fJ (303)
e
com.
|84 = hl I 1}e{3¢9]z[3¢y]w%[1 -1 (304)
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3.4.3 Energia Cinética

A equagdo do variacional da energia cinética, equagio (470), é éplicada ao clemento de viga

Proposto.
oT = [Hp@; o] [¥] q,ﬂg+ﬁﬁmm&, [Nolaiar  Gos)
Chamando de
1
[ = st [[g] [V, Jez (306)
0
1
[710e |= Ppedpel ﬂNq]T[Nq]dcf (307)
¢

A equacdo (305), € reescrita.

8T = {54, 1" fm, fiai} (308)

3.4.4 Trabalho

O variacional do trabaltho realizado pelas forcas e cargas externas, equagio (467), com a

aproximacio por elementos finitos, fica:

o™ 0 (7
” {{5@}?} ﬂ [0] [N¢]T}£{Gs}]d5 (309)

Chamando de
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£t = [ny]) {7 zae (310)

C:l!...__.,,.v-—*

1
- _[[zv*¢]T o LdE 311)
0

O trabalho realizado pelas forgas e cargas elétricas externas, fica:

mz[@f} Tﬂ{f S}} (312)

e

3.4.5 Sistema Global de Equacgdes

Substituindo as equagdes (300), (308) e (312) no principio variacional eletromecénico,
equacdo (465) e montando as matrizes globais, escrevemos o sistema global de equagdes de

movimento para um modelo de viga de Timoshenko:

{{Mq fa 1 (Koo M b+ [K oo o} = (£} (313)

[chq Qi}“*“[K } {qs}
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3.5 PLACA DE KIRCHHOFF

Com base na hipétese de Kirchhoff, no quarto postuladoe de Love e no principio variacional

eletromecénico para meios piezelétricos, equagfio (139), obtemos as relacdes cinematicas para o
modelo de placa de Kirchhoff.

\ i@y B
_____ w’x\ ol n
I —
T ke
T I R — \
o L \
-t Byl R
oY
4 Ty
\/—-‘/ w
éz;w
E
] % 4
et 3 RO O £

Figura 12 - Deslocamento de wm Ponto sobre a Normal ao Plano Neutro

u———zédi
T &
1y =g (314)
&
W =w(x,y)

Y77} Fw

& 5w
gy =" =—Z——% (315)
"wEE T ax T Cas
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Figura 13 - Pardmetros Dimensionais do Elemento Placa / PZT

3.5.1 Aproximagdo por Elementos Finitos

Como mostra a Figura 13, o elemento de placa considerado, elemento retangular de Melosh,
possui trés graus de liberdade por nd. Segundo BATHE (1996) é um dos elementos de placa mais
efetivos em uso. Para esse elemento € necessario usar uma fungdo de interpolacéo polinomial com

12 pardmetros para o campo de deslocamentos.

Wy, y, =dy +dox+dyy +dgx” +dsxy +dgy” +dyx + (316)

dgx®y +doxy® +dygy® +d Xy +dppxy’

entio

% =dy +2dyx; +dsy; +3dyx} +2dgx;y; +doy] +3dy1x7 v +dipyi (317)
XiaVi

Hwl

= Cf3 R dgxz‘ +2d6j}j + Cfgxf?’ +2d9xiyi -+ 3d19y;7' + dllx? +3d12x5'y1‘2 (318}

Xia Vi

onde:
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i=1l.4
X1=—4d ¥ = —ph Xo=a ¥2 m —p (319)
X3=a y3=b xg4=—-a yg=0b

e d;- sdo os coeficientes da fun¢o polinomial.

Matricialmente, a expressiio (316) fica:
w={PT{a} (320)

com

3

=l x » 2w »? P P P Ay »

(321)
{di}=[d\ d» d5 dy ds dg dy dg dy dyy dy d12]T

A expressdo que leva em consideragio a aplicacdo das equagdes (316) a (318) em todos os

nos é colocados na a forma matricial,
{a;} =[17){a,} (322)

onde foram usadas as seguintes condi¢des:

-

Wi:w'xiayi

— o

3 =—\x. v (323)
X @- XiYi

— M

9)’:‘ Z—E,xis}’i

a)t=l= 8, 8, - w 8, 8.1 (324)
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i 2 2 3 2 2 ]

L % »n X ¥t oM Xq X0 i o o3 x? | X137

6 0 1 0 xp 2y 0 x12 2xiyp 3 yf x]?’ 3xy i

0 -1 0 =-2x -y 0 =3 =-2xy» -3 —3fy -

[17r]=
2 2 3 2 2

1 x4 Y4 X3 X4¥4a Yi X3 X3vs  X4Yi Y3 Xive  X4¥}

0 0 1 0 x4 2y O X3 2xays 3¥E ozl 3xuy?
0 -1 0 -2x4 -yq4 O ~3x3 ~2x4y4 -vi O -3xiyy -y3 |

(325)
Invertendo a matriz transformacdo [77], resulta:
(7] s} = {di} (326)
Substituindo a equacdo (326) na equagfio (320), vem:
w={P} 1] g;} = [V ]{a:} (327)
Finalmente, as aproximac¢des nodais ficam:
Pl

3.5.2 Energia Potencial

Para o elemento estrutural, as leis constitutivas do material so:
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Ox 7 Ty 0 &x E
{o} =10, = (1 _Zz ) Uy 1 0 &y b= (1_:2 2){5»3{]{5} (329)
Tyy No o (- 2t ) Yy st
i 2 ]
S*w
2
& &
gw
lel=1¢, p=—2 Ef r=—z{xk} (330)
T ) S w
&é |
_, =2
u g} 0 -z ¢ ng
gt =4{vi=i-z2—r=(0 0 -zf=—t=[z}{v}=[]B,}qa} (331)
& &
w W i 0 U
o o N
4 aN aX
B, J=>]0 == o0 (332)
i=1 6}7
N, 0 0
Substituindo as equacdes (329) a (331) na equacgfio da energia potencial, vem:
T T
su={a}" [[[Be) [e2 | Be bt (333)
AS{
Conseqiientemente, a matriz de rigidez do elemento estrutural, €:
(334)

[qu] = ”[Bx] T[Cf ][Bx
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onde:

SEE Esth3 7

] ——————12(1*%2‘)[%,] (335)

0o o N

ax2

4 2
B.=> |0 aaylfi 0 (336)
i=1
N, &N,
oxdy  Ox0y |

Para o dominio ¥, , devemos considerar a equagfio constitutiva da piezoeletricidade linear,

equacdo (137), aplicada ao modelo de placa de Kirchhoff.

Oy 1 u 0 Ex
{d}m Ty WETEfE")' Hpe fe 0 &y =ﬁ—j[cpe]{g}
o pe o o (I‘;‘pe) T e (337)
[
(={enb [¢*]=8 [D1=Ds (5}=1,
€15

Vamos reescrever a energia potencial, com auxilio das equacGes (335) e (337).
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U = {&Ji}r ] J‘[BK}T[CJJEQ][BK}MW{‘?:}
+{oai) " E [[[B ] 1e] By atye )
+lov "8 [l e oc o .
- (oo " [[lm.] [ee T itel )
Logo, as matrizes de rigidez so:
[AE J-I[BK]T[c,fe B Jdd e (339)
[kga| =18 H[BK]T[e]{B¢ 4 e (340)
[kgq =12 _f I[B¢]T[2]T[Bx}d4pe (341)
[£] =P j HB ¢]T[§E][B¢]d4pe (342)
onde:
&)= 125"’_6 h‘i )[cpe] (343)
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3 K 2
3 _ 2 2 %43
By = hpe WG+ S5
2 2
AhE = b, + 2 | (344)
he = 2Ry,

A equagdo (338), fica:
[f]
3.5.3 Energia Cinética

A equacfo da energia cinética, equacéo (470), ¢ aplicada ao elemento de placa proposto,

com a substituicio da expressdo (331).

oT = {61} j jpst LB, Jad 01}

(346)
Jppe [z][Bv] dApe{éi}
h O3 0
. h .
sr={ais}" [[eulB] |0 5 0[5 Jesala]
h
_0 0 (347)
6 0 |
@1 J-_{ppe 0 h3 0 {Bv]TdApe{é'i}
0 A

fazendo,
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h 0 0 h. 0 0
h? ‘
ba)=|0 5 0 elh]=| 0 n: of (348)
0 0 =
L 12 |

as matriz de massa dos elementos, ficam:

[m.J=pah [[IN, T b IN, Ja, (349)

[y [=pab, [N Tl [N BA, (350)

onde a equacdo (347), € reescrita como:

5T =184, I [, Ko} (351)

3.5.4 Trabalho

O variacional do trabalho realizado pelas forcas e cargas externas, equacio (467), com a

aproximacdo por elementos finitos, fica:

tad™] dva" o T
SW_L&;&,-}T} -‘j 0] [%]r:![{%}}da (352)
Chamando de
Ll = ﬂ[Nw]T{fs}dxi (353)

A
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T -
{45} =~ [N ¢] Ogddpe (354)
Ape

o trabalho realizado pelas forgas e cargas elétricas externas fica:

b ]

3.5.5 Sistema Global de Equacdes

Substituindo as equagdes (345), (351) e (355) no principio variacional eletromecénico,
equagio (465) e montando as matrizes globais, escrevemos o sistema global de equagdes de

movimento para um modelo de placa de Kirchhoff.

{[qu }{Eli }+ [Kq }{Q; b+ [Kq¢]{¢i =1k} (356)

[ch)q ]{‘-li }“*“ [ché; b; }= {Qs}
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3.6 PLACA DE REISSNER-MINDLIN

Diferentemente do modelo de placa de Kirchhoff, o modelo de Mindlin - Reissner leva em
consideragio os efeitos de inércia de rotacfo e de cisalhamento transversal. Entfo, os
componentes do deslocamento de um ponto no sistema de coordenadas cartesianas, no campo das

pequenas deformagdes, sdo:

u=-z0,
v=-z6, (357)

W= w(x,y)

Com base na placa apresentada pela Figura 13, as deformacgdes de flexfio séo obtidas através

da curvatura da placa usando,

p oM B
x”"‘"&_‘ %
&
18, = E‘)—:—z—y (358)
I . )
y"y—@z+@c"—2@; —~de

enquanto que as deformagGes de cisalhamento transversal sfio assumidas constantes através da

espessura da placa.

A (359)
Vyz = &
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X, 1

Figura 14 - Deslocamento de um Ponto sobre a Normal ao Plano Neutro

3.6.1 Aproximagao por Elementos Finitos

Para contornar o problema de travamento por cisathamento (“shear locking”), foi utilizado
o elemento proposto por BATHE (1996), da familia por elementos MITCn, que segundo o autor
sio elementos confidveis e eficientes. Nesses elementos, a formulagio da matriz de rigidez
incluindo o efeito de flexdo e cisalhamento transversal, é obtida através de fungdes de interpolagiio
diferentes. Para as equacdes (381) foi usada a mesma funcfio de interpolagfio proposta no metodo
do deslocamento. Ja, no célculo das fungdes de interpolagdo das deformaces de cisalhamento

transversal, equacdo (382), o procedimento foi diferente.
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Figura 15 - Elemento de Placa MITC4

As fungdes de interpolacfio para o deslocamento vertical e rotagdes no plano sdo:

M=+ 90+ n) Ns=3(1-91-n)

i X (360)
Ny = ";:(1“ Ei+nm) Ny =“4'(1+§)(1— 7)
Logo, a aproximagéo por elementos finitos do deslocamento vertical e rotagdes, é:
4 4 4
W= Z N 8, = ”z NG, 6,= ZNz-ﬁxi (361)
i=1 i=1 i=1
Na forma matricial, temos as seguintes equacfes:
w
fa} =10, =[N, |la:) (362)
oy

onde:
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4
{Qf}=Z[Ws b, B, (363)
i=1
4 Nif 0 0
[Nq]mz 0 0 -N, (364)
=1l 0 N, 0

A matriz operador diferencial é definida como:

D
0% ©
[Lq]:: 0 0 —55— (365)
5 8
"% x

Com auxilio das equagdes (364) e (365), podemos obter a matriz derivada das fun¢des de

interpolagdo [BK] .

b4

[BK]”[LQINq]mg 0 (’i’ft‘;

o N

om &

(366

O vetor de cisalhamento € definido pela expressio:
{r}= [By]{q;-} (367)

Segundo BATHE, com o elemento MITC4, a matriz de distor¢do [B},] deve ser

determinada pela expressio:
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[B ]x 2\/g_zz ([N &]\/g? Sen Gy —[N ne }\/gW senéng (368)
T2 g” ([Ngz]\/—gzcos@m ~I—[N,]Z]@cast9&]

onde:
¥z =2\/g?(Néz g‘f‘fsenﬁm - 'N,gz:\/g””sen%x]{qj} (369)
Vyr = 2] (Néz g% cost,, + 'N,;z:\/ g”qcosﬁgx){q,—} (370)
As fungGes de interpolagio que aparecem nas equagdes (368) a (370), sdo apresentadas a
seguir:
h
vel=0en ~@en2 @0 ~(en) 0en2 (en)2
(371
b b
“0-) ~0-n% (=02 (-n) ~(0-0% (-02]
A b3 ds b4 da
W] =12 1+9 -0+9% (492 (-9 -0-9% (-9%
(372)
b b
(-9 -0-9% (-9% -(+9 -(+9% (+9%]
onde:

ay=x;—%3 b=y-y

ay =x4-X3 by=ys-y;3 373)
ay=x1~xg4 by=y -y

ag=x3~x3 by=y;-y3

Os valores de g%, g7", g% sdo calculados pelas seguintes expressdes:
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. (C,+eB, Y +(c, +2B,F
g = 5 (374)
16(det[J])
2
m_ (4, +nB.) + (Ay + nBy)z 375)
16(det[J Y
4
g =— (376)
h
com
Ay =xp =X -x3+X4 Ay =y1—y2-y3+y4
By =x1—Xp+x3-x3 By=y1-ya+y3-y4 (377)
Cr=xi+x3-x3-x5 C,=y;+yr-y3-4
Finalmente, as equacdes dos angulos Bz e Gy sdo:
A,
O =1g7 1L
& =18 A,
c (378)
G, = z‘g"”I e
mx Cx

3.6.2 Energia Potencial

As leis constitutivas para o elemento estrutural, considerando um material isotrépico e

homogéneo, podem ser assim escritas:

I ¢
) Ty K, Ky &y B,
fot=40y = (1_ 2) ty 1 0 &y W(I
Ty Ht 0 0 {1-4q) Yy TH
2

(379)
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T kE 1 07
R T A * (380)
Tz 21+ pe) 0 1752
onde os deslocamentos e deformacdes sio colocadas na forma matricial,
O,
& %
{6‘} =1 €y =—Zy 75 ?=—Z{K'} (381)
ol
&y & |
2%
vez| |z O
7 [ =100 ={r} (382)
a %
u —z8, 0 -z 0 |w
laf={vi=1-26,1=[0 0 -zhe, r=[]N,}{a:} (383)
w w 10 046,
.
onde: k =~ & o fator de correcio de cisalhamento para secdo transversal retangular.
Substituindo as equagdes (329) a (382) na equacio da energia potencial, vem:
11
T
I I By Jdei] Tdgdn{q;
- (384)

+{og;}" };}1 (5" [ B, Jaed NNagan{a;}

Conseqgiientemente, as matrizes de rigidez do elemento estrutural, é:
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] ”[B B, |dei[T]dgdn (385)
—1-1 )
11
(k4] ” {B},]T[cf [ B, Jder r1azdn (386)
~1-1
onde:
[qu] - [kgq] +[k,§q] (387)
o] 12?13fzs,)[03‘} (388)
WE, [1 0
I com 389

Para o dominio V. devemos considerar as leis constitutivas da piezoeletricidade linear,

equagfio (137), aplicada ao modelo de placa de Mindlin - Reissner.

Ox E 1 Hpe 0 &x E
{o} =10y :(l__zez) Hpe 1 0 €y -_—(I—f; )[cpe]{f}

" N P (1- ;‘pe) T o (390)
Txz kE pe 1 017 ‘3
{}W[O J{},ﬂ} {}—{251} ()= [01=Ds (E}=E,

Vamos reescrever a expressio da energia potencial, com auxilio das equactes (337).
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U={5q,7 lj‘iﬂBKP e IB, bet[kizdnig; }
i ]}[BJ e IB, hietlhizandq,}

-1
11

+8q.503 [ BT [ellBy Hetlhizants } (391)
o072 | I3, T [3. betrbizonia,)

(o017, [ B eI, heirhizanis,)

Logo, as matrizes de rigidez sfo:

__.l_-.-.,*‘

1
j B, I lerIB, Het[rlazdn (392)
~1

Kl,)= 11{[13 ['ler I3, hetpzan (393)
lk oo )= 12 TIB I'felB, ketfrlzdn (394)
Keq| =12 IHBJ [e]" [B, Jdet[T}a&dn (395)

= —h, IIBJ “IB, hetrhaean (396)

onde:
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ere]= uhliiege [ee] (397)
fere]= ;ﬁf_i‘; E ﬂ (398)

Com a substituigio das equagdes (392) a (396) na equacdo (338),
wo-feat k] bl

3.6.3 Energia Cinética

A equacfo da energia cinética, equagdo (470), ¢ aplicada ao elemento de placa proposto,

com a substitui¢do da expressdo (331).

h/i2 1 1}
= 6,12 [ [ [oalN I T INg Retlhzana, )
h/2+h{} i‘:

+q,)72 j [ Jor N IET E2IN, KetTlazdnia
o h Gj 0
st=af" [foulsal|0 35 0 v hedkeani)
0 0 E
L 12
11 he 00
0] [ forlN, I 0 2 0 [N helhizania,)
-1-1 0 0 h

As matrizes de massa séo:

(400)

(401)
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il

[my ]=pgh | [N, T [y IN, Ket[shian (402)
-1-1

=pgh, I IN o] g IN, et azdn (403)

e

onde a equagdo (347) € reescrita como:
8T = 84, J" [mqq o} (404)

3.6.4 Trabalho

A expressio do trabatho virtual das forgas mecénicas e cargas elétricas externas fica:

[T NG o] TED,
v o ”{ o {Nﬂ[{ oot )
Chamando de
b= ?] o) E, JaetThigdn (406)
}IJ' I[Nd,]rsq det[T}dzdn (407)

a expressio do trabaltho virtual fica:

Sl
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3.6.5 Sistema Global de Equag¢odes

Substituindo as equagdes (345), (351) e (355) no principio iraz'iacional eletromecanico,
equacio (465) e montando as matrizes globais, escrevemos o sistema global de equacdes de

movimento para um modelo de placa de Mindlin—Reissner como,

Mo oo [ o= .
{Kd):]{qg b+ [Kd»b 0; = {Q:}b (409)
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VALIDACAO DOS MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS

Uma das contribuicdes desse trabalho € o desenvolvimento de um programa para a
modelagem de estruturas com sensores e atuadores incorporados, "SMART MEF. Foi
desenvolvido, tendo como plataforma o software MATLAB® for Windows da “The MathWorks
Inc.” e possui 100 subprogramas e 10.000 linhas de programagéo.

EL. SOLIDG +KIRCHHOFF]
| GERA MALHA e REISSNER
PLACA
MINDLIN
VIGA - b EULER
BERNOULLI
ESTATICA | | DINAMICA
s TIMOSHENKO
¥
GEQ. DEE.
FiM

Figura 16 ~ Fluxograma Resumido do Programa SMART MEF

Maiores informagdes podem ser obtidas via e-mail, no enderego juliano(@iem.efei.br.
101
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Os modelos numéricos implementados pelo programa sio validados neste capitulo.
Primeiramente, sdo validados os modelos de estruturas tipo viga e placa trabalhando com o
elemento sélido, ou 3D ou trilinear de 8 nds. Posteriormente, 0s modelos em que empregam
elementos de viga e placa. Para cada modelo, ¢ inicialmente verificado o elemento estrutural, €, em
seguida, o elemento piezelétrico, finalmente, o modelo com os elementos estruturais e

piezelétricos.

O objetivo principal de todos os teste de validagio € o de verificar se os resultados
apresentados pelo programa SMART MEF, para cada estrutura modelada, estdo corretos. Para
isso, inicialmente, esses resultados sfio comparados com o resultados apresentados pelo programa
ANSYS, utilizando o mesmo modelo do programa SMART MEF (mesmo tipo € niimero de

elementos).

Concluida essa primeira validacdo, algumas estruturas encontradas na literatura, como uma
viga de PVDF e a placa de Crawley, sio modeladas no SMART MEF. Os resultados apresentados
pela literatura e pelo programa SMART MEF sdo comparados. Com base nessas comparaces €
possivel concluir, com seguran¢a, que os modelos desenvolvidos estdio corretos e o programa

SMART MEF apresenta resultados confidveis.

4.1 ELEMENTO TRILINEAR DE OITO NOS

Os resultados, apresentados pelo SMART MEF, trabalhando com o elemento trilmear de
oito nos, sdo comparados com os resultados, apresentados pelo programa ANSYS®, trabalhando
com o mesmo elemento. S3o obtidos, dependendo da estrutura analisada, o campo de
deslocamentos, os autovalores e os correspondentes autovetores, usando a rotina eig do
MATLAB (SMITH et al., 1976), que ndo leva em conta a esparsidade das matrizes, resultando
num maior esforco computacional. Para efeito de comparagdo entre os resultados apresentados
pelos programas, basta utilizar o mesmo modelo em cada programa (tipo e niimero de elementos,
condigdes de contorno e carga externa), nfio havendo a necessidade de se utilizar a malha mais
adequada aos problemas tratados. O esfor¢o de processamento entre os varos modelos, €
determinado com auxilio do FLOP “floating point operation count”, que ¢ independente da

magquina onde se d4 o processamento.
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4.1.1 Viga Livre - Livre Modelada com 50 Elementos

Um viga de aluminio com coeficiente de Poisson 0,32, médulo de Young de 68 GPa,
densidade de 2711 kg/mr’, comprimento de 780 mm, largura de 19,3 mm ¢ espessura de 3,4 mm,
com condigdo de contorno livre nas extremidades, é modelada com 50 elementos trilineares de 8
nds ao longo do comprimento € um elemento trilinear de 8 nds ao longo da espessura. O modelo
resultante tem 204 nos e 612 graus de liberdade. Na obtengdo dos autovalores e dos
correspondentes autovetores, o programa SMART MEF precisou de 3,80 Mflop, para montar as
matrizes de massa ¢ rigidez, de 20,12 Gflop, para a obten¢io dos autovalores, dos

correspondentes autovetores e de 20,13 Gflop, para o processamento total do modelo.

i PN
’ :?%2
52 *%-ﬁ
LE! E
0.4 e
o5 S
Mfwiz:ﬁ.
ar S e

Figura 18 — Modo de Vibracdo (SMART MEF)
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Tabela I - Fregtiéncias Naturais.

Modo £, () Modo 1, (H)
7 27 5099018 7 27.5098941
g 760110726 8 76.0110758
@ 149357622 9 149.557622
& 153817107 10 155817107
il 248 453179 11 248.453179
iz 3754464965 12 373.446965
13 478731891 i3 428731891
4 525438478 14 525.438476
i3 a6 970734 15 660.970734

4.1.2 Placa Totalmente Livre - Malha de 16 x186 Elementos

Um placa de aluminio com coeficiente de Poisson 0,32, modulo de Young de 68 GPa,
densidade de 2711 kgfm’, comprimento de 500 mm, largura de 500 mm e espessura de 3,3 mm, ¢
modelada com 256 elementos trilineares de 8 nds, isto é, 16 elementos na diregfio X e Y e |
elemento na diregiic Z. O modelo resultante possui 578 nds e 1734 graus de liberdade. Na
obtengdo dos 100 primeiros autovalores ¢ dos correspondentes autovetores, o programa SMART
MEF usou o Método de Iteracdo de Vetores (“Vector Iteration Methods) (PILKEY &
WUNDERLICH, 1994). O programa necessitou de 20,19 Mflop, para montar as matrizes de
massa ¢ rigidez, de 53,01 Gflop para a obtencdo dos autovalores e dos correspondentes

autovetores e de 53,03 Gflop para o processamento total do modelo.

Figura 19 — Geometria Indeformada (SMART M.E.F.)
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Figura 20 - Modos de Vibracdo (SMART MEF).

Tabela 2 - Freqiiéncias Naturais.

Modo /[, (Hz) Modo £, (Hz)
7 42.8992230 7 42.8993748
£ 62 4474015 8 62.4427330
2 T8 7684842 9 78.7692401
10 114.141872 10 114.143779
il 114141872 11 114.144322
19 200.529955 12 200.541307
i3 200339955 13 200.545623
id 217691851 14 217.702868
15 234696281 15 234.715757

4.1.3 Elemenio Piezoceramico com Potencial Elétrico Aplicado

Em um elemento piezocerdmico com 63,5 mm de comprimento, 38,1 mm de largura e
0,1905 mm de espessura, ¢ propriedades piezelétricas conforme Tabela 3, aplica-se um potencial
elétrico de 2 V. Os resultados apresentados pelo programa SMART MEF para o campo de

deslocamentos ¢ freqiéncias naturais sfio comparados com os resultados apresentados pelo

ST e 6T SRS T
E

i
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ANSYS. O programa precisou de 98,23 kflop para a montagem da matriz de rigidez, de 3,50
kflop para determinacfio do campo de deslocamentos, e de 101,73 kflop para processamento total.
Para andlise dindmica, o SMART MEF precisou de 106,85 kflop para a montagem das matrizes de
massa e rigidez, de 174,46 kflop para a determinaciio dos autovalores e correspondentes

autovetores, e 281,31 kflop de processamento total.

Tabela 3 — Propriedades da Cerdmica Piezelétrica.

Propriedades Valor
Module de Young (GPa)
Ey 66,0
£ 53,0
Densidade (kg/m’)
P 7800
Constantes de deformacdo piezelétrica (pm/V)
ds -190
dss 390

Figura 21 ~ Elemento Piezocerdmico com Tensdo Elétrica Aplicada (SMART MEF).

T GEOMETIIA DEFOTMADA ™

" Blamaran FLT con: Tarad Aplicacs v

015

bt

e Kpreny

Figura 22 - Geomefria Deformada do Elemento PZT com Potencial Elétrico Aplicado.
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*** Hlemento PZT com Tensio Aplicada v

3 e i i R
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Figura 23 - Potencial Elétrico sobre o Elemenio PZT (SMART MEF).

Tabela 4 — Campo de Deslocamentos no Elemento de PZT devido a Voltagem Aplicada.

w=-1,1067x107
v=-6,6400x10"
w=7.2000x10""

v=-8 6400x10™

~ ~10
w=7 2000x10

N6 u(m) v(m) w(m) Tensdo (V)
1 0 0 0 s
2 -1.1067e-007 0 ’ 0
3 1.10672-007 -6 64002-008 0 0
4 4 5. 64002008 i 0
5 ¢ 0 7200010 2
6 -1.1067e-007 0 7.200e-010 2
7 -1.10672-007 -6.64002-008 7 2008010 2
8 0 -5.6400e-008 7.2002-010 2

Tabela 5 - Fregiiéncias Naturais.

Modo 7, {E«Tz.} Modo 7, (Hz)
i 122696708 1 12269.6708
Z 184373787 2 18351.7652
3 22933 9738 3 22933.9738
4 30625.4110 4 29644.4016
5 393383824 5 393359277
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4.1.4 Elemento Piezoceramico com Carga Externa

Agora, o elemento piezocerdmico estd sujeito a uma carga externa F de 1kN. Vamos
determinar o potencial elétrico ¥ e o campo de deslocamentos resultante. Os flops desse modelo
foram: 98,22 kflop para montagem da matriz de rigidez, 3,74 kflop para a solucdo ¢ 101,96 kflop

para o processamento totfal.

***Smmante de PIT com Forga em 2 ***
a

6.2
4.5

.1

Tl

¥ imm] o X [mm}

Figura 24 - Elemento Carregado e Condigdes de Contorno (SMART MEF).

== Elamenty Piezecerimico com Farga em 2™

¥ e} 0 X i}

Figura 25 - Geometria Deformada devido a F' (SMART MEF).
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Tabela 6- Campo de Deslocamentos e Tensdo Elétrica em uma Placa de PZT, devido a F.

N6 u (m) v(m) w (m) “Tensto(V)
M E.F. ANSYS MEF. ANSYS MEF. ANSYS | MEF | ANSYS
H i 00000 it .000060 0 00000 00000
7] -1.19922-08 | - 11992E-07 it .000060 £ 00600 .00000
3| -1.1992e-08 | ~ 11992E-07 | -7.193e-00% | -.71930E-08 G 600060 00000
4 G .00000 -7.193e-009 | - 71950E-08 G 00000 00000
! o .00000 G 00000 2269e-010 | .82690E-09 | 1.9143| 1.9145
& P -1.1992e-08 1 - 11992E-07 { .00000 8.2692-010 | .B2690E-09 | 1.9143 | 1L.9143
7§ -1.19926-08 - 11992E-07 | -7.1932-002 | - 7T1950E-08 | 3.2692-010 | .B2600E-09 | 19143 | 1.9143
8 4 00000 ~7.i93e-00% | - 71950E-08 | 8.269¢-010 | .B2690E-09 | 1.9143 | 1.9143

4.1.5 Viga de Aluminio Coberta por Cerdmicas Piezelétricas

Uma viga fina de aluminio € coberta por duas camadas de PZTs, nas partes superior e

inferior, respectivamente. Possui 50 mm de comprimento, 1,6 mm de largura, 1 mm de espessura,

densidade igual a 2690 kg/m’, coeficiente de Poisson de 0,345 e médulo de Young de 70,03 GPa.

As camadas piezocerimicas sio de 40 mm de comprimento, 1,6 mm de largura e 0,7 mm de

espessura. O

7 i}

Geom
[

i Bideform ade

e T o Bk
Flga em Halegs

Figura 26 ~Viga em Balango, Modelada com Elementos Trilineares de Oito Nos
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®EE Y

ga em Balango ***

Figura 27 - Geometria Deformada apds a Aplicagdo de 1 V (SMART MEF)

Tabela 7 — Campo de Deslocamentos apés a Aplicagdo de 1V

Noé u (m) v {(m) w (m)

HMEF | ANSYS MEF ANSYS AEF ANSYS MEF ANSYS
37 19 G 00000 o 00000 g 00000
41 22 -1.1903e-009 | - 11905E-08 | 253653011 | .85654E-10 | 1.1337¢-008 | ([ 11337E-07
45 24 -2 3979009 | - 239T9E-08 | 90748011 | 90748E-10 | 46981008 | 40981E-07
49 26 -3.6116e-009 ] -36116E-08 | 9.061e-011 | S0610E-10 | 16694007 | [ 10694E-06
53 28 -4 83132009 | - 48315E-08 | -0 0384e-011 | ~.60382E-10 | 191242007 | .19124E-06
75 41 -+ 774e-609 | - 47740E-08 | 2 4872¢-013 | 24872E-12 | 2.8698¢.007 | 28698E-06

(OBS: Esse modelo precisou de 2,30 Milop para montagem da matriz de rigidez, 2,52 Mtlop para

a determina¢éio do campo de deslocamentos ¢ 4,82 Mflop para o processamento total.
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4.2. ELEMENTOS DE VIGA DE EULER-BERNOULLI E
TIMOSHENKO

Vamos comparar os resultados experimentais e analfticos segundo BLEVINS (1979), com os
resultados numeéricos, gerados pelo programa SMART MEF, trabalhando com os modelos de viga
e elemento 3D. A estrutura analisada ¢ uma viga de aluminio que possui os seguintes dados
geométricos e propriedades do material: 798 mm de comprimento, 19,3 mm de largura, 3,40 mm
de espessura, 2711 kg/m’ de densidade e médulo de Young igual a 68 GPa.

O experimento foi realizado com a viga na condicdio de extremidades livres, suspensa por
fios flexiveis. A resposta impulsiva da estrutura foi obtida através de um acelerdmetro (PCB
Piezotronics - Modelo 353B68) e de um sensor de PZT posicionados a 600 mm e 150 mm da
extremidade esquerda, respectivamente. Foi utilizado um programa de identificacio desenvolvido
por MOREIRA & ARRUDA (1997) para identificar o sistema. Informagdes mais detalhas sobre os

procedimentos e equipamentos utilizados nos ensaios so apresentadas no capitulo 5.
4.2.1 Elemento de viga de Euler—-Bernoulli

A viga em andlise é modelada com 25 e 50 elementos de viga de Euler—Bernoulli ¢ 50
elementos trilineares de oito nds na diregio do comprimento e | elemento na direcfo da espessura.
Os modelos de viga possuem 26 nds, 52 gdls e 51 nos e 102 gdls, respectivamente. O modeio 3 D
possui 204 nds e 612 gdls.
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Tabela 8 — Freqiiéncias Naturais em Hz —

Viga de Euler — Bernoulli

Modos

Analitico

Euler-Bernoulli

| -E.xpéri-

mental

No. de Elementos de |

Viga

No. de
Elem. 3D

25

50

30

SO ~1 On W B W DN e

27.48667

75.76806
148.53569
245.53705
366.78999
512.29345
682.04749
876.05210

27.3837

75.9383
148.7158
245.7912
366.6832
512.4795
682.6574
876.6084

27.48669

75.76857
148.53949
245.55410
366.84644
512.44598
682.40413
876.80016

27.48667

75.76809
148.33593
245.53813
366.79359
512.30325
682.07057
876.10091

27.50990

76.01107
149.55762
248.45318
373.44696
525.43848
705.49056
914.82636

Os desvios percentuais relativos calculados, tendo como base os resultados das freqiiéncias
naturais analiticas, so apresentados na Tabela 9. Na Tabela 10, é apresentado o namero de

operagdes de ponto flutuante em cada etapa do célculo dos autovalores e autovetores.

Tabela 9 - Desvios Percentuais Relativos — (freq/freq_analitica-1)*100

Experi- | Elementos de Viga | Elem. 3D
mental 25 50 50

0.37462 | -0.00007{ 0.00000| 0.08451
-0.22469| -0.00067; -0.00004; 0.32073
-0.12126| -0.00256| -0.00016| 0.68800
-0.10351| -0.00694| -0.00044| 1.18765
0.029111 -0.01539] -0.00098| 1.81493
-0.03632; -0.02977| -0.00191] 2.56592
-0.08942 | -0.05229 -0.00338; 3.43716
-0.06350| -0.08539| -0.00557| 4.42602
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Tabela [0 — Numero de Flops Obtidos em cada Etapa do Cdlculo

Tarefa Elementos de Viga | Elem. 3D
25 50 50
Montagem de [M] e [K] 0,05 0,10 3,80
Autovalor e Autovetor 3,04 21,81 120.121,60
Processamento do Modelo 3,09 21,91 120.125,40

Na Figura 28 e Figura 29, apresentamos, na forma de graficos, os valores da Tabela 8 ¢

Tabela 9, respectivamente. Na Figura 30, sdo excluidos os valores da Tabela 9, referentes ao

elemento 3.

Viga de Euler - Bernouli

1000
800
&

4 Analtico /’

800 It o Experim. :
Dyt 25 glem.

700 $—= S0 elem. h
Ggl 30 elem. /‘5

800
400
300 /

f (Hz)

Figura 28 - Fregiiéncias Naturais - Viga de Euler - Bernoulli
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Viga de Euler - Bernoulli

4.5 1
4 /
3.5
3 a—s  Experim.
Lty 25 glem.
&g B0 elem.
o 2.5 e—a_a 3D elem.
P e
-
> /{
o
1.5

g5
off 4 . S e

-0.5
1 2 3 4 5 & 7 8

Figura 29 - Desvios Percentuais Relativos - Viga de Euler — Bernoulli

Viga de Euler - Bernoulli

0.3 [ T
e Experim.
9\ Lty 26 @lRM.
0.2 4 45— Blelem. —
0.1 E—
A i ,
R o : i
e / '
@ /
@ /
o -0.1 :
/
o2l
H
i
-0.3 H
-0.4
1 2 3 4 5 g 7 8
Modos

Figura 30 - Desvios Percentuais Relativos - Viga de Euler — Bernoulli
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4.2.2 Elemento de viga de Timoshenko

A viga é modelada com 25 e 50 elementos de viga de Timoshenko e 50 elementos trilineares
de oito nos ao longo do comprimento e 1 elemento ao longo da espessura. Os modelos de viga
possuem 26 nds, 52 gdls ¢ 51 nés e 102 gdls, respectivamente. O modelo com elementos 3D
possui 204 nos e 612 gdis.

Tabela 11 — Freqiiéncia Natural Hz — Viga de Timoshenko

Modos

Analitico
Timoshenko

Experi-

mental

No. de Elementos de

Viga

No. de
Elem. 3D

25

50

50

W ~1 O R W

27.4848

75.7535
148.4796
245.3835
366.4473
511.6252
680.8638
874.1013

27.3837

75.9383
148.7158
245.7912
366.6832
512.4795
682.6574
876.6084

27.48486

75.75406
148.48402
245.40349
366.51341
511.80364
681.28062
874 97442

27.48483

75.75352
148.47995
245.38526
366.45314
511.64107
680.90119
874.18016

27.50990

76.01107
149.55762
248.45318
373.44696
525.43848
705.49056
914.82636

Os desvios percentuais relativos calculados, tendo como base os resuitados das freqiiéncias
naturais analiticas, sdo apresentados na Tabela 12. Na Tabela 14, € apresentado o nimero de

operacdes de ponto flutuante, em cada etapa do célculo dos autovalores e autovetores.
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Tabela 12 - Desvios Percentuais Relativos — (freq/freq_analitica-1)*100

| Expen— Eiementos de V1ga - Elem. 3{)
mental 25 50 50

0.3679; -0.0001 0.0000 0.0912
-0.2440| -0.0008| -0.0001 0.3401
-0.1591; -0.0030] -0.0003 0.7261
-0.1661] -0.0081] -0.0007 1.2510
-0.0644| -0.0180| -0.0016 1.9101
-0.1670| -0.0349| -0.0031 2.6999
-0.2634: -0.0612) -0.0035 3.6170
-0.2868 | -0.0999| -0.0090 4.6591

Tabela 13 — Numero de Flops Obtidos em cada Etapa do Cdleulo

| VT;u‘e.fa

| Eiemeﬁt;cis kde““\hga

Elem.. 3D

25 50 50
Montagem de [M] e [K] 0,06 0,12 3,80
Autovalor e Autovetor 3,04 21,69 20.121.,60
Processamento do Modelo 3,10 21,81 20.125,40

Na Figura 31 e Figura 32 apresentamos, na forma de graficos, os valores da Tabela 11 e

Tabela 12, respectivamente. Na Figura 33 sfo, excluidos os valores da Tabela 9, referentes ao

elemento 3D.



Elementos de Viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko

117

f (Hz)

Viga de Timoshenko

1000
800
A
i Anaittico
800 ety EXPETIM.
D, 25 @lam.
700 50 elem. g
& 3D elem. /
500
/
500 /
400 /
300 /
200 //
100 /
K |
1 2 3 B 7 3
Modos
Figura 31 -Freqiiéncias Naturais - Viga de Timoshenko
Viga de Timoshenko
5
/3
4
a—  Experim. /
Sty 25 glem.
3 &—=o 50 elem.
[eei] 30 elem. /
= /
< 2
0
4]
o
1 o

Modos

Figura 32 - Desvios Percentuais Relativos - Viga de Timoshenko
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Viga de Timoshenke

0.3
M/

9.2 L
H 4o
] R
0.1
i
/ Ma/é
=2 04 £ i W :
g
3 /
a -1 - s Experim. |
1 Aty 25 el

S—0r 50 alem.

Figura 33 - Desvios Percentuais Relativos - Viga de Timoshenko

A Figura 34 apresenta as curvas dos desvios percentuais relativos, entre os resultados

experimentais ¢ os resultados analiticos de viga de Euler—Bernoulli e Timoshenko, empregando os
modelos com 50 elementos.

Viga iivre - livre

0.3
W‘—//—'
.2 ;
fr’ \\\ ey /
0.1 # B S £ .
S #
0 : o
® 3 E
2 i e
o H
S U] j
o -0, i
/
-0.2 =——= Exper./Timoshgnko —
il  Exper/Euler-Bernouili
~0.3 4
1
-G .4
1 2 3 4 5 g 7 8
Modos

Figura 34 - Desvios Percentuais Relativos — Comparagdo entre os Modelos
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Os desvios relativos percentuais, apresentados pelos modelos de viga de Euler—Bernoulli ¢
Timoshenko (Tabela 12), comparados com os resuitados analiticos, foram menores do que 0,1%.
Verificamos, entfo, que existe uma excelente concordincia entre os modelos numéricos ¢

analiticos.

Teoricamente, o modelo de viga de Timoshenko ¢ superior ao modelo de Euler - Bernoulli,
na determinag@o da resposta da estrutura. Entretanto, dependendo da relagfio de aspecto da viga,
isto é, da rela¢do enire o seu comprimento e espessura, da relagio entre os modulos de
elasticidade longitudinal e transversal e do nimero de modos analisados, os dois modelos podem
apresentar comportamentos semeihantes, principalmente para raz8o de aspecto superior a 50. Uma
explicagdo mais detalhada sobre esse fato, baseada nas energias cinéticas, pode ser encontrada em

ALDRAIHEM (1996).

4.2.3 Viga piezelétrica de PVDF

A viga piezelétrica da Figura 35 ¢ composta por duas camadas idénticas de polimero
piezelétrico (PVDF), com polaridades opostas. A condigdo de contorno da viga é uma

extremidade fixa e a outra livre.

Iremos comparar os resultados apresentados pelos programa SMART MEF, quando
modelamos a viga de PVDFE com elementos de viga e elemento trilinear de oito nds, com os
resultados publicados por HWANG & PARK (1993}, que trabatharam com o elemento bilinear de
4 n6s (modelo de Euler-Bernoulli). Inicialmente, aplicamos um potencial elétrico de 1 V através
dos PVDFs e, posteriormente, sem esse potencial elétrico, aplicamos uma forga de flexdio, que

induz um potencial elétrico de | V nos PVDFs.

(s modelos resultantes da viga de PVDF com elementos de viga de Euler-Bernoulli e
Timoshenko tém 10 elementos, 11 nos ¢ 20 gdls. O processamento do primeiro modelo necessitou
de 13,94 kflop, e do segundo modelo de 16,37 kflop. Com o elemento trilinear de oito nds, o
modelo tem 20 elementos, 10 elementos por camada, 66 nds e 224 gdis e necessitou de 2,49

Mflop para obtencdo dos resultados.
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100 (min)

Figura 33 — Viga Piezeléirica Formada por duas Camadas de PVDF

As propriedades do material piezelétrico sdo apresentadas na Tabela 14.

Tabela 14 — Propriedades do Material Piezelétrico — PVDF

propriedades valor unidade
coeficiente de Poisson 0,29
densidade 1800 kg/m’
mbédulo de elasticidade 2 GPa
Constantes Piezelétricas
€31 0,0460 C/m’
e 0,0460 Cim’
Constantes Diglétricas
£, 0,1062x10” F/m
£ 0,1062x10” Fim
5; 0,1062x107 F/m

Quando um potencial elétrico é aplicado na viga de PVDF, provoca o aparecimento de uma
forga de flexfo, que deforma a estrutura. Vamos aplicar um potencial elétrico igual 1 volt, através

da espessura dos PVDFs, e determinar as deflex8es estaticas ao longo da viga.
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0.4

0.35

0.3

0.25

Deflexdo (pm)

0.2

0.1

0.05

Figura 36 — Deflexdo da Viga de PVDF, devido & Voltagem Aplicada de 1 V

Desvio %

Figura 37 — Desvios Percentuais Relativos das Deflexdes Devido a Aplicagdo de 1 V
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Na andlise da viga de PVDF (Figura 35), segundo a Figura 37, o modelo de Euler-
Bernoulli apresentou methores resultados, como era esperado. A diferenga nos desvios explica-se

pelo fato que o desvio percentual ¢ caiculado com relagio ao modelo de Euler ~ Bernoulli.

Quando uma carga externa ¢ aplicada na extremidade kivre da viga, de tal maneira a
provocar uma deflexfo de 1 cm, é gerada uma tensfo de saida no sensor de PVDF. Esta tensdo
elétrica é calculada por 720U & TSENG (1993), como sendo a tensdo meédia ao longo do
comprimento da viga. No trabatho de HWANG & PARK (1993), as tensBes sfo calculados em
cada elemento, num total de 5 elementos. Consideram, que cada elemento, possui um eletrodo.
Com o programa de elementos finitos, é possivel, obter uma distribuicio da tensfio de saida do
sensor ao longo do comprimento da viga, mais ou menos refinada, em fungdo do numero de

elementos empregado no modelo.

Tensdo no Sensor p/ Deflexfo de 1 cm

350 E ;
i . Hwang & Park
b ey 30 autor
300z 2 % + Timoshenko autor —
Gty B Ulet-Bernoul autor
250
e
< 200 s i
£
a
om ]
b §MW
S 150 2 :
>
100
50
0
Q 20 40 80 80 160

Comprimento {mm}

Figura 38 — Distribuicdo da Voltagem em Fungdo da Flexdo da Viga

O potencial elétrico aplicado no elemento piezoelétrico pode chegar até a voltagem de

“breakdown”, que corresponde a destruicfio da polarizacfio inicial do material piezelétrico, e
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conseqiienterente, perda de suas propriedades piezelétricas. Para PVDF o campo mdximo que

pode ser aplicado na direcfo da espessura € da ordem de 40 kV/mm.

Viga de PVDF - Deflexfo na Exiremidade

80

70 o = Hwang & Park )
o 3D autor h
%  Timoshenko autor /

80 Sy Euler-Bernoulli auior /

50 /

Deflexdo (upm)
o
o

)y
7

(9]
s}

™
om]

A
o/

0 50 1040 150 200
Voltagem (V)

—_
L]

Figura 39 — Deflexdo da Extremidade da Viga de PVDF Versus Voltagens Aplicadas

Na modelagem da viga de PVDF (Figura 35), os desvios encontrados para a deflexfo da
viga apresentaram valores inferiores a 8% (Figura 37), sendo esses resultados compativeis aos

apresentados por HWANG & PARK (1993).
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4.3 ELEMENTOS DE PLACA DE KIRCHHOFF E REISSNER -
MINDLIN

Para validar os modelos de placa de um elemento estrutural , analisaremos uma placa de ago
com as seguinies caracteristicas: comprimento de 0,5 m, largura de 0,5 m, espessura 3 mm,
densidade de 7600 kg/m’ , coeficiente de Poisson igual a 0,30 ¢ modulo de Young igual a 210

GPa. A condicdo de contorno imposta € a placa totalmente livres.

A Tabela 15 apresenta as freqli€ncias naturais adimensionais para os varios medelos. Na
Tabela 16 sdo determinados os desvios percentuais relativos, tendo como base as freqiiéncias
adimensionais analiticas, calculadas por Leissa, sem considerar o efeito do cisalhamento e inércia
de rotacio (MUCHERONI, 1988). Um resumo das principais caracteristicas dos modelos
empregados, bem como o nimero de operagdes de ponto flutuante, necessarios 4 montagem das
matrizes de massa e rigidez, resoluglio do autoprobiema, para os 100 primeiros autovalores, € o

processamento do modelo é apresentado na Tabela 17.
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4.3.1 Freqliéncias Naturais para uma Placa Totalmente Livre

Tabela 15 — Fregiiéncias Naturais Adimensionais: Placa Totalmente Livie

. Freq Adimensional £ =2nfa’\Joh/D paran=030 = L
Malha Leissa Kirghhotf Redssner-Mindlin | 3D 88lido
(Kirchhoff)
B [E 3221 S S — T R—
4x4 13.822 13.8220 14,2073
8x8 13.5626 13.5626 13.9559
16xls 13,4888 13,4883 13.5984
2 e 19.5560 e —
4x4 19.6622 20.899%0 20.9265
8x8 196168 19,9565 19.5645
i6xls 19.6014 15,6865 19.6057
3 e 242680 | eeeee 1 e —
4xd 244183 26.9034 26.8965
8x8 24.3148 24,9745 25.0596
16x16 24.281% 24.4458 24 4796
R ET-30: 001 N T e A —
4x4 34,6997 37.5320 83.6557
8x8 34.7916 35.5934 49,8239
16x16 34,8011 34,9035 36,1491
I — LS00 4 N — S I ——"
4x4 34.6557 37.53320 83.7130
8x3 34,7916 35.5934 498239
16x16 34,8011 34,9635 36.3815
& e 61.108G  + e emeem e
4x4 61.7781 72.5463 151.4241
8x8 51.3282 56.2185 67.3677
16x16 61.1562 62.4656 62.65608
7 e 61.1080 —— e e
4xd 61,7781 72.5463 1522427
8x8 61,3282 66,2185 67.3877
16xi6 51,1562 £2.4656 82,6641




Capfiulo 4 - Validagio dos Moedelos de Elementos Finitos 126

Tabeln 16 — Desvios Percentuais Relativos: (freq/freq Leissa-1)%100

i S Seswa%%-ﬁacags*aﬁgﬁiarhwe e
Viodos | Malba | Kirchhoff | Reissner-Mindln | 3D S6iido
i I 03553 26285 54890

8x8 0.1330 0.7020 3.6229
16x15 0.0386 0.1546 0.9684
2 dch 03578 56491 57895
8x8 9.1060 1.8394 2.0335
16x16 0.0287 0.4618 0.0497
3 i 56215 10.8596 10.8312
848 0.1930 29112 32619
16x16 0.0573 0.7326 0.8720
Z o 02882 78505 140.389%
8x8 200242 22799 43.1721
16x16 0.0031 0.5562 1.8768
5 axd 02882 78505 140.5545
Bx8 200242 22799 43.1721
16x16 0.0031 0.5562 4.5444
6 o 1.0965 187181 1477975
88 0.3603 8.3631 10.2436
16x16 0.0789 22217 25412
7 i 110945 g7181 129.1371
8x8 0.3603 83631 10.2436
16x16 0.0789 22217 2.5465
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Tabela 17 — Caracteristicas Principais dos Modelos de Placa

Dadosdo| . i M{}é&ias de ?Eaea e e
SRRl S _ et . Elemento Trilinear ©
~Modelos | Kimhhaff Rezssaer—-hﬁnéim T R R
Malha x4 8x8 16}(16 4xd BxR 16x18 4X4 8x8 16x16
Elementos 16 64 256 i6 64 256 16 64 236
Nos 25 31 Z89 25 81 289 50 182 578
GDL 750 243 867 751 243 867| 130| 486 1734
Operacgdes Milop| Mflop | Mflop | Milop | Mflop | Mflop |Gflop | Gflop

Mont. K-M | 0,03] 0,14 0,67, 017] 057 2,70 1,241 0,005 0.02
Autoprobl. | 12,711 385,000 328,73 10,48 324,89| 339,65 167,461 4,19 68,39
Total 12,741 385,14 329,40 10,65 325,56 362,35| 168,701 4,1¢ 68,41

Para cada modelo, variamos a malha e comparamos esses resultados com os calculados

segundo Leissa: Figura 40, Figura 41 e Figura 472,

Placa Totalmente Livre - 3D S& lido

160 T
; I |
—a— Leissa /7
142 —e—  malha 4x4
Y malha 8x8
120 — - malha 18518

190 /

30 sl

Frer. adm

fo1)
—j

Figura 40 — Fregiiéncias Naturais Adimensionais: Elemento 3D Sélido
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Placa Totalmente Livre - Kirchhoff

70
g |.8issa
60 & 2 matha 4x4
w—z malha §x8
5—+& malha 18x16
50
£
®
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o
&
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30
20
10
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Figura 41 — Fregiiéncias Naturais Adimensionais: Kirchhoff
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80
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Freq. adm.

40

30

20
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Figura 42 — Frequiéncias Noturais Adimensionais: Reissner-Mindlin

Placa Livre - Reissner - Mindlin
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Na Figura 43, Figura 44 e Figura 45, s80 apresentados os desvios relativos percentuais de

cada modelo, com base nos resuitados calculados, segundo Leissa. Na Figura 46, sfo apresentadas

as curvas para a malha 2424,

Placa Totaiments Live - 3D 84 lido

150 A
il TRAINA 434 /
g malha 8x3
—=—  maiha 185118

100

Desvio %

: /

o [

Modos

Figurg 43 — Desvios Percentuais Relativos: Elemento 3D Solido

Placa Totimente Livre - Kirchhof

1.2 E
E X

L matha 4x4 /
1 go—emz gl B8 /
G malha 16116 /

I

0.8 /

/

0.8 ’f
. | ]
S, \ j
=
2 'Y \\ /
=] !

0.2 Y .[

%/ \ ,// i i

~ £y > -3 f

/
/

-0.2 v S

-4
1 2 3 4 43 g 7
Modes

Figura 44 — Desvics Percentuais Relativos: Kirchhoff
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Placa Totalmente Livre - Reissner - Mindlin
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Figura 45 — Desvios Percentuais Relativos: Reissner-Mindlin
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4.3.2 Placa de Grafite/Epoxy com Atuadores Piezeléfricos Distribuidos

Com o objetivo de validar os modelos de placa para meios piezelétricos, vamos utilizar os
resultados experimentais obtidos por CRAWLEY et. al. (1989). Em seu experimento, Crawley
trabalhou com um placa laminada, composta por grafite e epoxy. Ceramicas piezelétricas PZT
GI1193N foram coladas nas superficies do material composito, conforme apresentado na Figura
47. Para provocar um deflexfo na placa, potenciais elétricos com sinais opostos foram aplicados
nas cerdmicas piezelétricas, em ambos os lados da placa. As deflex6es foram medidas com
sensores de proximidade, ao longo das bordas e da linha de centro da placa. Os modelos de placa
para este caso possuem malha 10x6, 60 elementos, 77 nos ¢ 210 gdls, ¢ o modelo 3D possui
matha 10x6x3, 176 elementos e 994 gdls.
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Figura 47 — Placa Usada no Experimento de Crawley

Tomando as deflexBes dos pontos x;, X2 € x; ¢, considerando a largura b da placa, podemos

calcular as deformacges longitudinal e transversal, com auxilios das seguintes equacdes:
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Wy =2 (10)

_X (%, +%5)/2

Wy 5

(411)

As propriedades do compésito T300/976 grafite e epoxy e da cerimica piezelétrica PZT
(G1195N sdo listadas na Tabela 18.

Tabela 18 — Propriedades da Cerdmica Piezelétrica e do Compdsito

Propriedades PZT G1195N | T300/976
Moédule de Young (GPa)
Ey 63,0 150,0
EW:E'_-'Z 63,0 4 9,0
Coeficiente de Poisson
Vi ™Vie 0,3 0,3
Vo= Viz 0,3 0,3
Modulo de Elasticidade Transversal (GPa)
e £ 24,2 7,10
Gy 24,2 2,50
Densidade (kg/m’)
P 7600 1600
Constantes de deformagio piezelétrica (pm/V}
d 3 g*d 32 254 | -
das 584 1 e
ds3 374 ] e
Permissividade dielétrica (nF/m)
£ =£; 153 -
£ 15,0

Os graficos da Figura 48 e Figura 49 apresentam as deflexdes longitudinais e transversais,

em funcio das posigBes dos sensores de proximidade, conforme Figura 47.
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Na Figura 48 e Figura 49 observamos que os resultados apresentados pelos modelos
desenvelvidos apresentaram concordéncia com os dados experimentais obtidos por Crawley. A
diferen¢a nos resultados entre o modelo de Mindlin—Reissner e os outros deve-se ao grau do

polindmio de interpolagdo deste ser linear.
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RESULTADOS EXPERIMENTAIS

5.1 VIGA LIVRE - LIVRE

Os ensaios realizados objetivam validar os modelos numéricos desenvolvidos, implementar o
controle ativo da estrutura ¢ tomar contato com os problemas encontrados na preparagéo,
realizagiio ¢ interpretacfio dos resultados experimentais. Possibilitaram a aplicagdio de técnica de
manuseio dos sensores ¢ atuadores piezelétricos e procedimentos de montagem de toda a
instrumentacdico envolvida. Os ensaios da viga envolveram fases distintas, a saber: preparacdo e

montagem da instrumentagdio, identificagdo da dindmica e controle ativo da estrutura.

5.1.1 Descrigdo do Experimento.

Uma estrutura do tipo viga € suspensa com auxilio de elementos flexiveis. A condiglio de
contorno pretendida ¢ a livre — livre. A viga ¢ instrumentada com sensores de PZT e de PVYDF. O
atuador de controle consiste de um conjunto de cerAmicas piezelétricas. A estrutura € excitada
através de um atuador de distirbio, gue consiste em um excitador eletrodindmico (“shaker”), com
um transdutor de forga acoplado na sua extremidade. Ainda fazem parte da instrumentacdo,

circuitos eletrénicos de amplificacdc, acopladores de impedéncia para o sensor de PZT e

135
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transdutor de forga, sistema de aquisigio de dados HP35650 com software HP3566A (HP
Analyzer), um microcomputador que executa o programa de controle em tempo real, equipado
com placa de conversdio analdgico/digital DS2103, digital/analégico DS2003 e com processador
digital de sinais DS1003 (dSPACE GmbH).

Foto 1- Vista Geral da Bancada de Ensaios.

A Foto 1 apresenta uma vista geral, mostrada de forma esquemética na Figura 50, das
montagens utilizadas nos ensajos. Na Figura 50, as linhas continuas indicam as ligagGes utilizadas
no ensaio de identificagfio, enquanto as linhas tracejadas indicam as ligagdes do ensaic de controle

ativo da estrutura.
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Figura 50 — Esquema da Montagem Utilizada nos Ensaios.
O sensor de PZT é composto por uma lamina de cerdmica piezelétrica PSI — 5A —S4 — ENH

(Piezo Systems, Inc.), ligada a um protdtipo de acoplador de impedéncia, conforme apresentado

na Foto 2 (vide esquema elétrico no Apéndice B).

Foto 2 — Sensor de PZT e Acoplador de Impeddncia.
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Qs PZTs e a estrutura usada nos ensalos t&m as suas propriedades apresentadas na Tabela

19.

Tabela 19 — Propriedades da Cerdmica Piezelétrica e do Material da Viga.

Propriedades PSI-5A-S4-ENH Aluminio
dimensdes (mm) 72x25x0,254 | 1800x259x3,45
Médulo de Young (GPa)

Ee 66,0 65,0
B 52,0 1 e
Coeficiente de Poisson

v 0,30 0,32
Densidade (kg/m’)

p 7800 2711
Consts. de deformagio piezelétrica (pm/V)

ds; =180 1 e
dss 390 0 e
Permissividade dielétrica (nf/m)

3 1593 | e
Os PZTs atuadores ou PZTs de controle sfio compostos por ldminas coladas em pares em

cada lado da viga, com 180 graus de defasagem na dire¢fio de pelarizagio, formando um conjunto

com quatro PZTs. Todos os PZTs sfo conectados entre si, de tal forma que recebam potenciais

elétricos com sinais opostos. Este esquema de ligago tem como funcfo produzir um movimento

de flexdio na viga, quando um potencial elétrico for aplicado nos PZTs.

Figura 51 - Movimento de flexdo do Atuador PZT.
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Foto 3 — PZT Atuador, Visto de um Lado da Viga.

Foto 4 — PZT Atuador, Visto do outro Lado da Viga.

O sinal de disturbio € aplicado via shaker de disttirbio, com um transdutor de forga na sua

extremidada.

Foto 5 —Shaker de Disturbio com Transdutor de forca.
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O sinal de disturbio é medido por um transdutor de forga piezeléirica pré-amplificada, que

possui um condicionador de sinais.

Foto 6 — Conjunto Shaker, Transdutor de for¢a e Condicionador de Sinais.

Para se ter um ponto a mais de medida no processo de identificagfo, também foi usado um sensor

de plastico piezelétrico (PVDF).

Fote 7 — Sensor PVDF.

Esse ensaio foi desenvolvide de maneira a validar os trabalhos de modelagem de estrutura
com sensores e atuadores piezelétricos, posicionamentc de sensores e atuadores (COSTA E
SILVA, 1998) e controle ativo de estruturas, usando um controlador robusto de banda limitada
(MOREIRA, 1998). Em vista disto, e com base no modelo de elementos finitos, escolhemos as

seguintes fregliéneias a serem controladas: 496 e 573 Hz. A metodologia de busca para o
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posicionamento Otimo dos sensores e atuadores utiliza o critério de minimo esforco do
controlador e maxima energia de saida, através de medidas dos grammianos de controlabilidade ¢
observabilidade do sistema. Neste caso, o posicionamento teve como medida a2 maximizacio do

menor autovalor das matrizes grammianas (COSTA E SILVA, 1998).

As dimensGes da estrutura ¢ dos PZTs e o0s seus respectivos posicionamentos sio

apresentados na Figura 52.
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Figura 52 ~ Esquema do Conjunio Estrutura, Sensores ¢ Atuadores com dimensdes em mm
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5.1.2 Ensaio de ldentificacéo

O ensaio de identificagio é dividide em duas etapas. Na primeira etapa, a viga ¢ excitada
através do PZT atuador com um sinal aleatorio. O sistema de aquisicdo do HP Analyzer armazena
os sinais de excitacio e de resposta dos sensores de PZT ¢ PVDF, Na segunda etapa, a estrutura €
excitada com o “shaker” de distirbio. Novamente, os sinais do transdutor de forga e dos sensores
sdo armazenados. Assim, obtemos as fungdes respostas em freqiiéncia e respostas impulsivas,
relacionando os sinais de entrada com os sinais medidos. Os dados provenientes do ensaio sdo
convertidos em arquivos com extensfo .mar do MATLAB®. Um programa de identificacfo,
baseado na teoria de realizac8es de autosistema (MOREIRA & ARRUDA, 1997), é utilizado para

identificar o modelo dindmico de estado da estrutura ensaiada.

Os graficos da Figura 53 & Figura 56 apresentam uma comparacdo entre as respostas em
freqiiéncia do modelo identificado e as obtidas no ensaio, com amplitudes em dB e referéncia. 1
V/V. A Tabela 20 apresenta a nomenclatura, utilizada para identificar os resultados da

identificacdo.

Tabela 20 — Nomenclatura dos Grdficos de Identificacdo

i=1-> sensor PZT j=1 -> Shaker distiirb.

Gij =
i=2 ~» sensor PVDF =2 = atuador PZT
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5.1.3 Modelo via M.E.F.

A estrutura foi modelada com 50 elementos de viga de Euler — Bernoulli, resultando em um
modelo com 51 nés e 102 gdls. Esse foi ajustado usando o Método de Ajuste de Modelos das
Variaveis Instrumentais (FRISWELL & MOTTERSHEAD, 1995).

Para projetar o controlador a partir do modelo te6rico, devemos representar o conjunto de

equagOes dindmicas, gerado pelo modelo tedrico para meios piezelétricos, em varidveis de estado,

equagdo (313).

Definindo as varidveis de estado como:

(412}

Um sistema em malha aberta pode ser representado por um conjunto de equagdes

diferenciais de primeira ordem em termos das varidveis de estado, definidas pela equacio (412):

)=o)
{Xz }x —{qu ]4 [K;q ]{Xl }_ [Mﬁii} ]4 {qu }{X2 }+ [qu ]'1 {F}

(413)

[Coo] =agy ]+BK ] (414)

onde o e B s@o os coeficientes de Rayleigh e foram obtidos através do modelo identificado

(x=10e p=107").

Escrevendo a equacéo (413) na forma matricial, temos:
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bt bt lbr @

{qu }1
=l o Pl [O]Ezﬂ 416)

ou, simplesmente
&} =[alx}+[BHu} (417)

i=[Clx} (418)

onde {x} é o vetor de estado (2n x 1); 4] é a matriz do sistema (2n x 2n); [B] ¢ a matriz de
controle (2n x n); {u} ¢ o vetor de entrada (n x 1); {y} é o vetor de saida (p x 1) ¢ [C] ¢ uma

matriz (p X 2n).

O efeito do eletrodo sobre a resposta do sensor € obtido fazendo a média dos potenciais
elétricos nos nds dos elementos. Um procedimento mais preciso seria realizar uma condensagio

estatica impondo um potencial elétrico igual em todos os nés.

Os graficos da Figura 57 4 Figura 60 apresentam as respostas em freqiiéncia do modelo

tedrico colocado na forma de estado com truncamento modal, tomando os 19 primeiros modos e

as obtidas experimentalmente.
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Tabelg 21 — Comparagdo entre o Modelo Identificado e o Gerado via M.E.F.

Modos| ABCD Ident MEETent-1)°1
1 6.1970 5.3866 13.0778
2 29.1521 29.3415 0.6494
3 48.0310 48.2723 0.5025
4 71.3157 71.7007 0.5358
5 99.6918 99.8784 0.1872
6 132.0988 133.2196 0.8484
7 170.7266 171.5639 0.4904
8 212.4793 214.1717 0.7963
9 259.5261 261.0567 0.5898
10 311.7978 313.2206 0.4564
11 367.5482 370.3851 0.7718
12 429.5699 432.7372 0.7373
13 496.1686 499.2161 0.6142
14 567.8318 570.7107 0.5070
15 643.7847 647.4460 0.5687
16 721.9987 726.4319 0.6140

{ grande desvic percentual apresentado pela primeira freqiiéncia na Tabela 21 deve-se a
problemas experimentais, como baixo nivel do sinal e o efeito da suspensfio da estrutura em baixa

freqiiéncia que interferiram no processo de identificaco.
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5.1.4 Controle Ativo da Estrutura.

O experimento de validagdo inclui a viga com sua instrumentagio e o ambiente dSPACE,
onde o controlador ¢ implementado. O controlador empregado é do tipo robusto H. de banda
limitada, com modelo de incerteza nfo estruturada aditiva para a incerteza residual ¢ com
incerteza paramétrica na faixa de freqiiéncia controlada (MOREIRA, 1998). Nesse experimento, a
viga é excitada por um sinal de disturbio externo. A resposta do sistema é medida pelo sensor de
PZT, e o sinal de distarbio é medido pelo transdutor de forga. O controlador digital, executado
nas placa DSP, 1€ o sinal do sensor de PZT ¢ gera o sinal de controle, que realimenta o sistema. O
controlador continuo ¢ discretizado com um tempo de amostragem de 70 us, e ¢ implementado no

ambiente SIMULINK / dSPACE (Figura 63).

o “<r£®-—»%§x@gc~m
oar
CRT e Mux-ADC AT ) QutPiugl
MuxinPiug1 Board > pemu discreie coniraller  altenuation  D82103_#
DS2003_#1 Gain "
Demux Pv

?Célula de carga

MuxInPlugl

InPlug1
Il
T2 ipput

inPlug3

Figura 63 — Diagrama do Controlador Implementado no Ambiente dSPACE

Os dados da simulagio em tempo real s#o monitorados ¢ armazenados pelo programa
TRACE40W do ambiente dSPACE. As variaveis Inplugl, Inplug2 e Inplug3 sdo o sinal do PZT, o
sinal do PVDF e o sinal do transdutor de forca, respectivamente. O sinal de controle € obtido
através da variavel OutPlugl. Tanto o conversor A/D como o D/A normalizam seus sinais de 1 V
digital para 5 V anal6gicos. Para podermos fazer a comparagio entre o desempenho do sisterna
com e sem controle, realizamos ensaios separadamente para cada condi¢dio, sem alterar a
configuragio do sistema. As respostas em freqiiéncia, apresentadas na Figura 64 e Figura 65,

foram aquisitadas, usando o HP Analyzer.
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Tabela 22 — Atenuagdo dos Modos para os Controladores Identificado ¢ MEF

Atenuaciio em dB

496 (iz)

573 (Hz) | 496 (Hz) | 573 (Hz)
sem controle 2130.6 1606,4 0,00 0,00
controlador identificado 8544 1091,3 7.92 3,35
controlador MEF 827.1 594.9 8.23 8.63

Os resultados apresentados pela Tabela 22 atestam que a viga teve a sua resposta
minimizada pelos dois controladores, com um methor desempenho para controlador sintetizado

com o modelo de elementos finitos. Esse fato atesta a validade do modelo empregado e indica a

possibilidade do emprego, no projeto do controlador, do modelo tedrico
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5.2 PLACA TOTALMENTE LIVRE

Seguindo a mesma metodologia apresentada no ensaio da viga, 0 ensaio da placa foi
dividido em trés fases: preparagfio e montagem da instrumentagdo, identificaciio da dindmica e

controle ativo da estrutura.

5.2.1 Descrigao do Experimento

A estrutura a ser ensaiada ¢ uma placa de aluminio, suspensa de modo que simule a
condicio totalmente livre, representada esquematicamente na Figura 66. Esta placa ¢
instrumentada com dois atuadores, um sensor piezocerdmico (PZT) e um sensor de filme pldstico
piezelétrico (PVDF). O sinal de distarbio € gerado na forma de wma excitagdo impulsiva, via
martelo instrumentado com um transdutor de forca.

Os atuadores séo alimentados por dois amplificadores de poténcia; ja o sinal do sensor de
PZT passa por um acoplador de impedancia. Os sinais dos sensores, atuadores e transdutor de
forca sdo carreados para o sistema de aquisicdo de dados HP35650, onde sio tratados pelo
software HP3566A. A lei de controle € executada pelo sistema dSPACE. Como apresentado pela
Figura 66, as linhas continuas apresentam as ligacGes utilizadas no ensaio de identificaciio da
dindmica da placa, enquanto as linhas tracejadas indicam as ligaces utilizadas no ensaio de

controle ativo da estrutura.

Para facilitar o posicionamento dos sensores ¢ atuadores, a placa foi dividida em elementos
com dimensdes 50 por 50 mm, identificadas por letras na posi¢do vertical e nameros na posicio

horizontal.
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Figura 66 — Esquema da Montagem utilizada nos Ensaios

Tabela 23 — Tamanho e Posicionamento dos Elementos na Placa

Descng:ﬁo T TMO (mm) | | Po“s.i.c.;.ﬁe (coord)
Sensor de PZT 20x20x 0,254 Al
Sensor de PVDF 12 x 30 x 0,040 D4
Atuador 1 de PZT 50x20x 0,254 A4
Atuador 2 de PZT 50x20x0,254 E8
Marteleo | e H3 N4
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Esse ensaio foi concebido de modo que valide, também, os trabathos de posicionamento de
sensores ¢ atuadores COSTA E SILVA (1998) e controle ativo de estruturas, usando controlador
robusto de banda limitada MMOREIRA (1998).

Apobs a modelagem da estrutura, com o programa de elementos finitos, e a realizagdo de um
pré-teste, para determinarmos os modos de vibrar e freqiiéncias naturais da placa, chegamos a
escolha das seguintes freqiiéncias a serem controladas: 144 e 156 Hz. Baseado no método de
posicionamento de sensores e atuadores, proposto por COSTA E SILVA (1998), determinamos a

posicio destes na estrutura.

5.2.2 Ensalo de identificagéo

O ensaio de identificagdo segue o mesmo procedimento apresentado no ensaio da viga. O
ensaio ¢ dividido em trés etapas, sendo que, em cada uma delas, obtemos os sinais do sensores de
PZT e PVDF, a saber: excitagdo com o martelo (disturbio); excitagdo com o PZT atuador 1i;
excitagiio com PZT atuador 2. Assim, obtemos as fungdes de reposta em freqiiéncia e respostas
impulsivas, relacionadas aos sinais de entrada ¢ safda. Os dados séo convertidos em arquivos .mat
do MATLAB®. Usando o programa de identificacfio, desenvolvido por MORREIRA & ARRUDA
(1997), obtemos o modelo de estade identificado da placa.

A Tabela 24 apresenta a nomenclatura, utilizada para identificar os resultados da

identificagfio.

Tabela 24 — Nomenclatura dos Grdficos de Identificagdo

i=1-> PZT sensor j=1 = martelo distarb.
Gij & =2 = PVDF sensor | =2 = PZT atuador 1
=3 = PZT atuador 2
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Figura 67 — Comparagdo entre o Modelo Estimado e o Sistema Real — Gy,

Resposta em Freqiiéncia - pvdf sensor/ marteio disturb.
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Figura 68 — Comparacdo entre o Modelo Estimado e o Sistema Real — G2,
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Figura 69 — Comparagdo entre 0 Modelo Estimado e o Sistema Real — Gz

Resposta am Freqléncia - pvdfsensor [ pzt atuador 1

-30 ; |
———  ESTMADO
-40 ! —— REAL
i i i
R ﬁ | ..
-50 H AT i
o VAN
%0 YDA VT J S A =0 N
. }{ 1\:\—/ /’( ’,‘“ s%éi X\l\\%\h g 3 “\.’ H %‘
§ 70 | ) [ \4!; . AN A
L 5
3 \ N |
cn&l \;
- \
-100 Hi
4110 ?
-120
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 70 — Comparagdo entre o Modelo Estimado e o Sistema Real - Gz,



Placa Totalmenie Livre 159

Resposta em FreqUéncia - pzt sensor/ pzt atuador 2

0 I I
~——  ESTIMADO
———  REAL

G, | [dB VV]

) 50 100 150 200 250 300 350 400
f[Hz]

Figura 71 — Comparagdo entre o Modelo Estimado ¢ o Sistema Real — G5

Resposta em Freqiéncia - pvdf sensor / pzt atuador 2

-20 T i
e ESTIMADO
REAL Lo

-
e
»

IG, 4| [dB V/V]
L
<

o
o
.

-100 14

-110 [

~120
0 50 100 150 200 250 300 350 400

f{Hz}

Figura 72 — Comparacdo entre o Modelo Estimado e o Sistema Real — Go;



Capitulo 5 - Resuliados Experimentais 160

5.2.3 Modelo via M.E.F.

O modelo de placa via elementos finitos tem maltha de 32 x 36 elementos de placa de
Kirchhoff, 1221 nds ¢ 3663 gdls. Esse foi ajustado usando o Método de Ajuste de Modelos das
Varigveis Instrumentais (FRISWELL & MOTTERSHEAD, 1995). O modelo com truncamento
modal tem ordem 38. Os graficos da Figura 73 a Figura 78 apresentam as respostas em freqiiéncia

desse modelo e as obtidas experimentalmente.
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Figura 73 — Comparagdo entre o Modelo ABCD MEF e o Sistema Real — G



161

Resposta em Fregléncia - pwdfsensor/manelo disturb.
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Tabela 25 — Comparacdo entre os Modelos Identificado e M.E.F.

100 150

200 250
fMz

1 i
300 350 400

Modos| ABCD Ident ABCD MEF | (MEF/ldent-1)*100
1 56.4700 57.8335 2.4146
2 82.9960 80.1795 -3.3935
3 116.6736 111.6122 -4.3380
4 143.0254 144.0475 0.7146
5 155.7704 157.0133 0.7979
5 245.5934 236.8525 -3.5591
7 278.9307 275.6120 -1.1898
8 288.9000 287.3485 -0.5370
9 300.0256 298.4159 -0.5365
10 356.8460 350.7806 -1.6997
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Capitulo 6

CONCLUSOES

6.1 COMENTARIOS E CONCLUSOES

Foi apresentada uma metodologia, pela qual a interagio entre a estrutura e o elemento
piezelétrico é modelada. Com esse modelo, obtivemos as equacBes de movimento de placa,
Kirchhoff e Mindlin — Reissner, e de viga, Euler—Bernoulli e Timoshenko, a partir das equagdes de
casca, com base nos postulados de Love, na escolha apropriada dos raios de curvatura e nos

pardmetros de Lam¢.

Foram considerados, nesses modelos, os efeitos da incorporacio do elemento piezelétrico na
estrutura, os quais divididos em duas categorias, chamados de interno (material) e externo (forga e
momentos). O primeiro altera as propriedades do material da estrutura, como massa, rigidez e
amortecimento, devido a presenca do elemento piezelétrico, e aparece mesmo quando nfo existe
um potencial elétrico aplicado ao elemento piezelétrico, e o segundo, é a deformagfio induzida,
obtida através da ativagdo do elemento piezelétrico com um potencial elétrico, aparecendo nas

equaches de movimento como carga externa.

165
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Esses modelos propiciaram nfo s6 a compreensio do comportamento da interacfio entre a
estrutura e o elemento piezelétrico, como também apresentaram as consideracdes necessdrias para

se obterem modelos de viga e placa através das equagdes de casca.

Trabalhando com ¢ método dos elementos finitos, aplicado ao principio variacional para
meios piezelétricos, implementamos varios modelos numeéricos de estruturas, com elementos
piezelétricos incorporados. Esses modelos tém, como atrativo, a possibilidade de serem aplicados
em estruturas complexas, em que a solugfo por meio de modelos analiticos se torna, em muitos

casos, proibitiva, €, em outros, impossivel.

Uma contribuicido deste trabalho foi o desenvolvimento de um programa, baseado no
método dos elementos finitos, aplicado a estruturas com elementos piezelétricos incorporados.
Nele existem varios modelos disponiveis, como: de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko, de
placa de Kirchhoff e Mindlin—Reissner e o 3D sélido.

O programa permite nfio s6 analisar o comportamento estatico e dindmico dessas estruturas,
como também se constitui em ferramenta, na andlise e implementacio do controle ativo das

mesmas.

Em nosso estudo, a espessura da camada do adesivo, nfio foi considerada nos modelos
desenvolvidos, isto €, o elemento piezelétrico estd perfeitamente fixo na estrutura. Dependendo
das relagdes entre a espessura da estrutura do elemento piezelétrico ¢ da camada de adesivo, essa
consideraciio levaria a redugfio significativa, no momento induzido (CRAWLEY & DE LUIZ,
1987). Conseqiientemente, em situagdes em que essa espessura € consideravel, isto €, onde a
relagio entre a espessura da camada de adesivo e da estrutura ¢ da ordem de 0,25, a influéncia do

adesivo sobre o momento mduzido deve ser considerada (KIM & JONES, 1991).

O elemento 3D foi empregado, tanto na modelagem de estruturas do tipo viga, como do
tipo placa. Houve concordéncia entre os resultados obtidos, analitica ¢ numericamente, na analise

dindmica, com desvios de até 4,3 % para a §° freqiiéncia de viga, conforme Tabela 9, ¢ at¢ 2.5 %
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para a 7° freqiiéncia de placa, conforme Tabela 16. Esse elemento obteve resultados mais precisos,

quando aplicado a estruturas do tipo placa, conforme, Tabela 16.

Como era esperado as estruturas, modeladas com o elemento 3D, apresentaram grande
nimero de graus de liberdade, quando comparadas com os correspondentes modelos, empregando
elementos de viga e placa. Consequentemente, na determina¢do dos resultados, necessitam de um
grande esforco computacional, sem, no entanto, aumentar significativamente a qualidade das
respostas. Por exemplo, para uma viga livre — livre com 798 mm de comprimento, 19,3 mm de
largura e 3,4 mm de espessura, o modelo da estrutura com 50 elementos do tipo viga, apresentou
102 graus de liberdade. Com o elemento 3D, o modelo com o mesmo numero de elementos
apresentou 612 pgraus de liberdade. O namero de flops necessirios na andlise dmamica,
correspondente a obten¢do dos 102 primeiras freqiiéncias naturais, foi de 21,91 Mflop, para o
elemento de viga e 20.125,40 Mflop para o elemento 3D, conforme valores mostrados na Tabela

10 ¢

Tabela 13. O mesmo fato ocorreu, quando comparamos o elemento 3D com os elementos de
placa. Os resultados comparativos do nimero de operagdes de ponto flutuante séo apresentados

na Tabela 17.

O mesmo fendmeno ocorreu entre os modelos de placa de Kirchhoff e Mindlin — Reissner,
conforme a Figura 48. Segundo IDE (1995), uma placa é considerada fina, quando a relag#o entre
0 seu menor comprimento e a sua espessura ¢ menor do que 20. A placa ensaiada possui uma
relacdio igual a 121, claramente uma placa fina. Logo, o modelo de Kirchhoff aproxima-se melhor
do comportamento da estrutura ensaiada. Outro fato € que o modelo de Kirchhoff usa o elemento

de Melosh, e o modelo de Mindlin—Reissner usa o elemento isoparamétrico bilinear MITC4.

Com base nos resultados, apresentados nos capitulos 4 e 5, os modelos, desenvolvidos para
estruturas com € sem elementos piezelétricos incorporados. foram validados e estio em

conformidade com os resultados experimentais e analiticos, encontrados na literatura.
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Os ensaios foram conduzidos de modo a validar os modelos numéricos desenvolvidos, e
implementar o controle ativo da estrutura tipo viga. Com base nos valores apresentados na Figura
53 a Figura 62, ¢ na Tabela 21, observamos que o modelo numérico empregado apresentou

concordincia com os resultados experimentais.

Em geral, os modelos, obtidos via elementos finitos, apresentaram resultados compativeis
com os modelos identificados, principalmente nas freqiiéncias de controle. Analisando a Tabela
25 ¢ a Figura 80, observamos que houve uma excelente concordincia entre as freqiiéncias

naturais dos modelos, identificado e MEF.

O controle ativo da viga foi implementado, ora usando o controlador projetado com a
dindmica identificada, ora projetado com o modelo de elementos finitos. Observamos, pela Figura
64 ¢ Figura 65, que a estrutura teve a sua resposta mimmizada pelos dois controladores
propostos. Entretanto, o desempenho do controlador MEF foi superior. Esse fato, que precisa,
ainda, ser melhor investigado, indica que o emprego, no projeto do controlador, do modelo
tedrico, pode ser benéfico, visto que este ndo apresenta ruidos externos, como os verificados no
modelo identificado. Esses resultados comprovam a validade do modelo numérico empregado ¢ a

efetividade da técnica de controle.

Como conclusfio final, podemos afirmar que foi apresentada uma metodologia para a
modelagem analitica e numérica da interagdio entre a estrutura e o elemento piezelétrico; um
programa, usando a técnica dos elementos finitos, foi desenvolvido e validado, através de varias
comparacOes enire a literatura e os resultados experimentais; foi implementado o controle ativo de
uma estrutura, verificando a eficicia do uso de elementos piezelétricos como componentes de
estrutura inteligente; foi realizada a comparagéo entre dois projetos de controladores, observando-
se que o controlador, usado no modelo numérico, apresentou bons resultados e pode constituir-se

uma ferramenta til, no projeto e andlise de estruturas inteligentes.

Foram, portanto, desenvolvidas ferramentas que certamente serdo Uteis no projeto e analise

de estruturas inteligentes.
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6.2 PROPOSTAS

Como propostas para futuros trabalhos, podemos citar:

implementacio da modelagem de estruturas do tipo casca, com elementos piezelétricos

incorporados, no programa SMART MEF;

implementagfo, no programa SMART MEF, da modelagem de estruturas do tipo viga,
placa e casca para materiais compoésitos, onde o elemento piezelétrico ficaria imerso na

estrutura;

a inclusfo, nos modelos do programa SMART MEF, dos efeitos térmicos, em que,
dependendo do ambiente de trabalho da estrutura, a varia¢io de temperatura pode ser

fator importiante no comportamento da estrutura;

a modelagem de estruturas inteligentes geometricamente nfo lineares. Em situagtes em
que a estrutura trabalhe sob o efeito de grandes carregamentos, a dindmica nfo linear

pode conduzir a avaliagdes diferentes das previstas pela teoria linear;

a apresentacdo de um estudo mais detalbado, analisando a viabilidade de se empregar o
controlador projetado via modelo de elementos finitos como alternativa ao projeto do

controlador com a dindmica identificada.
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Apéndice A

?R%NCEEE@ VARIACIONAL APLICADO EM MEIOS
PIEZELETRICOS

EQUACOES PARA MEIOS DIELETRICOS

Vamos apresentar as equagbes de campo e as condigdes de contorno para um solido
deformavel, material piezelétrico, contendo cargas elétricas e sujeito a forcas mecénicas. Essas
equagdes asseguram que as Equacdes de Maxwell e as Equagdes de Equilibrio Mecénico sejam

satisfeitas.

Condutor

Vacuo

Figura 81 - Sélide Composto por um Condutor e um Dielétrico
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Considerando um corpo solido, ocupando uma regifio ¥ no espago, cuja superficie externa

¢ representada por S, come mostra a Figura 81, chamamos de 7, o volume externo 2 5, o

qual, por simplicidade, ¢ o vécuo ¢ nfic contém carga eléirica. O sélido € composto por um
material condutor, no qual a carga elétrica € livre para se mover, ¢ um material dielétrico, no gual

a carga elétrica € fixa. A interface entre o dieléirico ¢ o condutor ¢ definida pela superficie S.. O

vetor 7 € o vetor unitdric normal 45 superficies § ¢ 5.

Se o corpo possui densidade volumeétrica de carga eléirica o, (C/m’y e V', ¢ densidade
superficial de carga elétrica o, (C/myem § e S, a carga total O sobre o corpo é dada pela Lei

de {(Gauss:

Q= {[fp,av + fo,ds (419)

58,

A presenga de wm campo sifirico significa que as forgas eléiricas sfo exercidas sobre
quaiquer particula carregada no solido. Se uma pequena carga de prova g, ¢ introduzida na

vizinhanga do corpo sohdo, uma forga eléirica, resultando de O, age sobre ela. O campo elétrico

E & um vetor definido tal que a forca F' sobre a carga de prova seja dada por:

E=q,F (420)

(Juando a carga de prova sofre um deslocamento A/ , a0 longo de sua trajetoria, o trabalho

elementar, realizado pelo agente externo, sers igual a:
AW =F. Al =—q,E. Al (421)
O trabalho realizado quando a carga de prova sai de um potencial ¢ para cutro ¢+ Ad, &

AW =gqyAd (422)
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Igualando as equagdes (421) e (422), vem:

k= Alffs@ (42)
No limite, quando Al - 0, e sendo sua trajetoria a mesma de E . tem-se:
E=-Vd (424)
A Equacio de Maxwell relacionada a Lei de Inducfo de Faraday,
VxE = —%? (425)

explica o efeito elétrico de um campo magnético variavel no tempo. Para problemas quase-

estaticos,
oB
— =10 426
o (426)
Entio:
VXE =0 (427

No condutor, a carga livre € distribuida ao longo de sua superficie, € o campo elétrico no

seu interior ¢ igual a zero. No dielétrico, o campo elétrico polariza o material, induzindo

momentos de dipolos. O vetor de polarizacio P (C/m’) de um dielétrico ¢ definido como a
densidade de dipolos induzidos (carga/area). A polarizacdo de um sélido dielétrico cria uma

densidade volumétrica de carga elétrica induzida
p;=-V-P (428)

que esta encerrado no volume 77, e uma densidade superficial de carga elétrica induzida,
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psi =P (429)

que esta encerrada nas superficies § ¢ S.. Para o vacuo V_ eparao solido condutor, P é igual a

zero e, conseqiientemente, nenhuma carga adicional € induzida.

A Lei de Gauss para a eletrostatica diz que o fluxo resultante externo, através de qualquer
superficie, € igual a carga total encerrada, livre e mduzida, dividida pela permissividade do vacuo
& -

Se a superficie fechada € S, entfo podemos expressar a Lei de Gauss para um corpo solido

COTHO.

i_f]‘z AdS =£; gﬂpq ~v-Blv+ fflo, -P-ips (430)

S$+8¢

Aplicando o Teorema da Divergéncia sobre o campo elétrico, a equacdo (430) pode ser

escrita como:

& [[[V-Eav+e, ﬁﬁ-ﬁd8=£—ﬁ po-V-Bhv+ fflo, ~P-iks “31)
v 0y

S+Sc S+5¢

Desde que esta relagio ¢ valida para V', § e S, arbitrdrios, a Lei de Gauss para um sdélido

dielétrico e condutor torna-se:

gV-E=p,~V-PemV (432)

goB =0, -P-hemSeS, (433)
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O mesmo procedimento pode ser adotado para o vacuo que cerca ¢ sélido, admitindo que o

sélido e o vacuo sfo limitados por uma superficie ficticia S,,. Uma vez que a densidade de carga

em V_ € zero, a Lei de Gauss conduz a:
cﬁﬁ-ﬁdsmcﬁﬁ-ﬁds =0 (434)
S s
No vacuo, ndo existem descontinuidades em E . Portanto, podemos aplicar o teorema da
divergéncia, obtendo:
V.-E=0emV, (435)

Considerando o meio livre de cargas, isto €, p, =0, a equagfio (432) serd vilida para o

solido. Como o deslocamento elétrico € proporcional ao campo elétrico (HALLIDAY 1976),

resulta:
D=gyE (436)
Substituindo a equagfo (433) na equacio (432), temos:

V-D=0 (437)

EQUILIBRIO ELETRICO

A energia dielétrica armazenada pelo material dielétrico é (HALLIDAY, 1976):
1 - =
U, _gjl;ﬂandv (438)

Tomando o variacional da energia dielétrica, vem:
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8U, = m' 8E-DdV
v
Substituindo a equacio (424) na equagio (439), temos:
SUy = — mm .Ddv
v
O Teorema da Divergéncia estendido (SPIEGEL 1975), é:

J’ﬂvq;-};dv = _[j¢2\-ﬁ<15— mw.ﬁdv
s v
onded € um campo escalar e 4 ¢ um campo vetorial.
Fazendo D = A na equacio (441), vem:
- Hjaw-f)dv = —ﬂsq:f).ﬁdm [[[s0v-Dav
v S v
Substituindo a equagéio (437) na equagio (442), temos:
mavq;-ﬁdv = ﬂa¢f)-ﬁds
v 5
Aplicando a Lei de Gauss para um dielétrico, vem:

UIESVd) Dav - ﬁsq;csqu =0
v S

Da equacfo (424), vem:

(439)

(440)

(441)

(442)

(443)

(444)
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[[[3E-Dav + [[s0o,d5 =0 (445)
\'% S

ou em notagfo tensorial, temos:

H D, 3E,dV + [[800,d8 =0 (446)
v 3

EQUILIBRIO MECANICO

O Principio dos Trabalhos Virtuais para um solido pode ser obtido das equagbes de
equilibrio e vice-versa. Seja um solido sobre o qual atuam forgas de corpo, onde as condigbes de

equilibrio esperadas em todos os ponto do sélido é:

ij,j -+ ka =0emV (447)

As condi¢des de contorno essenciais (deslocamentos impostos) e naturais (equilibrio de

forgas nas fronteiras) sdo dadas sobre a superficie do sélido, isto ¢:

uy, =1y sobreS, 148

Figura 82 - Superficie de um Sélido
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onde 7, sdo forgas aplicadas na superficie S:.

Entdo, multiplicando as equagdes (447) ¢ (448) pelo deslocamerﬁo virtual di; , e integrando

a primeira equacéo sobre I’ ¢ a segunda sobre Sy vem:

- J‘ﬂ.(ckj,j +1y, ﬁukd\f + _”(fsk —fsk bude =0 (449)
¥ S,

Desde que S =8, +5,, onde S, € a superficie onde os deslocamento #; sdo aplicados, é

possivel escrever:

j J‘ fs, SuydS = HfSkSude + j stkﬁukds (450)
S S¢ Sy

Usando o Teorema de Gauss sobre 0 primeiro termo da equagéo (450), vem:
I I f, BuydS = m'(ckjﬁuk ) dV = [[[oy Busdv + J‘ j J' oyduy AV (451)
s \ v v

Substituindo as equagdes (450) e (451) na equagio (449), vem:

j’ ﬁckj&;k, AV - ”fkaaukd\/ - ﬂfskSude - jj fs, 5udS =0 (452)
v v S, 8¢

Vamos considerar, agora, que o solido esteja sofrendo a agfio de um carregamento

dindmico, que gera aceleragbes

azuk
atz

=i, (453)

na estrutura. Este campo de aceleragdes produz forgas de inércia de D’ Alembert,
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fa, =-pl (454)

no sentido oposto ao da aceleragdo. Se a for¢a de inércia for incluida no principio dos trabalhos

virtuais, a equacdo (452) fica:

[{foueav + [[foucsuav - [[[f,suav - [[t suds- [[fouds=0  @s3)
v v v S, S

onde:

fy, =Fy +fy (456)

Para introduzir a deformagéo na equagfo (455), o deslocamento virtual iy, serd definido
através de uma familia de fun¢des vizinhas, a saber:

0y =uy +06u, (457)
A relagiio correspondente entre deslocamentos e deformagdes ¢é:

bug = s+ )= o )+ 2 o)+ ow), .

= %(uk,j + uj’k)+§6(uk’j +U ): g5+ 08y

Se os deslocamentos u; € i#; obedecem a suas respectivas relagdes de deformacfo versus

deslocamento, entdo:
3 w—}f—ﬁ( + ) V 459
£y = > Uy ;U Jem (459)

Usando a convengdo da soma e a equacdo (459), podemos demonstrar que:

ckjﬁukaj = ijsakj (460)
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Entdo, a equacio (455) pode ser escrita como:
mckj&skjdv + J-Hpiikéude - j ﬂka Su, dV — Hfsk Bu, dS — ﬂ fy8udS=0  (461)
v Ay v Sa S¢

Se u; e iy satisfazem as condigbes de contorno essenciais, equagdo (448), entdo:
du, =0em S, (462)
O deslocamento virtual, que satisfaz simultaneamente as equacdes (461) e (462), é dito

cinematicamente admissivel. A aplicacio da equacio (462) na equacgho (461) faz com que a
integral sobre S seja igual a zero. Assim:

J' j j 6108, AV + m pii Su,dV — j j j fy, SudV - .Ufskﬁukds =0 (463)
\ v v S¢

Para representar o comportamento do material piezelétrico, onde existem os efeitos elétricos

e mecanicos, devemos somar algebricamente as equacOes (446) e (463) (TZ0U & TSENG, 1990):

f! D dV + j;J: [oigBenav - _[JJD,(BEK

- ”. ka du, dV — J.J‘?Sk du, dS + ‘ch 56dS = 0 (464)
v S¢ Sq
Colocando a equago (464) na forma matricial, temos:
[[[ooul" iy + [[[isei tolav - [[fiom)" kv =
I ! - (465)

[ kv [l s [foscs

Numa analise mais detalhada do lado esquerdo da equacfo (465), temos os termos de
energias cinéticas (trabaltio virtual da Forca de Inércia) e potenciais (trabalho virtual de
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deformacio e elétrico). Ja no lado direito da mesma equagfio, temos termos, relacionando os

trabalhos externos (trabalho virtual das forcas externas e carga elétrica externa).

8U = [[[ope,av - JﬂDkSEde (466)
A% A\'%

W = [[[Fy,8uav + [[fs 8u, -~ [[o,50d8 (467)
v S¢ S

4

Integrando, por partes, o termo cinético, entre os instantes #; e #;, obtemos:

t2

t:jﬂ pﬁkéukd\fdtmtj‘” pin St dvdt+ [[[pisu,dv (468)
v A

|33 v 4 1

Uma vez que as condigGes, micial e final, sdo assumidas conhecidas, isto é, dy; =0 em

t=1 et =t;,aequacio (468) fica:

Ij' J' j piikﬁukd\fdt:-«tjﬁl" (469)
y v t
onde:
5T = j J' J‘pukaakdv (470)
'

Uma descrigdo equivalente ao problema de valor de contorno, apresentado pela equagéo
(465), ¢ obtida pela aplicagio do Principio Variacional de Hamilton, estendido a meios

piezelétricos.

6_[(T~U+W)dtm0 @71)

1
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Substituindo as equagbes (466), (467) e (469) na equacio (471), obteremos a equagéio
(465). Com a equacéio constitutiva da piezoeletricidade linear, equacéo (137), e a equaglo (465),

obteremos finakmente o Principio Variacional Eletromecdnico para Meios Piezelétricos.

Jffptouy" kv + [{fiect"e" felav - [[fioel" T Elov - [[[ 60 elekav
- [V el = [[[ouf i Jav + [[ouf fshis - [foeo,as

(472)

Cuja equago esta sujeita as seguintes condi¢des de contorno:

O ;= fsk em S;

d, = §y emsS,
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MANUSEIO DE ELEMENTOS PIEZELETRICOS

Neste apéndice, descrevem-se os procedimentos, empregados no corte, na colagem e
soldagem dos eletrodos na cerdmica piezelétrica. E, também, apresentado o esquema de um
dispositivo eletrdnico, para transformar a carga elétrica, gerada pelo elemento piezelétrico, quando

sujeito a esforgos mecénicos.

CORTE DA CERAMICA

Para cortar a cermica piezelétrica, devemos proceder do seguinte modo:

e colocar a cerdmica sobre uma superficie rigida, lisa e isolante, como, por exempio,

madeira, férmica ou vidro;

e marcar, com uma caneta de ponta porosa, uma das superficies da cerdmica, com um
“x”, para que, depois do corte, possamos identificar as diregBes de polarizacfo das
partes. Ainda com a caneta de ponta porosa, riscar as linhas, onde deverfio ser feitos os

cortes na cerdmica (Figura 83);

201
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.m.—f’/

</
|

Wantdicogdo dos

Figura 83 — Preparacdo da Cerdmica para o Corte

e com um objeto metalico pontiagudo e usando um esquadroe, riscar a cerdmica nas linhas
de corte. Esse procedimento tem por objetivo abrir um rasgo na camada metalizada da
cerdmica, ndo permitindo que haja contato simultdneo entre a ldmina de corte e as
camadas metalicas da cerdmica. Isto evitar que haja um curto-circuito na cermica, pois,
no momento do corte, a cerimica estd sob o efeito de um carregamento e, por

conseqiiéneia, existe um poténeia elétrico induzido (Figura 84);

Hiscagem da
Comade {enduiizo

Cerdrica Pazuigingg

Figura 84 ~ Corte da Cerdmica

e com uma ldmina bem fing, proceda o corte da cerdmica, devendo esta ficar apoiada

entre duas superficies rigidas, lisas e isolantes (Figura 85);
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Farca Anlicaga no Bloco

(omada Keidica Candufiva

i {erdmica Plezeidinca

&
&,
&
i

Supsrfizie Rigidg |

RN M NN

Figura 835 — Fixacdo da Cerdmica para posterior Corte

s finalmente, proceda o acabamento da superficie cortada, usando para isso uma lixa fina.

Nesse caso, a cerdmica deve ser colocada entre duas superficies isolantes (Figura 86).

5 s L e
= 2 Hloco de Hoteral -
g Izodone o
Sz 3 zoiont s
23 25 R
23 R e
s = .2
S N S S
Movimenis sare Lingr g
e SE— 4

[N

i
Superficie d2 Aol H Supesficie dg Aptio E

Figura 86 — Procedimento para Lixar Superficie Cortada da Cerdmica
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e

COLAGEM DA CERAMICA

Para realizar a colagem da cerdmica em uma estrutura, recomendamos alguns procedimentos
basicos. Entretanto, maiores informac8es podem ser obtidas nos “sites” dos fabricantes dos

adesivos € da cerdmica piezelétrica {(stp//www loctite com,

hitn//www measurementseroup.com, hitn//www bhl de ¢ hitn /fwww piezo com)

e proceda a limpeza mecnica das superficies, para retirada de residuos solidos e poeira e,

posteriormente, a limpeza quimica (solvente), para retirada de graxas, gorduras e 6leos;

® com um lapis, demarcar o perimetro da cerdmica na superficie da estrutura, na posicio

onde se deseja colar a cermica;

e espalhar, ao longo da superficie demarcada, uma camada fina e uniforme do adesivo;

e posicionar a cerdmica scbre a superficie demarcada. Usar um bloco de material isolante
e espalhar sobre a sua superficie uma camada de um liquido (6leo mineral). Pressionar,
levemente, o bloco contra a cerdmica, até que ocorra a sua fixago. O liguido tem por
finalidade evitar que o excesso de cola, que aparece nas laterais de cerfimica, quando

esta ¢ pressionada, cole o bloco na estrutura;

e aguardar o tempo de curar e proceder 4 limpeza final do conjunto, estrutura e cerimica

piezelétrica {Tabela 26).

Indicamos alguns adesivos para a fixacfo da cerdmica na estrutura. Uma fixacfio tempordria
pode ser conseguida com o usc de adesivos a base de cianoacrilate, como: SuperBond ou M-
Bond 200. Sdo de facil aplicagfio ¢ possuem tempo de cura pequeno, mas sio muito sensiveis 4
umidade. Para fixacSes duradouras sfio recomendados adesivos a base de epexy, como: RS 186-

3616, ELECOLIT 2036, ELECOLIT 324 e M-Bond AE-10.
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Tabela 26 — Caracteristicas Principais dos Adesivos

Adesivos
Adesivo SR4 EPY-150 Superbond

Temp. de Trabalho °C -196 a 66 -32a55
Temp. de Cura °C ambiente até 66 ambiente
Tempo de Cura 1-72h 5-100s
Fabricante BLH Electronic Loctite

Comentéarios fixacdo permanente fixagdo temporaria

http fwww bih.de hito/fwww loctite com

CONEXAO DO ELETRODO NA CERAMICA

Qs seguintes procedimentos podem ser usados para conmectar o eletrodo na superficie

metalizada da cerimica piezoelétrica:
Adesivo Condutivo

Adesivos condutivos 4 base de prata ou cobre podem ser usados para fixar um fio elétrico

sobre a superficie da cerAmica.

Tmme— o Tlades
g nettdo

- Cole Conduive
/—'—“‘-‘—‘—‘\

Y Saperiice Metalizads
/

Figura 87 — Colagem do Fio Elétrico com Adesivo Condutivo
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Podemos soidar o fio elétrico em uma chapa de material condutivo, como, por exemplo,

cobre e, posteriormente, colar o conjunto na cerdmica, com adesivo condutivo.

Cardmica Pezeldirica

Figura 88 — Colagem do Fio Elétrico com uma Chapa de Material Condutivo

Tabela 27 — Caracteristicas Principais dos Adesivos Condutivos

Adesivo Condutivo

Cola RS 186-3616 ELECOLIT 2036 ELECOLIT 324
Temp. de Trabalho °C -55a 150 -30 2 160 -60 a 150
Temp. de Cura °C ambiente ambiente ambiente
Tempo de Cura 24h 16h 24h
Fabricante RS Components QUALITAPE QUALITAPE
Comentarios a base de prata a base de cobre a base de prata

resistividade 0,1 Om™! resistividade 0,1 Qm™ | resistividade 0,1 Qm!
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Fita Adesiva Condutiva

Corte um pedaco da fita condutiva, cerca de 15 mm, e solde o fio elétrico diretamente sobre
ela. Entfio, pressione firmemente a fita adesiva sobre a superficie metalizada da cerdmica,
assegurando que haja um bom contato elétrico. Para melhorar o contato elétrico, ¢ interessante
cobrir a regifio colada com uma tinta condutiva a base de prata, ou usar a adesivo condutivo.
Outras informagdes sobre a fita adesiva condutiva podem ser encontradas no seguinte “site”™
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Figura 89 — Colagem do Fio Elétrico com uma Fita Conduriva

DISPOSITIVOS ELETRONICOS

Um dispositivo eletrdnico foi projetado para medir a carga elétrica produzida pelo piezo,

sujeito a uma tensfo mecanica.
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Figura 90 — Dispositivo Eletrénico Empregado com o Piezo

O diagrama da Figura 90 consiste em dois estdgios: o primeiro converte a carga Q,

produzida pelo piezo, em voltagem elétrica V; enquanto o segundo amplifica essa voltagem.

O amplificador operacional A (OPA128JM BURR-BRAWN) dever ter alta impedincia e
baixa corrente de entrada. Para diminuir as interferéncias externas, os cabos empregados na

montagem da instrumentacdo devem ser blindados.

O potencidmetro P1 ("Zero Shift”) do amplificador permite ajustar em zero a voltagem de

saida dos dois estagios, quando nfo existirem tensdes mecénicas, aplicadas sobre o piezo.

O potencidbmetro P2 do segundo estdgio do amplificador permite ajustar os ganhos do

estagio entre 0,5 a 10,5. O amplificador AU, do segundo estagio, é do tipe (OP0O7 BURR-
BRAWN).

O dispositive eletrbnico apresentado na Figura 91 € um acoplador de impedancia que foi
projetado para fazer o casamento de impedancia ente a cerimica piezelétrica ¢ a placa dSPACE.
Esse circuito foi projetado por MOREIRA (1998} e o amplificador operacional empregado foi o
MC1558 da ANALOG DEVICE.
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Figura 91 - Acoplador de Impeddncia



