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Resumo

BARROS. Pérsio Leister de Almeida, Elastodindmica de Meios Transversalmente
Isotrdpicos: Funcoes de Green e o Método dos Elementos de Contorno na
Andlise da Interacdo Solo-Estrutura. Campinas: Faculdade de Engenharia
Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 1997. 300 p. Tese (Doutora-
do)

Este trabalho apresenta a dedugao de fungées de Green e de influencia para
cargas dinamicas harmoénicas no tempo, no estado plano de deformacao, aplicadas
sobre meios eldsticos homogéneos transversalmente isotrépicos. Sdo apresentadas
e analisadas solugoes para os casos de cargas aplicadas sobre a superficie e no
interior de um meio eldstico semi-infinito, sobre uma camada elastica apoiada so-
bre uma base rigida e para cargas aplicadas no interior do espaco infinito. Os
resultados aqui obtidos demonstram que a anisotropia do material tem grande in-
fluéncia no seu comportamento. Para estas solugoes é demonstrada a existéncia de
uma singularidade do tipo logaritmico nos deslocamentos no ponto de aplicagao
da carga concentrada. Sido também desenvolvidas solugdes para os casos em que
o eixo de simetria eldstica do material nao coincide com qualquer dos eixos do
sistema de coordenadas globais do problema. Analisa-se a influéncia que a incli-
nagao do eixo de simetria eldstica tem no comportamento do meio. Utilizando as
fungoes de influéncia sao desenvolvidas implementagoes nao singulares do Método
dos Elementos de Contorno segundo as formulagoes direta e indireta para a analise
geral de problemas de valor de contorno da elastodinamica de meios transversal-
mente 1sotrépicos. Estas implementacées evitam a singularidade da funcoes de
Green utilizando em seu lugar funcoes de influéncia deduzidas para cargas dis-
tribuidas. A analise da interacao solo-estrutura é realizada através da aplicagao
dessas formulagoes direta e indireta do Método dos Elementos de Contorno. Sao
implementados programas que fornecem a resposta dinamica de fundacoes rigidas
apoiadas na superficie do meio eldstico, fundacées rigidas parcialmente engasta-
das no meio eldstico e estruturas rigidas enterradas. Os métodos de andlise aqui
desenvolvidos se constituem numa extensao para o caso de materiais transversal-
mente 1sotrépicos de métodos anteriormente disponiveis apenas para a analise do
comportamento de materiais isotropicos.

Palavras Chave

e Meios Transversalmente Isotrépicos, Fungoes de Green, Método dos Elemen-
tos de Contorno. Interagao Solo-Estrutura, Elastodinamica.
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Abstract

BARROS, Pérsio Leister de Almeida, Elastodynamics of Transversely Isotropic Me-
dia: Green’s Functions and Boundary Element Method Analysis of the Soul-
Structure Interaction. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Uni-
versidade Estadual de Campinas, 1997. 300 p. Tese (Doutorado)

This work presents the deduction of Green’s and influence functions for time-
harmonic dynamic loads applied to transversely isotropic elastic media for the two-
dimensional case. Solutions for loads applied on the surface and in the interior of an
elastic half-space, as well as for loads applied to the surface of an elastic layer rest-
ing over a rigid stratum and for loads applied in the interior of an elastic full-space
are presented and analyzed. The results obtained herein show that the material
anisotropy has a significant influence on the medium response. The existence of
a logaritmic singularity for the displacement kernels of the stationary anisotropic
fundamental solution is demonstrated. Solutions are also developed for the case
in which the axes of symmetry of the transversely isotropic medium do possess an
inclination with respect to the axes of the global coordinate system. The influence
of this inclination on the medium response is analysed. Non-singular implementa-
tions of the Boundary Element Method by the direct and the indirect approches
are developed using these influence functions. These implementations are suited to
analyse general elastodynamic boundary value problems of transversely isotropic
media. These formulations avoid the Green's functions singularity by using the
influence functions developed for distributed loads. The dynamic soil-structure
interaction is analyzed by the application of the BEM formulations and imposing
rigid body displacement constraints and equilibrium conditions to the structure.
Various programs for computing thess responses are developed for rigid strip foun-
dations resting on the soil surface. for rigid strip foundations partially embedded
in the soil and for completely burried rigid structures. The analysis methods de-
veloped represent an extension to the tranversely isotropic case of several existing
methods that can deal only with completely isotropic material.

Key Words

e Transversely Isotropic Media. Green’s Functions, Boundary Element Method,
Soil-Structure Interaction, Elastodynamics.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao

A interagao dinamica entre o solo e estruturas rigidas ou flexiveis tem re-
cebido crescente atencao dos pesquisadores nos ultimos anos. Esta atengao
se deve a dois fatores principais. Em primeiro lugar as crescentes exigencias
quanto aos niveis maximos de perturbacdo permitidos para as estruturas de
suporte de equipamentos industriais que causem esfor¢os dinamicos. bem co-
mo para as imediacoes dessas estruturas, nao mais permitem a utilizacao
dos métodos empiricos empregados no passado e impoem a adocao de pro-
cedimentos com um maior embasamento tedrico e analitico. Além disso, a
disponibilizacio de computadores eletronicos digitais cada vez mais pode-
rosos tornou possivel o desenvolvimento de solu¢oes numeéricas para proble-
mas matematicamente mais complexos que de outra forma nao poderiam ser
analisados. Assim, foram desenvolvidas numerosas técnicas, cada vez mais
sofisticadas, para a analise de fundacoes de mdquinas visando fornecer ao
projetista uma melhor compreensao dos fendmenos envolvidos e ferramentas
de céalculo que conduzam a um projeto mais racional.

No entanto, sao poucos os métodos desenvolvidos nesta area que consi-
deram os possiveis efeitos da anisotropia do meio em que as estruturas estao
colocadas. A anisotropia em relacgdo a elasticidade do material nao ¢ uma
ocorréncia incomum, principalmente para materiais de origem geologica. Es-
ta caracteristica do meio eldstico tem grande influéncia no comportamento
das estruturas que se apoiam sobre ele. Assim a andlise isotropica pode ser
considerada apenas como uma deficiente aproximacao da realidade.

Esta lacuna existente na area da analise da interacao dinamica solo-
estrutura se deve principalmente & complexidade das solu¢oes analiticas ne-
cessarias para o tratamento numeérico do problema. Embora a propagacao
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de ondas eldsticas em meilos anisotrépicos tenha sido estudada por varios
pesquisadores da area da geofisica nos tltimos 30 anos, solucoes completas
para o comportamento de meios anisotropicos sob carregamentos dinamicos,
mesmo 0s mais simples, s6 se tornaram disponiveis recentemente, ainda que
apenas para formas restritas de anisotropia elastica.

A forma mais encontrada de anisotropia em materials geolégicos € a cha-
mada isotropia transversal ou anisotropia cruzada. Nesta forma de aniso-
tropia hd um plano no meio eldstico, geralmente horizontal, em que o com-
portamento é isotropico. O comportamento anisotrépico aparece apenas nas
direcoes nao contidas neste plano. Embora seja esta a forma mais simples de
anisotropia ¢ também a mais comum. Mesmo assim, a analise dos desloca-
mentos e tensoes provocados em um meio com esta caracteristica por cargas
dinamicas apresenta grandes desafios, tanto no sentido analitico quanto em
relagao aos procedimentos numéricos envolvidos.

Os carregamentos dinamicos a que estao sujeitas estruturas de fundacao
e outras estruturas instaladas no solo sao geralmente classificadas em car-
gas transientes e cargas harmonicas estaciondrias. As cargas do primeiro
tipo sao caracterizadas por uma dura¢ao muito curta. tal como um impulso
instantdneo. S@o exemplos deste tipo de carregamento as cargas aplicadas
por prensas e martelos hidraulicos. As cargas harmonicas, por outro lado,
apresentam uma variacao ciclica no tempo expressas por fun¢oes harmonicas.
Sao cargas aplicadas em geral por maquinas rotativas.

Da mesma forma, os deslocamentos e as tensoes causados no meio eldstico
por cargas dinamicas podem ser analisados como uma superposicao de efeitos
transientes que se extinguem com o tempo, e efeitos estacionarios harmonicos
no tempo. A analise dos efeitos estacionarios é feita no dominio da freqiiéncia
da excitacao externa. Pode-se em muitos casos obter também uma solucio
para a resposta transiente a partir da analise no dominio da freqiiéncia [33].

Uma vasta categoria de problemas da engenharia estrutural é abrangida
pelos chamados problemas planos. Neste tipo de problemas assume-se que
as deformacoes (ou as tensoes) ocorram apenas em direcoes contidas em um
dnico plano. Sdo exemplos desta classe de problemas a analise de estruturas
de grande extensdo como sapatas corridas e muros de arrimo. As solucoes
destes problemas apresentam um grau menor de dificuldade em relacao ao
problemas tridimensionais devido ao menor niimero de varidveis envolvidas.
Embora a hipdtese de estado plano possa parecer uma restricao muito forte,
é surpreendente o nimero de casos que podem ser realisticamente analisados
dessa forma. Além disso as solugdes planas podem servir como ponto de
partida para as solucoes tridimensionais, mais abrangentes.

As dedugoes desenvolvidas ao longo deste trabalho wmisam a andlise, no
dominio da frequéncia, do comportamento de meios eldsticos transversal-
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mente 1sotropicos e de estruturas rigidas nele wnstaladas, no estado plano
de deformacao, quando submetidas a carregamentos dinamicos harménicos
no tempo.

1.2 Revisao bibliografica

O desenvolvimento da analise de fundag¢oes de maquinas por métodos teéricos
se deu a partir do trabalho de Reissner [70], ainda na década de 30, que de-
senvolveu uma soluc¢ao analitica para o efeito de uma carga dinamica circular
vertical uniforme aplicada sobre um meio eldstico semi-infinito. Esta solugao
foi obtida por integracao da solu¢ao obtida anteriormente por Lamb [40] pa-
ra o efeito de uma carga dinamica concentrada aplicada sobre a superficie
do semi-espago. Referéncias a utilizagao da solugao de Reissner ja aparecem
na obra de Barkan [6], considerada uma das primeiras a tratar o projeto de
fundacoes de méaquinas de forma abrangente.

Posteriormente, jd na década de 50, foram obtidas por Quinlan [63] e por
Sung [80] solugdes para outras formas de distribuicdo da carga dinamica cir-
cular vertical, na tentativa de obter o comportamento de fundagées rigidas
e flexiveis. Foram analisadas, além da distribui¢do uniforme, a distribuigao
parabolica com intensidade maxima no centro e intensidade nula na borda do
circulo de carga, e uma distribuicao que tem intensidade minima no centro e
tende ao infinito na borda do circulo de carga. Esta ultima foi adotada como
uma aproximacao para a distribuigao da carga sob uma fundagao rigida e
foi adotada a partir da solugao estatica. Baseado nestas solugoes analiticas,
Hsieh [36] desenvolveu o conceito de amortecimento geométrico que ocorre
devido a dispersao da energia aplicada pela fundacdo no meio eldstico por
radiagao. Desenvolveu também o processo de determinagao do comporta-
mento de uma fundacao real a partir do comportamento de uma placa rigida
sem massa apoiada sobre o meio elastico. O efeito de cargas dinamicas hori-
zontais e momentos aplicados sobre placas circulares foi analisado por outros
autores seguindo este mesmo modelo [4, 15].

Observando que a distribuigao de carga vertical adotada por Quinlan e por
Sung para a fundagao rigida nao conduzia a uma distribuicao de deslocamen-
tos uniforme sob a fundacdo, Lysmer [44] desenvolveu um método que con-
siste em dividir a placa rigida em uma série de anéis circulares concéntricos
de carga uniforme, superpondo o efeito de cada um deles e impondo a con-
dicao de mesmo deslocamento a todos, e a condicao de equilibrio em relacao
a carga aplicada sobre a placa. Este é considerado o primeiro de uma serie de
métodos classificados como semi-analiticos que, desde entao, sao empregados
na obtencdo de solugoes para problemas cada vez mais complexos.
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Seguindo este caminho foram sendo obtidas sucessivamente solugoes pa-
ra problemas de fundacdes do tipo “sapata corrida” apoida sobre o semi-
espaco [46], fundagdes retangulares apoiadas sobre o semi-espaco [87], fun-
dagoes apoiadas sobre meios estratificados [30] e fundagées embutidas no
meio elastico [52, 54]. RevisGes completas destas solugoes foram apresenta-
das sucessivamente nos trabalhos de McNeil [48] e de Gazetas [33]; e nas
obras de Richart. Woods e Hall [71] e de Das [24].

Estas solugoes apresentam em comum o fato de utilizarem como ponto
de partida uma solu¢ido analitica “exata” de uma problema mais simples,
como uma carga unitaria concentrada ou uniforme aplicada na superficie ou
no interior do meio eldstico. Através da superposicao do efeito de varias
dessas cargas multiplicadas por intensidades incégnitas e da imposicao das
condi¢des de contorno (em deslocamento ou em tensdo) chega-se a um sistema
de equacoes cuja solucao fornece essas intensidades de carga. O comporta-
mento global da fundacao pode entao ser determinado pela superposicao dos
efeitos das cargas, agora com intensidades conhecidas. Veé-se que este esque-
ma corresponde a uma implementacdao numérica aproximada do Método das
Equacoes Integrais de Contorno. Esta implementag¢dao numérica pode entao
ser vista como uma das formas com que se apresenta o Método dos Elementos
de Contorno (MEC).

A utilizacao do Método dos Elementos de Contorno na elastodinamica
iniciou-se com o trabalho de Cruse e Rizzo [20] sobre a aplicagao da formu-
lacao direta do MEC na solugdo de problemas gerais da elastodinamica no
dominio do tempo. A analise de problemas da interagao solo-fundacgao pelo
MEC, no entanto, foi iniciada por Dominguez [25]. A partir dai um grande
numero de artigos e livros foram publicados sobre a aplicagio do MEC na
elastodinamica em geral [9, 11, 47, 26] e na andlise de fundacoes rigidas ou
flexiveis sob a acao de cargas dinamicas [1, 37. 86, 66).

Ao mesmo tempo foram desenvolvidas aplicacoes do Método dos Elemen-
tos Finitos na andlise da dinamica das fundagoes. A principal dificuldade
encontrada nessas aplicagoes se refere a necessidade de se interromper a dis-
cretizacao do meio eldstico a alguma distancia finita da fundacgao, o que cria
uma fronteira para a propagacgao das ondas eldsticas. Isto provoca uma re-
flexdo destas ondas que assim voltam em diregdo a fundacao. alterando o seu
comportamento. Para se evitar esta reflexao foram tentadas a utilizacao de
fronteiras absorventes [45] e elementos infinitos [21]. No entanto os resultados
obtidos nao foram completamente satisfatorio.

Analises da dinamica de fundacées apoiadas em meios ndo isotropicos so
apareceram bem mais recentemente na literatura. Apesar de o fenomeno da
propagacio de ondas eldsticas no meio eldstico isotrépico ja ser completamen-
te conhecido desde o século passado, a partir do trabalho de Lord Rayleigh
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[69], so a partir da década de 40 a propagacao de ondas elasticas em meios
anisotropicos comecgou a ser investigada. O primeiro trabalho nesta drea foi
publicado por Carrier [16] que analisou a propagacao de ondas num meio
transversalmente isotrépico sujeito a uma restricao elastica. A restricao pro-
posta por Carrier é dada por uma relagdo entre as suas constantes eldsticas
e faz com que no material o numero de constantes eldsticas independentes
se reduza de 5 para apenas 4. Esta restricio era necessdria para que as
equacoes de movimento se desacoplassem e o fenomeno pudesse ser analisado
pelos métodos utilizados para o material isotrépico. Pouco depois Stoneley
(78] analisou a propagacdo de ondas em meios transversalmente isotropicos
sem esta restrigao e verificou os tipos de ondas elasticas que se propagam nes-
ses meios. Musgrave analisou os tipos de onda que se propagam num meio
elastico com anisotropia geral [50] e, em particular, ondas em meios trans-
versalmente isotrépicos [51]. Introduziu também o estudo das superficies de
propagacao das ondas eldsticas em meios anisotrépicos. Synge [81] analisou
a existéncia de ondas de superficie (ondas de Rayleigh) em meios transversal-
mente 1sotrépicos e concluiu que estas ondas s6 podem ocorrer se a superficie
livre for paralela ou perpendicular ao eixo de simetria eldstica do material.
Buchwald, em vérios trabalhos [12, 13, 14], aprofundou os estudos desen-
volvidos por Musgrave e por Synge e obteve expressoes dos deslocamentos
causados por um impulso aplicado no interior de um meio transversalmente
isotropico na forma de integrais de Fourier. Analisou também a existéncia
de ondas Rayleigh de forma mais completa. Anderson [2] estudou a propa-
gagao de ondas eldsticas no interior de meios transversalmente isotropicos
estratificados, analisando as ondas que se formam ao longo das interfaces
entre camadas de materiais diferentes. As condigoes de existéncia de ondas
de superficie em meios eldsticos anisotropicos em geral foram analisados nos
trabalhos de Barnett & Lothe [10] e de Chadwick & Smith [17], j4 na década
de 70. Foi demonstrado que as ondas de Rayleigh s6 se propagam em meios
anisotrépicos sob condigdes especiais e apenas em certas diregoes.

Estes trabalhos tiveram grande importancia na compreensao da mecanica
da propagacao de ondas eldsticas em meios anisotropicos. Porém, nao foram
utilizados diretamente na andlise de fundacoes de maquinas. Esta utilizacdo
s6 comecou a se tornar possivel com o trabalho de Payton [55] que apresenta
uma solucao completa para os deslocamentos devidos a um impulso concen-
trado (funcoes de Green) aplicado no interior de um meio infinito transver-
salmente isotrépico, com a restrigao de Carrier. Esta solugao fo1 generalizada
por Payton em um livro posterior [56] para materiais transversalmente iso-
tropicos sem a restrigdo de Carrier. Nesta obra ¢ apresentada também uma
solucdo para os deslocamentos causados por um impulso instantaneo apli-
cado na superficie do semi-espaco eldstico transversalmente isotrépico. As
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fungoes de Green obtidas por Payton foram utilizadas por Kobavashi, Nishi-
mura & Kishima [38] numa aplicagao do Método dos Elementos de Contorno
no dominio do tempo. Esta aplicacdo foi considerada pelos proprios autores
como apenas uma tentativa inicial na aplicacdo do MEC na anélise de pro-
blemas da elastodinamica de meios transversalmente isotropicos no dominio
do tempo. No entanto, nao surgiram mais trabalhos nesta linha de pesquisa.

No dominio da freqiiéncia, Kirkner [39] apresentou uma solucio para o
comportamento de um disco rigido apoiado sobre um semi-espaco transversal-
mente isotropico com a restricao de Carrier sob a a¢do de um carregamento
vertical dinamico. Na mesma linha, Gazetas [31, 32] analisou o compor-
tamento de sapatas corridas rigidas apoiadas sobre o semi-espaco e sobre
uma camada elastica finita para materiais transversalmente isotrépicos com
a restricao de Carrier. Waas [82] desenvolveu um método de andlise para
fundagoes rigidas apoiadas sobre meios transversalmente isotrépicos estra-
tificados baseado no Método dos Elementos Finitos utilizando uma discre-
tizacao do meio na diregio vertical e empregando elementos infinitos na di-
re¢ao horizontal. Até o final da década passada estas eram as 1inicas solucoes
disponiveis para a andlise de fundagées de maquinas apoiadas sobre meios
transversalmente isotrépicos.

Jéa na década de 90, Rajapakse e Wang publicaram uma série de trabalhos
sobre o tratamento da interacao dinamica solo-estrutura para materiais trans-
versalmente isotropicos sem a restricio de Carrier. Foram obtidas solucgoes
para os deslocamentos e tensoes devidos a cargas aplicadas no interior de
um semi-espago, no estado plano de deformagéo [67], para cargas axialmente
simétricas (68|, e para cargas aplicadas no interior de meios estratificados [85].
Estas solugoes foram empregadas na analise de fundagdes rigidas embutidas
no meio transversalmente isotrépico (83, 84| com a utilizacdo da formulacao
indireta do Método dos Elementos de Contorno.

1.3 Objetivos e organizacao do trabalho

Este trabalho visa desenvolver métodos de analise de fundacoes rigidas apoi-
adas em meios trasnversalmente isotrépicos no estado plano de deformacao.
seguindo a linha iniciada por Rajapakse e Wang. Para isto inicialmente sio
obtidas e analisadas func¢ées de Green e funcées de influéncia para varias
condigoes de contorno. Estas solugdes sdo entdo empregadas na analise do
comportamento de fundacoes rigidas com a utilizagdo das formulacdes direta
e indireta do Método dos Elementos de Contorno. Dessa forma. desenvolve-
se aqul uma extensao e um aperfeicoamento das técnicas elaboradas naqueles
trabalhos.
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No Capitulo 2 é feita uma revisao sobre a teoria da elasticidade geral com
uma especial atencao aos materiais transversalmente isotropicos.

No capitulo 3 sao deduzidas e analisadas funcoes de Green para linhas
de carga concentradas aplicadas sobre a superficie de um semi-espaco, para
linhas de carga aplicadas no interior de um espaco infinito. para linhas de
carga aplicadas no interior de um semi-espaco e para linhas de carga aplicadas
no interior de uma camada eldstica.

No capitulo 4 sao obtidas fungoes de influéncia para faixas de carga dis-
tribuidas para as mesmas condi¢oes analisadas no capitulo 3.

No capitulo 5 obtém-se fungées de Green e fungoes de influéncia para
cargas dinamicas aplicadas em meios eldsticos transversalmente isotrdpicos
com eixo de simetria elastica inclinado.

No capitulo 6 sao apresentadas as formulacoes direta e indireta do Método
dos Elementos de Contorno para a analise geral de problemas da elasto-
dinamica plana para meios transversalmente isotropicos.

No capitulo 7 as formulacoes direta e indireta do MEC sao adaptadas
para a analise de fundagoes e estruturas enterradas rigidas sob a acao de
cargas dinamicas.

Ao longo desses capitulos ¢ também analisada a influéncia da anisotropia
nos resultados obtidos em varios exemplos pela comparacao com resultados
obtidos para o caso isotropico.



Capitulo 2

Elasticidade Geral

2.1 Apresentacao

A formulacao da teoria da elasticidade linear tem origem na constatagao de
que para muitos materiais as deformagoes provocadas por tensoes aplicadas
sao proporcionais a estas; pelo menos dentro de certos limites. Este com-
portamento ¢ expresso pela “Lei de Hooke Generalizada” que declara que as
deformacées sofridas por um solido elastico sao dadas por funcoes lineares
homogéneas das tensoes aplicadas sobre este mesmo sélido. Assim um mate-
rial deste tipo pode ser caracterizado elasticamente pelas constantes dessas
funcoes lineares.

Dependendo da estrutura do material, as propriedades elasticas podem
variar ou nao conforme o ponto tomado no interior do sélido. Nestes casos o
material é considerado como nao homogeneo ou como homogéneo (em relagao
a elasticidade) respectivamente. No primeiro caso, esta nao homogeneidade
pode ainda se manifestar de maneira continua ou descontinua.

Outra caracteristica importante da elasticidade é a relacao entre as carac-
teristicas eldsticas nas infinitas dire¢oes que podem ser consideradas a partir
de um certo ponto no interior do sélido. Nos materiais isotropicos todas estas
diregoes sao elasticamente equivalentes, o que significa que as caracteristicas
elasticas sao as mesmas em todas as diregoes.

Nos materiais anisotrépicos, por outro lado, nem todas as diregoes sao
elasticamente equivalentes. No caso mais extremo de anisotropia, nao ha
qualquer equivaléncia eldstica entre diregoes.

Neste capitulo serdo analisados os varios tipos de anisotropia e sua ca-
racterizacao em termos das funcdes tensdo-deformacdo citadas acima. Em
especial sera analisada a isotropia transversal, que interessa diretamente a
este trabalho, mostrando suas principals caracteristicas e a forma como se
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manifesta nos materiais de origem geoldgica.

2.2 Deformacoes e Tensoes

O estado de deformacao em um dado ponto de um sélido sob carregamento
pode ser expresso em funcao do deslocamento deste ponto causado por este
carregamento.

Se o deslocamento ocorrido for dado pelas suas componentes u, v e w
segundo as direcées z, y e z respectivamente, de um sistema de coordenadas
cartesiano, entao as deformacoes especificas serao:

] _ Ou
o 1 ) o a:r
du

Cyy = 5;
. B Jw
= 9z

L dz Oy

2
= 7 2\dzr 09z
1 [{0u Ov
Ex'y e 5 ('(% '+' '5;:‘) (2.1J

Alternativamente, pode-se também expressar o estado de deformacao por
um fensor de segunda ordem simétrico ¢,;. As componentes do tensor €,, sao
dadas por:

€ij = % (g;; +g—:§), R, =S (2.2)

As expressoes acima sao validas para pequenos deslocamentos, quando as
parcelas de ordem superior podem ser desprezadas.

Quanto ao estado de tensdes, também sdao necessarias seis componentes
para a sua expressao. [Estas componentes, segundo um sistema de coor-
denadas cartesiano sdo trés tensoes NOrmais 0.z, Oy € 0.,; € tres tensoes
cisalhantes 0.y, 0., e 0y,. Estas componentes do estado de tensao formam
também um tensor simétrico o,;.

Os tensores ¢;; e 0;; podem ser representados por matrizes simétricas da
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forma:

€rxr €xy €z

€; = €yz Cyy Cyz
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Orz Ory Oz

Oij = Oyz Oyy Oy:z (2.3)
G—ZI O—Zy O—Zz

2.3 Lei de Hooke generalizada

A lei de Hooke generalizada fornece uma relacao entre as componentes do
estado de tensao e aquelas do estado de deformagao associado a este esta-
do de tensao. Em sua forma mais genérica ela declara que cada uma das
seis componentes do estado de tensao é funcao linear homogénea das seis
componentes do estado de deformacao.

Utilizando a notacao indicial estas relagoes sao expressas por [77, 28]:

T35 = Cipkl€kl (2.4)

onde ¢;;5; € um tensor de quarta ordem das constantes elasticas do material.
Assim, havera 81 constantes eldsticas que relacionam um dado estado de
deformacdo a um estado de tensao. No entanto o tensor c¢;x; deve satisfazer
as condigoes de simetria dadas por [56]:

Cigki = Cpkl = Chklyy [25)

o que significa que héd apenas 21 constantes eldsticas independentes.
A equacao (2.4) pode também ser expressa também na forma [90, 41]:

¢ 3 I 1 3

Ozx €1 C12 €G3 Cia Ci5 C1g Exr
Tyy C21 Co2 Caz C24 C25 Co6 Eyy

) Os: = €31 €32 €33 C3q4 C35 C36 ) €z ! (2.6)
Oyz €41 Ca2 C43 Caq4 Ca5 Cap 2Eyz '
Ozrz €51 €52 Cs53 Csqa Cs5  Csp 2¢;,

[ Ozy ) | C61 Ce2 Ce3 Coa Co5 Cop | | 2€xy )

Os elementos c¢;;x da equacdo (2.4) sao os mesmos ¢;; da equagao (2.6).
Para se transformar os quatro indices de c¢;;x; em dois indices de c,; separam-
se os indices 77kl em dois pares e substitui-se cada um desses pares por apenas
um indice seguindo o seguinte esquema:

e (11):1
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o (22): 2

(33) : 3
o (23) =(32): 4

(31) = (13) : 5

I

(12)= (21}: B

Havera portanto um total de 36 constantes que caracterizam o compor-
tamento eldstico do material. No entanto, quando se admite que hi uma
fungao de energia potencial eldstica igual & energia de deformagao por uni-
dade de volume do sélido deformado e que esta energia deve permanecer
positiva, pode-se demonstrar [43] que ¢;; = ¢;;, ou seja, a matriz ¢ dos coefi-
cientes eldsticos deve ser simétrica. Este fato reduz o numero de constantes
independentes para 21.

O numero de constantes elasticas independentes pode ainda ser reduzido
para 18 [41] ou mesmo para 15 [43] mesmo para o caso mais geral de ani-
sotropia com a adocdo de algumas hipéteses adicionais acerca da estrutura
interna do material.

Outro fato importante a ser notado é que as constantes ¢,; nao sao inde-
pendentes do sistema de coordenadas adotado, mas devem ser transformadas
quando esse sistema de coordenadas sofre uma rotagao [41].

O numero de constantes elasticas independentes entre si depende basi-
camente do numero de direcoes elasticamente equivalentes que podem ser
tracadas a partir de um ponto no interior do sélido em estudo. Para o caso
mais geral de anisotropia visto aqui, nao ha quaisquer duas direcoes equiva-
lentes. No entanto este é um caso raro, sendo bem mais comum que haja
varias direcoes equivalentes, até o caso de completa isotropia. quando fo-
das as direcoes sao elasticamente equivalentes e ha apenas duas constantes
eldsticas independentes para o material [41].

As direcoes elasticamente equivalentes sao resultado de simetria na estru-
tura do material e portanto os vérios tipos de anisotropia possiveis podem
ser classificados conforme o tipo de simetria existente.

No caso de cristais simples, por exemplo, ha um total de 32 casos de
simetria estrutural possiveis. No entanto, do ponto de vista da elasticida-
de, ha apenas 9 casos diferentes pois ha varios casos de diferentes simetrias
estruturais que resultam num mesmo caso de anisotropia elastica [43].

Para materiais formados por cristais, por outro lado, o grau de anisotropia
depende da disposicio destes cristais no interior do sélido. Assim, caso ha-
ja uma orientacdo preferencial na disposi¢ao desses cristais, haverd também
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anisotropia enquanto que solidos compostos por cristais orientados ao aca-
so, sem uma direcao preferencial, apresentam um comportamente eldstico
proximo ao isotropico.

Outros materiais nao cristalinos, como por exemplo a madeira podem
apresentar comportamento anisotrépico. Este comportamento provem do
processo de formacao do material que determina a sua estrutura interna.

No caso de materiais de origem geoldgica, como solos e rochas. muitas
vezes o processo de formagao conduz a uma orientagao geral das particulas
que os compoem, o que resulta num comportamento anisotropico desses ma-
teriais.

A seguir sao apresentados os tipos mais importantes de simetria eldstica
e a formulacao da lei de Hooke generalizada para eles.

2.4 Simetria plana

Neste tipo de anisotropia ha um plano que passa pelo ponto no interior do
solido em estudo que possui a seguinte propriedade: se duas diregoes sao
simétricas em relacdo a este plano, entdo estas direcoes sao elasticamente
equivalentes. A direcao normal a este plano de simetria ¢ chamada de direcao
principal de elasticidade e neste caso de simetria o material possul apenas
uma direcao principal. Esta propriedade implica em que tensoes normais
aplicadas no plano de simetria nao produzem deformacoes de cisalhamento
(distor¢ao) fora deste plano [41].

Tomando-se o eixo z coincidente com a dire¢ao principal de elasticidade e
os outros dois eixos no plano de simetria, pode-se deduzir que 8 das constantes
elasticas devem ser nulas [41, 77

Clqg = Cgq = C34 = C45 = C|5 = Cp5 = C35 = C56 = 0. (2.7)

Assim, o nimero de constantes eldsticas independentes fica reduzido a
13. Substituindo estes valores na equacdo (2.6) a matriz ¢;; fica:

e ¢z ¢z 0 0 cis
cx2 C3 O 0 co
- a3 0 0 c36 (2.8)
w Caq Cs5 0O =
Cr5 0
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2.5 Material ortotroépico

Neste caso de anisotropia hd trés planos de simetria perpendiculares entre
sl que passam pelo ponto no interior do sélido em estudo. Ha portanto trés
diregbes principais de elasticidade no material ortotrépico. Neste tipo de
material tensoes normais o;; aplicadas em qualquer dos planos de simetria
provocam apenas deformacoes normais €;[41].

Se for tomado um sistema de coordenadas cartesiano cujos trés eixos coin-
cidam com essas diregoes principais pode-se demonstrar que mais 4 constan-
tes eldsticas se anulam (além das oito anteriores) [41]:

Clg = C26 = C36 = €45 = 0. (2.9)

A matriz ¢;; dos coeficientes eldsticos ficard entdo:

cin ¢2 ¢z 0 0 0
Coz  Cog 0 0 0
o C33 0 0 0
Cy = s 0 D (2.10)
Cs5 0
£ Ce6

e o numero total de constantes eldsticas independentes fica reduzido a 9.

As relacoes de elasticidade para um material ortotrépico podem também
ser colocadas numa forma que utilize constantes eldsticas comumente usadas
na engenharia [41]:

1 Vyx Veg
€ = S O0rzr— 5 Oyy — 5 Taz
E, E,°" " F,
Vg v
— ¥ 2y
Cy = — E Ozz t+ F%y - E Ozz
T T" z
E _ UIZ UT;ZO' 1 J
- e T Yy = Yz
E, E,* T E,
1
€yz = Ty
¥ 2Gyz Y
1
€ = -5 Uz
Tz QG_L-Z
= (2.11)
€ry = ——0, .
¥ Qny Yy

onde E; (i = z,y,z) é o modulo de elasticidade (ou mddulo de Young) na
direcao ¢, as constantes v;; (i,j = z.y,z) sao os coeficientes de Poisson que
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relacionam a deformacao normal na direcao j a deformacao normal na direcao
1 e as constantes G;; (1,) = z,y,2) sao os modulos de cisalhamento no plano
7. Devido a simetria das relagoes de elasticidade, os coeficientes de Poisson
v,; devem satisfazer a [41]:

Eivyy = Eyvgy
Eyw,y = E,vy,
By = FBave (2.12)

Um exemplo de material que pode ser tomado como ortotrépico é a ma-
deira. Neste caso um dos planos de simetria é normal as fibras da madeira;
o segundo plano é paralelo aos anéis de crescimento e o terceiro plano de
simetria ¢ ortogonal aos dois primeiros [41].

2.6 Isotropia transversal

Neste tipo de simetria, também chamada de anisotropia cruzada ou aniso-
tropia hexagonal, hd um plano que passa pelo interior do sélido em estudo
em que todas as dire¢des contidas neste plano sao elasticamente equivalentes
entre si. Este plano é um plano de isotropia e, assim, ha infinitas direcoes
principais que passam pelo ponto; uma delas ortogonal ao plano de isotropia
e as outras contidas neste plano.

Se for tomado o eixo z ortogonal ao plano de isotropia e os eixos = e
y arbitrariamente contidos neste plano. o numero de constantes elasticas
independentes ficara reduzida a apenas 5 pois [41]:

€11 = Ca22
€13 = Ca3
Ci4g = Cs3
1
Ce6 = 5(011 — C12) (2.13)

A matriz dos coeficientes eldsticos neste caso fica:

[cip ci2 a3 0 O 0 1
11 Cia 0 0 0
C33 0 0 0
- 2.14
C:J Ca4 0 0 ( )
C44 0
L %(Cu —e12) |
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Os coeficientes ¢,; podem também ser expressos por constantes eldsticas
comumente utilizadas em engenharia. Estas constantes relacionam as defor-
macoes as tensoes pelas seguintes expressées [41]:

onde:

1 Vg
—E—(an — VOyy) — EJH
1 v
E(“Vo'z:c + O'yy) - fazz
z

v 1
—E,Lj(crm +Ogy) + E‘:a”

1
577 Cuz
2Grz

1
2 t sz.

Iz

1 o

ﬁo—xy (210)

e £ é 0 modulo de elasticidade na direcao do plano de isotropia (plano

Ty).

e £, é o modulo de elasticidade na diregao normal ao plano de isotropia.

e v é o coeficiente de Poisson que relaciona as deformagoes ocorridas em
duas diregoes ortogonais contidas no plano de isotropia.

e v,, ¢ 0 coeficiente de Poisson que relaciona a deformacao na diregao
normal ao plano de isotropia a deformacgao numa dire¢ao contida neste

plano.

e G=FE/2(1
plano de isotropia.

+ v) é o modulo de cisalhamento numa direcdao contida no

e (G,, é o mddulo de cisalhamento numa direcao normal ao plano de

1sotropia.

Assim, os valores dos coeficientes ¢, resultam [41]:

Ci1
Ci2
€13
€33

Caq

= (E/a)(1 —nv2)

= (E/a)(nvZ +v)

= (Efa)v,;z(1+v)

= (E,/a)(1 —1?)

= (2.16)
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onde
E
n =
E,
a = (1+v)(1-v-2nv2) (2.17)

Apesar de haver 5 constantes eldsticas independentes no material trans-
versalmente isotropico, estas constantes nao podem assumir valores irrestri-
tos. Devido ao fato de que a energia potencial de deformacao deve ser sempre
positiva, as constantes c;; devem obedecer as seguintes restri¢oes [56]:

cir > el
C33 (C}] + Clg) = ‘26%3
cag > 0 (218]

Estas restrigoes resultam em [57]:

ErEZ}GIE > 0
v > -1
n(l -v) > 2(sz)2 (2'19)

2.7 Material isotrépico

Finalmente, o material isotropico é aquele em que todas as direcoes sao elas-
ticamente equivalentes entre si e sao também dire¢ées principais. Apenas
neste caso as constantes elasticas nao dependem da orientacao do sistema de
coordenadas escolhido e, além disso [41]:

Ci1 = Cas
Ci2 = (13
1 .
Cyg = “2'(611 — C12) (2.20)

[sto reduz o numero de constantes eldsticas independentes para apenas
duas e a matriz c;; fica:

[ 11 ci2 ci2 0 0 0
C11 €12 0 0 0
C11 0 0 0
= 2.21
g %(611 — C12) 0 0 ( )
%(611 - C12) 0
L %(Cu —Cz) |
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Estes coeficientes, quando expressos em fungao das constantes eldsticas
comumente utilizadas na engenharia ficam [41]:

l—v
E(l +v)(1—2v)
v
E{l +v)(1-2v)

€11 =

S

€12

2.8 Estados planos

Em muitos casos as caracteristicas particulares da geometria do problema e
dos carregamentos impostos conduzem a estados planos. Distiguem-se dois
casos diferentes: o estado plano de deformacao e o estado plano de tensao.

Para um estado plano de deformacdo €¢,, = ¢,, = €, = 0. Portanto
as deformacoes ocorrem apenas no plano zz . Impondo-se esta hipotese
para um material transversalmente isotrépico, as relagoes de elasticidade se
simplificam para:

Orz ciy ¢z 0 €rz
T2z = Ciz3 Ca3 0 €z 'L223)
Ozz 0 0 cy4 2¢x,

ou seja, as relacoes de elasticidade se tornam independentes de cio. Restam
portanto, no estado plano de deformacao, apenas quatro constantes elasticas
independentes entre si.

Adotando-se a mesma hipotese de estado plano de deformacao para um
material ortotrdpico pode-se verificar que as relacées obtidas sao as mesmas.
Assim. neste caso o material transversalmente isotrépico nao se distingue do
material ortotropico.

No estado plano de tensao oy, = 0,. = g5, = 0. Portanto nao ha tensoes
fora do plano zz. Adotando-se esta hipdtese para um material transversal-
mente isotropico as relagoes de elasticidade ficam:

__ cjzc13
Oz 11 — g, ¢3 oy €rz
Crz { = | g — Q292 ggq — 3 0 €12 (2.24)
13 cii 11 9
Tz 0 0 Caa €rz

Neste caso as relacoes de elasticidade nao sdo independentes de ¢j2. No
entanto, impondo-se a hipétese de estado plano de tensao nas equagoes (2.15)
estas ficam:
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1
€z = _E'_Z(_V:xo':cz +Jzz)

1 i
€rz = °G Orz (225)

Hé portanto apenas quatro constantes eldsticas independentes, jd que
as relacoes elasticas sao independentes de v. Assim. pode-se reescrever a
equacao (2.24) na forma:

Orx éil 613 0 €xz
(oFy = €13 C33 0 €z (226)
Ogz 0 0 644 26:2
onde:
b= . 2 _ EE,
I1 = RI1.™ = = 3 o
€11 EZ — UirE
5 _— C12€13 i EE,
13 — 13 = == - 3 -
C11 e Ez = UEIE
2 2
Gis = Cjy— ‘i3 _ L
C11 Ez - V?IE
644 = C44 = Gzz (227)

Dessa forma podem-se utilizar as mesmas solugoes eldsticas tanto para
problemas no estado plano de tensdo como para problemas no estado plano
de deformagao. Para isto adotam-se as constantes ¢;; ou ¢;;. Além disso,
impondo-se a hipdtese de estado plano de tensio nas equacoes (2.11) obtém-
se 0s mesmos resultados para os materiais ortotropicos. Assim. os materiais
ortotropicos e os materiais transversalmente isotrépicos nao se distinguem
também no estado plano de tensao.

2.9 Materiais viscoelasticos

Nos materiais viscoeldsticos o estado de tensdao é funcao nao apenas do
estado de deformagao como também da evolugao deste estado de defor-
macao ao longo do tempo. Para problemas em que as tensoes e as defor-
macoes sao harmonicas no tempo (oy; (x,t) = 035 (x) exp (wi) e €; (x,t) =
€:; (x) exp (wwt)), quando analisados no dominio da freqiiéncia w, pode-se ex-

pressar as relagoes de elasticidade como [19]:

0ij = Cypt (W) €kt (2.28)
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onde c;jy, (w) sao constantes eldsticas complexas dependentes da frequéncia
dadas por:

Ciikl (w) = ey (1 + tvijp (w)) (2.29)

Nesta equacao a repeticao dos indices 7, j, k e [ nao indica soma.

Os coeficientes do tensor v;;x (w) representam a taxa de amortecimento
interno do material. Este amortecimento é devido a energia dissipada inter-
namente pelo atrito entre as particulas que compdem o material viscoeldstico.

H4 basicamente dois modelos de comportamento que se aplicam ao amor-
tecimento. No modelo de amortecimento viscoso a taxa de amortecimento
interna é diretamente proporcional & freqiiéncia w, enquanto que no mode-
lo de amortecimento histerético esta taxa é constante 29, 47]. O modelo
histerético é mais amplamente utilizado na andlise de problemas dinamicos
estacionarios no dominio da freqiiéncia, como os problemas analisados por
este trabalho, por melhor representar o comportamento real dos materiais
[29]. Assim, os coeficientes de v;; sao aqul tomados como constantes inde-
pendentes da freqiiéncia w.

Da mesma forma que as constantes de ¢, podem ser expressos pela
matriz simétrica c;;, também os coeficientes de v, jx; podem ser expressos pela
matriz simétrica correspondente v;;. Assim as relacoes tensao-deformacao de
um material viscoeldstico sao regidas pela matriz de elasticidade complexa
c;; = ¢y (1 +vy) (aqui, novamente, a repetiao dos indices ¢ e j nao indica
soma).

Para materiais transversalmente isotropicos. que interessam diretamen-
te a este trabalho, pode-se também expressar o amortecimento interno em
relacdo as constantes eldsticas utilizadas na engenharia, na forma:

E* = E(1+wg)

E: = E.(1+ivg,)
v = v(l+iv)
U;II = Ve (]‘ + fe-'vl’::)
Gz: = Gu:(1+1vg,.) (2.30)
Se v, e v,,, forem tomados como nulos e vg = vg, = v entao pelas

equacoes (2.16) resulta que vy, = vz = vi3 = v. Pode-se ver. assim, que
somente a adocdo de taxas de amortecimento iguais vy; = V12 = U13 leva a
valores nulos de v, e v,_,. Isto é desejavel, j4 que valores complexos para
os coeficientes de Poisson v e v., sao de dificil interpretacdo fisica. Esta
hipGtese sera adotada no decorrer de todo este trabalho. Quanto a vg,., este
valor nao tem relacdo com as outra taxas de amortecimento interno.
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2.10 Indices de anisotropia

Muitas vezes é itil representar as caracteristicas eldsticas do material através
de indices que mostrem o quanto seu comportamento se distancia do compor-
tamento 1sotropico. Em especial para materiais transversalmente isotropicos
é muito utilizado o valor de n = E/FE, como um indice de anisotropia.

No entanto, o valor de n apenas ndo é suficiente para mostrar o grau
de anisotropia do material j4 que n = 1 nao significa necessariamente que
o material é isotrépico. Como o material transversalmente isotropico se ca-
racteriza por 5 constantes eldsticas independentes enquanto que o material
1sotrépico se caracteriza por apenas 2, sao necessarios ao menos 3 indices
independentes para se mostrar o grau de anisotropia do material.

Uma proposta para estes indices é [2]:

ny = cs3/cn
ng = (cu —c12)/2¢cu
ng = (c11 — 2cu4)/C13 (2.31)

Para o estado plano de deformacdo apenas n; e ns seriam necessarios para
descrever completamente a anisotropia do material.

2.11 Rotagao de coordenadas

Como ja citado anteriormente, as componentes da matriz das constantes
elasticas do material ¢;; nao sao independentes do sistema de coordenadas
adotado. Apenas no caso da isotropia completa esta independéncia ocorre.

As direcoes adotadas para o sistema de coordenadas nos varios casos de
simetria mostrados sao aquelas que resultam numa maior simplificagao de
ci;- Estas diregoes sao as coincidentes com as diregoes principais do material
[41].

Muitas vezes, no entanto, é necessaria a expressao das constantes elasticas
c;; segundo um sistema de coordenadas z'yz’ que apresenta uma rotagao em
relacao ao sistema de coordenadas original zyz. Pode-se obter esta matriz

executando-se uma operacdo de rotacdo do tensor ¢, [28]:
! I r
Cijkl = Cyp ¥y qQer (tsCpgrs (232)

onde a;; é a matriz de rotagao dada pelos co-senos dos angulos entre a diregao
' e a diregdo j para t,j = ,¥,2.

Outra maneira de se obter as constantes eldsticas ¢;, segundo o sistema
2'y'z" é dada expressando-se a energia potencial de deformacgao V' de um
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elemento segundo os dois sistemas de coordenadas e em seguida identificando-
se em cada uma das expressoes obtidas os termos correspondentes [41]. A
energia potencial de deformacao ¢ dada por [77]:
1 i
V= 5(6350@) — §(fjacijkffki) (2-33)
segundo qualquer sistema de coordenadas.

Para ilustrar este segundo processo, tome-se uma rotagao # em torno da
dire¢do y para um estado plano de deformagoes de um material transversal-
mente isotrépico conforme mostrado na Figura 2.1. A diregao z € coincidente
com a direcdo de simetria do material e a dire¢cao z’ apresenta um angulo ¢
em relagao a ela.

u - T

Figura 2.1: Rotacao do sistema de coordenadas

No sistema de coordenadas z'2’ as relagoes de elasticidade sao dadas por:

] / !
Oz'z! ‘i G3 G Cx'x!
e | / (9 q,
Opz ¢ =| Cig Ch3 i €20z (2.34)
Oty €15 Chs Chs 2651,

onde oy, € €y, Sa0 respectivamente as tensoes e deformagoes no sistema
7'z, Aplicando-se a equacgdo (2.33), a energia de deformacao V" neste sistema
resulta:

1 1 ;
- 2 t J r 2 . t f: 2
1/ — ._Cllt.'llrI’ + 61361-"1-?62‘2? + 2(—156;-":! EI’Z" + 563362’2' + 263562!2'63"2' + 26556“17:::

’ (2.35)
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Por outro lado. no sistema de coordenadas zz esta mesma energia de
deformacao resulta:
s 1 2 1 4 2 2 A
V = §Cllfm: + C13€3p€z7 T §L33622 + 2044632 (236)
Os deslocamentos u' e w’ nas direcoes z’ e 2’ estdo relacionados aos des-
locamentos u e w nas dire¢oes z € z por:

v = wucosf —wsenb

L

w' = wusenf + wcosf (2.37)

Pode-se entao obter a relagao entre as deformagoes nos dois sistemas de
coordenadas utilizando-se a definicdo das deformagoes dada pelas equacoes
(2.1):

€zz = €gizCOS2 0+ €, 510 0 + e, sin b cos §
€:; = €pg8inZ 0+ €, €082 0 — 26,1, Sin 6 cos O
€xz = (—€pp +€yy)sinfcostd + earxzf(cos2 6 — sin’ 6) (2.38)

Substituindo as equagées (2.38) na equagao (2.36) a energia V' resulta:

1 - B .
Vo= 56?:;_1.; [c“ cos® § + cazsin® @ + 2 (13 + 2c44) sin® 6 cos® 6‘}

A+ €1t €040 [(011 + ¢33 + 4cq4) sin® B cos® 0 + ¢;3 ({:054 6 + sin* 9)]

$Derbara [(cn — 13 + 2¢44) sin @ cos® B — (c33 — €13 + 2c44) sin® O cos 9}

1 . >
+3ef,:, [Cu sin® @ + c33 cos® 0 + 2 (c13 + 2¢44) sin” # cos® 9]

+2€, 41 €41 5 [(Cu — €13 + 2¢44) 5in® @ cos @ — (caz — c13 + 2¢44) sin @ cos® 9}

; 5 )
+2fi*;-’ {(c” + ¢33 + 2¢13) sin® @ cos® 0 + cuq (cos2 6 — sin® 9) } (2.39)

Comparando-se este resultado com a equacdo (2.35) pode-se concluir que:

¢); = cpcostf+ cyzsin@ + 2 (cy3 + 2¢4q) sin® O cos? 0

Cla = (€11 + C33+4cy)sin®fcos? f +ci3 (cos" f + sin* 19)

cis = (c11 — c13 + 2c44) sin@cos® @ — (c33 — 13 + 2c44) sin® f cos 6
Chs = ci18in* 0 + cazcos’ B + 2 (c13 + 2¢44) sin® f cos® §

chs = (11 — €13+ 2¢qs) sin® 0 cos § — (cas — €13 + 2cy44) sin B cos® B

| : . 2 ;
cts = (c11 + ¢33 + 2ci3)sin® fcos® O + caq (cos2 f — sin® 9) (2.40)
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Este resultado mostra que no sistema de coordenadas z’2' para um mate-
rial transversalmente isotrépico no estado plano de deformacao nenhuma das
constantes eldsticas ¢, é nula (a nao ser para # = kv/2, k = 1.2,...). Isto
significa que mesmo tensées normais oy aplicadas no material segundo este
sistema de coordenadas provocam deformacao cisalhante €,.,,. Para o caso de
material isotrépico as constantes ¢, sao dadas pela equagao (2.21), ou seja,
€1y = C33, C12 = C13 € €44 = (€11 — ¢12) /2. Substituindo-se estes valores nas
equacoes (2.40) pode-se verificar que para o material isotrépico as constantes
eldsticas c¢,, ndo se alteram com a aplicacdo de uma rotagao ¢ no sistema de
coordenadas zz.

2.12 Solos e rochas

Exemplos tipicos de materiais transversalmente isotropicos sao os de origem
geoldgica, ou seja, solos e rochas. Varios tipos de solos e rochas apresentam
comportamento transversalmente isotrépico devido ao processo de formagao
desses materiais. No caso de solos e rochas sedimentares por exemplo, a lenta
deposi¢ao de particulas que ocorre na sua formacao resulta numa estrutura
de finas camadas horizontais. Essa estrutura se reflete num comportamento
elastico onde o plano horizontal é um plano de isotropia e a direcao vertical
é uma direcao principal elastica. Assim. esses materiais tipicamente exibem
1sotropia transversal.

Também em rochas metamorficas e em solos resultantes de alteragao des-
sas rochas ha muitas vezes uma dire¢do predominante tomada pelas particulas
que resulta num material transversalmente isotrépico. No entanto, essa di-
recao nem sempre € horizontal o que implica numa orientacao mais geral das
direcoes principais de elasticidade nestes casos.

Outra causa reconhecida de anisotropia em solos é o adensamento ani-
sotropico em argilas. Este processo que se caracteriza pela diminuigao do
volume do material provocado pelo peso das camadas superiores provoca
uma orientacao preferencial das particulas da argila e a consequente aniso-
tropia elastica. Em argilas fortemente pré-adensadas sao encontrados valores
de n = E/E, de até 3 [5].

Em menor grau, também as areias apresentam comportamento aniso-
tropico. Neste caso a causa € a distribuicdo desigual nos contatos entre as
particulas, entre as direcoes horizontal e vertical [18, 73|. O efeito deste fa-
to nas constantes eldsticas é um valor de n menor que a unidade, podendo
mesmo chegar a 0,5.

A determinacdo das constantes eldsticas em solos transversalmente isotro-
picos em laboratério geralmente é feita utilizando-se o ensaio de compressao
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triaxial executado sobre corpos de prova extraidos de uma amostra indefor-
mada e talhados nas diregoes vertical, horizontal e inclinada (geralmente com
45° de inclinagao) [75].

As constantes eldsticas dos solos geralmente sao dependentes do nivel de
deformagao imposto, o que caracteriza um comportamento nao linear. Para
o caso de carregamentos dinamicos, no entanto, este nivel normalmente ¢é
bem menor que para cargas estdticas, o que, sob certas condicoes justifica
a utilizacao do modelo eléstico linear na analise de problemas dinamicos.
Assim sao utilizados também ensaios dinamicos de laboratério, em especial o
ensaio de coluna ressonante [35, 53]. Neste caso pode-se também determinar
o amortecimento interno do material [53].

Além dos ensaios de laboratorio, utilizam-se também ensaios dinamicos
de campo, executados in-situ, para a determinacao das constantes elasticas
de solos [61|. Estes ensaios, conhecidos como ensaios cross-hole e ensaios
down-hole sao executados em furos de sondagem e medem a velocidade de
ondas eldsticas.

A utilizacdo de ensaios dinamicos de laboratério e de campo para a de-
terminagao de constantes eldsticas de solos transversalmente isotropicos é
pouco encontrada na literatura ([3, 79]) e sdo reportados apenas na forma de
diferencas observadas nas velocidades de propagacao de ondas eldsticas nas
direcoes horizontal e vertical. No caso de ensaios de laboratério sao reporta-
dos também os efeitos da anisotropia no amortecimento interno do material
(74].

Para os materiais geologicos foram investigadas também as relagoes entre
as constantes eldsticas apresentadas por muitos deles. Na obra de Lekhnitskii
[41] é relatada uma investigacdo sobre 47 tipos de rochas que concluiu que
para 45 delas hd uma relagao entre o mddulo de cisalhamento G, e as outras
constantes eldsticas dada por:

EE,

Tgrsr — 2‘-11
G E(l1+2v,,;) + E, ( )

Dessa forma, para estas rochas ha entdo apenas 4 constantes elasticas
independentes, e ndo 5 constantes. Esta relacdo, porém, ¢ baseada apenas
em medidas experimentais, nao havendo qualquer suporte tedrico para ela.

Outra relacio entre as constantes eldsticas de materialis com anisotropia
cruzada foi proposta por Carrier [16]. Esta relagao foi proposta em termos
dos coeficientes ¢,; da lei de Hooke generalizada na forma:

C11C33 — 05123 (2.42)
c11 + 2¢13 + €33 S

Cqq4 =
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Esta relacao foi proposta apenas para que se pudesse chegar a solugao de
um problema de propagacao de ondas eldsticas num meio anisotrépico e nao
foi baseada em qualquer observagao experimental ou modelo tedrico. No en-
tanto, ha um trabalho [32] que sustenta que esta relacdo é aprozimadamente
valida para uma grande variedade de solos, o que justificaria o seu uso para
problemas reais.

E interessante notar que a equacao (2.42) pode também ser colocada
em termos das constantes eldsticas utilizadas na engenharia utilizando-se as
equacoes (2.16). Esta relacao é dada por:

EE,
E(l -=v?+2v,, +2vv.,)+ E, — nEv,,

(o = (2.43)

Embora esta expressdo seja diferente da equacio (2.41) é evidente a si-
milaridade entre elas. Em especial, se forem desprezados na equagao (2.43)
0s termos em que aparecem produtos de coeficientes de Poisson, pode-se
perceber que entao as expressoes se igualam.

Outra relacao importante pode ser obtida para solos saturados sob car-
regamento nao drenado. Neste caso, se se considerar a agua e os solidos

como incompressiveis, o material se manterd o seu volume inalterado apds a
deformacao. Esta condic¢ao resulta em [57]:

Vg =

= BT

¥ o= n (2.44)

b | =

Neste caso o numero de constantes eldsticas independentes do material
se reduz a apenas tres.




Capitulo 3

Funcoes de Green para Meios
Transversalmente Isotréopicos

3.1 Apresentacao

A determinacao de tensoes e deslocamentos em meios continuos com geome-
tria arbitraria e sob carregamentos quaisquer é muitas vezes executada por
processos numeéricos baseados em métodos de equagao integral de contorno.
Estes métodos utilizam solugoes algébricas ou solugdes numeéricas auxiliares
de problemas mais simples em que cargas puntuais unitédrias sao aplicadas
sobre meios continuos de contorno simples, ou mesmo sem qualquer contorno.
Estas solugoes sao conhecidas como fungées de Green e solugoes fundamen-
tais e nelas cargas unitarias puntuais sao aplicadas em cada uma das direcées
do sistema de coordenadas adotado, alternadamente.

Neste capitulo sao deduzidas fungées de Green para cargas dindmicas
harmonicas no tempo, aplicadas sobre meios transversalmente isotropicos,
no estado plano de deformacoes. Assume-se comportamento dindmico esta-
c1Onario.

Como estas funcoes sdo obtidas na forma de integrais. para as quais ainda
nao existem solugoes analiticas fechadas, torna-se nacessaria a utilizacao de
meétodos de integragao numeérica na determinacao de valores destas funcoes.
Assim, sao também analisadas as técnicas numeéricas empregadas.

E também analisado o comportamento das funcoes de Green obtidas. em
especial o comportamento no ponto de aplicagao da carga concentrada, pois
o conhecimento deste comportamento ¢ importante nas aplicacao posterior
destas fun¢oes em métodos numéricos como os citados.

As geometrias de contorno para as quais sdo deduzidas as funcoes de
Green incluem os casos de carga aplicada sobre a superficie de um meio

27
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semi-infinito (ou semi-espaco). carga aplicada no interior de um meio infinito
(ou espago completo), carga aplicada sobre uma camada finita apoiada sobre
uma base rigida e carga aplicada no interior do semi-espaco.

Outros tipos de geometria de contorno e de aplicacao da carga, tais como
carga aplicada sobre um meio formado por um nimero arbitrario de camadas
de diferentes caracteristicas eldsticas podem ser obtidas seguindo-se o mes-
mo caminho delineado neste trabalho e podem também ser encontradas nos
trabalhos pubicados por Rajapakse e Wang [67. 68, 83, 85]. A técnica aqui
utilizada segue aproximadamente os mesmos passos utilizados nestes traba-
lhos. No entanto aqui o desenvolvimento das solucgdes sao mais detalhados,
é utilizada uma técnica numeérica mais eficiente no calculo das fungoes de
Green obtidas. Além disso, é realizada uma analise cuidadosa do comporta-
mento dessas funcoes de Green nos pontos proximos ao ponto de aplicagao
da carga. Esta analise nao ¢ encontrada nos trabalhos de Rajapakse e Wang
ou em qualquer outro trabalho que seja conhecido deste autor.

3.2 Carga sobre semi-espaco

3.2.1 Definicao do problema e equagoes gerais

Seja um meio homogéneo, eldstico, semi-infinito, transversalmente isotropico,
com um sistema cartesiano de coordenadas (z,y,z) definido de tal forma que
o eixo z é perpendicular a superficie externa do meio e a0 mesmo tempo
paralelo ao eixo de simetria do material, como mostrado na figura 3.1.

p(z)
OO x
2NN 7~ 4
Y
z

Figura 3.1: Carga sobre o semi-espago elastico.

Sobre esta superficie externa é aplicada uma carga que varia no tempo ¢

de forma harmoénica: |
p(t) = pe*, (3.1)
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onde w € a freqiiéncia circular, e © = \/—1 é a unidade imagindria. Esta carga
¢ constante na direcao do eixo y e, assim, o estado de deformacoes é plano
segundo o plano z.z.

As relagoes tensao-deformacao para um material transversalmente isotrd-
pico no estado plano de deformacgées sao dadas por:

Ozz = Cl1€zz T C13€,2
Ty = C13€zz + C33€;;

onde ¢y, €13, ¢33 € cq4 S0 constantes elasticas do material.
As equacoes de movimento para o caso plano em foco, na auséncia de
forcas de corpo, sao [56]:

O%u ‘ Fu ?w B %u
C11§i3+(-445;;+(013+044)axaz = Pw
82w+ 82w+( - )__8'21;; = Qg_u (3.3
G oz? “ea 0z2 R dzdz 7 ot? &)
onde
u(z,2.t) = ulz,z)e™,
w(z,z,t) = w(z,z)e™ (3.4)

sao os deslocamentos segundo as direcoes = e z respectivamente ¢ p é a
densidade de massa do meio. Pode ser notado que as equacoes do movimento
sao independentes da constante ¢, no caso de deformacao plana.

Como os deslocamentos sdo harmonicos no tempo. os termos no lado
direito das equacoes (3.3) podem ser substituidos por:

9%u

pw - __w‘ZpueLut

2

é?—,w = —w?pwe™ (3.5)
ot?

Neste ponto introduz-se as constantes eldsticas normalizadas adimensio-
nais:

a = c33/cu
= C11/C44
Kk = (c13+ caq)/cCaa (3.6)
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Define-se também a freqiiéncia normalizada:

0% = puw?/cay (3.7)

(0 tem a unidade de comprimento™'). Note-se que o valor \/c_.m/p é a ve-
locidade de uma onda de cisalhamento na diregao do eixo horizontal z ou
do eixo vertical z. Em dire¢ées intermedidrias. para um material transver-
salmente isotropico, no plano zz nao ha ondas puramente compressivas nem
puramente cisalhantes [2].

Utilizando as definicées dadas, as equacgoes (3.3) podem ser reescritas
como:

?u 0%y ) 0*w

= =5,
ﬁa:r'*’ & 022 +h’3:c6’z %
9w de %

= —6w. 3.8
52 %52 Yoy v 15:8)

Portanto, a solugao do problema envolve a solucao do sistema de equacoes
diferenciais lineares e homogéneas em u e w, para as condigoes de contorno
dadas (carga aplicada sobre o semi-espaco).

3.2.2 Solugao geral das equagoes diferenciais de movi-
mento

Por serem lineares, as equacoes (3.8) podem ser reescritas na forma de uma
equacao matricial envolvendo operadores diferenciais na forma:

d-
/3512 -+ 6222 —+ ()2 . K'aa:df 5 ] { (1) } g { 0 } (39)
Kaxdz 322 + « Q53 + 6 w 0 '

ou simplesmente:
Iti=10 (3.10)

onde L é chamada matriz dos coeficientes operacionais do sistema [88].

Para que haja solugdo nao trivial é necessdario que o determinante dos
coeficientes operacionais do sistema seja nulo, ou seja det L (u) = 0. Portan-
to as equacoes (3.8) ficam desacopladas (mas linearmente dependentes) na
forma:

o'u otu otu 8%u 0%
j ol 1 1 il S +d6*u = 0,
’da:.:" +a824 + {amzazz +(1+8)é oy + (1 + a)d? ?22 u
0tw 0w 0w , 0w 0w,
[ 1 = +5tw = 0
,da$4 +&8z4 + '33:2832_'_( + )6 322 + (1 +a)d 572 + *w
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onde
y=1+af —&* (3.12)

Define-se a transformacao integral de Fourier da coordenada z com res-
peito ao nimero de onda A (com unidade de comprimento™!) como [76]:

F\z) = wa e d (3.13)
e a transformacao inversa como:
1 * 5 AL
f(z,2) = ﬁ/_w F(\2)e*dA. (3.14)

Aplicando esta transformacao integral nas equagoes de movimento (3.8)
resulta:

0%l Ow
S R U Lste
BA“Qd +62+1m\az+6u 0,
0% ot
G Do
- w+aaz + m/\az + 0w 0, (3.15)
que desacopladas ficam:
o*u , 0% L, 00
Avds o - 2525 2 4z _
GA u-i-&——ag4 A2 ) —(1+ B)A%6°a+ (1 + ) 6224—02;: 0
(3.16)
oy 0% , 00
x4 - ¢ Ll 252 - 4= _
BA%w +Q8z4 YA 572 (1 + B)A20%w + (1 + )8 352 + 6w 0.
(3.17)

Chamando { = A/d o numero de onda normalizado (adimensional) e
substituindo na equacao (3.17) resulta:

2.
etstm+al® — 228 (14 p)ce, —+(1+a)a’=‘—+§ 0. (3.18)

0z4 072

Para a solugao desta equagao diferencial inicialmente supée-se que @ tem
a forma 10 = €%? [88] e, assim, as derivadas parciais ficam:

022
J*w

924

= {52626662

= §iete’e (3.19)
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Portanto, substituindo as equacdes (3.19) na equacao (3.18) resulta,
;’3§+646652 Y L ﬁ/c254£26,55z =l = 5)(25466&
+ (14 a)6%e2e% +5%% = 0 (3.20)
ou, como €°¢* # 0, pode-se escrever:
aft = (v —a—-1)€+[B¢ - (1+8)¢* + 1] =0. (3.21)

A Eq. 3.21 é uma equacao do quarto grau em £ (na verdade uma equagao
bi-quadrada) e tem as quatro raizes ££, e £ que sao dadas por:

- \/’YCQ-I—aJr\/@
El(C) = \/ﬁ :
Vi —1-a- V&

onde
B(¢) = (v¢* - 1-a)* —4alB¢* — (1+8)¢* + 1], (3.23)

A solugio da equacdo (3.18) para o deslocamento w(\,z), portanto, sera
composta pela soma [88]:

W(A,z) = Ae %1% + Bz | Ce%62% | Dedéer, (3.24)

onde A((),B((),C(¢) e D(() sao funcoes independentes de z a ser determi-
nadas a partir das condi¢oes de contorno do problema. Estas fungoes sao
amplitudes de ondas que se propagam no interior do meio eldstico transver-
salmente isotropico. No estado plano de deformacao, ha apenas duas dessas
ondas causadas por uma carga dinamica aplicada [78]. No caso de material
isotropico estas sao a onda de dilatacao e a onda de cisalhamento. No caso
anisotrépico, porém, em geral nenhuma delas ¢ puramente compressional ou
puramente distorcional [78]. Tomando-se as raizes £, e & dadas por (3.22) de
tal forma que Re (£,,£2) > 0, percebe-se pela equagdo (3.24) que havera duas
amplitudes exponencialmente decrescentes com z (dadas por A e C') e duas
amplitudes exponencialmente decrescentes com —z (dadas por B e D). Isto
significa que a solugdo se compde de duas ondas se propagando no sentido
positivo e duas se propagando no sentido negativo do eixo vertical z.

Repetindo o mesmo procedimento utilizado para se obter a equagao (3.24),
para %(\,z) na equagao (3.16) obtem-se:

@A z) = Ale™%12 4 Bleftiz 4 (M08 4 Dfefer, (3.25)
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onde A'((),B'(¢),C'(¢) e D'(¢) sao também fungbes (amplitudes de onda)
dadas pelas condicoes de contorno.

As fungoes A,B.C e D guardam uma relagao com as funcoes A’ B'.C’
e D'. Substituindo os resultados dados pelas equacoes (3.24) e (3.25) nas
equagoes (3.15) verifica-se que 4 e A’ devem satisfazer a seguinte relacao:

—CPA+af2A—ik(CEA +A=0 (3.26)
ou
A=A (3.27)
onde
__agf-¢+1
e 1kCE) (3:28)
Da mesma forma:
B' = —-@, B; (3.29)
C’ = '_".ZC (330)
e
D' = -, D. (3.31)
onde
=t L -
g = __—-.iﬁ:qég (3.32)

Substituindo estes resultados na equacao (3.25), o deslocamento #%(A,z)
fica:

@(\2) = @ Ae %1% — @, Be®1? + 5,Ce %22 — 5y De%??, (3.33)

Eliminam-se assim as amplitudes A’, B’, C' e D' da solu¢ao do problema
restando como incégnitas a serem determinadas pelas condicoes de contorno
apenas A, B, C e D.

As equacoes (3.24) e (3.33) fornecem uma solucao geral para os desloca-
mentos transformados @(A,z) e w(A,z). Para asolu¢ao do problema particular
que estd sendo analisado devem-se determinar as funcées A(¢),B((),C(C) e
D(() a partir das condicdes de contorno dadas. Como estas condigoes de con-
torno sao impostas neste caso em termos de tensdes. sao também necessarias
as solucoes referentes as tensoes.
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3.2.3 Solucao para as tensoes

As deformacoes €,4,¢.. e €., sao dadas pelo tensor de deformacoes infinitesi-
mais de Cauchy e expressas por:

P du
= O
A ow
zz T az
l {Ou Ow
= st 3.34
St 2 (az SI) ( )
Assim, substituindo as equagdes (3.34) nas equagoes (3.2) e aplicando

a transformacao integral de Fourier resulta uma equagao constitutiva no
dominio A, em funcido dos deslocamentos transformados @(A.z) e @w(A,z).
Esta equacao é dada por:

_ = ow
Oz = Cllix\u+013—
0z
_ o ow
T,; = C13lAL + C33—
0z
2 u s o
Ors = Cog—— + CaqlAW (3.35)

0z

Normalizando estas equacoes em relacao a cqy resultam as seguintes equacoes
adimensionais:

G . a1

C44 0z

ey (K — 1)i§511+a%

Cq4 0z

_I.Z a_ - 2

T2z = 224 icow (3.36)
C44 0z

Substituindo as solugoes para @(\,z) e w(A,z) dadas pelas equagdes (3.24)
e (3.33) nas equagoes (3.36) obtém-se

Oz = 5644(7}1,&18-6&2 _ ?}1865512 + r}gCe“sf” B T;Q_De‘jfi‘z)
Oz = (5644(?}3}18—5512 P ?}3B€£E1z e Thce—éfgz g T}4D86£”)
Gr: = Oca(nsAe™% — nsBe®1” 4 gCe™* — nsDe™*)  (3.37)

onde 7 (€), m2(¢), n3(€), ma (€), m5 (C) € ms (C) sdo dados, respectivamente,
por:

m(Q) = i —Elk—1) = —[(y = 1+8)€ + B(1 = ¢)]

k&1
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2 (¢)
ns (€)
ma (¢)
15 (C)
76 ()

= By — &k —1) = 15 [(y = 1+ k)3 + B(1 - ¢?)]

KG2

= it = :—C[(aff +1) + (8 — 1)¢7]
= =y +1( = :—C[(ﬂ&f +1) + (k = 1)¢7]

= (5~ 1)iC@n — of, = Ki&[(a ~1)(1 - ) - ag?]

(k — 1)iCs — oy = nl“g:“" ~)(1-C)—agd]  (3.38)

Il

As equagdes (3.37) em conjunto com as equacoes (3.24) e (3.33) fornecem
a solugao geral para o problema no dominio transformado A. Para se obter a
solucao geral no dominio da varidvel z aplica-se a transformacao inversa de
Fourier expressa pela equagao (3.14) nas solugdes resultando:

m i -
/ (,—1A8—5E12 — {DIBecsﬁz e che—dfzz _ szeéézz) e:éCrdC

o) oo
\/—2,_‘/ Aeuﬁflz g BBJEII _+_CE,—J£22 2 Deﬁfzz) e;dcqu
wJ—00

mAe % — g Be®® 4 ppCe™ %2 — T?zDe's&z) e’ d¢

0%Csq [ § s i€z 5 oz
/ (?;3Ae.‘ 82 4 myBe®? 4y Ce™%2% + mDe’-‘E”) €% d(

nsAe—ﬁﬁz _ nsBe«i&z + ngCe~%2% — %DEéEﬂ) efﬁC&?dg

(3.39)

Como as fungoes A(¢),B(¢),C(¢) e D(¢) sao determinadas pelas condi¢oes
de contorno, vé-se que sao necessarias quatro condicées de contorno diferen-
tes para a determinacao da solucao do problema particular. Estas condicoes
podem ser deslocamentos ou tensoes ao longo do contorno do problema. Os
problemas em que sao impostas como condicoes as tensoes ao longo do con-
torno sao chamados de problemas de valor de contorno em tensao. Se as
condi¢oes impostas sdo deslocamentos o problema € de valor de contono em
deslocamento. Nos problemas mistos a tensao é imposta ao longo de apenas
uma parte do contorno e o deslocamento é imposto na parte restante.
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3.2.4 Funcoes de Green para carga na superficie do
semi-espago

Solugao para uma carga qualquer

Funcoes de Green sdo funcdes que fornecem o deslocamento e o estado de
tensdo em um ponto qualquer do dominio do problema devidos uma carga
unitaria pontual aplicada em um ponto qualquer deste mesmo dominio. O
efeito de cargas distribuidas pode ser obtido integrando-se o produto das
funcoes de Green e a carga distribuida ao longo da superficie de aplicagao
desta carga. Para se poder obter o efeito de cargas atuantes em quaisquer
direcdes sdo necessarias, em problemas planos, fungées de Green para cargas
aplicadas em duas dire¢des diferentes. Em geral estas diregoes sao tomadas
coincidentes com os eixos do sistema de coordenadas adotado no problema.

Uma carga p(z) qualquer aplicada na superficie externa do semi-espago
pode ser decomposta em duas componentes p;(z) e p.(z) nas diregoes dos
eixos T e z respectivamente, como mostrado na figura 3.2.

p(z) pz(z) P:(7)
R - 3 * I EEXE

LN NN\ LA

Figura 3.2: Decomposi¢do da carga sobre o semi-espaco.

Pode-se entdo aplicar cada uma dessas duas componentes separadamente
e utilizar depois a superposi¢ao dos efeitos.

O problema analisado é caracterizado como um problema de valor de
contorno em tensao pois ao longo do contorno (superficie superior) a tensao
¢ imposta pela carga aplicada p (z). As condigoes de equilibrio ao longo da
superficie z = 0 impoem que:

pe (z) = 02z (2,0) Nz + 0, (2,0) N,
p: (x) = 0.:(z,0)n; + 0, (2,0) 7, (3.40)

onde 0, (2,0), 0. (2,0) e 01, (£,0) = 0,. (x,0) sao as componentes do tensor
do estado de tensdo ao longo de z = 0 e n, e n. sdo as componentes hori-
zontal e vertical, respectivamente, do vetor unitdrio n normal a superficie de
aplicagao da carga. Na figura 3.3 estdo mostradas as diregoes positivas das
componentes das tensoes e a direcdo de n = (0, —1). Assim. as condicoes de




3.2. CARGA SOBRE SEMI-ESPAGCO 37

equilibrio ao longo de z = 0 ficam:

pe () = —03.(2,0)
m{t) = =uw(z0) (3.41)

Estas sao as condigdes de contorno que devem ser impostas na solucao
do problema.

Pz

N _J nzy(_&—l)

~

x

Figura 3.3: Convengdo de sinais (positivos) para o estado de tensao.

A obtencao das funcoes de Green é dividida em dois problemas diferentes.

1. Carga na direcao z:

Ao se aplicar p, na superficie do semi-espaco as condigoes de contorno
que devem ser obedecidas pelas tensoes g.. e o.. na superficie do semi-
espaco z = 0 sao:

JIZ(IEO) = _pl‘(:‘:)a
0.2(z,0) = 0. (3.42)

Aplicando a transformacao de Fourier nessas condigoes de contorno
fica-se com:

Gex(M0) = —p(N),
5..(A0) = 0. (3.43)

Além dessas condicoes, as funcoes de Green devem satisfazer as con-
dicoes de radiacao quando z — oc. Isto significa que nas equacoes
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(3.24) e (3.33) as fungoes B((),D(¢) = 0 se & e & forem escolhidos
de tal forma que Re(&;),Re (&) > 0 [67]. Fisicamente isto significa
que nao ha nenhuma onda eldstica se propagando no sentido de —z,
originadas em z — oo. Portanto a solu¢do se compde apenas das ondas
que se originam na superficie superior z = 0 e se propagam no sentido
positivo do eixo vertical z.

Utilizando-se essas condigoes e as equagoes (3.37) para z = 0 obtem-se:
ﬁz e
.'41— = =
_044(5 M37s — M4f)s
o BT < fie (3.44)

Ca4d MaNe — Malls
2. Carga na direcao z:

Da mesma forma. ao se aplicar a componente p, na superficie do semi-
espaco, as condigoes de contorno sao:

Ozz(-r;o) = U,
gulzl) = —pi(z). (3.45)
Aplicando-se a transformacao de Fourier as condigoes de contorno (3.45)
ficam:
Ox:(X0] = 0,
F:2(A0) = —p.(A) (3.46)
Essas condicdes, juntamente com as equacoes (3.37) para z = 0 levam
a:
‘4~ — lﬁz 04
) 6’440; Nstle — Ml
Cz = pz n3 (3‘4’?)

" Caal TN — Mams

Os deslocamentos horizontais #; e verticais w;; ¢+ = 7,2 devidos a uma
carga aplicada na diregao : ficam entao:

i o) 1 _
ﬁI(A,z) —_ px— (T)ﬁ(:}[e—aglz _ T}S{D?e_oszz)
€440 7376 — M7
| Z 1 —dé1z -
Ba(Nz) = —-L= (nee="1 — mge%62%)
€440 376 — Ma7s
_ 1 .,
u.(Az) = & (nacre~%1% — madpe %)
€440 73N — M7
\ D 1 ; 61 2 _
w,(Az) = i (nae~%1* — nge™"%) (3.48)

€440 T3M6 — MaT)5
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Em seguida aplica-se a transformagao integral de Fourier inversa obtendo-

se:
\ 1 % pﬂ? - —d€z - _—d&az\ _16CT g
ur(2,2) = —\/2—“ / E(T}swlt‘ = msle” )" d(
TCh4q
. 1 : "
wo(z,2) = ,T,TC / = (nee ™% — mge %)% d(
44
u:(l'._Z) = \/2—?TC / &(7}45‘16_6&12 —ngu_.'gf:_dfzz)eiécxd(;
44 J—
1 oo .
w,(z,z) = oy T [ (r; e~062 _ pyem062z)idege (3.49)
a4
onde

R = n3mg — nams (3.50)

As tensoes podem ser determinadas da mesma forma e resultam:

Ore2(7,2) = \/ﬁf = (mmse ™% — nanse%2%) e d(
é = }‘3 Z z
Oz22(Z,2) = m (7?37? p e — 47s€ —662 Je JCIdC
. 6 p g s 4 i
O'zzz(:ruz) == —_% —}%qsnﬁ(e 66z _ e d€2 )e JCIdC
7 . . ;
Orzz(T,2) = \/ﬁ/ ??17?46 1z _ 1213€ fzz)ex (Idc
. ) © f _
UIZZ(:C}ZJ = \/‘2—’” p f}3734( Jalz T e_é£2z)elé(ﬁrd(

O222(T,2) = \/?/; *Ri(m??se_ém‘Hs?Fﬁe_szzJeiaczdg (3.51)

Nestas equagoes os dois primeiros indices de 0, indicam a componente do
tensor de tensoes ,enquanto que o terceiro indice indica a dire¢do de aplicacao
da carga.

Fungoes de Green

Para se obterem as fun¢oes de Green para carga na superficie do semi-espaco
sao aplicadas na superficie linhas de carga unitarias nas direcées z e z con-
centradas na origem (z = 0,z = 0):

Pr(z) =dp(z), n=1z,:2 (3.52)
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onde dp(z) é a funcao generalizada delta de Dirac. A aplicagao da transfor-
macao de Fourier resulta [76]:

PnlA) = E=S Lk (3:53)

entao as funcoes de Green serao:

Gizlz,2]
Gex(2,2)
G:.(z,2)

Gi:(z,2)

1 o 1
2?1’644 o R

1 o7 1 —6&12 —dfazy 10T
‘2,“44 _mﬁ('ﬂse — T]5€ )e***d(

— (n6@1e”%1* — psge™062%) % d(

1 % 1 - —0fz -, —0E aCr
f —(N4@1€7%1% — n3@ae"%%%)e T d(

21‘TC44 - R
1 e 1 e Z — AT T =
2T Cyy ] }_i(me e i S (3.54)

Observando-se que as fungoes envolvidas sdo pares ou impares em relagao
a (, estas expressoes podem ainda ser reescritas como:

e as tensoes ficarao:

gl @iZ)
Or22(T,2)
Orunl2.2)
Orzz(T,2)
Ozl T52)

Bl

1 oo ]
-~ weas Jo E(%Q‘e_ém — Ns@ze” %) cos(8¢z)dC
}. o0 ?. —6512 _6522
" meay Jo E(nﬁe — T)s€ ) sen(d¢z)d¢
1 0 4
TCqq J0 E(mgle—ﬁ&z — m3@0e”%2%) sen(6¢x)dC
1 = 1 —d&yz —8Ex2 )
TCaq J0 R(n Ae —Iae ) cos(6¢z)dC (3.55)

— ] (e = nype05%) sen(6C)d¢

‘E A R(naﬂe =12 _ pumse=%%) cos(6¢T)dC

__[ Rﬂaﬂs —%12 _ o=%22) gen(4Cx)dC

—f R(’?lﬂde Bz _ Mamie 6&2)005(5C$)dc

7w Jo
§d [o° g 5
; —d€12
o = €
= 4 Rﬂs%(

o > 1
= [T nse0% — ngnge 06 cos(3Cz)dC (3.56)

mJo

e %2%) sen(8(z)dC
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Pode-se verificar ainda que:
M6 — s = WiTs — Wal3. (3.57)

Utilizando-se este fato nas equacées (3.55) pode-se verificar que ao longo da
superficie do semi-espaco (z = 0):

Gl ="0)=—GulE.2=10). (3.58)

Com as equagbes (3.55) e (3.56) pode-se determinar o deslocamento e o
estado de tensoes em qualquer ponto do interior do espa¢o semi-infinito trans-
versalmente isotrépico devido a uma carga qualquer aplicada na superficie do
semi-espaco. No entanto estas equacgoes envolvem integrais que nao possuem
(ainda) solugao analitica. Estas solucoes s6 podem ser obtidas através de
métodos numeéricos de integracio.

3.2.5 Determinagao numérica das funcoes de Green

As integrais (impréprias) obtidas nos itens anteriores nao possuem uma so-
lucao analitica conhecida e, portanto, sua determinacao numérica deve ser
feita por meio de processos numéricos aproximados.

Para isto, primeiramente deve ser analisado o comportamento dos inte-
grandos ao longo da rota de integracao. Observando-se as expressoes obtidas
para o caso de carga aplicada sobre o semi-espago {equacdes (3.53) e (3.56)),
pode-se perceber que os integrandos possuem singularidades para valores do
numero de onda normalizado ¢ onde §; = 0,§; = O e para R = 7316 —m475 = 0.
As duas primeiras condicoes associadas as equacgoes (3.22) levam a identifi-
cacao de dois pontos de singularidade ¢, e s dados por:

1
Cp —\/_B
¢ = =1 (3.59)

A terceira condigao ocorre para ( = (g quando [67]:
20-K)C -1 +0|(1-¢) -ati&=0 (3.60)

Para materiais isotropicos as constantes eldsticas normalizadas sao dadas
por:

k = 1+ (3.61)
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onde A e [z sdo as constantes de Lamé. Neste caso a equagao (3.60) corres-
ponde a obtida por Lamb [40].

Deve-se observar que a equagao (3.60) tem uma raiz para ¢ = =1. Este
ponto corresponde a (, e ja foi identificado pela condigao de §; = 0. Ha, no
entanto, outra raiz para a equacio (3.60) [78]. A determinacao desta raiz so
é possivel através de métodos numéricos [67).

A ordem em que aparecem os pontos de singularidade (,, (; e (g nao ¢
sempre a mesma. Se 3 > 1 entdo pode-se perceber que (, aparece antes de
(s no semi-eixo positivo de . Esta ordem serd invertida caso 3 < 1. Quanto
a (g esta andlise nao é tao simples devido a dificuldade na sua determinagao.
No entanto foi notado no decorrer deste trabalho que em geral [(g| > 1.

Para se evitar estes trés pontos de singularidade hd duas alternativas para
a integracdo numeérica. A primeira delas consiste em se considerar ¢ como
uma variavel complexa e efetuar a integragao ao longo de uma rota especial
no plano complexo que desvie dos pontos de singularidade [40]. Na segunda
alternativa considera-se que o material apresenta algum amortecimento inter-
no. Este amortecimento é introduzido considerando-se que as suas constantes
elasticas sdo complexas, ou seja, apresentam uma parcela imaginaria. Isto
faz com que os pontos de singularidade se afastem do eixo real e a integragao
numeérica pode ser efetuada.

A segunda alternativa é a mais utilizada, pois todo material possui al-
guma parcela de amortecimento interno. Este amortecimento é determinado
experimentalmente para cada uma das constantes eldsticas e. normalmente,
é dependente da freqiiéncia como ja foi visto no capitulo 2.

Neste trabalho foi adotado esta segunda alternativa e adotou-se uma taxa
de amortecimento v constante que foi introduzida diretamente nas constantes
normalizadas a.0 e x. Foram entdo determinadas constantes normalizadas
as complexas a*,3% e k*. Estas constantes foram calculadas como:

a" = a(l+uv)
B = B(1+w)
k" = k(l+uwvr) (3.62)

Esta hipétese equivale a se adotar uma taxa de amortecimento vy, =
V13 = U33 = v e vy = 0. Como visto no capitulo 2, isto evita a ocorréncia de
coeficientes de Poisson complexos. Além disso, como a constante elastica cyy
é utilizada em geral para a normalizacio de varias quantidades envolvidas,
optou-se por manter esta constante como puramente real.

Com a adocdo do amortecimento interno, os integrandos das fungdes de
Green nao mais apresentam singularidades ao longo do eixo real. Porém o seu
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comportamento ainda ¢ bastante irregular e deve ser conhecido com detalhe
para que a integracao numeérica possa ser efetuada com eficiéncia.

Em primeiro lugar, nos pontos préximos acs pontos de singularidade (ago-
ra complexos) os integrandos apresentam extremos agudos, como pode ser
visto na figura 3.4 que mostra graficos que representam a variacio da com-
ponente transformada e normalizada do tensor de Green G?, = /210G,
em funcao de ¢ para z = 0. As curvas mostradas se referem a um material
eldstico transversalmente isotropico com cjy/cqyy = 6; ny = 1,5; n3 = 08 e
v = 0,01. Para este material ¢, = 0,408; (; = 1 e (g = 1,047. Estes pon-
tos estao anotados nos graficos e pode-se notar o comportamento das curvas
nestes pontos. A fim de se obter um resultado mais preciso na integracao
numeérica deve-se subdividir a integral em trechos onde o comportamento do
integrando € mais regular.

Outra dificuldade se deve a presenca das parcelas cos(6z) e sen(6(z)
nos integrandos das funcoes de Green. Isto torna os integrandos fortemente
oscilantes, principamente para frequéncias mais elevadas ou para valores de
z mais elevados. Assim, torna-se necessario que se utilize um método de
integracao que seja especialmente desenvolvido para esta situacao, caso con-
trario sera preciso utilizar um numero muito elevado de pontos na integragao
numeérica.

A estas dificuldades soma-se o fato de as integrais serem impréprias com
respeito ao limite superior de integracdo. Num método numérico deve-se
obviamente tratar apenas com valores finitos. Assim deve-se estabelecer um
limite finito para a variavel de integracdo (. A estratégia mais simples con-
siste em 1nterromper a integracao quando a funcao a ser integrada atingir
um valor suficientemente pequeno (em valor absoluto). Este método, no en-
tanto, pode se tornar pouco eficiente se a funcao converge lentamente para
zero. Métodos mais eficientes como o algoritimo € [89] e 0 método de Long-
man [42] recorrem a extrapolacao de séries para se interromper a integracio
numérica em um valor de ¢ finito. Destes, o método de Longman ja foi uti-
lizado com sucesso [27] na determina¢do numeérica de funcoes de Green na
elastodinamica.

Neste trabalho as integracées numeéricas das func¢ées de Green foram
executadas utilizando-se algumas rotinas do pacote de integracao numérica
QUADPACK [58]. Estas rotinas utilizam métodos adaptativos de subdivisao
do intervalo de integracao para se obter a precisdo desejada, o que torna a
sua utilizacao muito conveniente. As oscila¢oes dos integrandos sao trata-
das pelo método de Clenshaw-Curtis [22] que torna o processo praticamente
insensivel ao valor de dz [27]. Para o tratamento do limite superior de in-
tegracdo é utilizado o algoritimo € [89]. Este método também é empregado
para se apressar a convergencia no processo de subdivisao adaptativa do in-
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Figura 3.4: Variacdo fungao de Green transformada e normalizada G, com
o numero de onda normalizado (.
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tervalo de integracdao e pode ser utilizado para casos onde ha singularidade
na fungao em algum dos extremos desse intervalo.

3.3 Espaco completo

3.3.1 Cargas no interior do meio infinito

Para se determinar os deslocamentos e tensoes provocados por uma carga
aplicada no interior de um espago completo, divide-se este em dois semi-
espacos ficticios como mostrado na figura 3.5 definidos como:

e Meio 1: |z| < o0e -0 < 2<0.

e Meio 2: |z| < c0oe 0 < z < oo.

Meio 1 p(.’r)
______ ﬂ—_m - x
Meio 2

[

Figura 3.5: Carga aplicada no interior do espaco eldstico infinito.

Para a determinacao do efeito de uma carga genérica, com distribuigao
qualquer, emprega-se aqui um processo analogo ao desenvolvido no item an-
terior . Assim, ¢ aplicada uma carga p(z) ao longo da interface entre os
meios 1 e 2. Esta carga é, entdo, decomposta em duas componentes p, (z) e
p, (z) que sao aplicadas separadamente. Isto leva a dois problemas de valor
de contorno em tensao que sao analisados a seguir.

1. Carga horizontal:



46

CAPITULO 3. FUNCOES DE GREEN

Aplicando-se p;(z) na interface dos dois semi-espacos (z = 0), as se-
guintes condigoes de compatibilidade cinematica e de equilibrio devem
ser obedecidas pelos deslocamentos e pelas tensoes ao longo de z = 0:

uM(z,0) — u?(z,0)
1)(:1:0) wm(z,ﬂ) = 9
.0)
)

zlz}(:r: 0) 0{2’[3" 0 0 (3.63)

Os Indices superiores que aparecem nos deslocamentos e nas tensoes
indicam o meio a que se referem.

Aplicando-se a tranformacao de Fourier nas condicoes expressas pelas
equagoes (3.63) resulta:

a¥(X0) —a® (X0 = 0

-LD“}()\O) e (A\0) =

55 (A0) =82 (X0) = p(N)
UEi’(/\aUJ—JEE’()«,O) =0 (3.64)

Além dessas condigoes de contorno, as condigges de irradiacao no in-
finito implicam nas equacées (3.24) e (3.33), para o meio 1 (z < 0)
em AM(¢),CV(¢) = 0. Da mesma forma, para o meio 2 (z > 0)
B2 (¢),D?(¢) = 0. Isto significa que no meio 1 as ondas se propagam
apenas no sentido —z e no meio 2 apenas no sentido +z. Assim, torna-
se desnecessaria a utilizagdo dos indices superiores para a indicacao do
meio a que se referem as componentes A.B.C e D nao nulas.

Utilizando-se estas condicoes nas equagées (3.24), (3.33) e (3.37) obtém-
se:

L:’l_;‘iz—Fd:JlBI""&_,’ng +L:‘gDI = 0
Ay — BT =+ C:r -D, =0
Pz
nBA:r - 7?331' e Thcx - "‘?4Dz = AT
(,440
T?SAI + ’?SBQ: T nﬁcx + ?.?GDI = 0 (365)

onde B, e D, referem-se ao meio 1 e A, e C, ao meio 2. O indice
inferior em A, B;, C; e D, indica a dire¢io da carga aplicada.
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Dessas expressoes resulta entdo: :
P 1

‘AZJ(CJ — Dx(q) S 26446 Tk’, _ ??4
L _ Bl
Bx(%) = Cz(C) = 2C210 13 — s

2. Carga vertical:

47

(3.66)

Por sua vez, a aplicagdo da componente p,(r) em z = 0 implica nas
seguintes condicoes de compatibilidade cinematica e de equilibrio:

u®(z,0) - u@ (2,00 = 0
wW(z,0) —w®(z,0) = 0
08 (z,0) — 0 (z,0) = 0
01 (2,0) — 0l (2,0) = p:(2)

(3.67)

Estas condicées impostas as equacoes (3.24), (3.33) e (3.37) levam ao

sistema de equacoes:
WA, +n B, + @C, + @D, =
A wBdill=D, = 0
mA, —mB, +mC, —nyD, = 0

5
7?5142 o+ 775Bz B 7?602 i nﬁDz = ——=
6446
que resulta, finalmente, em:
p Wa
AQ) = BilQ)= 5o —2
Cq40 TN — 7502
.5: ;-':l

C.(¢) = D.(¢) =

2¢440 Mpw1 — M52

(3.68)

(3.69)

Utilizando-se os resultados expressos pelas equagoes (3.66) e (3.69) nas
equacoes (3.24) e (3.33) os deslocamentos transformados @, e w; devidos a

uma carga aplicada na dire¢ao i = z,z para o meio 1 ficam:

7 ]
2D\ _ _ Pz o617 _ o o022
5. (A2) 2¢440 13 *??4( 1 =
- 1 _

D) . — Pz eJElz — %22

e (A-2) 2c440 M3 — T?4( )
2100 _ __Pp- Wiws 561z _ goEaz
e ee) 2c440 @176 —5’2??5( )

| p 1 )

wP(\z) = B (@2€%% — D)€

2c440 @175 — DaMs

13T )
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enquanto que para o meio 2 os delocamentos transformados ficam:

_ 1 )
22 (\z) = — £ - D1e” %1% — e~ %27
i’ (M2) 2€440 13 — s : i )
7] 1
=(2) A — Pz T (e—0&12 e—é&gz
Wz ( ,Z) 2644(5 M — r',r4(e )
EE](/\.Z) s Pz . w‘lwﬁ_ e_.a&z _ e_,agzz)
2C440 wWlle — Watls
; 7 il :
aP(z) = 2 (@ne~%% — @1e~%2)  (3.71)

2¢440 1M — W25

Pode-se unificar as equagoes (3.70) e (3.71) num unico conjunto para os
dois meios, abrangendo todo o espaco completo:

D 1
Bl g = —l= (@~ — g e=taal])
' 2c440 M3 — M4
i zZ Pz 1 cif —6Eal=
A T L (ptelel _ gt
: _ P @ —8€1jz| _ p=bEale]
w(A2) = — e~ 0zl _ o
«(2) 2| 2c440 Q1M — Wams )
D 1
Gilhg = (@ee~ %11 — pe~0&lely  (3.72)

2€440 WM — WaTls

Aplicando-se, entdo, a transformagio integral de Fourier inversa, obtem-

se:
1 00 ; .
ur(;p‘z} — __—26 /‘2_ ;} {— ‘051|~'| _sze—é{elzl]ew@dc
44V el 7=
(2,2) = ——m— Pz (-stilzl _ =dtalzl)giitay
v ( Z) 2644\/2?T/ ( ) C
= PZ“"W? o811zl _ g—06alz]) pibCz g
ul(e) = 5= \/ﬁ /- Je'szdg
1 5 5 =
w,(z,2) = o * P (JJ e“é‘f“’ — @ e %2%) etz qc (3.73)
44
onde
E o o
2|
i .
H, = m3—m= Rﬁ(gf - £3)
1 — 2 2 _ _2
Hz = L:J]_'.qﬁ = u_,’g’f?s = a( C )(5}' 52) (37‘1}

€612
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O estado de tensao pode ser determinado da mesma forma, substituindo-
se os resultados expressos pelas equagoes (3.66) e (3.69) nas equacoes (3.37)
e resultam:

TaglB:2) = —2‘;5% _00 ﬁ_"-r(me—tﬁ&llzl _ ppetClzl) it
GasplTia) = jf;_ﬂ (?? ekl _ o022l gidCz g
Geanl 2] = \/5% = px f"i‘ e~0blzl _ pee 652|z|) 8z g
Oz22(,2) = 2\5,% 861zl _ g, ppe—982l2) g8z ¢
0z::(2,2) = 2\/‘? 77, (@amse ~6lel — etk eemgC
O2z2(2,2) = % - é(@z%e_“"z' — @mee )7 d¢ (3.75)

As equactes (3.73) e (3.75) fornecem os deslocamentos e o estado de
tensao num ponto qualquer do espaco infinito eldstico transversalmente iso-
tropico devidos a uma carga p (z) distribuida ao longo do plano horizontal.

3.3.2 Funcoes de Green

Para se obter as funcoes de Green aplicam-se linhas de carga unitarias con-
centradas na origem (z = 0,z = 0):

palz) = dplz), n=22 (3.76)

a aplicacao da transformacao de Fourier resulta:

1

pp(A) = —, n=2z,2 3.77
Pn(A) Ton . (3.77)
entdo, substituindo-se P, nas equacdes (3.73) as funcoes de Green serao:
Geelz,2) = — 1 =1 = B %2l — JEziz|)ex<5(.ch
= 47TC44 H
I [® 1 _seilsl _ —b6alalyioC
= - — tlzl _ 2]y g10Cz 4
Gual(2,2) 4T Cyy .[—-oo H, (e ¢ )e ¢
I [® @@z sz _ -dEalaly ,idcz
i’ — 12t < * d
GIZ(IJ ) 4?TC.14 —00 H (6 © )6 C
1 S |
GZZ(I,Z) — 47rc44 ]_ E f:.?gﬁ’_éfl[z' — W€ 552|z|) MCIdC (378)
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Observando-se que as funcoes envolvidas sao pares ou impares em relacao
a variavel de integracao (, estas expressoes podem ainda ser reescritas como:

1 R |

Gez(2i2) = —om— 1, —H—{J)le_d&m—ui'ge_éf?izi)cos(dc,r)dg
‘44 T
, 7§ o g 5 —
Gurlw2) = —go o || €70 = e sen(dz)dg
I 0 101&
Guilzg) = 52— |~ T le bl — e~ olly gen(itz)a
44 z
1 |

Gs:(2,2) — (@ae 08112 — 3y e7%8212 ] cos(6Cz)dC  (3.79)

2meaq Jo H.

Do mesmo modo, substituindo-se o valor de p, nas equacdes (3.75) os
estados de tensao ficarao:

) DI
J.r:r:r(-r:z) — _:.E/U ﬁz"(nie_dflm_W2E_J£2|21)58n(5c-’£)dc
I6 > 1 s —56ale]
Oz22(T,2) = =1 F(nae TR Tev T (8
5 e

azzz(xaz) == *Z!"/O HL(??se_'d&l'z'—'I}GE_(S&'zl)S&Il(éCl‘)dC
I6 g 1 - —seilsl _ 5 poo=0€211) cos(6

Ozzz(T,2) = o Jo F(&’zme U — Gy7pe™%21%1) cos(6Cx)dC

d [ 1 .

Fupil i) = _2;/0 }j’ (@omze 4112l — @y nye 212 sen(§¢Cx)dC
I6 o 1 _ szl _ -, —dale] :

Gun@2) = oo [ o (@amseT 4 = Gime~ ) cos(6Ca)dC. (3.80)

L z

Os resultados expressos pelas equacoes (3.79) e (3.80) fornecem as fungoes
de Green para os deslocamentos e para o estado de tensao num ponto qual-
quer do espaco infinito eldstico transversalmente isotropico devidos a linhas
de carga concentradas unitarias aplicadas no seu interior. Uma observagao
importante ¢ obtida da andlise desses resultados: pode-se perceber que os
deslocamentos sao simétricos em relagao ao ponto de aplicagao da linha de
carga, ou seja, G,; (z.z) = G;; (=2, — z). Da mesma forma. as componentes
da tensao sao antisimétricas em relacio ao ponto de aplicacao da linha de
carga: Ok (242) = —oue =2, — 2).

3.3.3 Formulacgao alternativa

Como se pode observar pela equacdo (3.74), um do pontos em que H. se
anula é quando ( = 1. Isto representa uma singularidade nas expressoes
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das componentes da funcdo de Green devidas ao carregamento p.. Esta
singularidade nao é deslocada do eixo real de ¢ mesmo com a adocao de
amortecimento interno para o material. Este fato dificulta a integracao dessas
componentes através de métodos numéricos.

Para contornar este problema recorre-se a uma formulacao alternativa.
Em primeiro lugar substitui-se as equacoes (3.24) e (3.25) na primeira das
equagoes (3.15) ao invés de substitui-las na segunda das equagées (3.15) como
feito anteriormente.

Esta operacao resulta em:

—BCA + A —ikCEA+ A =0 (3.81)
ou
A=wA (3.82)
onde 62 3(2 i
M '
= 3.83
U= TE 82
Da mesma forma:
B = —wh B',
C = LJJ:_)C’.,
D = —wD' (3.84)
onde
B 633" -6 +1

Assim a solugao da equacao diferencial para os deslocamentos i(A,z) e
w(A,z) ficam:
(\z) = Ae™%z 4 Blebhiz | Cle%7 4 Dleflrz,
(A\z2) = wAe % _ y B'e¥12 4 woCle~ %2 — gy D', (3.86)

&

=
I

Dessa forma as tensdes ficarao:

Orz = Ocua(pA'e™% 4 p B'e™* + pCle™ + pp D'e%%),
Ozz = (5644(}13.4’6_6&2 = pSB"eaE‘z - mC"e_JE” - ,uz;;;ﬂ'_')'e"_f“)T
5 6caa(psA'e™% 4 ps B'e%1* 4+ pgCle™%2% 4 g D'e%2%) (3.87)

Q

(X3

3
Il

onde

m = P —&wi(k—1)
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po = (B — Ewa(k—1)

ps = —& + 1w

pe = —&+iCw;

s = 1(k —1) — agun

ws = Ble=1) = abus (3.88)

Impondo no espaco completo as condigdes de contorno para a carga apli-
cada na direcdo z e expressas pelas equagoes (3.67) obtem-se o sistema de
equagoes:

A -B.+C,-D, = 0
,U,3Ai + p‘.gB; i H4C; + ;14.02 = i
usA, — psBl + psCl — peD, = —— (3.89)
C446
que resulta em:
A =DLQ) = P —
: ‘ 2c440 pe — ps
! ! ﬁz 1
B.({) =C, = - 3.90
R I —m (3.90)

Os deslocamentos transformados @, e w, devidos a p, resultam, entao:

= z P L wh .
i,(Az) = — - = fe~¥ulsl . g—%al=l)
( |z| 2¢440 pg — s
- p: 1 —d8&1 |2 —0€3|z|
W.(Az2) = : (wye %12l — el 3.91)
( 2C440 pe — Ws 1 ’ ) ( '
Mas,
J Al — 82
pe — s = a(—&wr + §uwy) = —(é“lmc—fz) = —Hg, (3.92)
portanto,
z zZ Pzl _sen -kl
(A, — 2 Pz gtz _ -6
B:(4,2) |z| 2¢446 Hz(e )
B, 1
w,(\,2) = —: £ —(wle_‘jf‘lzl — woe 98217y (3.93)

Assim, pode-se utilizar H, em lugar de H. para se determinar as compo-
nentes das funcoes de Green para carga aplicada na diregao vertical. Como
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H, nao se anula em ¢ = 1 (quando se adota uma taxa de amortecimento
interno para o material) é possivel a integragao numeérica. Este caminho po-
de também ser adotado para a determinacao do estado de tensoes devido a
carga vertical.

Comparando a componente @, das equagoes (3.93) com a componente 10,
das equagbes (3.72) percebe-se que sao idénticas, a menos das componentes
da carga p, e p,. Na obtencao das fun¢ées de Green, p, e p, sao substituidos
por linhas de carga unitarias. Como a aplicagiao da transformacio integral
sobre qualquer destas linhas de carga conduz ao mesmo valor, os resultados
obtidos para G,, e (G;, serao os mesmos. Isto demonstra que o tensor de
Green para caso o caso de carga aplicada no interior do espago infinito é
simétrico.

Os deslocamentos e o estado de tensdo devidos a uma linha de carga
unitaria aplicada na direcao 2z sao entao obtidos pelo mesmo processo descrito
no item anterior e resultam:

I © g
Gualaz) = —go— [ (e — ~3kl) sen (8¢z) dg
44 T
NS S b P P R Sy ;
G.:(7,2) = 2m44[0 Hx(wle wae ) cos (6Cx) d¢
Id > 1
Ozzz (2,2) = _gfo F(#16_6£1|z|—'ﬂge_alezl)COS(éCI)dC
0 [>® 1
Gealmd) = _ﬂ/o Hi(»uae‘“”z'—me"‘f’*")sen(&(z)dc
15 [ :
Oozz (@:2) = _‘2;5"/0 HL (use ™91 — pge=21e1) cos (5¢x) d¢ (3.94)

Estes resultados devem ser utilizados em substitui¢ao as componentes
devidas a carga horizontal expressas nas equagoes (3.79) e (3.80).

3.4 Comportamento das funcoes de Green na
origem

O conhecimento do comportamento das fungoes de Green no ponto de apli-
cagdo da carga (z,z = 0) é importante para a sua aplicagao em métodos
numéricos como o Método dos Elementos de Contorno.

As expressoes de G, e de (G, para o caso de carga aplicada no interior
do espago completo expressas pelas equacoes (3.79) para (z = 0,z = 0) ficam:

Gm:(-r=0!3:0) = : /
0

2meCqa

o0 (:J.l — 51.2

H,
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. 1 % W — w;
G..(z=0,z=0) = _%044/0 le 3 dt (3.95)

As componentes (7., e (G,. sao nulas para este caso.
As expressoes acima podem ainda ser reescritas como:

1 poo
T — T d
Go(00) = 5o | Gaod
G..(00) = — fm(f; d¢ (3.96)
zz My = 2?1'644 . z0 g }
onde i ¢
. ¢*—1+abils
o= 3.97
¢ alé + &)6 & ( )
e

= B¢ —14&&
G = . 3.98
O ol + £)6& ey

A fim de se analisar o comportamento de G5 e de G, adotou-se um mate-
rial transveralmente isotrépico com as caracteristicas dadas por c¢/cas = 6;
n; = 1,5; n3 = 0,8 e v = 0,01. Para este material determinaram-se as curvas
dos graficos apresentados na figura 3.6. Estas curvas representam a variagao
de G54 e de G;; em funcio de C.

Pode-se verificar que as curvas apresentadas se aproximam muito de retas,
o que significa que para valores elevados de ( as equagdes de G e de G.g
tém a forma aproximada por expressoes do tipo (K()~'. Estas retas podem
ser obtidas pelos limites:

231‘ G+ —=
1 2 Jap

li = = hge - >
(er@lﬂ g Tr0 0 1 =+ AV O!H

2v/aB+y
1‘ l K' (83 iP alrj'
1im —= = 0= =
(=00 (G ‘ aff +ap
Para o material transversalmente isotrépico tomado como exemplo resulta

Ko = 2,086 + 7,7604 x 10™% e K = 1,7032 + 6,3363 x 10731.
Verifica-se ainda que:

lim (Grg = (Kno) =0; n=1z2 (3.100)

{—o0

(3.99)

ou seja, a reta de coeficiente angular K, ¢ assintota da funcao G ().
Isto significa que para qualquer valor ¢ > 0 existe um valor M tal que
para todo ( > M se verifica:

(Knn—€<Gi () <(Knp+6 n=2z,2 (3.101)
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0.06
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Figura 3.6: Variacdo de G, e G4 em fungdo de ¢

20
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ou ainda: "

(g +e < OO < T =<

Os valores das componentes G, e G,, em = = 0,z = 0 podem ser colo-
cados como:

=Tz (3.102)

¥

1

2?TC44

Gn (0,0) =

M _ =
(/0 Gno () dC +/M Gno (€) dC); n=uwz (3.103)
Mas, de (3.102), a segunda integral nesta equacgdo deve satisfazer:

00 1 0o _ 00 1
/M mdc < ./.M Ghno (C) dC < /;q mdc, n=m=mz (3104)
Como as integrais improprias dos extremos divergem, pode-se concluir

que as componentes G, e GG,, da funcao de Green para o espaco completo

possuem uma singularidade no ponto de aplicagao da carga.

E necessario, também, conhecer o comportamento das componentes da
funcao de Green para pontos préximos ao ponto de aplicacao da carga pa-
ra se determinar as caracteristicas da singularidade identificada. Para isto.
analisam-se as componentes G, e GG, para os pontos ao longo do plano dado
por z = (. Neste caso as componentes serao dadas por:

1 ©
Ger(20) = 5o [ Gao () cos(éCz) dC
1 o
Gasl(20) = 5o fo G0 (¢) cos(6¢z) dC. (3.105)

Cada uma destas integrais podem ser divididas em duas, subdividindo-se
o intervalo de integracao em dois sub-intervalos conforme a equacao (3.103),
resultando:

Gan (2.0) = Whwd) +0o (E]]: A=%2 (3.106)

2T Cyy

onde:

o Alf " e X
Iin(@) = [ Gao(C)cos(sz) dg
Bale) = /m Gno (¢) cos(dCz) d¢; n=z,2 (3.107)

M

A primeira das integrais /i, (x) tem valor finito. Além disso, ela esta
limitada por [76]:

n=2x,z (3108)

L]

I <) = M G d
|1n($)|_| In( )l |0 ni C
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on
|

O comportamento de G, e G, em pontos préximos ao ponto de aplicagao
da carga serd dado portanto pelo comportamento da segunda integral I, (z).
Da desigualdade:

1 1 1

tEmie Ky CBg—t = % (3.109)
e de (3.102) tem-se:
Gno (€) — |cos(d6¢z)| < 1 3.110)
n0 (Kno CKno — € CKn0+€ (3.

pois |cos (6(z)| < 1, e, portanto:

1 1 ) .
- (CKnu TRt e) < (Gno (¢) cos(6¢x) — Ko cos(é(_x)) <
1 1

CKHO = - CKnEJ €

(3.111)

Integrando os termos dessa desigualdade de M até oo:

o0 cos(6(x) 1 1
Tia (.r)_/M — dg’ (CKO—E CKn0+E) ¢ (3.112)

A integral do lado direito desta inequagao (3.112) é t,o dado por:

t Ly (K""M _") A (3.113)
no — 1 =z u
0 Kng Knu"‘lf + € )

que ¢ um valor finito. Portanto o comportamento de /2 (z) acompanha o da
integral da esquerda de (3.112). Por sua vez, esta integral pode ser obtida
analiticamente e é dada por:

o cos(d¢z) . Ci(dMz)
/M S (3.114)

onde Ci(§Mz) é a funcio co-seno integral de dMz. A fungao Ci(s) ¢ definida

como [34]:
® CcosT

Ci(s):—/s ~ dr (3.115)

que também pode ser expressa como:

-1
Ci(s) =C +logs +/ E& dr (3.116)
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onde C = 0,577215664 . .. é a constante de Euler.

Pode-se perceber que quando z — 0 o co-seno integral Ci(dMz) = —o0
devido a presenca da parcela log(6Mz). Assim, a integral I, (z) apresen-
tara 0 mesmo comportamento para z — 0. Dessa forma, conclui-se que a
singularidade das componentes G, e G, da funcdo de Green no ponto de
aplicagao da carga tem a caracteristica de logz. Esta caracteristica signi-
fica que a funcdo de Green apresenta uma singularidade fraca na origem e,
portanto, podem-se efetuar integracées dessas fungoes ao longo de rotas que
passem por este ponto.

Quanto ao estado de tensdo, as componentes que nio se anulam em (z =
0,2 = 0) SA0 Orzz; Ozzz € Ozzy. As componentes .., € 7,,. apresentam na
origem uma descontinuidade dada por 6p (), pois esta é uma das condicoes
de contorno do problema. Quanto a4 componente o,,., ao longo do plano
horizontal dado por z = 0, utilizando-se as equacées (3.94) obtem-se:

Ozze (2,2 = 0) = —2—(} /ﬂm %aog (6¢z) d¢ (3.117)

Esta equagao pode ser simplificada resultando:

o0 - .
Hass (8,2 =) = —%/ﬂ i = = cos (6Cz) d¢ = ﬁ:a 169 (x) (3.118)
ou seja, a componente 0., também tem apresenta uma descontinuidade com
a caracteristica da fungao delta de Dirac no ponto de aplicacio da carga.

Para as fungoes de Green do semi-espaco podem-se obter resultados seme-
lhantes a estes e, portanto, elas também possuem o mesmo comportamento
na origem.

3.5 Carga aplicada na superficie de uma ca-
mada sobre base rigida

Neste caso deseja-se determinar os deslocamentos e tensoes provocados por
uma carga harmonica aplicada na superficie superior de uma camada de
material eldstico transversalmente isotropico apoiada sobre uma base rigida
como por exemplo uma camada de solo apoiada sobre o macico rochoso.

O meio elastico é dado, neste caso por |z| < coe 0 < 2 < h. onde h é a
espessura da camada eldstica como mostrado na figura 3.7.

O processo para se obter as fun¢oes de Green é o mesmo utilizado nos
casos anteriores. Aplicam-se separadamente cargas nas dire¢oes horizontal
e vertical sobre a superficie da camada eldstica e se determinam os desloca-
mentos e tensoes causadas por estas cargas.
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p(z)

AN FZANN x

i AL 7

L8]

Figura 3.7: Carga sobre camada eldstica apoiada sobre base rigida.

Carga horizontal:

Ao se aplicar uma carga horizontal p, na supeficie superior dessa ca-
mada as condigoes de contorno que devem ser obedecidas ao longo da
superficie superior da camada e ao longo da interface entre a camada
e a base rigida sao:

) = —pzlz),
g [xz=0) = 4,
) = il
} = (3.119)

[sto caracteriza um problema de valor de contorno misto. Aplicando
a transformacao integral de Fourier sobre estas condigoes de contorno
resulta:

Urz(’\ 0) _pz(’\)
0.:(A0) = 0,
@(Ah) = 0,
WAk = 0. (3.120)

Levando as condicoes expressas pelas equacoes (3.120) até as equacoes
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(3.24), (3.33) e (3.37) obtem-se o sistema de equacoes:

7?3141' =+ '033'1 =t rhcz = n‘lDI = _ijr
C440
nsAz — 5B, + nﬁcx —-ngD; = 0,
{:)1,"-1&—_8_6&}1 = t;’lBIEQ&h + G)gcrffd‘j&h — LDQDEE:’EE?h = D,
Aze™®h 4 B ek | Cre%h 4 D%t = 0. (3.121)
A solugao desse sistema de equacoes é:
4 - P —h3n6(@1 + @2) + 2k hans@s — (@) — @)
i C440 Q
B —Pz —h2ns(@1 + @2) + 2h1hans@y — h2h2ns (D) — @)
’ C440 Q ,
&, = — Pz —hins(@1 + @) + 2k hyne@, + n5(w1 — @s)
: C440 Q
D. — —Pg —h3ns (@) + @2) + 2k home@, + A2R2ns (D1 — @)
’ C44(5 Q
(3:1.22)
onde:
hl = e_éElhr
he = 8—552?1’
0 = —(hf + h3)(nsms + M3 ) (W) + @g) +
(hih3 + 1)(nams — name) (@1 — @) +
4hho (D146 + @an37e) (3.123)

As amplitudes A, e C; se referem as ondas eldsticas originadas direta-
mente pela carga p, aplicada em 2 = 0, enquanto que as amplitudes
B, e C; se referem as ondas refletidas pela superficie rigida em 2 = A.

. Carga vertical:

Para a carga vertical p, as condigdes de contorno a serem obedecidas ao
longo da superficie superior da camada elastica e ao longo da interface
entre a camada e a base rigida sao dadas por:

Ciehtsz =10) = 0,
Gpliz =0) = —plg],
wizz=k = 0
wizz="h) = 0, (3.124)
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que, da mesma forma que no caso de carga horizontal conduz ao sistema
de equagoes:

mA;, + B, + yC, + D, = 0,

_ﬁz
NsA, — s B, +neC — gD, = =
C44C\J
o1 A6 %" — o B, 4+ 5,Ce %2t — 5, D,e%h = 0,
Ae~%h | B, ek L C 7%k L D %2k = (. (3.125)

A solucao desse sistema é:

—Pz —h3na(@1 + @2) + 2hi hos@s + Ma(@0) — @)

Az B 8445 Q

B — P him(@1 + @) = 2hihams@s — hihim (&1 — @)
’ Cq40 Q

o _ TP P+ @) + 2hhomi) — ma(@1 — 3)
£ C44(5 Q

B, = —P. h%nE(L:‘l = L'*_v'2) = 2h1h27}4@l + hfhgnii(@l — @)
’ 0446 Q

(3.126)

As solugoes obtidas dos dois sistema de equacoes podem ser entao utili-
zadas para se obter os deslocamentos e tensoes no meio eldstico através das
equacoes (3.24), (3.33) e (3.37). Com a aplicacao de linhas de carga unitarias
horizontal e vertical as fungoes de Green sao finalmente obtidas como nos ca-
sos anteriores. As expressoes completas das fungoes de Green e das tensoes
provocadas por uma linha de carga unitdria aplicada na superficie de uma
camada elastica transversalmente isotrépica sao dadas a seguir:

Gre = ——— [ 5 @1 [~Hme(@n + @) + 2huhansie — me(@ — )] e
meaq Jo Q
1 [~h¥ne(@1 + @2) + 2hahans@s — h3R3ne(@1 — @o)| €717
T2 [_hrfﬁs(ﬁ;’l + @3) + 2h1hamey + M5 (@01 — 5‘2)] goeas
~n [~h2ns(@1 + @2) + 2hahansdn + hiRins(@1 — @2)] €77}
cos(d¢z)dC (3.127)
Gy = —%44 000 é {[_h%?}‘ﬁffﬂl + @o) + 2h1hons@s — 1s(01 — @2)] g~z
+ [‘f’ff??s (@1 + @2) + 2hihans@a — hIR3Te(@1 — o _}] e
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+ [—’1?7’}5(@1 + @2) + 2hihame@y + ns(@) — @2)] ¢~ 062z
S {—hSWS(_iA_)l + @y) + 2hihong, + hfhgﬁ’s(u% _ ‘;,2)] 86622}
sen(dCx)dC (3.128)

MTCqq4 40 Q

—y [h%?}.;(u_)i + (J:?QJ == 2h1h2n3f;-'2 = hfh%?h(u_,’l = Q_JQJJ eri{;z

1 '—’01{

+o {~h%??3(£2’1 + @) + 2h hany@y — ma (&) — J»’z)] o= 0622
2 [hgm(al + J.:?) — 2h honay + hfhgf?a((l’l = 522)} eaf?z}
sen(dCx)d( 3.120)

1 o o ] o
B o Q {[—-hém(wl + o) + 2hy hana, + na(@) — wg]} e~ %1

TCqq
+ [h%m(fz’l + @a) — 2hyham@s — AEhIna (@) — u_Jg)] e
+ [—hfﬂs(ﬂﬁl + &) + 2h homywy — (@ — 5‘2)] g 76e=
g [hﬁns(cvl + @2) = 2hihom@, + hih2n (@, — U_Jz)] eé&z}
cos(d6Cx)dC (3.130)

= /°° : {7?1 Ran6(@) + @a) + 2k hons@s — ng(@) — @2)] e 0612
- [—h,lf;ﬁwl + @) + 2hihons@, — R2h2ns(@, — wu] 612

+1p [—hins(@1 + @2) + 2hihomen + 15(@1 — @2)] €772

—12 [ h3ns (@1 + @) + 2hyhone@r + hih3ns (@) — 2)} 85&”}
sen(dCx)dC (3.131)

_g /000 le {rh [_hgnﬁ(al + @2) + 2h1honsws — ne(@1 — 5,:2)] e~z
+175 [~ hin6(@1 + @2) + 2hahans@a — hEh3e(@1 — @2)] %612

+14 [—h?ns.(dh + @) + 2k homedy + ns(@y — Qz)] R

+14 [—h%??s(an + @2) + 2hihone@y + AIh3ns (@) — ;;:2)] easzz}
cos(d¢z)dC (3.132)

) L . - o
_;/0 a {T}s [—:‘15"?5(&:;1 + @9) + 2h1hans@ws — ng(@y — wg)] o061
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—15 [—hf?}f,{rf;h —+ EIJ'Q) + 2h]hg”5{;’2 — h?hg?}a{@'l — tz«‘gj} 65612

+7s [—h?"?sl'i’l + @2) + 2h1hone@r + 15 (@01 — '5«‘2)] g2z

—1s [—hgm(dzl + @y) + 2h1honey + hfhéﬂs(’-:-’l = Q’z)] f’éE?z}
sen(6(x)d( (3.133)

Ozzz = %/000 0 {7?1 [—h3T34(@1 + @a) + 2hy homa@s + M (@) — 0:’2)] g
- [h-f'fh (@1 + @) — 2R hom3@a — h3h3ma (01 — @2)] e’6:
+72 [—h?f?s(iﬁ + @2) + 2hihama@r — m3(@1 — @'2)] e %
—12 [h%%(@‘l + @a) — 2hihamyy + RIhINs (D) — @2)] 36{‘22}

cos(0Cx)dC (3.134)
5 o0 g ) ) ; 5
Ozzz = ;_/u ) {??3 [—hg"h(@'l + @3) + 2hihonz@s + na(@y — u?'z)] g %

+173 [hf?h(f;’l + @) — 2hihoms@e — hih3na (@1 — {3’2)] €67 4
T4 [‘h%ﬂa(iﬁl + @) + 2hhoma@y — m3(@) — L43‘2)] =02z

+m4 [h%??s(@ + @2) — 2hihonadn + Rih3ns () — »5’2)] EJEEZ}

sen(dCx)dC (3.135)
5 o1
Orez = ;/ﬂ ol {15 [~h3na(@1 + B2) + 2hyhoms@y + ma(@1 — )] 77612

—17s [h’%m(“—"l + @) — 2hihons@s — hihgna(@) — @2)] g

+7s [—h%ﬁa(@'l + @z) + 2h1hona@y — m3(@1 — Jz)] g4
—s [hgi’h(ﬁ’l + @) — 2hiham@y + hihins(@r — f;-’z)] f’-d&z}
cos(d¢x)dC (3.136)

Pode-se observar que quando h — oo = h;,hy — 0. Neste caso, verifica-
se facilmente que as funcoes de Green coincidem com as obtidas para carga
aplicada na superficie do semi-espago.

3.6 Carga aplicada no interior do semi-espaco

As funcoes de Green obtidas para o caso de carga aplicada na superficie do
semi-espaco nao podem ser aplicadas na solugao de problemas onde as cargas
sao aplicadas no interior do meio semi-infinito. Quando a carga harmonica
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estd aplicada no interior do semi espago a uma profundidade z' da superficie
externa, como mostrado na figura 3.8, primeiramente divide-se o semi-espaco
em dois meios ficticios:

e Meio 1: |[z] <ooe—-2' <2<0.

e Meio 2: |z| < o0 e 0 £ z < 00.

Meio 2

Figura 3.8: Carga no interior do semi-espaco eldstico.

A seguir aplicam-se as componentes horizontal e vertical da carga sepa-
radamente na interface entre os dois meios ficticios.

1. Carga horizontal:
Aplicando-se p,(x) na interface entre os dois meios (z = 0) as condicoes
de compatibilidade cinematica e de equilibrio que devem ser satisfeitas
pela solu¢dao do problema sao:

= pz(2)
o)(z,0) — 0¥ (z,0 0 (3.137)
onde os indices superiores indicam a que meio se referem os desloca-
mentos e tensoes.
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Além dessas condicoes, a superficie livre do meio 1 (z = —2') impoe:
oz, —2) = 0
c@(z,—2) = 0 (3.138)

As condigoes de irradia¢ao no infinito impéem para o meio 2 implicam
em B® = D@ = 0. As seis funcoes restantes a serem determinadas
sao as amplitudes das ondas provenientes diretamente da carga no meio
1 (B e DW), das ondas refletidas pela superficie superior (A1) e C'V)
e as ondas provenientes diretamente da carga no meio 2 (A® e C'?).

Aplicando-se a transformacao integral de Fourier sobre as condicoes de
contorno expressas pelas equacoes (3.137) e (3.138) e substituindo o
resultado obtido nas equagoes (3.24), (3.33) e (3.37) resulta o seguinte
sitema de equagoes:

3 A — @, BO + 3,00 — @,DY — 9, AQ) — 5, =
AL + BY L ¢V . DIV~ AD . CD =

p
W3A£” 5 T?SBEPU +7?4C£1) + ??40511) — 1}3‘4(:2} - rMCf) = Id
a4
ns AL — s BY + sCLY — g DY — s AP — 1eCP = 0
AWzt 4+ B2 + i CM 2 + 9DV = 0
s AV 27 — s BW 2y 4+ C W25 — DWWz, = 0(3.139)
onde
z, = e %07
2y = e (3.140)

A solucgao do sistema de equagoes é:

Pr 22 (m3me + Mams) — 2mamez) 22

AN = —
2c446 (M3 — m4) (376 — 1a75)
1 = ﬁz 1
B = 2440 (13 — M)
o - _ Pr 75 (M3M6 + 1a7s) — 2mams 2122
¢ 2c440 (M3 — M4) (M3m6 — MaT5)
D = Pz 1
2446 (03 — Ma)
Al — Pz 2 (a7 + Mams) — 2mame2122 + 306 — Malls

T T e (s — n4) (M3m6 — 747s5)
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Il

c® P 25 (M6m3 + Mams) — 2m3752122 — M673 + Mas
2 2¢440 Ty — T TH TR
44 (13 — n4) (M3m6 — 7475)
(3.141)

2. Carga vertical:

No caso de uma carga vertical p, aplicada no interior do semi-espaco,
utilizando-se o mesmo processo indicado para a carga horizontal, obtem-
se o sistema de equacoes:

2 AP — 3, BY + @,C — @,DM — 3,49 —@,C? = 0
AD + B 4+ 4 DY — AP —C® = 0
AN + 03B + 0y CY + DY — nsA(?) —mC® = 0
s A — ns BV + ngCY) — g DN — s AP — peCP = cf:é'
ns AW 2~ + nsBMz, + 7340(1}z2 +mDWVz = 0
ns AV 27 — Bz +sCM 23" —meDMV 2z, = 0(3.142)

A solucao é:

Pz w (MaMs + M376) 21 — 2w MaNe21 22

AWM

Y 2c440 (@176 — @ams) (M3ne — MaTs)
B(1) = p_z L:‘Q

’ 2¢440 (017 — W27s5)
o __Pe w1 (nas + mams) 25 — 2wnmans 17

2c440 (1M — @ans) (MaMe — 1aMs)
DY . N
2¢449 (0176 — @27s)

AD = P (mamszi + mans + mmezi — m376) — 2wi7eMa 2122
2¢440 (@116 — @ams) (M35 — Mams)
Ciz) _ __P: ‘wl (Mamsz3 — Mams + N3N 23 + NeN3) — 20273752122
2¢440 (@1m6 — @ams) (M376 — Mams)
(3.143)

Note-se que nos denominadores dos resultados apresentados nas equacoes
(3.143) aparece o termo H, = @1 — @y7s. Este termo apresenta problemas
para a integracao numeérica, como visto no item 3.3.3. Assim é necessario
para a carga vertical utilizar a formulagao alternativa descrita naquele item.
Aplicando-se as condicdes de contorno nas equagoes (3.86) e (3.87) segundo
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esta formulacao alternativa resulta o sistema de equagoes:

Al 1 (1) 1 2 2) _
AW 4 BM 4 ¢V 4 DB _ A® _ @ = g
S AD — 0y BY + 0,0 — 0, DO — 0, 4D — 1, CD = 0
a“'S*J*{zU = #SB(;“ 2z MCEU = #40[;” = ﬁiaA(z'z) - #4@2) = 0
I ( p_z
s AW + ps BY + p6CY + pug DV — us AP — 4sC? = —
44
ps AWz — s By 4+ i C W25t — DMz = 0
us AV 27 + ps B2y + puClV 27" + pusDVze = 0 (3.144)

A solucao desse sistema de equagoes é:

‘421} _ P (Haps + pspa) Zf — 244621 22
2c4a0 (M6 — ps) (M3t — papts)

B — __P 1

’ 2c446 (6 — f1s)
C“) PO P (.Uraﬂs + psfiq) Z% — 2532y 29

) 2440 (16 — ps) (1apss — papis)
pl = p: 1

’ 2¢440 (16 — Hs)
A2 — P: (Mapte + pspia) 2§ — 2pape2221 — H3ke + Halls
o 2¢440 (e — ps) (Hape — Hapis)
o = P: (pape + tspia) 25 — 2uspazazy + fapte — falls (3.145)

E T 9046 (e — ps) (1apte — Hapts)

Para se obter as fun¢ées de Green, substitui-se os resultados expressos
pelas equagoes (3.141) nas equagoes (3.24), (3.33) e (3.37) e os resultados
apresentados nas equacoes (3.145) nas equagoes (3.86) e (3.87). Em seguida
aplicam-se as linhas de carga unitdrias concentradas nas direcoes horizontal e
vertical e finalmente procede-se a transformacao integral inversa de Fourier.
Os resultados para os meios 1 e 2 podem ser unificados em:

1 % . = 1(1 —df1z | —"ifl|z|)
G:r;r (fL',Z) - 2?TC44 [3 HI |:LH ( R ‘ T "
i (%6—6522 _ e-ﬁfzfﬂ)} cos (JCI) dc
- 1 © i [Ky _g ~ 661 2|
i = — — | —eT 2 ] £1l2|+
Gox {i2) omen fo o lR¢ ©

%e“s‘f“ s e_‘i‘f?lzl] sen (6¢z) d¢
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G (2,2) = 9;44 Lm é_ [‘;’{e—aeu _ [e-talely
I:;e“’&z + Ie‘omz'] sen (6¢z) d¢
Gualo) = o [T {@1 ({;Ee'of“’ - e—rfmz|) .
o (;:e_‘j‘f“ - —*lezl)l cos (6¢x) d¢ (3.146)
T (252) = _% /ﬂm f_j(; [??1 (%e—a&z +e—émz|) 4
9 (%e“éf?z — e“‘iﬁ?lzlﬂ sen (0¢z) d¢
74 (%E e fe“sf’”")J cos (6¢zx) dC
Fusn (@i2) = *%Lwé [,?5 (‘; =612 +e—6£1|z:) 2
% (%6_6&3 - 6‘552'2*)] sen (0Czx) d

0 = 1 K :
Ozzz (:E;Z) = g/‘ H {,ul (f: —d&12 16_o£1|z|) i

" (f;; ~862z g —5€2|31)l cos (0Cz) d¢

_ o0 =1 |~ _ 56|
TasadBaB) = %/ 7R {,u;(R’e —e +

Kl’
L4 (R’ e %622 4 6“552“")] sen (0Cz) d¢

) oo ] K!
0222 (2,2) = g[ I {#s(R} '“’E”*Ie—émzl)_,_

(KQ —(5{22 [€_6£2|21)] cos (G‘CI) dc (3.14?]

R."
onde:

K1 = (mme+nams) 22 — 2n4me2122
Ky = (mne+nans) 22 — 2m3nsz129
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K{ = (pate + paps) 2 — 2uapgz12
Ky = (uate + patis) 23 — 2pspts 2122
R = m3ne —mans
R' = pape — papts (3.148)

Deve-se notar que se pode obter as funcoes de Green para carga aplicada
sobre a superficie do semi-espaco eldstico impondo-se z' = 0. Neste caso, z; =
z; = 1. Substituindo-se estes valores nos resultados das equacgoes (3.141) e
(3.143) obtém-se para AP C? A2 e C?) 0s mesmos resultados das equagdes
(3.44) e (3.47).

Pode-se também obter as fun¢oes de Green para carga aplicada no interior
do espaco infinito. Para isto impoe-se 2’ — 0o o que implica em 2z, = 2, = 0.
Substituindo-se estes valores nos resultados das equagoes (3.141) e (3.143)
obtém-se A} = C() = A = C{Y = 0. Para as outras constantes obtém-se
os mesmos resultados das equagées (3.66) e (3.69).

Pode-se também perceber que as fungoes de Green obtidas para carga
no interior do semi-espaco podem ser vistas como uma soma das funcoes
obtidas para carga no interior do espago completo com o efeito da ocorrencia
de uma superficie livre em z = —z'. Nas equacoes (3.146) e (3.147) estas duas
parcelas podem ser claramente percebidas. As parcela que indicam o efeito
da superficie livre sdo aquelas multiplicadas por exp (—d&;z) e as parcelas da
solucio para o espago completo sao as multiplicadas por exp (—0&; |2|).

3.7 Comentarios finais

Ao longo deste capitulo foram desenvolvidas solugoes gerais para as equacoes
diferenciais de movimento através da aplicacdo da transformacao integral de
Fourier sobre a variavel espacial z e obtidas fun¢des de Green para varios
casos de condicoes de contorno diferentes. Foram também desenvolvidos
métodos numéricos para a aplicacdo da transformacao inversa de Fourier,
necessaria para se obter os resultados no dominio de z. A analise do com-
portamento das fun¢des de Green para carga aplicada no interior de um
espaco eldstico infinito para pontos proximos ao ponto de aplicacao desta
carga mostrou que estas fungoes apresentam uma singularidade no ponto de
aplicacao da linha de carga concentrada e que para os deslocamentos esta
singularidade é do tipo logaritmica. Para as componentes das tensoes. por
outro lado, a singularidade tem a caracteristica da funcao delta de Dirac.
Cabe notar que a aplicagdo da transformacao integral de Fourier poderia
ter sido feita na varidvel z ao invés de z. Neste caso a solucao geral das
equacoes diferenciais do movimento seria inteiramente similar as obtidas aqui,
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apenas com a troca das constantes eldsticas « por J e vive-versa. No entanto
esta solucao poderia ser utilizada apenas na determinacao das funcoes de
Greeen para carga aplicada no interior de um meio eldstico infinito, pois
para todos os outros casos as condi¢oes de contorno sao impostas ao longo
de planos horizontais.

O efeito de cargas distribuidas ao longo de superficies horizontais pode
ser obtido por dois diferentes caminhos. Um desses caminhos, mais geral,
consiste na integracao das fungoes de Green multiplicadas pela distribuigao
da carga ao longo do seu plano de aplicagdo. A outra alternativa é se obter
a transformada de Fourier da carga e utiliza-la em lugar da transformada da
linha de carga concentrada na determinacao de funcgoes de influéncia, que
sao versoes das fungoes de Green para cargas distribuidas. Este é o assunto
tratado no proximo capitulo deste trabalho.



Capitulo 4

Cargas Distribuidas. Funcgoes
de Influéncia

4.1 Apresentagao

No capitulo anterior foram desenvolvidas solugoes para o deslocamento e
tensoes causadas num meio transversalmente isotrépico por uma linha de
carga harmonica concentrada, pelas fungoes de Green. Para se obter o efeito
de cargas distribuidas normalmente se efetua uma integragao do efeito dessas
funcées de Green ponderada pela fungdo que descreve a distribuigdo dessa
carga, como ilustrado na figura 4.1.

Figura 4.1: Integracio da fungao de Green para a determinacao do efeito de
p(z)

Para se determinar o efeito sobre um ponto de coordenadas (z,z) de uma
carga com distribui¢ao dada por p(z) entre os pontos = = I, € T = Iy

i
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ao longo da superficie do semi-espaco eldstico. por exemplo. executa-se a
operacao:

T2

w; (z,2) = '/:; Gi; (x — z0,2) p; (zo) dxo (4.1)

1
onde u; € o deslocamento do ponto (z,z) na direcdo ¢ , G;; é a componente da
funcao de Green na direcao ¢ devido a uma linha de carga unitaria aplicada
na diregao j e p; é a componente na diregdo j da distribui¢ao da carga p (z).
O mesmo prcedimento pode ser utilizado para a determinacao do estado de
tensao no ponto (z,z).

Esta técnica é empregada em geral por muitos processos baseados no
método da equacao integral de contorno. Nestes processos normalmente
supoe-se um modelo de distribuicdo (constante, linear, quadratico, etc.) para
as incognitas do problema (tensdes ou deslocamentos) ao longo dos elementos
que compoem o seu contorno e estas distribuigdes sao utilizadas em compo-
sicao com as funcoes de Green. A vantagem desse processo é a sua generali-
dade pois pode-se executar esta opera¢ao com qualquer tipo de distribuicao
de carga ao longo de qualquer superficie.

As func¢oes de Green obtidas, porém, sao expressas por integrais infini-
tas que devem ser calculadas por processos de integracio numéricos, como
Ja vistos, e sua composicdo com uma distribui¢do de carga qualquer requer
uma segunda integracdo numeérica (agora no espaco), resultando dessa forma
numa integracao numeérica dupla de alto custo computacional. Além des-
se fato, algumas das componentes das funcoes de Green apresentam uma
singularidade no ponto de aplicagdo da linha de carga concentrada, como
comprovado no capitulo anterior. Se o ponto (z,z) onde se pretende deter-
minar o efeito da carga distribuida (ponto de observacdo) se encontra sob
esta carga (r; < x < x:z = 0), ou seja, dentro da rota de integracdo, a
integral no espaco sera imprépria pois devera ser determinado um valor de
Gi(z — o = 0,2 = 0). Mesmo sendo esta singularidade integravel, sera
Preciso empregar processos numeéricos especiais que demandarao um esforco
computacional ainda maior.

Para se evitar estas dificuldades, neste item serao deduzidas funcgoes de
influéncia que fornecem o efeito de cargas distribuidas diretamente, sem
que seja necessaria a segunda integragdo mencionada acima. A limitacdo
dessa abordagem se encontra no fato de que é necessaria uma funcao de
influéncia diferente para cada tipo de distribuicao de carga. No entanto, é
possivel obter o efeito de uma grande variedade de distribui¢es simplesmente
combinando-se um numero reduzido de fun¢oes de influéncia. Em especial,
para distribuicoes de carga representadas por polindomios de grau n, o seu
efeito pode ser obtido pela superposicao de n fungées de influéncia.
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4.2 Distribuicao uniforme

4.2.1 Carga aplicada sobre o semi-espaco.

O caso mais simples de carga distribuida é o do carregamento uniforme.
Neste caso a carga dinamica é aplicada numa faixa de largura 2a centrada
na origem do sistema de coordenadas distribuida com uma intensidade pg
constante entre z = —a e T = a.

Para se determinar o efeito deste tipo de carregamento decompoe-se py em
suas componentes p, e p, nas direcoes horizontal e vertical respectivamente,
como mostrado na figura 4.2. O efeito dessas duas componentes é obtido
pelas fungoes de influéncia do carregamento constante.

r—= o P =

—a a 7SS —a )

Figura 4.2: Componentes p; € p, da carga uniforme

Estas fungoes de influéncia sio obtidas impondo-se nas condigoes de con-
torno do problema tensdes unitarias nas direcoes horizontal e vertical. Para
a carga horizontal unitdria estas condi¢oes de contorno sao dadas por:

oz(zz = 0)=-1,|z| < a,
T2y = D)= 0,z >,
a2,z = 0)=0Q. (4.2)

Para uma carga uniforme unitaria aplicada na direcao vertical as con-
di¢oes de contorno sao dadas por:
onlfz = 0)=0
Ol = D)=—1,jz| <&
gulez = W) =086 (4.3)
A aplicacdo da transformacao integral de Fourier sobre estas condigoes
de contorno resulta para a carga na dire¢do horizontal em:
2sen (Aa)
V2mh
FadXl) = 0 (4.4)

5:2()‘:0) = -
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e para a carga na direcao vertical em:

Orz {/\ao) = 0,
2sen (Aa)

x|

A aplicacao dessas condi¢oes de contorno no problema da carga harmonica
aplicada sobre a superficie do semi-espago transversalmente isotropico resulta
nas seguintes funcoes de influéncia para os deslocamentos e tensaes:

7::(A,0) (4.5)

) 2 1 5 i
— o R SRR
Uer(Z,2) — /0 R (new1e Ns@ae ) cos(6¢x)d¢
21 oo 1
walzz) = = = | E(nﬁe"mz — nse%2%) sen(6¢x)d(
% oo 1 s
; ; — A w2 = —bla2
2 o1 p
- - - —061z _ ST YT Iy
W, (T,2) reud Jo RC(:r;me me ) cos(dCz)dC (4.6)
e
2t o 1
gcz_t:r(-(ruz) = _'?r" 0 ——{”?1 T;’GE—JEIZ == 7?2'725'3*6{22) Sen(ﬁql‘)df
2 =1 ;
TepinlZsZ) = -~/ E(mnae“"f” — manse~%€22) cos(6¢z)d(
; 2t @ 1 .
O’C“I(:L'.Z) = —; g E"?h?}ﬁ(e_éflz —e"s&z)sen(dc.r)d(
2 > 1 N
Oczzz(T.2) = T /o _R:(??l nae” %% — mamse ™22 cos(6¢z)dC
Uczzz(:r-zj - ?_3 - ii’hnz{(e_églz = 6_6&:) sen{d@s)d(
' wJo R." :
: 2 [ 1
Gouldiz) = — — (mamse %1% — namee™%62%) cos(8Cz)dC (4.7)
TJo R,
onde
_ Cmame — mams) (4.8)

sen (6Ca)

O prefixo “c” que aparece a frente dos indices das componentes do deslo-
camento e do estado de tensao indica que as fungoes de influéncia se referem
a uma carga dinamica com distribuicao uniforme (constante).

Da mesma forma que nas fungoes de Green (e por este motivo), pode-se
aqul também demonstrar que u., = —w, para os pontos na superficie do
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semi-espaco (z = (). Isto significa que para os pontos ao longo de z =0 (e
apenas nestes pontos) o tensor de Green e, portanto. o tensor das fungoes de
influéncia é antisimétrico. Vale lembrar que para o caso de carga aplicada
no interior de um espago infinito foi demonstrado no capitulo anterior que
o tensor de Green é simétrico, ou seja, G,, = G, para todos os pontos do
espaco infinito.

4.2.2 Carga no interior do espago completo.

A aplicacao deste mesmo procedimento para o caso da faixa de carga uni-
forme aplicada no interior de um meio infinito (espaco completo) resulta nas
seguintes fungoes de influéncia para os deslocamentos:

. 1 L .
Yer(z,2) = — f — (@, e~ %12 — gre%l2l) cos(6¢2)dC
?1'644(5 0 H(- )
; Iv [ 1
Wee(Z,2) = — *rc': 5 F(e‘éfl Izl _ =912l sen(6¢x)dC
Atdq c
In [ 1
Uez(T,2) = = ) A —[_I—(e_‘s&""' — e~%21#l) sen(6¢x)d¢
We:(,2) = - L —(wye~ %12 — pe%217l) cos(6¢x)dC  (4.9)

HC44(5 0 H(.

e as tensoes ficardo:

. ~ 81 2] ~b622| SC )
gc:cz:c('r:z) = _;‘/0 F(nle — ke )SQD[OCIJdC
[ e 1 ;
chz:c(l'-.z] = _';l i F—_I"_(??.'?re—ts&'z{—n4e_§£2|zl)cos(§ci‘f}d<
ToezalBiz) = —-1/ E(nse“iﬁ'lz'—1;56_05'2'2‘}sen(ég‘;r:)d(
m Jo .
I = 1, : "
gczxz(x:z) = e ﬁ-(ﬂle_OEIlzl_“28‘662”!)(:05[‘5(::5)(1@-
w Jo :
< ] .
Geass(22) = == [ —-(uae 1 — pye™e!) sen(5¢z) dg
7 Jo A
, I ipos 1 —GEalzls .
Oezzz(Z,2) = _;fo E(#Se—é&izl — pge %212y cos(6Cx)dC. (4.10)
onde
g, =m=m) (4.11)
sen (6Ca)

As equacdes (4.9) mostram que para o caso de uma carga distribuida
uniforme aplicada no interior do meio eldstico transversalmente isotrépico
resulta u,., = w,, para qualquer ponto (z,z).
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4.2.3 Carga no interior do semi-espaco

Utilizando-se 0 mesmo processo aplicado nos itens anteriores podem-se obter
também as funcoes de influéncia correspondentes ao caso de carga aplicada no
interior do semi-espaco. Sdo a seguir apresentadas as expressoes das funcoes
de influéncia de uma carga uniforme distribuida horizontalmente no interior
de um semi-espago elastico transversalmente isotrépico:

Uez (T,2)

Wez (Z,2)

U (T,2)

Wz ()

g-‘.'III ("L“ZJ

s P (e

i (5]

Cerzz (T,2)

» 1 Ky -1z =13
+e 1|Z[) +
7TC44(5] {wl ( R

" (&e“&” 6'6‘52“")] cos (6¢z) d¢

_ © 1 K sz g -silel
‘J'TC44(5 /U c [ R o e T

K

206z _ e“‘sfglzq sen (6¢z) d¢

R
e 1 K{ —d€12 —d€y |z

ﬂ'c44§
R»"

1 e 1| Ll i
?TC;;;;(S/(; Hc [WI (Rfe ‘ T

Kf
723 (R’ e 062 e'm'z'” cos (6Cz) d

ﬁe“s&z + 1 e‘“"zll sen (6Cx) d¢

__/°° - {m (ﬁ,,—aflz —amz|)+

i ( Rz o—062z _ e—Jﬁzlzi) sen (6¢x) d(

1 =1 K
__/ == {?}3 (—1—{'6_6&2 + I(i_&llzl) +
K \
N4 ( Rz e %% 4 e_“fg'z')] cos (6Cx) d¢
t [ 1 K .
_i/ e {Ws (Ele—aaz " e—éelM) 4

" (f}{; —06az _ e—éleﬂ)] sen (0Cz) d¢

1 pos 1 15, 81|
B = 2 _ [e~talel ) 4
T /0 H. l# ( R’ ¥ %

(4.12)
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I (—26_55“ 1t Ie_m'z')J cos (6Cz) d¢

RI‘
_ ot e 1 K _seiz _ _—venal
Oczzz (qu) = ﬂ'/; hrc lp’ag (E;E! € —+
K, R
m (ﬁfe_d‘f“ R e-amqﬂ sen (0(z) d¢
_ Lly=1 Ky 52 ~s€ulzl
Teczzz (;II,Z) - ;/0 H.: {“5 (EP —d8 T+
K :
s (F;e_“” + 1 e"éfzmﬂ cos (6Cx) dC (4.13)

As definicoes K, Ky, K], K;, R e R estao dadas no capitulo 3 pelas equagoes
(3.148).

Para se obter as funcoes de influéncia para cargas na superficie do meio
eldstico basta fazer 2’ = 0 o que implica em 2 = 2o = 2] = 2z} = 1.

Muitas vezes é mais comodo adotar-se a origem dos sistema de coordena-
das na superficie superior do meio elastico. Neste caso basta substituir nas
equagoes (4.12) e (4.13) z por z — 2’

4.3 Resultados numéricos

4.3.1 Carga aplicada na supericie do semi-espaco.

A fim de se apreciar a influéncia da anisotropia sobre o comportamento do
meio continuo quando submetido a uma faixa de carga dinamica com distri-
buicao uniforme de intensidade pg, bem como para comparar os resultados
das expressoes aqui deduzidas com os apresentados por outros autores, sao
mostrados neste topico alguns graficos com valores numeéricos calculados.
Neste processo de validacao os resultados sao comparados com valores ob-
tidos pelo método desenvolvido por Mesquita e Romanini [49] para melos
viscoelasticos isotropicos e com valores obtidos pelo método desenvolvido
por Rajapakse e Wang [67] para meios eldsticos ortotrépicos. Este iiltimo
método é similar ao aqui desenvolvido. A diferenca esta na forma da inte-
gracao numérica. Enquanto que o método aqui proposto adota um amorte-
cimento interno no material que faz com que os pontos de singularidade se
afastem do eixo real do nimero de onda normalizado ¢, o método proposto
por Rajapakse e Wang realiza a integra¢ao numeérica por um processo que
trata a variavel de integracdo ( como complexa e adotam uma rota de in-
tegracao dentro do plano complexo que desvia dos polos de (. Assim, para
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que se possam comparar os resultados adota-se aqui uma taxa de amorteci-
mento pequena que tenha pouca influéncia nos valores obtidos. Além disso.
o processo implementado por Rajapakse e Wang simplesmente interrompe
a integracao numeérica num valor finito de ¢ enquanto que o método aqui
proposto utiliza extrapolacao de séries.

Os deslocamentos apresentados estao normalizados sendo representados
nos graficos os valores adimensionais de ©* e w* definidos como:

. UCyq
uw = —
apo
W, .
w o= —= (4.14)
apy

Da mesma forma as tensoes o;; estao normalizadas e nos graficos estao
apresentados os valores adimensionais de o;; definida como:

* Ti5
5= (4.15)

A freqiiéncia circular w estd também representada por uma frequéncia
adimensional normalizada aq definida por:

ap = aé = aw, | £ (4.16)
Caq

Para se poder analisar o efeito da anisotropia. primeiramente foi tomado
um material isotrépico com coeficiente de Poisson v = 0,4. As constantes
elasticas para este material sao:

ci/ca = c33/cs4 = 6.0
C]Q/C44 = C13/C._14 = 4.0 (41?)
A anisotropia é especificada entdao através dos indices n, = c33/cy; e
n3y = (c11 — cq4) /€13, mantendo-se constante o valor de ¢;;. Na determinacéio
dos valores numéricos foi adotado a; = 1 e o amortecimento interno do

material v = 0,01.

Nos graficos das figuras 4.3 a 4.5 estao representados os deslocamentos
normalizados horizontal e veritical ao longo da superficie do semi-espaco de-
vidos a uma carga uniforme de intensidade p, distribuida sobre esta superficie
entre r = —a e £ = a. Os deslocamentos foram calculados para valores do
indice n; = 0,75;1,00 e 1,50 mantendo-se o indice n3 = 1,00. As curvas
correspondentes a n; = nz = 1 representam o comportamento do material
1sotropico.



4.3. RESULTADOS NUMERICOS 79

Nos graficos estdo também mostrados com pontos valores dos desloca-
mentos calculados pelo método desenvolvido por Mesquita ¢ Romanini [49]
para mei1os isotropicos e os calculados pelo método proposto por Rajapakse
e Wang [67] para meios ortotrépicos.

Para o caso isotrépico pode-se notar a concordancia entre os pontos que
representam os resultados obtidos por ambos os métodos (de Mesquita e
Romanini [49], e de Rajapakse ¢ Wang [67]) e as curvas tragadas com os
resultados obtidos pelo método aqui proposto. Para o caso anisotrépico, no
entanto, hd concordéancia entre os resultados obtidos pelo método de Raja-
pakse e Wang [67] e os resultados obtidos pelo método aqui proposto apenas
para os valores de n, = 1,5. Para os valores de n, = 0,75 ha uma consideravel
diferenca entre os resultados. Enquanto as curvas apresentam uma transicao
continua de comportamento quando se alteram os indices de anisotropia, os
resultados representados pelos pontos aparentam descontinuidade de com-
portamento. Isto sugere que o processo de integracao numeérica empregado
por Rajapakse e Wang [67] tenha uma limitagdo quanto a faixa de materiais
que podem ser analisados.

Analisando-se os deslocamentos pode-se verificar que o aumento de n;
provoca uma diminui¢ao das amplitudes e um aumento nos comprimentos de
onda. Isto € de se esperar pois esta-se aumentando ¢33 que representa a rigi-
dez na direcdo vertical e mantendo as outras constantes eldsticas inalteradas.
[sto se traduz num aumento global da rigidez do material. Pode-se perceber
também que esta influéncia nao é uniforme em todas as componentes dos
deslocamentos. A parte real de u}, na origem (z = z = 0) ndo apresenta
grande variacao com n,;, enquanto que a parte real de w, na origem apresen-
ta uma variacao comparativamente maior. Este comportamento € também
conseqiiéncia do aumento de c3;.
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Figura 4.3: Deslocamento horizontal normalizado u;, ao longo da superficie
do semi-espaco para ny = 1,00.
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Figura 4.5: Deslocamento vertical normalizado w;, ao longo da superficie do
semi-espaco para ns = 1,00.
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Para se analisar o efeito do indice ny foram construidos os graficos das
figuras 4.6 a 4.8 onde estao representados os deslocamentos normalizados
horizontal e veritical ao longo da superficie do semi-espago para valores do
indice n3 = 0,80; 1,00 e 1,50 mantendo-se o indice n, = 1,00.

Aqui novamente se repetem as observacoes feitas quanto a comparacao
entre os resultados obtidos pelo método aqui proposto e os métodos de Mes-
quita ¢ Romanini [49] e de Rajapakse e Wang [67]. Ha concordancia entre
0s trés processos de cdlculo para o material isotrépico. Para o material ani-
sotrépico a concordancia ocorre apenas para ng = 1,5. Para o material com
ns = 0,8 a diferenca entre os resultados obtidos pelo método de Rajapakse
e Wang [67] e os resultados obtidos pelo método aqui proposto é bastante
grande.

Pode-se verificar aqui também que a um aumento do indice n3 corres-
ponde uma diminuicao das amplitudes dos deslocamentos e um aumento
nos comprimentos de onda. percebe-se uma grande similaridade entre estes
graficos e os das figuras 4.3 a 4.5. Porém agora ambos os valores da parte
real de u}, e de w}, na origem parecem pouco afetados pelo valor de n;.
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Figura 4.8: Deslocamento vertical normalizado w;, ao longo da superficie do
semi-espaco para n; = 1,00.
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Para se analisar as tensoes provocadas pela carga distribuida na superficie
do semi-espaco no interior do meio transversalmente isotrépico foram cons-
truidos os graficos das figuras 4.9 e 4.10 que mostram as tensoes normalizadas
ol... € oo, respectivamente ao longo do eixo z, para ap = 1. Além dessas.
a 1nica outra componente das tensdes que ndo se anula ao longo de z =0 ¢
Oczz:- ESta componente apresenta um comportamento similar ao de 0. €
Ocszz- Os graficos da figura 4.9 mostram a influéncia do indice n; nas tensoes,
enquanto que os graficos da figura 4.10 mostram a influéncia do indice ns.
Pode-se aqui também verificar um aumento dos comprimentos de onda para
um aumento tanto de n, quanto de n3. As amplitudes das tensoes, por sua
vez, Nao apresentam um comportamento tao constante. Para a tensao o/,
um aumento de n; ou de n3 implica numa diminuicao das amplitudes, en-
quanto que para o, as amplitudes parecem aumentar quando os indices n;
e ny se afastam da unidade.

Um detalhe que pode ser salientado é o comportamento de o;,,, logo
abaixo da superficie de aplicagdo da carga. Nota-se que hd inicialmente
um pequeno aumento em o.,,, logo abaixo da superficie e logo apos esta
componente da tensdo diminui com a profundidade. Como o7,., (0,0) = —1
ocorre que logo abaixo da superficie de aplicagao da carga vertical uniforme
p, a tensdo vertical é ligeiramente superior (em valor absoluto) a ela. Este
comportamento nao ocorre com o.,,.. Logo abaixo da superficie de aplicacao
da carga ja ha uma diminuicao do valor da tensao.

Nos graficos das figuras 4.9 e 4.10 estao também representados por pon-
tos resultados obtidos pelo método proposto por Rajapakse e Wang [67].
Observa-se nas tensoes o mesmo comportamento notado nos deslocamentos.
Os resultados sao praticamente coincidentes nos dois métodos para o mate-
rial isotropico. J4 no material anisotropico esta coincidéncia se da apenas
para valores maiores de n; e de n3. Para n; = 0,75 aparecem divergencias
entre os resultados do método de Rajapakse e Wang [67] e o método aqui
desenvolvido, pricipalmente na parte imaginaria de o/, e parte real de o, ..
Quando n3 = 0,8 este comportamento se repete.

Os graficos das figuras 4.11 a 4.12 apresentam uma visao do comporta-
mento das componentes ¢;,,, € 0,,, no interior do semi-espago através de
uma representacdo tridimensional dos valores da parte real destas compo-
nentes para —3 < z/a < 3 e 0 < z/a < 2, para um material com n, =15 e
ns = 0.8. A freqiiéncia normalizada aqui também ¢é aq = 1. Pode-se observar
que apesar de as duas componentes apresentarem o mesmo valor ao longo de
z = 0 (por imposicao das condi¢bes de contorno) a distribuicao destas tensoes
abaixo da superficie ¢ bastante diferente nos dois casos. A componente o/, .,
apresenta uma distribuicdo mais “espalhada” enquanto que a componente
o*, . apresenta uma distribuicdo mais “concentrada” sob a carga.

CZZZ
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Figura 4.11: Tensées normalizadas o,,, no interior do semi-espago para

CIrzZI
ny=15en; =0,8.
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Os limites inferiores para a variagao de n; e de ns foram escolhidos de
tal forma que a constante v = 1 + a3 — k* > 0. Isto foi adotado pois foi
notada uma descontinuidade na parte imaginaria dos deslocamentos e das
tensoes quando se variam n; e ny de tal forma que v se aproxima de zero.
Este comportamento pode ser visto nos graficos da figura 4.13 que mostra
o deslocamento normalizado u}, para valores de y entre -0,6 e 0,6. Pode-
se perceber a mudanca brusca no comportamento da parte imaginaria do
deslocamento quando vy passa pelo zero. A parte real, por outro lado, nao
apresenta esta descontinuidade. Deve-se salientar que para o material iso-
trépico v = 4(1 —v) /(1 —2v) > 4, ou seja, o material isotropico nunca
apresenta este comportamento. Esta descontinuidade aparece também na
parte imaginaria das outras funcoes de influéncia dos deslocamentos e das
tensoes. Payton [56] também notou mudancas de comportamento do mate-
rial transversalmente isotropico influenciadas pela combinacao de diferentes
valores de a, 3 e =, tendo dividido este comportamento em cinco classes
diferentes. No entanto, como naquele trabalho foi analisado o comportamen-
to do material anisotropico sob o efeito de cargas dindmicas instantaneas.
no dominio do tempo, é dificil estabelecer um paralelo entre os resultados
obtidos por Payton e as observacoes feitas aqui.

Esta descontinuidade observada provavelmente estd ligada a uma mu-
danca brusca no comportamento das ondas eldsticas que se propagam no
interior do meio transversalmente isotropico. Sao necessdrias investigacoes
adicionais para se esclarecer melhor as causas deste comportamento.
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Figura 4.13: Deslocamento horizontal normalizado u}, ao longo da superficie
do semi-espaco para —0,6 < v < 0,6.
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4.3.2 Carga aplicada no interior do espago completo.

Nas figuras 4.14 a 4.17 estdao mostrados graficos dos deslocamentos norma-
lizados u, e w}, ao longo de z = 0 para uma carga harmonica uniforme
aplicada no interior de um meio infinito (espaco completo) para a mesma
variagdo de n; e de n3 e para a9 = 1 (u}, = w., = 0 para z = 0). Pode-se
observar um comportamento semelhante ao observado para a carga aplicada
sobre o semi-espaco.

Estdo representados nas figuras 4.14 a 4.17 resultados obtidos pelo pro-
cesso aqui apresentado e resultados de dois outros métodos. Estao mostrados
deslocamentos obtidos por integragdo numérica da solucao analitica forneci-
da por Manolis e Beskos [47] para linha de carga concentrada aplicada no
interior de um meio eldstico isotrdpico infinito e deslocamentos obtidos pe-
lo método de Rajapakse e Wang [67]. Pode-se perceber que para o caso
isotréopico os trés meétodos fornecem resultados bastante préoximos.

Para o caso anistropico, também aqui foram comparados os resultados
com valores obtidos pelo método de Rajapakse e Wang [67]. As diferengas
entre os resultados obtidos pelo processo aqui proposto e pelo método de Ra-
japakse e Wang ja observadas se repetem também no caso de carga aplicada
no interior de um meio infinito. As diferengas entre os resultados sao bem
mais acentuadas para a componente %}, do que para w;,. Para u}, aparecem
diferencas entre os resultados para todos os valores de n, e n;. Estas dife-
rencas, no entanto, sao mais acentuadas para n, = 0,75 e n3 = 0,8. Para os
outros casos analisados as diferencas entre os resultados sao bem menores.
Quanto a w;,, as diferencas observadas entre os resultados obtidos pelos dois
métodos sao bem menores, havendo uma virtual coincidéncia de valores para
ny = 1,0, ny = 1,5 n3 = 1,0 e ny = 1,5. Para os valores de n; = 0,75 e
ny = 0,8 aparecem diferencas visiveis, ainda que moderadas.
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Figura 4.15: Deslocamento vertical normalizado w;, ao longo de z = 0 (es-
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Figura 4.16: Deslocamento horizontal normalizado u;, ao longo de z = 0
(espago completo) para n; = 1,00.
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Figura 4.17: Deslocamento vertical normalizado w?, ao longo de z = 0 (es-
paco completo) para n; = 1,00.
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4.3.3 Carga aplicada no interior do semi-espaco.

Para se analisar o comportamento das fung¢oes de influéncia de carga com
distribui¢ao uniforme aplicada no interior de um semi-espaco eldstico trans-
versalmente isotropico foram tracados os graficos das figuras 4.18 a 4.21.
Estes graficos representam os deslocamentos normalizados u},, w,, u,, e
w?, ao longo do plano z/a = 1 para uma faixa de carga uniforme de lar-
gura 2a, distribuida na direcao horizontal, centrada em (z/a = 0,z/a = 1)
(a origem do sistema de coordenadas zz foi adotada na superficie superior
do semi-espago). Sao apresentados resultados referentes a dois materiais.
Um deles isotrépico com v = 0,4 e outro transversalmente isotrépico com
ci11/caq = 6, ny = 1,5 e n3 = 0,8. Para os dois materiais é utilizada uma
taxa de amortecimento interno v = 0,01. Os resultados se referem a uma
frequéncia normalizada ag = 1.

A analise destes resultados mostra que para a componente u’, (desloca-
mento horizontal devido a componente horizontal da carga) as curvas obtidas
para os dois materiais sao quase coincidentes. Isto se deve ao fato de que
ambos tém o mesmo valor de rigidez horizontal expresso por ¢;;/cyy. Por
outro lado as curvas que representam a variacao da componente vertical w;,
devida a componente vertical da carga para os dois materiais mostra uma
maior influéncia da anisotropia. O material anisotropico apresenta menores
amplitudes de deslocamento vertical e maiores comprimentos de onda. Isto
se deve a maior rigidez deste material em relacdo ao material isotrépico com
relagdo a c33/css- Quanto as componentes “cruzadas” wy, e ul,, estas apre-
sentam um comportamento intermedidrio. As amplitudes dos deslocamentos
do material anisotrépicos sio apenas ligeiramente inferiores s amplitudes
do material isotropico e os comprimentos de onda também sao ligeramente
maiores para o material anisotropico.

Aqui também foram comparados os resultados obtidos com valores calcu-
lados com o método de Rajapakse e Wang [67]. Estes valores estao represen-
tados como pontos marcados nos graficos com simbolos “*” (caso isotrdpico)
e com simbolos “+" (caso anisotrépico). Pode-se verificar que a concordancia
entre os resultados obtidos pelos dois métodos é bastante boa. Nao apare-
cem aqui as diferencas notadas nos outros casos de carga sobre a superficie
do semi-espago e no interior do espago completo. Isto é devido ao fato de que
aqui nao estao apresentados resultados referentes a um material mais flexivel,
tal como o dado por n; = 1 e n3 = 0,8 analisado naqueles itens. Para este
material também surgem diferencas grandes entre os resultados obtidos pelos
dois métodos.

A figura 4.22 apresenta grdficos que mostram a variacao das componentes
da tensao o,, e o7,,, ao longo do eixo vertical z. No calculo das curvas

CTZT
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apresentadas foram utilizados os mesmos materiais e os resultados se referem
4 mesma frequéncia ay adotada no calculo dos deslocamentos. O primeiro
fato que se nota da andlise desses graficos é o salto unitdrio no valor de ambas
as componentes (parte real) em z = 1. Esta é a profundidade de aplicagao da
carga uniforme e o salto corresponde ao valor da carga aplicada. Outro fato
que se nota ¢ a maior influéncia da anisotropia na componente o7, ... Isto
tem a mesma causa citada na analise dos deslocamentos. Os dois materiais
tém o mesmo valor de cy;/cyy e valores de c33/cqs diferentes. O material
anisotrépico analisado possui uma maior rigidez na direcao vertical.

Nestes graficos sao também apresentados como pontos resultados calcula-
dos pelo método de Rajapakse e Wang [67]. Pode-se perceber a concordancia
entre os dois métodos para os dois materiais analisados.
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Figura 4.18: Deslocamento horizontal normalizado ]
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Figura 4.19: Deslocamento vertical normalizado w, ao longo de z/a = 1
para carga aplicada no interior do semi-espaco.
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Figura 4.20: Deslocamento horizontal normalizado u, ao longo de z/a = 1
para carga aplicada no interior do semi-espago.
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Figura 4.21: Deslocamento horizontal normalizado w], ao longo de z/a =1
para carga aplicada no interior do semi-espago.
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4.4 Distribuicao polinomial

O processo descrito no item anterior pode ser estendido para outros tipos de
distribuicao da carga [7|. Se esta carga apresentar uma distribuigdo repre-
sentada por um polinomio de grau n da forma:

p(2) = po + p1& + oz’ + - -+ + ppa” (4.18)

ao longo de uma faixa de largura 2a entdo seu efeito pode ser determinado
pela superposicao de n funcées de influéncia.

Para se determinar estas funcoes de influéncia propéem-se as seguintes
distribui¢Ges unitarias de carga:

gp(z) = 1
q1 (T] = s
a
.2
w(@) = 5
gn (z) = Z—:,lesa (4.19)

Estas distribuigoes estdo ilustradas na Figura 4.23.

I ET1 = —a L/ll z hJ/ll z
—a a I//I a —a a
31
o 1 Uy

Figura 4.23: Distribui¢ées unitérias ¢;(z).

Uma carga com distribui¢ao quadratica, por exemplo, especificada pelas
intensidades t,, {y e t.em z = —a, £ = 0 e £ = a conforme mostrado na
Figura 4.24, pode ser expressa por uma fun¢do polinomial da forma:

p@)=co+car+cr*;, —-a<z<a (4.20)

Fazendo p (—a) = t,, p(0) = t, e p(a) = t. obtem-se:

2

I I
p(r) = —5(t. — 2 o) — — (ty —t:) +t 4.21
P(2) = g (ta = 2y 1) = o= (ta—t) +1 (4.21)
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Pode-se entdo expressar p (x) como:

p(z) = % (32 (z) — g1 (z)] ta + 20 (z) — @2 (z)] ts + % g2 (z) + 1 (z)] te (4.22)

te
ta
Y T

— a

Figura 4.24: Exemplo de carga com distribuigdo quadratica

Assim, o efeito de p (z) pode ser determinado por uma combinagao equi-
valente das funcoes de influéncia de ¢; (z) ,z = 0,1,2.
Aplicando-se a transformacao integral de Fourier em g; (z) obtem-se:

() = 2 sen Aa
ol A \/2_7r 3
. 21 Aacos Aa — sen Aa
2 RN
@1 (A) o g
2 (A20% — 2)sen \a + 2Aa cos Aa _
I (A) = 4.2
2 () 21 Ma? (423)

Pode-se verificar que §; (z) apresenta apenas a parte real nao nula e ¢ uma
funcao par para : = 0,2,...2k e ¢, (z) apresenta apenas a parte imaginaria
nio nula e é uma funcao impar para ¢ = 1,3, ...2k+1. Este fato €¢ importante
pois permite que se execute a transformacao integral inversa utilizando-se
apenas a parte positiva do eixo (.

Para se obter as funcoes de influéncia das cargas . utilizam-se as equagoes
(4.23) como condigdes de contorno, como mostrado no item anterior para
go. Obtém-se assim as seguintes funcoes de influéncia para o deslocamento
devido a uma faixa de carga com as distribui¢oes g e g2 aplicadas sobre o
semi-espago:

21

00
ug(z,2) = *m/ﬂ —R—(T?ai‘lﬁ’"&m — ns@ae” %) sen(6¢x)dC
44 !

—
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2 ol
wie(2) = = [T (e — e ™36) cos(3(z)d
2 o | 5 ] .
u(z,2) = _*rr“di?a/o E(TM@IB_J&‘ — 13@oe %) cos(6¢z)d(
22 o 1
w(z,2) = Tcasd?a Jo E{.me—aﬁlz_nSP_agzz)Sen(éCI.’dc (4.24)

onde o prefixo [ que aparece nos subindices indica a distribucdo linear do
tipo ¢ (z) da carga e:

_ ¢ (mams — 1ams) ,
= daC cosd0Ca — sen d(a (4.25)
e

) - 2 v § - —d€z - =&z y ’
U,qz(;?f,,;.) = —m [} E(r}ﬁwle — MNzlo€ ) COS([}C:T:)Q’C

il q

2z oo ] T G0z .

Wee(z,2) = q"rc44c5r12/o R—(T?se %12 — nse~?%%) sen(6¢z)d¢

L q
F — 22 = 1 = —'Jflz = —6622 iy
ug:(z,2) = ?TC“(SQQ/G R, (ma@re T3wse ) sen(d¢x)dC

e
Wo:(2,2) = frc44(502/u

onde o prefixo ¢ que aparece nos subindices indica a distribuicdo quadratica
do tipo ¢; (z) da carga e:

e 1

7 (me™%* — n3e™%**) cos(6¢z)dC  (4.26)
q

_ ¢ (mams — nams)
Ry = (62¢2a? — 2) sen (6Ca) 4 26Cacos (6Ca) (4.27)

As fungoes de influéncia das tensGes para este caso e as funcoes de in-
fluencia dos deslocamentos e tensées de outros casos podem ser obtidos da
mesma forma.

Este processo de se obter a influéncia de uma carga distribuida polinomi-
al difere ligeiramente daquele utilizado comumente no método dos elementos
de contorno. Utilizam-se normalmente func¢ées de forma que assumem va-
lor unitdrio num dos pontos onde a carga serd determinada e valor nulo nos
outros pontos. No entanto pode-se perceber pela equacio (4.22) que as par-
celas que multiplicam as componentes #,, ¢, e t. da carga sio na verdade
fungoes de forma de uma distribuigdo quadratica e, portanto, as fungées de
influéncia dessas fungoes de forma podem ser obtidas pela soma das fungoes
de influencia das distribui¢des ¢, correspondentes. Em ambos os casos sdo
necessarias 3 fungoes diferentes para representar a carga distribuida. Se fos-
se, porém, aplicada a transformacao de Fourier diretamente sobre as funcoes
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de forma, seriam obtidas funcoes transformadas com componentes pares e
impares que deveriam ser separadamente utilizadas na transformacao inver-
sa, duplicando o esfor¢co computacional necessario.

Para se demonstrar a viabilidade do processo descrito, tomou-se um exem-
plo de carregamento com distribuigdo quadratica com ¢, = 3py/4, tp, = po/2
e t. = po aplicado sobre a superficie do semi-espaco transversalmente iso-
tropico. As constantes eldsticas do meio sdo ¢j/cye =6, 71 = 1,2 e n3 =09.
Nas figuras 4.25 a 4.28 estao mostrados graficos que representam os deslo-
camentos normalizados ao longo da superficie do semi-espago devidos ao
carregamento. As linhas continuas e tracejadas representam a parte re-
al e imagindria dos deslocamentos calculados pela combinacao das funcoes
de influéncia, como descrito acima, enquanto que os pontos marcados com
simbolos representam os deslocamentos calculados através da integracao das
funcoes de Green ponderadas pelo carregamento. Para esta ultima integracao
foi utilizada também uma rotina numeérica adaptativa do pacote QUADPACK
[58].

0.4 T T 1

PI(I')/ID —
i Re(ul) —

Figura 4.25: Deslocamento normalizado u} ao longo de 2 = 0 obtido pelas
funcoes de influéncia (— e - -) e por integracao das funcoes de Green (< e
+)

Pela andlise dos resultados obtidos pode-se perceber uma completa con-
cordancia entre os dois processos de cdlculo. A diferenca entre eles fica res-
trita ao numero de operacoes envolvidas no calculo. Este numero pode ser
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0.15

0.1

0.05

-0.15

Figura 4.26: Deslocamento normalizado w} ao longo de z = 0 obtido pelas
fungdes de influéncia (— e - -) e por integracdo das fung¢des de Green (< e
+)

Figura 4.27: Deslocamento normalizado ] ao longo de z = 0 obtido pelas
funcées de influéncia (— e - -) e por integracao das fungoes de Green (< e
+)
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Figura 4.28: Deslocamento normalizado w] ao longo de z = 0 obtido pelas
funcoes de influéncia (— e - -) e por integracao das funcoes de Green (O e
i

analisado pela comparacgao entre os tempos dispendidos na determinacao fei-
ta através de cada um desses processos.

A tabela 4.1 mostra o tempo relativo necessario para a determinacao de
cada uma das parcelas do deslocamento. Este tempo relativo € a razao entre
o tempo computacional dispendido para o célculo através da integragao das
funcoes de Green e o tempo dispendido pelo calculo executado pela super-
posicao das func¢oes de influéncia.

Tabela 4.1: Relacdo entre os tempos computacionais necessarios para o
calculo dos deslocamentos através de integracao das funcoes de Green e
através de superposicao de funcgées de influéncia
z/a] 1,0[2,0][5,0]10,0]20.0
Tempo relativo

u. |31,3158]60] 55] 59
w: | 555962 55| 5.7
w' 31,9 5559 59| 5.8

Pode-se perceber que o calculo feito pela integracao das funcces de Green
exige um tempo em média seis vezes maior que o calculo feito pelas fungoes de
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influéncia, exceto pelas componentes u} e w} para z/a = 1 quando o tempo
necessario ultrapassa trinta vezes. Este tempo maior em z/a = 1 se deve
ao fato de que o ponto de observacgao se encontra na extremidade da rota de
integragao [—a,a]. As componentes G, e G, do tensor de Green apresentam
uma singularidade no ponto de aplicagdo da carga, como visto no capitulo
anterior. As rotinas de integracao numérica do pacote Quadpack realizam
esta integracao utilizando um processo adaptativo que ¢ capaz de lidar com
problemas deste tipo desde que a integral improdpria seja convergente, como
este caso. No entanto, elas sao obrigadas a calcular a funcao em um numero
muito maior de pontos na regiao proxima a z/a = 1 para se atingir a precisao
requerida.

4.5 Cargas distribuidas no plano vertical

Uma limita¢ao importante do uso do método apresentado até aqui é o fato de
que so é possivel obterem-se funcoes de influéncia para cargas distribuidas ao
longo do eixo z (plano horizontal), mesmo para cargas aplicadas no interior do
meio continuo. No entanto muitas vezes é necessario determinar a influéncia
de cargas distribuidas ao longo de outros planos, principalmente ao longo
do plano vertical, no interior do meio elastico. Um exemplo é a analise de
fundagoes enterradas.

Para o caso de carga aplicada no interior do meio infinito (espago comple-
to) é possivel determinar as func¢oes de influéncia de cargas distribuidas no
plano vertical por um processo inteiramente similar ao ja apresentado. Para
isto aplica-se a transformacao de Fourier na coordenada z desde o inicio. As
expressoes assim obtidas sao completamente similares as aqui apresentadas
apenas com a inversao da posi¢ao de o com 3 e de  com z.

No caso de cargas distribuidas no interior do semi-espaco. porém, este
método nao pode ser aplicado pois 0 melo é semi-infinito e nao infinito na
direcdo z. Assim, nestes casos € necessaria a integracao da funcgao de Green
ao longo do plano de aplicacao da carga.

Para este caso supoe-se inicialmente uma faixa de carga unitaria com
distribui¢cao uniforme no plano vertical, de largura 2a, centrada no ponto
(0,20), aplicada nas diregoes vertical e horizontal no interior do semi-espago
como mostrado na figura 4.29.

Neste caso as func¢oes de influéncia para os deslocamentos serao dadas

por:

2p+a

ug (r,2) = / G (z,2,2") dZ’

n—a
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o]

Figura 4.29: Carga uniforme distribuida na direcao vertical no interior do
semi-espaco

Zi iQ
we (z,2) = /O+ G, (x,2,2') d2 (4.28)
Z0—0a
onde G, e G’,; sao as funcoes de Green para os deslocamentos horizontal
e vertical para carga aplicada no interior do semi-espago na direcao 1 =
r,z a uma distancia vertical z' da superficie. Aqui a origem do sistema de
coordenadas fol tomado na superficie do semi-espac¢o, e nao no ponto de
aplicacao da carga. Assim nas expressoes das funcgoes de Green deduzidas no
capitulo anterior deve-se substituir z por z — 2.

As integrais em z' de (4.28) podem ser deterninadas de forma explicita.
Primeiramente separam-se das expressoes das funcoes de Green a parcela de
influéncia do meio infinito Gp e a parcela de influéncia da superficie livre
GRZ

G;:; = Gpp +GRai
Gﬂz: = GDZI+GRZI; :';:"E-JZ (429)

As expressoes de GGp sao as mesmas obtidas para linha de carga concen-
trada aplicada no interior de win meio infinito. Assim, a integracao desta
parcela resulta igual as func¢oes de influéncia determinadas para uma faixa
carga uniforme distribuida no plano vertical no interior de um meio infinito.

Restam entdo as integrais correspondentes as parcelas G'r. As parcelas
(G r sdao dadas por:

1 0~ ] o .
Giie (@857 ) = / H. (5’1—6 (2=7) | g, —Ze02(z= })
0 T

2?TC44 :
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1 0 % K, _; ' Ky _; p
Gras md) =~ [T (e + eat)
A l44 T

sen (8¢z) dC
K.; —dé1(z—2") Ké —d€alz—2")
sen (d¢z) d¢

GRIZ (i",Z,Z’) =

2?TC44 0 HI

1 oo ] Kl’ Kr
Gr.o (352,2) = — Wl W oy g e —062(2—2)
ez ( ) 2meqq Jo Hy (‘H R © T R

cos (6¢z) d¢ (4.30)

Portanto o efeito da superficie livre ug e wgp nas funcoes de influéncia
sera dado por:

_ zpt+a h’l 5 F B K- '
Upe (T,2) = s T2l —deilz—al) qom. T2 s—0balz—z 1) dz'
Rz (T.2) f /z (wlRe +ngR€ z

0—a H
cos (8Cx) d¢

Wy (T,2) = — 1 /oo /ZOH — (&e_‘sf‘("_z’J + &6_652{2‘2’)) dz'
273'6‘44 0 zp—a Hx R R

sen (0¢z) dC

Z()+G : : ’ K’ r
Ug, T,z / / *_’-_8—551(2—::) +_28—6§g(z—zj (i
% ( ) 27TC44 zp—a H ( R R

sen (6Cz) dC

. 1 oo pzot+a ] Kl 5¢ Kr N
w T.2)= e 3 e 081(2— z') S12 —déa(z—2") dz'
Rz( ,2) 2:’?044/0 ]zo_a H, (un R + wo R 2e Z

cos (6¢z) dC (4.31)

?TC44

As parcelas K|, K3, K} e K}, dependem de 2’ e estao definidas no capitulo
anterior. Sao aqui repetidas estas definicoes:

Ky = (m3n6 + nans) 6_26&;’ 2nymee 61 HE2)

Ky, = (mam+ mams) e~ 207 — 2pynge0G+e?

K] = (uspe + paps)e ~B67 _ Juapee” 8(61-+62)2'

Ky = (uape + paps) ™27 — 2pgpgetE1+e)? (4.32)

Como a integracdo em 2’ envolve apenas parcelas do tipo exp (kz'), de ficil
obtencdo da solucao analitica, é necessaria apenas a integra¢ao numeérica em
(. Este resultado é entdao somado as fungoes de influéncia de faixa de carga
uniforme distribuida no plano vertical de um meio infinito.

Para as tensoes o procedimento é o mesmo. Separa-se a influéncia da
superficie livre, integra-se esta influéncia em 2’ e soma-se o resultado a solucao
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das fungoes de influéncia para carga distribuida no plano vertical no interior
de um meio infinito.

A separacdo das fungoes de Green em duas parcelas apresenta algumas
vantagens. Em primeiro lugar evita-se na integracio analitica em z’ os termos
em que aparece |z — 2'|. Na integracdo a fun¢iao médulo deve ser desmembra-
da em duas, uma para a parte positiva e uma para a parte negativa, quando
a coordenada z do ponto de observacao se encontra entre as extremidades
da faixa de carga. Isto equivale a uma subdivisao do intervalo de integracao
em dois subintervalos. Nestes casos o esfor¢o computacional é duplicado pois
havera duas integrais numéricas a serem executadas. Além disso, quando a
coordenada z do ponto de observacao coincide com uma das extremidades
podem surgir problemas de natureza numérica na decisdo de se dividir ou
nao o intervalo de integracao.

Outro problema evitado se refere as componentes o, € 0., das funcoes
de Green. Para uma carga aplicada no plano vertical estas sao as compo-
nentes em que se impoem as condigoes de contorno no plano de aplicacao
da carga. Assim nas fungdes de influéncia para carga distribuida uniforme
aplicada no plano vertical deve haver um salto unitario nestas componentes
quando se atravessa o plano vertical em qualquer ponto entre os extremos da
faixa de aplicacao dessa carga. Como o dominio é simétrico em relagao ao
eixo vertical e a carga é aplicada ao longo deste eixo de simetria, este salto
unitario se distribui igualmente entre os dois lados do plano de aplicacao da
carga. No entanto, as expressoes das funcoes de Green dessas componentes
mostra que ambas sao nulas para z = 0. Ao se integrar estas expressées em
2" as fungoes de influéncia também resultarao nulas para z = 0, o que estd
incorreto. A separacdo em duas parcelas evita este erro pois as fungoes de in-
fluéncia para carga aplicada no plano vertical no interior de um meio infinito
reproduzem este salto unitdrio nas componentes .z € 0;.., e a influéncia
da superficie livre nessas componentes ¢ nula para z = 0.

Na figura 4.30 estdo mostrados gréficos que representam a variacao das
componentes normalizadas o} . e ¢! ., ao longo do plano horizontal dado
por z = a devidas a uma faixa vertical de carga, de largura 2a, aplicada a
uma profundidade zy = a no interior de um meio eldstico semi-infinito. Sao
apresentados resultados obtidos para um material isotropico com v = 0,4 ¢
para um material transversalmente isotrépico com cyy/cay = 6; 7y = 15 e
ns = 0,8. Para ambos os materiais é adotada uma taxa de amortecimento
interno v = 0,01. Os resultados apresentados se referem a uma frequéncia
ap = 1.

Pode-se verificar que a influéncia da anisotropia é maior em o7 ,.. Isto
é devido a diferenca na rigidez vertical entre os dois materiais. Pode-se
também comprovar o salto unitario que ocorre para x = 0. Devido a simetria
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do problema em relagdo ao eixo vertical as fungoes de influéncia para estas
componentes da carga resultam impares.

Outro fato que se nota é o pequeno aumento em o;,,, nas proximidades
da carga, repetindo o fato ja notado na analise dos resultados das tensces
provocadas por uma faixa horizontal de carga aplicada sobre o semi-espaco.
Este aumento nao € notado em o_,, 0 que significa que esta componente se

Crzz
espalha mais ao se afastar da faixa de carga.

4.6 Consideracoes finais

Neste capitulo estao apresentados o desenvolvimento e os resultados de fungoes
de influéncia de cargas distribuidas na superficie e no interior de meios
elasticos transversalmente isotrépicos.

Para cargas distribuidas horizontalmente sao obtidas fun¢oes de influencia
que podem reproduzir o efeito de carregamentos com distribuicao polinomial
através da superposicao de efeito de cargas mais simples.

Para cargas distribuidas verticalmente sdo deduzidas fung¢oes de influéncia
para distribuigao uniforme de carga aplicada no interior do semi-espago elas-
tico. Pode-se também obter pelo mesmo processo func¢des de influéncia de
cargas verticalmente distribuidas no interior de uma camada eldstica apoiada
sobre base rigida e para outros tipos de distribui¢ao do carregamento.

Os resultados obtidos para carga uniforme distribuida horizontalmente
sao comparados com resultados obtidos por métodos desenvolvidos por Mes-
quita e Romanini [49] para materiais viscoeldsticos isotropicos e por Ra-
japakse e Wang [67] para materiais eldsticos transversalmente isotropicos.
Para o caso de material isotrépico os resultados obtidos pelos trés processos
apresentam boa concordancia. Para materiais anisotropicos. porém, os re-
sultados obtidos pelo método de Rajapakse e Wang [67] apresentam grandes
diferengas em relagao aos resultados obtidos pelo método aqui apresentado
no caso de materiais com menor rigidez. Esta diferenga aparentemente é
causada pelo processo de integragdo numérica empregado ne método de Ra-
japakse e Wang [67]. Para materiais transversalmente isotrépicos com maior
rigidez, por outro lado, os resultados obtidos pelo método de Rajapakse e
Wang [67] apresentam boa concordancia com os resultados do método aqui
proposto.

Para cargas distribuidas ao longo de outras diregoes quaisquer, além das
direcoes horizontal e vertical, sdo necessarias dedugoes adicionais. Estas
dedugdes, bem como resultados obtidos para estes casos, estdo apresentados
no capitulo seguinte.
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Figura 4.30: Tensoes normalizadas ¢, € 0;,,, ao longo de z = a para
faixa de carga uniforme distribuida verticalmente no interior de um meio
semi-infinito.



Capitulo 5

Funcoes de Green para Meios
com Eixo de Simetria Inclinado

5.1 Apresentacao

Em geral, a andlise do comportamento de meios eldsticos ortotrépicos e trans-
versalmente isotrdpicos é feita adotando-se a hipotese inicial de que o eixo de
simetria do material (no caso ortotrépico os eixos principais) coincide com
um dos eixos do sistema de coordenadas adotado. Sao dois 0os motivos que
levam a adocao dessa hipdtese. Em primeiro lugar no caso de materiais de
origem geolégica a orientacao do eixo de simetria é em geral vertical, sen-
do mals raros os casos em que a orientagao ¢ outra. Em segundo lugar, a
consideragao de um eixo de simetria inclinado torna o problema bem mais
complexo, tanto do ponto de vista analitico como do numeérico. A matriz das
constantes elasticas de materiais anisotropicos ¢ dependente do sistema de
coordenadas adotado para descreve-la, como ja visto, e para meios transver-
salmente isotrépicos uma rotagao neste sistema de coordenadas resulta numa
matriz c;; cheia, com todos os seus elementos diferentes de zero. Embora o
numero de constantes elasticas independentes entre si nao se altere, em ter-
mos analiticos a complexidade do problema é equivalente ao de um caso mais
geral de anisotropia.

No entanto, o desenvolvimento de solugoes para funcoes de Green e funcoes
de influéncia para casos em que o eixo de simetria do material nao coinci-
de com o sistema de coordenadas, tem interesse. Em primeiro lugar nao ¢
impossivel que na natureza o meio se apresente com uma inclinacao do eixo
de simetria em relacdo a vertical. Isto é mais provavel no caso de rochas
metamorficas e de solos resultantes de alteragao desse tipo de rochas. Mes-
mo para materiais sedimentares os processos geologicos podem levar a uma

119
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inclinacao das camadas. Além disso, para se obter fun¢oes de influéncia de
cargas distribuidas ao longo de planos inclinados no interior de um meio infi-
nito é util a deducgao de solucoes gerais dos deslocamentos e das tensoes para
um sistema de coordenadas inclinado.

Neste capitulo sao apresentadas as solucoes gerais para os deslocamentos
e para as tensoes no interior de um meio transversalmente isotropico e em
seguida sao desenvolvidas as solucoes para as funcoes de Green e para as
funcoes de influéncia para os casos de carga dinamica harmonica aplicada na
superficie de um espaco semi-infinito e de carga dinamica harmonica aplicada
no interior de um espaco infinito.

5.2 Equacoes gerais

Seja um meio eldstico transversalmente isotrépico com eixo de simetria ver-
tical paralelo a direcao z de um sistema de coordenadas z,z. Deseja-se obter
as equacoes gerais de movimento segundo um sistema de coordenadas z’,z’
obtido de uma rotacao # do sistema de coordenadas original. Os desloca-
mentos u’ e w’ nas diregées =’ e z' podem ser expressos em funcgdo de u e w
por (figura 5.1):

u' = wucosf —wsend
w' = wusen# + wcosb (5.1)
portanto:
v = u cosf+ w' senf
w = —u'send+w' cosd (5.2)

Assim o valor das derivadas parciais de segunda ordem de u e de w podem
Ser expressas como:

% = ?COS 9+26626’!sen6’c05 9+giu’ sen®fcos +
223: sen f cos® 0 + 03:8; sen” 0 cos 6 + %?%r sen’ #
g;t = %sen 90056—28826;,%116005 9+-§;(OS 8+
?;i sen’ f — ‘BBizg; sen” f cos 0 + cglw’ sen @ cos” f
*u 0’ 0%u  O*u

or'? 022

e = O,a’(coszﬁ’—sengﬁ)cosﬂ—(
0z )z’ 02

) sen f cos? 6 +
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u

Figura 5.1: Rotagao do sistema de coordenadas
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0w 5 5 2w 5w’
9% 05 (COS f — sen 9) sen 6 — 377 577 sen” @ cos f
(5.3)
e
2 2,4 2 9 4
% = —%SEHH(‘OS 6 — 25?:';2 sen Hcosﬂ—g%ben f+
32 ! 82 ;" 82 .
a;; cos’ 0 + 26 ; sen 6 cos?  + c)zuf sen’® @ cos 6
2, 20 2,,!
?971; = _(;Tu sen® @ + 283“’3? sen’ @ cos @ — sen f cos® 6 +
62 ! 5 2wf " 2 o
0z’ . dz' 0z > 972
*w %' 0%

= = (00529 — sen? 9) sen f + ( ) sen’ 6 cos 6 +

or'? 09z'?
v 0w
ox'? 0z'?

0x0z
62 w;
ox' 0z

((:052 0 — sen? 9) cosf — ( ) sen @ cos® 6
(5.4)

Substituindo estes resultados nas equacoes diferenciais de movimento
(3.8), estas ficam:

0%y . 8211’ 0%y’ %' *w'

—,K u:rz I uzz —:I{uvx:c Ku wat
A T T A Y T 8z 07
32?15' 3 % o , -
—— Ky, +6° (v cosf +w'senf) =0 (5.5)
0z'?
e
%' 0%y’ 0%’ (?z'u, *w’
- Lu.x: T.!IZ - uzz sz:t — f['wr.‘:
oz'? oz 92 02’2 a7zt 3 2 oz’ 0z *
32w1L + 6% (—u'senf +w'cosf) =0 (5.6)
aznz Wzz u ks -
onde
Kuzz = f(cos®f+ (k+1)sen®fcosf
Hazs = 2(6—1)59119(:0529—ﬁ(c0829—56n29) sen @
K,.. = (8—x)sen*@cosf +cos®f
Kuyzz = (8 —k)senfcos®f + sen’f
Kuyz: = 2(8—1)sen*fcosf + k (cos2 6 — sen® 9) cos ¢

o
-
e

Ky.. = Bsen’f+ (k+ 1)senfcos” 8 (5.
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&
Lyzz = asin®f+ (k 4+ 1)sen f cos® @
Lyzz: = 2(a—1)sen*@cosf + & (0082 6 — sen? 8) cos
Luy,: = (a—k)senfcos®f + sen’ 6
Lyzz = (a—k)sen?8cosf + cos®0
Lyz: = 2(a—1)sen’fcos’d —« (0052 f — sen” 9) sen @
Ly.: = acos’f+ (k+ 1)sen®fcos’f (5.8)

Aplicando a transformacao integral de Fourier na coordenada z’, resulta:

o' % o’

AN Ky it + .z',\sz@ + K“ZZEE - MK, 0 + MKqu-P
R 2 1
I\wzza + 6% (@' cosf + w'sen) =0 (5.9)
e
ou’ 0%’ . o'
: walll './\Luzz_ E Luzz_—__" = Asz::z T ‘ALw:cz_
A Lua::u +1 G5 Py w 2 92 =+
Done 0 0) =
wez G +6° (—i'sen® + w'cosf) =0  (5.10)

Estas equacoes podem ser desacopladas resultando (e lembrando que ¢ =
A6):

_ —f 82 —
~ ~ 3 2 ~2
0 (TW¢* = o2 + 1) @ +1i6° (To¢® - ng) — -2 (T5¢* - Ts) =gt
_ 831,: ot
IT?(SC + Tga ’4 — 0
(5.11)
e
311; . *w’
5 (Ti¢! - To¢? +1) @' +i6° (To* ~ TuC) 5= = 8 (T:¢° — Ts) 57
, 831 j ot
Ty 55 + Tagry =0
(5.12)
onde

T = é 3(a+f)+v—4(a—B8)cos20+ (a-+ 8 —7) cos 46]
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T, = 1+ %[a’—hﬁ— (@ — 3) cos 26)]

T3 = [o —h' — (@ + 8 — 7) cos 26] sen 20

Ty = {a — [3)sen 28

Ty = [3 (0 +3)+v—3(a+ 3 —7)cos4d|
Tg = 1+%[a+f3+(a—,{i‘)c0529]

7 = [~a+ 08— (a+ 0 —7)cos2f]sen 20

Ti = ;[( +B)+v+4(a—F)cos20 + (a+ 3 — ) cos46] (5.13)

Para @' (),z) da forma @’ = e%* a equacdo (5.11) fica:
6 (it = ToG + 1) €% + 40 (T3¢* — Tug) 7' —
56 (T5¢? — Ts) % +iTr6¢E%e + Tyo'¢'e™ =0 (5.14)
Portanto:
T - To¢* +1+1€ (Ta¢® — Tu¢) — €2 (T3¢ — Ts) +iTo(E + Tog* = 0 (5.15)

A equacao (5.15) é uma equacdo polinomial do quarto grau em £ e portan-
to tem quatro raizes &,,2 = 1,...4. Assim os deslocamentos transformados
w'(A,2') e @'(N,2') serdo:

U:"‘(/\_._Z’) i Aed&z" s Beﬁﬁzz’ 4 Ceé&gz’ o Deﬁ&z'
@'(\2') = Awle®®? + Buhe®®® 4 Cuwief®™ + Dwie®*  (5.16)
onde: , 5
i (- Lu,.’.,".r -+ ?CLwIzéx =z wzzm, — COs 9 . e R

B = dyvnnd |
1 (" LHII * ECL":'-':& - -u.zzE;' sen@’ : (0 ".)

As fungoes A (¢), B((), C (¢) e D () sao amplitudes de onda que devem
ser determinadas pelas condigdes de contorno do problema. Como estas
condicoes de contorno podem ser dadas em termos de deslocamentos ou em
termos de tensoes, sao necessarias também solugoes gerais para as tensoes no
interior do meio.

5.3 Tensoes

As tensoes o, no sistema de coordenadas 2’z para o caso de deformacao
plana sao dadas por:

O-T'J;J = C”Ilfr!_r? + Ciaez’zi‘ + 2C‘15€_‘r"z"
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Tzt = 0’13%’1:‘ +C;33£:‘z’ +2f3::;55x’z’
Oprat = Cis€pig + Cas€rry + 2Cks€pist (5.18)
15 a5 55
onde
o'
fr:i.: —_— a?
ow'
€5t 5t — g
1/0u ou' 519
W =y oz * ox' 15:19)

Utilizando-se as equacoes (2.40) deduzidas no capitulo 2, as constantes
elasticas c}; segundo o sistema de coordenadas z'z' podem ser expressas como:

F
€11

G = e Bcos'® + asen'§ + 2 (k + 1) sen® A cos* 8

&, = % :(ﬁ+&—4)sen29C0829+(R—-1)(CDS49+SQH4 9)

M = E;Lz:(n+1~a)sen36c059—(rc+l—3)sen9cos39

Gy = z—i-i%:acos46‘+,_35en49+2(ﬁ+1)sen28c0329

Bhg, = z—f’i:(n-i—l—a)sen{?cos?‘ﬂ—(n-f-l—_3)sen39cosl9

By = % =[f+a—2(k—1)]sen’fcos® + (c0529 — sen? 9)2(5.20)

A aplicacao da transformacao integral de Fourier na coordenada z’ nas
equacoes (5.18) juntamente com as equacoes (5.16) resulta:

5I’I’ = (5044 (flAeéflz’ b szet’j&Zz’ + fscgtsfliz’ + f4Deéfqu)
Guy = Ocu (g1ACT + gy Be™® + g3Ce™™ + gy De’)
Grw = Ocas (hASY + hyBe®® + hyCe®™* + hyDe’™) (5.21)
onde:
fi = e + E3&i + G5 (i€ + Gwi)
gi = 1(Caw; + Ta3&i + C3s (i€ + &§wi)
hi = (8w, + Bhski + g (i€ + &) i = 1,... 4 (5.22)

As equagoes (5.21) fornecem a solucao geral no dominio transformado
para o estado de tensoes em um ponto qualquer no interior do meio eldstico.
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5.4 Funcoes de Green

5.4.1 Carga aplicada sobre o semi-espaco
Seja um meio semi-infinito eldstico transversalmente isotrépico definido por:
| < 00,0< 2’ < ¢ (5.23)

O eixo de simetria do material apresenta uma inclinacao # em relacao
a direcao vertical z’ normal a superficie do semi-espago, conforme mostrado
na figura 5.2. Sobre a superfice deste semi-espaco estao aplicadas linhas de
carga dinamicas harmonicas unitdrias nas dire¢ées horizontal e vertical.

Figura 5.2: Carga aplicada sobre o semi-espa¢o com eixo de simetria inclinado

A solugao do problema é separada em duas etapas. Uma para a carga p,-
e outra para a carga p.:.
1. Carga na direcao 2"
Para a carga aplicada na direcdao horizontal as condi¢oes de contorno a
serem obedecidas sao:
Otz (IF:Z! = 0) = —Px (I;)
o g2 =0) = 0 (5.24)

A aplicagao da transformacao de Fourier na direcao =’ conduz as se-
guintes condicoes de contorno:

Gpy (M2 =0) = —py ()
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By (A =0) = 0 (5.25)
Estas condi¢oes de contorno levam ao sistema de equacoes:
5.0 (A
hiA+ ho B+ hyC + hyD = —p._{l
0C44
NnA+gB+gC+gD = 0 (5.26)

Além dessas condicoes de contorno, os deslocamentos u' e w' devem
satisfazer as condicoes de irradiacdo no infinito, ou seja:

lim (Ae’@* + B 4 Cefs? + Defter’) = 0

2’ =00
lim (Aw'le‘is‘zj + Buwhe®®* + Cwye®s + ij‘e““") = 0(5.27)
' =00 . /

Esta condicao expressa pelas equacoes (5.27) impde que para qualquer
dos valores & que tiver a parte real positiva, a funcdo A, B, C ou D
respectiva deve ser nula.

No entanto, o problema poderia ter sido colocado como uma carga
aplicada sobre o semi-espaco complementar dado por —oco < 2’ < (.
Neste caso, entao, estas condi¢oes deveriam também ser validas para
2z — —o0. Isto levaria a conclusao inversa sobre a parte real de &;, ou
seja, se Re (&) < 0 entdao a fungao respectiva A, B, C' ou D deve ser
nula. Dessa forma, a unica possibilidade de se atender aos dois casos é
que dois dos valores &;,: = 1,2 tém a parte real menor ou igual a zero e
os dois restantes tém a parte real maior ou igual a zero. Assim C e D
devem ser nulos para que a condicao de irradiacao seja obedecida.

Esta conclusao é reforcada pela analise da estrutura da equacgao (5.15)
que fornece as raizes &. Pode-se perceber, por simples substituigao.
que se £ é uma das raizes de (5.15), entdo o oposto de seu conjugado
—£ também o serd, ou seja, as raizes & formam dois pares com com-
ponentes simétricas em relagao ao eixo imaginario de £. Isto é valido
quando as constantes T;, ¢ = 1,...,8 forem reais. Quando o material
apresenta amortecimento interno, porém, as constantes 7, se tornam
complexas. Mas, como este amortecimento se traduz por uma parcela
imaginaria positiva em «, [ e &, observa-se que as componentes desses
pares se afastam na direcio do eixo real quando aumenta o amorteci-
mento interno do material.

O fato de as raizes &, formarem pares com componentes de sinais opos-
tos na sua parte real tem uma forte interpretacao fisica. As funcoes
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A, B, C' e D sao amplitudes de onda que se propagam no interior do
meio elastico. Como ha apenas dois tipos de ondas elasticas, mesmo
no material anisotrépico, duas destas amplitudes devem se propagar no
sentido de =’ e duas no sentido de —z’. Isto sé é possivel se as raizes &,
forem dadas por pares com componentes de sinais opostos na sua parte
real.

Retornando ao sistema de equacgoes (5.26), a sua solugdo ¢ dada por:

C44§ g1he — g2hy
B = =¥ 41 (5.28)

a c440 g1h2 — gohy

Para se obterem as funcoes de Green aplica-se uma linha de carga
concentrada expressa por p, = dp (2') . A aplicagdo da transformacao
de Fourier resulta: y

2T

Pr (A) = (5.29)

Carga na direcao de z':
Para a carga na direcao vertical p,» as condicoes de contorno sao:

T pt 2t (IF,Z' = 0} = 0

Geu(zlz"=0)

(5.30)

I

|
=
N‘h
5

0 que leva ao sistema de equagoes:
h,]A + }LQB = B

A solugao desse sistema de equagoes é:

jﬁz’ }32
€440 g1he — gahy

Dy h o
B = 5.32
€440 g1ho — gohy ( )

A =

Para a carga p,, = 0 (z’) a aplicacdo da transformacao de Fourier re-
sulta:
Y . (5.33)
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Utilizando-se os resultados expressos pelas equagoes (5.28) e (5.32) nas
expressoes (5.16) dos deslocamentos e (5.21) das tensoes transformados e
aplicando-se a transformacao integral inversa as fungoes de Green ficam:

Gy = ! /w 1 ( RS (= | Iﬁfgz') RLIC
o 27[‘('44 —00 thg == gghl g2u€ 1€ C
w =
G:II‘ - 271'1044 ~/—oo glh& 1 g2h»1 (9265512’ - gleofﬂj) eifs';’r-’dc
G bl = — 1 /m l h N304 __ h o _fjfzzl ﬂlﬁ(:'d
o 2meas J-o00 grha — g2hy ( A gr ) : ¢
Gy = e /w : (h 6% — pyef?) e de (5.34)
#2 2?1'644 —00 glh-g — gghl 2 ! ¥ C

e as tensoes:

Oxizly = '2% /_D:o m (J‘l!&’zﬁﬁmr - fzg';t“ig”’) 2% d¢

Trizigt = % /_C:O m (hlgzeailz’ _ h291edfzz’) e:égz’dc

Oprpiy = _% /jo _ﬁ% (eéslz’ B eagng) €9

Oztz'z! = “% /_"; m (f)‘lhzeé‘slzr - gghlea&z’) e“‘ffdg(5.35)

As equacoes (5.34) e (5.35) fornecem os deslocamentos e o estado de
tensoes no interior de um meio elastico transversalmente isotropico semi-
infinito causados por uma linha de carga harmoénica aplicada na superficie.

5.4.2 Carga aplicada no interior do espago completo

Para analisar os deslocamentos e as tensdes no interior de um meio infinito
sob a acdao de uma linha de carga harmonica divide-se este meio em dois
meios semi-infinitos definidos por:

e Meio 1: |z'| < o0, —o0 < 2' 0.
e Meio 2: |7| < 00,0 £ 2! < o0.

O eixo de simetria z do material tem uma inclinagdo # com a direcao 2'.
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1. Carga na diregao z':

Para uma linha de carga aplicada p,s aplicada segundo a direcao diregao
r' na interface entre os dois meios (2’ = 0) as condigées de contorno do
problema sao dadas por:

w'W(z',0) —u'P(2',0) = 0
w'V(z',0) — w@('0) = 0

“’ . (z',0) - o(?],(r,[)) = pu(2')

“} L(z,0) =@ (z'0) = 0 (5.36)

Aplicando-se a tranformagao de Fourier nestas condigoes de contorno
resulta:

@ M(N0) - @@ (A0 = 0

-'“*(,\0) w3 (A,0) 0

auk(A0) —3EL(A0) = (V)

‘“’ ), (A,0) — 32, (A,0) 0 (5.37)

As condigoes de irradiacdo no infinito impée que A = B = C?) =
D@ = 0 e assim as condicdes de contorno conduzem ao sistema de
equacoes:

Awi + Bwy — Cwy — Dwy = 0
A+B-C-D = 0 )
i + B —8C —lgD = = ica
d¢Caq

glfi + ng — Q‘3C - g4D = 0 (538)

Nestas equagoes A e B se referem ao meio 2 enquanto que C' e D se
referem ao meio 1. A solugao do sistema de equagoes é dada por:

50
_ Ps , (5.39)
5C44 H
onde
Ay = —gowh — whgs + gawh + whgs — gawh + waga
By = —wjgs—wigs+wigs + gawh + qiws — 1wy
(A Gowy — QoW + Wi gy — Wags + Whg1 — 1wy
Dy = gzw: — ggw; - glué — uJ’lg3 + wégs - W;QI (5.40)
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e
H = —gowshy +wihogs — wigshs + gowihs + wigahy + wohigs + wigshs +

ggh.gw_; = hgggw; e gghj_wi = h,gw'lgq + h.gw’194 -
“— glw;h4 + 91h3w; =

hlgng — hgggw; B wghlgu; =+ w’zggh,; s glw;hg
grhswy + grhow) + grwihy

2. Carga na diregao 2"

hawsgs — higaws +

(5.41)

A aplicacao de uma linha de carga p, na dire¢ao 2’, por sua vez conduz

ao sistema de equagoes:
Aw| + Bws — Cwy — Dwy = 0
A+B-C-D = 0
}!1A+th—h3Cl— h4D = ()

Dz .
NnA+¢B—gsC—gD = —6"‘ (5.42)
Caq
cuja solugao é:
5, U,
=P (5.43)
5044
onde
Ay = hywy — wihy — howy + wohg + wihy — hawy
B, = hlw; — wéhl — w;hq. = fbngl + wéhq -+ hgw;
Cyr —wihg + haw) — whhy + hiwy — how) + wohy
D, wyha + wahy — hawy + haw) — hawy — wih (5.44)

Com estas solugoes, e ainda lembrando que para uma linha de carga
unitaria aplicada na origem do sistema z'z’, g (A) = po (A) = 1/v27, pode-
se obter as expressoes das fun¢oes de Green e das tensoes.

Para o meio 1 (z < 0) as funcoes de Green sao:

Gyow = ‘2"rlc44 /oo -;I-(szwéemz; +Dx:wf;e‘5‘f“') "%5% d¢
Gup = 2~rc44 / ( Cwe’™? + D, e“f“)e”‘ff’dg (5.45)
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e as tensoes sao dadas por:

e = L [7 L (Conee 1 D gyt
%”::%ﬁZ%@mﬁm+mmﬁﬂ““@
Ogtg'zt = % /_0; % (szgaeés”zi + Dy gae®®® ) e
Opigiz = % /_Z % (Cz:faed‘fs" + D, fye%* ) WCE d¢
Ogizrer = ;; /_Z % (C:'hse's‘f”' + D, hge®? ) e d¢
Opigiyr = % /_0:0 % (Cz,gseﬁsazf S szgd,e‘sf“) 6 g (5.46)

Para o meio 2 (z > 0) as funcoes de Green sao:

L T° 2 5 ' 62z idCa’
Bed = oot ﬁ@%%‘”+8w e’62¥') e dg
Gow = m/ ( 7 4 Beter) o8 g

€ as tensoes sao dadas por:

Ax‘fled{lf + B, f2e§‘52 Lle d¢

1
Tprpiyt = e
27 J—oo H

Ax’h CJ&Z +B h e&fzz euf(x'dc

UI’ 2! = —_—
Tzizigl =

10¢x’ IC

e
)

Awg1€"% + By ge™®*) €% d¢
Ay f1° + B, "7 ) e
)

Ay by + Bihoe®?) €% dg

Tyt gttt =

J

/
reve = o [ =

o L

3

(Azxgle“l"’ + Bz:gge‘jfz"’) %% d(¢ (5.48)

Tatztz! —

|

2m

Estas equacoes fornecem os deslocamentos e o estado de tensoes no inte-
rior dos meios 1 e 2 devidos a uma linha de carga concentrada aplicada na
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interface entre estes dois meios. Pode-se verificar que ha continuidade nos
deslocamentos para os pontos ao longo da interface z' = 0. Também o estado
de tensoes em x' = 0,z" = 0 apresenta o salto devido a aplicacao da linha de
carga.

As funcoes de Green para carga aplicada no interior de um meio infinito
com eixo de simetria inclinado podem também ser obtidos pela combinacao
das fungées de Green desenvolvidas para o caso de eixo de simetria nao
inclinado. Os deslocamentos segundo o sistema de coordenadas 2’z podem
ser expressos como uma rotacao dos deslocamentos segundo o sistema zz
paralelo as dire¢oes principais do material através das equacoes (5.1). Assim
as funcoes de Green para o deslocamento também podem ser expressos por:

Gpr = Grppcosf —G,.senf
Gy, = Ggcos60—G,,senf
Gyr = Grpsenf+ G,,cost
Gy, = Gyrsenf +G,,cosf (5.49)

As linhas de carga unitdrias aplicadas nas dire¢Ges z’ e 2’ também podem
ser expressas como combinacoes de linhas de carga unitarias aplicadas nas
direcoes z e z. Portanto as fungoes de Green para o deslocamento nas direcoes
z e z devido a cargas aplicadas nas diregoes z’ e 2’ ficam:

Gepe = Gppcosf — Gy,senf
G,y G.,ycos8 —G,,senf
Gy = Gepsen@ + G, cost
G, G..senf + G,,senf (5.50)

Aplicando a operacao de rotagao dos deslocamentos expressa pelas equacoes
(5.49) nas equagoes (5.50) obtém-se:

Gyy = Gizz¢08°0— (G, +Gy,)senfcosf + G,,sen’f
Gyy = (Ggz—G.;)senfcosf + G, cos’ — Gy, sen’d
Gry = (Gegz— G;;)senfcosd — G, sen’d + G, cos 6
Gy = Greesen’0+ (G, +G,.)senficosd + G,,cos’f  (5.51)

Como as componentes das fungées de Green para o deslocamento formam
um tensor de segunda ordem, estas operagoes sao equivalentes a uma rotagao
A neste tensor. Podem-se também obter, pelo mesmo processo, as expressoes
das funcoes de Green para o estado de tensdo oy, devido a uma linha de
carga aplicada na dire¢do k' através de uma combinagdo das funcdes de Gre-
en deduzidas para um estado de tensao o;; devido a uma carga aplicada na
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direcao k. Para isto expressam-se, primeiramente, as componentes oy, de-
vidas a uma linha de carga aplicada na direcao £ através de uma rotacao do
tensor ;.

Ogiziy = OgppyC0OS-0 —20,,.5en0cosb + o,,,sen’f

Coge = (Opgz — Oszz)5en0 oSO + 0psy (0052 6 — sen® 9)

Opipiy = OpppSen® 0+ 20,,.5en6cosf + 0,,, cos’ b

Opizty = Ogzz;C08° 0 —20,,,5enfcosf + o, sen’

Oxgty = (Opgz —0zzz)5enBc086 + 0zs; (t:os2 0 — sen® 9)

Oyists = OgppsSen>0 +20,,,senfcos + o,,,cos® (5.52)

A seguir aplica-se em (5.52) a rotacao nas diregoes de aplicacao das linhas
de carga utilizando-se as equagdes (5.50). Esta operacao resulta em:

Opiglyt = OgzgCOS° 0 — (204,2 + 0gz;)senfcos®d +
(20422 + 02z) sen’ B cos @ — o, sen’

Oyiglyr = (szz‘ i gy ozzz) sen 6 cos” 6 + Ozzz cos’ f —
(Ogzz + Ozzz — Ozz;) Sen’ O cos O + 0,,, sen® 0

Oppg = (Opzz — 20z:,)sen>0cosf + o,,; cos 9 +
(20422 — 0222) Sen 0 cos® 6 — 0,4, sen® @

Opziz = (Ogpe — 204;;)5en6cos’d + o,,, sen’ 0
4+ (0227 — 204:2) sen’ @ cos O + 0,4, cos® 0

Oppy = (Ozzz — Ozzz — Ogzz) S€N°0cosf — 045, 5en 0 +
(Orsz + Ozzz — O12:) sen b cos® 8 + o,,, cos® #

Cyzizt = OgyggSen’ O+ (20,,2 + Czz.) sen® O cos b +
(20425 + T1.z) Senf cos* 8 + o, cos® (5.53)

Como para o caso de carga aplicada no interior de um meio infinito
G.. = G,,, pelas equagoes (5.51) verifica-se que também G,» = G,,. Além
disso, todas as componentes G, sao fun¢oes simétricas em relagao ao ponto
de aplicacao da linha de carga, ou seja,Gyj (2',2") = Gy (—2'. — 2') . Quan-
to as componentes das fucoes de Green para as tensoes, pode-se verificar
que sdo antisimétricas em relacao ao ponto de aplicacao da carga, ou seja

! ! ! !
Oy ik (CL' 12 ) = =0t (—.13 y Tidh )

Deve-se lembrar que estas relacoes sao vdlidas apenas para o caso de linha
de carga aplicada no interior de um meio eldstico infinito (espago-completo).
Para o caso de carga aplicada sobre o semi-espaco estas relagées nao podem
ser utilizadas pois as condigoes de contorno ao longo da superficie livre sao
especificadas em relacao a coordenada 2’
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5.5 Funcoes de influéncia

5.5.1

Podem-se obter as fun¢oes de influéncia de cargas distribuidas ao longo do
plano z’, tanto para o caso de cargas dinamicas aplicadas sobre o semi-espaco
como para cargas dinamicas aplicadas no interior de um meio infinito. Para
isto é utilizado o mesmo processo descrito no capitulo anterior.

Para o caso de uma faixa carga uniforme de largura 2a, centrada na
origem z’ = 0,2’ = 0, aplicada sobre a superficie de um semi-espaco eldstico
transversalmente isotropico com angulo # entre o eixo de simetria do material
e a direcao z', por exemplo. os deslocamentos u' e w’ serdo dados por:

Carga aplicada sobre a superficie do semi-espaco

Uy = é gguJ 15617 _ g whede ) e WS gt
‘TC44

o o 8612 dfgz) —dlz’
W, = e € e d

ex 7TC446 92 9 g
ot _ a6z 1 _6Ea2' —16Cx’
o = h e — hywqe e d

cz 7844() 20 1%o ) &
wL, = — h e’61? _ p e ) e~ g¢ (5.54)

i C44()

onde
R = ¢ (g1he — gahy)

‘ sen (6Ca)
De maneira andloga podem-se obter as fungoes de influéncia para as
tensoes, para este caso:

(5.55)

1

eoi 1

Oegiplyt = — . R—,C (flgzt’df“’l = fggleagng) e“‘icqu

o = = :};—,C(hlgzea‘f”’-!zggle“f”')e“"é‘z’dg

Ocziztzt = —%/_o:o RL’C (flhgedflz’ = thleﬁﬁzz’) =iz g

Ocalz'zl = —% /1 h’;?# (65512’ - eéﬁzz') =10 ¢

Oerzz = —l/m ;,f (9172e®" — gohy ™) e7%d¢ (5.56)

As fungoes de influéncia de cargas com distribuicao polinomial podem
também ser obtidas pelo processo descrito no capitulo anterior.
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5.5.2 Carga aplicada no interior do espaco completo

Da mesma forma. para o caso de carga aplicada no interior do espago com-
pleto sdo obtidas as fungdes de influéncia de uma carga distribuida ao longo
do plano z'. '

Para uma faixa de carga harmonica uniforme com largura 2a na direcao z’
centrada na origem do sistema de coordenadas z'z’ no interior de um espaco
infinito eldstico transversalmente isotropico, as funcoes de influéncia para os
deslocamentos sao dadas por:

'
» & Oz
1 . t _b8E3z i 8Lz 18z’
Wy = — 1wae + Dywqe e d
e TFC44(5 Hé ( * ) (-'-
1 ;
Weg = 3 ;‘F ( Cpe®®? 4 D,efs? ) e % d¢
TCaq ¢
1 ’ ! i
1 - 1 €3z t _8€sz 1T
Ui = — 1Whe + D,iwqe € d
2 ?TC446 H:. ( o 3 ) C
1 N
' o €32 8€4z2 16T Lrd
W, = — (Ce + D.e e d 5.57)
GE ?TC44(5 H:. ( - ) C ( }
! -~
z = 0
! w1 13 ! _8€22'\ _ibCx!
u.,, = . — (Apw!e®? + Bawhe®?® ) es* d
& T4 J-oc H! ( “ o ) ¢
oo ]
' _ ITEd d€az’ 18¢x’
w,, = - € + Bpe e d
= ?TC440 /T Hé ( ) C
oo 1 ]
g = — (A w'edg‘“ + B. fu;’e‘s&’* ) &% de
?TC44(5 —ma -:'
why, = ( e’ + Be'®) e d¢ (5.58)
.-\Cq.;a -0 C
onde:
f CH

H=—————

¢ sen (dCa)

As funcoes de influéncia para as componentes do estado de tensoes resul-
tam:

z < 0:
1 foo 1 o
Tex'z'x! = ;/ C faeﬁfaz +4- D f€6€4z)e_trigr dC
o0
1 foe 1 P
Teo' et = ;[ 7 (Corhse®™? + Dhee®®?) €7 dg
oa c
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16(x’ OfC
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)e
Je
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e

wer'ge  (5.61)

As funcoes de influéncia de uma faixa de carga distribuida ao longo de
z' também podem ser obtidas através de outro processo por integracao das

funcoes de Green expressas pelas equacées (5.51) e (5.53).

Assim. os desloca-

mentos devidos a uma faixa de carga unitaria uniforme de largura 2a podem

ser obtidos de:
uc.::" ("E Z ) =
W (X,2) =

cx!

’U‘fcz’ (:I:r}zr) =

COs

Tzx 1 d o
|:/I.'+a C (:..':0 $0 + _/?+a

|

cos’

J

' —a

29 ] Goe (2h,2') dzly + sen?
' +a

z'—a

z

.T

]

!

—il

—a

]:;’+a
8/

'+a
'+a

z'+a

Gez (x4,2") dzg —

' —a

."

G.: (z},2') dxj — sen®8

' +a

(

Gee (25,2") dzg — / G (22 d:z:g} senf cosf +
(¢

Gzz :rlj-:‘-'_ j[

' +a

T’ —a

G.. (zh,2') dz) —

") dzy | sen 6 cos @

Gz (xp,2") dxg

dzg| senf cost —



138 CAPITULO 5. EIXO DE SIMETRIA INCLINADO

z'—a
sen 9/ Gx (2,2") dzgy + cosgﬁf G (F2) ditn
z'+a
; ; z' —ﬂ- z! —ﬁ
Wl (2'2) = sen 9/ g 8:2) d:r,n + cos’ 6‘] 22 (24,2") dzgy +

[/ Gz (24,2) dzg + G’u (#hi2 d:r,o] sen 6 cos 6
' +a ' 4a

(5.62)

Para se determinarem as integrais dessas equacoes, as coordenadas z’ e
2" devem ser expressas no sistema de coordenadas zz:

z = z'cosh+ 2’ senf
z = —z'senf + 2 send (5.63)
Assim, devem ser determinadas as integrais:
z'— a )
[ Gl duy= [ Gylzaz) ds; ij=zz  (564)
r'+a -
trocando-se a varidvel zy por s = &' — zj e:
z; = (2’ —s)cosf + 2’ senf
zs = —(2'—s)senf + z'send (5.65)

As definigoes de s e de zj podem ser melhor compreendidas pelo esquema
apresentado na figura 5.3.
A solucao dessas integrais é dada por:

/—a Gt} (-rssz‘s) ds

a

(Gijr + Gijo)

B 1
2?1'(.‘445

S§=—a

onde:

Gy = / (cost (—;—1 —d6rlzel }—L;?—e_‘ié”’”) sen (0Czx;) d¢
zl T2

Grz2 = f/ %ent?( S0 szl i:}w; ~0¢alzs ‘) cos (6¢zs) dC

1 1
Gml = G':rzl = f/ CCOSH (—-—-6—65”2-" s
0 Hzl

wH—ﬂe_'E?l“I) cos (0Cz,) d¢

Gizz = Gim = /Dm sen (—Hg—;e-f‘f”“' + %6—659'%') sen (6Cz,) d¢

Gzl = /;  cos b (—%e‘“”"' + Hi;e_“?'z") sen (0Cx,) dC

_ §1901__sgafasl | 2992 ol =
Gy = I / Sent?( = £t cos (6¢z,) dC (5.67)
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Figura 5.3: Integracao das funcées de Green G;; ao longo de z'.

As funcoes H,, e H,, sao dadas por:

H, = H, (gf sen? 8 + 2 cos? 6‘)
Hy, = H,(&sen?6+ (?cos’6) (5.68)

As expressoes de &, &, @1, @9, wy, wo e H, estao dadas no capitulo 3.

As integrais expressas pelas equacoes (5.67) devem ser calculadas para
s = —a e para s = a. Quando o ponto de observacao tiver a coordenada
z entre os extremos superior e inferior da faixa de carga, o intervalo de
integracao deve ser subdividido em dois. Isto se deve a presenca dos termos
|z¢| na solucao. O intervalo de integracao deve ser dividido de forma que z;
nao mude de sinal dentro de cada subintervalo.

As solugoes correspondentes ao estado de tensao provocado por uma faixa
de carga uniforme distribuida ao longo de 2z’ no interior do espago completo
podem ser obtidas pelo mesmo processo utilizando-se as equagdes (5.53).

5.6 Resultados numéricos

A determinacdo numeérica das fungdes de Green e das funcoes de influéncia
para os casos onde o eixo de simetria do material é inclinado apresenta difi-
culdades adicionais em relacao aos casos em que este eixo de simetria coincide
com algum dos eixos do sistema de coordenadas do problema.
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Em primeiro lugar é necessaria a determinagao das raizes de um polinomio
do quarto grau com parametros complexos para cada valor da variavel de
integracao (. Nos casos em que o eixo de simetria do material é vertical (ou
horizontal) este polinomio se simplifica resultando numa equacao bi-quadrada
de solugdo muito mais fécil.

Equacoes polinomiais do quarto grau tém solugao algébrica estabelecida
(ver, por exemplo, [8]). No entanto esta solug¢ao além de computacionalmen-
te trabalhosa deve ser adaptada para poder atender aos casos de parametros
complexos. Além disso, esta solucao analitica quando implementada nu-
mericamente apresenta problemas de precisdo. Devido a estas dificuldades
optou-se por um processo numerico iterativo baseado no método de Laguerre
de determinacao das raizes de um polinémio de qualquer grau [62]. Neste
método a primeira raiz £, é determinada por aproximacoes sucessivas e em se-
guida obtem-se um polinémio de ordem mais baixa dividindo-se o polinomio
original por (£ — &;). Repete-se o processo com este novo polinomio até que
todas as raizes tenham sido determinadas. Para se aumentar a precisao cada
uma das raizes encontradas € reavaliada utilizando-se o polinomio original.

Outra dificuldade encontrada no célculo se deve ao fato de as fungoes de
Green e de influéncia transformadas nao serem mais pares ou impares (em
relacao a (). Isto faz com que a transformacao inversa de Fourier deva ser
efetuada através de integragao ao longo de todo o eixo real e nao mais apenas
ao longo do semi-eixo positivo. Isto, somado ao fato de que se deve dividir
as integrais em duas (e** = cos§(z’ + isin§(z') para se poder utilizar as
rotinas de integracao numeérica, faz com que o esfor¢o computacional exigido
seja no minimo quatro vezes maior que o esforco exigido pelos casos em que
o eixo de simetria nao é inclinado.

Para se avaliar a qualidade dos resultados obtidos pelas funcoes aqui de-
senvolvidas escolheu-se um material transversalmente isotrépico com ¢y, /cqq =
6, n1 = 1,5, e n3 = 0,8. Adotou-se também o valor do fator de amortecimento
interno v = 0,01.

Inicialmente analisam-se as funcoes de Green para o caso de carga dinamica
aplicada no interior de um meio infinito.

Nas figuras 5.4 a 5.6 estdo tracados graficos que mostram as componentes
normalizadas G}, = G jrcaa/Qo que representam o deslocamento na direcdo
' devido a uma linha de carga de intensidade Qg aplicada na origem do
sistema de coordenadas 'z, na diregao j'. Estes deslocamentos foram deter-
minados para o material transversalmente isotrépico ao longo do eixo z’ para
o caso de § = 30°. Nos graficos as linhas continua e interrompida represen-
tam as partes real e imagindria das componentes G} determinadas a partir
das funcoes de Green desenvolvidas neste capitulo, enquanto que 0s pontos
marcados com simbolos foram determinados pelas equagdes (5.51). Pode-se
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verificar que ambas as formas de calculo levam a resultados equivalentes.
Nestes graficos pode-se perceber claramente a singularidade nas fungées de
Green quando o ponto de observacao se aproxima do ponto de aplicagao da
linha de carga.

0.2 T T T T T T T T T
RG(G;}I’\) —
0.15 Im(G;xr} = w2 S
Equagao (5.51)O +
0.1 - —~

+t 1 | | | | 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
or

Figura 5.4: Componente normalizada G7,,. para § = 30° ao longo do eixo z’
(nl - 115:\ nz = 0!8)
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0.015 I ! I I 1 1 I

| 1
Re(Glyp) —
Im(G%,.) - -
Equacao (5.51)O +

0.01

0.005

-0.005

-0.01  +

-0.015 | | 1 1 1 1 | I !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

oz

Figura 5.5: Componente normalizada G} . = G}, para # = 30° ao longo do
eixo ' (n; = 1,5, n3 =0,8)

0.15 T T T T T T T T T
RE(G") —
0.1 Im(G3.) - -
Equacao (5.51)O +
0.05 AR O
g %
0 - Y
N
+
-0.05 |
-0.1 _
_0‘15 1 1 | 1 | 1 1 1 |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
oz

Figura 5.6: Componente normalizada G?,_, para # = 30° ao longo do eixo z’
(n; = 1,5, n3 = 0.8)
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Para se verificar o comportamento das fun¢oes de Green com a variagao do
angulo @ contruiram-se os graficos das figuras 5.7 a 5.9 que mostram o valor
das componentes normalizadas G}, determinadas para o mesmo material
no ponto é6z' = 0,25;z' = 0 para 0 < # < 90°. Estes graficos estao na
forma polar onde o angulo de rotagao representa e o raio as componentes
normalizadas G}, Aqui também as linhas continua e interrompida foram
determinadas pelas fungoes de Green desenvolvidas neste capitulo e o pontos
marcados foram calculados pelas equagdes (5.51). A concordancia entre as
duas formas de calculo aqui também se mostra bastante boa.

Estao também marcados nestes graficos os resultados obtidos para um
material isotropico com v = 0,4 para as componentes GL . e G.. As
componentes G, e G, sao nulas para o material isotropico. Para este
material. pode-se verificar que as componentes das fun¢oes de Green, como
é de se esperar, nao se alteram com . Assim, as curvas obtidas nos graficos
polares para o material isotropico formam arcos de circunferéncias. Para o
material anisotrépico as curvas G, e G}, formam arcos de elipse.
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Re(G::xr) S
Im(G;:x:) - -
Equacao (5.51) O+
Isotrop. —

Figura 5.7: Representagao polar da componente normalizada G}, em fungao
de # em 6z' = 0,25; 2’ = 0 para material anisotrépico (n; = 1.5. n3 = 0,8) e
material isotrépico.
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0.415 =

o+ o001— Re(Gr) —
- | Im(Giy) - -
| Equacao (5.51) &+

|

.01 5
ThOLg

Figura 5.8: Representa¢ao polar da componente normalizada G, = GJ...
em funcao de # em 0z’ = 0,25; 2" = 0 para material anisotropico (n; = 1.5,
Nng = 0.8)
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RE(G::zr) —
Im(Gror) - -
Equacio (5.51) O+

Isotrop. —

Figura 5.9: Representacao polar da componente normalizada G, em fungao
de 8 em 4z’ = 0,25; 2’ = 0 para material anisotrépico (ny = 1,5, n3 = 0,8) e
material isotropico.
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Para as fungdes de influéncia estao apresentados nas figuras 5.10 a 5.12
graficos que mostram a variagao das componentes normalizadas do desloca-
mento Uy, W = U, e wh, ao longo do eixo z’ provocado por uma faixa de
carga de largura 2a com distribui¢ao uniforme aplicada no interior do espaco
completo ao longo da direcao z’. O material analisado é transversalmente
isotropico com c¢y1/cyy = 4, np = 1,50 e n3 = 0,8. A taxa de amortecimento
interno do material é v = 0.01 e os resultados se referem a uma inclinacao
f = 30° entre o eixo de simetria eldstica do material e o eixo z'. A freqiéncia
normalizada utilizada na obten¢ao dos resultados é ag = 1.

Os resultados apresentados nos gréaficos foram obtidos pelas fungoes de
influéncia expressas pelas equacoes (5.57) e (5.58), deduzidas para carga apli-
cada ao longo de 2’ pelo método da transformacao integral de Fourier aplicada
nesta diregao e pelas fungoes de influéncia obtidas por integracao das fungoes
de Green ao longo de z', expressas pela equagio (5.62). Pode-se verificar que
os resultados sdo idénticos para os dois métodos.

As funcoes de influéncia obtidas por integracao das funcoes de Green
demandam um esfor¢o computacional bem menor na sua determinagao. Isto
se deve ao fato de que as fungoes de Green utilizadas sao as deduzidas no
capitulo 3, obtidas pela transformacao integral de Fourier aplicada na diregao
z ortogonal ao eixo de simetria eldstica do material. Por outro lado, este
método apresenta alguns inconvenientes. Em primeiro lugar ha a necessidade
de subdividir o intervalo de integracao ao longo de z’ em dois quando o ponto
de observacao tem a coordenada z entre os extremos da faixa de aplicacao
da carga distribuida. Isto pode provocar uma dificuldade numérica nos casos
em que a coordenada z do ponto de observagao coincide com a coordenada z
de um dos extremos da faixa de carga. Além disso, algumas vezes aparecem
também divergéncias entre os resultados quando a coordenada x do ponto
de observagao coincide com a coordenada z de uma das extremidades da
faixa de carga. Isto se deve ao fato de que nesses casos z; = 0 nas integrais
expressas pelas equagoes (5.67) para um dos extremos da integracao ao longo
de z’. Pode-se perceber que quando z; = 0 as integrais semi-infinitas em ¢
deixam de ser oscilantes e o procedimento de integracao numerica se torna
mais dificil.

Assim, sugere-se que sejam feitas mais pesquisa sobre estes pontos a fim
se poder utilizar as fungoes de influéncia obtidas por este método em outras
aplicacoes.
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Figura 5.10: Componente normalizada v, para § = 30° ao longo do eixo
z' devida a uma faixa de carga aplicada no interior do espago completo
(ny = 1,5, n3 = 0,8)
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Figura 5.11: Componente normalizada w!}, = u;, para # = 30° ao longo do

eixo 2’ devida a uma faixa de carga aplicada no interior do espaco completo

(n1 = 1,5, ng = 0.8)
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Figura 5.12: Componente normalizada w_, para § = 30° ao longo do eixo
z’ devida a uma faixa de carga aplicada no interior do espaco completo
(ny = 1,5, n3 =0,8)
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A fim de se analisar o comportamento das fungoes de influéncia deduzidas
para o semi-espaco, foram tragados os graficos das figuras 5.13 a 5.16 que
mostram os deslocamentos normalizados ©* e w* ao longo da superficie de um
meio semi-infinito transversalmente isotrépico cujo eixo de simetria apresenta
uma inclinacao #. Foram analisados os casos de # = 0 e de § = 30°. Estes
deslocamentos sao devidos a uma faixa de carga distribuida uniforme de
largura 2a centrada na origem do sistema de coordenadas z'z’, aplicada sobre
a superficie do semi-espaco. O material analisado ¢ 0o mesmo das outras
analises, ou seja, ¢;1/cqq = 6; 1 = 1,5; n3 = 0,8 e v = 0,01. A freqiiéncia
normalizada utilizada no calculo é ay = 1.

Pode-se verificar que a variagao do angulo de inclinacdo do eixo de sime-
tria do material tem bastante influéncia no comportamento dos deslocamen-
tos. Esta influéncia é mais acentuada nas componentes u_,, e wg,,. Estas
componentes sdo nulas em z’ = 0,2’ = 0 para ¢ = 0. Quando ocorre a incli-
nacao do eixo de simetria, no entanto, estas componentes deixam de ser nula
na origem. Além disso, a propriedade de antisimetria do tensor das fungoes
de Green ao longo da superficie do semi-espago (G, (z,0) = =G, (2,0)) s6
é valida quando 6 = 0 ou # = m/2. Assim as funcoes de influéncia para faixa
de carga uniforme também deixam de apresentar esta propriedade.

As componentes normalizadas 0},,.,. e 0;,:,.,, do estado de tensao provo-
cado no interior do semi-espago transversalmente isotrépico por uma faixa de
carga uniforme aplicada sobre a superficie para ¢ = 30° estao representadas
nos graficos das figuras 5.17 a 5.18. Pode-se verificar que as condigoes de
contorno impostas pela carga sao reproduzidas nestes graficos. Percebe-se
também que a inclinacdo do eixo de simetria eldstica do material tem pouca
influéncia sobre estas componentes do estado de tensao quando se comparam
estes resultados com os apresentados para o mesmo material no capitulo 4.
[sto se deve ao fato de que estas tensoes devem satisfazer as condigoes de
contorno na superficie e estas condi¢oes nao dependem de ¢. Assim o efeito
da inclinacio do eixo de simetria eldstica s6 se faz sentir em pontos mais dis-
tantes da superficie do semi-espaco. Ocorre, porem, que as tensoes diminuem
quando se afasta da superficie do semi-espago. Assim, o efeito da inclinagao
do eixo de simetria eldstica sobre as tensoes fica bastante reduzido.
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Figura 5.13: Deslocamento vertical normalizado )7, ao longo de 2/ = 0
devido a uma faixa de carga uniforme aplicada na superficie do semi-espaco
paraf =0e d = /6.
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Figura 5.14: Deslocamento vertical normalizado w!., ao longo de z/ = 0
devido a uma faixa de carga uniforme a uma faixa de carga uniforme aplicada
na superficie do semi-espago para § =0 e 6 = /6.
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Figura 5.15: Deslocamento horizontal normalizado u;. ao longo de 2z’ = 0
devido a uma faixa de carga uniforme a uma faixa de carga uniforme aplicada
na superficie do semi-espaco para § =0 e 8 = 7/6.
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Figura 5.16: Deslocamento vertical normalizado w[}, ao longo de z" = 0
devido a uma faixa de carga uniforme a uma faixa de carga uniforme aplicada
na superficie do semi-espago para § =0 e § = 7/6.
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a 5.17: Tensoes normalizadas o
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5.7 Consideracoes finais

Neste capitulo sao deduzidas fungoes de Green e funcoes de influéncia de car-
gas dinamicas harmonicas no tempo aplicadas sobre meios eldsticos transver-
salmente isotrépicos cujo eixo de simetria eldstica ndo coincide com qualquer
dos eixos do sistema de coordenadas do problema.

As funcdes obtidas sao consideravelmente mais complexas que as obtidas
para os casos em que ha a coincidéncia entre estes eixos, apresentadas nos
capitulos 3 e 4. Além disso, a determinacdo numeérica dessas fungoes de-
manda um esforco computacional bem maior. Assim, é desejavel um esforgo
suplementar no sentido de se obter processos numéricos mais eficientes para
o calculo. Em especial merece um melhor tratamento a determinacao das
raizes do polinémio do quarto grau dado pela equagao (5.15). Analisando-se
o comportamento das raizes obtidas pelo método geral aqui utilizado talvez
possa ser desenvolvido um método especializado mais eficiente.

Para o caso de cargas aplicadas no interior de um meio infinito é possivel
o calculo das funcdes de Green, para linhas de carga concentradas, por uma
simples composicdo das fun¢ées de Green deduzidas no capitulo 3. No en-
tanto, para cargas distribuidas ao longo de um plano inclinado € necessaria
uma integracao dessas fungoes de Green. Embora esta integragao possa ser
feita analiticamente surgem problemas numéricos na implementagao compu-
tacional. Este é outro ponto que merece um estudo melhor.

Para cargas aplicadas sobre a superficie do semi espa¢o nao ha como
utilizar as funcoes de Green obtidas no capitulo 3. Isto porque nao ha como
aplicar a transformacao integral de Fourier sobre o contorno do problema
quando este nao coincide com a diregao da variavel em que ¢ aplicada a
transformacao.

Os resultados numéricos obtidos mostram que a inclinagao do eixo de
simetria eldstica tem influéncia nos deslocamentos e tensoes. Assim esta
inclinacao nao pode ser ignorada quando se apresenta nos problemas reais.



Capitulo 6

Aplicacao do Método dos
Elementos de Contorno a Meios
Transversalmente Isotropicos

6.1 Apresentacao

O Método dos Elementos de Contorno — MEC (Boundary Element Method—
BEM) tem sido aplicado nas ultimas décadas na analise de uma grande vari-
edade de problemas na engenharia em areas como eletrostatica, transferéncia
de calor, mecanica dos fluidos, elastoestatica e elastodinamica. Na area da
elastodinamica, em especial, tem recebido muita atencao nos ultimos anos,
sendo grandes os avangos experimentados por esta técnica nos tempos recen-
tes.

Um dos grandes atrativos que caracterizam este método ¢ a sua genera-
lidade, que confere a ele a capacidade de resolver problemas em dreas tao
diversas, bem como a maior eficiéncia (em relagao a outros meétodos como
o Método dos Elementos Finitos) com que consegue resolver muitos desses
problemas, principalmente aqueles que envolvem dominios ilimitados.

A eficiencia do MEC se deve basicamente ao fato de ser uma implemen-
tacdo numeérica do Método da Equacées Integrais de Contorno. mais geral,
que se baseia na solucao de problemas continuos a partir de suas condi¢oes
de contorno, através da conversao das equagoes diferenciais que regem o pro-
blema em equacdes integrais de contorno. A consequéncia principal desta
estratégia é que se torna necessaria a discretizagao apenas do contorno do
problema, em contraste com outros métodos que impoem uma discretizagao
de todo o dominio.

A caracteristica basica do MEC, em sua forma mais geral, ¢ a utilizacao

157
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de solucoes fundamentais singulares como instrumento na construcao das
equagoes integrais de contorno do problema. Estas solucoes fundamentais
sao funcoes de Green especiais em que as condicoes de contorno se restrin-
gem apenas ao ponto de singularidade. No caso da elastoestatica e da elas-
todinamica, as solucoes fundamentais sao as fungoes de Green para a carga
aplicada no interior de um meio eldstico infinito. E possivel também cons-
truir solugoes numéricas para o Método das Equacgdes Integrais de Contorno
utilizando como instrumento funcées de Green deduzidas para condigoes de
contorno mais restritas. Esta técnica em geral leva a métodos mais eficientes.
embora restritos a um menor numero de problemas [59].

Ha dois grupos principais de formulacées do MEC. O primeiro deles se
baseia na determinacao de quantidades (fontes) sem um significado fisico es-
pecifico que depois sao utilizadas na determinagdo das incognitas reais do
problema. Esta formulagdo recebe o nome de Método Indireto. O segundo
tipo de formulacao, mais usado, é chamado de Método Direto. Nesta formu-
lacdo, quantidades com claro sentido fisico, como tensoes e deslocamentos.
sao determinadas diretamente sem a necessidade de quantidades ficticias in-
termedidrias.

Neste capitulo, inicialmente sao apresentadas aplicagbes das duas for-
mulacoes na solugdo de um problema simples de carga dindmica harmonica
aplicada sobre um semi-espaco eldstico transversalmente isotrépico. Os re-
sultados obtidos por cada uma delas sdo entao comparados com o resultado
obtido pelas funcoes de Green e de influéncia desenvolvidos no capitulo 4. Em
seguida ¢ apresentada uma implementagao mais completa do Método Direto
juntamente com exemplos de aplicagao. Nao é do conhecimento deste autor
implementacao equivalente para a elastodinamica de meios transversalmente
Isotropicos.

A formulacao aqui apresentada segue, em linhas gerais. um desenvolvi-
mento semelhante ao apresentado por Crouch e Starfield [23] para problemas
da elastostdtica.

6.2 Método Indireto

Para se colocar a formulagao do Método Indireto é utilizado, como exemplo.
o problema da determinacao dos deslocamentos e das tensoes devidos a uma
faixa de carga dinamica com distribuigio uniforme pg, de largura 2a, aplicada
sobre a superficie de um semi-espaco eldstico transversalmente isotropico. A
solucdo para este problema através de funcgoes de influéncia foi mostrada no
capitulo 4. O dominio Q2 do problema em questdo é o espaco semi-infinito
dado por |z| < 00.0 € z < oo e seu contorno [' é a superficie superior do
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semi-espaco dada por z = 0.

Toma-se, como dominio auxiliar £2* o espaco infinito, sem qualquer con-
torno, e neste espago traca-se uma superficie I'*, com a mesma geometria do
contorno [' do problema original. Sobre a superficie I'* é aplicada uma carga
distribuida ficticia ¢ (z) conforme mostrado na figura 6.1.

Po

—a o~ 777
\ )

Z z
problema original problema auxiliar

Figura 6.1: Problemas original e auxiliar para o Método Indireto

De acordo com as equagoes (3.41) do capitulo 3. as condigoes de contorno
que caracterizam o problema original sao:

(6.1)

onde p, e p, sao as componentes da carga aplicada nas dire¢oes horizontal e
vertical, respectivamente e sao dadas por:

Pn (I) =pon, 2| L@

pn(z) =0, |z|>a, n=z.z 6:2)

Por outro lado, os deslocamentos causados no dominio 2* pela carga
ficticia ¢ (z) aplicada em I'* podem ser determinadas integrando-se as fungoes
de Green desenvolvidas para o caso de carga aplicada no interior de um meio
infinito (solu¢ao fundamental) ponderadas por g (z):

u(z,z) = /m Gr,(z —s,2) g, (x)ds + / G, (z —5,2)q. (z)ds
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w(zz) = /_Z G, (z — 5,2) gz (z) ds + /_Z G, (&~ 8,7) g, (z) ds
(6.3)

onde ¢, e g, sao as componentes de g (x).
As tensoes no dominio 2* podem ser determinadas da mesma forma por:

gij [2,2) = /_i 05z (T — 8,2) gz (z) ds + /_0:0 0. (T —5,2)q. (x)ds. (6.4)

Para se resolver o problema original, deve-se inicialmente determinar a
carga ficticia g (z) que causa na superficie ['* tensoes iguais as impostas ao
contorno [' pelas equacdes (6.1). A carga ¢ (z) assim determinada causa
no dominio £2* tensoes e deslocamentos iguais aos provocados por p(z) no
dominio 2.

A determinacao de g (z) é feita pelo Método dos Elementos de Contorno
dividindo-se o contorno I' = I'* em N elementos ['y constituidos por seg-
mentos de reta justapostos e adotando-se em cada um desses elementos um
modelo aproximador para a distribuigao de ¢ (z). A forma mais simples para
este modelo aproximador é a distribuigao uniforme, ou modelo constante.
Assim, utilizando-se o modelo constante para todos os elementos, a carga
¢ (z) é substituida por uma aproxima¢ao ¢* (z) composta por N faixas de
carga q; uniformes aplicadas sobre os /V elementos que compoem a superficie
['*. A precisao alcangada pelo método depende da capacidade de ¢* (z) re-
presentar a carga ficticia ¢ (z) em seus efeitos sobre o dominio Q*. Esta
capacidade, por sua vez, depende do comprimento 2/*) de cada um dos ele-
mentos do contorno. Além disso, como no caso em estudo o contorno [' é
infinito, nao é possivel cobri-lo todo com elementos, sendo entao necessario
restringir a porcao de ' que sera dividida em elementos a um sub-contorno
finito I'y composto pela somatéria dos N segmentos de reta( I'y = S0, Ty).
A precisao do método dependera também da extensao de I';.

Os deslocamentos e as tensoes provocadas por ¢* (z) em Q* sao dados

por:

J k)
ulz,z) = Z ( (k) . G2, (E—L‘{k — s z) ds+

k)

gk G, (1: —z®) — s,z) ds)

— (k)
jlk)

W) = Z ( (k) /tf*) o (:L‘ e TV s,z) ds+

2 o

g(’t)

— k) — s_,z) ds) (6.5)
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(k)

N
&5 [£:2) Z ( /zm Oiiz (I e ) e s,z) ds+

£[kl
* . o ) ; -
( /_”H ofi. (@ —a® - 5.2) d:,) (6.6)

onde ¢\¥) e ¢{F) sdo as componentes de ¢* (z) no centro do elemento £ e z'¥
é a coordenada horizontal deste ponto.

As integrais das fungoes de Green sao dadas pelas fungoes de influéncia
desenvolvidas no capitulo 4 para faixa de carga constante aplicada no interior
de um meio infinito, resultando:

i ( (k) (1: — zk) ) + qm (SL — 3;””,.:))

w(z,2) = i ( (k)2 (,r — gtk z) + ¢Ww (:c -z, z)) (6.7)

I

u(z,z)

Fo
—

-
—

gij (Z,2) = kZ: (qi"]amJr (.I: —z®) ) +q¢Fg: O iz (I - :L‘(“._z)) (6.8)

onde ul,, wl,, e o.,,, sao as funcoes de influéncia de uma faixa de carga
unitaria uniforme de largura 20%).

A equagdo (6.8) pode ser utilizada para expressar as tensoes no cen-
tro de cada um dos elementos do contorno. Impondo-se que o, (:.-:”‘),0) e

s I (x(k",O), k=1,...,N devem satisfazer as condicoes de contorno expressas
pelas equagdes (6.1), resultam 2N equagoes. Estas equacoes sao utilizadas
para se determinar o valor de ¢{¥) e ¢*). Em forma matricial estas equacoes
podem ser escritas como:

[F 1,1) {1.N) (1,1) (1,N) T (1) § 1)
Jéxzz UCIZ’I UCIZZ UCIZZ qI U)[‘.'Z
N1y . oo N,N) (N l) (N,N) (V) (N)
ar(:xzz: J"E'sz CIZZ Jr.‘J:zz < ql‘ e < OIZ
1,1 . 1 1,1 . 1,N) (1 (1)
algzzzJ o gézz.r) ngu} ngzz aq; ) T2
N,1) N,N) N (N,N) (N N)
[ J}'ZZI} o'gzz;r JEZZZ GCZZZ J . q?. } F, “ UE’Z F,
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(7.K) (7:k)

onde o}, e 0., sao as funcoes de influéncia para a tensao o,, devidas a uma

faixa de carga constante de largura 2{*) centrada em (x(“:[)) e calculada para
o ponto (z'*) 0), aplicadas nas dire¢des horizontal e vertical, respectivamente.
Os valores ol¥) e o!%) sdo os valores das tensdes impostas pelas condicoes de
contorno no centro do elemento k.

O sistema de equacoes representado pela equacao 6.9 pode ser escrito em

forma compacta como:

Sczr
Scz:

SCI?Z q’..." O-Iz

SCZZ qz O-ZZ

(6.10)

ou simplesmente:

Sq=o (6.11)

Apds a solugdo do sistema de equagdes, os valores de ¢ e ¢{*) sdo utili-
zados para se determinar os deslocamentos e as tensdes em qualquer ponto
do dominio {2. Para se determinar os deslocamentos u e w no centro de cada
elemento, por exemplo, utilizam-se as equagoes dadas em forma matricial
por:

1 3 i 1,1 1L,N 1,1 LN ( 1 b
( ult U‘E“:r : ugm } ng' ) u‘i‘z i Q:(r )
N N1 NN N,1 NN N
J ) U’\{::r : u’;::r ; U'E‘z ) 'U.Ez ) ; : \
IEY) (L) LN) L) 1N 1
w wgz w((‘..": wEZ wr:(:z ) é )
N) (N.1) (NN N1 (NN N
. w( / L u’r_‘x U"'((!J_‘ ) w((_‘z ] u’gz } 4] \ q(zJ ) V.
(6.12)
& k) = - P
onde u?"e w9* sdo as funcdes de influéncia dos deslocamentos u e w no

centro do elemento j devidos a uma faixa de carga uniforme de largura 2/*)
aplicada na direcao 7 no centro do elemento £. Na forma compacta estas
equacoes ficam:

UCI UCZ o}
o k. (6.13)
w WCI WCZ q.z
ou simplesmente:
u=Uq=US""¢ (6.14)

O Método Indireto pode ser aplicado também a problemas com geometria
e condicoes de contorno mais gerais. Nestes casos o contorno I' compoe-se de
duas partes 'y e I',. Em I, as condicoes de contorno impdem as tensoes e em
', os deslocamentos sao impostos. Para se formar o sistema de equagoes sdao
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utilizadas a equacgdo (6.8) para os elementos que compdem I'; e as equacdes
(6.7) para os elementos de [',,.

Outros tipos de modelos aproximadores podem ser empregados para q* (z).
Normalmente estes modelos sao do tipo polinomial como por exemplo o mo-
delo linear ou o quadratico. Para o modelo linear, ¢* () varia linearmente
dentro de cada elemento e sdo necessarios dois pontos em cada elemento pa-
ra se especificar esta variacao. Estes pontos normalmente sao tomados nas
extremidades de cada elemento. Para o modelo quadratico sao tomados trés
pontos; geralmente as extremidades e o centro do elemento. Estes mode-
los aproximadores alcancam uma precisdo maior com um menor nimero de
elementos. No entanto a sua formulacdo ¢ mais complexa e sao necessarias
funcoes de influéncia de cargas com distribuicao linear e quadratica que de-
mandam maior esfor¢o computacional.

E interessante notar que para este problema em particular é possivel de-
terminar a carga ficticia ¢ (z) de forma explicita sem recorrer a discretizacao
do contorno. Para isto divide-se o problema em dois: um para a componente
horizontal p, (z) da carga aplicada e outro para a componente vertical p, (z).

1. Carga horizontal p; (z):

Ao se aplicar apenas a componente horizontal da carga externa sobre
o semi-espaco as condicoes de contorno do problema, de acordo com as
equacoes (6.1), ficam:

02 (2,0) = —py (T)

o (@0) =0 (6.15)

Estas condigoes de contorno, quando aplicadas na equagao (6.4) resul-
tam em:

/ U;zx (’I? = 3~D) Qrz (I) ds + _[ g;zz (I == 590) Gzx (CE] ds = Pz [’EJ

| ot = 50)u @) ds+ [ oL, (@ 5.0) gue (2)ds = 0

(6.16)

onde g,; (z) é a componente da carga ficticia ¢ (z) na dire¢do ¢ = z,z
devida & componente p; (z) da carga externa aplicada.

As integrais que aparecem nas equagoes (6.16) sao convolugoes em x en-
tre as fungoes de Green e a carga ficticia. Aplicando-se a transformagao
integral de Fourier sobre estas equagoes, as convolugées se convertem.
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no dominio transformado, em simples produtos [76]. Assim. no dominio
transformado as equacoes (6.16) ficam:

Orzz (A {} ) @z (A) + 07, (X,0) @z (A) = =Pz (A)

02z (A0) Gzz (A) + 0, (A0) Gz () =0 (6.17)
A solucao deste sistema de equagoes fornece as componentes gz, (A) e
(A0)
Jez (A) = Dz (A 02z
q ( ) ( ) zz:r: (/\ 0) szz ()“0) :i:zz: (/\ 0) zzz /\'0)
5 7 (A U]
F A T /\ _ =
T ) =0 ) G 0152, (M0) — 5222 (W0) 522, (D)

(6.18)

Utilizando-se os resultados obtidos no capitulo 3 para as funcoes de
Green deduzidas para uma linha de carga concentrada aplicada no in-
terior de um meio infinito, as componentes da carga ficticia ficam:

H; Qomy — o

R I'.DQ = i'..:_J]_

sz ) = —2\/_Pz( ) };‘; L (619)

Wa2 — uh

Jzz (A) = 2\/%_.: (/\)

Para a componente da carga p, (z) dada pela equacao (6.2) a compo-
nente transformada p, (A) fica:

_ 2sen (Aa) ;
z (A) = pop ——— 6.20
Portanto, a carga ficticia g () fica:
- 4sen (6Ca) H Hy Gom — amp
T A) = T
g ( ) 2 {jc R wg e f..u"l
. 4sen (6Ca) H, 15 —
Lo 1) iy e 008 B T T (6.21)

(SC R Wa — W
Finalmente, aplicando-se a transformacio integral de Fourier inversa
chega-se a:
Gos () = 8por [ sen (5§a)£{£u§gm — M
o \/2—?1' i: R (.;’2 e LD[
] = 8ipor [ sen (0(a) H, 15 — ng
Bz \ 21 = V2 Jo ¢ R &y — @

cos (0Cz) d¢

sen (6¢z) d¢  (6.22)
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2. Carga vertical p, (z):

Aplicando-se isoladamente a componente vertical p, (z) da carga ex-
terna, as condicoes de contorno sao:

Oz: (2,0) =0

6.23
&y (£,2) = —p, (z) k)

Estas condigoes de contorno, quando aplicadas na equagao (6.4) resul-
tam em:

/m Orzz (T — 5,0) gz (z) ds + foo Opyz (T —8,0)q:: (2)ds =0

—oo —00

[ ota@—s0gu@ds+ [ 0%, (@~ 50 .. (2) ds = —p, (2)
(6.24)

A aplicacao da transformacao integral de Fourier sobre estas equacoes
conduz ao sistema de equagoes:

@;ZI (A\U) q_::z (’\) + 5;22 (/\‘0) q_zz ()‘) = 0

6;::: (/\’U) ze ()‘J o3 6;22 (’\10) sz (’\J = _';52 (’\) (625)
A solugao deste sistema de equagoes fornece as componentes G, (A) e
2 (A):
_ _ G2,z (A0)
.zz A = —p, A — - Irzz - _
b ) =) 5 055, 00) 2., O0) 2, (00)
Tgax (M0)

%) =00 5 oo, 0) — ot O oz, ) 02

Substituindo-se nesta solucao as expressoes das fungoes de Green ob-
tidas no capitulo 3 para uma linha de carga concentrada aplicada no
interior de um meio infinito as componentes da carga ficticia ficam:
_ V275 Hy wamz — wimy
T (X) = —2v2mp, () Z 2
Wy — Wi
H,m3—m

7] =2V 2mp, (A 6.27
@ (V) = 2V275: (V) 5 o= (6.27)
Substituindo-se nestas equacoes o valor da carga transformada:
2sen (Aa)
D, (A) = po.————— (6.28)
p: (A) =po o) . /
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e aplicando-se a transformacao integral inversa chega-se a:

gl = _ 8ipo. [ sen (0Ca) Hy @am3 — @17
B Vor Jo ¢ R @;—@

el 8po. [ sen(dCa) H, 13 —m

' V2r Jo ¢ R @y — &

sen (0Cz) d¢

cos (6Cz) d¢ (6.29)

As equacoes (6.22) e (6.29) fornecem as componentes da carga ficticia
que causa no interior do meio infinito os mesmos deslocamentos e tensoes
que uma faixa de carga uniforme de largura 2a e magnitude py causa em um
meio semi-infinito quando aplicada sobre a sua superficie externa. Esta de-
ducao demonstra, para este caso em particular, a existéncia e a unicidade da
solu¢ao. Uma analise mais aprofundada sobre estas equagées pode também
fornecer informacoes sobre o tamanho indicado para os elementos de contor-
no e a extensao da superficie que deve ser discretizada na solugao numérica
de problemas mais gerais que incluam superficies livres.

6.3 Método Direto

A formulacao direta do Método dos Elementos de Contorno baseia-se no te-
orema da reciprocidade eldstica. Segundo este teorema o valor dos desloca-
mentos e das tensoes em dois estados elastodinamicos distintos, com contorno
I' e dominio 2 iguais, estdo relacionados por [47]:

/Gu‘ds= /o‘uds (6.30)
r r

onde u, u* sao os deslocamentos e o, 0* as tensoes nos dois estados.

Para a aplicacao deste método. seleciona-se como primeiro estado o pro-
blema que se deseja resolver (problema original) e como segundo estado um
problema (problema auxiliar) cuja solugao seja conhecida solugdo de teste
[23).

Como solucao de teste podem-se utilizar os deslocamentos e tensoes cau-
sadas por uma linha de carga aplicada no interior de um meio infinito (solugao
fundamental) eldstico transversalmente isotrépico. Para isto traga-se no in-
terior do meio infinito 2* uma superficie I'* igual ao contorno I" do problema
original e aplica-se a linha de carga concentrada em um ponto ezterno a
porcao de ©* delimitada pelo contorno I'* [23]. Se do meio infinito ©* for
isolada esta porcao (igual a Q) as tensdes causadas por esta linha de carga ao
longo de I'* estardo em equilibrio e portanto estas tensoes e os deslocamentos
que as acompanham serao uma solugdo para o problema auxiliar.
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Como no Método Indireto, divide-se o contorno I' em N segmentos de re-
ta (quando I' tiver extensdo infinita seleciona-se uma porcao finita I'; de I').
A seguir adota-se um modelo aproximador para as tensées e para os deslo-
camentos do problema original em cada elemento, sendo o modelo constante
0 mais simples.

Adotando-se o modelo constante para todos os elementos a equacao (6.30)
fica:

N N
S oth) f wdl =3 u® [ o*dr (6.31)
k=1 T k=1 L

onde o¥) e u'¥) s3o as tensbes e os deslocamentos no centro do elemento k.
As tensoes por sua vez sao dadas por:

o; = (Utx'nz == Jiznz) y V=L, B (632)

onde n, e n, sao as componentes do vetor normal n ao contorno I' em direciao
ao exterior de (2.

Para o problema em estudo (faixa de carga uniforme aplicada sobre o
semi-espago) o vetor normal ao longo de todo o contorno I' é dado por n, =

0,n, = —1 e, assim, a equagao (6.31) pode ser reescrita como:

L N

£ (ot ettt [ )= £ ([ ot 0 [ i)
=t ek L E=1 Lk [

(6.33)
Os valores de o'%) e de o) sao impostos pelas condicées de contorno
e, portanto, hd N valores do deslocamento u*) e N valores de w'*) a ser
determinados. Sao necessarias entao 2N solugoes de teste diferentes para se
obter um sistema de 2N equacoes linearmente independentes.
As solugoes de teste sao obtidas levando-se o ponto de aplicagao da linha
de carga externa ao ponto médio de cada um dos N elementos do contorno e
aplicando-se em cada um deles uma carga na diregao horizontal e uma carga
na direcao vertical. As solugdes sao fornecidas entao pelas fungoes de Green
desenvolvidas para linha de carga aplicada no interior de um meio infinito.
O sistema de equacoes resulta:

(k)

N k * =0k =
D (0:{5;} i G, (x + z®) — .LU},O) dr+

1k .
U(k_)[ & a, (1 4+ k) _ xm,U) d:r.) =
1

il (u{k)/ . s (:c + z*) — 'J:m,O) dz+
I
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i{kl

w{k)] oy Oz x +:c“‘}£k — V) 0) dzx ) ;
!

=z =1 ol (6.34)

* * s - . . -
onde G%,, G, 0%,, e 02, sao as fungoes de Green determinadas para a linha

de carga aplicada no centro do elemento j

As integrais presentes na equacao (6.34) podem ser substituidas pelas
funcoes de influéncia desenvolvidas para uma faixa de carga uniforme apli-
cada no interior de um melo infinito, notando que:

G (z,0) = G} (-z,0)
ok (2,0) = —0(-20), ¢, k=122 (6.35)
Portanto:
v k) _ 40) e G) _ k)
. } sl i « (L0 _ L) _
/:sm G (.I‘ +& & ,0) dr = " s Gy (z & 35,0) dz
(k) k)
* (k) (2) = 4 (2) _ (k) _
i G, (:.r +& z ,O) dz = i G, (:c % :c,{)) dz
(k) (k)
f{ o, (I + (8 — £9) 0) dz = — /t o :c(” —z®) — g 0) dx
—uk} Izt ¥ f““ IZI. )
(k) 1(k)
/ 01 (z+ 20 — 20 0)dz = - / ot (29 = 2®) - 2,0) do
— k) — k)

(6.36)

Repare-se que as integrais no segundo membro das equagoes (6.36) po-
dem ser interpretadas como convolugoes entre funcoes de Green e uma carga
unitéria distribuida uniformemente entre z(*) — (%) e z(¥) 4 (%) ¢ calculadas
no ponto (zm,(}).

Assim o sistema de equagdes (6.34) fica:

ZN: [Uzz ;( () _ 4l )0) +o®w; ( () _ :L.{k),o)] _

k=1
N

k=1
_ i1, i (6.37)
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Em forma matricial, o sistema de equacoes pode ser escrito também como:

L) .. S(LN) L) .. LN T n
O-((.‘IZ.’A-" O-CIZI O—E’zzx O-CZZZ U J
(N1 N,N N N.N N)
i Jéxzz) e O-é:czx : O-E'zz:r:) Jézz-x ) ul L B
L) s 1,N) (L .. (1N 1) -
O'((Z.’EZZ O‘E‘IZZ O-CZZZ O—IE.'ZZZ } U‘}{
N1 .. L(NN) N,1) (N,N) (N)
| Jg:zz.z Terzz O-((:zzz' Tizzz 1\ w )
[ Ly L. 1,N) L1 .. LN 7 ( (1) )
iy ugy Weg v o
NAY oo N,N) N L. NN N
(1,1 . 1,N) 13 ... sullLN 1) e
u}:z ) ugz wa(rz ) wéz ) GE.:
N1 N,N a(NL) L N,N) N)
L u’;{:z ) uE;z ) wl(:z ) wz(:z s 1K 0-4(':2 J
k|l ki kD) = - . N .
onde uij 4 wﬁj e Uém sdo as funcgoes de influéncia de uma faixa de carga

uniforme de largura 2{*) aplicada no interior de um meio eldstico infinito na
direcdo 7 no ponto (z*).0) e calculadas no ponto (z),0).
Em forma compacta o sistema de equagoes fica:

- SCII SCZI u — UCI WCI t.'.l' 6 30)
Seee Sewe |1 w [~ | U, Wo |t it

ou simplesmente:
Hu=G% (6.40)

A solucao do sistema de equagdes leva diretamente ao valor dos desloca-
mentos no centro de cada um dos elementos:

w= H>Gt (6.41)

Os elementos da diagonal das matrizes S, e S.., (elementos da diagonal
da matriz H) merecem uma observacdo especial. Como pode ser observado
pelas equacdes (4.10) do capitulo 4, nas fungdes de influéncia ha um salto
Unitario nas componentes oe..: € Oc.z; a0 longo da superficie de aplicacao da
faixa de carga uniforme. Como os elementos da diagonal sao calculados nos
pontos sob a faixa de carga (z¥) = zU)), deve-se tomar o limite:

55 — lim gui(D,2) = . (6.42)
-0~ 2

Teizi

s
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para estes elementos, ou seja, a carga deve se aproximar do ponto de obser-
vacao pelo lado externo do problema.

Para a solucao de problemas com geometria e condi¢oes de contorno mais
gerais o contorno I" é composto de duas partes. Em I';, os deslocamentos sao
impostos e em ', as tensdes sdo impostas. Assim, para se resolver o sistema
de equacoes € preciso se reorganizar as colunas das matrizes H e G de forma
a manter todas as incégnitas no mesmo lado da equagao.

6.4 Comparacao entre os métodos

Para uma comparagao entre os resultados obtidos pelas formulagoes indireta
(MEC-I) e direta (MEC-D) do Método dos Elementos de Contorno tomou-se
o problema original mostrado na figura 6.1 e de seu contorno I' selecionou-se
uma porcao finita 'y dada por —5a < z < 5a. Esta porcao finita foi entao
dividida em 25 elementos de igual comprimento como mostrado na figura 6.2.
As caracteristicas eldsticas do material sao dadas por ¢;/cyg =6, 71 =15 e
n3y = 0,8. A taxa de amortecimento adotada ¢ v = 0,01.

n

% Ty AR 21

— o —a a =

Figura 6.2: Divisao do contorno em elementos

Foi utilizado o modelo constante para todos os elementos e os desloca-
mentos normalizados u* = ucsy/apy e w* = weyy/apy obtidos por cada um
dos métodos ao longo de I'; estdo mostrados nas figuras 6.3 a 6.5. Sao
mostrados nessas figuras os deslocamentos devidos a carga aplicada nas di-
recoes horizontal e vertical para uma freqiiéncia normalizada ap = 1. Nas
figuras estdo também representados os deslocamentos obtidos pelas fungoes
de influéncia (FI) desenvolvidas no capitulo 4 para o caso de faixa de carga
uniforme aplicada sobre o semi-espaco transversalmente isotrépico.

Pela andlise das figuras pode-se verificar que apesar de o modelo aproxi-
mador utilizado ser o mais simples e apesar de a discretizacdo do contorno do
problema ser relativamente grosseira, tanto em relacao ao numero de elemen-
tos quanto em relacao a porcao finita Iy do contorno tomada. a concordancia
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-0.1
-0.2
-0.3
-0.4

-0.5

-0.6

Figura 6.3: Deslocamento horizontal normalizado u}, calculados pela fungao
de influéncia (FI) e pelas formulagoes indireta (MEC-I) e direta (MEC-D)
do MEC.
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0.25 1 I i | I I I I

0.15
0.1
0.05 |

-0.05 |
0.1 |
-0.15 | o
V2HT@ =
-0.25 : ! ! :

Figura 6.4: Deslocamentos cruzados normalizados w}, = —ug, ao longo da
superficie do semi-espago.
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Re(w;,)

0.25 T T T T T T T T
02 2 FI — <
| MEC-I <> o
0.15 | MEC-D + 7
0.1} =
0.05 | | .
0 — + —
-0.05 | | .
-0.1 F | -
-0.15 | | .
0.2 - / ...

_025 l 1 v 1 1
-5 4 4 L, b 0 1 2 3 4 5

z/a

Figura 6.5: Deslocamento vertical normalizado v}, ao longo da superficie do
semi-espaco.
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entre os resultados é bastante boa. Esta concordancia, no entanto tende a
diminuir quanto mais o ponto analisado se aproxima das bordas de ['y. Pa-
ra o ponto central do contorno (z/a = 0) hd uma virtual coincidéncia nos
resultados.

Para os deslocamentos cruzados (u}, e w;.) porém, a primeira vista a
concordancia nao é tdo boa. Porém deve-se atentar para a ordem de grandeza
desses deslocamentos em relagdo a outras componentes u}, e w;,. Como os
deslocamentos cruzados sio bem menores, as diferencas relativas entre os
resultados obtidos pelas diferentes formas de calculo tendem a ser maiores.

Outro aspecto interessante € a diferenca observada entre os resultados ob-
tidos pelas duas formulacoes do MEC, mesmo utilizando-se uma igual divisao
de elementos e o mesmo modelo aproximador. Pelas dedugoes apresentadas
nos itens anteriores pode-se verificar uma relagao entre as matrizes S, U e o
do método indireto e as matrizes G, H e t do método direto. Estas relagoes

5a0:

H = -ST
G = UuT
t = —-o (6.43)

Assim, a solucao através do método direto utilizando-se a notagao do

método indireto fica: 55
u=[s"]" U'e (6.44)

o que mostra a diferenca em relacao ao célculo pelo método indireto expresso
pela equagao (6.14).

O calculo pelas funcoes de influéncia situa-se em boa parte dos resultados
entre as duas formulacdes do MEC. No entanto. ndo ha indicadores suficientes
para apontar qualquer um dos dois como superior em precisao.
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6.5 MEC-D para condicoes de contorno ge-
rais

As formulacoes apresentadas nos itens anteriores se aplicam apenas a um
tipo restrito de geometria e condi¢oes de contorno. Foram apresentadas ape-
nas para se introduzir o Método dos Elementos de Contorno nas formulacoes
direta e indireta e analisar seus resultados quando aplicado a materiais trans-
versalmente isotropicos.

Para problemas com geometria e condigbes de contorno mais gerais é
conveniente definir para cada ponto do contorno I' um sistema local de coor-
denadas representadas pelos vetores s e n respectivamente tangente e normal
ao contorno I' no ponto considerado. O angulo entre o sistema de coorde-
nadas global z,z e o sistema local s,n é # como pode ser visto na figura
6.6.

\

Figura 6.6: Sistemas de coordenadas global e local.

Utilizando-se o sistema local de coordenadas, pode-se reescrever a equagao
(6.30) do teorema da reciprocidade como:

/ (0" + onul) dT = f (0% us + 05 un) dl (6.45)
r r

onde os indices s e n se referem as componentes dos deslocamentos e das
tensoes nas direcoes tangente e normal. respectivamente.
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Dividindo-se o contorno I' em N elementos e aproximando-se as tensoes o0s
deslocamentos por valores constantes ao longo de cada um desses elementos,
a equagao (6.45) fica:

N N

Z (aﬁk}/ u;dF+cr£f‘)f u;df) = Z (u&“/ J;d[‘+'u,{,,k)/ a;df)
k=1 Ce T k=1 L e
(6.46)
Obtém-se 2N solugoes de teste aplicando-se N linhas de carga unitarias
FY) e N linhas de carga unitarias F?), nas direcoes tangencial e normal
respectivamente, no ponto central de cada um dos N elementos j do contorno.

como pode ser visto na figura 6.7.

Figura 6.7: Linhas de carga aplicadas no elemento j

Assim, a equacao (6.46) pode ser reescrita como:

N N

) (a‘g‘” [ ugPar+of [ uf,f;"’d[’) - 5 (ugﬂ [ o4Pdr +u [ g;g'k)dr)

k=1 Lk Ci k=1 Cx T

N . N .

5 (ag“ [ wOdr + o [ -u&f,;’“dr) - Z(ugﬂ [ oGPar +u® [ o)

k=1 Fk rk k=1 r\k Fk
i=1,...N (6.47)
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& (k) oz - -
onde uY} Ve oi;’;) sao os deslocamentos e tensdes na direcao o no problema

auxiliar no centro do elemento k devido a uma linha de carga aplicada na
direcao § no centro do elemento ;.

As linhas de carga F7) e F) podem ser expressas pelas suas componentes
FOk) o FUknag diregoes tangencial s, e normal n; ao elemento & por:

F9 = FU®cos (B — ;) + F9% sen (8, — 6;)
F}lj) — —F;j’k} sen (gk = 83) + F,E_J'k} COs (gk == 9}) (648)

Portanto o efeito de F{?) e de FY) também podem ser expressos como
composicao dos efeitos de FU*) e de F7F).

Adotando-se um sistema de coordenadas z'z’ com origem no centro do
elemento j e paralelo as diregoes de sg e ng, os deslocamentos causados por
FY e por FY) ao longo do elemento k podem ser determinados por:

Ik = (z',2') cos (B — 6;) + Gpa (2',2") sen (6 — 6;)

2z (2',2") cos (O — 8;) + G, (2',2") sen (6 — 6;)

uIk) = Gy (2,2") sen (B — 0;) + Guy (2'.2") cos (B — 6;)
(

udk) = G, (2,2") sen (0 — 8;) + Gy (2',2) cos (6 — 0;) (6.49)

(7,k)
unS

onde G ; (2',z') sao as fungées de Green do deslocamento na direcao " devido
a uma linha de carga unitaria aplicada na dire¢dao ;' na origem do sistema
2’z no interior de um meio infinito eldstico transversalmente isotropico. O
sistema de coordenadas z'z' tem uma inclinagao 5 em relacao ao sistema de
coordenadas global xz. portanto as funcoes de Green a serem utilizadas sao
as deduzidas no capitulo 5 deste trabalho.

Da mesma forma, as tensoes nas direcoes tangencial o5 e normal o, ao
longo do elemento k devidas as linhas de carga FV) e F\?) sao dadas por:

cUR = o (2,2)) cos (B — 0;) + 0wz (2',2)) sen (6 — 6;)

oUR) = gy (',2") cos (O — ;) + 042y (2',2") sen (8 — 6;)

o0k = —gup (2,2)sen (O — 0;) + 0z (2',2") cos (6 — 6;)

oK) = g (2),2) sen Ok — 0;) + 0z (2',2) cos (6 — 6;) (6.50)

onde o,y (2',2") sao as fungoes de Green da componente ¢z’ do estado de
tensdao devido a uma linha de carga unitdria aplicada na direc¢ao j’ no interior
de um meio infinito elastico transversalmente isotropico.

Substituindo-se os resultados das equagoes (6.49) e 6.50) na equacao
(6.47) obtem-se:

N
5 {agk-'/r Gy cos (B, — 0;) + Gy sen (O — 0;) dI'+

k=1
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o) | Gz cos (B — 0;) + Gz sen (B —HJ)dF} =

M=

[ugk} -/l: Oz 2tz COS (gk = 93) + Oyt S€1 (Qk = 93) dl 4+
k

=
L
—

U.Elk) /lt‘ Tzt 5zt COS (9&- - 93) + O,z S€N {9;\ - 9}) UIF]
k

E

[U‘Ek) ]1" —G,:r:r sen (gk = 8;) S Ga:f'z' COos (gk - 9}) dl'+

a
Il
—

G,(lk} ~G iz sen (O — '9_7) + G2 cos (O — 9.?) dl—} -

M=

™
|:’U_gk} /r — gty SEN (Bk — 9‘?) - Tyl 5120 COS (Hk — GJ) dr-f—
k

=
I
—

UE:{') ]F — 0yt SEN (gk - 93) T Oprprz COS (Hk - 93) dF]

As integrais das equacoes (6.51) sdo executadas ao longo da direcao z’ e,
assim, podem ser reescritas como:

(k)
ol =F ! ! = i) f !
. Gy (2',2')dD o Gyj (2" +5,2') ds
1k}
/ Oi’z'j’ (J‘:’,z!) dr — ]““ Gi’z’j’ (I' = S.,ZF) dS (652)

k

Como as funcgoes de Green para um meio infinito sao simétricas (para os
deslocamentos) ou antisimétricas (para as tensoes) em relacao ao ponto de
aplicagao da carga, estas integrais podem ainda ser expressas por:

k) (k)
' Lo _ - 2 !
. Gejo (' + 8,2 )ds = o Gij (—2' — s, — 2')ds
k) {(k)
[um Oipy (T +5,2)ds = — / iy O E (=2’ —s5,—2')ds (6.53)

As integrais do segundo membro destas equagoes podem ser interpretadas
como convolugoes das fungoes de Green com uma faixa de carga unitaria com
distribuicao uniforme aplicada ao longo do elemento k£ e tendo como ponto
de observacao o centro do elemento 3. Esta operagao faz com que se possa
utilizar as funcoes de influéncia deduzidas nos capitulos 4 e 5 em lugar das
fungoes de Green. Isto torna desnecessaria a integragao numeérica ou analitica
das funcoes de Green ao longo do elemento £.
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Assim, as integrais dos deslocamentos e das tensoes ao longo do elemento
k ficarao:

/l“k ulkds = ul, cos (O — 0;) + u,, sen (6 — 6,)
‘/l;k ulFds = wl, cos (B — 0;) + w., sen (6 — ;)
/r k wORds = —ul sin (65 — ;) + ul, cos (6 — 6,)
/1" uIFds = —w!_ sin (6, — 0;) + w, cos (6 — ;) (6.54)
. k
/m o‘gi,k}ds = —Ocgrzrz €08 (O — ;) — Ocprzrzsen (0 — 6;)
/l“»; oUMds = —gguup 08 (6 — 0;) — Ocyrrrz Sen (B — 6;)
[[‘k oK ds = Gopyp sen (B — 6;) — Oegrzrz cos (B — 6;)

/F 0UMds = Goppsen (O — 0;) — ez cos (B — 0;)  (6.55)
k

onde ug,, wftj, e Oqrzy Sa0 as fungoes de influéncia de uma faixa de carga
uniforme aplicada no interior de um meio infinito distribuida na direcao =’
e aplicada na direcao j'. Estas funcgées de influéncia sao calculadas para o
ponto de observagao (—z', — 2') dado por:

r = (x“"’ - ‘rm) cos By — (:r(k-’ . :1:("')) sen 0y
7 = (z“‘] - z{”) sen . + (zm — z{-”) cos . (6.56)
onde ), (%) 1) e 2U) 530 as coordenadas segundo o sistema global zz dos

pontos centrais dos elementos £ e j respectivamente.
A equagao (6.51) resulta, entao:

N
S (MBI +oBIN) = 3 (w049 + ulh AGY)

k=1 k=1
P J =1 ol (6.57)
onde
Bg)"} = u’u, cos (B — 6;) + u,, sen (6, — 6;)
BU® = ! cos(f — 0;) + w, sen (6 — 6,)
BUR) = ! sin (6 — 6;) + u., cos (6x — 6;)

BUR = !, sin (0 — 0;) + w,, cos (6x — ;) (6.58)
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Ala.k .
"_1(9‘{' ! = _JCIJZ!I? Ccos (9# - 9}) - O‘cx'z‘z" sen (Gk e 9})
AlGk) ;

"_lifs ! = —0¢z' 7' COS (Bk g 9;) — Opzizip SEIN (Hk = QJJ
Aldk _ r .

Agfq ) — Oertz'zt S€N (O — 0) — Gpgrzr2 COS (O — 6;)

.'-lilj;,’lk} = Oezz'z SEN (9& = 9}) — Tpziz'zt COS (gk oo 9;.)

Em forma matricial pode-se escrever:

A

?

i 1,1) N 1,1 N [~ 4
AGD o AR AR e AGM T
N,1 NN N,1 N
ALY o AQ | AD o. AW )]
1.1 N A(1, A(LN sl
AT - BT | AT e AT )
1(N, NN : W ’ i
AR s AR | AGD A | o
i 1,1) N 1,1 N ¢
B o BEM | BEY .. BEM ([ o
BN s BUW | BLI B otV
y 1 § N i I,
BEU - BEM [ BED - BED =2
N, N,N " N i
L B e BN | BEIY BaM || oV

ou, de forma compacta:

ASS Ans
Asn A‘ﬂ.‘-’l

Lol

BSS B"’lS
BSR B‘nn

[

-]

(6.59)

(6.60)

(6.61)

Os elementos das diagonais das matrizes A, e A,,, sao dados por:

b | o=

AR = - v,l}f{]l)r Oz (0,2)) =

i s=8) ml=v).

(6.62)

O sistema de equagoes (6.61) relaciona os valores de uy, u,, 05 € 0, em
todos os elementos do contorno. Destes quatro valores, em cada um dos
elementos dois sdo dados pelas condicoes de contorno e dois sao incognitos.
Assim, as colunas das matrizes A e B sdo trocadas entre si para que as
incégnitas fiquem todas do mesmo lado da equagao. O sistema de equagoes
lineares assim obtido pode entdo ser resolvido e o valor das incégintas fica

determinado.
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6.6 Exemplo de aplicacao
Como exemplo de aplicagao analisou-se o problema mostrado na figura 6.8 de

um tunel cilindrico de raio a escavado num meio elastico infinito. submetido
a uma pressao normal interna uniforme py.

2a

Figura 6.8: Tunel cilindrico em meio eldstico infinito

O contorno do problema foi dividido em N = 8, 16. 24 e 48 segmentos de
reta e foram obtidos os deslocamentos em um meio eldstico isotropico com
coeficiente de Poisson v = 0,4 e em um meio transversalmente isotrépico com
c11/cay = 6, ny = 1,0 e n3 = 0,8. Para ambos os materiais foi adotado um
fator de amortecimento v = 0,01.

Na tabela 6.1 estao mostrados os valores obtidos para os deslocamentos
normalizados tangencial u} = usc4s/apo € normal u, = u,cqs/apy nos pontos
A, B e C mostrados na figura 6.8 para um valor de freqgiiéncia normalizada
ag = ad = 1. Os valores de u; para os pontos A e C' nao estao apresentados
na tabela pois sao nulos. Pode-se verificar pelos resultados obtidos que a
convergéncia dos valores com o aumento do numero de elementos é bastante
boa. Para o material isotropico a diferenca entre os valores obtidos para
N =24 e N = 48 é quase nula na parte real e pequena na parte imaginaria.
Para o material anisotropico este comportamento se repete inclusive para os
valores de u; no ponto B. Na tabela 6.1 estd também apresentado o valor do
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Tabela 6.1: Deslocamentos normalizados u} e u, nos pontos A, B e C para
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alguns valores de N (ag = 1)

N Ponto A Ponto B Ponto C' | Material
uy x 10 u; x 10 uy x 10 uy x 10

8 3,91-6,29 0 3,91-6,29: | 3,91-6,29¢ | n; =1

16 3,99-5,307 0 3,99-5,307 | 3,99-5,302 | ny =1

24 3,99-5.,08: 0 3,99-5,08¢ | 3,99-5,08¢

48 4,01-4,92; 0 4,00-4,92: | 4,01-4,92¢

Anal. | 4,00-4,77¢ 0 4,00-4,77: | 4,00-4,77¢

8 4,16-6,47¢ | 0,36-0,32¢ | 3,79-6,07¢ | 3,41-5,73¢ | n; = 1,5

16 4,22-5,42¢ | 0,33-0,37¢ | 3,88-5,01z | 3,56-4,68: | n3 = 0,8

24 | 4.22-5.18: | 0.33-0,38i | 3,89-4.78i | 3,57-4,45i

48 4,24-4.93: | 0,33-0,39: | 3,89-4,54¢ | 3,61-4,22:

deslocamento u;, obtido pela solucao analitica apresentada por Rajapakse e
Senjuntichai [65] para material isotrépico. Pode-se verificar que os resultados
obtidos apresentam boa concordancia com o resultado analitico.

Na figura 6.9 esta tracado um grafico mostrando a variacao do desloca-
mento normalizado u;, no ponto A em funcao de a; para os dois materiais
citados. Para a obtengao destes valores foi utilizado N = 48. Para o caso iso-
tropico a solugdo exata para o carregamento estdtico é u}, = 0,5 [60]. Pode-se
perceber que os valores de u;, para o material isotropico tendem para o valor
estatico quando a frequéncia ago tende a zero. Também para o caso isotrépico
estao representados na figura 6.9 valores de u;, obtidos pela solucao analitica
de Rajapakse e Senjuntichai [65]. Os resultados obtidos pelo método aqui
apresentado sao bastante proximos desta solucao analitica.

Os resultados do material anisotrépico acompanham aproximadamente
os resultados do material isotropico, mantendo-se ligeiramente acima destes
(em valor absoluto) tanto na parte real quanto na imaginaria. Caso se tivesse
tragado as curvas correspondentes ao ponto C, ver-se-ia um comportamento
oposto, com os resultados do material anisotrépico abaixo dos resultados
do material isotrépico (de acordo com os resultados da tabela 6.1). Isto
¢ devido ao fato de que a rigidez na direcdo vertical medida pela relacao
¢33/ ¢44 € maior no material anisotropico. Assim os deslocamentos na direcao
vertical sao menores no material anisotrépico e isto causa um certo “alivio’
na direcao horizontal que faz com que nesta direcao os deslocamentos sejam
um pouco maiores do que no material isotropico.
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Figura 6.9: Variacao do deslocamento normalizado u;, em A com a freqiiéncia
normalizada ag.
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Nas figuras 6.10 e 6.11 estao mostrados os deslocamentos u} e u; ao
longo do contorno da parede do tunel para ay = 1. Pode-se apreciar ai
a influencia da anisotropia no valor dos deslocamentos. Para o material
anisotrépico os valores maximos (em valor absoluto) de u* ocorrem no ponto
B e nos pontos situados simetricamente a ele em relagao aos eixos horizontal
e vertical. Para o deslocamento normal u) as maiores diferengas entre os
resultados obtidos para os materials 1sotropico e anisotrépico ocorrem nos
pontos A e C' e nos pontos situados simetricamente a eles. Pode-se também
verificar a capacidade do programa de calculo desenvolvido em reproduzir
nos resultados a simetria do problema.

6.7 Observacgoes finais

Neste capitulo sao apresentadas as duas formulacées basicas do Método
dos Elementos de Contorno e sua aplicacao a problemas elastodinamicos no
dominio da freqiiéncia para materiais eldsticos transversalmente isotropicos
no estado plano de deformacdo. Estas formulagdes podem também ser apli-
cadas a problemas no estado plano de tensao, bastando, para isto, uma al-
teracdo nos valores das constantes eldsticas segundo as equagdes (2.27) do
capitulo 2.

Para a formulacao indireta (MEC-I) é analisada a aplicacao do método
a apenas um problema particular. No capitulo 7 sao apresentadas outras
aplicacoes desta formulacao na interacao do meio eldstico com estruturas
rigidas.

Para a formulagao direta (MEC-D) sao apresentadas a aplicacao do método
ao mesmo problema particular e também a aplicacao a problemas mais gerais
tanto com relacdo a geometria com em relagao as condicoes de contorno. A
extensao desta formulagdo para a analise da interacao do meio eldstico com
estruturas rigidas também estd apresentada no capitulo 7.

As duas formulagoes apresentadas apresentam pontos em comum. Ambas
utilizam como problema auxiliar uma linha de carga concentrada no interior
de um meio eldstico infinito e, além disso, aplicam esta carga ao longo de
um “contorno” tracado no interior do meio infinito com a mesma geome-
tria do contorno do problema original. No entanto, nenhuma dessas duas
caracteristicas é comum a todas as formulagoes possiveis do Método dos Ele-
mentos de Contorno. Em primeiro lugar pode-se utilizar para o problema
auxiliar dominios mais restritos do que o meio infinito. O caso mais comum
é a utilizacao do semi-espaco como dominio auxiliar e as funcoes de Green
deduzidas para carga aplicada sobre o semi-espa¢o ou em seu interior. Esta
escolha apresenta a vantagem de dispensar a discretizacao da superficie livre.
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((10 o 1)



186 CAPITULO 6. APLICACAO DO MEC

0.43 | T T T T T [

[sotropico —
0.42 Anisotropico

0.41

0.4

0.39

0.38

0.37

0.36

o
el
[SIE]

-0.42 T T | T |
-0.43 - -
-0.44 - -
-0.45 —
-0.46 -
-0.47 - N
-0.48 -

-0.49

1 1
51 ax
4 2

am
4

L
Ll

2T

=
w=lE -
[STEN
=
=3

>3 |

Figura 6.11: Deslocamentos normalizados u;, ao longo do contorno do tunel
(@ = 1).




6.7. OBSERVACOES FINAIS 187

Porém, os problemas que podem ser analisados sao também restringidos com
esta escolha pois devem incluir uma superficie livre horizontal. No capitulo 7
sao apresentadas formulagoes e exemplos que utilizam esta técnica na analise
de problemas que incluem superficie livre horizontal.

Quanto ao contorno auxiliar tracado no interior do dominio auxiliar, é
também possivel a escolha de uma geometria diferente daquela do proble-
ma original. Em alguns métodos é adotado como contorno auxiliar, onde é
aplicada a linha de carga concentrada, uma superficie externa ao contorno
original [83, 64]. Como a linha de carga ¢ aplicada sobre o contorno auxiliar e
o seu efeito é determinado sobre o contorno original, esta escolha evita a sin-
gularidade das fungoes de Green no ponto de aplicagao da carga. Entretanto,
isto inclul no problema uma indeterminacao quanto a posicao mais adequada
para esta superficie auxiliar. Na formulacao aqui apresentada nao aparecem
problemas em relacao a singularidade pois sao utilizadas as funcées de in-
fluéncia em lugar das fungoes de Green. Assim, torna-se possivel a adocao
de um contorno auxiliar igual ao contorno original do problema.



Capitulo 7

Analise de Estruturas Rigidas

7.1 Apresentacao

A andlise de fundacoes rigidas sujeitas a cargas dinamicas harmonicas no
tempo ¢ uma das aplicagoes mais importantes das funcoes de Green e das
funcoes de influéncia como as apresentadas neste trabalho. Normalmente se
deseja determinar os deslocamentos que ocorrem na fundacao e nas suas pro-
ximidades devidos a cargas dinamicas aplicadas sobre estas fundacoes. Estas
cargas dinamicas sao geradas normalmente por equipamentos industrials co-
mo magquinas rotativas.

Neste tipo de andlise normalmente se determina a matriz de flexibilidade
dinamica N (w) para uma fundacgao rigida sem massa. Numa fase posterior
da analise as massas da fundacao e do equipamento apoiado sobre ela sao
incorporadas a analise, juntamente com a carga dinamica aplicada [33].

O Método dos Elementos de Contorno ¢ especialmente atrativo para o
tratamento deste tipo de problema pois a condicao de meio ilimitado ja esta
considerada na solugao fundamental utilizada, dispensando a adocao de um
meio finito em substituicao ao dominio original do problema.

Para o caso de uma fundagao apoiada na superficie de um meio semi-
infinito, o método de analise mais utilizado € o método da superposicao que
utiliza as fungoes de influéncia de carga distribuida aplicada na superficie do
semi espaco.

Para casos mais complexos, como fundacoes rigidas semi-enterradas, ou
mesmo tiineis rigidos, sio necessarias formulagoes mais gerais, em geral ba-
seadas no Método dos Elementos de Contorno.

Neste capitulo é desenvolvida uma aplicacao do método da superposicao
para fundacées rigidas apoiadas sobre solos transversalmente isotropicos. Sao
analisados os casos de fundagao sobre meio semi-infinito. sobre camada apoi-
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ada sobre meio rigido e sobre semi-espago com eixo de simetria do material
inclinado em relacdo 4 normal a superficie do semi-espaco. Em seguida sao
desenvolvidas aplicacdes do Método dos Elementos de Contorno na analise
de fundacoes rigidas semi-enterradas e de tineis em meios transversalmente
1sotropicos.

7.2 Fundacoes na superficie - Método da su-
perposicao.

7.2.1 Colocagao do problema

Considere-se uma fundacao constituida por uma placa rigida, com largura 2a,
continua na direcdo 7, sem massa e apoiada sobre um meio transversalmente
isotrépico semi-infinito como mostrado na figura 7.1.

Figura 7.1: Fundagdo rigida apoiada sobre um meio semi-infinito

Esta placa esta sujeita a um sistema de forcas externas harmonicas no
tempo que pode ser decomposto em uma linha de carga vertical F., uma
linha de carga horizontal F, e uma linha de momentos M, uniformemente
distribuidos ao longo de y. As deformagdes provocadas no meio semi-infinito
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pela fundagao sujeita a este sistema de forgas ocorrem apenas no plano zz e
portanto trata-se de um estado plano de deformacoes.

7.2.2 Funcoes de influéncia

Para se determinar os deslocamentos e as tensdes provocados pela fundacao.
inicialmente divide-se a interface solo fundacao em N elementos justapostos

como mostrado na figura 7.2.

Fy
F. /"\"Wy
1.3 . ———b. F. N]
O
| ] ¢ M
! 2a 1|

Figura 7.2: Divisdo da interface solo-fundagao em elementos

Assume-se, entao, que cada um desses elementos aplica uma tensao uni-
forme (ao longo do elemento) dada por (tg‘J,tg‘}) i=1,...,N.

Os deslocamentos horizontais ©*) e verticais w® que ocorrem no centro
de cada elemento 1 podem ser calculados, entao, por:

) = (u(!‘JJtU) uizj)t(zj))

- (w“ 0D 4 4 E)40) ) {71

onde ul?) u®) k) e wt?) sio as fungdes de influéncia de uma carga
uniforme aplicada no elemento j e calculadas no centro do elemento ¢. Estas
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equacoes podem ser escritas de forma matricial como:

(1 3 r,, (1,1 2,(1,N) (1,1 .. . (LN I 1 3
u' ) “‘E‘x } e U'ETI U’:::z ) uE_‘z ) E(z}
N N,1 NN N,1 NN N
ul¥) C o ’U‘a{:x b e U’gz ] 'U:Ez b ng ) ) t{x \
N 1, N
w® WG ul® | o w ||
) : N,N (N1 2NN N
o® ]| g g | g |
(7.2)
ou simplesmente:
u= Ut (7.3)

A matriz U é chamada de matriz de influéncia dos deslocamentos do
problema.

7.2.3 Compatibilidade cinematica

Os deslocamentos expressos pela equagao (7.3) estdo também restritos pela
rigidez da fundagdo. Dessa forma, considerando a fundacdo como infinita-
mente rigida, os deslocamentos 1) e w(*) estdo condicionados por:

u.(i) = MUp
w® = we— 2P (7.4)
onde g, wo € @y sao respectivamente os deslocamentos horizontal, vertical e o
giro da fundacdo, considerando um ponto de referéncia qualquer, geralmente
tomado no ponto médio da interface solo-fundagao conforme mostrado na
figura 7.3. Ainda z(¥ é a coordenada horizontal do centro do elemento ¢
em relacio ao ponto de referéncia (tomado aqui como origem do sistema de
coordenadas zz).
Em forma matricial as equacoes 7.4 podem ser escritas como:

(WM ] [ 01 0
u® | _| o1 o e 75)
2™ (|1 o —z(V/a 0 '
apo
| w®™ 10 —zW™M/a |
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Figura 7.3: Deslocamentos do ponto de referéncia

ou simplesmente:
u = Cuy (7.6)

A matriz C é chamada de matriz de compatibilidade cinematica do pro-
blema.

7.2.4 Equilibrio

As tensoes ¢\ e ¢t) atuantes no elemento 7 devem estar em equilibrio com
a carga externa aplicada na fundacao. Dessa forma. de acordo com a figura
7.4, pode-se escrever:

£,

[
f'--:w" j T ]

LEz y } |
/

2)

¢{t)

Figura 7.4: Equilibrio das forcas que agem sobre a fundacao
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N
Myla = Y —tWz0/q (7.7)
1=1
onde [V ¢ o comprimento do elemento i . Em forma matricial estas equacdes
ficam:

8 f[;-rl) b

(1) (N) :

By 0 0 [ /) L)

F Y= @ ... ™ 0 0 -

t

M,/a 0o --- 0 —WzgM /g ... Nz /q :
[ &Y
(7.8)

ou, simplemente:

f=Dt (7.9)

A matriz D é chamada de matriz de equilibrio do problema.

7.2.5 Sistema de equacgoes final

As condigoes expressas pelas equagdes (7.2), (7.5) e (7.8) podem ser combi-
nadas em um unico sistema de equagoes dado por:

HrlNEH

A solucao deste sistema de equagdes fornece os deslocamentos do ponto de
referéncia da fundacao e as tensoes aplicadas por ela sobre o solo. Com estas
tensoes pode-se ainda determinar os deslocamentos e as tensoes em qualquer
ponto do interior ou da superficie do semi-espago.

Para se determinar a matriz de flexibilidade dinamica N (w) da fundagao.
aplicam-se separadamente F, F, e M, /a unitarios e determinam-se os valores
dos deslocamentos ug, wg € @y para cada um desses casos. Obtém-se, entao
a seguinte relacao:

Wp ‘sz 0 U E z
Up = 0 Nz Niw E; [(7-11)
awg B Npp Nom M,/a

Por esta relagdo pode-se perceber que hd um acoplamento entre os des-
locamentos u e ©, ou seja, a carga horizontal F, provoca deslocamentos u




7.2. METODO DA SUPERPOSICAO 195

e p; assim como o momento M,. Ja& a carga vertical F, provoca apenas
deslocamento vertical w.

O Método da Superposicao pode ser visto como uma aplicacao da for-
mulacao indireta do Método dos Elementos de Contorno que utiliza fungoes
de influéncia desenvolvidas para cargas aplicadas sobre o meio semi-infinito.
A particularidade desta aplicacao esta no fato de que distribuicao de car-
ga encontrada nao é ficticia e sim real. Isto ocorre porque os dominios do
problema original e do problema auxiliar sao idénticos.

7.2.6 Resultados numeéricos

Na aplicacao do Método da Superposicdao € conveniente dividir a interface
solo-fundagdo em elementos de igual comprimento. Dessa forma ¢é necessiria
a determinacao apenas da primeira linha de cada uma das quatro submatrizes
que compoem a matriz de influéncia U. Os elementos das outras linhas de
U situados nas diagonais das submatrizes e acima delas podem ser obtidos
dos elementos da primeira linha por um processo de rotagdo na ordem dos
elementos. Os elementos situados abaixo das diagonais podem ser obtidos a
partir dos elementos situados acima utilizando-se as propriedades de simetria
das funcoes de influéncia. Como a maior parte do tempo computacional é
dispendido na determinacgdo dos elementos de U, esta estratégia proporciona
uma grande economia de tempo de processamento.

Para se poder apreciar os resultados numéricos obtidos pelo Método da
Superposi¢ao para materiais isotrépicos e anisotrépicos, primeiramente ¢ fei-
ta uma analise de convergéncia variando-se o numero de elementos N que
compoe a interface solo-fundagao. A tabela 7.1 mostra valores das componen-
tes da matriz de flexibilidade normalizada (adimensional) N* (w) = ¢44 N (w)
para um material isotropico que apresenta coeficiente de Poisson v = 0.4 e
coeficiente de amortecimento v = 0,01. Na determinagao desses valores foi
adotado o valor da fregiiéncia normalizada a, = 1.

Os resultados da tabela 7.1 mostram que ha uma convergéncia mais rapida
para a parte imaginaria das componentes da matriz de flexibilidade quando
comparada com a convergéncia da parte real. A comparagao entre os valores
das componentes mostra que a convergencia € mais rapida para a componente
Nyz. Além disso pode-se notar que Ny, = N,; para todos os valores de V,
como era de se esperar pelo teorema da reciprocidade de Betti.

A tabela 7.2 mostra valores das componentes da matriz de flexibilidade
normalizada N* (w) para um material anisotropico com c¢;/c44 = 6 e coefici-
entes de anisotropia n; = 1,5 e n3 = 0,8. Foi também adotado o coeficiente
de amortecimento v = 0,01 e o valor da frequéncia normalizada a, = 1.

A convergencia dos valores das componentes da matriz de flexibilidade
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Tabela 7.1: Componentes da matriz de flexibilidade normalizada N* (w) para
um material isotrépico (v = 0,4, v = 0,01) para varios niumeros de elementos

N. (@ =1.)
(N | N N | N Nz NZ,
4 | 0233 [0,0933] 0,512 | 0.00403 | 0,00403
-0,2664 | -0,2247 | -0,176i | +0.0467i | +0,0467i
6 | 0,227 | 0,0884 | 0,469 | 0,00609 | 0,00609
-0,264i | -0,219: | -0,170s | 0,0405¢ | 0,0405i
8 | 0,224 | 0,0859 | 0,450 | 0.00702 | 0.00702
-0,263i | -0,217i | -0,168i | +0,0429: | +0,0429;
12| 0,222 | 0,0834 | 0,432 | 0,00789 | 0,00789
-0,262i | -0,215i | -0,166i | +0,0418: | +0,0418i
16 | 0,220 | 0,0822 | 0,425 | 0,00832 | 0,00832
-0,2615 | -0,214i | -0,165¢ | +0.04137 | +0,0413;
24 | 0,219 | 0,0809 | 0,418 | 0,00873 | 0,00873
0,261 | -0,213: | -0,1647 | +0,0409: | +0,0409:

Tabela 7.2: Componentes da matriz de flexibilidade normalizada N* (w) para
um material anisotrépico (¢y;/cay = 6, ny = 1,5, ny = 0,8, v = 0,01) para
varios numeros de elementos N. (ag = 1.)

N| Nz, Now | D N Ni. |
4| 0236 | 00769 | 0,420 | 0,00393 | 0,00393
-0,269: | -0.185¢ | -0,141¢ | +0.0387i | +0,0387i
6 0,230 | 0,0728 | 0,385 0,00564 0,00564
-0,266: | -0,1817 | -0,137; | 0,0366i | 0,0366:
8 | 0,227 | 00707 | 0,370 | 0.00642 | 0.00642
-0,265i | -0,179: | -0,1367 | +0,03567 | +0,03561
12| 0,224 | 0,0687 | 0,356 | 0,00716 | 0,00716
10,2647 | -0,177i | -0,1344 | +0,0347: | +0,0347i
16 | 0,222 | 0,0676 | 0,350 0,00750 | 0,00750
-0,2647 | -0,176¢ | -0,133¢ | +0.0343i | +0,0343:
24 | 0,221 | 0,0666 | 0,344 | 0,00784 | 0,00784
0,263i | -0,175¢ | -0,133: | +0.0339i | +0,0339:
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N* (w) para o caso de material anisotropico tem caracteristicas semelhantes
a convergéncia das componentes da matriz de flexibilidade do caso isotrépico.
Pode-se notar também a influéncia da anisotropia nas varias componentes.
Enquanto que os valores de N, sao pouco afetados pela anisotropia do ma-
terial, as outras componentes sofrem uma influéncia bem mais acentuada.

As tensGes que t, e t, que atuam na interface entre o solo e a fundacao
estao apresentadas nos graficos das figuras 7.5 a 7.7. Nestes graficos estao
mostradas as tensoes devidas a forgas externas F;,, F, e M, para o material
isotrépico e para o material anisotrépico.

Pode-se notar que a influéncia da anisotropia é pequena nos valores de ¢,
e de t,, sendo mais acentuada na tensao ¢, devida a forca vertical F, e na
tensao t; devida ao momento externo M,,.

Nas figuras 7.8 a 7.10 estdo tracados graficos que mostram os desloca-
mentos normalizados ao longo da superficie do semi-espago devidos as cargas
F., F, e M, aplicadas sobre a fundacao rigida para um material isotrépico
(v =0,4; v =0,01) e para um material anisotropico (c;;/cq = 6; n; = 1,5:
ny = 0,8; v = 0,01). Pode-se notar que hda uma diferenca sensivel nestes des-
locamentos, sendo que o material anisotropico aqui analisado apresenta em
geral deslocamentos menores. Apenas os deslocamentos horizontais devidos
a carga horizontal (u,) apresentam uma quase igualdade quando comparados
os resultados obtidos para os dois materiais. Isto provavelmente se deve ao
fato de que o valor da constante eldstica ¢, ser a mesma para ambos.
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Figura 7.5: Tensoes normalizadadas at,/F, e at,/F. aplicadas pela fundacao
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Figura 7.9: Deslocamentos normalizadados devidos a uma carga horizontal
F, ao longo da superficie do semi-espago.
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Para se poder analisar o comportamento da matriz de flexibilidade com
a variacao da freqiiéncia de excitacdo das cargas externas foram tracados os
graficos apresentados nas figuras 7.11 a 7.18. Nestes gréficos estdo tracadas
curvas que representam a variagdo das componentes da matriz de flexibili-
dade normalizada N* (w) com o valor da freqiiéncia normalizada aq. Estes
resultados foram obtidos utilizando-se uma discretizacao da interface solo-
fundacdo em 16 elementos de igual comprimento. Sdo apresentadas curvas
para valores de n, = 0,75; 1 e 1,5 e para valores de n3 = 0,8; 1 e 1,5. Em
todos os casos adotou-se ¢1;/cas = 6 e v = 0,01. Verifica-se que mantendo-se
ns = 1, um aumento no valor de n; provoca uma diminuic¢do da flexibilidade
do conjunto solo-fundacdo. Este efeito também pode ser notado com uma
intensidade um pouco menor quando se fixa n; = 1 e se aumenta o valor de
n3. As componentes N}, e N;, = N;_ apresentam uma maior sensibilidade
as variacoes de n, e de n;. Este comportamento é uma consequéncia do com-
portamento apresentado pelas fungoes de influéncia analisadas no capitulo
4,

Os pontos marcados nas figuras 7.11 a 7.18 foram obtidos pelo método da
superposicao implementado por Romanini [72] para fundagées rigidas apoia-
das sobre um semi-espaco viscoeldstico isotrdpico. Os resultados obtidos sao
praticamente coincidentes com os obtidos pelo método aqui apresentado no
caso de material isotrépico.
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Figura 7.11: Componente normalizada N, da matriz de flexibilidade
dinamica para n3 = 1.
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Figura 7.13: Componente normalizada N, da matriz de flexibilidade
dinamica para ny = 1.
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Figura 7.14: Componente normalizada N, da matriz de flexibilidade
dinamica para n, = 1.
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Figura 7.17: Componente normalizada N, = N7, da matriz de flexibilidade
dinamica para ny = 1.



212

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

Figura 7.18: Componente normalizada V;,,

CAPITULO 7. ANALISE DE ESTRUTURAS RIGIDAS

nz = 0,80 — — 4

ns = 1,00 —
ny = 1,50 —
Ref. [72] © T
| | | 1 |
0.5 1 1.5 2 2.5 3
Qo

dinamica para n; = 1.

= N}, da matriz de flexibilidade




7.3. CAMADA SOBRE BASE RIGIDA 213

7.3 Fundacgoes apoiadas sobre camada elastica
situada sobre uma base rigida

Para se poder analisar o comportamento de fundacoes rigidas apoiadas sobre
uma camada eldstica de espessura h situada sobre uma base rigida (figura
7.19) pode-se utilizar também o Método da Superposi¢do descrito nos itens
anteriores. Neste caso no calculo da matriz de influéncia dos deslocamentos
U utilizam-se as funcoes de influéncia correspondentes a cargas distribuidas
aplicadas sobre camada eldstica transversalmente isotrépica apoiada sobre
base rigida.

1.

77 T 77 7
rigido

Figura 7.19: Fundacao rigida apoiada sobre uma camada eldstica situada
sobre uma base rigida

A matriz de flexibilidade da fundacao N (w) para este caso também tem
a forma:

Uy "'\'rw = 0 0 . >
U = 0 Ny Num F, (7.12)
aYo 0 Noz: Nem M,/a

ou seja, hd um acoplamento entre a carga externa F), e a rotacao da fundacao
(o assim como entre o momento M, e o deslocamento horizontal uy. Também
se observa que as componentes de IN que expressam este acoplamento sao

iguais entre si (Nym = Nyz).
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O comportamento das componentes da matriz de flexibilidade normaliza-
da N* (w) em funcao da freqiiéncia normalizada ay pode ser vista nos graficos
das figuras 7.20 a 7.23. Nestes graficos estdo representadas as componentes
da matriz de flexibilidade para um material isotrépico (v = 0.4) e para um
material anisotrépico (ci;/cys = 6; ny = 1,5; n3 = 0,8). Para ambos os ma-
teriais foi utilizada uma taxa de amortecimento v = 0,01. Foram analisados
0s casos em que a espessura da camada h = 2a e h = 4a.

Pela analise dos graficos das figuras 7.20 a 7.23 pode-se notar o compor-
tamento bastante irregular das curvas, com pontos de maximo e de minimo
muito agudos, tanto para o material isotrépico quanto para o material ani-
sotrépico. Isto se deve a presenca do horizonte rigido a uma pequena pro-
fundidade que provoca a reflexao das ondas eldsticas que retornam entao
a fundacao. Dessa forma, estes pontos correspondem aproximadamente as
freqiiéncias naturais da camada eldstica onde ha ressonancia entre a de exci-
tacdo e as ondas eldsticas refletidas. Este comportamento irregular torna-se
menos acentuado para h/a = 4. A influéncia da anisotropia torna-se também,
como se pode notar, um pouco mais acentuada com a mailor a proximidade
do horizonte rigido. Esta influéncia se traduz num deslocamento dos pontos
de maximo e de minimo em direcao a freqiiéncias mais altas, juntamente
com uma diminui¢ao, em valor absoluto, dos valores da flexibilidade nestes
pontos. Isto sugere que o material anisotréopico analisado tem maior rigidez
que o material isotréopico. Com o aumento da espessura h o comportamento
da fundacao tende a se igualar ao comportamento da fundagao apoiada sobre
0 semi-espaco elastico.
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Figura 7.20: Componente normalizada /N, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundagdo apoiada em camada sobre base rigida (h/a = 2
e h/a=4).
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Figura 7.21: Componente normalizada N, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundacdo apoiada em camada sobre base rigida (h/a = 2
e hjfa=4).
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Figura 7.22: Componente normalizada N;, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundacao apoiada em camada sobre base rigida (h/a = 2
e hja = 4).
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Figura 7.23: Componente normalizada N, = N}, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundacdo apoiada em camada sobre base rigida (h/a = 2 e
hfa = 4).
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O parametro que parece indicar a rigidez do material é a constante eldstica
v = 1 + af — x. Para se verificar esta afirmacdo estdo apresentados 0s
graficos das figuras 7.24 a 7.27. Nestes graficos estdo representados os va-
lores das componentes da matriz de flexibilidade normalizada em funcao da
freqiéncia aq para dois materiais com o mesmo valor de 7. Foi analisado um
material isotrépico com v = 0,4 e um material transversalmente isotrépico
com ¢i1/cyy = 6; ny = 1,31 e n3 = 0,8. O material isotrépico tem as mesmas
caracteristicas elasticas utilizadas nos casos anteriores. Apenas no material
anisotropico o valor de n; foi reduzido ligeiramente para que a constante 7
assumisse o mesmo valor (v =12) para os dois materiais. Adicionalmente, a
taxa de amortecimento dos dois materiais foi aumentada para v = 0,1 para
se poder analisar se efeito no comportamento das curvas, em especial nos
pontos de maximos e de minimos.

A analise destes gréaficos mostra, em primeiro lugar. que a taxa de amor-
tecimento tem grande infuéncia nos valores das componentes da matriz de
flexibilidade dinamica; principalmente nos pontos de maximos e de minimos
tornando estes valores menores em moédulo e tornando as curvas menos agu-
das nestes pontos. Quanto a influéncia de 7, realmente este fornece uma
medida da rigidez do material pois aqui as curvas correspondentes aos dois
materiais estao mais proximas entre si e as freqiiéncias de ressonancia coinci-
dem. No entanto, a influéncia da anisotropia ainda é notada, em especial na
componente N} . Nas outras componentes a influéncia da anisotropia ¢ com-
parativamente menor sendo que para a componente N, nao ha praticamente
influéncia até ay préximo de 1,5. A influéncia maior da anisotropia em N,
pode ser explicada pelo fato de os dois materiais analisados terem valores
iguais de rigidez horizontal (¢y,/c44 = 6 para ambos) e valores diferentes de
rigidez vertical (ca3/cy; = 6 para o material isotrépico e c33/c44 = 7,83 para
o material anisotrépico).
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Figura 7.24: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente normalizada N}, da matriz de flexibilidade dinamica
para fundagdo apoiada em camada sobre base rigida (h/a =2 e v = 0,1).
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Figura 7.25: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente normalizada N;;, da matriz de flexibilidade dinamica
para fundacao apoiada em camada sobre base rigida (h/a =2 e v =10,1).
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Figura 7.26: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente normalizada N}, da matriz de flexibilidade dinamica
para fundacdo apoiada em camada sobre base rigida (h/a =2 e v =0,1).
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Figura 7.27: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrom-
pidas) da componente normalizada N}, = N, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundacao apoiada em camada sobre base rigida (h/a = 2 e
=013
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7.4 Fundacgao apoiada sobre semi-espaco com
eixo de simetria elastica inclinado

Outra possibilidade proporcionada pelo Método da Superposicao € a analise
do comportamento de fundacoes rigidas sujeitas a cargas dinamicas externas
e apoiadas sobre um material eldstico transversalmente isotrépico cujo eixo
de simetria (e plano de isotropia) nao é coincidente com qualquer dos eixos
do sistema de coordenadas geral do problema. Em outras palavras, o eixo de
simetria eldstica do material apresenta uma inclinacao # em relacao ao eixo
vertical z, como pode ser visto na figura 7.28.

F,
F /‘P\.‘L{y
f yA—
N
g F—a
eixo de simetria ;

elastica

Figura 7.28: Fundagao rigida apoiada sobre o semi-espaco com eixo de sime-
tria eldstica inclinado

Para a analise de fundagoes apoladas sobre um semi-espaco com eixo
de simetria elastica inclinado utilizam-se na determinacao da matriz de in-
fluéncia dos deslocamentos U as funcoes de influéncia desenvolvidas para
carga distribuida uniforme aplicada sobre o meio semi-infinito transversal-
mente isotrépico com eixo de simetria do material inclinado.

A relacao entre as componentes da carga externa £, F, e M, e os deslo-
camentos do ponto de referéncia da fundacgdo rigida wo, ug e @o é dada, neste
caso, por:

Wo Ny: Nyz Nym
Up — ;'Vuz I\ruz Num F‘T (Tl.?))
apy Noz Npe Nom My/a

ou seja. a matriz de flexibilidade dindmica N (w) deste tipo de problema
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apresenta um acoplamento completo entre as componentes da carga externa
e as componentes do deslocamento da fundagao. No entanto, a matriz N (w)
deve ser simétrica como consequéncia do Teorema da Reciprocidade de Betti.

Na determinac¢do numérica da matriz de influéncia dos deslocamentos,
caso se adote uma discretizagao da interface solo-fundagdo com elementos de
igual comprimento, é necessaria a determinagao pelas fungoes de influéncia
apenas das primeiras e ultimas linhas de cada uma das quatro submatrizes
que compoem U. Os elementos das outras linhas sao determinados a par-
tir destas por um processo de rotacao. Os elemetos situados nas diagonais
das submatrizes e acima delas sao determinados a partir dos elementos das
primeiras linhas e os elementos situados abaixo dessas diagonais sao deter-
minados a partir dos elementos das tltimas linhas. A determinacao pelas
funcoes de influéncia também das linhas inferiores das submatrizes de U é
necessaria neste caso devido a auséncia de simetria das funcoes de Green (e
das fungoes de influéncia) em relagao ao ponto de aplicagdo da carga, quando
o eixo de simetria eldstica é inclinado.

Nas figuras 7.29 a 7.34 estao apresentados gréaficos que representam a va-
riacao das componentes da matriz de flexibilidade normalizada N* (w) com
a freqiiéncia normalizada ag. Estao tracadas nestes graficos curvas para va-
lores de § = w/12 (15°), /6 (30°) e w/4 (45°). As constantes eldsticas do
material sao ¢;;/cyy = 6, n; = 1,5 e n3 = 0,8. Foi adotada uma taxa de
amortecimento interno v = 0,01.

Os resultados mostram que hda uma influéncia ndo muito grande da in-
clinacao @ sobre as componentes da matriz de flexibilidade. Nos elementos
da diagonal da matriz de flexibilidade as influéncias maiores da inclinacao
aparecem na parte imaginaria de IV;, e de V], e na parte real de N . A
parte imaginaria desta ultima componente apresenta uma influencia de ¢ que
aumenta com a frequéncia ay.

Quantos aos elementos de N* que expressam o acoplamento (elementos
fora da diagonal) o seu comportamento ¢ bastante varidvel. A componente
N} . apresenta uma variacao bem maior quando se passa de = 7/12 para
§ = 7/6 do que quando se passa de # = 7/6 para § = 7/4. A componen-
te N7 se apresenta influenciada por ¢ de uma forma ciclica com ag e a
componente N apresenta uma influéncia muito pequena da inclinagao 6.
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Figura 7.29: Componente normalizada N, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundacdo apoiada sobre semi-espago com eixo de simetria
elastica do material inclinado
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Figura 7.30: Componente normalizada N, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundacdo apoiada sobre semi-espaco com eixo de simetria
elastica do material inclinado
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Figura 7.31: Componente normalizada N7, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundagdo apoiada sobre semi-espaco com eixo de simetria
elastica do material inclinado
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7.5 Fundacoes semi-enterradas

7.5.1 Definigao do problema

Uma configuracao mais comumente encontrada na pratica de projetos de fun-
dagoes é representada por um bloco rigido parcialmente enterrado no solo.
Para analisar este tipo de fundacao propée-se o problema constituido por
uma estrutura rigida sem massa embutida num meio elastico semi-infinito
transversalmente isotrépico como pode ser visto na figura 7.35. A estrutu-
ra tem comprimento infinito na dire¢ao y e esta perfeitamente aderida ao
meio eldstico. Sobre esta estrutura estao aplicados carregamentos dindmicos
harmonicos no tempo que podem ser descritos pelas compontes vertical F,
horizontal F, e de momento M, continuos na direcdo y aplicados sobre o
centro geomeétrico da secao.

Para o problema descrito deseja-se determinar a matriz de flexibilidade
dinamica N (w) que relaciona as componentes do carregamento aos desloca-
mentos vertical wy, horizontal ug e giro p globais da estrutura rigida, bem
como deslocamentos e tensoes em quaisquer outros pontos no interior do meio
semi-infinito.

7.5.2 Aplicacao da formulacao indireta do MEC

Na solucao do problema colocado propde-se a utilizacao da formulacio indi-
reta do Método dos Elementos de Contorno numa extensao do Método da
Superposicao empregado na analise de fundagoes apoiadas sobre a superficie
de meios elasticos. Nesta aplicagdo sao utilizadas as funcées de influéncia
desenvolvidas para cargas aplicadas no interior do semi-espaco eldstico trans-
versalmente isotropico.

O dominio €2 do problema original é caracterizado por um meio semi-
infinito escavado na parte ocupada pela fundacao. Sobre o contorno I' do
dominio {2 estao aplicadas tensoes  (I') que estao em equilibrio com o sistema
de forcas externas e ao mesmo tempo provocam deslocamentos ao longo de I’
que sao compativeis com a rigidez da estrutura da fundacao. Para a analise
do problema original propoe-se um problema auxiliar mostrado na figura
7.36 caracterizado por um semi-espaco nao escavado (2*. Neste semi-espaco
¢ delimitada uma superficie ['* geometricamente idéntica ao contorno [" sobre
a qual é aplicada uma tensao ficticia ¢ (I'*).

A tensdo ficticia ¢ (I'*) deve ser determinada de tal forma que os desloca-
mentos e tensoes causados por ela ao longo de I'* satisfacam as condicoes de
compatibilidade cinematica e de equilibrio, respectivamente. Deve-se enfati-
zar que as tensoes ¢ (I') e g (I"*) ndo sao iguais pois os dominios {2 e 2 sao
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Figura 7.32: Componente normalizada N, = N, da matriz de flexibilida-
de dinamica para fundacao apoiada sobre semi-espago com eixo de simetria
eldstica do material inclinado
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Figura 7.33: Componente normalizada N;,,, = N, da matriz de flexibilida-
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Figura 7.34: Componente normalizada Ny, = N, da matriz de flexibilida-
de dinamica para fundacao apoiada sobre semi-espaco com eixo de simetria
elastica do material inclinado
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diferentes. As tensdes sao iguais apenas onde os contornos dos dois dominios
coincidem. Isto ocorre na superficie externa a fundagao onde tanto ¢(I)
e ¢ (I'™) sao nulas. Neste ponto reside a principal vantagem de se empregar
como problema auxiliar o meio semi-infinito em lugar do espago completo co-
mo nas formulacoes mais gerais do MEC. Nestas formulages gerais a carga
fict{cia ndo é conhecida ao longo da superficie externa e deve ser determinada
como parte da solugao do problema.

O passo seguinte consiste em se dividir a porgao de I'" onde ¢ (I'*) nao
é nula (ao longo da interface solo-fundagao) em N elementos justapostos e
adotar uma funcdo aproximadora para g ao longo de cada um desses ele-
mentos. A funcdo aproximadora mais simples é representada pelo modelo
constante. Assim assume-se que a carga ficticia seja constante ao longo de
cada elemento do contorno I'*.

Este processo de célculo pode entdo ser denominado Método da Super-
posicao Estendido (MSE).

7.5.3 Matrizes de influéncia

Os deslocamentos horizontal « (T') e vertical w (') ao longo da interface solo-
fundacdo causados pela carga ficticia ¢ (I'*) podem ser determinados pelas
funcgoes de influéncia desenvolvidas para cargas aplicadas no interior do semi-
espaco. Para os pontos situados nos nés de cada um dos N elementos (na
aproximacio constante os nés sao colocados no ponto médio dos elementos
de contorno) estes deslocamentos sdo dados por:

b Z (uE;})q(xj} e uii;”qi”)
71=1
N i ‘ . . 3

- Z(wg;ﬂqgwwg’ﬂ gﬂ) i=1,...,N (7.14)
i=1

onde u'y?) e wh?) sdo as fungdes de influéncia dos deslocamentos no elemen-
to 7 devidos a cargas uniformes aplicadas na direcao & = z,z no elemento
5. Repare-se que para os elementos j situados nas laterais da interface solo-
fundacio sdo utilizadas fungées de influéncia de cargas uniformes distribuidas
ao longo de superficies verticais no interior do semi-espaco, enquanto que pa-
ra os elementos situados na base sdo utilizadas as fungdes as fungoes de
influéncia desenvolvidas para cargas uniformes distribuidas ao longo de su-

perficies horizontais. Estas equagoes podem ser colocadas em forma matricial
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resultando:
(1 i 1,1 1,N 1 i (1N i )
uth) u'(:x ) ... “’(c: ) ugl: | UELJ ) [ qil)
N N,1) N,N (N1 (NN N
16{ ) > — ?’LEI / R us‘.I ) U'E_'Z } T ut‘: } < E_"l ) \
w® U T e
S (N N1 NN (N N.N v
w® ] @ @ | g g || g
(7.15)
ou simplesmente:
u = Ugq. (7.16)

Da mesma forma as tensdes ¢, (I') e ¢, (') sdo expressas em funcido da
carga ficticia ¢ (I'*):

( Y T ! N) T 1))
W) T D [ (g
N N,1 NN N, NN N
tg: } e tE‘:z] I!‘E‘:.."..a: ) ts'zzl) U tE‘.:z ) ) i ]
T T T e
N A A I N R WP
(7.17)
onde t5% %2 k = z.z sdo obtidas das funcées de influéncia das tensdes
por:
(2.7) 7) (0.7) () (1.7)
I&’c:.."J'c = n;%)o'czzk + n‘tz”gc;:zk
ek = nllogh +nleldl, k=ap (7.18)

Nesta equacio n\ e n{) sao as componentes horizontal e vertical do
vetor n® normal & superficie do elemento i. Para os elementos i situados
na superficie lateral esquerda da interface solo-fundacao n = (1,0), conforme
mostrado na figura 7.37. Para os elementos 7 situados na base n = (0, — 1)
e para os elementos situados na face esquerda n = (—1,0).

A equacao (7.17) pode também ser escrita simplesmente como:

t = Tq (7.19)

A matriz T é chamada de matriz de influéncia das tensoes.
Os elementos das diagonais das submatrizes que compdem T merecem
atencao especial. Isto porque as componentes o.;., € 0., das funcoes de
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Figura 7.37: Vetores n normais a superficie I'".

influéncia para carga uniforme distribuida horizontalmente e as componen-
teS Oepps € Oors, das funcdes de influéncia para carga uniforme distribuida
verticalmente apresentam um salto unitdrio nos pontos sob a carga distri-
buida. Assim, por exemplo, para um elemento ¢ situado na base da fundagao
1)) = _gl) e i) = —gliY)  Estas duas componentes das fungoes de in-
fluéncia apresentam uma descontinuidade no ponto onde a carga ¢ aplicada.
Deve-se nestes casos tomar o limite da fungao de influéncia para o ponto de
observacao se aproximando do ponto da aplicagao da carga vindo de dentro
do dominio Q. Dessa forma para estes elementos ¢t = —lim,_, w+ o2,

e ti) = —lim,_, ,w+ 082, O valor de t&? e de t&7 dos elementos i situa-

dos na base dependem da profundidade de engastamento b da fundagao (e
também das constantes fisicas do solo e da frequéncia). Para & = 0 (fun-
dacio apoiada na superficie) t(1% = t{t!) = 1, enquanto que quando b — oo,
tt) = ¢4 = 1/2. Este tltimo resultado se deve ao fato de o caso de uma car-
ga uniforme horizontal aplicada no interior de um meio infinito ser simétrico
em relagdo ao eixo horizontal z. Dessa forma o salto unitdrio fica igualmente

distribuido nos dois lados da superficie de aplicacao da carga.

Para os elementos situados nas laterais da fundagdo esta ultima obser-
vagdo é valida sempre. O caso de uma carga uniforme distribuida ao longo
de uma superficie vertical no interior de um meio elastico semi-infinito é
simétrico em relagdo ao eixo vertical z. Assim para todos estes elementos

(1,8) — pli,8) —
plid) — ¢lid) = 1 /9,

cIT

Para os termos t%) e t{4! da matriz de influéncia T nao ocorrem descon-
tinuidades nas funcdes de influéncia envolvidas. Para os elementos situados
na base da fundacdo estes termos sao nulos, enquanto que para os elemen-
tos situados nas faces laterais seus valores dependem da profundidade do

elemento.
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7.5.4 Compatibilidade cinematica

Os deslocamentos u (I') e w (I') ao longo da interface solo-fundacio devem sa-
tisfazer as condigbes de rigidez da estrutura. Assim, para qualquer elemento
i 0s deslocamentos horizontal u' e vertical w® serdo dados por (ver figura
VBT

u(i) = ug+ ‘Puz(l)
w(‘} = 1w — (‘001‘(]-‘] (Tg{))

onde wug, wy € Yy sao os deslocamentos horizontal, vertical e giro do ponto de
referéncia da fundagao, aqui tomado no centro geométrico da parte enterrada
da fundagao, e 2(¥) e z{¥) sdo as coordenadas horizontal e vertical do centro
do elemento z em relagdo a este ponto de referéncia, tomado como origem do
sistema de coordenadas.

Yo P
\ug
] 2 x
Wy / zl‘}
—J i
%

Figura 7.38: Deslocamentos ao longo da interface solo-fundacao.

As equacodes (7.20) podem ser colocadas na forma matricial expressa por:

([ wD ) [ 0 1 zW/q
,. ' . i Wy
(N) 0 1 zM/q ,
B P / - (7.21)
w'b) 1 0 —zW/a
o
[ w™ | 1 0 —z™/a |

ou simplesmente:
u = Cu, (7.22)
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7.5.5 Equilibrio de forcas

As tensdes t (T') devem equilibrar o sistema de forgas externas aplicadas sobre
a fundacdo. Assim, considerando que t é constante ao longo de cada elemento
7, pode-se escrever:

JV
F, = Zt;ﬂf[ﬂ
j=1

N

F, = ngj}f(j)
7=1
N

M, =% (tg)gu)zm _ ti})yﬂxm) (7.23)
J:l

onde {?) ¢ 0 comprimento do elemento j. Estas equagoes podem ser colocadas
na forma matricial:

f =Dt (7.24)
onde:
4 FZ
f = F,
| M,/a
f 0 i 0 J0) . [(N)
D = T R (5 0 0
(00 /g ..o MM /g | (Mg /g ... —IMzM /g
)
() |
o= t{zl} (725)
| @0 )

Vale a pena notar que aqui foi também necessaria a adogao de uma funcao
aproximadora, agora em relacao a tensao t(I'). Assim para este tipo de
problema sao necessarias duas aproximagoes.

7.5.6 Sistema de equacgoes global

As equacdes expressas pelos conjuntos (7.15), (7.17), (7.21) e (7.24) podem
ser reunidas num unico sistema de equacgoes global. Para isto combinam-se



238 CAPITULO 7. ANALISE DE ESTRUTURAS RIGIDAS

estes conjuntos em:

Uq—Cllg =
DTq = f (7.26)

Estas equagoes sdao entao reunidas em:

BRCI

A solugao deste sistema fornece a carga ficticia ¢ e os deslocamentos glo-
bais ug, wo € wo. Com o valor da carga ficticia podem-se calcular os desloca-
mentos e tensoes em qualquer ponto do dominio (2.

U -C
DT O

7.5.7 Matriz de flexibilidade

Para se obter a matriz de flexibilidade N (w) do conjunto solo-fundagéo,
impoem-se separadamante componentes unitirias para o carregamento ex-
terno e determina-se para cada uma dessas componentes o vetor de desloca-
mentos da estrutura ug. Obtem-se assim a relacao:

o I\‘rwz 0 0 F, z
o v=| 0 Ny Nym F, (7.28)
apg 0 N Nym M,y/a

E importante notar que o valor das componentes da matriz de flexibilidade
depende do ponto de referéncia adotado na aplicacdo do carregamento e
na determinacao dos deslocamentos. Assim, caso se adote um ponto de
referencia O’ deslocado A, na direcao vertical em relacao a referéncia original
O, e em (' se aplicar o carregamento externo dado por F!, F! e M, pode-se
escrever:

F, = F
F, = F
M, = M +A,F, (7.29)

Além disso, os deslocamentos tomados em relacao aos dois pontos de
referéncia estao relacionados por:

Wy = wa
Up = uy— Pol;
Yo = ¥o (7.30)
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Utilizando-se estas relacoes pode-se concluir que os deslocamentos toma-
dos em relacdo a O’ estdo relacionados ao carregamento aplicado neste ponto
por:

wo N,, 0 0 F!
ug ¢=| 0 N Nym F! (7.31)
apy 0 N, N, M,/a
onde:

N,, = Nu:

N'. = Ny + A, (Nun + Npz) + AZNpm

Nn::m = Nym

Niw Nym + Ay Noym

Ngz = Noz+ A:Nom (7.32)

Como para os termos de acoplamento Ny, = Ny, também N, = N_,
para qualquer valor de A,. Além disso, pode-se deduzir que se Nypm/Nym for
real, havera um valor de A, para o qual N,,, e N;, se anulam, o que leva ao
desacoplamento completo das relaces entre as componentes da carga externa
e as componentes do deslocamento da fundagao.

7.5.8 Resultados numéricos

Para se verificar a convergéncia dos resultados obtidos com o MSE com o
aumento na discretizacao da interface solo-fundagao, toma-se como referencia
uma fundacao rigida com razao de engastamento b/a = 1. apoiada em um
meio elastico isotrépico com v = 0,4 e v = 0,01. Sao analisados os resultados
para os valores da freqiiéncia ap = 0,5; 1,0 e 1,5. A discretizagao é feita de
tal forma que o comprimento dos elementos ao longo das faces laterais e ao
longo da base da fundagdo seja igual para todos eles. Assim o numero de
elementos na base Ny é o dobro do numero de elementos ao longo de cada
face lateral Ny.

Nas tabelas 7.3 a 7.5 estdo apresentados os valores numéricos das compo-
nentes da matriz de flexibilidade normalizada N* (w) em funcao da discreti-
zacio adotada. Verifica-se que a convergencia dos valores com o refinamento
da discretizagio é mais rapido para a parte imaginaria do que para a parte
real das componentes da flexibilidade. Verifica-se também que as componen-
tes vertical N, e horizontal N}, apresentam uma convergéncia mais rapida
que as outras componentes. As componentes do acoplamento N}, e N7,
que teéricamente deveriam ser iguais entre si apresentam uma diferenca que
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Tabela 7.3: Componentes da matriz de flexibilidade normalizada N* (w) para
fundacao engastada com b/a = 1, em um material isotrépico (v = 0,4, v =
0.01) para varios nimeros de elementos N. (ag = 0,5.)

Ny x Ny | Nz, N, Nt N N |
4x2 0,143 | 0,157 | 0,206 | -0,0315 | -0,0277
-0,243: | -0,228: | -0,0468: | +0,0201¢ | +0,0174¢
6 x 3 0,140 | 0,154 | 0,194 | -0,0293 | -0,0270
-0,2407 | -0,226% | -0,0452; | +0,0193: | +0,0173:
8 x 4 0,138 | 0,152 | 0,189 | -0.0282 | -0.0270
-0,239: | -0,224i | -0,0442; | +0,0177i | +0,01714
12x6 | 0,137 | 0,151 | 0,184 | -0,0274 | -0,0267
-0,236¢ | -0,2237 | -0,0436i | +0,0180: | +0,0170i
16x8 | 0136 | 0,150 | 0,181 | -0,0271 | -0,0266
-0,236i | -0,2217 | -0,0431¢ | +0,0171¢ | +0,0169:
20x 10 | 0,136 | 0,150 | 0,180 | -0,0270 | -0,0265
-0,235i | -0,221i | -0,0430i | +0,0174: | +0,0169;

diminui com o refinamento da discretizagao. Pode-se perceber que os resul-
tados numéricos jd sao aceitdveis a partir da discretizacao 8 x 4 e se tornam
mais consistentes a partir da discretizacao 12 x 6.

Valores das componentes de N* (w) obtidos pelo MSE para um material
isotropico com v = 0,25 e v = 0,01 estao apresentados nas tabelas 7.6 a 7.8
juntamente com resultados apresentados por Wang e Rajapakse [84]. Nestas
tabelas estdo apresentados valores obtidos para b/a = 0,25; 0,5 e 1; e pa-
ra ag = 0,5; 1,0 e 1,5. Os resultados apresentados no trabalho de Wang e
Rajapakse [84] foram obtidos pela aplicagao de uma formulacio indireta do
MEC em que uma série de cargas concentradas sao aplicadas no interior do
semi-espago eldstico ao longo de uma superficie auxiliar externa a ['* (inter-
face solo-estrutura) e situada a uma pequena distancia desta superficie. Da
comparacao entre os resultados obtidos pelos dois processos pode-se verificar
que hd uma boa concordancia entre eles para os trés valores de b/a e de
ag apresentados. Apenas as componentes do acoplamento Nj, = N nao
apresentam boa concordancia. Isto se deve pricipalmente & ordem de gran-
deza destas componentes que as tornam mais sensiveis as diferencas entre os
métodos.

A fim de apreciar a influéncia do engastamento nos resultados obtidos
pelo MSE na analise de fundagées rigidas engastadas sio tomados como
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Tabela 7.4: Componentes da matriz de flexibilidade normalizada N* (w) para
fundacdo engastada com b/a = 1, em um material isotrépico (v = 0,4, v =
0,01) para varios numeros de elementos N. (ap = 1,0.)

[NaxNy | Nz, | Nz | N2 N: Nz,
4x2 |0,0395 00623 | 0,170 | -0,0218 | -0.0178
-0,1617 | -0,163i | -0,105 | +0,0198i | +0,0176:

6x3 | 00384 00605| 0158 | -0,0198 | -0,0175
-0,1564 | -0,161¢ | -0,0999: | +0,01817 | 40,0174

8§x4 |0,0378[0,0597 | 0,153 | -0.0190 | -0.0174
-0,156¢ | -0,159i | -0,0976i | +0,0174¢ | +0,0173

12x6 | 0,0373 00590 | 0149 | -0,0182 | -0,0173
-0,155¢ | -0,158¢ | -0,0957i | +0,0172i | +0,0172

16 x8 | 00372 | 0,0585 | 0,147 | -0,0179 | -0,0172
-0,154i | -0,1573 | -0,0947i | +0,0171¢ | +0,0171s

20 x 10 | 0,0370 | 0,0583 | 0,145 | -0,0177 | -0,0172
-0,153¢ | -0,157i | -0,0942; | +0,0171: | +0,0161

Tabela 7.5: Componentes da matriz de flexibilidade normalizada N* (w) para
fundacdo engastada com b/a = 1, em um material isotropico (v = 0,4, v =

0,01) para vérios nimeros de elementos N. (ap = 1,5.)

[NaxNe ] Ny, | N | Nom N, | N |
Ax2 | 0011100263 ] 0,117 | -0,0157 | -0,0118 |
L0109 | -0.122i | -0,1244 | +0,0202i | +0,0165:

6x3 | 00111 | 0,0253 | 0,108 | -0,0143 | -0,0117
-0.107i | -0,120¢ | -0,117i | 40,0180z | +0,0166:

8x4 | 00111 | 0,0249 | 0.104 | -0.0136 | -0.0116
-0.106 | -0,118: | -0,114i | +0,0173: | +0,0166i

12%x6 | 00110 | 0,0245 | 0,101 | -0,0128 | -0,0115
-0,105i | -0,118i | -0,111i | +0,0169i | +0,0166:

16x8 | 00110 | 0,0243 | 0,0089 | -0,0124 | -0,0115
20,1047 | -0,117: | -0,110i | +0,0167: | +0,0165i

20 x 10 | 0,0110 | 0,0243 | 0,0980 | -0,0124 | -0,0115
-0.1047 | -0,117i | -0,109¢ | +0,0166¢ | +0,0165:
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Tabela 7.6: Comparagdo entre os valores das componentes da matriz de
flexibilidade obtidos pelo MSE e por Wang e Rajapakse para um material
isotropico (v = 0,25, b/a = 0,25, Ny = 16, Ny = 2)

ao N:, Nz, N N, =8, |
0,5 | MSE (0,24; —0,31) | (0,29; —0,32) | (0.39;: —0,07) | (—0,06:0.06)
Ref. [84] | (0,22; —0,31) | (0,28; —0,31) | (0,39; —0,06) | (0,01; —0,04)
1,0 | MSE (0,09; —0,23) | (0,14; —0,25) | (0,36; —0,18) | (—0,02;0,05)
Ref. [84] | (0,09; —0,23) | (0,14; —0,24) | (0,35; —0,18) | (0,03; —0,03)
1.5 | MSE (0,04; —0,17) | (0,08; —0,20) | (0,27; —0,24) | (0,00:0.04)
Ref. [84] | (0,04; —0,17) | (0,09; —0,19) | (0,26;—0,24) | (0,03;0,00)

Tabela 7.7: Comparagao entre os valores das componentes da matriz de
flexibilidade obtidos pelo MSE e por Wang e Rajapakse para um material
isotrépico (v = 0,25, b/a = 0,50, Ny = 16, Ny = 4)

a Nz, N, Ny, Nim =Nz, |
0,5 | MSE (0,21; —0,30) | (0,23; —0,29) (0,31; —0,06) (—=0,05;0,04)
Ref. [84] (0,19; —0,29) | (0,22; —0,27) | (0,30; —0,06) | (—0,03; —0,03)
1,0 | MSE (0,07; —0,21) | (0,11; —0,22) | (0,26;—0,15) | (—0,02;0,04)
Ref. [84] | (0,07;-0,21) | (0,11; —0,20) | (0,26; —0,14) | (—0,05;0,00)
1,5 | MSE (0,03; —0,15) | (0,06; —0.,17) | (0,19; —0,19) (—0,01;0,03)
Ref. [84] (0,03; —0.15) | (0,07; —-0,16) | (0.18; —-0,18) (—0,04:0.02)

Tabela 7.8: Comparagdo entre os valores das componentes da matriz de
flexibilidade obtidos pelo MSE e por Wang e Rajapakse para um material
isotropico (v = 0,25, b/a = 1,0, Ny = 16, Ny = 8)

ao N:, N2, N | NE= |
0,5 | MSE (0,16; —0,27) | (0,16;—0,26) | (0,20; —0,05) | (—0,04;0,03)
Ref. [84] | (0,15;—0,27) | (0,17; —0,23) | (0,19; —0,05) | (—0,06; —0,01)
1,0 | MSE (0,05; —0,18) | (0,07;—0,18) | (0,15; —0,10) | (—0,02;0,03)
Ref. (84] | (0,05;—0,18) | (0,08; —0,17) | (0,15; —0,10) | (—0,06;0,02)
1,5 | MSE (0,02; —0,12) | (0,03;-0,13) | (0,10; —0,12) | (—0,01;0,03)
Ref. [84] | (0,02; -0,12) | (0,05; —0,13) | (0,11;—0,11) | (—0,04;0,03)
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exemplo fundagdes com razdo de engastamento b/a variando entre b/a = 0
(fundacdo na superficie) e b/a = 2. Nas figuras 7.39 a 7.42 estao mostrados
graficos onde sdo representadas as componentes da matriz de flexibilidade
normalizada N* em funcao da freqiiéncia normalizada ay. Estao mostradas
curvas pra razoes de engastamento b/a = 0; 0,1; 0,5; 1 e 2. Os resultados
para b/a = 0 foram obtidos utilizando-se o Método da Superposi¢ao com 16
elementos de igual comprimento ao longo da interface solo-fundagao. Para as
outras curvas empregaram-se respectivamente 1, 2, 4 e 8 elementos de igual
comprimento ao longo de cada face lateral da fundagao e 8 elementos. também
de igual comprimento, ao longo da base. Nestes graficos estao representados
os resultados correspondentes a um solo isotrépico com coeficiente de Poisson
v = 0,4 e taxa de amortecimento interno v = 0,01.

Os resultados obtidos mostram que o aumento na razao de engastamento
b/a provoca uma diminui¢ao nas amplitudes dos deslocamentos provocados
pelo carregamento externo. Este efeito é mais acentuado na componente Nym
e menos acentuado em N,,,. As curvas correspondentes a b/a =0e b/a = 0,1
se mostram bastante préximas indicando uma boa convergeéncia entre os dois
métodos de andlise (MS e MSE). As componentes do acoplamento Ny, =
N, diminuem (em valor absoluto) com o aumento de b/a. Deve-se lembrar
que foi utilizado como ponto de referéncia para a aplicacao da carga e para
medida dos deslocamentos da fundacao o centro geométrico da se¢do. Caso
este ponto fosse localizado na superficie superior, haveria um crescimento nas
componentes do acoplamento com o aumento de b/a.

Nas figuras 7.43 a 7.46 sao apresentados graficos que representam as com-
ponentes de N* em funcao de a, para as mesmas razoes de engastamento b/a.
mas agora para um solo transversalmente isotrépico com eyl =61 =15
e ny = 0,8. A taxa de amortecimento utilizada ¢ a mesma do material iso-
trépico (v = 0,01). Para estes gréficos pode-se fazer as mesmas observagoes
feitas para o material isotrépico. Uma comparagao do comportamento dos
dois materiais revela, no entanto, que ha alguma diferenca entre eles, quanto
A flexibilidade. Em geral as componentes da matriz de flexibilidade indicam
menores amplitudes nos deslocamentos da fundagao engastada no material
anisotrépico aqui analisado quando comparados aos deslocamentos da fun-
dacdo engastada no meio isotropico. Apenas a componente horizontal N,
se mostra praticamente idéntica nos dois casos. Isto se deve ao fato de que
os dois materiais tém o mesmo valor de ¢/ ¢44.
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Figura 7.39: Componente normalizada N?, da matriz de flexibilidade
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Figura 7.41: Componente normalizada N}, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundacao engastada em meio semi-infinito isotropico
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Figura 7.44: Componente normalizada Ny, da matriz de flexibilidade
dinamica para fundacio engastada em meio semi-infinito anisotropico (ng =
1,5, n3 = 0,8)
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7.6 Estruturas rigidas enterradas

O mesmo método apresentado no item anterior (MSE) pode ser utilizado na
analise de estruturas rigidas de secao retangular enterradas num semi-espaco
elastico transversalmente isotrdpico sob a acao de cargas dinamicas, como
por exemplo tineis e galerias enterrados a pequena profundidade (ver figura
7.47).

-O——-—\'J'-———-—b-q——;-——p
=]
L'~

Figura 7.47: Estrutura rigida enterrada em um meio semi-infinito

Para este caso, além dos elementos nas laterais e na base da estrutura.
adicionam-se elementos no topo. Para estes elementos o vetor normal n =
(0,1). Na determinagao das componentes das diagonais das submatrizes que
compoem a matriz de influéncia das tensdes T para estes elementos deve-se
tomar os limites ¢4 = lim, _, - 0% e t&) = lim, - o).

A figura 7.48 mostra esquemas do problema original e do problema auxili-
ar utilizado nesta aplicacao da formulacao indireta do Método dos Elementos
de Contorno para a solugao deste tipo de problema.

O método de solugdo, entdo, segue os mesmos passos do processo empre-
gado na solucao de fundacoes semi-enterradas do item anterior.

A matriz de flexibilidade N (w) deste tipo de estrutura também é dada

por:

IUO -l'l'\'rwz 0 O Fz
wo p=| 0 Ny Num F, (7.33)

aYy 0 Nyz N My/a
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Figura 7.48: Problemas original e auxiliar para a analise da estrutura enter-
rada

para um ponto de referéncia adotado no centro geométrico da segao da es-
trutura.

Nas figuras 7.49 a 7.52 estao mostrados graficos que representam a va-
riacao das componentes da matriz de flexibilidade normalizada N* em fungao
da freqiiéncia normalizada e, para uma estrutura rigida de se¢do retangular
com b/a = 1 enterrada em um meio eldstico isotrépico (v = 0,4 e v = 0,01).
Sao apresentadas curvas correspondentes a valores de A/a =0 0.5; 1; 2; 5
e h/a — 0o. Os resultados referentes a h/a = 0 foram obtidos pelo processo
descrito no item anterior para fundagoes engastadas utilizando-se 4 elemen-
tos de igual comprimento nas faces laterais e 8 elementos, também de igual
comprimento, ao longo da base da estrutura. Para as outras curvas foram
utilizados 4 elementos nas faces laterais e 8 elementos ao longo do topo e da
base da estrutura. Para o caso de h/a — oo foi também utilizado o método
aqui descrito com a diferenga de que as fungoes de influéncia empregadas
no calculo sdo as desenvolvidas para cargas aplicadas no interior do meio
elastico infinito.

Pela andlise dos graficos observa-se que a transicao das curvas de h/a = 0
para h/a — oo se di de uma forma bastante singular, varidvel com a
freqiiéncia. A medida que h/a aumenta, as curvas passam a “ondular” em
torno da curva de h/a — oo, exibindo estas ondulagoes periodos cada vez
menores. Este comportamento talvez se deva as ondas refletidas pela su-
perficie livre acima da estrutura. A diminuigdo do efeito destas ondas com
a profundidade depende da taxa de amortecimento interno v do material.
No caso analisado esta taxa é muito pequena, o que faz com que o efei-
to da superficie livre se faca sentir até profundidades maiores. O efeito de
h/a é mais acentuado em N, € mMenos acentuado em N,,,. A medida que
aumenta a profundidade da estrutura as amplitudes dos deslocamentos di-
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minuem. Quanto & componente do acoplamento Ny, = N,., esta diminui
com a profundidade e torna-se nula quando h/a — oc.

Nas figuras 7.53 a 7.56 estdo apresentados graficos que mostram a va-
riacao das componentes de N* com aj para uma estrutura rigida de secio
retangular com as mesmas caracteristicas que a anterior, apenas utilizando-
se um solo transversalmente isotrépico com ¢;;/cqyy = 6, ny = 1,5, n3 = 0,8
e v = 0,01. Foi utilizada aqui a mesma discretizacao do contorno e o mes-
mo método de analise empregados no caso isotrépico. Pode-se verificar que o
comportamento das componentes de N* para este caso é inteiramente similar
ao caso anterior. O efeito da anisotropia se mostra quando se comparam as
curvas e se percebe que, como no caso de fundagoes engastadas, as amplitudes
dos deslocamentos sao menores no material anisotrépico, com a excessao da
componente V,, que se mostra praticamente igual nos dois casos para qual-
quer valor de ~/a. Aqui também a explicacao para este comportamento é a
mesma do item anterior, ou seja, os valores de ¢;;/cy4 tanto para o material
Isotrépico quanto para o material anisotropico analisado sdo os mesmos.
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Figura 7.49: Componente normalizada Ny, da matriz de flexibilidade
dindmica para estrutura enterrada em meio semi-infinito isotropico
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Figura 7.51: Componente normalizada N, da matriz de flexibilidade

dinamica para estrutura enterrada em meio semi-infinito isotropico
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Figura 7.52: Componente normalizada N}, =
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Figura 7.53: Componente normalizada N;, da matriz de flexibilidade

dinamica para estrutura enterrada em meio semi-infinito anisotropico (n; =
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Figura 7.54: Componente normalizada N}, da matriz de flexibilidade
dinamica para estrutura enterrada em meio semi-infinito anisotrépico (n, =
1,5, ng = 08)
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7.7 Utilizacao do MEC-D com estruturas rigidas

7.7.1 Definicao do problema

Para a solucao de problemas de valor de contorno que envolvam a interagao de
estruturas rigidas com meios eldsticos, em que a geometria desta estrutura,
ou a geometria do contorno do meio eldstico tenham caracteristicas mais
gerais do que as descritas nos itens anteriores, deve-se recorrer a métodos de
andlise de cardter também mais geral. Um desses métodos pode ser obtido
como um acoplamento da formulagao direta do Método dos Elementos de
Contorno descrito no capitulo anterior com a anélise do equilibrio de corpos
rigidos.

Aqui deseja-se determinar tensoes e deslocamentos em um dominio
composto de um material eldstico transversalmente isotrépico, devido a tensoes
e deslocamentos impostos ao longo do seu contorno I'. O contorno I" pode ser
dividido em trés partes (ndo necessariamente continuas) Iy, I, e I';, conforme
mostrado na figura 7.57.

Iy

Figura 7.57: Partes I';, I';, e I, do contorno r

Ao longo de T, as tensdes sao impostas pelas condigoes de contorno e
inicialmente conhecidas. Ao longo de ', os deslocamentos sao impostos. Ao
longo de I, os deslocamentos e tensoes obedecem a condigoes de compatibili-
dade cinematica e de equilibrio impostas por uma (ou mais) estrutura rigida
sem massa sujeita a carregamentos externos.
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7.7.2 Discretizacao

Cada uma das partes 'y, ', e ', do contorno I' é dividida em elementos
constituidos por segmentos retos e ao longo de cada elemento é adotada a
fungao aproximadora constante para os deslocamentos u e para as tensoes .
Da mesma forma que no capitulo 4 é adotado um sistema de coordenadas
local n,s nas direcoes normal e tangencial de cada elemento. Dessa forma os
deslocamentos u sdo expressos pelas suas componentes u, e u, e as tensoes
t sao expressas pelas suas componentes t, e t; nas direcoes de n e de 5. O
numero de elementos que formam cada uma das partesde I' é N,, N,, e N, de
tal forma que o numero total de elementos é N = N,+ N, + N,. Sao adotados
nos em cada um dos elementos, situados no ponto central do elemento. As
coordenadas de cada um desses nés em relagdo ao sistema de coordenadas
global ¢ £(¥) e z(3),

7.7.3 Matrizes de influéncia

Com esta discretizagao pode-se obter uma versao matricial da equacao geral
do teorema da reciprocidade dada por:

Ay An Ay uy By B By t
A‘L‘.t A‘iiu Aur uu — But B?.tl.l BULT tu (7'34J
Art A'ru A--uu u, Brf, Bru Buu tr

Os elementos A;; e B,; da equacdo acima sdo submatrizes que espres-
sam a influéncia nas tensoes e deslocamentos dos elementos do contorno I’ i
devidos a cargas aplicadas nos elementos do contorno I',. Por sua vez os ele-
mentos u; e t; sao subvetores que expressam os deslocamentos e tensoes nos
elementos do contorno I';. As submatrizes A,; e B,; sao determinadas pelo
processo descrito no capitulo anterior, enquanto que t; e u, sio impostos
pelas condig¢oes de contorno.

Como t; e u, sdo conhecidos, é conveniente reescrever a equacao (7.34)
como:

Ay -Bu Ay uy By —Aw By t
Aut —Buu Am— ty = But _A-uu Bur Uy (?35)
Art _'Bru Anu u, Brt _Aru Buu tr

Dessa forma resta no segundo membro da equagao como incégnita apenas
o subvetor t,. Este é determinado impondo-se as condic¢oes de compatibili-
dade cinematica e de equilibrio de forcas.
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7.7.4 Compatiblidade cinematica

Ao longo do contorno I'; os deslocamentos estao sujeitos a restrigoes de com-
patibilidade cinematica. Assim, como pode ser visto na figura 7.58, para
cada elemento 7 desse contorno os deslocamentos u{) e u{) sao dados por:

u® = wycos8 + ugsen ) — pgs
ul) = —wpsen 8 + ugcos 8P + pond’ (7.36)

Figura 7.58: Deslocamentos u{) e u{") do elemento i

Nas equacoes (7.36) wq, ug € @ sdo os deslocamentos nas diregoes vertical,
horizontal e giro globais dos elementos situados no contorno ', em relagao
ao ponto de referéncia O. Além disso .9},‘) e nf}‘) sao as coordendadas do né do
elemento ¢ em relacdo ao ponto O segundo as diregoes s; e n; respectivamente,
e sao dadas por:

) = (Im _ 3«‘0) cos 0 — (_z(fl — z9) sen "

n{) = (:1:“) - 3:0) sen 6% + (z{‘" - zo) cos 6 (7.37)

Enumerando os elementos ¢ ao longo de T, de 1 a N, as equagoes (7.36)
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podem ser escritos em forma matricial como:

u) Y [ cos®  send® —siM/a ]
r ) ) - . w
ulN7) cos 8¥)  gen G(N-) —SE')N’J/G b
< —E-H-_-r = e (1) (1) (l} tp (738)
Us —senf cos ny ' /a
. g
\ SE‘N" ) J | — 5en B(N'J CcOSs 9(""“‘?} nE}N" J/a |

onde a é uma dimensdo caracteristica qualquer da estrutura rigida. Esta
equagao pode também ser escrita simplesmente como:

u, = Cuyg (7.39)

Caso haja mais de uma estrutura rigida independente, havera mais de
um vetor ug e a matriz de compatibilidade C deve, entao ser determina-
da levando-se em conta o ponto de referéncia ao qual os deslocamentos do
elemento 7 estd vinculado.

Se, por exemplo, houver duas estruturas rigidas, dividem-se os elementos
ao longo de I'; em dois grupos I';; e [',,, cada um deles restrito aos deslo-
camentos globais ug, e ug; de cada uma dessas estruturas. As equacoes de
compatibilidade cinemdtica podem entao ser escrita na forma:

{ o }= { ot } (7.40)
U2 Up2

As matrizes de compatibilidade C, e C, sao determinadas tomando-se
para cada uma delas os pontos de reférencia O; e Oy de cada uma das estru-
turas, respectivamente.

C, o0
0 G,

7.7.5 Equilibrio

As tensdes ) e tV) nos elementos j ao longo do contorno I', devem estar
em equilibrio com as forcas externas F,, F, e M, aplicadas sobre a estrutura
rigida, no ponto de referéncia O como mostrado na figura 7.59.

As condigoes de equilibrio podem ser escritas como:

N»

B = 3, (tﬁ;'}cosé?m — ¢ sin HU)) 1)

}:1

N
B = Y (tﬁf}sin oY) + tij}f;cjsﬁ{”) A2
J=1
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Figura 7.59: Tensdes t\) e t) que atuam no elemento j

Ny _
My = 3 (—t9s§ +t9n’) 1 (7.41)
=1

onde [ é o0 comprimento do elemento .
Em forma matricial estas equagoes ficam:
f = Dt, (7.42)
onde
F,
f = F,
| M,/a
[ Weosf) ... (V) eos V) | —1sen P ... —](N)gengNr)
D = [N sendt) ... [(Nr)gen gl IMeosdl) ... [(N7) cos §(NY)
L _g{lls(ol)/a —J(N'}S((]N')/a f“)nél)fa J(N,)ng!\’f)/a

. = (————0—— (743)
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No caso de haver mais de uma estrutura rigida interagindo com o meio
elastico os N, elementos do contorno I, sdao separados em grupos com N,
Ny, ... elementos cada formando cada um destes grupos uma parcela I',; de
;. Uma matriz de equilibrio D; é construida para cada desses grupos de
elementos tomando-se como ponto de referéncia o ponto O; onde é aplicado
0 carregamento externo atuante na estrutura i. As equacgoes de equilibrio
podem entao ser escritas na forma matricial como:

fi D, 0o --- tia

L, 3= 0 D, --. tro (7.44)
onde os vetores f),f;,... contém as componentes da carga externa aplicada
sobre cada uma das estruturas rigidas e os vetores t,,tys, . .. representam as

tensoes que atuam nos elementos situados na interface de cada uma dessas
estruturas com o meio elastico.

7.7.6 Sistema de equagoes global

Utilizando-se a equacdo (7.36), a equacdo matricial (7.35) pode ser escrita
como:

Ay —-Buw A,C u By —-A;u B ty
Ay —-Bu A,C ty = | By —Auu By Uy (745)
Art _Bru Auuc Up Brt _Aru Buu tr

Esta equagdo pode ainda ser rearranjada e colocada na forma:

u

Att "Btu. _Bcr A!rc t Btt _Ah.-. t

A—ut _'Buu _Bur Aurc t“ — But _A-uu { t } (T 46]
r u,

Art _Bru. _Bnu Auuc Brt _'Aru
Uy

Finalmente, utilizando-se a equacao do equilibrio de forgas (7.42) a equacdo
fica:

Ay —-By, _Bt‘r Atrc uy Btt —Ay, O ¢
Ay -By -Buy AuC ||ty | | Bu —Aw O '
Ay -Br, -Bu AWC ||t [ |Bn -An O “f
0 0 D 0 Ug 0 0 I
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onde I é a matriz identidade.

A solucdo deste sistema de equagoes fornece ao mesmo tempo as tensoes
nos elementos ao longo de I'y e de I';, os deslocamentos ao longo de ', e
os deslocamentos wq, ug € ¢o do(s) ponto(s) de referéncia da(s) estrutura(s)

rigida(s). Os deslocamentos ao longo do contorno I, (interface entre o meio
eldstico e a estrutura) sido determinados pelas equagoes (7.36).

7.7.7 Exemplos de aplicagao
Fundacao rigida engastada

Como primeiro exemplo de aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno
na formulacdo direta acoplado a analise de estruturas rigidas para cargas
dindmicas propde-se o problema esquematizado na figura 7.60. Trata-se de
uma fundacdo rigida sem massa de se¢do retangular (b/a = 1) engastada
num meio semi-infinito eldstico transversalmente isotrépico. Este problema
ja foi analisado pelo Método da Superposi¢ao Estendido (MSE) e a analise
aqui feita serve como comparacao.

A discretizacao utilizada ao longo da interface solo-fundagao segue o mes-
mo padrio empregado nas anilises feitas pelo MSE, com 4 elementos de igual
comprimento ao longo de cada uma das faces laterais e 8 elementos de igual
comprimento ao longo da base da estrutura rigida.

Como o método aqui proposto emprega fungdes de influéncia desenvolvi-
das para cargas aplicadas no interior do espaco eldstico infinito (o dominio do
problema auxiliar * é irrestrito) é necessaria a discretizagao em elementos
da superficie livre niao carregada para além da fundacao. Sao empregados,
ao longo desta superficie, 10 elementos de igual comprimento para cada lado
da estrutura até uma distancia correspondente a 4a da borda desta.

da

77736 ) 1

Figura 7.60: Fundacdo rigida embutida em um meio semi-infinito

Os resultados da andlise para os casos de um material elastico isotropico
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com coeficiente de Poisson v = 0,4 e taxa de amortecimento interno v = 0,01
e de um material transversalmente isotrépico com ci;/cyy = 6; ny = 1,5;
ng = 0,8 e v = 0,01 estao mostrados nas figuras 7.61 a 7.64 na forma de
graficos que mostram a variacao das componentes da matriz de flexibilidade
dinamica normalizada N* em funcao da freqiiéncia normalizada ay. Nestes
graficos estdo também apresentados na forma de pontos os resultados da
analise do mesmo problema pelo MSE. Pode-se verificar que os resultados
obtidos pelos dois métodos de analise sao praticamente coincidentes para as
componentes N, e N,; e apresentam uma diferenca muito pequena para
Nym. Para as componentes do acoplamento Ny, = N,; os resultados da
analise feita pelo MEC-D apresentam “saltos” em torno da curva obtida pelo
MSE. Isto demonstra que a discretizagao necessaria ao MEC-D da superficie
externa nao carregada nao simula com exatidao o efeito da presenca desta
superficie. Para que estes resultados fossem melhores seria necessaria uma
discretizagao mais refinada, utilizando-se elementos de menor comprimento,
e estendendo-se até uma maior distancia da borda da fundacao. Deve-se, no
entanto, atentar para a ordem de grandeza dos valores da componente N,,,.
Como estes valores sao muito reduzidos as diferengas nos resultados obtidos
pelos dois métodos aparecem exageradas nos graficos.

Um fato adicional que pode ser observado é a virtual coincidéncia entre os
resultados obtidos para o material isotrépico e o material anisotrépico para
a componente V,; nas andlise feitas por ambos os métodos. Este fato ja foi
notado em itens anteriores e se deve a igualdade da constante eldstica ¢;; /c44
para os dois materiais.
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Figura 7.61: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrom-

pidas) da componente N, para fundagdo engastada (b/a = 1) analisada
através do MEC-D e do MSE.

Figura 7.62: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrom-

pidas) da componente N, para fundacdo engastada (b/a = 1) analisada
através do MEC-D e do MSE.



272 CAPITULO 7. ANALISE DE ESTRUTURAS RIGIDAS

x\’r;,m
0.2

1,0, ng = 1.0 —
1,5, n3 = 0.8 — A

3
S

0.15

0.1 -

0.05 -

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
g

Figura 7.63: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrom-
pidas) da componente N} para fundagio engastada (b/a = 1) analisada
através do MEC-D e do MSE.
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Figura 7.64: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente N;, = N, para fundacao engastada (b/a = 1) analisa-

da através do MEC-D e do MSE.
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Galeria rigida em meio eldstico infinito

O segundo exemplo de aplicacdo proposto ¢ uma galeria rigida de secao re-
tangular com a relacdo entre a altura da secdo e sua semi-largura b/a = 1.
conforme pode ser visto na figura 7.65, em um meio eldstico tranversalmente
isotropico de extensao infinita. A carga dinamica externa ¢ aplicada no cen-
tro geométrico da segdo e este ponto ¢ também tomado como referéncia para
os deslocamentos da estrutura. Neste caso a relacao entre os deslocamentos
e as componentes da carga externa ¢ dada por:

Wy Arwz 0 0 FZ
o p=| 0 Ny 0 F, (7.48)
aypg 0 0 Now M,/a

ou seja, nao ha qualquer acoplamento entre as diregoes dos deslocamentos e
as direcoes do carregamento. Isto se deve a simetria do problema tanto em
relacao ao eixo vertical quanto em relacao ao eixo horizontal.

2a

L Ll L 24

SN

S

Figura 7.65: Galeria rigida enterrada em um meio infinito

A discretizacao adotada utiliza 8 elementos de igual comprimento ao longo
da base e do topo da estrutura e 4 elementos, também de igual comprimen-
to, ao longo de cada uma das faces laterais. Sao analisados problemas com
dois materiais elasticos diferentes. Um material isotropico com v = 0,4
e v = 0,01 e um material transversalmente isotropico com c;;/cyy = 6;
n = 1,5; n3 = 0,8 e v = 0,01. Nas figuras 7.66 a 7.68 estao mostrados
graficos que representam a varia¢ao das componentes da matriz de flexibi-
lidade dindmica normalizada N* em funcdo de ag, para os dois materiais.
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Figura 7.66: Partes real (linhas continuas) e imaginéria (linhas interrompi-
das) da componente NV, para galeria em meio infinito analisada através do
MEC-D e do MSE.

Sao também apresentados nestes graficos resultados obtidos para o mesmo
problema pelo Método da Superposi¢ao Modificado (MSE) para h/a — oc.

A andlise dos resultados obtidos mostra que para as componentes N, e
N, praticamente nao ha diferenca nos resultados obtidos pelos dois métodos.
Apenas para a componente N,, aparece uma pequena diferenca entre os
resultados.
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Figura 7.67: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrompi-
das) da componente N, para galeria em meio infinito analisada através do
MEC-D e do MSE.
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Figura 7.68: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrompi-
das) da componente N7, para galeria em meio infinito analisada através do
MEC-D e do MSE.
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Duas Galerias rigidas em meio infinito

O problema analisado no item anterior pode ser estendido para um novo
problema que envolve duas galerias de igual se¢ao retangular dispostas lado
a lado a uma distancia horizontal igual a semi-largura das suas secoes, como
mostrados na figura 7.69, em um meio elastico infinito.

2a a
Ll s 48 S SS AL 24
A 25 A
01 0‘2
b=a i z  +
.~
A % Y
i’ /
s z T
z

Figura 7.69: Duas galerias rigidas enterradas em um meio infinito

Neste problema procura-se determinar a mutua influéncia das duas ga-
lerias na matriz de flexibilidade dinamica N do conjunto. Esta matriz de
flexibilidade é expressa pela relacao:

uy” N(LD  N(L2) £(1)

uff) T NeD N@e2) £2) (7.49)

1 - . .
onde u,g Ve ug ! 530 os vetores que contém os deslocamentos das duas galerias

em relacao aos pontos de referéncia O, e O; localizados no centro geométrico
de cada uma das secdes; f(') e £ sdao os vetores que contém as componentes
da carga externa aplicadas nestes pontos e as submatrizes N*/) representam
a flexibilidade da estrutura i para a carga aplicada na estrutura j. Devido
a simetria de cada uma das galerias em relacdo ao eixo z, ndo ha acopla-
mento entre a componente horizontal da carga e os deslocamentos nas outras
direcdes, e vice-versa. Assim as submatrizes N/) tém a forma:

N0 NG
NI — 0 N&) 0 (7.50)

N0 NG
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Além disso a simetria do conjunto em relagao ao eixo z implica em:

A | A7(2,2)
NiLD - = N{22)

w2

_'VIE__IE‘U = J\ﬁi‘ﬂ

NGD = NE2

NED = N NEY <~

"Vz(ulz‘z) - j\f&i’l}

Ne = mgv

N"(’L,lz) i Ngﬁl)

N2 = N&D = _NU2 = N2 (7.51)

Nas figuras 7.70 7.73 estdo apresentados graficos que representam a va-
riacdo das componentes da matriz normalizada N*!!) em funcdo de a, para
um material isotrépico com v = 0,4 e v = 0,01 e para um material transver-
salmente isotrépico com c¢;;/cqy = 6; ny = 1,5; n3 = 0.8 e v = 0,01. Pode-se
notar que para a componente horizontal N{}!) aqui também se repete o fato
anteriormente notado quanto a proximidade dos resultados obtidos para os
dois materiais. Para as componentes N{;" e N{.;!) as amplitudes dos des-
locamentos obtidos para o material anisotrépico sio menores que as obtidas
para o material isotrépico. Quanto 4 componente do acoplamento N{;!), os
resultados obtidos mostram um comportamento bastante irregular, prova-
velmente devido ao numero de elementos utilizados na discretizagao. Além
disso ordem de grandeza destes resultados é muito pequena o que leva a um
certo exagero nestas irregularidades quando colocadas no gréfico.

Nas figuras 7.74 a 7.77 estdo apresentados graficos que representam a
variacio das componentes da matriz normalizada N*?") em fungao de ag.
Estas componentes mostram, embora em menor grau. a mesma influéncia da
anisotropia notada nas componentes de N*(1:).
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Figura 7.70: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente N:1'') para duas galerias em meio infinito.
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Figura 7.71: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente N:{1'" para duas galerias em meio infinito.
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Figura 7.72: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrompi-
das) da componente N;Lﬁ-“ para duas galerias em meio infinito.
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Figura 7.73: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente N;{.1) para duas galerias em meio infinito.
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Figura 7.74: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrompi-

*

das) da componente N} para duas galerias em meio infinito.
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Figura 7.75: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente N:{%!) para duas galerias em meio infinito.
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Figura 7.76: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente N;g’” para duas galerias em meio infinito.
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Figura 7.77: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrompi-
das) da componente N2V para duas galerias em meio infinito.
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Thinel de secao semi-circular

Como 1ultimo exemplo de aplicagao, propoe-se para analise um tunel rigido
de secao semi-circular de raio a num meio eldstico infinito como mostrado na
figura 7.78. O meio eldstico é transversalmente isotrdépico e o eixo de simetria
do material se apresenta inclinado de um angulo 8 = 30° em relagao ao eixo
vertical z. O ponto de referéncia para a medida dos deslocamentos e para a
aplicagao da carga externa ¢ tomado no centro da base do tinel.

777 777 2

r

z
elxo de simetria
elastica

Figura 7.78: Tunel rigido de se¢io semi-circular em um meio infinito com
eixo de simetria elastica inclinado

Para a andlise deste problema sio empregados 8 elementos de igual com-
primento ao longo da base da estrutura e 25 elementos de igual comprimento
ao longo da superficie circular. E adotado um sistema de coordenadas au-
xiliar paralelo as dire¢oes principais de simetria elastica do material e tanto
as coordenadas dos elementos como as componentes da carga externa sao
referidas a este sistema de coordenadas. Com isto pode-se levar em conta a
inclinacao do eixo de simetria eldastica do material na andlise.

Os deslocamentos do ponto de referéncia estao relacionados as compo-
nentes da carga externa por:

T ] ]
Wy N wz "VT.L':I inm F, z
— T i
g = N uz fvuz: i\rum E T
awy Now Niw Noaw M,/a

ou seja, hd acoplamento total entre as trés componentes da carga e as tres
componentes do deslocamento. Isto se deve a auséncia de simetria do pro-
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blema. Apenas no caso de um material isotrépico havera simetria em relacao
a diregao vertical, levando a um desacoplamento das componentes verticais
em relagao as outras. No entanto a matriz de flexibilidade dinamica continua
simétrica, mesmo no caso anisotropico.

Nas figuras 7.79 a 7.84 estao mostrados graficos que representam as com-
ponentes da matriz de flexibilidade dinamica normalizada N* em funcao da
freqiiéncia ag. Estao apresentados nestes graficos resultados obtidos para um
material isotropico com v = 0,4 e v = 0,01 e para um material transversal-
mente isotrépico com ¢y1/cqq; 7y = 1,5; n3 =08 e v = 0,01.

Os resultados obtidos para as componentes da diagonal de N* mostram
uma pequena influéncia da anisotropia tanto em N,,, como em N,;. A pre-
senca de uma diferenca entre as curvas referentes a N,., 0 que nao ocorre nos
outros exemplos analisados, se deve a inclinacao do eixo de simetria eldstica.
A componente N, apresenta uma influéncia um pouco mais acentuada da
anisotropia. Em todos os casos as amplitudes dos deslocamentos se mostram
menores para o material anisotropico.

Quanto as componentes do acoplamento (fora da diagonal de N*), N,
e Nym sao nulos para caso do material isotrépico e para o material aniso-
tropico estas componentes tém um valor nao nulo, embora pequeno (em valor
absoluto). Finalmente a componente N,,, apresenta também uma pequena
influéncia da anisotropia resultando em menores amplitudas dos deslocamen-
tos para o material anisotropico.

7.8 Observacoes finais

Neste capitulo sao desenvolvidos varios métodos de analise da interacao de
estruturas rigidas sujeitas a cargas dinamicas inseridas em um meio eldstico
transversalmente isotropico. Sao apresentados o método da superposi¢ao, o
método da superposicao estendido, que é uma implementacao da formulacao
indireta do MEC, e é também apresentada uma implementacao da formulacao
direta do MEC para a andlise da interacao do meio elastico com estruturas
rigidas. O ponto em comum de todos os métodos apresentados é a discreti-
zacao do contorno em elementos retilineos de comprimento aproximadamente
constante e a utilizacao de funcoes de influéncia para cargas unitarias com
distribui¢ao uniforme. No entanto esta nao € a unica alternativa possivel.
Em primeiro lugar, pode-se adotar uma estratégia de discretizacao que
utilize elementos de menor comprimento nas regioes onde se presuma que
as tensoes apresentem uma maior variagao. Esta estratégia provavelmente
proporcionaria uma maior precisao com um menor numero de elementos.
O unico inconveniente é que no método da superposicao, para fundagoes
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Figura 7.79: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrompi-
das) da componente N para tinel meio infinito.
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Figura 7.80: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrompi-
das) da componente N}, para tinel meio infinito.
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Figura 7.81: Partes real (linhas continuas) e imagindria (linhas interrompi-
das) da componente N}, para tinel meio infinito.
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das) da componente N = N, para tinel meio infinito.
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Figura 7.84: Partes real (linhas continuas) e imaginaria (linhas interrompi-
das) da componente V; = N}, para tinel meio infinito.
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apoiadas na superficie, seria necessaria a determinacao de todos os elementos
da matriz de influéncia dos deslocamentos e nao apenas os elementos da
primeira linha. Neste caso provavelmente ¢ melhor manter a discretizacao
com elementos de igual comprimento. Nos outros métodos, como é sempre
necessaria a determinacao de todos os elementos das matrizes de influéncia
(ou, pelo menos, a metade deles) esta estratégia de discretizagio nao implica
em maior esforco computacional.

Quanto as funcoes de influéncia, poderiam ser implementados processos
que utilizem como modelo aproximador a funcao linear ou mesmo a funcao
quadratica. Neste caso seria possivel a obtencao de uma precisao superior
nos resultados com um menor nimero de elementos. No entanto, o esforco
requerido no calculo de fungées de influéncia de ordem superior é também
mais elevado e, provavelmente, s6 se justificaria na implementacdo geral do
MEC em que sao utilizadas as solucoes para carga aplicada no interior de um
meio infinito. Isto porque estas solugoes sao comparativamente mais simples
que as do semi-espaco.



Capitulo 8

Conclusoes e Perspectivas

Ao longo deste trabalho sao formulados métodos de analise do comporta-
mento de meios eldsticos transversalmente isotropicos no estado plano de
deformacao sob a agao de cargas dinamicas harmoénicas no tempo.

Na deducao destes métodos sao apresentadas as formulagoes completas
das fungées de Green para varias configuragoes de contorno; desde o caso da
carga aplicada sobre o semi-espaco eldstico até o caso de carga aplicada no
interior de uma camada eldstica apoiada sobre uma base rigida. As solugdes
sao obtidas na forma de integrais impréprias que necessitam de tratamento
numérico. E apresentada também a formulagdo bésica para o caso de carga
aplicada no interior de uma camada eldstica apoiada sobre o semi-espago.

E apresentada uma analise tedrica do comportamento dessas fungoes de
Green no ponto de aplicacao da carga e demonstra-se que tanto os deslo-
camentos como as tensoes se tornam singulares neste ponto. Demonstra-se
também que esta singularidade € integravel.

Para o calculo das funcdes de Green os métodos de integracao numérica
fornecidos pelo pacote QUADPACK sao aplicados com resultados satisfatorios.

A fim de se analisar os efeitos devidos a cargas distribuidas, sao apre-
sentadas as dedugoes das fungoes de influéncia para cargas com distribuicao
uniforme ao longo de faixas horizontais aplicadas tanto na superficie como
no interior de meios eldsticos transversalmente isotrépicos. Estas funcoes de
influéncia se apresentam como uma extensao das funcoes de Green corres-
pondentes. Pela analise dos resultados numéricos obtidos verifica-se que a
anisotropia exerce uma grande influéncia no comportamento dos deslocamen-
tos e das tensoes provocadas pela carga. E proposto também um método de
obtencao do efeito de cargas com distribui¢ao polinomial com grau qualquer
através da superposicao de cargas com distribuicao mais simples.

Para a anadlise do efeito da inclinacao do eixo de simetria eldstica ¢ dedu-
zida uma formulacao para as fungoes de Green para o caso de carga aplicada
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sobre um semi-espaco com eixo de simetria inclinado. Esta formulagao é
utilizada também para a obtencao das fungoes de influéncia de cargas distri-
buidas ao longo de faixas inclinadas no interior do espago completo.

Como aplicacao das solugoes obtidas para funcoes de Green e fungoes de
influéncia sido propostas implementacoes do Método dos Elementos de Con-
torno nas versoes direta e indireta utilizando as fungoes de influéncia de faixas
de carga uniformes. Verifica-se que os resultados obtidos sao comparaveis aos
previstos pela teoria.

O trabalho se completa com a implementacdo de métodos de andlise da
interacao de estruturas rigidas sob a agao de cargas dinamicas com o meio
eldstico transversalmente isotropico. Estes métodos sao aplicados na analise
de fundacoes apoiadas na superficie do semi-espaco, fundagoes na superficie
de uma camada elédstica apoiada sobre base rigida, fundagoes parcialmente
engastadas no meio eldstico e estruturas rigidas enterradas. S@o assim de-
monstradas a utilizacao das fungées de Green e de influéncia na andlise de
todos estes problemas através da aplicacao de diferentes implementacoes do
Método dos Elementos de Contorno.

Como complementacgao e extensdo desta tese, além dos pontos salientados
no decorrer do texto, sdo propostas as seguintes linhas de trabalho:

e Desenvolvimento de métodos tedricos e computacionais mais eficientes
para o calculo das fungoes de influéncia. Um primeiro passo seria a
adaptacao das rotinas de integracdo numérica para efetuarem as inte-
gragoes da parte real e imaginaria simultaneamente. Deve-se também
analisar melhor o comportamento das fun¢oes de Green na busca de es-
tratégias mais apropriadas ou mesmo a dedugao de novas formulagoes.

e Implementagao das varias versoes do MEC aqui analisadas para elemen-
tos de contorno com grau superior de aproximacao como, por exemplo,
elementos com aproximacao linear ou quadratica.

e Extensao dos métodos de analise para a obtencao do comportamento
de estruturas flexiveis apoiadas sobre meio transversalmente isotrépico.
Esta extensao poderia analisar estruturas mais complexas.

e Deducdo, implementagdo e utilizagdo de fungoes de Green e de in-
fluéncia para o caso tridimensional, possibilitando assim a analise de
outros tipos de fundagdes como por exemplo fundacées retangulares e
estacas.

e Obtencao e aplicacao de fungoes de Green e de influéncia para cargas
na forma de impulsos de aplicagao instantanea, no dominio do tempo.
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Com estas solugoes o tratamento de problemas transientes pode ser
feito diretamente no dominio do tempo tornando possivel a anilise de
problemas nao lineares.
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