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Resumo

SANCHES, Fabio Dalmazzo, Identificacdo de Pardmetros de Mancal através de Andlise de
Correlagoes, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas, 2008. 94 p. Dissertagcdo (Mestrado)

Este trabalho apresenta uma metodologia de identificagdo dos parametros de rigidez e
amortecimento dos mancais de rolamento de um sistema mecanico rotativo. O método proposto é
baseado na equacao matricial de Ljapunov e na representacao do sistema na forma de espaco de
estados. Através da definicdo de correlagdes, inserida na equac¢do matricial, monta-se um
estimador que relaciona os parametros fisicos do sistema com as matrizes de correlacdes das
varidveis medidas no dominio do tempo, ndo sendo necessdrio o conhecimento da excitacdo. O
objetivo do trabalho é fazer um estudo tedérico da aplicacdo dessa metodologia de identificacdo
em sistemas reais. S@o feitas simulagdes considerando-se um sistema rotativo de vinte graus de
liberdade excitado aleatoriamente, caso estatico, e por desbalanceamento em diversas freqiiéncias
de rotacdo e de caracteristicas de mancal. Os resultados numéricos demonstram que o método

proposto € robusto e vidvel, podendo ser aplicado na identificagdo de uma méquina real.

Palavras Chave

Identificagdo Paramétrica, Andlise de Correlacdes, Equacao Matricial de Ljapunov.
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Abstract

SANCHES, Fabio Dalmazzo, Bearing Parameters Identification through Correlation Analysis,
Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2008.

94 p. Dissertacao (Mestrado)

This work presents an identification methodology of stiffness and damping parameters of
rolling bearings in a rotor-bearing system. The proposed method is based on Ljapunov matrix
equation and state space representation. Through the definition of correlations used in matrix
equation, it is possible to generate an algorithm that relates system physical parameters to the
correlation matrixes of the measured variables in time domain without the knowledge of the
external input forces. The purpose of this work is to make a theoretical study of the viability of
this methodology used in real systems. Simulations were performed considering a rotating system
with twenty degrees of freedom excited by random forces, system at rest, and by unbalance
forces considering several rotation frequencies and bearing characteristics. The numerical results

show the proposed method is feasible and it can be used to identify real machines.

Key Words

Parametric Identification, Correlation Analysis, Ljapunov Matrix Equation.
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Capitulo 1

Introducao

No parque industrial, a demanda por equipamentos de alta poténcia e velocidade é cada vez
maior. A precisdo da estimativa e o controle do comportamento dindmico (resposta ao
desbalanceamento, velocidades criticas e instabilidade) € outro requisito de vital importancia. Os
mancais sao componentes essenciais em qualquer equipamento rotativo e o conhecimento de suas
propriedades fisicas € fundamental para a previsdo do comportamento e caracteristicas de uma
maquina, j4 que os sistemas rotor-mancal tétm um papel de destaque em muitos campos da

engenharia, tais como: turbinas, compressores, bombas centrifugas, exaustores, geradores, etc.

Apesar de existirem muitos métodos computacionais para analisar o comportamento
dindmico de madaquinas rotativas, a utilizacdo desses métodos € prejudicada pela falta de
informacdes confidveis sobre as caracteristicas dinamicas dos mancais (Chen e Lee, 1997).
Tiwari et al. (2004) ressaltam que, historicamente, a estimacdo tedrica dos parametros dos
mancais tem sido fonte de erros na determinacdo do comportamento dindmico de sistemas rotor-
mancal e enfatizam que a necessidade de estimativas mais confidveis devem ser obtidas através
de métodos experimentais. Conclusido semelhante foi apontada bem antes por Morton (1965) e
posteriormente por Dowson e Taylor (1980), ou seja, a importancia de analises experimentais
sobre o tema e a necessidade de desenvolvimento de novas técnicas para o estudo do efeito dos

mancais na resposta do rotor.



1.1 Objetivos do trabalho

Este trabalho tem por objetivo o desenvolvimento de um procedimento de identificagcdo
paramétrica de sistemas mecénicos excitados aleatoriamente e por desbalanceamento. Considera-
se 0 acesso apenas as varidveis de saida do sistema, que foram consideradas sem perturbagdo nas
medidas. Deseja-se fazer um estudo tedrico da aplicabilidade do método de anélise de correlacdes

na identifica¢do dos parametros fisicos dos mancais em um sistema dinamico.

Essa linha de pesquisa faz parte dos estudos do Laboratério de Vibracdes e Controle da
Unicamp que comegou com o trabalho de Pederiva (1992), no qual um sistema mecénico
excitado estocasticamente foi identificado por andlise de correlagdes. Posteriormente, Chiarello
(1998) utilizou andlise de correlagdes para detectar e identificar falhas em um sistema mecanico.
Eduardo (2003) usou a equagdo matricial de Ljapunov e redes neurais artificiais para detectar
defeitos em sistemas mecanicos rotativos. O presente trabalho expande a metodologia proposta
por Pederiva (1992) para um sistema mecanico com mais graus de liberdade e considerando a
modelagem via elementos finitos de um sistema rotativo com massa distribuida. Também enfoca-
se o problema do desbalanceamento desconhecido e seus efeitos sobre o processo de

identificacdo dos parametros de mancal.

1.2 Divisao do trabalho

No Capitulo 2, € feita uma revisdo da literatura. Vdrias técnicas de identificacao de sistemas

sdo abordadas, mostrando a importancia do tema no estudo da dindmica de rotores.

O Capitulo 3 apresenta a descri¢do da modelagem matemadtica de um rotor via elementos
finitos. Este capitulo ¢ a base da montagem das matrizes globais de massa, rigidez e
amortecimento do sistema, permitindo a visualizagdo dos parametros dos mancais dentro dessas

matrizes globais.

O Capitulo 4 discute as relacdes entrada-saida de um sistema mecanico representado na

forma de espaco de estados. Sao apresentados alguns conceitos e definicdes e discute-se a



transformacgao de coordenadas quando se deseja uma representacdo diferente para o sistema em

estudo.

O Capitulo 5 apresenta a derivacdo da equacdo matricial de Ljapunov, nos quais os
parametros fisicos do sistema aparecem correlacionados aos vetores de estado medidos e s@o
apresentadas as formas dessa equagdo quando se conhece todo o vetor de estado e quando € feita
uma redu¢do do numero de varidveis medidas. Sdo considerados também os efeitos da excitagdao
por ruido branco e por desbalanceamento nas equagdes de estimacdo dos parametros dos

mancais.

Os resultados de simulagdo numérica sdo apresentados no Capitulo 6. Sdo apresentados
diversos resultados com excitacdo aleatdria e por desbalanceamento. Também sdo testadas

algumas configuragdes fisicas dos mancais de modo a testar a robustez do método proposto.

O Capitulo 7 traz as conclusdes gerais sobre o trabalho e sugestdes para desenvolvimentos

de futuras pesquisas sobre o tema.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

A influéncia dos mancais no desempenho e estabilidade de madaquinas rotativas €
reconhecida e vem sendo objeto de estudos durante varios anos por muitos pesquisadores. De
uma forma geral, os métodos de identificacdo dos parametros dindmicos dos mancais (rigidez e
amortecimento) diferem quanto ao dominio, tempo ou freqii€ncia, € quanto ao tipo de excitacao
utilizada. Pode-se considerar que, geralmente, tais métodos requerem a medi¢do dos sinais de
entrada (forcas) e de saida (deslocamentos, velocidades, aceleragdes) do sistema dindmico.
Portanto os parametros desconhecidos sdo calculados com base na relagdo existente entre

excitacdo e resposta (Tiwari et al., 2004).
2.1 Técnicas de identificacao
2.1.1 Excitacao por desbalanceamento

Como ressaltam Tiwari et al. (2004), do ponto de vista pratico, a utilizacdo das forcas de
desbalanceamento trata-se de um método simples de excitar o sistema, ja que ndo é necessario
nenhum equipamento sofisticado de excitagdo. O problema € que as informacdes sao limitadas a

resposta sincrona.

Sahinkaya e Burrows (1984) apresentaram um método no dominio do tempo para estimar
os coeficientes dindmicos de mancais hidrodinamicos a partir da resposta sincrona do rotor. O
maior problema é que o método requer o conhecimento do desbalanceamento ou a adicdo de

massas conhecidas para a excitagdo e s pode ser usado em rotores rigidos.



Muszynska e Bently (1990) defendem a utilizagdo de excitacdo harmdnica ndo sincrona
para a identificacdo de forcas causadas pelo fluido em mancais hidrodindmicos. A excitacdo €
gerada por uma massa excéntrica rotativa que poderd girar na mesma dire¢cdo ou na direcdo
contrdria em relacdo ao giro da madaquina, permitindo a identificacdo de modos diretos ou
retrogrados. Posteriormente, Muszynska et al. (1993) utilizaram um sistema auxiliar
desbalanceado para introduzir excitagdo ndo sincrona em uma bancada experimental. Através da
excitacdo em diversos pontos do rotor, a rigidez dindmica do sistema foi determinada. Além
disso, o0 método permite a identificagdo do acoplamento torsional lateral causado pela anisotropia

do eixo.

Chen e Lee (1995 e 1997) estimaram as caracteristicas dinAmicas de mancais anisotropicos
sem a medi¢do da excitagdo externa. O sistema € modelado usando-se o método dos elementos
finitos e o estimador é construido a partir de relagdes existentes entre a transformada de Fourier
das respostas ao desbalanceamento e parametros conhecidos do sistema para calcular os
coeficientes de rigidez e amortecimento dos mancais pelo método dos minimos quadrados. A
vantagem do método € que o rotor foi considerado flexivel e as estimativas foram obtidas a partir
de condi¢des normais de operacao do sistema, porém os parametros de mancal foram linearizados
e foi necessario que as freqii€ncias de rotagao estivessem préoximas da primeira velocidade critica

para que houvesse uma boa relacdo entre a resposta medida e o ruido nas medicoes.

Edwards et al. (2000) propuseram um método capaz de identificar os parametros de
suportes flexiveis, de desbalanceamento e de empeno de eixo através de uma tnica partida ou
parada da madaquina. Para tanto, os resultados experimentais mostraram que, somente com
excitacdo por desbalanceamento, sdo necessdrias pelo menos duas partidas/paradas do
equipamento. O algoritmo foi testado em vdrias configuragcdes do rotor, obtendo-se bons
resultados, além de permitir uma utiliza¢do pratica, jd que a maquina pode ser balanceada com

dados obtidos por uma unica partida/parada do equipamento.

Tiwari et al. (2002) estimaram os parametros dindmicos de mancais flexiveis utilizando a
resposta do sistema a um desbalanceamento conhecido em duas dire¢des de medi¢cao e com duas

configuracdes de desbalanceamento, uma com o rotor girando no sentido horério e outra no



sentido anti-horario. Isso faz com que a estimacao de parametros para mancais isotrépicos torne-
se um problema bem condicionado. Foi usado o dominio da freqiiéncia e o estimador ndo
dispensa o conhecimento da excitacdo, além de ter sido adicionado ruido para testar a eficiéncia
do algoritmo, que foi validado experimentalmente. Posteriormente, Tiwari (2005) incorpora a

estimagdo do desbalanceamento residual, mas restringiu-se ao campo da simulacao.

Kim et al. (2007) propuseram um método de identificacdo de mancais baseado em
otimizagdo global a partir da resposta ao desbalanceamento. Utilizam-se algoritmos genéticos e
redes neurais para minimizar as diferencas entre as respostas ao desbalanceamento analitico e o
medido experimentalmente, todos em precessao direta. Os parametros do mancal de molas foram
identificados experimentalmente utilizando diferengas logaritmicas como fun¢do objetivo. O

procedimento de identificacdo também é capaz de estimar o desbalanceamento.

De Santiago e San Andrés (2007b) ressaltaram que, em casos reais, os coeficientes
dindmicos diferem até mesmo em caso de mancais idénticos. Para simular essa situacdo,
contruiram uma bancada experimental na qual o mancal perto do motor € do tipo segmentado e o
mancal da extremidade livre € hidrodindmico plano. Para identificar os parametros de massa e
rigidez desses componentes, utilizaram duas configuragdes de desbalanceamento conhecidas e
respostas sincronas. O método traz a limita¢do de que o rotor deve ser rigido e é muito sensivel a

presenca de ruidos nas medicdes, especialmente em baixas rotagoes.

2.1.2 Excitacao controlada

Morton (1971) foi um dos pioneiros no estudo do comportamento dindmico de maquinas de
grande porte. Em seu trabalho, € construida uma bancada experimental para identificar as
caracteristicas de mancais hidrodindmicos com mais de 50 cm de didmetro. A técnica utilizou
excitacdo senoidal e o método dos coeficientes de receptdncia, o mancal opera em regime

laminar.

Burrows e Stanway (1977) utilizaram excitacdo do tipo seqiiéncia bindria pseudo-aleatéria

(PRBS) para identificar oito coeficientes de rigidez e amortecimento de mancais hidrodinadmicos.



A partir da representacao do sistema na forma de espago de estados, um estimador de regressao
multipla foi desenvolvido no dominio discreto do tempo usando o método de diferengas finitas. O

método proposto ndo se apresentou robusto em relacdo ao ruido nas medigdes.

Burrows e Stanway (1980) apresentam uma investigacdo analitica para estimar os
parametros de mancais hidrodindmicos usando o principio da identificacdo estrutural para
determinar o numero de pontos que o sistema deve ser excitado para produzir informagdes
confidveis. E feita uma comparacio das excitacdes impulsiva, degrau unitdrio e harmdnica,
mostrando que a utilizacdo de uma seqii€ncia bindria pseudo-aleatéria (PRBS) possui vantagens
sobre os outros métodos de excitacdo. Posteriormente, Burrows e Sahinkaya (1982) utilizam a
excitacdo PRBS e dominio da freqiiéncia para estimar os pardmetros de mancais de um sistema

de multiplos graus de liberdade. O algoritmo pode ser usado para rotores rigidos e flexiveis.

Rouvas e Childs (1993) desenvolveram um método para determinar os coeficientes
dindmicos de mancais hidrostaticos que elimina as forcas geradas pelo filme de dleo, utilizando
densidade espectral de poténcia. O método € baseado no fato de que a excitacdo aplicada ao
sistema € estatisticamente independente das forcas geradas pelo fluido. Os parametros do mancal
foram obtidos pelo ajuste das FRFs medidas através do método dos minimos quadrados e foi

usada excitacdo pseudo-aleatdria periddica na validagdo experimental.

Chatterjee e Vyas (2003) continuam o estudo de Khan e Vyas (1999) utilizando excitagao
harmonica e séries de Volterra para estimar parametros de rigidez nao linear de um sistema rotor-
mancal suportado por mancais de rolamento. Os resultados obtidos no modelo foram comparados
aos experimentais com boa aproximacdo. Entretanto, o mancal foi considerado isolado do sistema

e 0 amortecimento era linear € viscoso.

Wang e Maslen (2006) propdem um método para identificar os parametros de componentes
de méquinas rotativas dificeis de serem modelados e que sdo dependentes da freqiiéncia, tais
como certos tipos de mancais, selos e fundacdes. O método ndo paramétrico apresentado baseia-
se nas FRFs analiticas geradas pelo modelo e nas FRFs obtidas através de medi¢des reais no

equipamento. Essas informacgdes serdo usadas para estimar as FRFs dos componentes a serem



identificados. Os resultados foram todos simulados e o efeito da velocidade de rotacdo nos

parametros estimados ndo foi levado em consideracao.

2.1.3 Métodos com excitacao impulsiva

A excitagdo impulsiva possui a vantagem de excitar uma ampla faixa de freqiiéncias em um
unico experimento, o que aumenta a confiabilidade das estimativas dos coeficientes dos mancais,

reduzindo o esfor¢o experimental e o tempo para a identificagdo do sistema.

Nordmann (1984) aperfeicoou a metodologia da andlise modal cléssica e adaptou a técnica
para sistemas rotativos com efeitos nao conservativos. Os parametros modais do sistema foram
obtidos através de ajuste de curvas (FRF’s) tedrica e experimental pelo método dos minimos

quadrados. Os resultados obtidos mostraram-se bastante satisfatorios.

Kraus et al. (1987) extrairam os parametros de rigidez e amortecimento de mancais de
rolamento através da combinacdo do modelo matemdtico do sistema com andlise modal
experimental. O estudo foi realizado estaticamente e dinamicamente, procurando investigar
também os efeitos da velocidade de rotacdo e da pré-carga na rigidez e no amortecimento do
sistema. Os resultados foram mais precisos para a rigidez, a estimativa do amortecimento

mostrou-se apenas razodvel, porém o modelo tinha apenas dois graus de liberdade.

Ellis et al. (1988) propuseram a identificacdo paramétrica de um amortecedor de filme de
6leo usando o método SVF (state variable filter) a partir da resposta transiente do sistema e com
o auxilio de uma bancada experimental. O modelo continha apenas um grau de liberdade e nao

havia acoplamento nas dire¢cdes de movimento

Marsh e Yantek (1997) propuseram uma configuracdo experimental para identificar a
rigidez de mancal a partir da medicio da resposta a excitagcdo de forcas conhecidas. As
estimativas foram feitas para mancais de rolamento de uma mdaquina de precisdao a partir das

FRF’s. O trabalho chama a atencdo por ressaltar a importancia da quantidade de medicoes



necessdrias a identificacdo, a localizagdo dos pontos de excitacdo e resposta e a calibracdao dos

acelerdmetros no processo de identificagdo.

Qiu e Tieu (1997) obtiveram os coeficientes dindmicos de dois mancais hidrodindmicos
ndo simétricos a partir do uso de funcdes de transferéncia e método dos minimos quadrados.
Todos os pardmetros foram englobados pelo estimador proposto e puderam ser identificados
simultaneamente. O modelo foi validado experimentalmente para um rotor rigido e foi capaz de
identificar as freqii€ncias nas quais ocorre instabilidade do filme de 6leo. Para uma melhor
exatiddo, é sugerida a utilizacdo de vérias funcdes de transferéncia em freqii€ncias préximas a

rotacao do eixo.

Caldiron (2004) otimiza rotinas computacionais de um método de estimacdo de rigidez de
mancais através de um processo de ajuste de modelo, utilizando andlise de sensibilidade dos
autovalores com relacdo a variacdo da rigidez dos mancais de um rotor. O ajuste foi feito com
base na minimiza¢do da diferenca entre os autovalores experimentais, obtidos por andlise modal,
e os autovalores obtidos do modelo matematico. O método foi efetuado com varias rotagdes e

mostrou-se bastante confidvel e os parametros foram obtidos com poucas iteracdes.

Tiwari e Chakravarthy (2006) elaboraram um algoritmo no dominio da freqii€ncia capaz de
identificar simultaneamente o desbalanceamento residual e os parametros de rigidez e
amortecimento dos mancais para um sistema rotor-mancal com multiplos graus de liberdade
modelados via elementos finitos. O algoritmo proposto utiliza respostas impulsivas e FRF’s
analiticas, que dependem dos coeficientes dinAmicos dos mancais, para estimar 0s parametros via
ajuste iterativo. O algoritmo foi testado na presenca de ruido e os resultados dos parametros

identificados foram bons quando comparados aos valores assumidos.

De Santiago e San Andrés (2007a) identificam os coeficientes do mancal a partir de
relagOes entre as excitacdes e respostas impulsivas nas dire¢des vertical e horizontal a partir da
estimativa da matriz de impedancia do sistema. Os resultados foram verificados

experimentalmente em um sistema composto por mancais segmentados € um amortecedor com
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filme de 6leo montado em série ao mancal. Quanto maior o nimero de excitacdes, melhor a

convergéncia dos resultados, porém o método restringe-se a rotores rigidos.

2.1.4 Métodos com excitacao desconhecida

Nos equipamentos em geral, principalmente os situados em plantas industriais, a aplicacdo
de forcas controladas é de dificil execugcdo. Sempre existirdo forcas inerentes ao sistema:
desbalanceamento residual, desalinhamento, rocamento entre rotor e estator, instabilidade do
filme de dleo, etc., tornando a estimativa da excitagdo bastante dificil e justificando que alguns

pesquisadores trabalhem com excitacao aleatdria.

Tiwari e Vyas (1995) desenvolveram uma técnica de estimacdo de parametros de rigidez
ndo linear para mancais de rolamento. Esses coeficientes foram calculados a partir da resposta
aleatéria dos mancais e o sistema total foi considerado perfeitamente balanceado. As excitagdes
sdo geradas pelas imperfei¢cdes no mancal e erros de montagem e foram processadas através de
um algoritmo de curve fitting para a obtencao dos parametros desejados. Essa técnica possui a
vantagem de ndo ser necessario o conhecimento das forgas de excitacdo e trabalha somente com
as resposta medidas, que foram comparadas com o modelo analitico proposto. O rotor foi
considerado rigido e com 1 grau de liberdade apenas. Posteriormente, o método foi estendido a

um sistema flexivel de multiplos graus de liberdade (Tiwari e Vyas, 1997, 1998).

Khan e Vyas (1999) propuseram um estudo sobre a possibilidade de estimar parametros
ndo lineares usando a teoria de Volterra e Kiener no dominio da freqiiéncia. O sistema foi
considerado como de um grau de liberdade e a rigidez ndo linear era uma funcio cubica,
enquanto que o amortecimento foi considerado linear. Os parametros foram obtidos por

simulacdo e o método mostrou-se vidvel na estimativa de parametros lineares e nao lineares.

2.1.5 Método por correlacoes

Outra maneira de determinar as caracteristicas dinimicas dos mancais € utilizando a analise

de correlacdes. Uma das vantagens do método € que os pardmetros sdo identificados através da

11



matriz de correlagdes entre as respostas do sistema medidas em diversos instantes de tempo, sem

a necessidade do conhecimento da excitacdo, que muitas vezes ndo estd disponivel para medicao.

Apesar de ndo ser necessdria a medi¢cdo da excitacdo, ndo se pode generalizar a
identificacdo para qualquer sistema mecanico tendo como base apenas a matriz de correlacdes.
Através da utilizacdo de filtros aplicados as varidveis medidas, € obtido um aproveitamento de

mais informagdes contidas nos dados medidos (Pederiva, 1992).

Isermann et al. (1974) fizeram uma comparacdo de seis métodos de identificacdo e
ressaltam algumas vantagens da anélise de correlagdes: baixo esfor¢co computacional, bom nos
casos em que a estrutura do modelo € pouco conhecida e a ndo exigéncia de valores iniciais para

0s parametros a serem estimados.

Apesar das vantagens do método, a estimativa para a matriz de correlagdes fica incorreta
quando ocorrem perturbacdes nas medidas. Como conseqiiéncia, ndo se tem nenhuma
consisténcia na estimacdo paramétrica. Para que o estimador tenha consisténcia na aplicacdo em
sistemas mecanicos, Roether e Pederiva (1986) propuseram que a matriz de correlagcdes seja

estimada com defasagem no tempo.

Desforges et al. (1995) mostraram que as funcdes de correlacdo estimam melhor os
parametros modais de sistemas, utilizando somente as respostas a excita¢do aleatoria do tipo
ruido branco. Cooper et al. (1995) atestam a qualidade do método também para a excitagdo

desconhecida do tipo ruido colorido.

Uma maneira de representar um sistema dinamico é colocd-lo na forma de espago de
estados, muito util para sistemas complexos que possuem multiplas entradas e saidas com muitos
graus de liberdade. Assim, a identificacio de sistemas passa a ser um problema de identificacdo

de parametros e estimacao de estado (El-Sherief, 1984, Ogata, 1998).

El-Sherief (1981) descreveu um algoritmo para estimar parametros de um sistema a partir
das fun¢des de correlacdo das varidveis de estado medidas. Pederiva (1992) utilizou anélise de

correlagdes das varidveis de estado medidas e equacdo matricial de Ljapunov para identificar os
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parametros de um sistema rotor-mancal de 6 graus de liberdade. Chiarello (1998) estendeu o
método proposto por Pederiva (1992) para o problema de deteccdo e localizacdo de falhas em

sistemas mecanicos.

Posteriormente, Eduardo (2003) utilizou a equacdo matricial de Ljapunov aliada a técnica
de redes neurais artificiais para detectar defeitos em sistemas mecanicos rotativos excitados por

desbalanceamento e forcas estocdsticas do tipo ruido colorido.

Sanches e Pederiva (2008) identificam, a partir da equacdo matricial de Ljapunov, os
parametros fisicos de rolamento para um sistema mecanico de 40 graus de liberdade excitado
estocasticamente. Diferentemente do trabalho de Pederiva (1992), o sistema é modelado por

parametros distribuidos através de elementos finitos.

13



Capitulo 3

Modelagem Matematica do Sistema Mecanico

Os modelos matemdticos sao ferramentas importantes no estudo da dindmica de rotores,
principalmente nos casos em que o estudo experimental € dificil de ser realizado. Os elementos
basicos de um rotor sdo: o(s) disco(s), o eixo e os mancais. O desbalanceamento residual deve ser
considerado através de massas desbalanceadoras, visto que existird sempre em sistemas rotativos.
Eixo, discos e massas desbalanceadoras sdo caracterizados por expressoes de energia cinética. O
eixo flexivel deve ser caracterizado também por sua energia de deformacdo, enquanto que as
forcas exercidas pelos mancais sdo utilizadas no cdlculo do trabalho virtual para que as forcas

correspondentes que atuam no eixo sejam obtidas (Lalanne e Ferraris, 1990).

As equacdes de movimento do rotor sdo deduzidas aplicando-se a equacdo de Lagrange

(Equacao 3.1) nas expressoes das energias cinéticas (J) e potenciais (U) dos componentes:

d(ar) oJ ou
| = -+ T==Fq, (3.1
dt\ 0q; ) 0q; 0q,

onde ¢; € a i-ésima coordenada generalizada, Fg; ¢ a i-ésima forca generalizada atuando na

coordenada g;.
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3.1 Elemento de disco

O disco € considerado rigido, portanto € caracterizado somente pela sua energia cinética.
Seja R, (XYZ) o sistema inercial e R (xyz) um sistema de coordenadas fixo no disco, conforme
mostra a Figura 3.1. O sistema de coordenadas (x,y,z) estd relacionado com o sistema inercial
através dos angulos y; e ¢. Qualquer ponto no sistema R pode ser determinado através de uma
rotacdo y em torno do eixo Z, em seguida uma rotagdo 6 em torno do novo eixo x (X) e,
finalmente, uma rota¢do ¢ em torno do eixo y final. O vetor velocidade angular instantinea do

sistema R em relacdo ao sistema R, é dado por (Lalanne e Ferraris, 1990):

e =WZ+0x, +dy (3.2)

no qual Z, x; e y sdo vetores unitdrios ao longo dos eixos Z, x; e y. O vetor dado pela Equacao

3.2 pode ser escrito no sistema inercial como:

. —y cos @sin g+ O cos ¢
Oppp =| @, | = $+yrsiné (3.3)
o, W cos Ocos g+ Osin ¢

/

4
X

Figura 3.1 — Sistemas de coordenadas eixo/disco em um rotor

16



Sejam u e w as coordenadas do centro de massa do disco (O) no sistema R,, considerando a
coordenada ao longo de Y constante. Considera-se que a massa do disco seja Mp e o seu tensor

de inércia em O, tendo xyz como dire¢des principais de inércia, €:

I, 0 0
I,=| 0 1, 0 (3.4)
0 0 I,

3.2 Elemento de eixo

O eixo € considerado como uma viga de Timoshenko e, dessa forma, o efeito da rotacao é
levado em consideragdo. Para um elemento de eixo de comprimento L, a energia cinética ¢ dada

por:
St It : i

J, = %j @2 +w?)dy + %j (7 +6")dy+ pILQ” + 2 pILQ[ yOdy (3.5)
0 0 0

onde p € a massa por unidade de volume, S € a drea da secdo transversal do eixo e / € o momento

de inércia de drea da se¢do transversal do eixo em relacdo ao eixo neutro.

A primeira integral da Equagdo 3.5 € a expressdo cldssica para uma viga em flexdo; a
segunda integral representa o efeito da inércia rotatéria; o termo pILQ® é constante e ndo

influencia as equacdes e a ultima integral representa o efeito giroscopico (Lalanne e Ferraris,

1990).
O eixo € um elemento flexivel, portanto a energia de deformacdo também deve ser

considerada. A Figura 3.2 mostra a secdo transversal do eixo deformada no plano XZ. O ponto C

representa o centro geométrico e o ponto B (x,z) € um ponto qualquer da se¢do transversal.
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N
>

Figura 3.2 — Sec¢do transversal do eixo

Se termos de segunda ordem sdo incluidos, a deformacao longitudinal do ponto B é dada

por:
ou ow 1fa) 1w Y
E=—X uz—z M;+— L e (3.6)
Oy oy~ 2\ oy 2\ oy
sendo que
E=¢&1éEy (3.7)

, ~ . ~ ~ . * *
onde ¢ € a deformacdo, & representa os termos lineares, &, sdo os termos ndo lineares, u e w

sdo os deslocamentos do centro geométrico em relacio aos eixos X € z respectivamente.

A energia de deformacdo ¢ dada por:
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1
U, :E!ETJCZT (3.8)

sendo o a tensdo e ‘T’ o simbolo de transposi¢do de matrizes. A relacdo entre tensdo e

deformacao é:

o=Es (3.9)

onde E é o médulo de Young do material. Entdo, a Equacdo 3.8 pode ser reescrita:
E
U, =5j(g,2+2515n, +&)dr (3.10)

A simetria da se¢do transversal da viga com relacdo aos eixos x e z resulta em

jé‘l&‘nldz'zo (3.11)

T

O terceiro termo da integral na Equacao 3.10 é de segunda ordem e pode ser desprezado. A

energia de deformacdo assume a seguinte forma (Lalanne e Ferraris, 1990):

L 2 % 7 #\2
Ulzﬁjj(—xa”z —zﬁszdey (3.12)
Zos\ T Oy
Reescrevendo a Equacdo 3.12:
E§ o'u’ ’ o’'w’ ’ o'u" o*w’
U1:—.” xz( 2] +z2( zj +2xz2——; -~ |dSdy (3.13)
2395 Jy dy oy~ 0Oy
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O terceiro termo da Equacdo 3.13 é nulo devido a simetria do eixo. Introduzindo os

momentos de inércia da se¢do transversal em relagcdo a x e z, tem-se:

)
1,=[zds (3.14)
S

(.2
I, =[xds (3.15)

A expressao da energia de deformacdo sera:

U _Ej [ 2+1 ow | d (3.16)
! 29| ° oy* L oy? Y ’

Se o eixo for submetido a uma forga axial constante F,, haverd uma outra contribui¢do para

a energia de deformacdo do eixo, dada por (Lalanne e Ferraris, 1990):

%)

L
F
U, :j °(&+e¢,)dr (3.17)
0

onde S € a drea da secdo transversal do eixo.

Devido a simetria da se¢do transversal, o primeiro termo da integral desaparecera. Usando

as Equacdes 3.6 e 3.7, a Equagdo 3.17 pode ser escrita da seguinte forma:

U, = ZM ﬁy] +( ay”dy (3.18)

A energia total de deformacao (Us) € dada pela soma das parcelas U; e U.:
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EY (oY (ow )|, Ftfo) (owY
Ug==] 12( ”2] +1x( sz dy+—=| [—” J +(—Wj dy (3.19)
29 oy Oy 251\ oy Oy

Se a equacdo anterior for escrita no sistema inercial R,, pode-se deduzir, a partir da Figura

3.2, as seguintes relacoes:
u =ucosQt —wsinQt (3.20)

w = usin Qr +wcos Qt (3.21)

A Equacio 3.19 serd escrita como:

L 2 2 \? 2 2. \?
U, =£.[ I, cotha—Z—sithévf +1 sitha—Z+cothav2V dy +
24 Oy Oy oy oy
(3.22)
L 2 2
+F”I ou + ow dy
2 o1\ 0oy oy

Em caso de eixos simétricos (I,=1,=I), a Equagao 3.22 torna-se:

ELY (0u) (ow) Ftl(ou) (owY
Us=—||| =5 |+ = | |&+=|||=—| +|=—| € 3.23
ZOI(QVJ (@ ” ’ 2!{(6y] (ay”y 529

3.3 Elemento de mancal

A Figura 3.3 mostra esquematicamente o modelo do mancal adotado com os termos diretos

e cruzados de rigidez e amortecimento mostrados esquematicamente, sendo os efeitos de flexdo
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desconsiderados. O trabalho virtual oW das for¢as que atuam no eixo é dado por (Lalanne e

Ferraris, 1990):

oW =—k uou—k wou—k wow—k udw-c udu—c wou—c wow—c_ uow (3.24)
ou entao,
oW =F ou+Fow (3.25)

onde F, e F,, sdo as componentes das forcas generalizadas. Na forma matricial, combinando as

Equacgdes 3.24 e 3.25:

F;l _ k.xx kXZ u CXX CXZ I/‘t
F, T k, k_||lw - c. c. ||w (3.26)

no qual a segunda matriz [C,,] representa a matriz de amortecimento do mancal.

kzz (‘12

T

k .-" Y
XX | AMAA )‘_T W \\ \Ili
x I|
\, = r\_\}%_/ ;"f
L ¢4/
Koo f L
sz

Figura 3.3 — Rigidez e amortecimento do mancal
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3.4 Forcas de desbalanceamento

O desbalanceamento é uma fonte de excitacdo importante, visto que as maquinas rotativas
possuem um desbalanceamento residual gerado tanto por imperfeicdes na fabricacdo dos
componentes rotativos como por erros de montagem. E definido como uma massa m, situada a

uma distancia d do centro geométrico do eixo, conforme mostra a Figura 3.4.

Z
A
m
u
D O
N\ Qt
d X
\E W
x“‘ u 0

Figura 3.4 — Representacdo do desbalanceamento

A massa m, permanece no plano perpendicular ao eixo Y e sua coordenada ao longo desse
eixo € considerada constante. No sistema inercial R, (XYZ), as coordenadas podem ser escritas

como:

u+d sin Qt
OD,,, =4 constante (3.27)
w+d cos Qt

A velocidade € obtida derivando-se a equacdo acima:

u+dQcosQt
_dO_D— 0 (3 28)
mu dl ) ) .
w—dQsin Qrf
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A expressao da energia cinética da massa de desbalanceamento situada no disco € (Lalanne

e Ferraris, 1990):

T = ’”7(u2 +497 + Q2 +2Qid cos Ot — 2 sin Q) (3.29)

2124 & < . ~ P
O termo m,Q°d"/2 € constante e ndo influencia as equagdes. Como a massa m, € muito

menor que a massa do rotor, a Equagao 3.29 torna-se (Lalanne e Ferraris, 1990):

J,=m Qd (u cos Qf —wsin Qt) (3.30)

3.5 Elementos finitos dos componentes do rotor

Com o avancgo tecnolégico dos computadores digitais, o método dos elementos finitos
destaca-se como uma ferramenta de modelagem bastante ttil no estudo da dindmica de rotores.
Neste trabalho serdo utilizados os elementos propostos por Lalanne e Ferraris (1990), que se
encontram em maiores detalhes no trabalho de Tapia (2003).

3.5.1 Modelagem do disco

Os nés do disco possuem quatros graus de liberdade: dois deslocamentos u € w nas direcoes
horizontal (X) e vertical (Z), respectivamente; e duas rotacdes € e y em torno dos eixos X e Z,

respectivamente. Dessa forma, o vetor de deslocamentos nodais do disco é:

§=[uw,0,p] (3.31)

aplicando a equacdo de Lagrange e apds linearizacdo, tem-se (Lalanne e Ferraris, 1990):
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M, 0 0 O |i 00 0 ||u
0 M 0 0 |lw 00 O 0 i
Aoy, _ > "o " (3.32)
dt\ 00 00 0 o 1, 0|48 00 0 -I,|@
0 0 0 I, ||v 001, 0|y
3.5.2 Modelagem do eixo

O eixo € considerado como uma viga de secdo transversal circular constante. O elemento

7z

finito possui dois nds, portanto a matriz elementar é de ordem oito, incluindo quatro

deslocamentos e quatro rotacdes conforme mostrado na Figura 3.5.

AZ

Figura 3.5 — Elemento finito de eixo

As relagdes entre os deslocamentos e os angulos sdo:

ow
0= 5 (3.33)
Y= _a_u (3.34)
o .
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e o vetor de deslocamentos nodais € dado por:

S = [, Wy, 00,15, w,, 0,07, ] (3.35)

que incluem os deslocamentos ou e ow correspondentes ao movimento nas direcdes X e Z

respectivamente. Esses deslocamentos sdo representados da seguinte forma:

Su=[u, v, up v, ] (3.36)

Sw=[w,0,m,.6,] (3.37)

O elemento finito € construido a partir das relagdes:

u=N,(y)ou (3.38)

w=N,(y)ow (3.39)

sendo que as funcgdes N;(y) e Nao(y) sdo funcdes de forma tipicas de uma viga submetida a flexao:

3y2 2y3 2y2 y3 3y2 2y3 y2 y3
N =|1- + =yt - - T 3.40
) [ r 'L e LD (3.40)
3y2 2y3 2y2 y3 3y2 2y3 y2 y3
N =1- + sy — +—; - Tt 3.41
2(¥) { 2 I3 y L Iz L ( )

A energia cinética do eixo, expressa pela Equacdo 3.5, pode ser reescrita de outro modo:
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L

”2 S [[60" NI N, i+ 83" NI N, & |dy +
0
I

L
p_J- + dNT le5 s ; dN; dN, N sy (3.42)
23 dy dy
T
- 2pmj S’ di—wwdy + pILOY?
dy dy

Substituindo as Equagdes 3.40 e 3.41 na equagdo acima, obtém-se o resultado apds

integracdo (Lalanne e Ferraris, 1990):

T = il [M, 10+ 33" [M )b+ " [M, ]+
| (3.43)
+§5wT [M,]6Ww+Qéu" [M 6w+ pILQY?

onde [M] e [M-,] sdo as matrizes classicas de massa, [M5] e [M4] sdo referentes a inércia rotatoria

e [Ms] expressa o efeito giroscopico do eixo. Aplicando a equagdo de Lagrange na Equacao 3.43:

%(%} an5 [M +M,){5}+G{5} (3.44)

A matriz [M] € obtida de [M,] e [M,], [Ms] de [M3] e [M4], e [G], de [Ms]. A matriz de
massa [M] é dada por:
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[ 156 0 0 —22L 54 0 0 I3L|
0 156 22L 0 0 54 -13L 0
0 22L 4 0 0 13L 3> 0
v pSL|-22L 0 0 4 -13L 0 0 -3 (3.45)
420 54 0 0 —13L 156 0 0 22L '
0 54 13L 0 0 156 -22L 0
0 -13L -3 0 0 —22L 4o 0
| 13L 0 0 -3} 22L O 0 4 |
a matriz [Ms] de inércia rotatdria pode ser escrita como:
36 0 0 3L -36 0 0 3L
0 3 3L 0 0 -3 3L 0
0 3L 4 0 0 3L -’ 0
pl|-3L 0 0 4 3L 0 0 -I
M=%l 36 0 o0 3L 3 o o 3L (3-46)
0 -3 3L 0 0 36 3L 0
0 3L -I' 0 0 3L 4 0
|-3L 0 0 - 3L 0 0 4]
e a matriz giroscopica é dada por:
0 36 3L 0 0 36 -3L 0 |
36 0 0 3L 36 0 0 3L
3L 0 0 -4 3L 0 0 r
6]- pIQ| 0 3L ar> 0 0 3L -I" 0 (3.47)
ISL| 0 36 3L 0 0 -36 3L 0 '
3 0 0 3L 36 0 0 3L
3L 0 0 L 3L 0 0 —4rI
0 3L -’ 0 0 3L 4r* 0 |

A energia de deformacdo do eixo € obtida das Equacdes 3.6, 3.7 e 3.23, resultando em:
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El { 4
=_j5u 15 5TdN2‘”\2’5
29 dy” dy
LB dNT dN dNj aN, (349
g {&ﬂ 15 +ow' =22 5y }d
2 0 dy dy
Apos integragdo, a expressao acima se torna:
1 T 1 T 1 T 1 T
Us,=—ou Kou+—ow K,ow+—ou K;,ou+—0ow K,ow (3.49)
2 2 2 2

onde [K] e [K>] sdo as matrizes de rigidez cléssicas, [K3] e [K4] sdo matrizes de rigidez devido a

forca axial. O efeito do cisalhamento deve ser levado em consideragdo e € caracterizado pelo

coeficiente abaixo:

12EI

= F,Lz (3.50)

S, (= S) é a area da secdo transversal reduzida do eixo e G € o médulo de cisalhamento, que pode

ser calculado por:

S 3.51
2(1+v) (3.51)
vé o coeficiente de Poisson.
Aplicando a equacgdo de Lagrange na Equacao 3.49:
oU
=|K|o 3.52
5 =LKl (3.52)
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onde [K] = [K.] + [K/]. [K.] € a matriz cldssica de rigidez e € originada de [Ki] e [K>], [K/] €

devido as forgas axiais e € originada de [K3] e [K4]. As matrizes sdo dadas por:

12 0 0 6L 12 0

0 12 6L 0 0 -12

0 6L “4+a)l’ 0 0 -6L

K] EI |-6L 0 0 @G+a)? 6L 0
“(+a)l|-12 0 0 6L 12 0
0 -12 -6L 0 0 12

0 6L -a)l’ 0 0 -6L

|-6L 0 0 Q-a)) 6L 0

36 0 0 3L 36 0

0 3 3L 0 0 =36

0 3L 4> O 0 3L

[K]_L 3L 0 0 4 3L O

741 30L|-36 0 0 3L 36 0

0 -3 3L 0 0 36

0 3L - 0 0 3L

3L 0 0 - 3L 0

3.5.3 Modelagem dos mancais

0 —6L
6L 0
Q2-a)l’ 0
0 Q2-a)l?
0 6L
—6L 0
4+a)l’ 0
0 (4+a)l’ |
0 3L
3L 0
-’ 0
0 -I
0 3L
3L 0
4> 0
0 4

(3.53)

(3.54)

Na modelagem dos mancais, o efeito da flexdo e os momentos de rotacdo serdao

desprezados. As matrizes de rigidez e amortecimento sdo obtidas diretamente da Equacdo 3.26,

onde a primeira matriz é a matriz de rigidez e a segunda, a matriz de amortecimento.

3.5.4 Modelagem do desbalanceamento

Aplicando a equacgdo de Lagrange na Equacao 3.30:
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d(e1,) al [sinQ
Ao Y an
dr(&&j a5 Losszz} (3.35)

com O = [u,w]T.

A Equacgdo 3.55 considera que a massa desbalanceadora m,, estd localizada sobre o eixo Z
no instante t=0. Se a massa estiver em outra posicdo angular @, o vetor das forcas de

desbalanceamento € escrito como:
F, ,| sin(Q + )
=m,dQ (3.56)
F cos(Qt + a)
3.6 Estrutura das matrizes globais do sistema rotativo
A partir da descricdo da secio anterior, montam-se as matrizes globais de massa, rigidez e
amortecimento do sistema. A representacdo esquemadtica das matrizes globais € fiel ao modelo

matemadtico que serd descrito em detalhes no capitulo seguinte e é referente ao sistema rotativo

descrito no Capitulo 6. A estrutura da matriz global de massa (eixo + disco) é:

(3.57)

=

[Mq] = [Kgql =

20
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Pode-se observar que a matriz global de massa ndo é uma matriz cheia e os seus termos
estdo localizados em torno da diagonal principal. Deve-se ressaltar que essa matriz € simétrica e

todos os termos sdao conhecidos e dados pelas Equacgdes 3.32, 3.45 e 3.46.

A estrutura da matriz global de rigidez do eixo € semelhante a estrutura da matriz de massa,
sendo também uma matriz simétrica de e de termos conhecidos gerados pelo modelo de

elementos finitos.

A estrutura da matriz de rigidez global dos mancais vem da Equacdo 3.26, que trata do

elemento de mancal, e € da seguinte forma:

—
T
1
—

[KmG] = wl 410 (3_58)

Pode-se notar que os termos estdo distribuidos apenas em posi¢des bastante especificas
dentro da matriz global do sistema, que correspondem as posi¢des nas quais 0S mancais estao
montados fisicamente no sistema rotativo e que serao mostradas no Capitulo 6. Como a matriz de
rigidez global do sistema [K] é dada pela soma das Equagdes 3.57 e 3.58, nota-se que os termos
de mancal sdo perfeitamente identificiveis dentro dessa matriz, sendo essa uma informacao

bastante relevante na montagem de um estimador desses parametros.
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A estrutura da matriz giroscopica global dos elementos disco + eixo, dada pela soma das

equagoes dos elementos (3.32) e (3.47), € da forma:

Q[Ggl= mf 1" (3.59)

a0 =20

A matriz giroscOpica € uma matriz anti-simétrica na qual os termos estdo dispostos em
torno da diagonal da matriz e sdo todos determinados pelo modelo de elementos finitos. Os

termos positivos estdo em cinza e os negativos em preto.

A matriz de amortecimento global total do sistema é dada pela equagdo:

[P]=[Cs]+Q[G] (3.60)

sendo [C] a matriz global de amortecimento dos mancais.

Como o elemento de mancal também estd descrito pela Equacdo 3.26, a matriz de
amortecimento global dos mancais também possui a mesma estrutura da matriz global de rigidez
dos mancais dada por (3.58), sendo que também os termos de amortecimento de mancal estdo
situados apenas em posi¢cOes especificas dentro da matriz [P], facilitando a elaboragdo de um

algoritmo de estimacdo.
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z.

E preciso ressaltar que o objetivo de (3.57), (3.58) e (3.59) € mostrar as estruturas das
matrizes globais, que serdo vdélidas para todo sistema rotativo modelado via elementos finitos.
Todas as representacdes mostradas sdo do sistema rotativo em estudo (Capitulo 6) e foram
aproveitadas para mostrar a simetria das matrizes de massa e rigidez e a anti-simetria da matriz

giroscopica.
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Capitulo 4

Relacao Entrada-Saida em Sistemas Mecanicos

O sistema rotor-mancais pertence a classe de sistemas mecanicos que podem ser descritos
por uma equacao diferencial ndo homogénea, a qual, apés ser feito o equilibrio das vérias forcas
externas que atuam no sistema, relaciona os parametros fisicos de massa, rigidez e amortecimento

as varidveis do sistema (deslocamentos, velocidades e aceleragdes).

Dessa forma, conclui-se que os parametros podem ser determinados através da observagao
das forcas e das varidveis do sistema. Esse processo € conhecido como identificagdo paramétrica
do sistema. Como ressalta Pederiva (1992), os pardmetros de um modelo sdo determinados
através do desenvolvimento de algoritmos que operam as varidveis do sistema e as forcas

externas, fornecendo estimativas para os parametros fisicos desejados.
4.1 Representacio no espaco de estados

A representacdo em espago de estados € uma forma bastante poderosa para tratar sistemas
mecanicos lineares, ndo lineares, variantes ou invariantes no tempo, utilizando a combinac¢do do
conceito de estado com a capacidade de solucdo de equacdes diferenciais através de um

computador digital (Ogata, 1998).

Define-se como estado o menor conjunto de varidveis (varidveis de estado), tais que o
conhecimento dessas varidveis em um instante inicial ¢ = 7,, juntamente com o conhecimento das
entradas (forcas externas) para t > f,, determina o comportamento do sistema para qualquer

instante ¢t > t,,.
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Seja um sistema mecanico com n graus de liberdade, linear e invariante no tempo descrito

pela equacdo diferencial matricial:

[M]{ED} +[P{E@}+[K]{£®} =[S]{u®)} (4.1)
no qual
[M],n € uma matriz denominada matriz de massa;
[P](nn € a matriz de amortecimento e esta relacionada as forgas proporcionais a velocidade;
[K](n.n € a matriz de rigidez relacionada as forgas proporcionais ao deslocamento;
[S](n,p) € a matriz de entradas ou excitagoes;

{u(f)} € um vetor p-dimensional das excita¢des ou entradas;

E(1),E(1), (1) representam os vetores n dimensionais correspondentes aos deslocamentos,

velocidades e aceleragdes, respectivamente.

O vetor de estado {x(#)} € escrito da seguinte forma:

()
{x(0)} = - 4.2)
s()
A Equacido 4.1 pode ser reescrita como:
(100} =[A] (20} + [B]{u0) @3
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com

[A]— O I _ O(n,n) I(n,n) 44
|-MT'K -M7'P| | A A 4

1(n,n) (n,n)

_ 0 _ O(n,p)
[B] —{ e S} —{ B} (4.5)

Dessa forma, [A] é uma matriz quadrada de ordem f'= 2n e é denominada matriz do sistema
ou matriz de estado, é formada por quatro submatrizes representadas na Equacdo 4.4; [B] é uma
matriz (2n,p) denominada matriz de entrada. A submatriz [/, )] representa a matriz identidade,

enquanto que [0, ] € a matriz nula.

A equacgdo das medidas (saidas) do sistema descrito pela Equacdo 4.3 é dada por:

o} =[Cl{x0)} (4.6)

sendo que [C] € a matriz de saida ou de medidas e {y(¢)} é um vetor m-dimensional das varidveis

medidas.

A solugdo da Equagdo 4.3 € dada por (Melsa e Sage, 1973):

{x(0)} = @, 1) {x,}+ [ (2, ) [ Bl{u(r)}de 4.7)

0

com {xo} = {x(fo)} e a matriz fundamental ®(z,ty) satisfazendo a equacao matricial diferencial

homogénea:
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d
—(1,1)) =[A] D(,1,) (4.8)
dt

tendo a seguinte a condi¢do inicial

CD(l‘o’ to) =[7] 4.9)

A matriz fundamental possui as seguintes propriedades:
O(t,,1)D(1,,1)) = D(t,,1,), V1, 1,1, (4.10)

O (1,1,) = D(t,,1), V1,1, (4.11)
A solugdo para a matriz fundamental € dada por uma fun¢do exponencial matricial:

D(t,1,) =M 4.12)

que pode ser representada por uma série de poténcia convergente:

k
e = Z—([A]t) (4.13)
k=0 k!

Existem diversas maneiras de se calcular a Equacdo 4.13. Alguns métodos sdo abordados

por Ogata (2003).
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4.2 Controlabilidade e observabilidade

Seja o sistema dindmico descrito pelas Equacdes 4.3 e 4.6. Diz-se que um sistema ¢é
controldvel no instante #, se for possivel, por meio de um vetor de controle ndo limitado ({u(¢)}),
transferir o sistema de qualquer estado inicial {x(#)} para qualquer outro estado, em um intervalo
de tempo finito (Ogata, 2003). Em outras palavras, a controlabilidade refere-se a influéncia do
vetor de entradas no vetor de estado (Eduardo, 2003). Se todo estado for controlavel, o sistema é

considerado completamente controldvel.

Teorema 1: O sistema descrito pela equagdo 4.3 é completamente controldvel se, e somente se, o

posto da matriz [=] for igual a f
[E]=[B ¢ AB ¢ A’B i - i AT'B] (4.14)
sendo f=2n, n é o nimero de graus de liberdade.

O sistema € dito observavel no instante #, se, com o sistema no estado {x(#)}, for possivel
determinar esse estado a partir da observacao da saida {y(¢)} durante um intervalo de tempo finito
(Ogata, 2003). Se todo estado {x(#p)} puder ser determinado pela observagao de {y(#)} durante o
intervalo finito 7o < t < 11, o sistema € completamente observavel.

O conceito de observabilidade € util quando surge a necessidade de, a partir de varidveis
mensurdveis, estimar varidveis de estado que nido podem ser medidas na pratica por alguma

limitagdo do sistema.

Teorema 2: O sistema descrito pela Equagdo 4.3 é completamente observavel se, e somente se, o

posto da matriz de observabilidade [Q2] for igual a f.
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[c](4]

[@]=| [c]a} (4.15)

Se existirem f linhas linearmente independes em [€2], a dindmica do sistema em estudo

pode ser observada completamente a partir das varidveis medidas y(?).

Definicao 1: Um sistema completamente observavel é chamado exatamente observavel se, e
somente se, as primeiras f linhas da matriz de observabilidade [€2] forem linearmente

independentes (Shafai e Carroll, 1984).

4.3 Formas normais da equacao de estado

Sistemas dinamicos descritos na forma das Equacdes 4.3 e 4.6 podem ser representados de
diferentes maneiras efetuando-se uma mudanca de coordenadas do vetor de estado. Essas
diferentes formas de representacdo sdo chamadas de formas normais da equacio de estado, ou
seja, formas com diferentes bases de coordenadas (Pederiva, 1992). Dessa forma, a descri¢ao

entrada-saida do sistema € alterada, assim como as matrizes do sistema, de entrada e de medidas.

A 7z s . . *
Através de uma base de coordenadas adequadas, € possivel conseguir outras matrizes [A ],

* * . . . e ~ ~
[B ] e [C ] com estruturas internas particulares que, em um processo de identificacdo, poderao ter
estruturas simples do ponto de vista da elaboragdo de algoritmos computacionais para a
estimacdo de parametros. Essas estruturas especiais sdo obtidas através da escolha de

determinadas bases a partir de uma transformacgdo de coordenadas.

Seja um sistema dinamico exatamente observavel, de ordem f, descrito pelas Equacgdes 4.3
e 4.6. A partir da matriz de observabilidade, as primeiras f linhas dessa matriz sdo escolhidas para
a montagem da matriz transformacdo de coordenadas [7]. Sendo o sistema exatamente

observéavel, [T] ndo é singular e pode ser invertida.
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Fazendo a transformacgdo de coordenadas:

(X} =[1]{x) (4.16)

pode-se reescrever o sistema da seguinte maneira:

(Fol=[A"]){xoO}+]B |{un) (4.17)

o= ]{x'o}. (4.18)

Das Equacdes 4.16, 4.17 e 4.18 obtém-se as seguintes relacoes:

[A"]=[r][A][r]" (4.19)
[B"]=[r][B] (4.20)
(¢ ]=[c][r]” 4.21)

As matrizes [A'] e [C'] possuem as seguintes estruturas internas (Shafai e Carroll, 1984):

0. I.
A= Y S fem (4.22)
': ] |: A AZ(m,ffm)

1(m.m)
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[C*]:[lwm) : O(m,f—m)] (4.23)

A demonstracdo dessas propriedades estd baseada no fato da matriz de transformacgdo ser
formada pelas primeiras f linhas da matriz de observacdo. A partir das Equacdes 4.19 e 4.21,
encontram-se as estruturas acima. A nova matriz [B'] ndo apresenta nenhuma estrutura interna

particular (Pederiva, 1992).

Quando m=n, ou seja, todos os deslocamentos sdo medidos, a estrutura interna de [A*] é
idéntica a de sistemas descritos pelas Equacdes 4.3 e 4.4. Aplicando a transformacdo de
coordenadas a esse sistema e substituindo m por n na equacdo 4.23, a matriz transformacgdo de

coordenadas [77], formada a partir das primeiras f linhas da matriz de observabilidade, sera:

I,, O
[T]:[O("’”) “"’”} (4.24)

(n.n) (n,n)
e pode-se notar que o sistema permanece inalterado.

Caso a submatriz [/] presente na Equacdo 4.23 fosse de ordem maior que n, a
observabilidade exata do sistema ndo seria mais garantida e a matriz [7] seria singular,
demonstrando que medidas de deslocamentos e das correspondentes velocidades sdo redundantes
e observam subespacos semelhantes em sistemas mecanicos (Pederiva, 1992). Portanto, apenas
com as medicdes dos deslocamentos em sistemas mecanicos, a observabilidade completa do

sistema € garantida.

Os algoritmos de identificacdo paramétrica serdo montados tendo como base as Equacdes

4.22 e 4.23, ou seja, os parametros das matrizes [Af ]e [A; ]devem ser estimados. Caso sejam

medidos todos os deslocamentos, essas matrizes sdo as mesmas [A;] e [A2] que contém os

parametros fisicos. Por outro lado, se houver uma varia¢do na estrutura da matriz de medidas, as

matrizes [A]*} e [A; ] podem nio apresentar uma relacdo tao simples como a da matriz mostrada
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na Equacdo 4.4. Neste caso, as estruturas mostradas nas Equagdes 4.22 e 4.23 deverdo ser

utilizadas juntamente com uma transformacgdo inversa para que se retorne ao sistema original.

Dessa forma, a matriz de transformagao nao seria conhecida, visto que ela também depende
da matriz do sistema [A], porém a sua regra de formacdo é conhecida, ja que é formada a partir da

matriz de observabilidade. A partir da Equagao 4.19, tem-se a seguinte relacao:

[T][A]=[ A" ][T]. (4.25)

Para o célculo da matriz [A], assume-se que [A*] ¢ estimada por métodos de identificagao

paramétrica e trabalha-se sobre a Equagdo 4.25 para que sejam extraidas relacdes que permitam a
determinagdo Unica dos parametros da matriz [A] original. Tais termos podem ser lineares ou nao
lineares nos parametros fisicos, dependendo do nivel de redu¢do no nimero de parametros

obtidos com a transformag¢do dada pela Equacdo 4.16 (Pederiva, 1992).
4.4 Discretizacao da equacao de estado no tempo

Toda a abordagem feita até aqui foi para sistemas descritos em tempo continuo. Para o
processamento digital, o vetor de estado medido estard na forma discretizada, portanto o sistema

como um todo deverd ser descrito em tempo discreto.

Considera-se o intervalo de tempo de andlise compreendido entre os instantes #; € fx+1, NO

qual
t, =t(kAt),k =0,1,...,n (4.26)

sendo At o tempo de discretizagdo do sinal medido.

O vetor de entradas u(f), mostrado na Equacdo 4.3, € considerado constante no intervalo

(tx,1r+1) de forma que esse vetor possa ser escrito da seguinte forma:
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{u@®)}={u@)}={u(k)}, comt <r<t,,. 4.27)

A solucgdo do sistema neste intervalo é dada pela Equagdo 4.7, que na forma discretizada

pode ser escrita como:

{x(t,,)} = e {360} + [ [ B]{u(s) ds. (4.28)

Iy

Pode-se escrever a Equagado 4.28 da seguinte forma (Pederiva, 1992):

{xep=[FHx@)}+[G{u)} (4.29)
sendo que
[F]=e"" (4.30)
€
[G]= [ " dsB] 431

0

Como a matriz [A] € regular, entdo:

[G]=[A]"([F]-[1])[B] (4.32)

Métodos convencionais no dominio do tempo estimam as matrizes [F] e [G]. As Equacdes

4.30 e 4.31 representam operacdes nao lineares que causam deterioracido na estrutura da matriz

44



[A]. Isso representa uma grande desvantagem ja que, como visto no capitulo anterior, apenas os
termos de mancal sdo desconhecidos e se encontram em posi¢cdes bem definidas na matriz do
sistema. A estimagdo de parametros via matriz fundamental ndo serd abordada nessa dissertagdo e

pode ser encontrada no trabalho de Pederiva (1992).
O método utilizado neste trabalho aproveita diretamente a estrutura da matriz [A] na

estimagao dos parametros dos mancais. Para isso, matrizes de correlacdo devem ser estimadas e €

possivel trabalhar com o modelo continuo no tempo, conforme mostrard o capitulo seguinte.
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Capitulo 5

Equacao Matricial de Ljapunov

Neste capitulo, apresentam-se as respostas de sistemas dinamicos lineares sob trés tipos de
excitagdo diferentes: aleatdria tipo ruido branco, ruido colorido (ruido branco que passa por um
sistema filtro) e excitacdo harmonica por desbalanceamento. Considera-se também a obtencdo de
modelos com caracteristicas especiais através de transformacgao de coordenadas.
5.1 Resposta de sistemas excitados estocasticamente

O comportamento de muitos sistemas mecanicos pode ser descrito como a resposta a uma
excitacdo aleatdria. A excitacdo exercida pela 4gua em contato com a estrutura de uma bomba ou
a excitacdo do ar nas asas de um avido sdo exemplos desse fendmeno.

Considera-se que o sistema mecanico seja descrito na forma da Equagdo 4.3. O vetor de

entradas {u(f)} representa um processo estocdstico do tipo ruido branco com as seguintes

caracteristicas:

&{u(r)} =0, (5.1)

elu(t)u” (&)} =R, (4.6)=",, ()3, (4 1), (5.2)
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no qual ¢ representa a esperanca matemdtica, R, € a matriz de correlacdo do ruido u(f) entre os

instantes f; e t, ¥,,(#1) € uma matriz de intensidade de ruido e 9, é a fungdo delta de Dirac.

Melsa e Sage (1973) formularam analiticamente uma equagao que relaciona as matrizes de
entrada de um sistema linear com as funcdes de correlacdo do sistema. Dessa forma, relacdes
entre os parametros fisicos e as matrizes de correlagdes das varidveis medidas podem ser obtidas.

Como ressalta Eduardo (2003), a func@o de correlagdo estabelece a influéncia dos valores
de uma determinada grandeza sobre os valores dessa mesma grandeza em instantes de tempo

futuros, permitindo o conhecimento de como os valores medidos estdo relacionados entre si.

Calculando-se o valor médio dos dois lados da Equacdo 4.7, obtém-se:

)78 (t) = g{x(t)} = @(t,to),u)C (t0)+j‘®(t,r)[B],uM (r)dr, (5.3)

Ty

que pode ser considerada a solucdao da equacao diferencial:

L (0)f =[AN a2, (1)} +[B] {4, (1)} (5.4)

A expressao da matriz de correlacdes € obtida diretamente da definicao:

[Rm (t,t+r)] = [Rm (r)] = 8{{x(t)} {xT (r+ 2')}} (5.5)

Da expressdo acima, pode-se obter outra funcdo de correlagdo:

(R, (tt+7)]=[R,, (z)] =& {{u()}{u" (1+7)}} (5.6)
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Assumindo que ndo exista correlacdo entre {xo} e {u(f)} e utilizando as Equacdes 5.5 e 4.7

para t > ty, obtém-se (Melsa e Sage, 1973):

[R.(t)]=@(r.1,)[ R, (1,) @ (t+7.1,)+

i jT (1.5, )[B][Ruu (515, )] [B]®" (1+7,5,)ds,ds,. (.7)

fy Ty

Através das regras de integracdo da funcio delta de Dirac e sob a hipdtese de que {u(r)} é

um ruido branco, a Equacao 5.7 torna-se (Pederiva, 1992):

(R, (1)]=®(t.t,)[ R, (t,)]®" (t+7.1,)+

+ j@(z,s)[B]\PW(s)[B]T 7 (1+7,5)ds,

)

(5.8)

parat > 0.

Diferenciando (5.8), obtém-se a Equagcdo Matricial de Ljapunov generalizada (Melsa e

Sage, 1973):
[A][R. )]+ [R.@][A] +[B]¥,,(0[B] " =[R. ()] (5.9)

Considera-se {u(f)} um processo aleatdrio estaciondrio, portanto a derivada do lado direito

de (5.9) € igual a zero e

Y, . (t)=Y 6 =constante (5.10)
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Portanto,
[A][R.(D)]+[R.(D][A] =-[B]¥..()[B] T~ (5.11)
que pode ser expandida na forma (Pederiva, 1992):
[o IHRﬁ(ri) ng(r,.)}{zeg(m Rgg;(ri)ﬂo A{}:
A A|R,() R, ()| |R.() R,@)| I A]

(5.12)
__|0 S DR
O Bl‘PuuBlT

Efetuando-se as multiplicagdes acima, obtém-se a equagdo que relaciona os parametros

fisicos com as correlagdes do sinal medido:

R.:(7)+ R (z)A] + R (7)A; =0 (5.13)

E importante ressaltar que a Equacdo 5.13 é vélida quando todo o vetor de estado

(deslocamentos e velocidades) € conhecido.

Com a escolha de diferentes 7;’s, tem-se um nimero suficiente de equagdes para estimar a
matriz [A]. Um estimador pode ser montado da seguinte forma, para duas defasagens temporais

71 € 7t

[0]=-[z]"[7]. (5.14)

com
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[©]= {AIT } (5.15)

~

57 R;;(Tl)
| J_{Rﬁ(fz)}’ (5.16)

R.. (7)) R.:(7))
[z]=] ~ = (5.17)
Réé(rz) Rgg(fz)

5.2 Resposta de sistemas excitados por forcas harmonicas e estocasticas
Tendo o sistema um desbalanceamento residual, essa forma de excitacdo deve ser levada

em consideracdo na resposta dinamica. Assim, a Equacdo 4.1 € reescrita acrescentando-se ao lado

da excitacdo estocdstica {u(f)} uma excitagdo harmonica {n(¢)} da seguinte maneira:

[M{Em}+[PI{ED}+[K{e0} = [S{um)}+[H]{n(®)} (5.18)

sendo [S] a matriz de entradas aleatéria, [H] a matriz de entradas harmdnica e {n(f)} o vetor de

entradas do sinal harmonico com freqiiéncia Q e fase £, que pode ser escrito da forma:
sen(Qt+ f)
{n(t)} = p (5.19)
cos(Qt+ f)

A matriz [H] apresenta a seguinte estrutura:
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S 0
0 0
m,dQ’ 0
[H]: 2
0 m,dQ
0 0
L O 0 —

(5.20)

no qual m, € a massa desbalanceadora e d € a excentricidade dessa massa, conforme detalhado no

capitulo 3.

Reescrevendo a Equacdo 5.18 na forma de espaco de estados:

0} =[A[xOf+[Bl{lu@j+[E]{n(®)]

no qual

[B]=| - | [£]-

M-S M™'H
Da definigdo em (5.5), pode-se concluir que
[R.ren)]=e{{xHa" c+ D+ e {xi & ¢ +0)}}
Transpondo a Equagio 5.21 no instante  + 7
() ={x"c+}[A] +{u" ¢+ )} [B] +{n" ¢+ D)}[E]
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Substituindo (5.21) e (5.24) em (5.23) e admitindo que o processo aleatério seja

estacionario, tem-se (Eduardo, 2003):

[Al[R. D]+ [Ru@][A] + [EN[R,. D]+ [R, ][E] = ~[B]¥,,[B] " (525)

Se o sistema for excitado apenas por desbalanceamento, a equacao acima torna-se:

[A][R.(zD]+[R.(eD][A] +[E][R..(zD]+[R..(zD][E] =0 (5.26)

Define-se uma matriz auxiliar composta pela matriz identidade e pela matriz de massa do

sistema da seguinte forma:

(1 0
[M]{("O'n) Y } (5.27)

(n,n)

Pré-multiplicando (5.26) por (5.27) e depois p6s-multiplicando o resultado por [ M ]T :
0 I R _ O KT O - _
{K P:|[Rxx][M:| +[M:|[Rxx]{l PT}‘F{_H}[RM]I:M] +[M:|[Rm]|:0 _HT]:O (5.28)

Sabe-se que a matriz de correlagdes é dada por:

R..(r;)) R..(r,)
& & ] (5.29)

Ree(z) Ry (7o)

[Rxx (Ti)] = [

Resolvendo a Equagdo 5.28, obtém-se:
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T T
R, ())+R(z)) ~R,(z)M +R,.(t)K" + R (z))P i
~MR,.(z))+ KR,.(r,)+ PR, (r,) —KR,(z)M - MR, ()K" - PR,,(t)M — MR,.P"

0 T (5.30)
:_[TZ T_j

Se T = 0, obtém-se uma equagdo semelhante a Equagdo 5.13, na qual os parametros fisicos
do sistema aparecem junto com as correlacdes do vetor de estado. A obtengdo de 7 é proveniente

do produto:

[(M][R,][0 -H"] (5.31)

Escrevendo [R,,], que é uma matriz cheia, na forma de quatro submatrizes:

[RW) } | B S (5.32)

3(n,l) 4(n.l)

Usando (5.32) e substituindo no produto (5.31):

(n,n) 1(“»”
(06, —Hb, = ) (5.33)

(n,n) 2

l(nvl) 2("~1)

-M, R -M

(n,n)" 3, (nJl)R4m‘1)

Pode-se observar através de (5.20) que a matriz [H] possui uma estrutura bastante especial:
todos os termos sdo nulos exceto nas posi¢oes dos discos. Isso ocorre porque [H] € a matriz de

entradas harmonica e considera-se que a excitacdo € causada pelo desbalanceamento dos discos.
Portanto, [7;] apresentard termos apenas nas colunas correspondentes as posi¢des dos

discos dadas pelo modelo de elementos finitos. Nas posi¢des do mancal, os termos s@o nulos e a

Equacdo 5.13 continua valida.
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5.3 Diminuicdo do nimero de variaveis medidas

Até agora foi considerado que todo o vetor de estado pode ser medido, porém isso € um
fato que ndo ocorre na pratica, j4 que nem todos os graus de liberdade estdo disponiveis por

dificuldades de acesso ou risco a integridade fisica do analista.

Dessa forma, serdo analisados os casos em que se tem metade do vetor de estado (todos os
deslocamentos) e, posteriormente, uma reducdo ainda maior para caso em que sO OS

deslocamentos lineares sdo medidos (1/4 do vetor de estado).
5.3.1 Medicao de metade do vetor de estado

A matriz de saida dada pela Equacdo 4.6 adquire a seguinte forma:

[C]z[l(n,m : O(n.n):| (5.34)

Dessa forma, as velocidades ndo podem ser utilizadas nas Equacdes 5.13 e 5.30. Portanto,
relagdes adicionais deverdo ser produzidas para que o sistema possa ser estimado. Pederiva

(1992) propde a utilizagdo de um sistema filtro de ordem 3 para gerar correlagdes adicionais,

substituindo as matrizes [Rgu] e [R§§:|' A Figura 5.1 mostra como filtro atua no sistema

mecanico em estudo, considerando a excitacdo por desbalanceamento.

Excitacao
harménica H | Sistema y(t)‘ P | Sistema 1)
n—’(t) | Dinamico f | Filtro '

Figura 5. 1 — Representacdo esquemadtica da atuacao do filtro

O sistema filtro € representado por:
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{fol=IN{ro+[p o} (5.35)

com

{rrof={m n n} (5.36)

sendo 771, 172 € 133 as saidas do filtro.

As matrizes do sistema filtro [N] e de entradas [P sdo escritas da seguinte forma

(Pederiva, 1992):

[N]=]0 o0 1 (5.37)

no qual nj, n, € n3 sdo parametros do filtro escolhidos de forma a garantir a estabilidade do

sistema e

[P ]=]00. (5.38)

sendo P(; ny composta por parametros de entrada do filtro.

Na Equacgdo 5.35, {y(#)} é o vetor n-dimensional de medidas do sistema dindmico dado

pelas Equagdes 4.6 e 5.34. Substituindo essas relacdes na Equacao 5.35:

{FO}=[N{r@}+[ P, ][c]{x®)} (5.39)
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Juntando-se a Equacdo 5.39 com a Equacdo 4.3, a equacdo de estado expandida pode ser

escrita como:

x(t) _ A(.f}f) O(fl3>:| |:E(f,p>:|
{fm} [Pfc New | |00, tn®)} ©-40)

A nova equacdo de correlacdes para o sistema expandido (sistema dindmico + filtro) é dada

por (Eduardo, 2003):

[A][Re (z)]+[ R (z)][A] +[E][R (z)]+[Re (z)][E] =0 (5.41)

que mostra os parametros do sistema contidos na matriz [A] e as correlacdes do novo vetor de

estado com ele mesmo e com o vetor de entradas harmdnico. Sendo que:

x — 0, _ :
{¥(1)} = {f((t,))} [A]= “;ffg N )}’ [E]= ﬁ“’”)} (5.42)

(3.3) 3,p)

Define-se uma matriz auxiliar da seguinte forma:

Low 0
0/
06 E M.,
[M]: (5.43)
O Ut :
0(1,") O(I,n) 1(3,3)
00 : 01, : ]

Pré-multiplicando a Equagdo 5.41 por [M } e depois pos-multiplicando o resultado por

[1\;1 ]T , obtém-se:
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E&E(n.n)

_MR£5<»z,n)

r’hﬁ(lyﬂ)

r’izé’(lsn)

e

(n,n)
(n.n)
(L,n)

0(1,n)

(L,n)

EE(n,n)

—MR&-
Fpeam
&

ro.
n3&(1,n)

(n,3)

(n.n)

DZ(n,n)

0(3,n)

-MR

s¢(nn)

R

£E(n.n)

Fneam

Togam

L g
R

s f(n.3)

Ef(n3)

R/f(3,3)

1(n,n)

3(n.n)

5(3,n)

(n,3)

D4(n,n)

0(3,3)

lef(nﬂ)

Réf(n&)

R.[f(3.3)

(n,2)

0(’1.3)

(5.44)

no qual as submatrizes [Di], [D>], [Ds], [D4] e [Ds] sdo matrizes genéricas cheias, 0s 7,¢’s

representam a correlacdo entre as saidas do filtro e o vetor de estado medido. Na equacdo

anterior, todas as correlagdes se referem a uma defasagem no tempo de 7.

Pela multiplicacdo das duas ultimas linhas da Equagdo 5.44, pode-se extrair as seguintes

relagdes:

r,mg(z'i) +T (r,) = O(Ln)
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Poe (z,)+ P (r,) = 0(1,n) (546)

M ) r,,lé(r[)}[’; } _p, (5.47)
Substituindo as Equagdes 5.45 e 5.46 em 5.47:
{r,,lg(r,.) : —r,hf(r,,)}[@] =r,.(t)M + D, (5.48)
sendo [(:)] a matriz de parAmetros fisicos composta por K’ e P’, como mostrada em (5.47).

A submatriz [Ds] € muito importante para o processo de estimacdo e merece uma andlise

mais detalhada. A matriz [E ] ¢ dada por:

[E]=|M"'H (5.49)

Chamando [W] o resultado da multiplicacdo, que corresponde ao segundo membro da

Equagdo 5.44:

(1= JLE ][R (e)][4 ] [ ][R (=)][E] [ ] (5.50)

Sendo que:
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0

(n,f+3)

=

][E_} [Enf (Ti ):| = _HRnY(Ti)(n,erS)

0

3, f+3)

P6s multiplicando (5.51) por [M ]T , obtém-se:

[MJ[E}[EW (Tt)][M ]T =W W

no qual as submatrizes [W;], [W:] e [W3] sdo cheias de ordem n.

Sabe-se que:

portanto,

T

[E]T[M] :[O<2,n> : _H(Tz,m : 0(2,3)]

Pode-se reescrever a matriz cheia [R,,] o)

seguinte maneira:
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(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

na forma de seis submatrizes cheias da



Ly 2

[an](/+3,2): Roy + Rag (5.55)

L~ S6n ' 0G|
Pré-multiplicando (5.55) por [M ] :
"R R
[M ][R, ]=|-MR, i -MR, (5.56)
| R : Ry |

Multiplicando as Equagdes 5.56 por 5.54:

0('1‘") [I?IHT]('L") 0(n,3)
[M :| [Ef" (Tf ):| |:E_:|T [M :|T = O(n,n) [EZH ! ](n,n) 0(n,3) (557)
106 - [R,H "), 053 |

no qual [I?l] ¢ uma submatriz formada pelas n primeiras de (5.56), [Ezjé uma submatriz

formada das linhas n+1 até 2n e [E] € formada pelas dltimas trés linhas de (5.56).
Somando-se as Equagdes 5.52 e 5.57, encontra-se que:

[D,]=[RH"] (5.58)

Devido a estrutura especial de [H], mostrada pela Equacdo 5.20, sé existirdo termos nas

posicdes das colunas em que aparece o desbalanceamento, sendo nulos os demais elementos.
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Portanto, nas posi¢des dos mancais, a matriz [Ds] ndo causa nenhuma influéncia na estimacao
dos parametros e pode-se usar o método dos minimos quadrados para o célculo dos coeficientes
de massa e rigidez dos mancais. Se a excitacdo for um ruido branco, [Ds]=0, visto que ndo existe

correlagdo entre a entrada e a saida do sistema.
5.3.2 Medicao de % do vetor de estado

Na se¢do anterior, tratou-se das estimativas com metade do vetor de estado. Pretende-se
estudar o caso de estimacdo de parametros em que uma redu¢do maior no sistema € proposta, ou
seja, o numero de medidas disponiveis € menor do que o abordado na secdo anterior. Sendo

assim, propoe-se a medi¢do apenas dos deslocamentos lineares, ou seja, ¥4 do vetor de estado.

Como o nimero de medidas disponiveis foi muito reduzido, é preciso garantir a
observabilidade do sistema. Para isso, a representacdo em espaco de estados deve sofrer uma
transformacgdo de coordenadas baseada na matriz de observabilidade em (4.15). Se o sistema for
exatamente observavel, a matriz transformac¢do de coordenadas [77] serd formada pelas f primeiras

linhas de (4.15), sendo a nova representacdo do sistema dada pelas Equacoes 4.16, 4.17 e 4.18.
Da mesma forma que no caso anterior, é necessario um sistema auxiliar (filtro) para gerar
correlacdes adicionais que possibilitem a identificacdo do sistema, sendo as entradas do sistema
filtro formadas pelos componentes medidos do vetor de estado.
Para a identificag@o do sistema, considera-se um sistema filtro de ordem ¢, assintoticamente

estavel, controldvel e descrito de acordo com a Equacdo 5.32. O vetor de estado do filtro é dado

por:

{rrof={n n - n} (5.59)
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[N]=|: = & & " (5.60)
0 0 0 0 o0 1
non, nyon, n, |
e
0 o0 0
(2 ]=10 o o ol (5.61)
Pr P, o P

com os valores de p; a p,, sendo os parametros de entrada do filtro.

A equacdo de estado expandida € escrita da seguinte maneira:

{x,(0}=[A]{x.(O}+[B.]{n()}, (5.62)
com
{x,} =1t (5.63)
f
[A]{ poo } (5.64)
‘ PfC* N(q,q) ’ ’
c
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(5.65)

A equacdo de correlagdes 5.41 para o sistema descrito pela Equacao 5.62 € reescrita por:

[4][R]+[R][AT =[]

Sendo as estruturas das matrizes da seguinte forma (Pederiva, 1992):

(%]

I(jJ)

.

02, 5)
0 1
0 O

0.5 : :
0 0
nl n2

R..(7))

N

.

r
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0 0 O
0o 0 O
0 0 1
N n,

x'f

(5.66)

, (5.67)

(5.68)



(n.q)

I
>

[0'] 2ma) (5.69)

3(q.n) (@0 |

Os termos da submatriz [D3;] contém correlacdes da saida do filtro com a entrada
(excitacao) do sistema multiplicada por termos de desbalanceamento. Caso a excita¢ao fosse por
ruido branco, os termos dessa submatriz seriam todos iguais a zero, visto que ndo existe
correlacdo entre a entrada e a saida do sistema. Para a excitacdo harmonica, os termos de mancal
estdo acoplados aos termos do desbalanceamento, tornando a estimativa dos parametros mais

complicada.

O acoplamento de parametros foi causado pela matriz transformacio de coordenadas e o
problema de estimacdo de parametros torna-se um problema de estimagdo ndo linear para a
excitacdo por desbalanceamento, pois existe correlacdo entre a entrada e a saida. Dessa forma,
aparecem poténcias dos termos de rigidez e amortecimento, bem como termos de rigidez

multiplicados por termos de amortecimento e de desbalanceamento.
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Capitulo 6

Procedimentos e Resultados de Simulacao Numérica

Neste capitulo, sdo analisadas diferentes situacdes nas quais os métodos de identificacdo

descritos no capitulo anterior sdo testados.

As andlises estdo divididas em trés etapas; na primeira, a excitacdo € harmonica para
metade do vetor de estado. Nesse caso, sdo feitas varias simulagdes variando as velocidades de

rotacdo e os parametros do mancal para testar a robustez do método.

Na segunda etapa, considera-se que todos os deslocamentos sdo medidos (1/2 vetor de

estado) e a excitagdo € por ruido branco.

Na terceira, considera-se que estdo disponiveis apenas os deslocamentos lineares (1/4 do
vetor de estado) e a excitagdo € por ruido branco. Serdo variados os parametros de rigidez e

amortecimento para uma melhor validacdo do procedimento de identificagao.
6.1 Descricao do sistema dinamico

O Laboratério de Vibracdes e Controle possui uma bancada experimental que foi utilizada
na elaboragdo de diversos trabalhos cientificos, porém todos eles usaram valores ficticios para os
parametros de rigidez e amortecimento dos mancais. Para que se amplie a abrangéncia de
pesquisa desses trabalhos, € necessdria a correta identificacdo dos parametros fisicos da bancada

experimental (sistema rotativo).
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Como passo inicial, através deste trabalho, faz-se um estudo tedrico da aplicabilidade do
método de andlise de correlagdes na identificacdo desta bancada experimental. O sistema
dindmico em estudo é mostrado pela Figura 6.1. E composto por um eixo, dois discos e trés

mancais de rolamento. Os dados sobre esses trés elementos sdo apresentados na Tabela 6.1.

Figura 6.1 — Sistema dindmico rotor/mancais

Tabela 6.1 — Dados do sistema dindmico

Disco
Material Aco 1020
Diametro interno (m) 17.10°
Diametro externo (m) 0,177
Massa - My (Kg) 4
Momento de inércia na direcdo X - Iy (Kg.mz) 80,378.10™
Momento de inércia na direciio Y - Iy, (Kg.m®) 15,809.10™

Eixo
Material Aco 4340 retificado
Diametro (m) 17.10°
Comprimento (m) 0,78
Densidade p (Kg/m’) 7800
Momento de inércia I (m”) 40,998.10°
Area da secdo transversal S (m?) 22,698.10°
Moédulo de Young E (N/m%) 2,1.10"
Médulo de cisalhamento G (N/m”) 8,0769.10"
Coeficiente de Poisson v 0,3
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O sistema mostrado pela Figura 6.1 foi discretizado em elementos finitos em elementos de
eixo, elementos de mancal e elementos de disco, conforme a Figura 6.2. O elemento de eixo foi
discretizado em cinco nos, totalizando 20 graus de liberdade. A posicdo dos elementos de mancal
coincide com os nds 1, 2 e 5 do eixo, enquanto que os elementos de disco coincidem com os nds

3 e 4, as cotas estao em mm.

60 180 430 20

177

| |
| \Disco 1 Disco 2/ |
20

1]
i —

Figura 6.2 — Representa¢do do modelo de elementos finitos

As simulagdes foram feitas no software Matlab para todos os casos. Na situacdo em que sao
conhecidos apenas os deslocamentos lineares, o software Mathematica foi usado para uma
melhor visualizacdo da estrutura das matrizes dindmica e de entradas do conjunto sistema + filtro,
possibilitando a verificacdo da forma na qual os parametros de mancal estdo acoplados com a

excitacdo no caso do sistema excitado por desbalanceamento.
Como os sinais simulados estio digitalizados, fato que ocorre em uma aquisi¢cao de dados
real, os pontos medidos do sinal de resposta estdo igualmente espacados de um valor chamado de

tempo de discretizacdo (At).

O sinal medido y(¢) € representado por uma seqii€ncia y;(k), onde k representa o instante #,

sendo que

t,=kAt (k=0,1,2,..) 6.1)
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A matriz de correlacao é dada por:

(R, (z)] =%j2__i{y<k>}{yf(k+i>}, (6.2)

sendo N o nimero total de pontos medidos e

. =iAt  (i=0,1,2,..). (6.3)

Nas simulagdes, considerou-se que todos os mancais de rolamento sdo do mesmo tipo e

possuem os mesmos parametros de rigidez e amortecimento, cujos valores de referéncia sao:

K. = 30x10” N/m (direcdo horizontal)
K. = 2,5x10" N/m (dire¢do vertical)
C. = 70.000 Ns/m (direc¢do horizontal)
C,; =10.000 Ns/m (direcao vertical)

Com estes parametros, as duas primeiras freqiiéncias naturais do sistema rotativo sio

mostradas na Figura 6.3:

FRF do sistema excitado no disco 1 em Z e medido em X

Receptancia

Il Il
20 40 60 80 100 120

Frequencia (Hz)

Figura 6.3 — Freqii€ncias naturais do sistema rotativo
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A Figura 6.3 representa uma FRF tedrica (receptincia), considerando os mancais
anisotropicos cujos valores de rigidez e amortecimento sdo os valores de referéncia mostrados
anteriormente. Devido a diferenca de rigidez nas dire¢des horizontal e vertical, pode-se observar
freqii€éncias naturais distintas nessas dire¢des. O sistema foi considerado parado, ou seja, com
rotacdo nula (Q2=0). Com o auxilio do software Matlab, determinou-se que os valores das duas

primeiras freqiiéncias naturais do sistema encontram-se em torno de 34.3 Hz e 83 Hz.

Os parametros de referéncia foram escolhidos baseados em medi¢des de campo da FRF do
sistema através de excitacao impulsiva. Os valores adotados foram os que mais fizeram a curva
de FRF tedrica se aproximar da curva experimental, que mostrou que o sistema possui

freqii€éncias naturais distintas nas direcoes x e z.

As simulagdes foram feitas para um tempo total de aquisi¢do de dados igual a 20 segundos,
sendo os sinais discretizados em 50.000 pontos. Os dados obtidos foram truncados na quarta casa
decimal, pois o objetivo € estudar a aplicabilidade do método proposto a um sistema real e os
termos cruzados de rigidez e amortecimento dos mancais ndo foram levados em consideragdo. Os

erros foram considerados até a quarta casa decimal.
6.2 Medicao de todos os deslocamentos
Para a identificacdo paramétrica do sistema, € necessdrio o auxilio de um filtro, conforme

descrito na secdo 5.3.1. As caracteristicas desse sistema auxiliar sdo dadas pelas Equagdes 5.35 e

5.36, sendo as matrizes do sistema e de entradas dadas por:

0O 1 O
[N]=]0 0 1 (6.4)
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0 o - 0 0
[Pf]: 0 0o -- 0 0 (6.5)
Py Pyt Pio P ;a0

Os seguintes valores sdo adotados para as Equagdes 6.4 e 6.5, baseados na estabilidade do

sistema e na freqii€éncia de corte superior a 85 Hz:

o n;=-0.1x10"
° nz:—0.7xlO8
e n3=-02x10%
e pi=pr=..=pp=1

Com estes parametros propostos no trabalho de Pederiva (1992), o filtro de ordem 3 possui

primeira freqiiéncia em 112,53 Hz.

6.2.1 Excitacao por desbalanceamento

Neste caso, assume-se que os discos possuam massas desbalanceadoras my; e my
correspondentes aos discos 1 e 2, respectivamente, e estdo localizadas a uma distancia d; e d, do
centro geométrico de cada disco. Foi considerado que os desbalanceamentos apresentam fases

distintas f; e /. Os valores adotados sdo:

® My, = 1x10 Kg

e mp=15x10"Kg
e d;=40x10"m

e d,=17x10"m

o [ =2rad

e [=5rad

A forga de desbalanceamento total do sistema é dada por:
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Fy (O} =[H Jin(); (6.6)

sendo que
_ O _
m, Q%d, 0 0 0
0 muledl 0 0
o 0 0 0 0
0 0 m,,Q%d, 0
0 0 0 m,,Q%d,
L O(6v4> 1(20,4)
e
sen(Qr+ f,)
cos(Qr+ f,)
{n(1)} = 1 (6.8)
sen(Qt + f,)
cos(Qrt+ f,)

Para a estimativa dos parametros, utilizou-se o estimador dado pela Equacdo 5.48 e é
mostrada a identificacdo para defasagens 2 7’s e 3 7’s, visto que a utilizacdo de apenas 17 ndo é
suficiente para gerar um nimero minimo de equagdes capaz de estimar os parametros desejados,

tornando o sistema subdeterminado.

1° Caso: velocidade de rotacdo em 1500 Rpm (freqiiéncia de rotacio 25 Hz):

Os parametros de mancal serdo determinados conhecendo-se as respostas do sistema para o

caso em que a freqii€ncia de giro estd abaixo da primeira freqiiéncia natural.
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Tabela 6.2 — Parametros identificados em 1500 Rpm

Defasagem Kyx K7, Cxx Cez
2 7' 30,001x10° | 2.5x10° | 70.042,67 | 10.004,67
Erro (0,0033%) (0%) 0,061%) | (0,047%)
3 s 30,001.10 | 2.5x10 | 70.040,67 | 10.009,33
Erro (0,0033%) (0%) (0,058%) | (0,093%)

2° Caso: velocidade de rotacio em 1800 Rpm (freqiiéncia de rotacdo 30 Hz):

identificados estao mostrados na Tabela 6.3:

O objetivo desta simulagdo € testar como o método de estimagdo se comporta no caso da

freqliéncia de giro ser bastante préxima da primeira freqiiéncia natural do sistema. Os valores

Tabela 6.3 — Parametros identificados em 1800 Rpm

Defasagem Kyx K, Cix Cyy
2 7' 29.99x10° | 2.5x10’ 70.054 10.006
Erro (0,03%) (0%) 0,077%) | (0,06%)
3 s 29.99x10° | 2.5x10 | 70.05333 | 10.006
Erro (0,03%) (0%) 0,076%) | (0,06%)

3° Caso: velocidade de rotacio em 3600 Rpm (freqgiiéncia de rotacido 60 Hz):

estao mostrados na Tabela 6.4:
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Essa rotacdo € de interesse por ser proxima da rotacdo nominal de placa do motor (3570

rpm) e estar entre as duas primeiras freqiiéncias naturais do sistema. Os valores identificados




Tabela 6.4 — Parametros identificados em 3600 Rpm

Defasagem Kyx K, Cix Cyy
2 7' 30,00x10° | 2,.4998x10° | 70.096,33 | 10.019,33
Erro (0%) (0.008%) | (0.138%) | (0.193%)
3 s 30,00x10 | 2,4998x10" | 70.040,67 | 10.019,33
Erro (0%) (0.008%) | (0.058%) | (0.193%)

4° Caso: velocidade de rotacdo em 4500 Rpm (fregiiéncia de rotacdo 75 Hz):

O objetivo € verificar a robustez do método para uma freqiiéncia de giro préxima da

segunda freqiiéncia natural do sistema. O resultado da identifica¢do estd mostrado na Tabela 6.5:

Tabela 6.5 — Parametros identificados em 4500 Rpm

Defasagem Kyx Ky, Cxx Cez
2 7' 29.9998x10 | 2.4997x10’ | 70.190 | 10.028,33
Erro (0,0007%) | (0,012%) | (0,27%) | (0,28%)
3 ' 20.998x10 | 2,4997.10" | 70.098,67 | 10.028,33
e 0.0007%) | (0.012%) | (0.141%) | (0.28%)

Pode-se observar que as estimativas sdo muito boas para as diferentes rotacoes, desde que
sejam conhecidos todos os deslocamentos (angulares e lineares), inclusive no caso de uma
freqiiéncia de rotagdo préxima da primeira freqii€éncia natural do sistema. E preciso ressaltar que

todos os parametros foram obtidos usando-se apenas uma tnica velocidade de rotacao.
Nos casos a seguir, investiga-se a robustez do método de identificagdo proposto variando-se

os parametros de rigidez e amortecimento dos mancais e utilizando as respostas aos

desbalanceamentos dos discos, cujos valores serdo mantidos constantes.
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5° Caso: variacio dos parAmetros de rigidez

Sdo simuladas duas situacdes: rigidez nos mancais 10 vezes menor e 10 vezes maior em
relacdo aos parametros de rigidez de referéncia descritos na secdo 6.1. Os valores de
amortecimento permanecem os mesmos e a velocidade de rotagdo simulada € 3600 Rpm para os

dois casos.
a) Identificacdo com rigidez 10X menor: Ky = 30x10° N/m e K.. = 2,5x10° N/m

Tabela 6.6 — Parametros identificados com rigidez 10X menor

Defasagem Kyx K7, Cxx Cez
2 s 30.005x10° | 2.4997x10° | 70.134 | 10.018
Erro 0,0167%) | (0,012%) | (0,19%) | (0,18%)
3 7's 30,005x10° | 2.4997x10° | 70.134 | 10.018
Erro (0,0167%) (0,012%) (0,19%) (0,18%)

b) Identificagdo com rigidez 10X maior: K, = 30x10% N/m e K, = 2,5){108 N/m

Tabela 6.7 — Parametros identificados com rigidez 10X maior

Defasagem Kyx Ky, Cxx Cez
27’ 29.994x10° | 2.4997x10° | 70.431,67 | 10.050,33
Erro (0,02%) 0,012%) | (0,617%) | (0,50%)
3 7's 29.995x10° | 2.4997x10° | 70.434,33 | 10.049
Erro (0,0178%) | (0,012%) (0,62%) (0,49%)
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6° Caso: variacio dos parAmetros de amortecimento

O método de identificacdo € testado variando-se o amortecimento dos mancais, sendo os
parametros de rigidez mantidos constantes e iguais aos valores de referéncia dados na se¢do 6.1.
Como o amortecimento € sempre um problema na identificagdo do sistema, o método € testado
em duas situacdes: o amortecimento € aumentado em 10 vezes e depois em 100 vezes em relacdo

aos valores de referéncia. A freqiiéncia de rotacdo € 60 Hz (3600 Rpm) para os dois casos.

a) Identificacdo com amortecimento 10X maior: C,, = 7x10° Ns/m e C,= 1x10° Ns/m

Tabela 6.8 — Parametros identificados com amortecimento 10X maior

Defasagem Kyx K, Cxx Cez
27's 30,005x10 | 2,5005x10 | 7.0126x10° |1,0018x10°
Erro 0,0167%) | (0,02%) | (0,18%) | (0,18%)
3 7's 30,005x10 | 2.5005x10 | 7.0126x10° |1,0018x10°
Erro 0.0167%) | (0.02%) | (0.18%) | (0,18%)

b) Identificacdo com amortecimento 100X maior: Cy, = 7x10° Ns/m e C,= 1x10° Ns/m

Tabela 6.9 — Parametros identificados com amortecimento 100X maior

Defasagem Kyx K, Cxx Cez

2 7' 30,0183x10 | 2,511x10 | 7.0117x10° | 1,002x10°
Erro 0,061%) | (044%) | (0,17%) | (0,2%)
3 s 30,022x107 | 2.511x10" | 7,0116x10° | 1,002x10°
Erro 0.0733%) | (0.44%) | (0,166%) | (0.2%)

Pode-se observar das Tabelas 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9 que o método continua bastante preciso
com variacdo dos parametros de rigidez e amortecimento dos mancais, considerando a medicao

de metade do vetor de estado.
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6.2.2 Excitacao aleatéria
Nesta se¢do, considera-se a identificacdo do sistema para uma excitacdo por ruido branco.
As simulacdes foram feitas utilizando-se os valores de rigidez e amortecimento de referéncia

dados na se¢@o 6.1 e com o sistema estatico.

Tabela 6.10 — Parametros identificados com excitacdo aleatdria

Defasagem Kyx K, Cxx Cez
27's 29.998x10 | 2.499x10 | 70323,67 | 10042,33
Erro 0,0067%) | (0,04%) | (0,462%) | (0,423%)
3 s 29,998x107 | 2.499x10 | 70321,33 | 10042,67
Erro 0,0067%) | (0.04%) | (0.459%) | (0.427%)

Pode-se concluir que o estimador continua bastante robusto mesmo quando a excitagcdo €

alterada para ruido branco, desde que se conheca metade do vetor de estado.

6.3 Medicao apenas dos deslocamentos lineares

Em uma situacdo de medicdo pratica, é muito dificil medir os deslocamentos angulares.
Dessa forma, propde-se um método de identificacdo no qual sdo conhecidos apenas os
deslocamentos lineares (1/4 do vetor de estado), que sdao facilmente obtidos através de

transdutores de deslocamento.
Considera-se que o sistema em estudo seja representado pelas Equagdes 4.3 e 4.6. Nesse

caso em que apenas Y4 do vetor de estado é obtido através de medi¢des, a matriz de medidas em

(4.6) ¢é dada da seguinte forma:
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E preciso garantir que, com apenas os deslocamentos lineares, o sistema continue
observdvel. Para isso, é feita uma transformacdo de coordenadas baseada na matriz de
observabilidade, considerando que o sistema seja exatamente observédvel. Essa transformacao €

mostrada pelas equacdes 4.16, 4.19, 4.20 e 4.21, de forma que:

C
F1_| €A
[T1=| ¢ 4 (6.10)

C.A*

Para o procedimento de estimacgao, propde-se um filtro de ordem 6 da seguinte forma:

(6.11)

S O O o O
S O O O =
o o o = O
o o = O O
o = O O O
- o O O O
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0 0 0 0]
0 0 0 0
[pde| o e o
0 0 0 0
LPr P2 0 Po Pio .0

Os seguintes valores sdo adotados para as Equagdes 6.11 e 6.12, baseados na estabilidade
do sistema e para uma freqiiéncia de corte superior a segunda freqii€ncia natural do sistema que é

em torno de 85 Hz:

o 1y =-2,5469x10"
e ny=-3,3293x10"
e n3=-2,9132x10"
o ny=-2244x10°
e ns5=-1,02x10

e 1ns=-30

[} p1:p2:‘-‘:p1021

Com estes parametros, o filtro de ordem 6 possui primeira freqiiéncia em 227,82 Hz.

Como comentado no capitulo anterior, existe um acoplamento entre os parametros fisicos
dos mancais e o desbalanceamento. Sendo assim, o processo de identificacdo sera feito apenas
para a excitagdo por ruido branco em dois casos: com os valores de referéncia da se¢do 6.1 e com

outros valores de rigidez e amortecimento dos mancais.

Dessa forma, os termos da Equacdo 5.66, utilizando a transformacio de coordenadas em

(6.10), sao dados por:
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(6.14)
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D(40,40) (40,6)

[0']= : . (6.16)

0.6.40) © O |

Trabalhando com as linhas 41 a 45 e as colunas 1 a 40 da Equacdo 5.66, utilizando (6.13),
(6.14), (6.15) e (6.16), obtém-se diversas equagdes que irdo gerar a equagcdo do estimador de

parametros. Multiplicando as linhas citadas pelas colunas 1 a 10:

et =0 (6.17)
T Ty = 0 (6.18)
B T3, =0 (6.19)
roe Ty = 0 (6.20)
. +r,=0 (6.21)

Fazendo as multiplicacdes com as colunas 11 a 20:

Hath, =0 (6.22)
ry+1,=0 (6.23)
ratrn,=0 (6.24)
rs,tr,=0 (6.25)
Toa T 75, =0 (6.26)

Multiplicando pelas colunas 21 a 30:
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Ho+h;=0 (6.27)

Fig+hs= 0 (6.28)
Ihotn;=0 (6.29)
2t 7 =0 (6.30)
Toa T 155 =0 (6.31)

Multiplicando pelas colunas 31 a 40:

at{r o Pong b, b onaj[et]={o} (6.32)
r3,3+{r’m* Do, o, ru}[@*]:{o} (6.33)
r4,3+{rﬂ3x,\ D ony bon, r“}[(a*]:{o} (6.34)
r5,3+{rrm> P ong b ongl[e7]={o} (6.35)
r“+{rqwa Do, bon, rm}[@'*]:{o} (6.36)

sendo que

[07]= {A‘ﬂ (6.37)

Usando as Equacdes 6.17 a 6.31 e substituindo em (6.32) e (6.33), encontram-se duas
relacdes de estimacdo envolvendo os parametros fisicos do sistema e as correlacdes entre as

saidas do filtro e os deslocamentos lineares medidos:

rewfn e b oen b b o @] = {0} (6.38)
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+{rr72x" _rfi;x" rmx* E _rr;sx*}[®*]={o} (639)

—-r .
MN6X

Aplicando o método dos minimos quadrados nas duas equagdes acima, 0S parametros

fisicos do sistema podem ser estimados.

1° Caso: valores de referéncia

Os parametros de mancal sdo identificados usando as Equacgdes 6.38 e 6.39, ambas com 2 e

3 instantes de defasagem na resposta medida (7’s).

Tabela 6.11 — Parametros identificados com a equagao 6.38

Defasagem Kyx K, Cix Cyy
2 7' 20.973x10" | 2,4814x10' | 69260 7128,7
Erro (0,09%) (0,74%) | (1,057%) | (28,71%)
3 s 29,972x107 | 2.4876x10' | 68645 9015.9
Erro (0,093%) (0,49%) (1,94%) (9,84%)

Tabela 6.12 — Parametros identificados com a equagao 6.39

Defasagem Kyx K, Cix Cyy
27 29,522x10° | 2,4337x10" | 70582 11898
Erro (1,59%) (2,65%) | (0,83%) | (18,98%)
3 r's 29,566x107 | 2.4302x10° | 70478 11902
Erro (1,45%) (2,79%) (0,68%) | (19,02%)
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2° Caso: variacdo nos pardmetros fisicos dos mancais

Considera-se que as correlagdes sdo calculadas a partir da resposta do sistema cujos

mancais possuem as seguintes propriedades:

e K. = 30x10° N/m (direcao horizontal)
e K.=4x10" N/m (dire¢ao vertical)

e C,,=60.000 Ns/m (dire¢cdo horizontal)
e (. =15.000 Ns/m (direcdo vertical)

Tabela 6.13 — Parametros identificados com a equagdo 6.38 para novas propriedades de mancal

Defasagem Kyx Ky, Cxx Cez
2 7' 20.987x10° | 3,9975x10' | 60038 15463
Erro (0,043%) (0,063%) | (0,063%) | (3,08%)
3 7's 29,982x10° | 3.9973x10' | 60133 15339
Erro (0,06%) (0,068%) (0,22%) (2,26%)

Tabela 6.14 — Parametros identificados com a equagdo 6.39 para novas propriedades de mancal

Defasagem Kyx Ky, Cxx Cez
27 29,520x10° | 3,8953x10 | 60035 15967
Erro (1,57%) (2,62%) | (0,058%) | (6,45%)
3 s 29,478x10° | 3,.8904x10 | 60000 | 15980
Erro (1,74%) (2.74%) (0%) (6,53%)

Observa-se, pelos exemplos dados, que o modelo de identificagdo ainda € robusto para o
caso de ¥ do vetor de estado, porém quanto maior a reducdo dos graus de liberdade medidos,
maior serd o erro na estimacdo dos parametros fisicos dos mancais. Isso se deve ao efeito da
matriz de transformacao de coordenadas, que gera uma concentragdo dos parametros fisicos sobre

o sistema dinamico.
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De um modo geral, ndo existem diferencas significativas nas estimativas usando 27’s ou
37’s, mas nota-se uma grande melhora no célculo do amortecimento na dire¢do vertical (C,)
quando este foi aumentado em relacdo ao valor de referéncia no caso de % do vetor de estado,
indicando que o algoritmo parece ser mais robusto quando se tem amortecimentos maiores no
sistema. Esse fato é bastante curioso, visto que, de forma geral, os algoritmos de estimacdo nao

s30 muito precisos nos casos de um grande amortecimento presente no sistema dinamico.

Os filtros sdo sistemas auxiliares na geracao de correlagdes, substituindo os dados que nao
podem ser medidos. Dessa forma, as freqiiéncias dos filtros foram escolhidas de modo a ndo

atenuar nenhuma resposta do sistema rotativo até a segunda freqiiéncia natural desse sistema.
Os erros nas estimativas dos amortecimentos sdo grandes no caso das medicoes de ¥ do

vetor de estado. A influéncia do amortecimento na dindmica do sistema precisa ser melhor

estudada para que tais erros de estimac¢do sejam compreendidos € possam ser contornados.
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Capitulo 7

Conclusoes

O trabalho tratou da identificacdo paramétrica de um sistema rotor-mancal excitado
aleatoriamente e por desbalanceamento. Todo o processo foi feito considerando-se apenas as
medi¢des das varidveis de estado, nao sendo utilizadas as medi¢des das excitagdes estocdsticas ou

harmonicas (desbalanceamento).

O método de identificagdo proposto € baseado na equacio matricial de Ljapunov, na qual as
equagdes de identificagdo sdo obtidas e mostram que os parametros fisicos do sistema podem ser

obtidos a partir das correlacdes do vetor de estado medido.

Foi discutida a utiliza¢do de um sistema filtro quando o vetor de estado € reduzido, fato que
ocorre em sistemas reais devido a impossibilidade de se obter as medi¢des de todos os graus de
liberdade. Neste caso, o filtro gera medi¢des que substituirdo as respostas que foram excluidas

por causa da reducao do numero de medidas realmente disponiveis para um sistema de aquisi¢ao.

Diversas simulagdes foram feitas de modo a testar a robustez do método proposto,
mostrando que o sistema pode ser identificado seja por excitacdo aleatdria, seja por excitacao
harmonica, e que € possivel estimar os parametros dos mancais mesmo nao sendo possivel a
utilizacdo dos dados do vetor de estado completo. Devido as caracteristicas da excitagdo por
ruido branco, a identificacdo é possivel quando se tem apenas as medicdes dos deslocamentos
lineares. Se a excitagdo for por desbalanceamento, os parametros fisicos estdo acoplados aos
parametros da excitacdo e maiores estudos devem ser feitos na determinagdo das caracteristicas

dos mancais.
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Foi demonstrada uma caracteristica bastante interessante do método que € a capacidade de
identificacdo independentemente da rotacdo do sistema e usando apenas uma unica rotacdo de
cada vez, diferindo dos métodos baseados em FRF’s que necessitam de vdrias rotacOes para

determinar o comportamento dindmico do sistema rotativo.

Nos casos estudados, ndo € necessdrio o conhecimento do desbalanceamento para
identificar o sistema. Isso reduz bastante o nimero de varidveis que o modelo opera, facilitando o

processo de célculo.

As estruturas especiais que as matrizes possuem possibilitaram a identificagdo do sistema
apenas usando as medidas de deslocamento, que podem ser obtidas diretamente através de

transdutores.

Como desvantagem, a redu¢cdo do nimero de medidas disponiveis para medi¢do acarreta a
diminui¢do da precisdo do estimador, principalmente em relagdo ao amortecimento, € 0O

acoplamento entre a saida e a entrada no caso de sistemas excitados por desbalanceamento.

A estrutura do modelo de elementos finitos faz com que os nds possuam relagdo apenas
com seus vizinhos. Se as medidas forem tomadas em nos localizados longe do mancal, ndo €

possivel estimar os coeficientes dos mancais usando essa abordagem.

Para o prosseguimento deste trabalho, sugere-se:

e Explorar mais detalhadamente o modelo tedrico para permitir a identificagdo do sistema
utilizando menos medig¢des,

e Identificar os parametros de mancal com sinais adquiridos experimentalmente,

e Identificar o desbalanceamento do sistema,

e Verificar a utilizacdo de processos iterativos para melhorar a precisao do estimador no
caso da estimacao nao linear do sistema excitado por desbalanceamento,

e Identificar o efeito dos erros de medi¢do na precisdo das estimativas

e Verificar a influéncia do filtro nos parametros medidos.
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