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Resumo

FENILI, André, Sobre a modelagem ¢ dindmica de estrutnras Hexiveis de rastreamento

( pequenas e grandes deflexdes ), Campinas, : Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 1997. 190p. Dissertacdo ( Mestrado )

Neste trabalho desenvolve-se dois modelos para estruturas flexiveis de rastreamento de
membro (nico: um modelo para pequenas deflexdes e um modelo para grandes deflexdes. Tanto
para um modelo quanto para o outro, utilizou-se o Principio de Hamilton Estendido para se obter
as equagdes dindmicas do movimento. Estas equagdes sio posteriormente adimensionalizadas de
tal forma que um pequenc parimetro adimensional de perturbagio e possa ser obtido. Este
parametro ira multiplicar todas as no linearidades de cada modelo e sera o tnico parametro a se
variar quando se pretende estudar casos diversos. Este pequeno parametro adimensional &
utilizado para se verificar o grau de acoplamento entre as equagdes dindmicas do movimento.
Simulagdes sdo realizadas entre pequenas e grandes deflexdes e comparadas enter si € com o
modelo para 0 mesmo sistema aonde ndo se considera flexibilidade nenhuma. No estudo do
comportamento da estrutura flexivel de rastreamento realizado neste trabalho, o truncamento para
a discretizacio das esquagdes do movimento ( método dos modos assurnidos ) deu-se no primeiro

modo proprio do sistema viga engastada-livre.

Palavras Chave

Estrutura flexivel, Rastreamento, Adimensionalizagdo, Perturbagio, Manzpuladores flexiveis.



Abstract

FENILI, André, Sobre a modelagem e dindmica de estruturas flexiveis de rastreamento

( pequenas e grandes deflexbes ), Campinas, . Faculdade de Engenharia Mecdnica,

Universidade Estadual de Campinas, 1997. 190p. Dissertagfio ( Mestrado )

In this work two models are developed to slewing flexible structures with just one link © a
model considering small deflections and a2 model considering great deflections. For both models,
the Extended Hamilton’s Principle is utilized so one can obtain the governing eugations of motion.
This equations are then nondimensionalized so one can obtain a small nondimensional perturbation
parameter €. This parameter appears multiplying all the nonlinearities in each model and will be
the only parameter one must variate when involved in the study of different cases. This small
nondimensional pafarneter is utilized to verify the degrre of coupling between the dinamical
equations of motion. Simulations are realized between small and great deflections and compared
one with another and with the model to the very same system where no flexibility is considered. In
the study of the behavior of the flexible structure in slewing motion realized in this work, the
truncation utilized for the discretization of the equations of motion ( assumed modes method )is

done in the first mode of vibration of the system beam constrained-free.
Key Words

Flexible structure, Slewing, Nondimensionalization, Perturbation, Flexible manipulators,
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Capitulo 1

Introducao

L.1 - O estudo de estruturas flexiveis e suas aplicacdes

Em alguns tipos de industria, ndo ¢ economicamente viavel empregar os manipuladores
tradicionais estruturalmente rigidos. A ind{istria aeroespacial ¢ um bom exemplo aonde a massa
do manipulador € um fator critico quando se determina custos e planeja-se operar em grandes

espagos de trabalho [ 1 ].

Por outro lado, pode ser necessario projetar-se manipuladores que operem em um largo
espago de trabatho. Em muitos casos, um robd longo o suficiente é a melhor solugdo [ 2 ].
Estes robs longos, contudo, sdo notérios por apresentarem comportamento vibracional.

Assim sendo, questdes envolvendo a flexibilidade da estrutura nio podem ser desprezadas.

Aliado a isso, percebe-se que a crescente busca pela qualidade de produtos e alta
produtividade nos dias de hoje tem motivado 2 crescente automatizagio de intimeros processos
industriais. Os robds utilizados nestes processos precisam, por conseguinte, ser cada vez mais

rapidos e precisos. A fim de garantir estas propriedades e também o fato de poderem ser
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transportados com maior facilidade dentro da propria industria ( por exemplo, para

manutencio ), os manipuladores industriais tendem a ser cada vez mais leves e delgados.

Outras vantagens desta classe de manipuladores flexiveis consiste no fato de exigirem
atuadores { motores ) menores, devido ao baixo consumo de energia que requerem e

possuirem consideravel razdo carga manuseada / braco.

A corrida espacial, por razdes semelhantes, também motiva o constante aperfeicoamento

destes sistemas extremamente mais complexos do que os que vinham sendo utilizados desde

entio neste campo.

Em sistemas mecinicos operaﬂdo em aitas velocidades, movimentos elasticos
oscilatorios sdo inevitaveis [ 3 ]. O controle de tais sistemas, portanto, acaba se tornando um
outro campo de extensas pesquisas. Caso os modelos sejam utilizados em simulag¢do e para o
projeto do controlador ( como geralmente o sdo), devido aos limites da banda de operagdo
atuador/sensor, € mais razoavel trabalhar com um modelo truncado representando o sistema
nas frequéncias mais baixas. Para este fim, o sistema necessita ser aproximado por um modelo
de dimensdo finita o qual ignore os modos de alta frequéncia [ 4 ]. Embora tudo o que se faca
neste trabalho vise futuramente ao projeto de um sistema de controle, o controle de tais

sistemnas ndo sera tratado neste trabalho.

E bem conhecido que o controle de posi¢3o da ponta de um manipulador flexivel, mesmo
que este possua apenas um (nico membro flexivel nfio ¢ um problema trivial ([ 5], [ 6 1,

[71).
1.2 - Aspectos referentes a modelamento de estruturas flexiveis

Teoncamente, o modelamento de uma estrutura de rastreamento qualquer € similar ao
modelamento de um manipulador robético de membro tinico movendo-se no plano horizontal
( o plano aonde ocorre o movimento de rastreamento ) e € atualmente também uma rea de
pesquisa no campo da robética e em um vasto numero de problemas que podem ser

classificados como problemas de rastreamento [ 8 1.



27

Um dos primeiros € mais importantes passos no estudo do comportamento de um
sistema fisico consiste na determinagdo de um modelo associado a este sistema. O modelo sera
tanto melhor quanto melhor conseguir representar todos os fenémenos que ocorrem com este
sistema, ou, pelo menos, os mais signifiactivos e determinantes de seu comportamento

dindmico.

Na classe de sistemas que se pretende estudar, devido a altas velocidades de operagio e
ao reduzido peso da estrutura, pode ser impreciso tratar certos membros do mesmo como
rigidos. O efeito da flexibilidade no comportamento dinimico de sistemas mecanicos tem sido
o objeto de numerosas investigagdes ( por exemplo, [ 9-11 ] ). Percebe-se um crescente

namero de trabalhos nesta area a cada dia.

Diferentes abordagens, tais como o método de elementos finitos, o Hamiltoniano e o

Newtoniano, tém sido empregados para modelar manipuladores com membros nio
rigidos [ 12 ].

Neste trabalho serd utilizada uma abordagem analitica através do método do
Hamiitoniano, método este que fornece naturalmente as condicdes de contorno necessarias ao

problema.

O estudo de materiais leves que poderdo compor estas estruturas também constitui um
campo de estudos nesta area. Por exemplo, Christensen e Lee [ 13 ], desenvolveram um
modelo de elementos finitos para a andlise de estruturas flexiveis sob grandes deflexdes
elasticas acopladas com movimentos de translagdo e rotagdio de corpo rigido. Materiais muito
moles foram considerados de forma a se obter grandes deformagdes elasticas. Sua maior

preocupacdo consistiu em comparar resultados lineares e ndo lineares.

Muitos modelos com diferentes graus de complexidade tém sido apresentados na
literatura. Alguns ou todos os termos correspondentes a efeitos de Coriolis, cisalhamento,
torsao, deslocamento axial, gravidade e rigidez centrifuga tém sido negligenciados. Uma
derivagdo detalhada da dindmica para manipuladores flexiveis de cadeia cinemética aberta &

apresentadaem | 12 ].
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Neste trabalho, dois modelos diferentes sd3o apresentados para estruturas flexiveis de
rastreamento de membro Unico. O esquema geral dos calculos, passo a passo, para a obtencio
das equagbes dindmicas do movimento para esta classe de sistemas ¢ apresentado no capitulo 2
em forma de fluxogramas. O mesmo capitulo apresenta também algumas consideracdes feitas
durante o equacionamento e o perfil de torque prescrito utilizado inicialmente nas simulagdes

do comportamento do sistema.

O trabalho todo. pode ser dividido em trés grandes partes : modelamento ( que cobre os
capitulos 3 e 4 ), simulagdo ( que cobre o capitulo 5) e projeto ( incliindo a construcio de um

protdtipo, que cobre o capitulo 6 e apéndice C ).

No primeiro modelo, conforme apresentado no capitulo 3, considera-se pequenas
deflexdes { ou pequenas curvaturas ). Neste caso consideram-se também apenas deslocamentos

transversais.

No segundo modelo, conforme apresentado no capitulo 4, considera-se grandes
deflexdes ( ou grandes curvaturas ). Neste modelo, portanto, inclui-se também deslocamentos

longitudinais.

No primeire caso, a curvatura € considerada linear. No segundo caso, a curvatura é
€Xpressa por uma express@o ndo linear incluindo termos cubicos. O primeiro caso ¢ o mais

2

frequentemente encontrado na literatura. .

Quando 2 nova expressdo para a curvatura € considerada, na verdade, o que se faz ¢
incluir efeitos ndo lineares ao sistema. Virias podem ser as fontes de nfio linearidades em um
sistema : propriedades ndo lineares para o material da estrutura ( tais como o médulo de

elasticidade ), esforgos nfo lineares atuando sobre a estrutura, ...

A inclusdo de ndo linearidades torna o sistema menos receptivo a modelamento, andlise ¢
identificacdo. Contudo, a maior parte dos sistemas fisicos encontrados na pratica sfo, de fato,

ndo lineares. Mesmo sistemas que podem ser representados por modelos lineares tendem a
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exibir comportamento ndo linear sob certas condicdes. Em tais casos, cabe ao engenheiro a

decisdo de incluir ou ndo os efeitos ndo lineares em seu modelo.

No capitulo 5, um estudo comparativo ¢ realizado entre os dois diferentes modelos. O
comportamento do sistema para cada um dos modelos foi obtido resolvendo-se as equagdes
dinimicas através de dois integradores diferentes : Runge-Kutta de 4* ordem e previsor-

corretor de Adams-Moulton.

O que se pretende neste trabatho é verificar até que ponto um modelo mais simples
( mas ainda ndo linear ) de tal classe de sistemas podera vir a influenciar na resposta do
sistema, uma vez que se pode estar desprezando termos que poderdo vir a se mostrar
importantes no comportamento do mesrﬁo, em uma analise mais completa. Logicamente, esta

analise podera ser tdo completa quanto se queira, pagando-se o preco por isso.

Embora nos capitulos 3 e 4 as equagBes dinimicas sejam obtidas para estruturas flexiveis
de rastreamento quaisquer apresentando determinadas condicdes de contorno ( ou seja,
engastadas em uma extremidade e livres na outra ), este trabalho encontra uma aplicacio para
tal estudo em robotica. Estas mesmas estruturas bem poderiam ser pas de helicoptero, painéis

solares em satélites, antenas, pas de turbinas, ...

No capitulo seguinte ( capitulo 6 ) comenta-se sobre o prototipo experimental construido

 visando aplicagdes em robotica ( manipulador flexivel de rastreamento ) e sobre alocamento

de sensores para obtengdo de dados experimentais. Este prototipo foi desenvolvido baseando-

se em calculos desenvolvidos no apéndice C e observacdes colhidas ao longo deste trabalho.

No apéndice A, apresenta-se 0 modelo para o atuador ( motor de corrente continua ) que
sera utilizado para movimentar a estrutura de rastreamento e obtem-se as suas equagdes

dindmicas.

No apéndice B apresenta-se uma possivel maneira de se resolver equagdes dindmicas nio
lineares analiticamente e obter-se expressdes para o modulamento da amplitude e da fase do
comportamento oscilatério. Trata-se do método das multiplas escalas. Neste mesmo apéndice

justifica-se por qual raziic optou-se por nio utilizé-lo nesta altura do trabalho. Trata-se de uma
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poderosa ferramenta quando se lida com sistemas fracamente nio lineares e por esta razio é

apresentada aqui.

No apéndice C inicia-se o projeto de um manipulador robotico flexivel.
Inicialmente estuda-se o sistema de transmissdo mais conveniente para a presente aplicagio,
tendo-se em vista as dimensdes necessarias e o nimero de eixos intermediarios. O sistema de
transmissdo adotado envolve o par sem-fim / coroa. Na sequéncia, projeta-se este sistema de
transmissdo. O projeto foi realizado no sentido de superdimensionalizar o sistema, visando
futuro manuseio de cargas ( dentro de uma determinada faixa de peso ) assim como a
possibilidade de se trabalhar com estruturas mais pesadas valendo-se do mesmo sisterna de

trnamissdo mecinica. Trata-se de uma primeira abordagem, sujeita a futuras modificagdes.

No apéndice D apresenta-se os programas em Pascal desenvolvidos para a

integragdo das equagdes dindmicas do movimento obtidas nos capitulos 3 e 4.
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Capitulo 2

Consideracoes iniciais e procedimentos de caiculo

2.1 - Introducio

Algumas consideragdes devem ser feitas antes de se iniciar o equacionamento e posterior
andlise do comportamento de estruturas dindmicas em geral. Estas consideragdes dizem respeito
as condigGes de contorno associadas ao sistema em estudo e ao tipo de excitagio externa atuando
sobre o mesmo, caso exista, ¢ sdo importantes pois irio afetar diretamente a dindmica da
estrutura. Outras consideragdes dizem respeito a0 modelamento da propria estrutura ( pequenas
deflexdes ou grandes deflexdes, teoria de viga de Euler-Bernoulli ou teoria de viga de
Timoshenko,... ).

O modelo escolhido devera reproduzir o mais fielmente possivel o sistema real. As
consideragdes acerca do modelamento da estrutura em si ( continuo ) serdo tratados nos dois

capitulos subsequentes ( capitulos 3 e 4 ).
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Neste sentido, antes de se iniciar o equacionamento da estrutura flexivel de
rastreamento, faz-se algumas consideragSes acerca das condigdes de contorno adotadas, os perfis
da excitagdo externa que serdo utilizados na andlise e também como serdo os procedimentos de

calculo que se pretende seguir neste trabatho.
2.2 - Condic¢des de contorno e perfis de torque e potencial ( tensdo no motor )

O sistema proposto para a aplicagdo e verificagdo do equacionamento desenvolvido nos
capitulos 3 e 4 € apresentado de maneira bem suscinta na figura 2.3. Trata-se de uma estrutura
flexivel que serd rotacionada em torno de um eixo ( rastreamento } por um motor de corrente
continua através de um sistema de transmiss3o. A extremidade conectada ao eixo de rastreamento
sera considerada como engastada ao mesto. Considera-se aqui que a inércia do brago ( viga de
aluminio, neste trabalho ) seja consideravelmente maior que a inércia do resto do sistema ( motor

+ transmissdo ).

A condi¢do de contorno engastada em uma extremidade ird afetar todo o equacionamento
do sistema e determinar os modos que se ira escolher na expansio das variaveis de deflexio
quando, mais adiante, buscar-se-a discretizar as equag¢des do movimento. A condigio desta
extremidade €, portanto, de extrema importancia na avaliagio do comportamento do sistema, uma
vez que pode alterar significativamente os modos adotados. Consideragdes a este respeito sio

tratadas com um maior numero de detalhesem [ 14 ].

O sistema projetado neste trabatho, caso no fosse considerado qualquer tipo de transmissio
mecdnica, apresentaria para a razdo I,/ I, ( inércia do brago / inércia do servo-sistema ) estimada
um valor que aproximaria a condigdo de contorno na extremidade conectada ao motor para
pinado-livre ( ver apéndice C ). O sistema de rastreamento considerado, porém, possui uma
elevada relagdo de transmissdo entre o motor e a estrutura flexivel. Existe, portanto, pequena ou
nenhuma itera¢fo ( descontinuidade ou, em inglés, slope ) entre o movimento da haste e o eixo do
motor na conecgdo entre ambos. Desta forma, assumir condigio de contorno como engastada

nesta extremidade torna-se apropriado [ 14 ].
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Nas simulagles realizadas, o perfil de torque para o sistema ( excitagio externa atuando

sobre a estrutura ) devera ser obtido através do equacionamento do motor tratado no apéndice A.
Um perfil de torque geralmente encontrado na literatura ( prescribed torque ), encontra-

se representado na figura 2.1. Este perfil, em muitos estudos, podera ser considerado como a

entrada ( input) do sistema dindmico que se pretende analisar.

torque ¢

¥

tempo

Figura 2.1 - Perfil prescrito de torque

Este perfil ¢ tipico de muitas situagGes praticas, tais como mover um objeto inercial de uma

localidade para outra [ 15 ].

Em um modelo matematico desacoplado, no qual o efeito dos movimentos elasticos no
movimento de corpo rigido € negligenciado, o pulso mostrado na figura 2.1 conduzira a um perfil
trapezoidal de velocidade angular, tal como estudado por Kojima [ 16 ]. Este pode ser um 6timo
pardmetro para se determinar o grau de acoplamento entre as equagdes do movimento para a

classe de sistemas dindmicos em quest3o.
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No estudo que se desenvolve neste trabalho, com a inclusio da equagio do motor as
equagdes dindmicas para o manipulador flexivel desenvolvidas nos capitulos 3 e 4, a entrada
considerada nas simulagBes passa a seguir um perfil de potencial semelhante ao apresentado na

figura 2.2.

w

n

N
/

g
[4))
.
e

o H |
[ 5] £ ]
§ 2 \
g / !
1 .5 2 “f \"g
i‘ 1
1+ \
{ {
0-5 "‘; “I -
ol , , , o
o 500 1000 1500 2000 2500

tempo

Figura 2.2 - Perfil prescrito de potencial ( tensdo no motor )

O perfil proposto para o potencial devera gerar um perfil de torque semelhante ao

apresentado na figura 2.1

O acoplamento entre as equagdes do movimento serd verificado através de um pequeno
parimetro adimensional { € ) que multiplica todas as ndo linearidades do sistema e sera

introduzido no capitulo 4.

Consideragdes acerca do torque atuando sobre este tipo de sistema devem ser

cuidadosamente feitas. Intuitivamente, sabe-se que, quando o torque ¢é aplicado ao eixo de
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rastreamento, a curvatura dos modos flexiveis ocorre devido a aceleragdo angular do movimento
do corpo rigido [ 8 ] e este comportamento esta ligado a forgas de inércia atuando ao longo da

estrutura.

Neste caso, 0 movimento de corpo rigido ( deslocamento angular 6 ) é considerado como
ndo conhecido a priori. Este movimento de corpo rigido, caso conhecido, poderia ser prescrito
ao invés do torque ou do potencial no motor. Ter-se-ia, entéo, uma variavel a menos no problema.
Contudo, trata-se de um estudo a parte e este perfil de deslocamento teria ciue ser posteriormente

otimizado de acordo com algum critério.
A estrutura flexivel de rastreamento & qual o modelamento e estudo da dindmica ocupa a
maior e mais significativa parte deste trabalho aparece na figura 2.3 com a designacio

manipulador flexivel. Conforme mencionado anteriormente, esta € a aplicagiio que se pretende

dar, neste trabatho, ao estudo geral de estruturas flexiveis iniciado.

Q Eixo de rastreamento

motor dc manipulador flexivel

transmissdo
( engrenagens )

Figura 2.3 - Estrutura flexivel robdtica de rastreamento

No caso de mais de um membro flexivel ( ainda em movimento de rastreamento ), ndo

apenas a natureza de pardmetro distribuido da dindmica do sistema ( sistemas continuos ) é uma
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complicagio, mas também as condi¢des de contorno moveis na extremidade de cada membro
conectado ao anterior representam grandes dificuldades. E comum, também, estudar-se sistemas -

aonde somente um de muitos membros pode ser considerado flexivel.

No caso de manipuladores que se deslocam no plano vertical, a influéncia dos esforgos
gravitacionais 2o longo da estrutura devera ser igualmente considerado. Esta consideragio sera

um complicador a mais no equacionamento dindmico do sistema.
2.3 - Propriedades geométricas do protétipo experimental

O brago do modelo do manipulador flexivel que sera utilizado nas simulagdes da dindmica
do sistema ( capitulo 4 ) com o propésﬁo de vertficagdo do equacionamento desenvolvido nos
capitulos 3 e 4 € confeccionado em aluminio ( densidade igual a 2700 kg/m’,
E =0.70 10" N/m® ), de secgdo reta retangular ( mas nfio muito fina ), e possui as dimensdes
especificadas na figura 2.4, Estas sio as dimensdes do prototipo experimental projetado e

construido.

A sec¢do reta da haste foi escolhida retangular de tal forma que o movimento de

rastreamento da estrutura ficasse restrito ao plano do movimento ( plano horizontal xy ).

No caso da sec¢o reta ser simétrica ( quadrada, circular,... ) ou no caso em que seja
incluida carga excessiva na extremidade livre do brago ( a viga se deforma inicialmente em um
plano ( vertical ) e rotaciona em tomo de um eixo perpendicular a outro plano ), um
equacionamento tridimensional seria necessério. Este estudo vai além do escopo da investigagio

aqui realizada.

Neste trabalho, carga na extremidade livre sera considerada apenas para fins de projeto do
manipulador flexivel ( apéndice C ), visando a continuidade desta pesquisa. Na pratica, o sistema

construido ( prot6tipo ) trata-se de um sistema espacial ( tridimensional ).
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Figura 2.4 - Propriedades geométricas da estrutura flexivel representativa do brago do

manipulador flexivel ( o sistema acima ¢ analisado no plano XY ).

Estes dados serdo extremamente importantes no projeto do sistema de transmissio para o

manipulador flexivel tratado adiante.

2.4 - Fluxogramas : procedimentos de calculo para a obtencio das equacées do movimento

Nos fluxogramas que seguem, buscou-se ilustrar o problema do equacionamento de
estruturas flexiveis de rastreamento planares da forma mais geral possivel, levando-se em
consideragdo tanto os deslocamentos longitudinais quanto os deslocamentos transversais,

geralmente associados a grandes curvaturas.

Apesar da divisio em itens ( 2.4.1 e 2.4.2 ), ambos os fluxogramas se completam para quem

for trabalhar com simulagdes.



2.4.1 - Obtenciio das equacdes adimensionalizadas do movimento ( infinitos gdl )

Modelo geométrico do sistema fisico

Determinacdo dos vetores posicio ¢
velocidade de qualquer ponto sobre a

estrutura
! |
Expressdo para a energia Expressdo para a
cinética acurmulada no energia potencial
sistema acumulada no sistema

v

Lagrangeano

b 4
Aplicagio do Principio
Estendido de Hamilion

I

Equagdes do movimento
( infinitos graus de liberdade )

Escolha das varidveis
independentes adimensionais
( termpo e espago )

|

Substituigdo das varidveis adimensionais
independentes nas equagées do movimento

+ Escolha das varidveis dependentes
Determinagio do pequeno pardmetro de adimensionais
petturbagdo € (u,v, 6 )

v

Substituicdo das varidveis dependentes adimensionais nas nas equagdes do
movimento ¢ agrupamento de termos ( neste ponto serd verificada qual a maior
ordem de €que aparece no problema

L4

Equactes adimensionalizadas do movimento
( infinitos graus de liberdade )

Figura 2.5 - Fluxograma da obtengdo das equages adimensionalizadas do movimento ( infinitos gdh)
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2.4.2 - Obtencio das equacdes adimensionalizadas discretizadas do movimento ( n graus
de liberdade )

Equagdes adimensionalizadas do movimento
( infinitos graus de liberdade ) : wma equagio
para O e infinitas equagbes para u e v

Utilizando as equagdes para « e as condicdes
de contorno do problema, obtém novas O pardmetro v pode ser escrito como uma
equagdes para v ( ¢ eliminam-se as equagbes expensio através do método dos modos
para », mantendo-se a dependéncia ) assumidos.

h 4
Substituir v expandido nas expressdes para G e v
( as equagdes para v constituem agora um conjunto de n equagdces,
uma para ¢ada um dos n modos proprios do sistema ( geralmente
trés modos sdo suficientes ). Estas n equagdes estdo acopladas )

Multiplicar as r equagdes para v por um vetor
ortogonal . As n Equacbes passam a ser
desacopladas em relagio ao espago e acopladas
somente em relagfo ao tempo.

-
Integrar as equagdes para G ¢
para v de x=0 a x=1

Equagoes adimensionalizadas discretizadas do movimento
( o nimero de equagdes depende do mimero de modos
escolhidos na expansdo de v )

Figura 2.6 - Fluxograma da obtengdo das equagdes adimensionalizadas discretizadas do movimento ( n gdi)



2.4.5 - Conclusio

Muitas consideragdes diferentes daquelas discutidas neste capitulo poderiam ter sido feitas
acerca das condigdes de contorno, conforme pode ser verificado em [ 14 ]. Algumas destas
poderiam aumentar em muito o grau de complexidade da andlise aqui desenvolvida. O

engastamento total € uma condi¢do de contorno as vezes dificil de ser reproduzida na pratica.

Por se tratar de um trabalho de pesquisa e, portanto, de carater iterativo, as consideracdes
aqui propostas podefio ser sempre reavaliadas e, caso seja necessario, redefinidas. Estas
consideragdes dependerio igualmente das condigbes em que sera construido o protétipo
experimental { o tipo de engastamento quie. se conseguird garantir na pratica, carga na extremidade

livre ou néo,... ).

Além do problema de se definir adequadamente as condigdes de contorno, em uma analise
mais acurada, por exemplo, a influéncia do amortecimento e excitagio provocados pelo ar sobre a
estrutura flexivel poderia ser considerada, dependendo das dimensdes da mesma. Este efeito se
agrava para estruturas { do tipo das estudadas neste trabalho ) que apresentam seccic reta
transversal muito fina e larga. Uma verificagio cuidadosa precisaria, entdo, ser feita para verificar
se esta influéncia ¢ significativa ou ndo. Neste trabalho, devido as dimensdes da estrutura que se

pretende estudar ( simular e construir ), este efeito foi negligenciado.
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Capitulo 3

Equacoes do movimento para uma estrutura flexivel de
rastreamento de membro inico considerando pequenas

deflexdes

3.1 - Introducio

O estudo de sistemas dindmicos flexiveis, por ser um topico complexo e abrangente, ¢

tratado de inimeras e dispares maneiras na literatura, conforme pdde ser verificado nos capitulos 1
el

Pretende-se abordar iniciaimente sistemas continuos flexiveis de rastreamento considerando-
se pequenas deflexGes. Para tal, muitas simplificagdes, como poderdio ser verificadas no decorrer
do texto, serdo adotadas. Trata-se de um primeiro modelo planar para um sistema fisico
compiexo. Modelos com as simplificagdes apresentadas neste capitulo ( a maior parte ou todas )
podem ser comumente encontrados na literatura. Um modelo mais completo ( e também mais

complexo ) ¢ original para o mesmo tipo de sistema sera tratado no proximo capitulo.
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Sob certas circunstancias, a abordagem aqui apresentada podera se mostrar ideal. Algumas
destas circunstincias : estruturas { tipo viga ) ndo muito longas, sec¢Oes retas ndo muito finas,...
Mas o qudo longa pode ser a estrutura ou o qudo fina pode ser sua sec¢do reta ? Sem maiores
cuidados, pode-se estar lidando com problemas tipicamente espaciais ( tridimensionais ). Por
exemplo, uma estrutura muito fina e muito longa podera apresentar tor¢do, um efeito ndo

considerado em um modelo planar mas que estara acontecendo no modelo fisico real.

O método utilizado tanto neste capitulo quanto no proximo para se obter as equagdes do
movimento é conhecido como Principio Estendido de Hamilton. Este método trabalha com a

energia acumulada e/ou dissipada em um sistema dindmico durante a sua evolugdo no tempo.
3.2 - Vetores posicido e velocidade

Considere-se uma estrutura flexivel de rastreamento sujeita a pequenas deflexdes e
conduzida por um torque aplicado ao eixo de rastreamento, movimentando-se no plano, conforme

mostra a figura 3.1,

A posigdo de qualquer ponto P ao longo da estrutura, em termos do sistema de referéncia

inercial, XY, ¢ definida como:

R =(xcos® - vsen®)i + (xsen® + v cos®) (3.1)

aonde i e j representam os versores ao longo dos eixos do sistema de referéncia inercial, X e Y,
respectivamente, ¢ aonde x, v e © encontram-se definidos na mesma figura 3.1.

Neste modelo, em relagio ao sistema de coordenada local que rotaciona juntamente com a
estrutura, qualquer ponto sobre a mesma move-se verticalmente para uma nova posi¢io apos a
deflexdio ( paralelamente ao eixo y ). Para pequenas curvaturas, os deslocamentos longitudinais

podem ser negligenciados.
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A velocidade de qualquer ponto ao longo da estrutura pode, por conseguinte, ser escrita

Como :
R = (% cos® - xsen®@® - vcosOO - vsen® )i +
+ (% sen® + xcos@O + v cosO - vsen@®O )] (3.2)
Y
y
' X
L :
X

Figura 3.1 - Estrutura flexivel de rastreamento ( planar )
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Para se determinar a expressio da energia cinética acumulada durante o movimento de
rastreamento de tal estrutura, necessita-se obter o modulo ao quadrado da velocidade, ou seja, a -

norma ao quadrado da equacgio (3.2 ).

O modulo de ( 3.2 ) pode ser escrito como :

|R | = [(% cos® - xsen® O - vcos®O - v sen® )’ + (% sen® + xcos@O + v cos® -

-vsen®@O )12
ou :

IRI= (0% + 2%v 6 -25vO +v20% + o2 + 52 )2 (33)

Desta forma, agrupando termos e elevando cada lado da igualdade ao quadrado, obtem-se :

2

IR = (3+x0 Y + (x-v 6 )?
De acordo com o modelo adotado, x = 0. Entdo :

-

- IRI = (+x0 ) + (v6)? (3.4)
3.3 - Lagrangeano e trabalho das forcas niio conservativas

A energia cinética ( EC ) ¢ encontrada multiplicando-se a massa infinitesimal, pdx, aonde p
representa a densidade do material da estrutura por unidade comprimento, pela norma ao
quadrado da velocidade, equagio ( 3.4 ), e integrando-se sobre o comprimento da estrutura. A

parcela correspondente a energia potencial sobre o sistema é representada pela energia de

deformacéo transversal da estrutura ( EP ). Ou seja :
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EC= % T Pl (V+xO) + (v @) Jdx (3.5)
0

EP =Y T EI(v") dx (3.6)
0

Neste primeiro modelo, a curvatura devido a flexibilidade do sistema sera representada

apenas por v" _ Esta consideracio encontra respaldo na maior parte da literatura consultada.
O lagrangeano da estrutura, considerando-se um {nico membro flexivel, torna-se, portanto :
L=EC-EP

ou:

L=%Tp[(l‘?+x(:'))2+(1’®)2]dx—’/%TEI(V")de (3.7)
0 0

Caso houvessem outras estruturas conectadas a esta ( como varios membros de um
manipulador robético ), o lagrangeano do sistema seria a somatéria das energias acumuladas em

cada uma destas.

Assumir-se-a aqui que o trabalho das for¢as externas nio conservativas { neste caso, o
trabalho realizado pelo torque ( T) gerado pelo motor ) pode ser expresso simplesmente

por:

&
il

To (3.8)
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Considera-se também, neste trabalho, que ndo haja significativa interacio entre atuador
( servo-motor ) e estrutura no engaste, de tal forma que esta possa ser desprezada. Esta interagdo,
caso seja significativa, torna-se responsavel por uma descontinuidade dos modos do sistema
na origem ( engaste ). Ou seja, este efeito afeta de forma significativa os modos de vibrar da
estrutura. Estes modos serio de extrema importincia, como serd visto mais adiante, na

discretizagdo das equagbes do movimento.

Para que a interagdo seja desprezada, a relagdo Ib/Is ( inércia do brago { corpo
rigido ) sobre inércia do servo-sistema ( motor + sistema de transmisso ) ) deve ser maior que
10. Este ¢ o caso para o manipulador projetado neste trabalho, como pode verificado no

apéndice C.

A condi¢io de contorno para a estrutura a ser analisada neste trabalho pode, entdo, ser

considerada como engastada-livre.

A interagdo entre o torque do motor e os modos de vibrar da estrutura é muito bem
discutida nos trabalhos de Garcia [ 14 1.

3.4 - Aplicaciio do Principio de Hamilton Estendido

De acordo com o Principio de Hamilton Estendido ( [ 17 ], [ 18 ], [ 19 ,1207):
t2
S[(L+W,)dt = 0 (3.9)
4

com &(f)=0(t,)=0.

Substituindo ( 3.7 ) ¢ ( 3.8 ) no primeiro termo de (3.9 ), obtém-se :
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) £2 L
5[ L+ Wyt = 5[ (4 p[1(0x +) 2+ (6w e - —Efj(v") 2+ TOYdt =
1 0
2 L
j' {pj [(Ox + V)S(Ox + v} + (OV)S(Ev)}dx — EI j (V6" d + TS0}t =
f1 0 0
2 L
= [ (0] 16 + 9)(x00 + 6 + ) + (6v)(v80 + 6 - I f (v")S(v" ) + To8}dr =
1 0

rz L ‘. . » - .
mf{pj{(éx%—v)&? +(V0+x0%) + (6v? +6x* +vx)60 +(6%v)dv]dx -
I3} Q

- EI f (vS(v"Y dx + TS58) dt
0

Fazendo a integragio por partes dos termos multiplicados por &,56 e »{ e

posteriormente &) e eliminando-se os termos multiplicados por & ( uma vez que ndo ocorre

variacdo neste parimetro ), obtem-se :

12 I
5](L+W Yt w«p". [(9x+v)5vf Ve - pI[I(@x+9x+v)§vdx]dt
t1 O

L 2 L
+p[[(6v* +6x? +x)88| 1 — p[[[(6v* +26m + Bx* +20x% +vx + v ) SOkt +
¢

t1 @

t2 L

+p[lf @ viov e rdr - j’ [EI(v™)ov'|E 1 + j (EI (v )|t - f [f EI(v*)évdxldr +

0

2

+[( To6)a

tl
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Resultando :

rz tr L L
[ (L+ W, ydt= [ {[[ (p(6*v - bx - ¥) = EPv™ Yo Ip(-—ﬁ’: ~ 260w — Bx —ix )88 dx + TOO) dl

11 ]

(3.10)

mais 0s termos de contorno -

L
[(Lp(6x +v)100] 2yt (3.11)
f[(E[v’")&r[g 1dt (3.12)

L
[l v + 6% +ix)80| 31t (3.13)
0

T[Efv"&ﬂ

2}

Sdt (3.14)

Como dv e &6 sdo considerados nulos nos tempos t;e t | as expressdes (3.11 ) e (3.13)

se cancelam, justificando { 3.9). De acordo com a mesma expressdo ( 3.9), as expressies

(3.12)e( 3.14 ) podem ser reescritas como :

[(EN" 8, +[ENV" 0], dt =0 (3.15)
t}

t2
[(ER"8" ),y + EN"S7 ], i = 0 (3.16)
3]

Em x = 0, devido a condi¢do de engastamento da estrutura, tem-se que & (0,t) = 0 e

n' (0,t) = 0. Devido a0 mesmo fato, emx =0 -
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v(0,t)=0
vi(0¢t)=0

Portanto, para satisfazer (3.15)e (3.16 ) :

Elv™(L.1)=0 (3.17)
EN(L,1)=0 (3.18)

que sao condigdes de contorno para o problema em estudo.

Assim sendo, as seguintes equagdes do movimento de rastreamento sio obtidas de (3.10),

aplicando (3.9)

{ plOv: <260 +6x% +ix] Jae=T (3.192)

O Sy

pl6*y — bx — V- Ev™ =0 (3.19b)
mais as condi¢des de contorno:

W0,6)=0
vi(0,1)=0
EN"(L1y=0
ENV"(Lty=0

A equagdo (3.19a) representa a equaciio do movimento relacionada ao comportamento de
corpo rigido da estrutura ( rotagdo em torno do eixo de rastreamento ) ¢ a equagdo (3.19b)
representa a equagdo do movimento relacionada ao comportamento flexivel da estrutura associado

a pequenas deflexdes na diregdo y do sistema de referéncia movel ( local ).



3.5 - O método dos modos assumidos e as equacdes discretizadas do movimento

O método dos modos assumidos, também conhecido como método de Ritz, pode ser
entendido como um método que busca resolver o problema de se trabathar com os infinitos graus
de liberdade de um sistema continuo. O método consiste em discretizar o sistema composto pelas
equagdes do movimento do sistema valendo-se de uma expansdo. Desta maneira, o sistema podera
ser trabalhado como possuindo n graus de liberdade. De outra forma, a variavel relacionada ao
comportamento flexivel da estrutura v (x,t) pode ser reescrita de forma discretizada atraveés da

expansdo :

h.
vt = Q. i(x) (1) (3.20)

1=l

aonde n representa o numero de modos ( ou fatores de forma ) adotado na discretizacdo e

considerado suficiente para representar satisfatoriamente o comportamento dinimico da estrutura
[191]

Cada uma das fungdes ¢: (x) que aparece em ( 3.20 ) representa cada um dos modos
proprios do sistema. As varidveis q; (t) sdo os parametros do sistema que se pretende determinar

daqui por diante, através das equagdes ( 3.19 ) discretizadas.

A expressdo (3.20) ser4, entdo, substituida nas expressdes (3.19a) e (3.19b), resultando

Pé(zzﬁ%%qjj +2pb 122%@%@,} + pbx’ +pXZgé,éii: T (321)

=l H i=1 y=l|

-,3 Av ve .M - - ‘v "
pg-z¢£qr’-p9xmpz¢iqi_uz¢j g, =0 (3.22)
=] i=i

=l
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Integrando (3.21)de x =0 ax =L e fazendo :

L, = j. px’ dx
0

I = ff px & (x) dx
0

L
¥, :J'pqt‘,cé}dr
0

Obtem-se:

- I . ’v N NN
LO+ 2 LG +63 v, qq, + 203 2 v, 94,=T
=}

i=t f=i =] j=i

aonde, I, representa o momento de inércia de corpo rigido da estrutura em tomo do eixo de
rotacao, q; € q; representam varidveis temporais de deflexfo e [; representa cada um dos momentos
de inércia da estrutura em relagio ao eixo em torno do qual ocorre a deflexio ( ou a inércia

associada a cada um dos modos escolhidos ).

O mesmo tipo de procedimento € aplicado & equagio (3.22). Neste caso, multiplica-se,

antes da integratdo, toda a expressdo por um autovetor ortogonal ¢, a fim de se desacoplar as

variaveis espaciais ¢; , resultando :

N N - Iy
PO’ D G8q, ~ pby x — P Bii, ~ EIS ¢™dq, =0
I=i f=3] i=1

Integrando-se de x =0 a x = L e fazendo -
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&= [ ppaix
=] px,

L
0, = [ E14 ¢dkx
1]

obtem-se:

AN N . N
oc, "Zéb.rqx “E“(Z O, W, - g-zé},]q{ =0
=1 =] =i

Desta forma, tem-se o seguinte sistema de equagdes diferenciais discretizadas do movimento
para a estrutura flexivel de rastreamento ¢ de membro Unico considerando-se pequenas

deflexdes:

—

. NN . N N
9(1,,+ZZW q,qJ 2 Ld +203 3y, q4,=T (323)

i=t f=i i=1 i=} j=1

Zéfﬁc}z + éé'f’ [Z Ou"" -6 Zéi]q, =0 (3.24)

mais as condi¢Oes de contorno:

n

EI D :(0)q(t) =0 (3.25a)
i=1
n -

EI D, ¢:(0)g(t) =0 (3.25b)

i=}

EI D, ¢ (L)qi(t) =0 (325¢)

i=1
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1K
ELD. & (L)g(t) =0 (3.25d)

i=l1

O pardmetro ¢; (x) sera discutido a seguir. As equagdes do movimento para um sistema
qualquer ( estudo de caso ) poderdo, entdo, ser facilmente obtidas. Estas equacdes sio
apresentadas no capitulo 5 deste trabalho com as simulag3es tanto para este caso quanto para o

caso que sera tratado no proximo capitulo ( grandes deflexdes ).

Na equa¢do 3.23, a fim de que o conjunto completo motor-transmisséio mecdnica-estrutura
Slexivel possa ser estudado, o pardmetro T ( que poderia ser o perfil de torque 2.1 sem a inclusio
das equagGes do motor cc ) devera ser substituido por N Ty , aonde N, representa a relacio de
transmiss@o dada por N, : 1 e Ty represéma 0 torque gerado pelo motor de corrente continua,

especificado no apéndice A através das equagdes do motor.

As equagbes 3.23 e 3.24 serdo adimensionalizadas no préximo capitulo. As equagdes

completas motor-transmissdo mecdnica-estrutura flexivel serio apresentadas no capitulo 5.

3.6 - Determinaciio dos fatores de forma

Os fatores de forma ( ou modos proprios ) e as frequéncias naturais para o braco do
manipulador flexivel podem ser verificados analiticamente a partir da solucdo da equagdo da viga

engastada-livre, sem amortecimento de qualquer espécie e livie de esforcos externos dada
por ( 3.26 ).

G —wig=0 (3.26)
Esta equag@o pode ser verificada em muitas referéncias, por exemplo, [ 14 1e [ 20 ].

Resolvendo-se a equagdo da viga ( 3.26 ) com as condi¢cdes de contorno de acordo com o

modelo adotado, obtém-se uma equagdo transcendental do tipo [ 14 J;
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w:

[
1 + cos(x)cosh(x) - : i 4 {cos(x)senh(x) - sen(x)cosh(x)) =0 (3.27)
X

aonde x = a; L representa cada uma das raizes da expressio acima e Is = Iy N& representa a
inércia efetiva atuando na estrutura conectada ( engastada ) ao sistema de transmissdo, Iy
representa a inércia do motor ¢ N a relagdo de transmissdo considerada entre o motor ¢ a carga

do motor, no caso, a estrutura flexivel de rastreamento.

Com os valores de a; L pode-se determinar a frequéncia natural do sistema em rad/s atraves

da expressdo [ 14 ] :

wi=(aL ) V[n—a% [ rad/s | (3.28)

Obtendo-se w;, a conversio da frequéncia natural em Hz devera ser efetuada através de:

freq; = 0.1592 w, [hz ] (3.29)

Desta maneira sera determinada a frequéncia natural para o brago flexivel sem carga na

extremidade livre e levando-se em consideragdo as caracteristicas do motor de corrente continua e

o sistema de transmissio.

O sistema completo constituido da estrutura flexivel de rastreamento ( por exemplo, um
manipulador robético ) associado a uma carga na extremidade livre ( por exemplo, um objeto
sendo transportado pelo manipulador ) devera ser analisado em um trabalho futuro de
doutoramento. Nesta situacio, a analise torna-se muito mais complexa e o sistema ndo podera
mais ser analisado no plano. Muitos efeitos entdo desconsiderados, poderio torna-se

preponderantes ( torgdo, pré-deformagdo devido ao manuseio de cargas, ..).



Os valores encontrados para a; ( através dos valores de a; L determinados atraves das raizes -

da expressao (3.27) ) devem ser inseridos na expressdo para os modos ( autovetores ) a seguir
[14]

dn(x) = Ai[ cos(a; x) - cosh(a; x) +an( sen(a; x)+senh(a; X))ty (sen(a; x) - senh(a; x))]

(3.30)

aonde:

A; = constante de normalizagdo

oL’

(a;L)’Ig

sen(a;L) — senh(a;L) + oy (cosh(a;L) - cos(a;L))
cos(aiL) + cosh(a;L)

YN~

Os valores obtidos para as trés primeiras raizes da equagdo ( 3.27 ) e as respectivas

frequéncias naturais em Hz sdo mostrados na tabela 3.1.

- a L frequéncia natural ( Hz )
1.8780 _ L7194
4.6943 10.7430
7.8548 . 28.8613

Tabela 3.1 : Autovalores para o sistema manipulador flexivel
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3.7 - Estudo de caso : primeiras consideracdes

Sejam os valores da frequéncia natural obtidos através da solugio da equacgdo transcendental

¢ que constam na segunda coluna da tabela 3.1.

Fazendo L = 1.2 m, por exemplo, obtém-se os valores para a; que constam na tabela 3.2.
Este valor para o comprimento da estrutura flexivel de rastreamento é aquele com o qual se

pretende trabalhar ao longo de todo este trabatho.

O prototipo experimental tratado no capitulo 6 e apéndice C sera confeccionado com este

mesmo comprimento 1.

1 a L a

1 1.8780 1.5650
2 4.6943 3.9119
3 7.8548 6.5457

Tabela 3.2 - Valores para g

O estudo do comportamento de estruturas flexiveis poderia ser feito variando-se o

comprimento da estrutura. Neste trabalho, manteve-se o comprimento constante e buscou-se



variar a sec¢do reta transversal. Em vistas do pequeno parimetro adimensional de perturbagio <,
que sera apresentado no proximo capitulo e esta ligado a adimensionaliza¢do das equacdes do
movimento, estas alteragdes irfo representar um maior ou menor acoplamento entre as equagdes

do movimento.

As expressdes analiticas para os fatores de forma para os trés primeiros modos do sistema

s80 escritas a seguir e plotadas na sequéncia.

dy(x) = A, [ cos(1.56350x) - cosh(1.5650x) + 0.003363 { sen(1.5650x) + senh(1.5650x)) -
- 0.731968 (sen(1.5650x) - senh(1.5650x))]

{331a)
$2(x) = Ay c0s(3.9119x) - cosh(3.9119x) + 0.000215 ( sen(3.9119x) + senh(3.9119x)) -
- 1.018242 (sen(3.9119x) - senh(3.9119x))]
(3.31b)
$3(x) = A; [ cos(6.5457x) - cosh(6.5457x) + 0.000046 ( sen(6.5457x) + senh(6.5457x)) -
- 0.999179 (sen(6.5457x) - senh(6.5457x))]
(3.31¢c)

Para os graficos a seguir, as constantes de normaliza¢io A, foram consideradas iguais a 1.
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Os trés primeiros modos de vibrar do sistemna viga engastada-livre analisado



e - - - e . - - W Y W - W . - . -

—_——

3.8 - Observacodes finais e conclusdes

A teoria desenvolvida neste capitulo leva em consideragio pequenas deflexdes apresentando
uma expressdo simples para a curvatura. Esta teoria pode ser uma boa aproximagdo para alguns
casos ( bragos ndo muito longos ou ndo muito finos ) e é frequentemente encontrada na literatura

(porexemplo, [ 21],[22],[23],[24 ).

No entanto, a-feoria que considera grandes deflexdes pretende ser muito mais geral para
aplicagdes aeroespaciais ( bragos posicionadores de satélites, painéis solares de satélites,
antenas,... ) assim como para o estudo de pas de helicoptero e pas de turbinas, por exemplo. Esta

teoria € desenvolvida no capitulo 4 deste trabatho.

Nao foi discutido neste trabalho o tipo de material que poderia estar envolvido na confecgio
da estrutura flexivel. Por razdes obvias, buscar-se-a trabalhar com materiais bem conhecidos na
engenharia e que possuam propriedades constantes ao longo da estrutura, como é o caso dos

materiais metalicos ( aco, aluminio,... ). O aluminio geralmente é escolhido por ser mais leve.

Simulacdes sio efetuadas no capitulo 5 ( para pequenas e grandes deflexdes ) e resultados
sao comparados. Até que ponto o equacionamento desenvolvido para pequenas deflexdes mostira-

se eficaz 7 Quais foram as consideracdes feitas a mais e quais as diferengas verificadas no

comportamento do sistema ?

Os modos de vibrar que aparecem na figura 3.2 serviriio como base para posicionamento de
sensores para aplicacbes futuras. A idéia sera fixa-los nos locais aonde ocorram as maiores

deflexdes na estrutura. Esses sinais poderdo ser utilizados em um futuro sistema de controle para

este sistema.

O fato de posteriormente alterar-se o tipo de material da estrutura e o formato de sua

sec¢do reta ndo alterara em nada os fatores de forma obtidos ou o raciocinio desenvolvido neste
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capitulo. Logicamente, as frequéncias naturais poderdo ser maiores ou menores e o brago mais ou

menos pesado.

No caso deste trabalho, o sistema de transmissdo foi superdimensionado e podera suportar
algumas mudancas neste sentido. A carga a ser posteriormente utilizada na extremidade livre
devera ser, portanto, ajustada para este mesmo sistema de transmissio, de acordo com as

propriedades da estrutura flexivel escolhida.

Finalmente. a secgdo reta retangular da barra de aluminio ird também garantir que o
movimento de deflexdo da estrutura durante 0 movimento ( sem carga na extremidade livre )
ocorra somente no plano de rastreamento. O problema podera, entdo, ser tratado como planar.
Uma sec¢do muito fina, porém, acarretara problemas, conforme mencionado anteriormente. O

mesmo problema tratado como tridimensional aumentaria em muito a complexidade da analise

aqui apresentada.
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Capitulo 4

Equacdes do movimento para uma estrutura flexivel de
rastreamento de membro tnico considerando grandes

deflexdes

4.1 - Introducio

O modelo para a estrutura flexivel de rastreamento apresentado neste capitulo ¢ tratado
de forma a obter-se equa¢des dindmicas adimensionalizadas do movimento que descrevam o
comportamento de uma classe de sistemas que apresentem as mesmas condigdes de contorno e
caracteristicas geomeétricas. Para este fim, ¢ desenvolvido aqui um procedimento diferente e

mais forte para o estudo de sistemas dindmicos nao lineares.

Além do carater de generalidade ( as equacdes serio validas para uma classe de
sistemas, conforme mencionado anteriormente ), a adimensionalizagdo das equagBes do
movimento proposta aqui permitird que se trabalhe com um menor nimero de parametros

associado ao problema, assim como devera permitir uma melhor compreensdo do mesmo.

Esta adimensionaliza¢do tornar-se-a cada vez mais importante e necessaria quanto mais

complexo for o modelo.
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Novamente, a semelhanca do capitulo anterior, o Principio Estendido de Hamilton sera

utilizado para a obtengdo das equag¢des do movimento.

As equagbes do movimento obtidas no capitulo 3 ( para pequenas deflexdes ) sdo
adimensionalizadas no final deste capitulo a fim de que possam ser comparadas com as
equagbes do movimento obtidas neste. Os procedimentos para adimensionalizacio serdo
apresentados neste capitulo. Perceber-se-a4 como é transparente a diferenga entre os graus de

complexidade dos dois modelos.
4.2 - Modelo geométrico e os vetores posicio e velocidade

O modelo proposto neste trabaiﬁo para a estrutura de rastreamento sob grandes
deformagdes parte do pressuposto de que qualquer elemento infinitesimal localizado ao longo
da estrutura ira ocupar, apos a deflexdo, uma nova posi¢io no plano ( no caso particular da
analise bidimensional ) tendo alteradas tanto a sua abscissa quanto a sua ordenada em relagdo

ao sistema de referéncia movel xy.

Em se tratando de pequenas deflexdes, conforme visto anteriormente, geralmente supde-
se que apenas a ordenada y do elemento ira se alterar apés a deformagdo da estrutura, sendo
que a abscissa x do elemento permanece inaiterada. Neste caso, a curvatura sera considerada
linear e a estrutura ndo acumularia energia de deformagio longitudinal. Este fato simplifica em
muito a analise de estruturas flexiveis, como pode ser observado no capitulo 3, embora, em
alguns casos, pode estar contribuindo para o desenvolvimento de um modelo nio
condizente com a realidade ( caso de estruturas muito longas ou muito finas, por

exemplo ).

O modelo geométrico para a estrutura flexivel de rastreamento considerando-se grandes
deflexGes encontra-se ilustrado na figura 4.1. Dois sistemas de referéncia s3o mostrados nesta
figura : um sistema de referéncia inercial ( X,Y ) e um sistema de referéncia que rotaciona

junto com a estrutura ( X,y ), também denominado sistema de referéncia local.
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MOTOR

Figura 4.1 - Modelo representativo da deformagio do membro flexivel

A variavel 8(t) representa a posi¢io do motor de comrente continua conectado a

extremidade engastada do manipulador e, consequentemente, a posi¢do de corpo rigido do
manipulador. O sistema de coordenadas xy acompanha o movimento de corpo rigido do
manipulador e serve como sistema de coordenada local para a determina¢do dos

parametros associados & curvatura do membro flexivel ( deslocamentos transversal e

longitudinal ).

Para a modelagem desta estrutura de rastreamento adota-se o modelo de viga do tipo

Euler-Bernoulli.

O modelo de viga de Euler-Bernoulli leva em consideragdo apenas a inércia transversal e
a elasticidade no sentido de deflexdo para o continuo. Neste modelo de viga, negligencia-se
esforcos de cisalhamento e a inércia de rotacao da secgdo transversal, uma vez que as secgOes
planas permanecem planas apés a deflexdo. O modelo de Euler-Bernoullj ¢ satisfatorio para

baixas frequéncias e grandes comprimentos de onda {20]

O modelamento da iteragdo entre a estrutura de rastreamento ( viga ) e 0 motor torna-se

extremamente importante pois determina a condicdio de contorno efetiva da viga na
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extremidade ndo livre e, logo, o comportamento dindmico do sistema acoplado moror -

estrutura de rastreamento.

Seja ,novamente, a figura 4.1. Durante 0 movimento de rastreamento ( em inglés
slewing ) considerado, com a deflexdo da viga, um elemento infinitesimal qualquer sobre a
estrutura em A move-se para A'. O mesmo ocorre com um elemento infinitesimal qualquer

sobre B, deslocando-se para B'.

O intervalo AB e o intervalo A’B’ serdo utilizados mais adiante para a obtengio de
relagdes geométricas importantes entre as condi¢des ndo defletida e defletida da

estrutura.

Os componentes do deslocamento do elemento infinitesimal sobre A’ no sistema de
referéncia que rotaciona com a viga sdo representados pelas quantidades -u (x,t) e v{x;t) nas

diregdes de x e vy, respectivamente, conforme ilustrado na figura 4 2.

Portanto, a posi¢do de A’ relativa ao sistema de referéncia movel ( Xy ) € dada pela

relagdo:

Foo=(x~u)i,+ v} (4.1)

¥

que pode ser verificada pela mesma figura 4.2.
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Figura 4.2 - Componentes do vetor deslocamento de um elemento infinitesimal qualquer em A

sobre o membro flexivel apés a deflexdo

A velocidade de A' relativa ao sistema de referéncia méovel pode ser encontrada

dertvando-se ( 4.1 } em relagio ao tempo, ou seja :

;':} =[ d(x—ll) ]

xy

dv) 1+
” [ =]

i+ ,
dt Js

X

resultando:
Foy =(X =0} +V ] =V

A quantidade X € igual a 0, pois a posigdo inicial de um elemento qualquer sobre A

( ver figura 4.2 ) medido ao longo do eixo x do sistema de referéncia movel & uma constante.

Entdo:

Vet = —iil, +], (4.2)
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As quantidades vetor deslocamento e vetor velocidade relativa deverdo, entio, ser

transformados do sistema de referéncia local ( xy ) para um sistema de referéncia inercial
global { XY).

No sistema de referéncia inercial, o vetor posicio do elemento da viga sobre A'

( equagdo ( 4.1) ) sera escrito como:

Fo ={{x —u)cos@~ vsen @l +[(x ~u)sen &+ vcos@]

(43)

ou seja, projetam-se os vetores que possuem diregio dada pelos versores i.e }’}, ( no sistema

de coordenadas movel ) nas direcGes orientadas pelos versoresie; ( do sistema de

coordenadas inercial ).

A figura 4.3 ilustra a transformagio entre os sistemas de coordenadas adotados.

A velocidade do elemento sobre A', portanto, no referencial inercial torna-se:

Foo=v_ = {(i'—z?)coséwé(x—u)senﬁ—1"sen9m1-’cos£99]F+
Ry A7
+ [(% —it)sen 6 +6(x — u)cos G+ v cosf - vsen 0417

(4.4)



67

(X)) OSSO

Figura 4.3 - Transformagdo do sistemna de referéncia mével para ¢ sistema de refer@ncia inercial

4.3 - Energia cinética da estrutura flexivel de rastreamento considerando grandes

deflexdes

A energia cinética acumulada pela estrutura flexivel durante o seu movimento de

rastreamento € dada por:

-

a '

L - v
= 1pf[7 | dx (45)
Q

aonde p representa a densidade do material por unidade de comprimento

( assumida como sendo constante ao longo de todo o comprimento da viga ) e L representa o

comprimento original da viga.

Assim, substituindo (4.4 Yem (4.5 ) ;
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1 & ) : ..
= 5*;)_[[(—12(:059 —xfsenf +ubsend -vsend - vcoshh) +

+(—tsen@ + xOcosf - ubcos + vcosd — vsen Gé)z]dx

Realizando as operagdes de potencializagdo e agrupando os termos semelhantes, obtemn-

§€ 0

L
T = «é—-pj(z}z 70 w9 X0 - 2uxB + w6+ 2xO - 2vdy + 20v8)dx
0

(46)

A expressdo { 4.6 ) pode ser reescrita como :

L
T=§‘mpj{(ay+u)3+[é(xuz)+v]3;dx (4.7)
G

4.4 - Energia de deformacio da estrutura flexivel considerando grandes deflexdes

A energia total de deformagdo ( transversal + longitudinal ) acumulada pela estrutura

flexivel apos a deflexdo € dada por:

o é’u

(4.8)

que pode ser reescrita como:

V—--——jEi(“? f)(g )dx+——jEA(i’i—) dx

ou

1 g . v 1 ¢ .. u
V= ‘5‘{ M “)dx + Z—i'AA(w)(—-———)d
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e finalmente:

| i 1 ¢
v o= —[ Mdg + —| Neodx (49)
2 0 2 U

Aonde M representa o momento interno, relacionado i deflexio angular ¢ por:

_ B _E(dd
M= p _(fi{} __»EI(dJ (4.10)
d¢

Nas expressées 4.9 e 4.10:

¢ = éngulo entre a tangente & viga defletida e o eixo x do sistema de
referéncia maovel ;

dl = elemento do comprimento de arco ao longo da viga defletida

(distancia entre A' e B' da viga deformada) ;

Eaxiat = deformagdo axial ( mudanga no comprimento / comprimento original ).

A deformagio axial (£,.., ) é dada por:

dl - dx
5ww:_“&;—“ (4.11)

Os pontos A e B na figura 4.1 sdo separados pela distancia infinitesimal dx sobre a
posi¢do ndo defletida da viga. Nesta posicio, a deflexdo angular ¢ ¢ constante ao longo de

todo o comprimento da viga e, portanto, u=v =0 para todo x. Neste caso, no referencial

inercial

Fi =(xcos@)i +(xsen )]
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Na expressdo da energia total de deformagdo, ¥ representa a forga interna axial, dada
por:

N = ESGuw (4.12)
aonde:

E = modulo de elasticidade transversal da viga ;

1= momento de inércia de 4rea da secgdo reta em torno do eixo neutro -

k]

S = a area da secgdio reta transversal.

4.5 - Determinacio de dg, dl ¢ £,y

Sejaafigura(4.4):

Y4

(4-ut) dx
—
1 [}
i [ ]
H ]
L
i I
: 1
5 ;
| 8’
H
! ey R
| ]
N \ w'dx
i : N dy

.\

i g o o o . .
-

I i 1
3 ]
'?-ﬁ' Uwa;
L s )
dx

Figura 4.4 - Ilustragdo de um elemento da viga antes ¢ apds a deformacio

De acordo com a figura 4.4, pode-se dizer que:
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dl =[(1- ) +v* | dx
di = (1= 2u'+u +v? ) dx
Expandindo o/ em série de Taylor resulta :
dl = (1—u'+ivi+ D (4.13)

E a expressdo 4.11 pode ser reescrita como:

[(1= '+ 5V + ) —1]dk
dx

Savtar =

ou !

Eaxir = —t'+ L' 40(v ) (4.14)

Observa-se que a expansio { 4.14 ) aumenta em poténcias pares de v, ou seja, as

poténcias impares sdo omitidas.

De acordo com a mesma figura 4 4, ainda pode-se concluir que:

v ) v
seng = — = i
[(A—u) +v? ]‘ (1= 2u+1* v )2

seng =v' [I~2u+ivie ]2

1
seng = v'(1+ u‘——E Vi)
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' Tt 1 13 5
seng = v'+u v——~2~—v +0(v™)

Para se chegar a uma expressdo para ¢ , a fim de que d$ possa ser substituido na

expressdo da energia total de deformagdo, expande-se seng de acordo com:

1 I
seng = ¢ — g¢3+_.m Vi v'wz—v'3+._.

ou:
¢mi¢3+...: v'+u’v'-—£v‘3+,.. (4.15)
6 - 2
Seja :
g=vi+te,  (416)

aonde ¢, € uma pequena corregdo para v'.

Entdo, substituindo (4.16 )em ( 4.15) :
(V4@ Y- (Vg Y+ = vy -yt
L I O N I e ST QYL
Desprezando termos de ordem superior :
$r=u'v'—(3 - gpv"°

¢, =1 v-1v?+OH*)

Substituindo ¢, em ( 4.16 )
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¢ = v+ vi-LvP O (4.17)
Assim sendo,
dp = (v"+u" V41l V' v )
(4.18)
Algumas substitui¢des podem, entdo, ser feitas:
I dg v vV vi—v? v 40(v)
1_4¢_ : o) _ T A e R U T ERTIE SULp
u o dl T—o+ v+ (v?)
Portanto,
X 1,01 LR S e N O | SR N R TR 120 3 02 ke
— = V2V Y =3V Y - L Ry - 3 vy +3 v
7
(4.19)

Em uma analise de estruturas flexiveis considerando pequena curvatura, faz-se :

LR

=y

1
)7

aonde /£ € o raio de curvatura. Neste capitulo, porém, serdo considerados os quatro primeiros

termos de ( 4.19).

Desta forma, valendo-se de (4.18 ) e (4.19) :

B_1 .
H

1
y7;
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d A kel
49 =S (VR Y = R Y (v e e g e v' " dx
7,
d 3 g h k) - 3
__g o (“,lf-. "‘1“2:[”““"&_’![' !’ii- ‘“""E' ‘.,f-. ‘QI!- +3ll!ll|§l'!1l|+2u!_ ‘,|!-_
—"”“Il' ‘,!— "'~Hl"2 ‘,rEM_Hﬂvw M3 ‘_,14 ;,n?. )(.tf
(4.20)
Serdo considerados apenas os quatro primeiros termos em (4.20 ). Assim,
——ﬂ(\)”3+2u"1"1"‘+31:' 412 _;_vs?. vul )dx (421 )
Finalmente, substituindo ( 4.10), (4.12), ( 4.14 Je{421 )em{(49):
L
V= HEI[(") £ 20y 530 () - S Y }dHLAj( u'+ 3% ) dr}
0
{(4.22)

4.6 - Aplicacdo de Principio de Hamilton Estendido
Seja o lagrangeano L, dado por:
L=T-V (4.23)

e seja o Principio de Hamilton Estendido, que postula que:

Sj(LH’Km)dt:5j{(T—V)+ﬁ{w]dt:0 (4.24)

4

com

o(t)=56(t)=0 (4.25)
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Assim sendo, aplicando-se o primeiro variacional a expressdo da energia cinética e

notando que Jx = 0. obtém-se:

§ITdt 5j{zp.‘-{(91f~+-u) +[9(x—u)+1] Yoo} dt =

5] 0

= f{pj[(e'v, +0)5(Ov + @) + (Ox ~ Gu + ¥)S(6x - Ou + v)ldx}dt =

rL [y

= [1o[[(6v + iXv o6+ 650 + Siv) + (6 — b + (x50 + 05x — u b6 — Oou + &Y e yelt =
3] Q

2 L
= [ (o[ &y + Gy + (v + in)Gi ~ (6 - GPur OV)u+(6x — Ou+ i) +

4 G

+(0V? +6u” + v — Yu+ Ox° ~ 26ux + vx)66 Jdx ) dt
aonde os termos multiplicados por &x ja foram eliminados.

Fazendo a integracdo por partes dos termos multiplicados por &i. & e 50 -

n I

5J’sz = —[{fp(92v+9u)a:cbc}dz-j'[p(awu)&; 12 1ade - j[j(ey + 6V + i) Gy )t
—]E[j(o 9u+9v)&m]dz+j[(ar Bu+v)év ’”]afx T[T(éxmpéu..gm

+ V) Svde]dt + _[[(91’: + 0 iy — Y+ 6x - 20ux + vx) 3011} 1 -
G
t2 L

~ U] Bv* + 260 + 6 + 26hi+ itv — b+ fix” - 26x - 20ix + i Y604 ] it

[

Resultando :
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iz 2 L - - e . L »e " *
8] Tt = [{pI[ (6% v+ 26— G + G ¥)ov + | (~ v =268 — i~ 6°x + u)eiu+
I I 3 1)
L . - TS . . +n .
+ [(=6v* = 26w — 61 — 260t — iiv+ u— G + 20ux + 26ix - )30 e Yt
B
(4.26)

mais 0s termos de contorno -

(Lo +isu?1ax (4.27a)
L .
[1oBx=bu+nyovitiee  (427)

L
[1(8v* +6u* +itv—vu+ 6x* —26ux + vx) 0|1 Juke (4.27¢)
i3]

aonde as expresssdes multiplicadas por ¥ ja foram eliminadas tanto em (4.26 ) quanto em
(427ab,c).

Mas a variagdo nos tempos t; e t; sio definidas como nulas [(4.25)], ouseja:
Gt )= du(t,) = (1, )= St )= 50(1,) = 08(t,)=0

Desta forma, as expressdes ( 4.27 ) se anulam.

Neste ponto cabe lembrar que, em t = 0, considera-se que ;

6(0)=0  (4.28a)

&(0)= 0 (4.28b)

De maneira analoga, aplicando o primeiro variacional 2 expressdo da energia total de

deformacio obtém-se:
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5}31/%1: =

2 L L
= _[5{{1?1]. V' 20 W3 - S e e + %MJ.{‘?HIE"': ):dx}dt =
4} 0 i

2L
= —i—”- {E£] [Zv" SV 2V S 20V SV R 20V SV 3V S+ 61 VT Sv-SvT v Svi—Sy? v"é‘v"} +

nd

+ FA [21:’5:{‘—( V' Y 8 =21V SV vt §v’} dt}dr =

2 L
= ij{ _[[Ef (2V" 424"V + 60 V'=5v7 V") R+ (BT (20" =Sy vty 4
a0

+ EA(=2u' vV'+v° O+ EI2v' v )"+ ET(3v" ) + EAQ2u'~v'"* Yo' e ) it

Integrando por partes os termos em Sv". §v'. Su"e Su', obtem-se:

12
5[ vai=
f
f2 L
=[] (EIT-2v 2w -2 v -6 v -6 v 10V VR 50 VS
4

HLEI-20 V" =20 VSV 10V VN Y FLA( 20 200 v =B Jwm+
HIE(=2v" -2v' v 1+
FLEI(~6v" ") + EA(~200 420 V'Yt Yebe|clt

(4.29)
mais os termos de contorno :
—;- I{EI(ZV“+2¢:"V' + 6uvt - syt +
HE (20" = SV + EA(=20v v )] SE +
+ 2DV &5 +[ 3EW +EAQ2u v )G L dr
(430)

De acordo com ( 4.24 )}, ( 4.30 ) pode ser reescrita como -
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% i{ [ET(2v" +2u" + 60V = SV vy &' ] +
[EL (2" + 26" + 6V — SV ) & ], i+
% I{[(E[ (2 = )+ EA(-2uV +0)) ] +
[T 'y = 5™ ) + EA(=2u'v' +v2)) &, Y +
+% I{{zﬂw v ], +H2EN Y &, Yt +% I{[{ 3EIV + A4~ )], +
[( 3EN" +FAQ2u'—"* Nl tdt =0

(431

Em x =0, devido a condi¢do de engastamento da estrutura, tem-se que &{0t) =

ai (0,t) =& (0,t) =o' (0,t) = 0. Portanto, para satisfazer ( 4.31)

EID"(L .ty +u"(Le)v'(L,t) + 3u'(L,.t)v'(L,1) - V(L V'(L1)]=0

(4.32a)
EX" (LW (L) = 3V (L W' (L)’ ] + EA[-w(L, 0w (Lt)+3v'(L,1)’]=0
(4.32b)
ENV(LaW'(L.1)=0 (4.32¢)
FEN"(La)y + EAQ (L,0)- (L. 1)))=0 (4.324d)

que representam condigGes de contorno adicionais para o problema.

Faz-se novamente a integragfio por partes, agora nos termos multiplicados por &'e &'

em ( 4.29 ), resultando na expressio final para o primeiro variacional da energia total de

deformacio, V :

J_Tth =
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tz L
= %—I{I {IET(2v" + 2u™v'+10u" "v"+ 1 4u" v+
ty 0

+6u'vT - 10V 30w et v —SetT ) o

FEL(=20""" 20"+ Sy 10wy 4

+EA (26" + 2V - 3t ) Sy
[ ELA" Y + 20" 4 200")
+ EI(= 6v"v'")y + EA(~20" + 2v'v") | én } dc] et

(4.33)

mais 0s termos de contorno adicionais:

1 t2
—5 I{ EI (_21',!”—21‘”"}‘“" 2““ 1’,fl__ 61‘” Vﬂ_6ll!vll!+10vlvl|2+
tl

+ 5yt v'”)&’{é‘ + ET(=2v" =2v'v""" \ou (;'}dt

os quais, de acordo com { 4.24 ), podem ser reescritos como

2

I I3

E— J.{EI(—2V”'_2H”'V|- o R TARTL 6" 1-’"——61(;V'”"FIOVFV“Z-F
1

> ~ 1
=5V Ly H[ET(=2v" 20"y = 20y~ but v =6 v e

t2
* ~ I 2
+ 10V|Vf|2+5v|~ “’“!)é‘le:[, }dt +E j{ [E[(_2"“‘-“21’53"”)5Il]xm@ +
1 .

[EI(-2v"*=2v'v""You] _, }dt =0

Emx = 0, devido a condi¢io de engastamento da estrutura, tem-se que &{(0t) =

& (0,t) = 0. Portanto :

EIT=v"(L, ) = u"" (L)' (L, 0)— 4" (L, 0" (L.£)= 30 (L, v (L, 1) +
+SV(L OV (LY +5v(Le)y v'"(L,1)]=0 (4.34a)

EI[~v"(Lty =v' (L tyw"(L,1)] =0 (4.34b)



w W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W Vv W W W W W WV w W W W W W W W W W W

80

Estas novas condigdes de contorno devem ser adicionadas as condicdes de contorno

-3

( 4.32 ) obtidas anteriormente.

O trabalho dos esforgos ndo conservativos consiste no trabalho desenvolvido pelo torque
gerado pelo motor de corrente continua para movimentar a carga a ele conectada, ou seja, a
estrutura flexivel de rastreamento, através do sistema de transmissdo. Assim,

We=T 0
E o primeiro variacional do trabalho nio conservativo torna-se -
S Wee=T 56 (435)
Separando-se os termos em &, & e 56 nas expressdes (4.26),(4.33) e (435)

e utilizando a condigio necessaria para que o hamiltoniano ( 4.24 ) se anule, obtém-se as

seguintes equagdes do movimento para o manipulador flexivel de membro Gnico e continuo -

L
[{ p(=6v> ~ 260 — 60’ — 260t v + 0 — x? + 260x +
G

+292’1x—i3x) }dx: T

(4.36a)
p(ézv + 260 ~ Bx + Gu— ii) = EI(v" +u™ V44" v 6" v 3u v~
_%vn} — 10 vyt %vrl vzv)_ EA ( YV vt — __‘i_vv?. v ) =0
(4.36b)
p(—év—zes\a— ii—ézxw‘u) — EI(v'v" ) — EA(~u"+v'v") = 0
(4.36¢)
mais as condi¢gbes de contorno :
#(0)=20 (4.37a)
g(0)=0 (4.37b)



w(0t)=0 (4.37¢)
v(0,t)=0 (4.37d)
v(0,t)=0 (4.37e)
EI 2L Y = v (L) = v (Law"™(L.0)] + EAG (L) -5V (L,1)Y)=0

(4.37f)

EI[ 3L oLty — v (L) =" (Lt (L) = 3u"(L, )" (L.0) -

=36 (L OV (L 0y + V(L (L) ]+ EA[-u (L' (L.6y+3v'(1,1)P]1=0
(437g)

EIV(Ltyw"(L,H)]=0 (4.37h)

EIV(L.t) +u"(Lt)v' (L,t) + 36/ (L )V (L) — V(LY v'(L,1)]=0 (4.371)
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4.7 - Adimensionalizacio das equacdes do movimento para a estrutura flexivel de

rastreamento considerando grandes deflexdes

O primeiro passo no processo de adimensionalizagdio das equagdes do movimento

consiste em definir as novas variaveis independentes, ou seja, a variavel espago adimensional

(x" )e a variavel tempo adimensional ( t' ).

A vanavel espago adimensional sera definida como:

aonde L representa um comprimento caracteristico do tipo de sistema em analise, por exemplo,

o comprimento original da viga ( ndo defletida ).
Pode-se escrever também que :

de = L dx*

L ' t
e, portanto fdir passa a j L.
0 )
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A vanidvel tempo adimensional sera definida como:

. .1
t=Tt ou t= —t
A

aonde T ¢ um tempo caracteristico do tipo de sistema em analise e que sera definido

posteriormente. Ver-se-a mais adiante que este tempo caracteristico sera considerado como o

periodo de oscilagdo do sistema livre e ndo amortecido.

Desta forma, as derivadas parciais nas equagles { 4.36 ) podem ser reescritas em fungio

das novas variaveis independentes.

Seja a variavel dependente v ( deslocamento transversal da viga flexivel } e suas

derivadas em relagdo ao espaco e ao tempo.

A derivada primeira de v em relacdo a x* fica -

av 3 av (ﬂx*]
Ax  Ax \ Ax

mas .

entdao, na nova variavel independente :

i

oy 1(51) 438
Zx  L\ox" (4.38)

Da mesma maneira, a derivada segunda de v em relagio a x” fica :

2 (o) ofyf2)
ox\Ax) Ox| ILlox”

Seja :
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Entdo :
o?lr_ ax (c*x*)_’_i__ gx _}_ ) l( év]
Ex Sx* S6x) Léx* Lox* Llgxx
Portanto :
A8)-+EH2) -2
&a\&) ' &\& I} s
E finalmente :

S 1 {52\-’)
T =T 439
ox L\ Sx"" ( )

De maneira analoga is derivadas primeira e segunda, segue que a derivada terceira de v

em relagio a x” sera :

3

ox L \ax’) (4.40)

e a derivada quarta de v emrelacioa x* sera :

v 1%y
oxt ?[é’x”J (4.41)

O mesmo procedimento pode ser empregado para » e suas derivadas espaciais. Basta

substituir v por # nas expressdes ( 4.38 )-( 4.41).
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De maneira andloga a efetuada em relagio a variavel independente espacial, em relacdo a

variavel independente temporal pode-se chegar a expressdes como:

v _ 1—(-‘33”) (442)
ot T\ Ft
2 2

gy =—2~[—f—-—~:¥} (443)
ot T\ F¢°
u  1{ Su
AL 4.44
at T[a"t ) ( )
1 (ﬁqu

== — 445
ot TP\ o ( )
ce 1! 70
A 4.46
ot T[a"t ) ( )
e 1 (s? J

S 4.47
ot T\ gt (4.47)

As derivadas parciais dos pardmetros dependentes nio adimensionalizados em relacdo
a0s novos parametros independentes adimensionalizados ( expressdes ( 4.38 )} - ( 4.47 )

deverdo, nesta altura, ser introduzidas nas equagdes do movimento ( 4.36 ).

Desta forma, as equagdes ( 4.36 ) serfio transformadas em

J;' 1(@%9}72 21[59)1[&\»)}) 1(&29}: 21(59)1(&;]
T | Tk TA Ay > T gt Tawa (U — L e * -
21T e o )T\or)" " TP Gr> T\or)T\ar)"
1 { &% 1 &Zv) 1 (529) s e 1 [éﬁej .
~ (ﬁ;"zj +T2(c?t'2 u— 7\ 577 L°x +2T2 FIE ulx +

Su . 1 [ &% . .
® L -y ¥ L de = 4'4
[é’t J t T (c?ﬂ} x:f } (4.48a)
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(4.48b )

I ov )1 é’“v] l(c”’zu) 1( Ev) i{élvj
Bl 2| S || o | |- BA| -2 2| 2| L OV )
E{%(&x )L“(é’x“‘ ] [ s\ax) " ox ) Flox™

(4.48¢)
Colocando-se termos em evidéncia nas equagdes ( 4.48 ), obtém-se -
i Iy - 5 22 ’ -
ay . 7 g . &
H 25222292 2
L TP \ar? St' N\ St ot : Ot
fo‘ﬂuJ é’zv) (az ) s s féﬂe] .
- "3 *9 - *1 i 2 PR i
Lét_w% ST at_Lx +Lat_uLx+
2
+2 ﬁﬂ(f?”,jm‘-.[‘?.‘;}m Lk =T
é ot 7
(4.492)

yan é’zv]w[§38) . (aze} 28
TZ[ [a:"?- o) e “2( or

(-
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(4.49 )
ran aZQJ)_ (0“ ](m\ _[(7211.) (ﬁ@]l ,, (am" )
Tz[ (ax” VA o) e ) B GE)
EIN 10 &v [ &'y EA S 10 & 3\ o'
- 1 - * - 5 - e o M D mo
Pt ) )- 2 a2 )
(4.49¢)

Desta forma, todos os termos dentro dos colchetes em cada uma das expresses 4.49
passam a ter dimensdo de metro ( m ), com excegdo da primeira expressio ( 4.49a ), que passa
a ter dimensdo de m® .

Lu}
Multiplica-se, entdo, cada uma das expressdes ( 4.49 ) por ISR obtendo-se :

i 4 42@ [ 3y ~ 2 S0 -
A== H‘iz vea| S o S 2 22 Lh
0 KT L at at It 2t at at

ki o? (& . 56 )

[ﬁ i]va—( ,‘;]u—— | f,gl L*x"? + 2 —|ulx +

ot ot \Jt ot

op W] . (é“zv . . A
2| e —iLx - | L Ldx =T —
’ [ét )(&t YD “ 7}

(4.50a)
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51 av]"'(a“v] AL _X_[a"zv)
2 P\ ox" ox? I L\éx"*

(4.50b)
pL* (529}_2[_&3)(@) [ﬁzu] [a )’[ * (ae]“
EIT* | "ot ot \or o) “\ar )T e )"
2*}{5‘)}[0%] A (c?u)%zl(df\(ﬁlxj o
L\ox N\ox™ I ox )" “L\ox NaxT) |7
(4.50¢c)
pl' AL .
Os termos 7 € T Que aparecem multiplicando o primeiro e o Gltimo colchetes

nas expressdes 4.50, respectivamente, sdo adimensionais, pois

P kgl mint) ,
BT [N/ mm )] )
AL [m'im']
T = ] ={1]
Ent3o, fazendo :
AL
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4
pode-se dizer que T?= —%Lf— Logo,

_ Vi P
que representa o periodo de oscilagio do sistema linear livre de esforcos e ndo amortecido.

As equagdes ( 4.50 ) serdo, entdo, reescritas como |

I 2 -2 e A
{59 (22)e)- (20 42212
5 ot ot J\Gt ot ot A\ Ot
Su &'y a'a) . ., 50 .
_(—é;—]v +[;?-;:y)u— (;??]L x +2(§t*2]u[,x +
0 au) . () ] : A
- —iLx - 5 L L =T —
A (G e

(4.512)
-('5”2"){‘5’“9),5 ,__{ 2 } +2{ ae}[ a::}(&e}[ 6 )
| Lo 57 5 )Y ot )\ or o)\ or )t T
_r(é"v] +_I__( 0"411}( év}+4_i_[ 5?31; [ j { )( ]
oxt L\&x™ i ox" 5t N\ ox’ .
1[ é‘u](a”"‘yj E(a“* )[é’zv][ 63;/} [ }
+ Jo . L' B 07 ~ 2 Fy" 3
I\ dx ox L Ka ox’ ox 2L‘
51 c?v)z[a"“v) AR mm]{c??'v)[ au) { J{_&fm_]
2 2\6x" ) \ox™t 1 Liax Nox ) 212 ox )
1 é’v)[@zzzj 0
L\éx" \ox"*) i
(4.51b)
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(4.51c)

Seja a frequéncia natural para a vibragio transversal de uma viga engastada-livre

('sistema linear, ndo amortecido e sem a influéncia de esforcos externos ) dada por;

El
oL

£, = (4.52)

Consequentemente, o periodo associado a esta frequéncia sera dado por:

pL
Tr= 4.53
T - ( )

O periodo Tr sera o tempo caracteristico T que adimensionalizard a varidvel

independente tempo, conforme visto anteriormente.

Da equagdo ( 4.52), o parametro pequeno de perturbagdo € para o problema em analise

5

=l

estard associado com o termo

Este termo pode ser reescrito como -

2

1
s &

2z

aonde s representa o raio de giragio da area da seccdo reta ( S ) e L representa o

comprimento da viga nio deformada. Para uma viga tipica, € << 1.

Portanto :
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13

~

=

(4.54)
O proximo passo no sentido da adimensionalizagdo das equaces do movimento, agora,

consistira em definir as novas variaveis dependentes v, w e @, as quais deverdo ser

substituidas nas equagdes ( 4.51 ), aqui reescritas incluindo o pardmetro < :

i 222422,
! or or Nor')” \or )" T e \ar )"

(4.55a)

(4.55b)




9

(4.55¢)

Sejam as variaveis dependentes dimensionais definidas em funcio das varidveis

dependentes adimensionais como :

0=c8" ou 9:;9* (4.58)

Substituindo ( 4.56) - (4.58 ) em ( 4.552 )-(4.55¢ ) :

[ e
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Lr o, ro, gt
C?"(E@J r4 5(1—2—9 & z_:;u
2 T —~u' |Lx" +2 -
i at"’ (Lguj o ét at Lx
( qz{fj J ]
[#4 Vv
L Lx" | L' =T L
at'? ¥ 5 ¢
(4.59)

s 2 4 2 2 - " )
r L] r £ r‘ * r' * r“
R J— R . 4 -
[ 45, (o)) | et
+ ; — |+ . A LAY B
ot ot ot at L v} ax™t
rt 0. o, 20 )
[oael[45))_felglfelzs)
+ - - * e ‘.E_
LL ox or | TP T A P J
r? . + ) 2
. é’z(z;u) ﬁ(%u] 5{%1/*]}
6z ﬁxtz + '5‘3_ . -
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2 =7 2Ny r {7 3\ 000
) ~4[f_ A A7)
5 1 G{Lv){ ¢ LVJ | _E_OLLVJ]G{’"JJF
21 g cx"? el I x’ ’ éx’ J
J o
2 s oy N FAE I
o r + r i r » 5 I -
0"“ e — S 3 e 1 - -
31 [LVJ C{Ls) ] G(L‘” d !f"J 0
T2 ot ox L ox J ax B
.
(4.59)
(A () FER D
"”[ﬁg}f{” } (L-QN "{L"J avay
- -~ *T —V _2 Y . = ea —_
ot - JL &t J &t Et -
\
- 2 ’,’ 3 2 N [ \ "1
T -y r, s
"{fﬁa) Lo éﬁgﬂ[r* ) ] %L‘J]é(f)]
—_ + —_ — —_ —
or ¥ or J 2 ax J ox
St ) P e,
| 5“(}:;11 j] | c{z- v N(ﬁ"(wv w }
= Y e 42— =1 (=0
= ox - Ll Ox IL x J
\ ) J
(4.59¢)
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( 4.60a)

(4.60b )

TN
3
rl S
SR
S
P
- [}
L
A -+
T e
2r [ tﬂu o
N H ~ s
_ Sl
"= P
T =) AN
* " \I.!.i.lllf/ ©r —1—
= (% . 1. A
TR L | S
N MR RN T
= 3% 43
*9 * TN Mg
“t =t
EOS N r._.L O_H
S M 1
1 2}1 ©1 L] 1" W
“..._L A=
L M’ |
TN TN ———y
N [of
U ES R —
N N R i
I =
+ P
i . RS
.—v ' \ ;
1 AT
* L] TS uV *
e * * ol
N Md s AEaY %
LR KRN N ,
et N
I by \!.EK}!.!'J/ (o) 3
w_u... J....M rt ‘2 A
L M
M TN
TS A
(]
~ N LD
M L [a]
! _ B—
| SR

(4.60c)
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2 -4
. r- r . ) )
Em ( 4.60a )-( 4.60c ), substitui-se [ZJ por &, (L_J por &€ e assim por diante. As

3

- I .
expressoes resultantes deverdo ser multiplicadas por _ZL ( primeira expressio ) ou por
r

L . . .
— ( segunda e terceira expressdes ) a fim de se eliminar os termos comuns e obter-se a
PE

expressdo final.

Os parametros adimensionais serfo, a partir daqui, por simplicidade, retratados sem o

asterisco ( * ).
As equages do movimento ( 4.36 ) adimensionalizadas tornam-se, entio -

i
'{{ -G x'-Vx+ & ( —G v -28vv—iiv +vu+ 20ux+ éﬂx]—
0

. . L1
4 2 . — 2
e(ﬁu +291{:¢J}C&MTE16 T Ao

(4.6la)
V4" ~+~9:x + e (—m Ov-200-Gu+u"v' + du"y" +ou"v" 4+ 3u'v —
5 3 5 I . 3 N
_lov!v"vr" — _'V" . _vr vi\ _ E — vnu,p — V’?l" + ____v; vn - 0
2 2 2
(4.61b)
3 32 3 4 1,V 3 rn2 ( ’ 1 I
E?(u+t9x+9v~iv29v—2vv )+€5’(9 u)——Zku mgv =0
(4.61c)

Na primeira das equagdes ( 4.61 ), o termo de O ') sera desconsiderado, assim comao,
na terceira das equagdes ( 461 ) o termo O6°n sera desconsiderado por ser de O(&’).

Resultando ;
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Dty

{ @ x’—Vx+ e (—9 vi—28Vv~ iiv +iu+ 20ux+ ézix)}cécm‘rmm

(4.62a)
Fev" +0x + € (w»— v =200-6u+u"v +du"v" +6u"v" + Ju'v? -
5 : 2
_lovrvnvn! _ _V” _ iv: V“.J _ E(_ l”””’ _ v!un + zvr vrr) - O
2 2 2
(4.62b)
e(u+t9“x~e~6‘v+28v—2v’v' ) ——2(11’—51“ J =0
(4.62¢c)
mais as condi¢des de contorno adimensionalizadas -
g(0)=0 (4.63a)
8(0)=0 (4.63b)
u(0t)=0 (4.63c)
v{0,t)=0 (4.63d)
v (0,1)=0 (4.63¢)
(L -2 e [~ Lyl - 2Ly (L1)] =0 (4.63f)

=2v"(LO+ e 20 (LOVI(L) +v' (Le) T+ & [ Sv(Lepw"(L 1) -

=26 (L' (L) - 6" (Leyv"(1,1) — 6u' (1, 1)v"(1,1) +

+5V (LT (LE) ]=0 (4.63g)
e[v'(1L,ew"(1,0]=0 (4.63h)
V(L) + e [ (Lo L) + 3 (L' (L) — £v(Le v (L) ]=0 (4.631)
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4.8 - Separacio de varidveis e determinacio dos campos de deslocamento

Da equacao do movimento ( 4.62c ) segue que:
1 2 H a0 A2 b . '
t:’_zv’ =ge(~u—6’"xwt9v~29v+2v’v”)

(u'-_%v'zJ =~ 0(e) (464)

Portanto:

u’—%v’2 = F(t) +0( ) (4.65)

A inclusdo da fun¢do exclusiva do tempo, o termo F(f), advém do fato de o mesmo

desaparecer quando se deriva ( 4.65 ) em relagdo ao espago para se obter ( 4.64).
Contudo, as condi¢des de contorno em Su [( 4.63f N
WLy = 3vi(LeY = e[ $v"(L1) +2v' (L™ (1,1)] (4.66)

requerem que F( ¢ )=0, pois ndo depende de nenhuma fungio exclusiva da variavel

. N I 1
independente tempo. Caso F(£)=0, entdo, tanto (~—1:-’+~£v' } quanto (-u’+—2—v’ ) serio

0eg .

Logo:

0yt =g (4.67)

Resuitando:
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u” = v'v'" + 0(e) (4.68)
2

u''t = y!! gty 4 O(e) (469)

uiv = Jp iyt L it o O(E) (470)

Substituindo  as expressdes (4.67 )-(4.70) na equacico do movimento
( 4.62b ), obtém-se:

#

. , . . . 3 3 1 2
Vv +8x+ e [—sz—Qgﬁm9u+3v’v"v"'+—i—u” }— e[v’(~u’+5v' ﬂ =0

(4.71)

- r hd 1 3 - g
O dltimo termo € realmente de O( r—;') porque ( ~u' + —2—1’"} =0(¢), ou seja, utilizando

(4.66 ):

=efv e[ Tv'(L1) +2v'(Lew"(1,0)]) =
=& [ [ Ev'(Le) + 20 (Lo (L]
Seja a condigdo de contorno ( 4.631 ) reproduzida a seguir :
VLO+ E (LY (L) + 3u Loy (L) — Sv(Le)v'(1,6)]=0
Substituindo as derivadas de » de acordo com (467 )e(4.68)obtem-se :

V(LD + € VLY (LE) + 3L (L~ SV (L] =0



- . -

e

e e e AW v W W W

vI(LO+ € (LT + vy = Sv(L)7 ) vi(Ln] =0

~ 3 2 5 )
mas: v'{(1,r) + EV‘(E,I)' -~w2-v’(l,t)' =0

Entdo :
v(L1)=0 (4.73)
Seja a condigdo de contorno ( 4 63g ) reproduzida a seguir :

—vU(L)+ e[ (L (L) + 5 (LY ]+ € [-28u(l 1)+
VLV (L) = u (Lew'(L,e) ~ 3u"(L)v(L1) - 3Ly (1L,1) +
+EV(LE) v (L) ]=0

Novamente, substituindo » e suas derivadas [ ( 4.67 )-( 470)):

=v(LE+ e [-5vi(L1) + v, )+ € [~ LOu(l )+
+IV(LOV' (L) = VLV (L) = V(LY v (L) -

= 3V(LOV(LE) - V(LY v (L) + TV(LEYY!'(L) =0

—v"(L0O+ € [-50u(l, )+ V(L (L1): -
—VLOVLEY =V (LY (L) = 3V(LOY'(L 1Y ~ 2v(L 1) V(LE) +
+3V (L V(L) =0

=v(LO+ € (VLWL = VLV = V(L v (1 1) -

- 3W(LOV(LeY - 2Ly VLY + v (L) (L) ]=0

(4.72)

99
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ou .

v (L) + & @x-'(u)v"(l,:)z] =0

A qual ¢ satisfeita se:
v''(1,£)=0 (4.74)

De acordo com ( 4.67 ) sabe-se que:
I
u'= zv'“ + () (4.75)

A deflexdo v( x,t } pode ser escrita como uma expansdo da seguinte forma :

[y

v (e =Y g, (0)6(x) (476)
1=1

Aonde ¢ x ) representa cada um dos modos naturais lineares nio amortecidos do

sistema ( ou seja, os modos normais do problema linearizado ) e q;{ t ) representa cada uma

das coordenadas generalizadas de deflexio.

A forma destes modos pode ser obtida analiticamente caso o problema seja simples ou

numericamente caso o problema seja complicado em geometria, condigdes de contorno e

composi¢do.

Substituindo ( 4.76 ) nas equagdes governantes do movimento e utilizando a propriedade
de ortogonalidade dos modos ¢;( x ), obtem-se um conjunto infinito de equagdes diferenciais
ordinarias nio lineares para g; ( t ). O problema temporal € usualmente resolvido utilizando-se

um meétodo de perturbagdo tal como o método do balan¢o harmonico, a técnica de Lindstedt-

Poincaré, o método da média ou o método das multiplas escalas.
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Tomando como base a equacdo ( 4.71 ), pode-se escrever a equagio do problema
linearizado fazendo-se = 0. Para uma viga engastada. tem-se também 6= 0. Portanto.

obtem-se a equagdo comumente encontrada na literatura:
Vv =0 (4.77)

Substituindo v em ( 4.77 ) pela expansio em ( 4.76 ), obtém-se:

4:()(x) +q ()™ (x)=0
ou:

4 (1) 4(x)=~q.(1) " (x)

_4)

0 g (x)=¢"(x) (4.78)

De acordo com ( 478 ), - q—’(t—) € uma constante. Seja esta constante igual a w, . aonde

i

w, representa cada uma das frequéncias naturais do problema linearizado.

Assim,

wld (x) = ¢" (x)

Oou:
¢ (x)~w g (x)=0 (4.79)

As fungdes ¢(x) sdo solucdes do problema de autovalores e autovetores ( 4.79 ),

aonde, para um problema engastado-livre:
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$40)=0 (4.80a)
#/(0)=0 (4.80b )
$"(1)=0 (4.80c)
#(1) =0 (4.80d )

Assim, utilizando ( 4.75 ) e expandindo v através da expressio ( 4.76 ):

-

w= %{Z[q«r)@(x)]*} +0(e)

i=l

-

u'x%{Z{qi(tw(x)l} +0(e)

1 N N
u'"—*"g qqd' ¢ - +O(e)
=1 j=1

1=i ]

Integrando em relagdo a x:

U=

{Z Z qw]x[] ¢r'(§)¢f’(§)d§]} +0{e)+ G(1) (4.81)

i=1 j=i

b | —

Derivando a expressdo acima em relagio ao tempo:

A

1 L NN
i= 5{2 > qrq,rRu(x)} + %{Z >, q,-q,,R,_,-(x)}

i=] j=1 i=1 j=1l

mas, como 1j = ji
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Y
=3 quRy (4.82)
=i g=l
aonde :
R,(x)=[ ¢/(2)0)(e)de =R (x)  (483)
Derivando ( 4.82 ) em relagdo ao tempo :
N N N N
=3 > GgRit+ Y > qGiky (4.84)
i=l g=i pmi ge=|
Para #(0) =0, G(r) =0
Portanto,seja:
(—u' +%v’2) :a[ii+93x+év+29(’~v'v‘"} (4.85)
Substituindo ( 4.76 Y e ( 4.84 ) em ( 4.85 ):
l N ' N N .
(—11'4“5'1” ) e Zz(q.iqj'+q.l'q.j-)RU+82x+
i=l y=1
N .. . N . 2
+2.(Bg, +264,)6,0-3 > q,q,6:47 t +0(c?)
i=1 i=1 j=1
(4.86)

Onde, de acordo com ( 4.79 ) considera-se que:
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b = wo,
Integrando ( 4.86 ) de 0 a x, obtém-se :

1. NN | B .
Y EG{ZZ(@% +4,4,)8, 0+ 5 077 + 3 (@, +263,)V,(x) -
=]

=l =1

-iiwfq,q,w,(x)wa(r)}

=1 j=I

(4.87)

, . i
Aonde H(t) ¢ escolhido tal que —u’ + —z—v’ =0 em x = |, pois em ( 4.73 ) mostrou-se

que v’ =0emx=1eem (474 ) mostrou-se que v = Qemyx = |.

Pode-se incorporar H(#) nas definigdes de S, V. e W;, pots quando x = 1, deve-se ter

SA1) = V(1) =Wy(1) =0, a fim de que as condicdes de contorno sejam satisfeitas.

Entio:
b3 i
S(x) = [ Ry(n)dn - J, Ry(n)dn

5,00=-[| ["e1)0i()cin  (ass)

Portanto, S,(1)=0.
V()= [ o.(8)dE - [ o,(2)de

Vi) =-[6.(E)de  (489)



Portanto, V,(1)=0
W,(x) = [ 0(2)0,(5)de - [ 9180, (£)de
Wi(x)=-[ ¢/(e)6,(&)de  (490)

Portanto, W,(1)=0

Sejam as equagdes ( 4.62a )e (4.71) reproduzidas a seguir:

g S
r——.,

—GxP—Vx+ & (—é vi_20Vv— iiv +Vu+ 20ux+ éz}xj }aﬁc: T sopi

V4+vrY +0x+ e [wﬁzv—Eﬁu—@u+3v'v"v”'+5v” —

ff( ! }' !:] ![ ! I »’)
—ev" —u' + v —ev' -’ —vy =0
2 2

Substituindo (4.76 ), (4.81 ), (4.82), (4.83), (4.86 ) e (4.87) em (4.62a) ¢ (471 )

=1

(Sos) (£ 0am s £ L0 (S0 $5 Ly -

23} ful =l i=l =i

[ -oeBon)ee e -AELomee) - 26(Eun)(S00)-

+26’x(zz ~q.q,R J x[zviq,qf&- J }dxx T apn

=l j=l

{491a)
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2 - Lo 1 1 1
;(q +w'g, )¢ +6+ e { B“Zﬂqﬁ —;;{29@5(1 q, + —qq ) +9(2)qlq ]R
D

Y e+ S 4R ] ii[ﬁqq,“&l%}(‘ﬁ"" “44)-

izl pml k=

q,qjqk[3¢¢'§?5i"'~i~3¢¢5'2ﬁ"’] iiiqq}qk[u Wg T ¢¢¢§]

mM’

L2
o)
i=1 2

(4.91b)

Multiplica-se, entdo, a expresséio"( 491b ) por ¢,, valendo-se da propriedade de

ortogonalizagdo dos modos. Desta maneira, as equagdes ( 4.91b ) ficardo desacopladas em

relagdo a vaniavel espacial ¢, e acopladas somente em relagio as variaveis temporais g; .

A seguir, integra-se, ( 491a ) e { 491b )dex =0 a x = 1, obtendo-se as expressoes
finais para as equagles governantes do movimento para as coordenadas generalizadas

temporais 6e q; :

- N . . . NN NN N o 1 .
6 +2.5 4+ € [ 02.2.9(aqq,)+ 223 Ayk(qzqm +;¢11q,-qk) -
i=i =t j=l =

=1 j=1 k=l
NN
—6) > A(44,) :i= T anng
=t j=l
(4.92a)
- . u . N NN . e
éiz +w g, + afa + € I:“ & Zﬂff q, — ZZ ((;)?jfgqiq'j + "{gf 9‘?:“]; )“‘
i=i i=l j=1
N N N N N N
333 Awal4,4 9,4 )+ 22> T aq,q. } 0
=l =1 k=l r=l =t k=1
(4.92b)

aonde:
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E, = [ drg,)ax

9, = 34,6 - R,)dc

Ay =] A4 R

a, =] 3(2¢,éf—x11;-)ebr

a, = [ xpdx

A=l e+ Logipar

9 =] (2R, + 24V, + 208 g

Ae=] (éRU AT gﬁih}jj@dx

Age=[ (5,8 R ,g)pax
Ly = f;[w;wﬂéw;w (g0, + wm:')]@dxh

mais as condigdes de contorno

6(0) =0 (4.103a)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)
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4(0)=0 (4.103b )
v(0,t)=0 (4.103¢)
v (0,t) =0 (4.103d )
v™(L,1)=0 (4.103¢ )
vi(1,1)=0 (4.103f)

Na expressdo 4.92a, o pardmetro Tipp sera substituido, no proximo capitulo, por
Ng T, aonde N, representa a relacdo de fransmisséo entre o atuador e a estrutura { Ng:l)e
Tw representa o torque adimensionalizado gerado no motor e expresso atraves das equacgdes
dindmicas do motor de corrente continua desenvolvidas no apéndice A. As equagdes completas

motor-iransmissdo mecdnica-estrutura flexivel considerando grandes deflexdes serfio entio

obtidas e utilizadas para simulagio.
4.9 - Determinacio dos fatores de forma

Os fatores de forma ( modos proprios ) e as frequéncias naturais para o manipulador

flexivel podem ser verificados analiticamente a partir da solugdo da equagdo da viga ( 4.79).

Resolvendo-se a equagdo da viga com as condi¢bes de contorno de acordo com o

modelo adotado, ou seja :

#(0)=0  (4.104a)
F(O0)=0  (4.104b)
#'(L)=0  (4.104c)
$(L)=0  (4.104d)

obtém-se uma equagdo transcendental do tipo :
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# (x) = cosh(aix) - cos(a,;x) - a, ( senh(a; x) - sen(a; x)) (4.105)

aonde:

_ cosh(a L) +cos(a,L) (4.106)
a; senh(a L) +sen(a, L) |

que representa a equagdo dos autovalores do sistema livre e nio amortecido.
A substituigao de ( 4.105 ) e ( 4.106 } nas condicdes de contorno (4104 )levasa
cos( ail Jcosh(al.)+1=0 (4.107)

aonde a L representa cada uma das raizes da expressdo acima e esta associado aos
autovalores do sistema livre e ndo amortecido. O namero de raizes da equagio
( 4.107 ) ¢ infinito. Geralmente trabalha-se apenas com os trés primeiros modos proprios do
sistema e, pode-se mostrar, utilizando-se uma técnica de tentativa e erro, por exemplo, que as

trés primeiras raizes desta equacdo sdo dadas por:

- - 158 4108
ag L ( . a)
469 .
ay= T {4.108b)
- 18 4.108
&= L (4. c)

Com os valores de a; L pode-se determinar a frequéncia natural do sistema em rad/s

através da expressio:

£

Vaur

wi=(alL) (4.109)



aonde u representa a densidade do material da viga por unidade de comprimento.

Obtendo-se w;, a conversdo da frequéncia natural em Hz devera ser efetuada atraveés

de:
freq, = 0.1592 w; (4.110)

Desta maneira serio determinadas as frequéncias naturais para o brago do

manipulador flexivel modelado como viga engastada livre.

O sistema completo constituido do brago associado a uma carga na extremidade livre
devera ser analisado em um trabatho futuro de doutoramento. Nesta situacio, a anilise torna-

se muito mais complexa e o sistema ndo podera mais ser analisado no plano.

Os valores encontrados para a; ( através dos valores de a; L determinados pela
expressdo ( 4.107 ) ou diretamente atraves das expressdes ( 4.108 )) devem ser inseridos na

expressdo ( 4.105 ) para os modos ( autovetores ).

4.10 - Equacdes adimensionais do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento

considerando pequenas deflexdes
No capitulo 3 foram desenvolvidas as equagdes do movimento para o mesmo

sistema considerando-se pequenas deflexdes [ ( 3.19a ) e ( 3.19b ) ]. Estas equagdes sio

reproduzidas a seguir :

[6v: +26m +0x +ix] e =T (4.111)
P

= T

Pl —Bx—V1-EM" =0 (4.112)

mais as condi¢des de contorno:



P

ENV"(L.1)=0 (4.1132)
Elv’'=0 (4.113b)

Seguindo 0 mesmo procedimento efetuado para grandes deformacdes. as equagdes

{4111 ye(4.112 ) naforma adimensionalizada tornam-se :

i
[{ 6400+ @ 26 +2000] Jde= Tan  (4114a)
U

V+xf+v' - & v ]=0 (4.114b)

Fazendo a expansio para v(x,7) em (4.1l14a) e (4.114b), multiplicando

{ 4.114b ) por um modo ortogonal e integrando ( 4 114a ) e ( 4.114b )dex =0 a x = 1,

obtem-se ;

NN

N NN
é+zsiijl+ éz [ZQZZSUQJ(IJ +HZZ SUqu}']: T ADIM ( 41 ISa )
i=l y=l

i=1 =t gl

AN
Gotw g+ a,b- [0 X ,q,]1=0 (4.115b)
i=i
aonde:
1 .
E,= [3xg ) (4.116)
—~ i
<y :L3¢,¢,dx (4.117)
1
a,=[ xgdx (4.118)

X, = [ g g (4.119)
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mais as condi¢des de contorno adimensionalizadas :

vi7(1,t)y=10 (4.120a)
v'(1,1)=0 (4.120b )

4.11 - Observacdes finais e conclusées

A teoria desenvolvida neste capitulo, da maneira como foi aqui apresentada, ndo ¢
encontrada na literatura. Geralmente omite-se passos e/ou deixa-se indicado os procedimentos
utilizados. Pelo cuidado empregado no desenvolvimento deste trabalho, contudo, paga-se um
preco. Haja visto o niimero de paginas necessario para que se desenvolva a teoria com o maior

numero de detalhes possivel.

A mator complexidade da teoria desenvolvida neste capitulo em relagdo aquela
desenvolvida no capitulo 3 ¢ transparente. Perceba-se que para se chegar as equacdes finais,
tanto para pequenas quanto para grandes deflexdes, os mesmos passos basicos foram seguidos

( e estes podem ser verificados nos fluxogramas do capitulo 2 ).

E importante ( e interessante ), no entanto, notar que se trata do mesmo sistema
modelado de duas formas diferentes, com consideracdes diversas. O modelo adotado pode ser
0 mais complexo que se possa imaginar, porém, fica a questio @ ¢ necessario complicar

tanto ?

Em alguns tipos de sistemas, modelos simplificados podem fazer com que efeitos nio

lineares possam passar desapercebidos ou pode fazer com que ndo consigam ser explicados.

No proximo capitulo busca-se entender um pouco mais acerca desta questdo.
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Capitulo 5

Analise comparativa das respostas considerando
pequenas deflexdes e grandes deflexdes ( estudo

de casos )

3.1 - Pequenas deflexdes e grandes deflexdes : contribuicies

Quando sdo feitas as consideragdes inclusas no capitulo 4, em oposi¢do aquelas feitas no
capitulo 3, termos sdo adicionados as equagdes do movimento para a estrutura flexivel de
rastreamento encontradas neste dltimo. Estes termos sdo adicionados devido as novas
consideragdes feitas para a curvatura da estrutura flexivel ( acrescentando ndo linearidades

quadréticas e cubica ) e devido & inclusdo da deformacio longjtudinal # ao modelo para grandes

deflexdes.

Comparando-se as equagdes para 6 para pequenas deflexdes (3.1% ou 4.111 ) com as
equacdes para € considerando grandes deflexdes ( 4.36a ), observa-se que, nesta tltima,

aparecem o0s seguintes termos adicionais:



{4

RN, N

N - - Sy f . 1 " o L
& { 62.2.9, (ag,) + 222 Ayl dda, +5q;q,qk) 635 A ey |

g N N
=t sl 1=l =t ksl =1l ]

N

(5.1)

aonde :

e A, € o mesmo pardmetro definido anteriormente no capitulo 3.

Da mesma maneira, comparando-se as equagdes para v considerando pequenas deflexdes
( 3.19b ou 4.112 ) e considerando grandes deflexdes { 4.36b ), observa-se, nesta ltima, em

comparacio & primeira, a inclusdo dos termos :

N NN . ..
= { ‘*e?- Z 8”:(1; - ZZ ( €-J;J-;@q;é;j * ;\‘!er('}lq} )—
1=}

i=l =l

N N NN N
- ZZAijqui(Q3Qk *"q}éik) +ZZZ rajquinqk JL:O
=i =

N
=t pl k=i 1=l =1 k=l

(52)
aonde :

B = [ xo + oo,

€ 2, , A, Ay €T, sd0 os mesmos pardmetros definidos anteriormente no capitulo 4.
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3.2 - Equacdes do movimento para truncamento no primeiro modo : pequenas deflexdes

Considerando apenas um modo na expansio de v e pequenas deflexdes, obtem-se as

seguintes equacdes do movimento :

0+54,+€[23,04,q,+3,00°1= Twne  (53)
- qz+W13C§1+a1é"62[92‘xz1%]ﬂ0 (54)
aonde:

— 1

E,= [3(xp,) (5.5)

. ! 2

3, = [ 3¢ Cutr (5.6)

1
alﬁ_[jxgégdx (5.7)
- l 2
X, = g dx (5.8)

mais as condi¢des de contorno :

EIv"(Lt)=0 {5.9)
EIv'(L,1)=0 (5.10)

Os parametros ( 5.5 ) - ( 5.8 ) ndo dependem das propriedades fisicas e/ou geométricas de

um sistema especifico, valendo para uma classe de sistemas que possuam as mesmas condicdes de
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contorno do problema em questdo. Estes pardmetros sdo fungdes dos fatores de forma da
estrutura em analise. A grande vantagem aqui € que estes mesmos parametros sO precisam ser
calculados uma unica vez e pode-se estudar uma gama de sistemas afins. As propriedades

geométricas de um sistema especifico entrardo no equacionamento via pardmetro adimensional
2 . - N :
( para relembrar © &= pE aonde 7 = raio de giragdo da secgdo transversal da viga ( estrutura

flexivel ) e £ = comprimento da viga ( ao longo da sua maior extensdo )) e via frequéncia natural

do sistema livre € ndo amortecido w, .

Utilizando os fatores de forma definidos nos capitulos 3 e 4, os parametros ( 5.5 ) - ( 5.8)

podem ser reescritos como :

== 1293830
3, = 1.734040
o= 0431275
X,, = 0.578013

E as equagdes { 5.3 ) e ( 5.4 ) tornam-se :

8 +1293830q, + < [34680806 q,q, +1.7340408q, 1= Tom

g, +w,’q, + 04312756~ & [0.5780136°q,]=0

Com a inclusdo do motor, o termo T .opy sera substituido por :

L1
El =

Tapou = TBRACO
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L
Tavng = Ng T,\sama P

El
l— Kyg . KKy, ] L1
Taoot =N, RN, U- RN, \i()T(}RJ Ele

Ky L ( KiiKBNgL .
Tone={ ——7+— |U- ———— GBR-\CO
R,Ele L R,Ele )

Desta forma, as equac¢des do movimento para o sistema motor-transmissdo mecdnica-

estrutura flexivel( pequenas deflexdes ) tornam-se

8 + 12938304, +  [34680806 q,q, +17340406 3}—( Ryl JU (K'“KBNgL\ié
. q; . qui - qi _\R,\Ef& “\ R_\ EIG J BRACO

(5.11)

d, +w,’q, + 04312756~ * [05780136°q,] = 0 (5.12)

Na equagda do motor aqui apresentada negligenciou-se o termo J NeBioror

O parametro U que aparece em ( 5.11 ) represénta o perfil de potencial para o motor do

tipo proposto na figura 2.2.
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5.3 - Equacdes do movimento para truncamento no primeiro modo: grandes deflexdes

Sejam as equag¢les finais do movimento. Considerando apenas um modo e grandes

deflexges ;

= Taom (5.13)

I

e 9 o Lo 1 3., -
g +oq + € [ 8,,8q, +A111(Q1 Q1+"2“q1 ql)— A04,q,

g, + ngch 'f‘azé + e:{ _Buézch - 5?71116%('11 + }‘-Haéchz + ramchs -

—AmJQfm+qf¢)}=0 | (5.14)
aonde:

Z, = [ 3(cp,)elx (5.15)

8. =] g4~ xR, ) (5.16)

A = 38R, )de (5.17)

A= X248, xR, ds (5.18)

a = [x4,dx (5.19)
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A mJ:j[¢]3+x¢1'¢,+~;~x3¢1“¢])dx (5.20)

o =[ (2R84 27 9,V, +2 67 9,7 Jax (521)

A m.[:(%g,,gm 8.6V, +p, ¢»12)dx (522)

A =ﬁ(s“¢;"¢{+ R, 4. ¢, )dx (5.23)

Loy = _[){3¢a'¢1"¢z“'¢;+§¢1”3 o wi(sp; +w“¢;'¢,)]dx (524)

mais as condigdes de contorno :
6(0)= 8(0)=0
u{0)=v(O,)=v'(0,t)=0
. vi(L,t)=0

V(L) =0

Da mesma maneira que o discutido no item 52, 0s pardmetros ( 5.15)-(5.24)

podem ser reescritos como :

[1}

.= 1.293830
8, = -0.372553
A, = 2.881820
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Ay = 1361490
o, = 0.431275
By, = 1.627820
2., = 3.842440
Ay = 1440920
Ay, =1.616860
[ = -12.2261 +w* (2.09352)

E as expressdes ( 5.13 ) e ( 5.14 ) apresentam-se como :

. . .o, . |
§ +12938304, + < { - 037255389, + 2.881820[(‘11‘% +5q1—qi) -

136149084, q, } = Taom

d, + wiq, + 04312758 + 62[ ~ 16278200 q, — 38424406 q,q, - 14409206 q,* +

+(-122261+w,*(209352) )q,* - 1616860(q,*q, +4.” §, ) }: 0

As equagdes do movimento para o sistema motor-transmissdo mecanica-estrutura Sflexivel

{ grandes deflexdes ) tornam-se -

§ +12938304, + & [ ~03725538q,° + 2.881820[(’;;% +Eq;ql} -

136149004, q, J: [m —\m]émco (5.23)
k; A



d, + wiq, + 04312750 + e{ ~ 16278200 q, — 38424406 q,q, ~ 14409208q,* +

+ (-122261+w,7(209352) )q,® - 1616860(d," q, +q,° G, ) L 0 (5.24)

]

Valem as mesmas observagdes feitas para o equacionamento considerando pequenas

deflexdes.
5.4 - Equacio do movimento para estrutura rigida

Um outro caso que pode ser comparado aos casos dos itens ( 5.2 ) e ( 5.3 ) diz respeito

ao modelo da estrutura tratada como rigida. Para este caso, a equacio do movimento torna-se -
L.0=T (5.25)

aonde I, representa a inércia de corpo rigido da viga ( brago ) em torno do eixo do eixo de

rastreamento. Adimensionalizando 5.25 :

. Lt pl
6 = Taraco = — *~—
B Rl e 1,

3

. pL
8 = Tapny —
lz7

¢ incluindo o motor, tem-se:

. pL’ Ky L KuKgN,L1,
- (St (e
I72 R, Ele R, Ele




- - _ i - - - - —— - - - .

—

122

3.5 - Simulacio das equacdes do movimento : rigido, pequenas deflexées e grandes deflexdes

As equagdes ( S.11 )-( 5.12 ), ( 523 )-( 524 ) e ( 5.25 ) tentou-se numa primeira
abordagem resolver numericamente valendo-se do recurso de diagramas de blocos do software
SIMULINK™. A utilizagdo do referido software visou a obteng¢do de primeiros resultados acerca

do comportamento do sistema.

Devido & complexidade da malha para grandes deflexdes ( considerando truncamento em
apenas um modo ! ), a0 acumulo de erros quando se considerava tempos grandes de simulagio e a
lentiddo da simulagdo ( passos da ordem de 107 eram necessarios ) este recurso foi abandonado.
Em uma analise futura, quando se considerasse truncamento no segundo modo, a andlise através

deste software ( SIMULINK™ ) seria praticamente impossivel.

Em vista desta dificuidade, programou-se dois métodos numéricos de integragdo em
pascal. Os métodos programados foram : Runge-Kutta de 4* ordem e previsor-corretor de Adams-
Moulton. Devido as caracteristicas das equa¢des do movimento encontradas, um método de
integracdo tipo previsor-corretor era necessario. Como métodos deste tipo ndo se inicializam
sozinhos, o método de Runge-Kutta foi desenvolvido justamente para fornecer os trés primeiros
pontos. Uma vez que se dispunha de ambos os métodos, os mesmos foram utilizados e as solucdes

obtidas foram comparadas para os diferentes métodos.

Varios tipos de sec¢des retas foram utilizadas nas simulagdes. Desta forma, tentou-se
trabalhar com casos extremos de estruturas aparentemente ndo t3o flexiveis ( caso 1) e estruturas
aparentemente muito flexiveis ( caso 3 ). No caso 2 avaliou-se o comportamento da estrutura

utilizadas no prototipo experimental.

Na figura 5.1 apresenta-se as dimensdes utilizadas nas simulagdes para a geometria da

viga de aluminio ( brago do manipulador flexivel ),
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1.200 T

Figura 5.1 - Dimensées utilizadas nas simulagdes -
altura : 0.030,0.01905,0.010 . base:
0.025, 0.01207. 0.007 ( respectivamente ),

As simula¢des foram realizadas valendo-se dos dois modelos apresentados neste trabalho
para a flexibilidade da estrutura de rastreamento ( pequenas deflexdes e grandes deflegdes } e
ainda valendo-se de um modelo aonde a flexibilidade da estrutura ndo ¢ considerada ( caso
rigido ). Este ultimo modelo, extremamente mais simples, sera utilizado para a comparagio do

deslocamento angular para os trés casos.

Em vista das dimensdes da secqdo transversal, trés valores para o pequeno parametro de

perturabacdo e sdo considerados : & = 0.0000361690, € = 0.0000093339, € = 0.0000028356.

Basicamente trés tipos de graficos sdo apresentados para cada um dos casos citados:
inicialmente apresenta-se o perfil de potencial utilizado para o caso em andlise { quanto maior a
inércia do brago, maior o torque necessario e, éonsequentemente, maior a tens3o necessaria no
acionador ), entiio compara-se o deslocamento angular do brago para cada um dos modelos
estudados e atraves de cada um dos métodos de integragio mencionados e finalmente compara-se

a variavel de deflexdo temporal q;(t) para cada um dos modelos que considera a flexibilidade do
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sistema ¢ novamente para cada um dos metodos de integracio. Para o caso rigido foi utilizado

apenas o0 método de Runge-Kutta.

Para o caso | ( mais rigido dos trés casos ), a teoria de pequenas deflexdes fornece
resultados satisfatorios para o deslocamento angular da estrutura, nio importanto o método de
integracdo utilizado. Para 0 modelo de grandes deflexdes, o método de integragio previsor-
corretor fornece resultados dispares em relagio ao método de integragio de Runge-Kutta de 4°

ordem.

A amplitude do pardmetro 6, segundo o previsor-corretor, para este caso, é desprezivel em
relacdo a amplitude obtida pelo outro método de integracdo ( Runge-Kutta ). O resultado do
previsor-corretor aparece na figura 5.5 como uma linha sobre o eixo das abscissas, A forma exata

desta curva nio foi plotada aqui.

Para a variavel de deflex@o qu(t) os resultados foram extremanente diferentes em amplitude e
forma quando se compara cada um dos modelos entre si. Para pequenas deflexdes os dois
métodos de integragdo fornecem resultados proximos. Isso ndo ocorre para grandes deflexdes, As
amplitudes obtidas para qi(t) para os dois modelos envolvendo flexibilidade sdo plotadas uma
contra a outra na figura 5.8. As amplitudes fornecidas para o modelo de grandes deflexdes sio
despreziveis em comparagio aquelas fornecidas pelo modelo para pequenas deflexdes. Cabe
relembrar que trata-se do mesmo sistema modelado por teorias diferentes ( considerando pequenas

ou grandes curvaturas ).

Para o caso 2 ( utilizando valores do prototipo experimental ), praticamente ndo houve
alteragSes nos resultados fornecidos pelo modelo de pequenas deflexdes, ndo importando o

método de integragio utilizado. As oscilagdes na curva 6 X tempo aumentaram.

Para o modelo de grandes deflexdes os resultados tornaram-se melhores que os obtidos no

caso 1. Os modelos para pequena se grandes deflexdes comparados entre si fornecem novamente
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resultados dispares. O sistema. agora, ¢ mais flexivel que no caso anterior ( menor relagio entre

espessura e comprimento da viga ).

Para o caso 3, o mais flexivel de todos, os resultados para o modelo de pequenas deflexdes
se alteram para a variavel de deflexdo q(t), embora os dois métodos de integragdo voltem a

concordar aparentemente bem,

Para o modelo de grandes deflexdes os resultados tornam-se melhores ainda. A diferenca

entre os dois modelos torna-se menos agravante.

Se os resultados do método de Runge-Kutta forem comparados para ambos os modelos os

resultados parecem concordar methor que quando se compara os resultados via previsor-corretor.

No caso da integracdo via Runge Kutta de 4* ordem, ocorrem diferencas de amplitude e
frequéncia entre a resposta fornecida pelo modelo de pequenas e grandes deflexdes para qi(t),

embora estas mesmas respostas sejam mais proximas.
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Figura 5.2 - Perfil prescrito de potencial ( tensdo no motor cc ) para o caso 1
( € =0.0000361690)
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Figura53 - Deslocamento angular ( teta ) considerando o modelo de corpo rigido
( € =0.0000361690)
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Figura 5.4 - Deslocamento angular ( teta ) considerando o modelo de pequenas deflexdes

segundo dois métodos diferentes de integragio ( € = 0.0000361690 ).
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Figura 5.5 - Deslocamento angular { teta ) considerando o modelo de grandes deflexdes

segundo dois metodos diferentes de integragio ( & = 0.0000361690 ).
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PEQ. DEFL. RK — PC — e =10.0000361680
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Figura 5.6 - Oscilagdo da ponta do brago ( QI(t) ) considerando o modelo
para pequenas deflexdes, truncado no primeiro modo proprio da
estrutura, segundo dois meétodos diferentes de integracdo
( € =0.0000361690 ).
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Figura 5.7 - Oscilagdo da ponta do brago ( QI(t) ) considerando o modelo
para grandes deflexdes, truncado no primeiro modo proprio da
estrutura, segundo dois métodos diferentes de integragdo
{ € =0.0000361690 ).
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Figura 5.11 - Deslocamento angular ( teta ) considerando o modelo de pequenas deflexdes

segundo dots métodos diferentes de integracdo ( € = 0.0000093339 ).
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estrutura, segundo dois métodos diferentes de integragio

{ € =0.0000093339 ).
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Figura 5.14 - Oscilag@o da ponta do brage ( QI1(t) ) considerando o modelo

para grandes deflexdes, truncado no primeiro modo proprio da
estrutura, segundo dois métodos diferentes de integragdo
( € =0.0000093339).
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Figura 5.15 - Oscilagdo da ponta do brago ( QI(t) ) considerando o modelo
para pequenas deflexdes e o modelo para grandes deflexdes,
truncado no primeiro modo proprio da estrutura, segundo o
metodo de integragdo previsor-corretor de Adams-Moulton
{ € =0.0000093339).
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Figura 5.17 - Deslocamento angular ( teta )} considerando o modelo de corpo rigido
( € =0.0000028356 ).
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Figura 5.21 - Oscilagdo da ponta do brago ( Q1(t) } considerando o modelo
para grandes deflexdes, truncado no primeiro modo préprio da
estrutura, segundo dois métodos diferentes de integracdo
( € =0.0000028356 ).
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truncado no primeiro modo proprio da estrutura, segundo o
método de integracio previsor-corretor de Adams-Moulton
{ € =0.0000028356 ).
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5.6 - Conclusdes

As equacdes obtidas para grandes deflexdes sdo proprias para lidar com estruturas muito
longas, ou seja, valores cada vez menores de €. Consequentemente, para valores grandes deste
pardmetro, ou seja, estruturas ndo muito flexiveis ( grande relagdo entre espessura e comprimento

da viga ) recomenda-se utilizar o equacionamento para pequenas deflexdes.

A influéncia dos termos adicionais no equacionamento para grandes deflexdes no
comportamento do sistema pode ser verificado nas figuras 5.2 a 5.22. Embora esteja se lidando
com o mesmo sistema ( estrutura flexivel de rastreamento ) as respostas parecem discordar

quando os dois modelos sdo colocados sob as mesmas condigdes.

A escolha do método de integragdo correto também € muito importante, uma vez que,
conforme se observou, Runge-Kutta de 4° ordem e previsor-corretor de Adams-Moulton
divergiam para o mesmo modelo. Devido a caracteristicas do equacionamento desenvolvido neste
trabalho ( as dertvadas de ordem mais alta aparecem nas equacdes do movimento de forma isolada

e multiplicando termos ndo lineares ), o método de integragio previsor-corretor € o mais indicado.

Futuramente pretende-se diminuir ainda mais o passo de integragdo em ambos 0s métodos e
observar se ocorrem novas altera¢Ges nas solugdes apresentadas. Novos modos deverdo também

ser incluidos nos modelos.

Os resultados obtidos através dos modelos da estrutura flexivel de rastreamento que levam
em consideragdo a maior ou menor flexibilidade do sistema e apresentados neste capitulo refletem

o fato da utilizagdo de apenas um modo na expansio da variavel de deflexdo transversal ( v).
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Capitulo 6

Protétipo experimental

6.1 - Introducio

Tomando como base os calculos preliminares desenvolvidos no apéndice C e o
modelamento ¢ estudo dindmico desenvolvido ao fongo deste trabalho, um protétipo experimental

foi construido.

Neste capitulo faz-se ume breve discussdo acerca de escolha e posicionamento de sensores
para o referido protdtipo. Cabe ressaltar que trata-se de um assunto complexo e justificaria o
trabalho de uma dissertacdo. O que se pretende aqui é somente tecer algumas consideragdes

iniciais. Um estudo mais acurado devera fazer parte de estudos futuros.

Em se tratando de sensorear estruturas e/ou sistemas dindmicos, varios tipos de sensores
poderdo ser utilizados dependendo do tipo de medi¢o que se pretende e para qual propdsito
{ acelerometros, encoders, extensometros,... ) . Cuidados deverdo ser tomados 20 se optar por um

ou por outro dispositivo.
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Por exemplo, no caso de estruturas flexiveis, acelerdmetros poderdo representar massas
concentradas que deverdo ser incluidas no equacionamento dindmico do sistema. Um
acelerometro colocado na extremidade livre de um manipulador flexivel para propositos de
controle fara as vezes de uma possivel carga a ser transportada pelo brago e podera excita-lo da
mesma forma. A nido inclusio destes dispositivos no equacionameno podera gerar resultados

erroneos e/ou inesperados, conforme podera ser verificadoem [ 14 ].

Sabendo o numero de sensores com o qual se pretende trabalhar, existem algoritmos que
fornecem as melhores posicdes para aloca-los. Inicialmente pretende-se trabalhar com
extensdmetros e encoders incrementais. Posteriormente poderdo ser utilizados acelerdmetros de

precisdo para medigdes do deslocamento da extremidade livre do brago flexivel,

Os extensometros deverdo ser utilizados para a medig¢io do grau de deflexdo da estrutura
em movimento. Neste ponto, para as dimensdes da estrutura utilizada como brago flexivel poder-
se-a discutir qual dos equacionamentos desenvolvidos aqui podera ser utilizado ou qual se aplica

satisfatoriamente.

Um encoder devera ser utilizado para a medi¢do da posigdo e velocidade angular do eixo do
sistema de acionamento. Um outro encoder devera ser conectado ao eixo 3 do sistema de
transmissdo ( vide apéndice C e figura 6.1 ), permitindo a medida da posi¢do angular do brago.
Valendo-se deste altimo encoder, a eficiéncia do sistema de transmissdo também podera ser

verificada.

As figuras 6.2 e 6.3 mostram o prototipo experimental composto basicamente de trés partes:
sistema de acionamento ( motor cc ), sistema de transmissdo e estrutura flexivel ( viga de

aluminio ) .



150

CO

"

HH il

o dos encoders

tonament

iCi

ema de transmissdo ¢ posi

- Sist

I

6

1gura

F

Figura 6.2 - Conjunto completo



151

Figura 6.3 - Sistema de transmissdo

6.2 - Posicionamento de sensores

Os locais para posicionamento dos extensdmetros para o prototipo experimental serdo
baseados, em uma primeira analise, nas formas dos trés primeiros modos de vibrar do sistema livre
de esforgos externos e ndo amortecido. Estes trés primeiros modos proprios da estrutura em

estudo encontram-se apresentados na figura 3.2.

L)
.

O cuidado que se deve tomar aqui € o ndo posicionamento dos extensémetros em locais
considerados #0s dos modos de vibrar da estrutura ou seja, locais aonde o deslocamento da

estrutura € nulo ( ou desprezivel em relag3o aos demais pontos ) e, portanto, a informagio obtida

ndo servira para nada.

Os locais aonde busca-se posicionar sensores sdo os considerados criticos, de outra forma,

locais que apresentern os maiores deslocamentos.
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Assim, tornando como base os modos retratados na figura 3.2, optou-se por instalar os

extensOmetros nos seguintes locais :

X' (m)

Figura 6.4 - Posicionamento dos sensores { extensdmetros } © ©

Pontos proximos ao meio da viga ( 0.6 m ) poderiam ser uma Otima escolha se forem
considerados apenas os dois primeiros modos proprios. Contudo, caso a influéncia do terceiro
modo no comportamento do sistema seja significativa, esta localidade equivale, neste modo, a uma
regido proxima a um n6. O mesmo ocorre com outros pontos ac longo do brago, conforme pode

ser facilmente verificado através da figura 3.2.

A questdo apresentada no paragrafo anterior € uma das razdes pela qual deve-se estabelecer
critérios mais fortes para a escolha das localidades aonde pretende-se instalar sensores, critérios

estes que envolvem estudos mais acurados.

Eventualmente, em trabalhos futuros, podera ser desenvolvido um estudo de estimadores de
estado a fim de que se possa suprir as informagSes que ndo puderem ser obtidas via medigSes

experimentais.
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6.3 - Ensaios experimentais

Os extensOmetros a serem utilizados no prototipo serdo proprios para fixagdo em estruturas

de aluminio e possui a especificacdo KFG-2-350-C1-23 da KYOWA.

A montagem destes sensores devera ser feita de acordo com o que se pretende medir na
estrutura & qual serdo afixados. Neste caso, dois tipos de fixagdo deverdo ser feitas, conforme
indicado na figura 6.5. Estas montagens deverfio permitir obter-se informagdes acerca do esforgo

axial e momento fletor sobre a estrutura.

50=(4¢v)£(<6’,
2

Ve coell de Thisson

l ““—"" £=aimeracdo 43 ponle

i
d Vi £ K=seusitividade do sensor
LN 'i\\ b Ep = Tensho
BAL \\ \“ \.I 80‘ ensao e ‘.:a\’da

Figura 6.5 - Montagem dos extensémetros

A mudanca da resisténcia elétrica causada por uma deformagio no extensémetro é muito
pequena. Geralmente, uma ponte de wheatstone € utilizada para transforma-la em sinal elétrico.
Na figura 6.5 também € mostrada a disposi¢do dos extensdmetros na ponte de wheatstone,

utilizada para transformar a variagdo da resisténcia nos extensdémetros em tensio elétrica.
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Outras fases a serem realizadas em uma etapa futura consistem em calibragido dos
extensometros, modelagem destes dispositivos e utilizagdo de um novo atuador ( hidraulico ) para

movimentar a estrutura flexivel de rastreamneto.

A calibragdo dos extensOmetros devera ser feita tendo-se em vista cada um dos efeitos que
se pretende medir e geralmente ¢ realizada utilizando-se pesos padronizados e construindo-se
graficos esfor¢o ( axial ou momento fletor, por exemplo ) contra voltagem. Esta calibragdo tem

por objetivo igualmente medir a sensibilidade destes sensores.

O modelo para os sensores utilizados no prototipo devera também, futuramente, ser
levantado e incluido nos modelos do sistema dindmico desenvolvidos neste trabalho ( capitulos 3 e
4). As informacgdes advindas destes dispositivos deverfo ser utilizadas para propésitos de controle
associados a problemas de vibragio devido ao comportamento flexivel da estrutura e problemas de

posicionamento associados ao comportamento de corpo rigido da mesma.

Além do motor de corrente continua proposto neste trabalho para o acionamento da
estrutura flexivel de rastreamento, uma outra opg&o seria trabalhar com um motor hidraulico. Este
tipo de atuador dispensaria o sistema de transmissdo e todos os problemas de atritos, folgas e
outros inerentes ao mesmo. A velocidade angular do eixo deste motor poderia ser ajustada

diretamente de acordo com a necessidade da estrutura movida.
6.4 - Conclusies

Nio serdio realizadas medi¢Oes experimentais neste trabalho. O que se pretende aqui consiste

apenas em preparar ¢ prototipo para um proximo e arduo passo.

Como trata-se de um trabalho de pesquisa e, portanto, iterativo, os resultados experimentais

obtidos tanto através destas medigdes quanto futuramente através do desempenho do sistema sob
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controle poderdo levar a novas consideragdes acerca do equacionamento dinimico desenvolvido

neste trabalho.

A influéncia dos modos superiores no comportamento da estrutura flexivel somente podera
ser verificada com novas consideragdes acerca do truncamento da variavel de deflexdo v realizada
nos capitulos 3 e 4. Neste trabalho verificou-se apenas a influéncia do primeiro modo no

comportamento da estrutura ( capitulo 5 ).

A verificagio -dos demais modos no comportamento da estrutura e comparagdo com
resultados obtidos neste trabalho para apenas um modo no truncamento de v sera feita na
continuidade deste trabalho e é um procedimento imprescindivel para se poder prosseguir com

este estudo.
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Capitulo 7

Conclusodes e sugestdes para préoximos trabalhos

O trabalho desenvolvido nesta dissertagdo buscou desenvolver uma maior sensibilidade

acerca do modelamento de estruturas flexiveis de rastreamento de membro tinico.

As simulagSes das equagdes dindmicas do movimento realizadas tanto para o modelo de
pequenas deflexdes quanto para o modelo de grandes deflexdes reforgam a distincia entre os
modelos considerados e entre os métodos numéricos de integragdo utilizados para a solugdo das
equagdes dindmicas associadas a estes modelos. Esta distincia aumenta quando o grau de
acoplamento entre as equagdes do movimento cresce. A comparagio entre o modelo rigido e os
modelos envolvendo a flexibilidade do sistema serve como parametro de comparagio das

respostas envolvendo o deslocamento angular da estrutura.

A adimensionalizagio das equagdes do movimento e a obtengio do pequenc pardmetro
adimensional € mostrou facilitar a analise do sistema de equagdes obtido e a compreensdo acerca
da dindmica do sistema analisado assim como mostrou permitir o estudo de uma gama de sistemas

afins alterando poucos pardmetros no equacionamento obtido ( basicamente &).
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Todas as ndo linearidades do sistema encontram-se multiplicadas por este pequeno
pardmetro ¢ 0 mesmo ird determinar se o sistema em questdo ¢ fortemente ndo linear ou nio e

qual a ordem das n#o linearidades envolvidas.

Conclui-se também que, quanto maior o patrimetro e, ou seja, quanto maior a relagio
entre a espessura ¢ o comprimento da estrutura flexivel ( formato de viga ), mais rigido torna-se o

sistema e, consequentemente, a teoria para pequenas deflexdes parece aplicar-se melhor.

Muito cuidado deve ser tomado, porém, na escolha das dimensdes da estrutura flexivel que
se pretende estudar de forma a se continuar garantindo um comportamento planar da mesma. Por
exemplo, estruturas muito finas poderiam apresentar tor¢do; estruturas muito grossas
apresentariam  esfor¢os cisalhantes significativos. Estes efeitos ndo sdo considerado neste

trabalho.
Para a continuidade deste trabalho sdo propostas algumas sugestdes.

A primeira diz respeito a consideragdo de mais de um modo proprio ( dois modos, trés
modos, ... ) no truncamento utilizado para discretizar as equagoes dindmicas do movimento tanto
para pequenas quanto para grandes deflexdes. A partir destas novas consideracdes, pode-se
verificar quantos modos sdo realmente necessarios para se representar satisfatoriamente o sistema

proposto em cada um dos modelos estudados, apresentados nos capitulos 3 e 4.

A segunda sugestdo refere-se a consideragdo de cargas na extremidade livre. Neste trabatho,
este item ndo foi modelado. As consideragdes de carga transportada foram aqui apenas utilizadas
para projetar o sistema de transmissdo do prototipo experimental. Esta sugestdo, contudo, estd
ligada a extensdo da anélise aqui apresentada para uma abordagem tridimensional. Quando um
manipulador flexivel de rastreamento esta operando cargas, o modelo espacial pretende ser o que
mais se ajusta ao modelo fisico do sistema. A estrutura se deforma sob o peso da carga e rotaciona
(rastreia ). As irregularidades da carga ( inércia variavel ) poderiam representar uma nova fonte

de excitagio externa para o problema.
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Uma terceira sugestdo seria a inclusio de algum tipo de amortecimento no modelo da

estrutura flexivel ( amortecimento estrutural, amortecimento atmosférico, ... ).

Uma quarta sugestdo seria aplicar o método das multiplas escalas ao sistema de equagdes
diferenciais ndo lineares do movimento obtidas para cada um dos modelos e estudar as equagdes
de modulamento da amplitude e fase da oscilagdo do braco flexivel. Esta seria uma outra maneira
de se estudar o comportamento do sistema aqui apresentado. O sistema teria que apresentar,
contudo, uma fraca néo linearidade. Estes resultados poderiam, de alguma forma, ser comparados

aqueles obtidos aqui.
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Apéndices
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Apéndice A

Equacgdes dinimicas do motor

A.1 - Modelo do motor e equacdes dindmicas

Um motor de corrente continua ¢ um dispositivo eletro-mecanico que converte energia

elétrica em energia mecinica.

Motores deste tipo sdo atuadores populares nio apenas porque podem gerar uma faixa

extensa de torques e velocidades angulares mas também porque sio silenciosos, limpos e
eficientes [ 25 ] .

Seja o diagrama esquematico de um motor de corrente continua controlado por armadura

ilustrado na figura A 1.

O balango elétrico do motor ( somatorio de tensdes ) fornece :

di
LA("(%":“] “‘I’*RAiA +eB=eA (AI )
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aonde ep representa a for¢a contra-eletromotriz do motor e €a representa a tensio de controle

aplicada a armadura.

LA RA
— AT AP

Ca

Figura A 1 - Modelo para o motor cc controlado por armadura.

O balango mecanico do motor ( somatério de forgas ) fornece :

2
J(%%ﬁ) +B(9§~;¥-‘-]+TA = Knia (A2)

aonde 6 representa a posi¢do angular do motor, J representa a inércia da estrutura a ser movida,

B o atrito associado a0 movimento desta estrutura, T, representa o torque aplicado devido ao

sistema de transmissdo entre 0 motor e a estrutura de rastreamento e K, representa a constante de

torque do motor.

Seja, entdo :

Tu=(1/Ng ) Ta (A3)



e W W W W

166

aonde Ty representa o torque gerado pelo motor e N, representa a relagdo de transmissdo

(Ng:. 1)

De (A2):

: d’e ] (de )
= Kala - = -B = .
TA s - J [ dtz dt ( A4 )
De ( A.1), e considerando a indutdncia do motor { L, ) desprezivel, tem-se:

ix=(er-en) /Ra (AS)

Substituindo { A5 ) em ( A4 ), fazendo eg = Ky Gm, aonde Kp representa a constante de

tensdo do motor, e rearranjando termos, obtém-se :

4’0 3
TAZ(Km/RA)eA‘J[ dtzm)“[B+(KMKB/RA)](%J (A5)
Substituindo ( A6 yem ( A3):
d’e_ do
Tu=((1/Ng ) Km/Ra ) ea - K VNg)(—d;;*] - [(I/Ng)B + ((1/N,) Kni K / Ra) ] ( dtm}

(A7)

O torque T € reverenciado nas equagdes do movimento para a estrutura flexivel como T e
seja também O, =0 aonde © representa a rotagio da estrutura flexivel em analise em torno do

eixo de rastreamento.
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A expressdo ( A.7 ), que representa a equagio do motor, pode ser reescrita como :

Tm= Cies - Czém-Cs Gm

(AB8)
aonde :

Ci= (1./Ng) Kn/ Ry
) 'szj(UNg)
Cs=(1/N;)B + (/N )Kn Kz / Ry)
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Apéndice B

Técnicas de Perturbacio

B.1 - Introducio ([261,[27])

Existem dois métodos de se obter aproximagdes precisas para as solugdes de uma
equagdo qualquer: métodos numeéricos e métodos analiticos. O método das perturbagdes

pertence a esta Ultima classe.

A feoria de perturbacdo representa o estudo dos efeitos de pequenos disturbios no
comportamento do sistema que se pretende analisar. A idéia basica desta teoria consiste
em obter uma solu¢do aproximada de um problema matematico atraveés de uma expansio
explorando-se a presenga de um pardmetro adimensional pequeno o suficiente no
equacionamento do problema. Quanto menor este pardmetro, mais acurada torna-se a

solugdio aproximada proposta. Este método ¢ os métodos numeéricos ndo competem entre

si mas complementam-se.
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A obtencdo de valores numéricos bons para a solu¢do ndo representa a linica
proposta de uma aproximagdo por perturbagdo. Esta analise fornecera informages sobre
o sistema através da fisica simplificada de um problema limite. Muitas das técnicas e
conceitos da andlise de perturbagdo encontram-se introduzidos valendo-se de um simples
conjunto de equagdes algébricas, conforme se verifica comumente na literatura ( as

referéncias citadas no comego e ainda {28 ]e[29]).

Referente aos pequenos disturbios citados anteriormente, se seus efeitos no
comportamento do sistema sio pequenos, os distirbios ou perturbagdes sdo ditos

regulares, de outra forma, eles sdo ditos singulares.

As perturbagdes regulares sdo assur_nidas praticamente toda vez que se constroi um
modelo matematico de um fenémeno do mundo real ( o regime de escoamento ¢ quase
permanente, a densidade varia essencialmente apenas com a amplitude, a condutividade ¢
virtualmente independente da temperatura, a mola é aproximadamente linear, o atrito é

praticamente desprezivel, ... ).

As perturbagdes singulares sd3o provavelmente menos familiares. Sistemas que
apresentam este tipo de comportamento singular podem ser caracterizados por

apresentarem singularidade no dominio ou singularidade no modelo.

Problemas de perturbagio tratando de singularidades no dominio foram investigados
sistematicamente por Poincaré, quem os encontrou estudando mecanica orbital. A
primeira andlise extensiva de problemas envolvendo singularidade de modelo ( problemas
de camada limite ) foi desenvolvida por Prandt! em seu trabalho em escoamento de fluidos

de baixa viscosidade, tal como o ar e a agua, sobre objetos sdlidos.

Para se evitar incompatibilidades na solugdo, problemas de perturbagdo singular
sdo transformados em problemas de perturbagio regular através de um artificio

denominado ndo-dimensionalizagdo ( também conhecido como rescaling ). Neste
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processo obtem-se o pequeno pardmetro €, o qual deve ser o menor possivel para que as

solugdes linear e ndo linear possam ser aproximadas.

Em alguns problemas, contudo, pode ser necessario introduzir uma quantidade de
perturbagdo artificialmente a fim de facilitar a expansdo da solugo. Desta forma, no
mesmo problema, mais de uma escolha pode ser disponivel. A escolha feita ira determinar a

simplicidade ou utilidade da solugfo final { 30 ].

Nos problemas de perturbagio singular, o comportamento do sistema aonde
considerou-se € = 0 difere de maneira importante da abordagem aonde faz-se o limite

para € — 0. A maioria dos problemas de interesse em engenharia sio singulares.

Uma idéia muito Gtil para problemas singulares ¢ reescalar as variaveis antes de se
fazer uma expansio. Assim, o problema passa de singular para regular. Portanto, o
problema de encontrar o ponto de partida correto para a expansio pode ser visto como
um problema de se encontrar um reescalonamento aceitavel que regularize o problema

singular.

A ndo-dimensionalizagdo das equagdes que descrevem um sistema fisico é feita
expressando-se cada variavel do problema que possui unidade fisica como uma fragdo de
alguma quantidade fixa intrinsica ao problema analisado ( um tempo caracteristico, um
comprimento caracteristico, uma frequéncia caracteristica, ...). O pardmetro e deve surgir

naturalmente apos este tipo de procedimento.

Uma grande virtude da ndo-dimensionalizagdo € que esta torna possivel representar
uma infinidade de problemas fisicos através de um unico problema matematico. Outra
aplicag@o util da ndo-dimensionalizagdo ¢ que esta algumas vezes revela sistemas fisicos
dispares como sendo idénticos matematicamente. Isto abre a possibilidade de se resolver

problemas fisicos por analogia.



171

A principal preocupacdo neste tipo de andlise sera determinar quando e como as
equagdes diferenciais { ordinarias ou parciais ) que regem o comportamento de um sistema
fisico podem ser resolvidas aproximadamente por métodos de perturbagio. Para alguns

problemas mais complicados, solugbes exatas e fechadas podem nfo ser disponiveis.
B.2 - O método das miltiplas escalas

O método das multiplas escalas é um método geral aplicivel a uma enorme
variedade de problemas. Estes problemas sio caracterizados por terem dois ou mais
processos fisicos, cada um deles com sua propria escala, e ocorrendo simultaneamente.
Existem quantidades que s@o preservadas em ordens principais, mas que podem

deteriorar-se através da acumulagio de pequenos distirbios ([ 1 ,[2]).

Um dos maiores desafios nos problemas do tipo singular consiste em se determinar
qual a melhor expansdo que representa a solugdo do problema perturbado. Geralmente
trabalha-se com expressGes que apresentam poténcias de €, mas estas poténcias, por

exemplo, podem ser inteiras ou fracionarias ([ 1 ],[2]).

Para o sistema de equagdes diferenciais para estruturas flexiveis de rastreamento de
membro unico ( pequenas ou grandes deflexdes ) da forma como foi adimensionalizado
neste trabalho, uma expansdo deste tipo tornou-se impraticavel, no momento, para a
solucio do mesmo.

A raziio reside no fato de que a menor ordem de € muitiplicando as ndo lineridades
do problema ¢ 5. Cada ordem de e equivale a uma escala de tempo do problema. Cada
escala tem a ver com o tempo especifico de um fendmeno diferente que pode ocorrer no

problema em questio.

Imagine-se uma garotinha divertindo-se em um balango. Enquanto oscila para 13 e

para cd, a infante estd sacudindo as pernas. Duas escalas de tempo poderiam ser utilizadas
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para se analisar este problema. Uma escala estaria associada ao movimento do balanco ( e
consequentemente do corpo da garota ) e outra escala ( mais rapida ) acompanharia o

movimento de suas pernas.

Para o problema tratado neste trabalho, a expansio da solugdo do problema em

torno da solugio de um probiema ideal seria do tipo:

0= €', + ’9, + e’9; + 'y + 6595 (B.1a)

Q= e'qu + €’qu+ ’qu + e'qu+ € qus (B.1b)

A matoria das expansdes adotadas geralmente terminam ( ou sdo truncadas ) no

segundo ou terceiro termo. Este truncamento varia de sistema para sistema.
Em geral, tal truncamento deve-se a trés fatores [ 30 J;

- a expansdo truncada € em geral suficientemente acurada no intervalo de e que €

de interesse pratico;

- quando se chega a equagdes de perturbacio de ordem mais elevada, suas solugdes

v0o se tornando cada vez mais dificeis de serem obtidas;

- a mera prohferagio de termos nfo garante necessariamente um aumento na

acuracia da solugido ( na verdade, algumas vezes o niimero elevado de termos pode

prejudicar a acuracia ).

Uma expansdo truncada pode ser valida apenas para um intervalo limitado de
valores da quantidade de perturbagio ( €, por exemplo ). Fora deste intervalo, a expansio
falha em convergir e pode produzir resultados errdneos. Este problema pode ser resolvido

com o desenvolvimento do método das séries de perturbagdo extendidas [30]
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Se a expansio for valida em todo o dominio de <, esta é classificada como
expansdo de perturbacdo regular. Por outro lado, se a expansdo torna-se singular em uma
certa regido, a expansdo € classificada como expansdo de perturbacio singular. Neste

altimo caso, a expansdo possui pouca ou nenhuma utilidade [ 30 |.

As regiGes aonde a expansdo falha sio denominadas regides de ndo uniformidade.

A ndo uniformidade pode apresentar-se de muitas formas [ 30 |:
- a solu¢do do problema torna-se infinita em algum valor da variavel independente;
- a solugio possui uma descontinuidade no dominio de interesse da analise;
- a solugdo falha em satisfazer aigurha condigdo de contorno;
- a solugdo contém uma singularidade essencial.

Para o estudo do problema desenvolvido neste trabalho através do método das
multiplas escalas, cada uma das expressdes B.1 deveria, entdo, ser substituida nas

equagbes do movimento obtidas nos capitulos 3 e 4 ( para pequenas e grandes deflexdes

respectivamente ).

O proximo passo nesta analise seria separar as ordens de < e COMmPpOr novos
sistemas de equagdes. No problema em questio ter-se-ia pelo menos cinco grupos de duas
equacdes diferenciais cada, cada grupo associado a2 uma ordem de . O primeiro sistema
seria resolvido ( obtem-se 6 ¢ qu: ) € a solugdo substituida no proximo, até o ultimo.
Este primeiro sistema trata-se do problema linear comumente encontrado na literatura e

com solugdo analitica fechada na maioria das vezes.

Obtendo-se 0s 6 e os qi; obtem-se 0 e q.



174

Este tipo de procedimento, contudo, para o problema em questio, envolveria uma
quantidade absurda de calculos e levaria a andlise aqui apresentada para outras direcdes.
Atraves deste tipo de andlise pode-se obter as equagdes de modulamento de amplitude ¢

fase da oscilagdo do brago. E informagdes valiosas podem ser retiradas dai.
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Apéndice C

Projeto do manipulador flexivel

C.1 - Modelo geométrico

O conjunto completo do manipulador flexivel a ser projetado refere-se a figura C.1. Cada

uma das partes ali apresentada sera dimensionada na sequéncia.

Muitas vezes, no decorrer deste texto, a parte referente ao brago do manipulador flexivel
sera referenciada como viga de aluminio. Esta ¢ a parte do conjunto cujo modelamento e dindmica

vém sendo desenvolvidos até entdo neste trabalho ( capitulos 2, 3 e 4 3

O sistema manipulador flexivel apresentado ¢ composto de trés partes basicas : motor
de corrente continua ( acionador ), transmissdo mecinica e estrutura flexivel ( brago ). O modelo
proposto para 0 motor € apresentado no apéndice A. A escolha da transmissio mais razoavel em
uma primeira abordagem ¢ apresentada a partir do item C.9. O dimensionamento da transmissio

escolhida ¢ apresentado a partir do item C.11.
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CL) eixo de rastreamento

engaste E
t

brago flexivel

Figura C.1 - Conjunto completo: manipulador flexivel

C.2 - Viga de aluminio : calculos de inércia

A figura C.1 apresenta a carga total que serd acionada pelo motor. Esta carga serd
inicialmente composta pelas seguintes partes : a viga de aluminio ( ou brago do
manipulador flexivel ), o engaste ( composto por duas cantoneiras ajustaveis através de
orifictos no suporte 1 ), os suportes 1 e 2 e a carga a ser transportada pelo brago ( visando futuras

aplicagdes ), a qual n#o se encontra representada na figura.

O calculo do momento de inércia em relagdo ao eixo de rastreamento da viga de aluminio
seréd efetuado de acordo com o esquema indicado na figura C.2. A parte coberta pelo
comprimento L -a representa a parte que sera efetivamente considerada nas simula¢des e que
representa a estrutura flexivel propriamente dita. A parte restante, de comprimento a, servira

apenas para propositos de engastamento.
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centroide

Figura C.2 - Viga de aluminio ( brago )

Neste estudo, com o proposito de simulagio, trabathou-se com estruturas que possuem
mesmo comprimento ( 1.2 m ), porém, sec¢Bes retas transversais diferentes. Os resultados

observados puderam, entdio, ser comparados.

Para o projeto do manipulador, contudo, optou-se por uma destas secgdes. Com efeito,

optou-se por aquela a qual pretende-se utilizar no protétipo experimental.
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Assim sendo, considera-se 0s seguintes valores :

Pituminio = 2700 kg / m’

L=1300m
a=0100m
b=0.020m
h=0015m
d=0600m

O volume e a massa total da viga serdio

" Viiga = 0.00039 m®
Mg = 1.05300 kg

Considerando a viga de aluminio como um corpo rigido, pode-se calcular o momento de

inércia em relacdo ao eixo Z (inercial ) da seguinte maneira:

IVigacensize = (1/12) Myiga (B> +L%) = 0.14832 kgm®

Iviga, = IVigacentoige + Maiga (d ) = 0.52740 kgm’

Tvicaz = 0.52740 kgm®

C.3 - Engaste : cilculos de inércia

A fim de que os modos considerados na analise tedrica possam realmente representar o

sistema fisico, este deverd apresentar-se engastado em uma de suas extremidades. A condicio de
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engastamento total ¢ uma condi¢dio muitas vezes dificil e complicada de ser alcangada na pratica.
A estrutura real dificilmente pode ser considerada como completamente engastada. A solugdo pela -
qual se optou neste trabalho para engastar a estrutura flexivel no prototipo experimental ¢

apresentada a seguir. O sistema utilizado para fixagdio do brago permitira que se trabalhe com

vigas de varias secgdes retas.

Cabe ressaltar que todos os parafusos utilizados para fixagdo das partes ndio estdo sendo
considerados de forma alguma nas analises aqui apresentadas. Para uma maior facilidade de

calculo, os orificios pelos quais atravessario também foram suprimidos.

0.0075

Ia

Figura C.3 - Engaste
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O engaste tera o formato apresentado na figura C.3. Sera confeccionado de ago 1020. Para

este material tem-se 0= 7800 kg /m’.

Sejam os seguintes pardmetros com seus respectivos valores:

f=(0.0075 + 0.0015 ) m
g ={0.0075+(0.0254/2 )) m
e={0.003 m
le=0.1010 m
la=00254m

O engaste sera dividido em duas partes para o calculo das inércias, apresentando os nomes
de acordo com a mesma figura C.3. Devido & simetria apresentada, sera realizado o calculo para

uma das partes e o valor obtido serd, por conseguinte, dobrado.
Assim sendo :

m; = ( 7800 )( 0.003 )( 0.0254 - 0.003 ) ( 0.1010 ) = 0.05294 kg
my = ( 7800 )( 0.003 )( 0.0254 )( 0.1010 ) = 0.06003 kg

Il centroide ™ (1/12) ml( ez + !ez )
1t conraige = (1/12) 0.05294 ( 0.003% + 0.1010? )
I} controige = 0.000045 kgm?

_ 2
Liz = 1i controige + My

Liz = 0.000049 kgm?

L contiae = (1/12) my ( 1a” + 1€ )
L2 centraice = (1/12) 0.06003 ( 0.02547 +0.1010° )
Iz controide — 0.000054 kgﬁlz
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— 2
IZZ - IZ centroide T Mag

Lz = 0.000079 kgm®

Portanto:

Iengaste 2 =21z + 2 17

IENGASTE 7= 0.000256 kgm2

C.4 - Suporte 1 : cilculos de inéreia

parte horizontal { ph )
)

Figura C.4 - Suporte para o engaste apresentado no item C.3,



Na figura C 4 :
Is=0.1010m
al=0,038 m
esp=0.003 m

my, = 0.08263 kg ( cada )
mg,=0.02618 kg ( cada )
dist = ( 1s/2)-(esp/2) m

E os momentos de inércia em torno do eixo inercial Z tormam-se:

I parte horizontal centréide ™ 1/12 mph( 152 + 1S2 )
T parte horizontal centroide = 1/12 ( 0.08263 }( 0.10107 +0.1010%)
1 parte horizontal centroide — 0.0001405 kgmz

I;:arte horizontal 7 ™ I parte horizontal centréide

I parte vertical centréide — 1/12 mpv( esp2 + 152 )
T parto verticat centrside = 1/12 ( 0.02618 )( 0.003” +0.1010%)
| parte vertical centréide ~ 0.0000703 kgﬁlz

Ipmte vertical Z I parte vertical centroide + mpv diStz
Lparte verticat z = 0.0000703 + 0.02618 (0.1010/2 - 0.003/2 y
Ipa;tgverticaiz =0.0001332 kng

Itotat suporte 1 — 2 Iparke horizontal Z 2 ipam*. vertical Z

Tiotat suporte 1 2 = 0.0005473 kgm’

182
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C.5 - Suporte 2 : calculos de inércia

diam

centroide

Figura €C.5 - Suporte para a peca mostrada no item C.4

Aonde:
material = ago 1020
Pao = 7800 kg/m’
diam = 0.-100m
esp = 0.004 m
Portanto:

Muporte 2= Pago ( 7 (diamy/2)?) esp = 0.245044 kg
Luporte 2 centroide = 2 ( Maiseo )  diam/2)? = 0.0003063 kgm?
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isu}:voﬂc: p A it:lisc:c: centsdide

Lapore 2z = 0.0003063 kgm®

C.6 - Carga transpertada : cdlculos de inéreia

A montagem que podera ser utilizada para fixa¢io da carga na extremidade livre do brago
sera conforme indicado na figura C.6. Objetos de diferentes tamanhos e formatos poderio ser
afixados nesta extremidade. Buscou-se aqui determinar a inércia de uma massa limite para o
manipulador em questdo. Naturalmente, por ser sujeito a grandes deflexdes, o brago podera

quebrar mais facilmente caso certos cuidados ndo sejam tomados.

Considera-se aqui que a inércia da carga transportada pelo brago seja constante ao longo
do trajeto realizado pelo manipulador. Esta é uma primeira aproximacdo ¢ também sera feita para
facilitar nos calculos iniciats . Dependendo do formato da carga ( simétrica ou nio em relagdo a
determinados eixos ), de como for fixada e da deflexdo do brago devido a carga excessiva, por

exemplo, esta podera ser uma suposigio fraca.

Considera-se aqui que o centro de massa do objeto a ser transportado encontra-se sobre o

eixo X ( inercial ). Esta observagdo casa com o que foi discutido no paragrafo anterior.

Considera-se também que o referido objeto a ser transportado pelo brago trata-se de um

disco de ago.

Nio se considera, nesta altura, o efeito das massas dos componentes de fixagdo da carga,
consideradas também despreziveis e, consequentemente, as suas inércias. Estes elementos

encontram-se hachurados na figura C.6.
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brago flexivel
{ extremidade )

i
1
1
i
i
!
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disco de ago

fixadores

//
/

Figura C.6 - Carga a ser transportada ( disco )
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As dimensdes do disco { elemento representativo da carga a ser transpostada pelo

manipulador ) sdo as que seguem :

didmetro =0.05 m
espessura = 0.01 m
volume = 0.00001963 m’
mpsco = 0.153 kg

distancia entre Z e z; = (L - a/2) + espessura / 2

Assim,
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Idiscozn = { 1/12) mpisco ( 3R* + espessura” )
Idiscozp = 0.00002518 kgm®
Portanto :

Idiscoz = Idiscozg + mpsco ( distancia entre Z e z4 )
Idiscoz = 0.00002518 + 0.153 ( ( 1.300 - 0.005 ) +0.01/2
Idiscoz = 0.2586 kgm’

Icarga; = Idiscoz

Tcarga; = 0.2586 kgm’

C.7 - Inéreia total da carga do motor

Desta forma , a inércia total com a qual o motor terd que lidar, através do sistema de

transmissdo, em relacdo ao eixo inercial 7, sera -

Itorar = Ivica + Ipncaste + Isvporte1 + Tsvportez + Icarga

Irora. = 0.787108 kgm®

C.8 - Estimativa de torque necessario e perfis de velocidade e aceleracfio angulares

Em posse deste dado, passa-se a determinar o torque necessario para acionar o sistema

representado na figura C.1 e que possui a inércia calculada através dos itens C.2 a C.7.



- W W W W W W W W W W W W Wy W W W w W W w W W W v W W W W W W

187

A aceleragdo angular do brago sera estimada tendo-se em vista o comportamneto desejado
para o mesmo. Este pardmetro, em verdade, sera obtido via integragdo a partir de um perfil

prescrito para a velocidade angular do mesmo. Este perfil € o que se busca comumente na pratica.
Para a determinag&o do torque necessario a ser transmitido para o brago, T, tem-se :
T= lrora, O
aonde (X representa a aceleragdo angular do brago.

Baseando-se nas caracteristicas do movimento que se quer, propde-se perfis de velocidade
angular e, consequentemente, aceleracdio angular para o brago. Estes perfis serdo necessarios para
a determina¢do das caracterisicas da transmissdo mecfnica necessaria. Esta transmissdo,
inicialmente, pensou-se realizar através de um par de engrenagens cilindricas de dentes retos, o

tipo mais comum.

Os perfis de velocidade angular e aceleragio angular que serdo utilizados para o projeto

do manipulador flexivel sdo apresentados na figura C.7.

Para o p?rﬁi w Xt a velocidade de operagio do brago ¢ estimada em 0.5236 rad/s
( 5 rpm ) e constante durante a maior parte do tempo em que o sistema estiver operando. Estima-
se também que durante o primeiro e o Ultimo intervalos de operagdo, os quais poderdo ser
efetivamente maiores, o sistemna iré acelerar e desacelerar, respectivamente.

Tanto a aceleragdo quanto a desaceleracio pretende-se que sejam extremamente suaves, a
fim de que o sistema ndo seja excitado, nestes intervalos de transitério, de alguma maneira. Tal
excitagio caminhara no sentido de degenerar o desempenho do sistema. Em sistemas reais estes

intervalos sfo problematicos.
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wi(rad/s)

0.5236 |- E

0 2 . 6 8 t(s)

o (rad/s?)

0.2618

0 2 t(s)

-0.2618

Figura C.7 - Perfis prescritos de velocidade e aceleragdo angulares do brago
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Daqui em diante, para efeitos de simplifica¢iio, o termo carga-mofor referir-se-a ao
conjunto formado pela viga de aluminio ( ou o brago flexivel propriamente dito ), o engaste, os
suportes ¢ a carga manuseada pelo brago, ou seja, a carga total com a qual o motor terd que

operar.

Assim sendo, tem-se :

TCARGA—MO’E‘OR = ( 0.787108 )( 0.2618 )

Tearcamoror = 0.2061 Nm

Seja a velocidade maxima de trabalho do motor dada por wyoror = 600 rpm ou
62.832 rad / 5. Assim, pode-se estimar o torque exercido pelo motor igualando-se as poténcias dos

dois lados ( lado motor e lado carga-motor ).

Prioror = Pearcamoror

TMOTOR WAMOTOR = T CARGA-MOTOR WCARGA-MOTOR

Tworor = (( 0.2061)( 0.5236 )) / 62.832

Tamoror = 0.00172 Nm
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C.9 - Calculo do sistema de transmissio

C.9.1 - Transmissio atraveés de engrenagens cilindricas ( dois eixos )

Seja a relag@o de transmissio :

Nmoror  _ Tvotor  _ Dmoror
NcarGa-MOTOR  TcARGA-MOTOR  DCARGA-MOTOR

aonde D representa o didmetro primitivo das engrenagens.

Os mesmos calculos foram refeitos para uma relagio de transmissdo bem menor { 1:50 )

com o proposito de mostrar que o problema do tamanho das engrenagens persiste.

Os valores encontrados constam na tabela C.1 , a seguir.

Didmetro Diametro
WBRA(;O Reia(;éo de Whotor primitivol priznitiv02
( pm ) Transmissdo {rpm) (mm) { mm )

{ engrenagem no | ( engrepagem no

eixo do motor } | eixo carga-motor )

5.00 I:120 600 30 3600

5.00 1:50 250 30 1500

1 - valor proposto ¢ considerado razodvel para iniciar os cilculos

2 - valor obtido através da relacio de transmissdo para o valor proposto de didmetro no eixo do motor

Tabela C.1 - Transmissdo através de par de engrenagens de dentes retos - Resultados
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Motor

Engrenagem 2

Engrenagem 1

Brago

Figura C.8 - Montagem do manipulador incluindo sisterna de transmissio por engrenagens

Em vista dos valores obtidos, 0os quais mostraram valores absurdos para o didmetro das
engrenagens da coroa, optou-se por estudar um novo tipo de transmissdo do movimento entre o

eixo do motor e o eixo associado ao sistema que inclui o brago.
C.9.2 - Transmissio através de engrenagens cilindricas ( mais de dois eixos )

O objetivo agora sera incluir eixos intermediarios entre o eixo do motor e o eixo da carga
por ele transportada e realizar reducdes sucessivas, até o ponto em que as dimensdes das

engrenagens tornem-se aceitaveis para este tipo de construcdo mecinica.

Seja, entdo, um eixo intermediario entre o eixo do motor e o eixo de sua carga, conforme

0 esquema apresentado na figura C.9.



Motor
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Engrenagem 2

Engrenagem |

Engrenagem 4

Engrenegem 3

Brago

Figura C.9 - Montagem do manipuiador incluindo sistema de transmissio por engrenagens € um eixo intermediario

E sejam as relagdes de transmissdo entre as engrenagens da montagem apresentada na

figura C.9.
N_1_w_w
N, 20 w, 600
Ny _1_We_wy
N, 6 w, 30
Portanto:

w2 = ws ( mesmo eixo )

e wy;=5rpm ( desejada )

w3 =30 rpm

wi= 5 rpm
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Da mesma forma :

1 000172
— = T, =T
20° T, °© 00
1.5
6 T,
Portanto :
T3 =0.0344 Nm
T;=0.2064 Nm
E os didmetros primitivos tornam-se:
Dy (mm) D; { mm) Dy (mm) Dy (mm)
30 600 30 180

Obs.: Os didmetros 1 ¢ 3 foram propostos ¢ 0s demais calculados pela relagio de transmissdo. Esta

estimativa da id¢ia acerca das ordens de grandeza envolvidas

Tabela C.2 - Didmetros primitivos das engrenagens considerando um eixo intermedirio

Uma outra possibilidade, as relagdes de transmissio 1:12 e 1:10, por exemplo,

forneceriam os didmetros primitivos D; = 360 e D= 300, ainda inaceitaveis.

Os mesmos procedimentos foram executados para dois e trés eixos intermediarios, sempre
buscando reduzir o tamanho das engrenagens e manter a saida desejada em matéria de velocidade

angular e torque necessario. Os resultados obtidos sdo mostrados a seguir.
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Fazendo :
NI Ny, 1 Ns 1
N, 8 N, 5 N, 3
D; (mm) Dy (mm) D; (mm) D, (mm) Ds ( mm) Ds (mm)
30 240 30 150 30 90

Obs.: Os didmetros 1, 3 e 5 foram propostos ¢ os demais calculados pela relagio de transmissdo. Esta

estimativa da idéia acerca das ordens de grandeza envolvidas

Tabela C.3 - Difimetros primitivos das engrenagens considerando dois eixos intermedidrios

Fazendo :
N, 1 Ny 1 Ns 1 N, 1
N, 5 Ny, 4 Ng 3 Ng 2
Dy (mm) | D; (mm) | D; (mm) Di(mm) | Ds(mm) | Ds (mm) D;(mm) | Dg (mm)
30 150 30 120 30 90 30 60

Obs.: Os didmetros 1,3 . 5

estimativa dd idéia acerca das ordens de grandeza envolvidas

Tabela C.4 - Difmetros primitivos das engrenagens considerando trés eixos intermediarios

¢ 7 foram propostos ¢ os demais calculados pela relagdo de transmissdo. Esta

Os didmetros tornam-se cada vez menores e mais satisfatorios, porém, a complexidade do

sistema de transmissdo aumenta, assim como aumentam todos os efeitos negativos e nio lineares

que irdo sendo acrescentados ao conjunto do manipulador.
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Os efeitos mencionados no paragrafo anterior incluem desde problemas relacionados a
vibragdo dos conjuntos de engrenagens e problemas de atrito seco. Isto sem mencionar um sistema

de suporte mais elaborado para tantos eixos de transmissio.

O proximo passo seré realizar os calculos para um sistema de transmissio composto por um

par rosca sem fim - coroa.

Devido as caracteristicas deste tipo de engrenamento, € bem provavel que uma solugio
mais simples e mais compacta consiga ser obtida para o sistema de transmissfo mecinica do

manipulador.

C.9.3 - Transmissio através de par sem fim-coroa

O sistema de transmissdo via par sem fim-coroa é comparado a seguir com varios tipos de

sistemas de transmissdo conhecidos e comumente utilizados, Justificando-se sua utilizacdo.

Em relagio as engrenagens cilindricas ¢ cdnicas, por exemplo, o tipo de transmissdo
utilizando-se do par parafuso sem fim-coroa envolve elementos geralmente menores e mais faceis

de serem fabricados. Para as grandes relagdes de transmissdo, torna-se mais econdmico ( [ 31 1,

{321,[33]).

Em relagdo a engrenagens conicas descentradas, a transmissio atraveés de par sem fim-coroa

possue maior comprimento total de linha de contato e & mais silencioso ([31L[32],[33]).

Em relagdo as engrenagens helicoidais, o sistema de transmissdo em discussio aqui possui
maior resisténcia mecanica e maior rendimento, devido ao contato linear em vez de

puntiforme ([ 311, [32,[33]).




-
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Seja, portanto, o esquema apresentado na figura C.10, representando o tipo de transmissio

em discussdo neste item.

Motor

Braco

a ( distincia entre eixos - estimada )

Figura C.10 - Transmissdo considerando parafuso sem fim-coroa.

Relagdo de transmissdo ( baseado nas rotacbes em pm ) .

w, 600
== ——= 120
Wo 5

A relagdo de transmissdo obtida € muito grande para este tipo de transmissio. Recomenda-

s¢ que se use, no maximo, i = 100, sendo i = 60 uma otima relagdo de transmissdo para fins

praticos.
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C.9.4 - Transmissio através de engrenagens cilindricas e par sem fim-coroa

Em vista do discutido em C.9.3, optou-se por realizar uma primeira reducio antes de se
introduzir o sem-fim. Esta primeira redugfo sera feita por um par de engrenagens cilindricas de

dentes retos com relacdo de transmissdo 1:2.

Desta forma, considerando o didmetro da engrenagem motriz ( conectada ao eixo do
motor ) igual a 30 mm, a engrenagem movida ( redutora ) serd de 60 mm. A velocidade angular do

motor cai de 600 rpm ( w; ) para 300 rpm ( w2 ) nesta primeira redugio.

Para o parafuso sem fim-coroa, ter-se-a, agora, uma relagio de transmissdo de:

Na relagio acima, w; refere-se a velocidade angular no eixo do sem fim { a mesma
velocidade angular da segunda engrenagem, uma vez que compartilham o mesmo eixo )} e w;

refere-se a velocidade angular no eixo do brago, conforme a figura C.11.

Seja uma distincia entre eixos, a, de 40 mm.
Adota-se o niimero de dentes z; = 1 e z,; = 60 , aonde o subscrito m representa o valor
médio. Cabe ressaltar que muitos valores e formulas aqui apresentados sdo resultado de consultas

em tabelas, as quais podem ser conferidasem [ 311, [32],[331],[34].

Seja também:;

da = 0.62%%

aonde d representa o didmetro e o subscrito f refere-se ao circulo de base. Assim sendo,

encontra-se dny = 13.80.



Para a determinagio do modulo tem-se:

2a-d,,  2(40)-1380
z,,+24  60+24

m = = 1.06mm

Desta forma,

dml Edﬂ +2.4m

resultando dpi = 16.35 mm. Adota-se o didmetro médio do sem-fim como 17 mm.

Para o calculo do fator de deslocamento de perfil, tem-se:

—Z
XZ&ZmZ 2
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Em consulta as referéncias [ 31 J e [ 32 ], chega-se 2 conclusio de que z=1, portanto,

x2=0. Com este valor, obtém-se um perfil de parafuso E ( normal ).
Para a determinagdo do didmetro médio da coroa, tem-se;
dm2 = 23. - dm]

resultando d,> = 63.65 mm.

Finalmente, para a determinagio do didmetro primitivo do sem fim (1) e da coroa (2), tem-

se ;

doi =dm + 2xom
do2 = dma - 2xom
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Obtendo-se:

d01 =17 mm
dog =64 mm

Motor 2

Braco

Figura C.11 - Sistema de transmissdo incluindo par de engrenagens ( primeira reducdo ) e sem fim-coroa

( segunda redugio ).

Este serd o sistema de transmissdo a ser considerado na construgio do protdtipo. O
proximo passe no sentido do projeto do manipulador flexivel sera obter as caracteristicas dos

elementos envolvidos a fim de que os mesmos possam ser confeccionados. Estes pardmetros serio

discutidos a partir do item C.11.




200

I
C.10 - Calculo da relacio I_b

S
Seja a relagio de transmissdo N, = 1/ 120 e os seguintes valores -

Iv = Iroras - Icarcaz = 0.52838 kgm’

T 000172
In= —MOTOR 2 22 400657 kem?
[0 & MOTOR 02618

L= 1. N, = 0.000000456

Portanto:

Iy
-2 = 1158093151
}:S

De acordo com [ 14 ], o sistema podera realmente ser considerado como engastado-livre,
I
pois 2510,
IS

O sistema de transmissdo, conforme mencionado anteriormente, serd tratado neste trabalho

como sendo ideal e todos os calculos realizados partirdo desta premissa,

Efeitos ndo lineares gerados pelo sistema de transmissio ( atritos, folgas, ...) e que atuam
sobre todo o conjunto do manipulador flexivel ndo serfio considerados neste trabalho. Trata-se de

um assunto complexo, um refinamento, e, por si 80, exigiria um trabalho a parte.

Cabe lembrar somente que estes efeitos poderdio ser significativos dependendo do caso

( por exemplo, sistemas de transmissio com muitos elementos intermediarios entre o acionador e

o acionado ).
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C.11 - Dimensionamento do sistema de transmissiio : consideracées iniciais

No item C.9 desenvolveu-se uma discussdo acerca do melhor sistema de transmissdo para o
conjunto manipulador flexivel, uma vez que necessita-se de uma grande redugiio de velocidade.
Outrossim, os calculos do sistema de transmissdo foram efetuados prevendo-se futura utilizagio
de carga na extremidade livre. Estipulou-se ai uma carga maxima tendo-se em vista também uma

significante deformagio do brago.

Tendo-se chegado a uma conclusio ( primeira redugiio através de um par de engrenagens
cilindricas de dentes retos e segunda redugdo através de um sistema sem fim - coroa )
agora dimensiona-se a caixa de redugio para o manipulador ( projeto dos eixos, escolha de

rolamentos,... ).

As engrenagens, ja prontas, fazem parte de um kit utilizado para estes mesmos fins. Suas
caracteristicas foram obtidas a partir de catalogo [ 35 ]. A fim de que estes elementos pudessem
ser utilizados, os eixos deveriam ter o didmetro externo no maximo igual ao didmetro interno das
respectivas engrenagens ( com as devidas tolerdncias ), uma vez que buscou-se evitar que as

engrenagens fossem usinadas.

Os eixos que se encaixam nas engrenagens prontas mostram exceder em muito as
exigéncias minimas necessrias determinadas para sua utilizacio, com excecdo de um deles,
considerado o mais critico de todos os trés, conforme sera verificado.

C.12 - ParAmetros dos elementos da transmissio e formulas principais

O objetivo deste item consiste em determinar os esforcos nos eixos devido aos elementos
da transmissdo e & carga com a qual os mesmos elementos estio trabalhando = Estes esforcos
serdo identificados por: Fg ( esforgo radial ), F¢ ( esforgo tangencial ) e Fa ( esforgo
axial ).




C.12.1 - Primeira reducio
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Na tabela C.5 sdo apresentados os dados referentes aos elementos utilizadas para a primeira

redugio.
Engrenagens Angulo de Didmetro Didmetro Numero
cilindricas de Material pressio primitivo* externo de
dentes retos ¢ (mm) (mm) dentes

Engrenagem 1: Aco 20° 20.10664 21.1582 38
PIC G3-38 nox

Engrenagem 2: Ago 20° 95.25000 96.3168 180
PIC G3-180 Mox

Tabela C.5 - dados dos clementos da transmissdo para a primeira redugio

Relacio de transmissdo : ny» =1/4.74

* Didmetro utilizado nos célculos subsequentes

Os dados acima foram extraidos da referéncia [35]

Didmetro do furo :

C.12.2 - Segunda reducio

6.35 mm

Na tabela C.6 sdo apresentados os dados referentes aos elementos utilizadas para a segunda

reducio.
Engrenagens Angulo de | Didmetro Angulo de | “Lead” | “Lead | Nimero
helicoidais | Material | pressio | primitivo* | hélice** angle” de
(ésr ) (mm ) (pg ) dentes
Sem-fim : Ago 14.5° 12.7 82.817° 4.98729 7.183° 4
PIC Q6-3 mox entradas
Coroa : Bronze 14,5 39.6748 7.183° 100
B-637
PIC Q5-11-C | 58

Tabela C.6 - dados dos elementos da transmissdo para a segunda redugdo

Relacio de transmissdo - n» = 1/25
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* Didmetro utilizado nos calculos subsequentes
** Para o sem-fim : Q@ gpy g = 90° - Agpag pny - Paraacoroa (€ixosa 90° )1 QPooron = Aspu_pn

Os dados acima foram extraidos da referéncia [1]

Didmetro do furo : 6.35 mm

C.12.3 - Novos valores para nyorar € Tuoror

Os valores obtidos em C.9 para a relagdo de transmissdo entre o motor € o brago e para o

torque necessario no motor para movimentar o sistema conectado a ele sio, respectivamente -

nrorar=1/120
Tavoror = 0.00172 Nm

Segundo os elementos apresentados nas tabelas C.5 e C.6, estes mesmos pardmetros para

o prototipo experimental passam a ser:

nyoran=(1/4.74 X(1/25)

1 ToTAL ™ 1/118.5

e, para acionar a carga total ( engaste + viga de aluminio ( brago flexivel ) + carga na extremidade

do brago + suportes )

TMOTOR = DMoTAL TCARGA =( 1/118.5 ) ( 0.2061 )

Tamotor = 0.00174 Nm
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que devera ser suficiente para mover todo o sistema ( a estimativa calculada anteriormente no item

6.8 era de 0.00172 Nm ).

As rotagdes dos eixos tornam-se, em rpm :

Eixo 1 600.00
Eixo 2 126.58
Eixo 3 5.06

C.12.4 - Determinacio dos didmetros dos eixos

A expressdo utilizada para a determinagio do didmetro dos eixos encontra-se na

referéncia [ 33 ] e € reproduzida a seguir.

i3

aonde:
n = fator de seguranga
T = momento torgor na sec¢do critica
Se = limite de escoamento
M = momento fletor na sec¢do critica

Sn = limite de resisténcia a fadiga

Considera-se aqui n = 1.5. O material dos eixos ¢ confeccionado de ago inox. Foram
considerados, portanto : Se = 285 M Pa e Sn = 400 M Pa . A densidade do aco utilizada é
adotada como sendo 7850 kg / m®.



C.12.5 - Eixo 1 : dimensionamento

Figura C.12 - Eixo 1 :"esforcos

Comprimento do eixo : 51 mm

Feir=(Twmoror )/ (rato E1)=0.173 N
Feir=Fgi1 (tang; )=0.173 (tan 20°) = 0.063 N
Te1 = Tumoror = 0.00174 Nm ( plano YZ )

g= 10 m/s®

Py =mg (g )=0080 N

Ry

205
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espessura R1* = espessura R2* = 0,009 m

espessura E1 =0.003 m

(*) Um calculo preliminar foi efetuade ndo considerando as espessuras dos rolamentos. Determinou-se qual rolamento  se
encaixaria nas especificagbes. O calculo foi refeito considerando-se as espessuras ¢ confirmou-se a escolha. O
comprimento final do eixo foi determinado nesta segunda fase. Para os demais eixos utilizou-se o mesmo procedimento, As
referéncias basicas para o dimensionamento dos eixos sdo [4], [5] ¢ [6]. E1 refere-se 4 engrenagem cujas propriedades
encontram-se na tabela C.3,

Inicialmente serdo analisados os esforgos atuando no plano XZ.

Fazendo-se a somatéria dos momentos em relagdo ao ponto 1, ou seja,

ZM;XZ"_” 0

obtem-se :

-(0.173-0.080)0.011 +Rz0.022=0

Rz =0.0465 N

Fazendo-se a somatoria dos momentos em relagio ao ponto 2 | ou seja,

Zszz“'_”O

obtem-se :

R;Z = 00465 N

Analisa-se, a aprtir de agora, os esfor¢os atuando no plano XY.
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Fazendo-se a somatoria dos momentos em relago ao ponto 1, ou seja,

Z Mixy=0

obtem-se :

-(0.063)0.011 + Ryy0.022 =0

Ryy =0.0315 N

Fazendo-se a somat6ria dos momentos em relagdo ao ponto 2 | ou seja

Y

Z Moy =0

obtem-se :

Rly = 003}5 N

Assim, obtem-se o esforgo radial resultante sobre os rolamentos R1 e R2 :

Rlgesurrante Raoiar = R2gesuntante rapiar = v RZEY + RziZ

Rigesuirante raviar = R2pesurtante RapiaL = 0.056 N
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O diagrama de momentos fletores para o eixo 1 ¢, entdo, apresentado na figura C.13.

10 19 24 27 32 41 51

X (107 m)

“0.000346 forrreee e Wy S

_0-000512 ~~~~~~~~~~ P eaemamanaaiameeaaaseaayy

! - Plano XY
2 -~ Plano XZ

Figura C.13 : Diagrama de momentos fletores para o eixo 1

Com as informagdes obtidas até aqui pode-se finalmente determinar o didmetro do

eixo 1 :

/2

{32(1.5)(( 0.00174?}2 [0.000512}2 }“ }
d = o —==

n L 285(10%)) L 400(10%)

d; = 0.00046 m = 0.46 mm

O eixo que se ajusta as engrenagens utilizadas ( do kit citado anteriormente )
devera possuir d; = 6.35 mm. Portanto, o eixo que possuir este diimetro ( 6.35 mm ) suportard
satisfatoriamente os esfor¢os necessarios e estara superdimensionado, o que possibilita uma maior
liberdade de alteragio nas caracteristicas do brago ( material , propriedades geométricas, carga

transportada,... ).



C.12.6 - Eixo 2 : dimensionamento

Z

F S

Figura C_14 - Eixo 2 : esforgos

Tse = Troror ( M2 ) = 0.00174 ( 4.74 ) = 0.008248 Nm =Ty, ( plano YZ )
FEzT = TMOTOR /raio E2 = 0.03654 N
Froag = ng'r( tamb ) =0.013298 N

Poténcia transmitida = Tsp ( O rxo2 ) = ( 0.008248 ) (13.25546 }=0.10933 w
Fspr = Poténcia transmitida / (© gxo2 (dsg/ 2 )) = 1.298885 N
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Fsrr = Fspr (tand g ) = 0.33592 N
Fspa= Fspr (tan g )= 1030633 N

MFSFA= FSFA( raio SF ) =(.06545 Nm
Pg; = 0 1678 N
Psp = 0.1889 N

Fazendo a somatoria das forgas na direcdo Y igual a zero e somatério dos momentos em

relagio ao ponto 4 ( no plano XY ) igual a zero, obtem-se :

Riy =0.09535 N
Ry =0.25386 N

Fazendo a somatoria das forgas na dire¢do Z igual a zero e somatério dos momentos em

relagdo ao ponto 4 ( no plano XZ ) igual a zero, obtem-se :

R3z =0} 16524 N
R4z =0.81349 N

Fazendo a somatéria das forgas na diregdo X igual a zero e Rix = Rex, obtem-se :

Rix =5.15317 N
Ry = 5.15317N
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Desta forma,

R3gesuLtante RavisL, = 4 R? 3y + R23Z

2
RARgsuLTANTE RADIAL = \/ R24Y +R%4z

R3gesuitante rapiar = 0.19078 N
Régeserrante raviar, = 0.85218 N

— —_— 2
R3resurrante axiar = Réresuirante axian= VR sx

R3rzsurrants axian = Régresurrante axian = 5.15317N

O diagrama de momentos fletores para o eixo 2 é apresentado na figura C.15.
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M(Nm) 4

»

0.06063

-0.00105
-0.00181

-0.01546

Figura C.15 - Diagrama de momentos fletores para o eixo 2

Com as informagdes obtidas até entdo pode-se finalmente determinar o didmetro do eixo

2 necessario ;

1/2

{32(1.5)[(0.008248}2 (0.06063]2 }1/3
d2= + )

m [ 285(10°))  \400(10°

d;=0.00133 m= 133 mm

Novamente, o eixo que se ajusta s engrenagens utilizadas possui d; = 6.35 mm e estara

superdimensionado. O comprimento do eixo devera ser de 105 mm.
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C.12.7 - Eixo 3 : dimensionamento

0.011

Mcarga  (plano X2)

Fearga
Figura 6.16 - Eixo 3 : esforgos

Aonde :

Fearca = ( Mengaste + Mvica autnviinie + Mearga Brago + MSUPORTE 1 + MSUPCRTE 2 )
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Fearga = (02247 + 1.0530+0.1530 +0.2176 + 0.2450) 10

Fearga = 189332 N

Mcarca = Mencaste + Mvica atuvinio + Mearca sraco + Msuporte 1 + Msuporte 2

Mcarga = 0+ mviga aromivo g (L/2) + Mcarga sraco g (L) +0+0

Mcarga = 15.0750 Nm

Para a coroa ( E3 ), que trata-se de uma engrenagem helicoidal, tem-se

Tes =0.2061 Nm ( Torque necessario para mover a carga )
o exo3 = 0.5299 rad/s ( Velocidade desejada para o brago )
P3; = T3 @ pxos = 0.1092 w  ( Poténcia transferida pela engrenagem )
d. =39.6748 mm ( Didmetro da coroa )
Ps
© grxos{de /2)

Fr = = 0.0104N ( Forga tangencial transmitida pela coroa )

Logo :

¢ = ngulo de pressdo = 14.5°

0 = angulo de hélice = 7.183°

Fr =Fr (tang; ) =0.0027N  ( Forga radial transmitida pela coroa )
Faxar = Fr (tang, ) =0.0013 N ( Forga axial transmitida pela coroa )
Myzsz = Faxar ( raio E3 ) = 0.000026 Nm
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Assim sendo, os esforgos nos apoios  rolamentos ) podem ser determinados.

Fazendo-se a somatoria das forgas na diregdo y igual a zero e somatoria das momentos em

relagdo ao ponto 6 ( plano YZ ) igual a zero, obtem-se :

Rsy =Rsy =0.00135 N

Fazendo-se a somatoria das forgas na diregdo x igual a zero e somatéria das momentos em

relagdo ao ponto 6 ( plano XZ ) igual a zero, obtem-se :

Rsx = Rsx = 0.00520 N

Fazendo-se a somatoéria das forgas na diregio z igual a zero e Rs; = Rez , obtem-se :

Rsz =Rgz = 9.46595 N

Desta forma,

ROSrEsULTANTE RADIAL = RORESULTANTE RADIAL = RZSY + R25X

RSgesurtants Rapiar = R6resurtante rapiar = 0.0054 N
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_ (o2
RSgestrtante axiar = ROResULTANTE axtar = v R %5z

RSgestrTante axiar = R6restarante axiaL = 94659 N

FaxiaL
R

Seja e = 0.22 ( folga radial ). Desta forma, = 04815 sera maior que e. Entdo:

X=0.56 ¢ Y=2.00.

O diagrama de momentos fletores pdra 0 eixo 3 ¢ apresentado na figura C.17.
M(Nm)

15.07500

0.000057
0.000011

32 41 Plano YZ X

Figura C.17 - Diagrama de momentos fletores para o eixo 3



217

Com as informagdes obtidas até entdo pode-se finalmente determinar o didmetro do

eixo 3 :

172

2 2 1/3
i {32(1.5)[[ 02061 J +[ }5.9750} }

n [ 285(10%))  400(10%)

d; =0.00832 m = 8.32 mm

O eixo que se ajusta as engrenagens possui d; = 6.35 mm. Neste caso, 0 mesmo ndo
suportara satisfatoriamente os esforgos calculados. Percebe-se aqui que se trata do eixo mais
critico dos trés. O furo interno da engrenagem 3 tera que ser usinado para suportar um eixo com o

didmetro especificado acima.
O comprimento do eixo devera ser de 100.5 mm.
C.13 - Escolha do rolamento : cdlculo da capacidade de carga dinimica

Seja a expressio para o calculo da capacidade de carga dinidmica para cada um dos

rolamentos em dimensionamento [ 36 ] :
C=(fL/f)P [Kg]

aonde :
fi. = fator de forgas dindmicas ( considerado =3, ver referéncia [ 36 ] );
fy = fator do nimero de rotagdes (  fiy=[ (33 1/3 )/ niimero de rotagdes ] > ),
P = XFgr + YFj4 representa a carga dindmica equivalente [ kg ], com X = fator radial e

Y = fator axial e Fre F4 , respectivamente, as resultantes radial e axial.

Utilizar-se-4 rolamentos rigidos de esferas com folga radial normal.



Os resultados finais sdo obtidos na tabela a seguir.
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Rolamento | Rotacdo fu X Fr (N) Y Fs (N) C Rolamento
(tpm) Resultante Resultante (N) | escolhido

1 600 0.382 1.00 0.056 0.00 0.000 0.4398 |618/7 SKF

2 600 0.382 1.00 0.056 0.00 0.000 0.4398 |{618/7 SKF

3 126.58 0.644 1.00 0.191 0.00 5.1532 | 0.8888 |618/7 SKF

4 126.58 0.644 1.00 0.852 0.00 5.1532 | 39699 |618/7 SKF

5 5.06 1.874 0.56 0.005 2.00 9.4660 | 30.3117 | 618/8 SKF

6 5.06 1.874 0.56 0.005 2.00 9.4660 | 30.3117 |618/8 SKF

Tabela C.7 - Especificagfes para escotha do rolamento

Obs.: Considerando e = 0.22 ( folga radial )

rolamentos 3e 4 (F,/Fp )<=e

rolamentos 5S¢ 6 (F,/Fp )>e

Os rolamentos de esferas especificados na tabela C.7 possuem as seguintes

propriedades [ 37 |:
PROPRIEDADE ROLAMENTOS 1,23 E 4 ROLAMENTOSSE 6
didmetro interno ( mm ) 7 8
diimetro externo ( mm ) 14 16
espessura { mm ) 3.5 4
massa ( kg ) 0.0022 0.0030
capacidade de carga (N ) 956 1330

Tabela C.8 - Propriedades dos rolamentos escolhidos
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C.14 - Consideracdes finais e conclusdes

Posteriormente aos calculos efetuados neste apéndice, e quando se iniciou a montagem
experimental, alguns problemas técnicos encontrados na construgio do prototipo ( disponibilidade
de pegas, falta de material, tempo de confecgio das pegas necessarias, novas idéias para otimizar o
mecanismo,... ) levou a ligeiras alteragdes no projeto inicial do sistema de transmissdo apresentado

aqui.

De qualquer maneira, o material apresentado neste capitulo podera ser utilizado como
roteiro e foi confeccionado de tal forma que se tornasse o mais didatico possivel. Como

mencionado anteriormente, trata-se de uma primeira abordagem.

Problemas que poderiam ser encontrados posteriormente, tais como a flambagem
imprevista de um dos eixos da nova transmissio experimental ( novamente o eixo 3, considerado
mais critico ), quando se adicionasse cargas a extremidade livre, levou & adi¢do de mais um mancal

( e mais um rolamento de esferas ) ao protétipo experimental.

Todos os rolamentos utilizados, conforme pode ser observado na tabela C.7, estavam

também acima das caracteristicas exigidas.
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Apéndice D

Integradores numéricos - Runge-Kutta de 4° ordem

e previsor-corretor de Adams-Moulton : programas



program runkutr ; S
{ RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM PARA O MODELO ESTRUTURA RIGIDA } 221

{ casos 1-2-3 }

CasS0 1
altura := 0.030;
base := 0.025;
CASO 2 ( EXPERIMENTAL )
altura := 0.01805;
base := 0.01270;
CASQ 3
altura := 0.010
base := 0.007
const

altura = 0.01905 ;
hase = 0.01270 ;

all = 1.8780;
young = 0.70%1lell;
L= 1.2 ;

aux = 0.100 ;

Ng = 120 ;

Km = 0.0549 ;

Ra = 1.1 ;

Kb = 0.0555 ;

intervalo = 0.3 ;
Wmotor = 62.832 ;
passo = le-&5 ;

var
xoutl : array([l..200000] of real
youtl : array(l..200000] of real
xout2 : arraylil..200000] of real
yout2 : array({l..200000] of real
xoutld : array{l..200000] of real
yout3 : array(1..200000] of real
xout4 : array[l..200000] of real
yout4 : array(1l..200000] of real
xout5 : arrayfl..200000] of real
youts array[1l..200000] of real
(¢ A array[l .2000000] of real ;
T : array([l..2000000] of real ;
x1 : array[l1l..2000000] of real ;
x2 : array[l..2000000} of real ;
tempo : array[l..2000000] of real ;
area,l,ro,wl,E, massa,lzz,alfa, Tmotor,valeorl,valor2 : real ;
Umax,xintl,xint2,xint3,yintl,yint2,yint3, coefl, coef2,coef3,a,b,¢c : real ;
varaux, yaux,y,xn,xo,n,h,dl,d2,d43 : real ;

e e ma . me W W ma ws



k11,k12,k21,k22,%x31,Kk32,k41,k42 : real ;

i : integer ; 222
{ argl : text ; }
argz2 : text ;
function power {a:real; b:integer): real;
var r: real;
begin
r := 1;
while (b>0} do
begin
r = ¥ * a ;
b :=b - 1;
end;
power (= Iy
end;
begin
{ abertura dos arquivos }
open(arqgl,’ /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/TU.res’, 'unknown’); }
rewrite (argl, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/TU.res’); }
writeln(arqgl,T,’ 7,U);
open(arg2, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/RK.res’, ‘unknown’) ;
rewrite (arg2, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/RK.reg’) ;
{writeln(arg2, tempo,’ ’,x1);}
area := alturar*base;
I := ( altura*power{base,b3)) / 12 ;
ro = 2700*area ;
wl := {power(all,2))*sqgrt({young+*I)/(ro*power(L,4}));
E := (power(base,2))/(12*power(L,2)) ;
massa := 2700*%area*L;

Izz := ((1/12)*massa*( power (base,2) + power(L,2) ) ) + ( massa*( power( {(L/2)
-(aux/2)),2 ) ) )i :

alfa := ( Wmotor / 120 } / intervalo‘ ;

Tmotor := Izz*alfa*{1/Ng) ;

valorl := ( 1/E )*( L / (young*I))*(Km/Ra) ;
valor2 := ( 1/E )*( L / (young*I))*(Kb/Ra}* (Km);



Umax := ( Tmotor + {Xb/Ra)*Km*Wmotor/Ng )*Ra*Ng*(1/Km) ;

{ PERFIL DE POTENCIAL }

xintl:=8*intervalo;
xint2:=2*intervalo;
xinti:=intervalo;

yintl:=Umax;
yvint2:=Umax;
yint3:=0.632*Umax;

coefl := - (power(xint2,2)/power(xintl,2)) ;

coef2 := - (power{xint3,2)/power(xinti,2)) ;

coefd := - ((coef2*xintl) + xintl3) / ((coefl*xintl) + xint2)

¢ := {(coef3*((coefl*yintl)+yint2) + {({coef2*yintl) + yint3)})
{({coefld* {(coefl + 1)) + (cecef2 + 1});

b := (({coefl*yintl) + yint2} - ((1 + coefl)*c)) / ((xint2)

(xintl) *coefl) ;
( yintl - ¢ - ((xintl)*b) ) / power(xintl,2} ;

I
L]

xoutl[1] a ;
youtl [1] o ;
for i := 1 to round(intervalo/passo) do
begin

varaux := i*passoc ;

y := 0.632*Umax*varaux/xint3 ;

youtl[i+l] := y ;

xoutlii+l] := varaux ;
end;

xout2[1] := intervalo ;
yout2 [1] := a*power({xout2[l],2) + b*xout2{l] + c¢ ;
for i:= 1 to round(intervale/passo) do
begin )
varaux := intervalo + i*passo ;
y := a*power (varaux,2) + b*varaux + C;
yout2 {i] Y ;§
xout2 [i] varaux ;
end;

i

/
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xout3 [1] {2*intervalo) ;
yout3 [1] Umax ; 224
for i:= 1 to round(é*intervalo/passc) do
begin
varaux := 2%intervalc + i*passgo ;
vy := Umax;
yout3d[i]l := vy ;
xouti{i] := varaux ;
end;

(8*intervalo) ;
ar*power (xout4{1},2}) + b*xout4[l] + ¢ ;
o round (intervalc/passo) do

xout4 (1]
yout4 [1]
for i:= 1
pegin
varaux := B*intervalo + i*passo ;
y := a*power (varaux,2) + b*varaux + C;
yout4[i] := y ;
xout4 [i] := varaux ;
end;

(S|

xoutS5[1] := (9*intervalo) ; .
yout5[1l] := a*power (xout5[1],2) + b*xout5[1] + c ;
yaux yout5[1] ;
for i:= 1 to round{intervalo/passo) do
begin
varaux := 9*intervalc + i*passo ;
v := ( (10*intervaloc)*yaux - yaux*varaux } / intervalc ;
yout5 {i] Y i
xout5{il] varaux ;
end;

il

for i:=1 to round({l/passc)*intervalo) do

begin

TIi] := xoutl[il;

Uil := youti[i];

{ writeln({arqgl,xoutl[i]l,’ ’,youti[il); }
end;

for i:=1 to round((1/passo)*intervalo) do

begin
T{ round((l/passo)*intervalo) + i] := xout2(i];
U{ round((1l/passo)+*intervalo) + i} := yout2[i];
{ writeln{argl,xout2[i],’ ’,yout2([il}; }

end;

for i:=1 to round((l/passo)*6*intervalo) do
begin
T{ round(2* ({1/passc) *intervalo}) + i} := xout3{il;



Ul round(2*({i/passo)*intervalo}) + 1]

{ writeln(argl,xout3(i],’ ’,yout3(i]); }

and;

for i:=1 to round({1l/passo}*intervalo) do
begin
T[ round(8* ({1l/passo)*intervalo)) + il
Ul round(8*((1l/passo) *intervalo)) + i}

{ writeln(arql,xout4[i],’ ’,yout4lil); }

end;

for i:=1 to round{ (1l/passo)*intervalco) do
begin
T[ round(9*{(1l/passo)*intervalo)) + 1i]
Ul round(9*((1l/passo)*intervalo)) + il

{ writeln(argl,xout5([il,’ *,yout5I[il); }

end;

RUNGE-KUTTA de QUARTA CORDEM

T TELEEE 2SR X R R R A R EE RS LA SRR AR RS ERR LR SRR R R R EE R RS EERE SR EESS S
kTR kT hkkd kb dkdrbrdrdddrhdrdrrthrrrhbdbrdrdrrhrrxrddrbhddxreedrdkrisd

h = passo de integracao
{ n = numero de pontos I
xn := 10*intervalo ;
x0 := 0 ;
n := (l0*intervalo) / passo ;
h:={xan -x¢ )} / n;

{ CONSTANTES }

dl := ro*power{L,3) / Izz ;
d2 := dl*valorl ;
d3 := dl*valor2*Ng ;

{ INTEGRADOR NUMERICO |}

{ Em t=0 }

tempo{l] := 0 ;
x1[1] := O ;

N

noi

yout3[i];

xout4a [i] ;
yout4 [i];

xout5{i];
youts5iil;

RIGIDO
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x2[{1] := 0 ;

¥

k22/2) ) ;

k32 ) )

2*k31 + k41 )/6
2%k32 + k42 ) /5

for i :=1 to round(n) do
begin
tempo[i+1] := tempol[i] + h ;
kil := h*x2[i] ;
k12 := h*( d2*U(i+1] - d3*x2[il )
k21 := h*( x2[i] + kii/2 ) ;
k22 := h*( d2*U[i+1] - d3*(x2[i] + k12/2) } ;
kil := h*{ x2[i] + k21/2 ) ;
k32 := h*( dA2*U[i+1] - dA3*(x2[i] +
k4l := h*( x2{i] + k31 ) ;
k42 = h*( d2*U[i+1] - d3*{x2[i] +
x1[i+1] = x1fi] + { k11 + 2*k21 +
x2[1+1] := x2[1i] + { k12 + 2*k22 +
writeln(arg2, tempo[i],’ *,x1{i] ) ;
end;

{ close(argl); }
close{argl) ;

end.

i

i
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program runkutpd ;
RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM PARA O MODELO ESTRUTURA... } 227
. . .CONSIDERANDO PEQUENAS DEFLEXOES }

{ ¢AS0S 1-2-3 }

CASO 1
altura := 0.030;
base := 0.025;
CASO 2 ( EXPERIMENTAL )
altura := 0.01905;
base := 0.01270;
CASO 3
altura := 0.010
base := 0.007
const

altura = 0.01905 ;
base = 0.01270 ;

all = 1.8780;
young = 0.70%*lell;
L = 1.2 ;

aux = 0.100 ;

Ng = 120 ;

Km = (.0549 ;

Ra = 1.1 ;

Kb = 0.0555 ;

intervalc = 0.3 ;
Wmotor = 62.832 ;
passo = le-5 ;

var
xoutl : array([l..200000] of real
youtl : arrayl[l..200000] of real
xout2 : array([l..200000] of real
yout2 : array{l..200000] of real
xoutl : array{l..200000] of real
yout3 : array(l..200000] of real
xout4 : arrayl[l..200000] of real
yout4 : arrayl(l..200000] of real
xout5 : array{l..200000] of real
yout5 : array[l..200000] of real
U : array({1..2000000] of real ;
T : array(l..2000000] of real ;
x1 : array{l..2000000] of real ;
x2 : array{1..2000000] of real ;
x3 : arrayf{il..2000000] of real ;
x4 : arrayll..2000000] of real ;
tempo : array(l..2000000] of real ;
area,I,ro,wl,E, massa,Izz,alfa, Tnotor,valorl,valor2 : real ;
Umax, xintl,xint2, xint3, yintl,yint2,yint3, coefl, coef2,coefl,a,b,c : real ;
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varaux,yaux,y.xn,xo,n,h,cl,c2,c3,c4,c5,c6 : real ;
311,312,k13,k14,k21,k22,k23,k24,k31,k32,k33,k34,k41,k42,k43,k44 : real ;
i : 1lnteger ; ’
{ argl : text ; }

arg?l : text ;

function power {a:real; b:integer): real;
var r: real;

begin
r := 1;
while (b>0) do
begin
r o= xr ¥ a ;
b = b - 1;
end;
power := I;
and;
begin

{ Abertura dos arquivos }

opengarql,’/homes/1umina/fenili/SIMULACOES/TU.res’,’unknown’); }
rewrite (argl, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/TU.res’}; }
writeln(argl,T,’ ’,U); }

opengarqz,'/homes/lumina/fenili/SIMULACOES/RK.res’,'unknown’);
rewrite{arg2,’' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/RK.res’);

(writeln(arg2, tempo,’ ‘,x1,’ ',x2);}

area := altura¥*base;

I := ( altura*power(base,3)) / 12 ;

ro := 2700%area ;

wl := (power({all,2})*sqrt((young*I}/(ro*power(L,4))};

E := (power({base,2))/(12*power(L,2)}) ;

massa := 2700*area*L;

Izz := ((1/12)*massa*( power (base,2) + power(L,2) ) ) +

( massa*( power( ((L/2)-(aux/2)),2 ) } );

alfa := ( Wmotor / 120 } / intervalo ;
Tmotor Izzxalfa* (1/Ng) ;

]

( 1/E })*( L / (young*I))* (Km/Ra) ;

valorl
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valor2 := { 1/E )*( L / (young*I))*(Kb/Ra)* (Km); 229

Umax := ( Tmotor + (Kb/Ra)*Km*Wmotor/Ng )*Ra*Ng* (1/Km) ;

{ PERFIL DE POTENCIAL }

xintl:=8*intervalo;
xint2:=2*intervalo;
xint3:=1intervalo;

yvintl:=Umax;
yint2:=Umax;
yint3:=0.632*Umax;

coefl := - (power(xint2,2)/power(xintl,2)} ;

coef2 := - (power(xint3,2)/power (xinti,2)} ;

coef3 := - ((coef2*xintl} + xintl3) / ((coefl*xintl) + xint2) ;
c := (coefd*{(coefl*yintl}+yint2) + {(coef2*yintl) + yint3}} /

({coefl3* (coefl + 1))} + {coef2 + 1));

b := (((coefl*yintl) + yint2) - ((1 + coefl)*c)) / ((xint2) +
(xintl) *cecefl) ;
a := ( yintl - ¢ - (({xintl)*b) )} / power{xintl,2) ;
xouti{l] := 0 ;
youtli[l] := 0 ;
for i := 1 to round{intervalo/passo) do
begin
varaux := l*passo ;
y := 0.632*Umax*varaux/xint3 ;
youtl{i+1] := vy ;
xoutl{i+1l] := varaux ;
end;
xout2[1] := intervalo ;
yout2([1] := a*power({xout2{l1l],2) + b¥*xout2lll + ¢ ;
for i:= 1 to round({intervalo/passo) do
begin
varaux := intervaloc + i*passo ;
y := a¥*power (varaux,2) + b*varaux + C;
yout2{i] := y ;
xout2fi] := varaux ;

end;



xout3[1] := (2*intervalo) ; 230
yvout3{i] := Umax ;
for i:= 1 to round(é*intervalo/passo) do
begin
varaux := 2*inrervalo + i*passo ;
y := Umax;
yout3[i] := y ;
xout3[i] := varaux ;
end;
xout4{1] := (8*intervalo) ;
yout4 [1] := a*power(xout4[1],2) + b*xoutd([i] + c ;
for i:= 1 to round{intervalo/passo) do
begin
varaux := 8*intervalo + i*passo ;
Yy := a*power{varaux,2) + b*varaux + c;
youtd [i] =y ;
xout4 [1] := varaux ;
end;
xouts{1i] := (9*intervalo) ;
yout5{1] := a*power(xout5[1],2) + b*xout5[1] + ¢ ;

vaux := youtS5[1] ;
for i:= 1 to round(intervalo/passo) do

begin
varaux := S*intervalc + i*passo ;
y = {( (i0*intervalo)*yaux - yaux*varaux ) / intervalo ;
yout5[i] := ¥y ;
xouts[i] := varaux ;
end;

for i:=1 to round{(1/passo)*intervalo) do

begin

T[i] := xoutl(i];

Ulil := youtl{i];

{ writeln(arql,xoutl[il,’ ’,youti[il); }
end;

for i:=1 to round({l1l/passo}*intervalo) do
begin .
T[ round((1/passo) *intervalo) + i)
Ul round({{l/passo) *intervalo} + i]
{ writeln(arql,xout2[i],’ ’,yout2[i]
end;

xout2[i];
yout2 [i];

P}

i W

for i:=1 to round({l/passo)*&*intervalo) do
begin



T{ round(2*{{1/passo) *intervalo)) + il
Ul round(2* ((1/passo)*intervalo)) + i]

{ writeln(arql,xout3{i],’ ‘,yout3[i]);

end;

for i:=1 to round({i/passc)*intervalc) do
begin
T[ round(8*{ (1/passo} *intervalo)) + 1i]
Ul round(8*{(1/passc) *intervalo)) + i]

}

iton

{ writeln(arql,xout4[i],’ ’/,yout4[il); }

end;

for i:=1 to round({(l/passo}*intervalo) do
begin :
T[ round(9* ({1/passo)*intervalo}) + i}
U[ round(9* ((1/passo) *intervalo)) + i]

end ;
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h = passo de integracao
z n = numero de pontos ;
xn := l0*intervalo_;
xo := 0 ;
n := (l0*intervalo) / passo ;
h:= {(xn - x0) / o ;

{ CONSTANTES }

¢l := 3.47*power(E,2} ;

c2 := 1.29*%0.58*power(E,2) ;
c3 = 1.29%*power{wl,2) ;

cd := 1.73*power(E,2) ;

cS := 0.43%1.29 ;

cé := 0.58*power(E,2) ;

{ INTEGRADOR NUMERICO }

{ Em t=0 }

[ ]

{ writeln(arql,xout5(il,’ ’,yout5[il]); j

xout3 [i];
youtl3ii];

xout4 [1];
yout4 [i];

xouts{i];
youts [i] ;
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tempol[l] := 0 ; 232
xL[1]
x2[1]
x3(1]
x4 {1]

[T N ¢
oo o

L LT

for i :=1 to round(n) do

begin

tempo[i+1] := tempoli]l + h ;

ki1 := h*x3[i] ;

k12 := h*x4([i] ;

ki3 := h*({{ valori*U[i+l] - wvalor2*Ng*x3i{i] ) -
cl*x2 (i} *x3[1i]*x4[1] - c2*x2[i]*power(x3[i}i,2) -
c3*x2[i}) / ( 1 + c4*power(x2[i],2) - c5 ) ;

k14 := h*{{ ce*x2[i]*power(x3[i],2) - power{wl,2}*x2[i] }*{1 +
ca*power{x2[i],2)) - 0.43*{ ( wvalori*Uli+i] -
valor2*Ng*x3[i] ) - ci*x2([i]1*x%3[il*xa[i]})} /
{ 1 + c4*power (x2[i},2) - c5 )} ;

k21 := h*{ x3[1i] + k11/2 ) ;

k22 := h*( x4[i] + ki2/2 ) ;

k23 := h*{{ valori*U[i+1] - valor2*Ng*{x3[i]l +

{(k13/2)) ) - cl* (x2[1]1+(k13/2))*(x3[ii+(k13/2) )~
(x4 {i1+(k13/2)) - c2*(x2[i]l+(k13/2)) *power ((x3[i]+
(k13/2)),2) - e3*(x2{i]+(k13/2))) / (1 +
ca*power{ (x2[i]+(k13/2)),2) - ¢5 ) ;

k24 := h*({ c6*(x2[i]+(k14/2))*power ((x3[i]+(kia/2}),2) -
power (wl,2)* (x2 [i]1+(k14/2)) )*(1 + cd*power((x2[i]+
{k14/2}),2)) - 0.43*( { valeorl*U[i+1l] - valor2*Ng*
(23111 + (k14/2)) ) - cil*(x2[il+(k14/2))*(x3{i]+
(k14/2))* (x4 1)+ (k14/2)))) / ( 1 + ca*power({(x2[i]l+
(k14/2)),2) - c5 ) ;

k31 := h*( x3[{i1 + k21/2 );
k32 := h*( x4[i] + k22/2 ),
k33 := h*({ valorl*U{i+1l] - valor2+*Ng*{(x3{i] + (k23/2)) ) -

el* {x2[1]+(k23/2))* (x3 {11+ (k23/2))* (x4 [1]1+(k23/2)}) -
c2* (x2[1]+(k23/2)) *power ((x3 [i]+(k23/2)),2) - c3*
(x2[1]1+(k23/2))) / ( 1 + ca*power((x2([i]+(k23/2)),2)
-c5 ) ;

k34 := h*(( c6*(x2[i]+(k24/2)) *power ((x3[i]+(k24/2)),2) -
power (wl,2)* (x2{i]+(k24/2)) ) *(1 + ca*power((x2[i]+
(k24/2)),2)) - 0.43*( ( valori*U[i+l] - valor2+*Ng*
(x3[1] + (k24/2)) ) - cil*(x2[i]+(k24/2})*(x3[i]+
(k24/2) ) * (x4 [1]1+(k24/2)))) / {1 + ca*power((x2[il+
(k24/2)),2) - ¢5 ) ;

k41 :
k42

h*{ x3[1] + k31 };
h*( x4{i]l + k32 );

non



end;

k43 := h*({ valorl*U[i+l] - valor2*Ng*(x3[i] + k33) )} -
cl* (k2 [4]+ (k33) ) * (x3[1] +(k33)) * (x4 [i]+(k33)) - - 233
c2* {x2[1]1+(k33) ) *power{(x3[1i]1+(k33)},2) - c3*
(x2[1]1+(k33))) / (1 + ca*power{(x2[i]+(k33)),2)
- ¢5 )

k44 := h*(({ cé*(x2[1i]+(k34)) *power((x3[{il+(k34)}),2) -
power(wl,2)* (x2[i]+(k34)) )*(1 + c4*power((x2[i]l+
(k34)),2}) - 0.43*(( valorl*U{i+1] - valor2*Ng*{x3[i]
+ k34) ) - cl*(x2[i1+(k34))*(x3[i]+(k34))*(xa[i]+
(k34)))) / (1 + ca*power({(x2[il+(k34)),2) - c5 ) ;

x1[1i+1] := x1[i] + { k1l + 2*k21 + 2+*k31 + k41l )/6 ;

x2[1+1] = x2[1] + { K12 + 2¥k22 + 2+*k32 + k42 }/6 ;

x3[i+1] := x3[4i] + ( k13 + 2%*k23 + 2+k233 + k43 }/6 ;

x4 [1+1] = x4 [1] + ( k14 + 2*k24 + 2*k34 + k44 )Y /6 ;

writeln(arg2,tempo{il,’ /,x3[i],’ 7,=x2[1i] };

{ close(arql); }
close(arg2) ;

end.



program runkutgd ;
RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM PARA O MODELO ESTRUTURA... }
.. .CONSIDERANDO GRANDES DEFLEXOQES }

{ cAsSOS 1-2-3 }

CASO 1
altura := 0.030;
base := 0.025;
CASO 2 ( EXPERIMENTAL )
altura := 0.01905;
base := 0.01270;
CASO 3
altura := 0.010
bhase := 0.007
const

altura = 0.01905 ;
base = 0.01270 ;

all, = 1.8780;
young = 0.70%1lell;
L =1.2 ;

aux = 0.100 ;

Ng = 120 ;

Km = 0.0549 ;

Ra = 1.1 ;

Kb = 0.0555 ;

intervalec = 0.3 ;
Wmotor = 62.832 ;
passo = le-5 ;

var
xoutl : array{l..200000] of real
youtl : array{l..200000] of real
xout2 : array{il..200000] of real
yout2 : array(l..200000] of real
xout3 : array({l..200000] of real
youtld : arrayil..200000] of real
xout4 : arrayl[l..200000] of real
yout4 : arxray(l..200000] of real
xouts : arrayll..200000) of real
yout5 : array{l..200000] of real
U : array{1..2000000] of real ;
T : array(l..2000000]} of real ;
x1 : arrayl[l..2000000] of real ;
x2 : arrayi{l..2000000]1 of real ;
x3 : array{1..2000000] of real ;
x4 : array{i..2000000] of real ;
tempo : array[l..2000000] of real ;
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area,l,ro,wl,E,massa,lzz,alfa, Tmotor,valorl,valor2 : real ;

Umax,xintl, xint2,xint3,yintl, yint2,yint3, coefl, coef2,coefl,a,b,c : real ;
varaux,yaux,y,xn,xo,n,h,al,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8,a9,al0d,all : real ;
b1,b2,b3,b4,b5,b6,b7,b8,b%,b10,b11,bl2 : real ;
k11,%12,Kk13,k14,k21,k22,k23,k24,k31,k32,k33,k34,k41,k42,k43,k44 : real ;
i : integer ;

{ arqlr : text ; }

arg2 : text ;

function power (a:real; b:integer): real;
var r: real;

begin
r := 1;
while (b>0) do.
begin :
r := ¥ * a ;
b := b - 1;
end;
power := ¥;
aend;
begin

{ Abertura dos arquivos }

open(arqgl, * /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/TU.res’, ‘unknown’); }
rewrite(argl,’ /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/TU.xes’); }
writein{arql,T,’' ', U);

open(arg2, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/RK.res’, ‘unknown’) ;
rewrite(arqg2,’ /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/RK.res’) ;
{writeln(arq2, tempo,’ ’,x1,’ ',x2};}

area := altura*base;

I := { altura*power(base,3)) / 12 ;

ro := 2700*%area ;

wl := (power(all, 2))*sqrt((young*I)/(ro*power(L,4))};

E := (power (base,2))/(12*power(L,2)) ;

massa := 2700%area*l; .

Izz := {({1/12)*massa*( power(base,2) + power(L,2) } ) +

{ massa*( power( ((L/2)-{aux/2)},2 } ) );:

alfa := ( Wmotor / 120 } / intervalo ;
Tmotor := Izz*alfa* (1/Ng) ;
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valorl := ( 1/E )*( L / (young*I))*(Xm/Ra) ;
valor2 := ( 1/E )*{ L / (young*I))*(Kb/Ra)* (Km};
Umax := ( Tmotor + (Kb/Ra)*Km*Wmotor/Ng ) *Ra*Ng*(1/Km) ;

{ PERFIL DE POTENCIAL }

xintl:=8*intervalo;
xint2:=2*intervalo;
xint3:=intervalo;

yintl:=Umax;
yint2:=Umax;
yint3:=0.632*Umax;

coefl := - {(power(xint2,2)/power(xintl,2)) ;
coef2 := - {(power(xint3,2)/power(xintl,2)) ;
coefl := - {({coef2*xintl} + xint3) / ({coefl*xintl} + xint2)

0
]

{(coefld* ({coefl*yintl) +yint2) + ({coefZ*yintl) + yint3))
{{coefi*{coefl + 1)) + (coef2 + 1))

{({(coefl*yintl) + yint2) - ({1 + coefl)l*c)) / ((xint2)
{xint1) *coefl} ;

{ yintl - ¢ ~ ({xintl)*b) ) / power{xintl,2) ;

o
[

j+1]
W

xoutl (1] 0 ;
youtl[1] 0 ;
for i := 1 to round(intervalo/passo) do
begin
varaux := i*passo ;
y := 0.632*Umax*varaux/xint3 ;
youtlfi+l] := y ;
xoutl[i+1l] := varaux ;
end;

ol

xout2[1l} := intervalo ;
yout2 [1] := a*power(xout2[1],2) + b*xout2(1] + c ;
for i:= 1 to round{intervalo/passo} do
begin
varaux := intervalo + i*passo ;
y := a*power (varaux,2) + b*varaux + ¢;
yout2 il Y i
xout2 [i] varaux ;

It

i

/

+
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end;

237
xout3[1] := (2*intervalo) ;
yout3 [1] := Umax ;
for i:= 1 to round(é*intervalc/passo} do
begin
varaux := 2*intervalo + i*passo ;
y = Umax;
yout3[il := y ;
xout3 (il := wvaraux ;
end;
xout4[1l] := (8*intervalo) ;
yout4 [1] := a*power(xout4[1l],2) + b*xoutd[l] + c ;
for i:= 1 to round{intervalo/passo) do
begin )
varaux := B*intervalc + i*passo ;
y := a*power(varaux,2) + b*varaux + c;
yout4 [i] := y ;
xout4 [i] := wvaraux ;
end;
xouts5{l] := (9*intervalo) ;
yout5{1l] := a*power(xout5(1],2) + b*xout5[1] + ¢ ;

yaux := yout5[1] ;
for i:= 1 to round({intervalo/passo} do

begin
varaux := 9*intervalo + i*passo ;
y := { (10*intervalo)*yaux - yaux*varaux ) / intervalo ;
youtS{il := y ;
xouts5{il := varaux
end;

for i:=1 to round((1/passo)*intervalo) do

begin

T[i] := xoutl{i];

Uli] := youtl{i];

{ writeln(arql,xout1([il,’ ‘,youtl{il); }
end;

for i:=1 to round(({l/passo)*intervala) do

begin
T{ round{(1/passo)*intervalo) + i] := xout2(il;
Ul round((l/passo)*intervalo) + i] := yout2[il;
{ writeln(argl,xout2{il,’ ’,yout2[il); }

end;



for i:=1 to round((l/passo)*6*intervalo) do

begin
T[ round(2*{{1/passo) *intervalo)} + il
U[ round(2*((1/passo)*intervale)} + i}

{ writeln({argl,xout3{i},’ ’,yout3lil}; }

and;

for i:=1 to round({(l/passo)*intervalo) do
begin
T[ round(8*{(1/passo)*intervalo)) + 1i]
Ul round(8*((l/passo) *intervale)) + i]

{ writeln(arql,xout4[i],’ ’,yout4[i]); }

end;

for i:=1 to round{(l/passo)*intervalo} do
begin
T{ round(9*{{(1l/passo)*intervalo)) + 1i]
Ul round{9*{{1/passo)*intervalo)) + i]

{ writeln(argl,xout5[il,’ ’,yout5[i]); }

end;

I
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xoutl [i];
yout3d [i];

xout4d (1] ;
yvout4 [i];

xoutsfil;
youtS {}.] H

RUNGE-XUTTA de QUARTA ORDEM
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h = passo de integracaoc }
E n = numerc de pontos
xn := 10*intervalo ;
x0 := 0 ;
n := {(10*intervalo) / passo ;
h:= {(xn -x0) /n;

{ CONSTANTES }

al := 3.6098%power(E,2) ;

a2 := 4.9737*power(E,2) ;

a3l := {15.81B1l*power(E,2)

a4 := {17.6166*power{E,4)

a5 := 2.1060*power(E,2) ;

a6 := 1.2938%power(wi,2) ;

a7l := 1.6169*power(RE,2)*valorl ;

a8 := 7.7379%power(E,2) ;

a9 := 1.6169*valor2*Ng*power(E,2) ;

) - (4.1485*power (wl, 2} *power(E,2)) ;
} -~ (3.0165*power(wl, 2} *power(E,4))} ;



alo
all

It H

bl

b3
b4

bé
b7
b8
b3
bl0
bll
bl2

[T I N [ E O | N1 B [ N | I

2.3298*power(E, 4)
2.3455*%povwer (E, 4)

31.2552*power (g, 2)

(12.2261*power(E,2})
(-4 .5554*power(E,4))

O EHHEOOCN

.8598*power(E, 2}
.4313*valorl ;
.4313*valor2*Ng ;
.5301*power (E, 4)

.7549*power (E, 4}
.6278*power (E, 2)
.6065*power (E, 4)

{ INTEGRADOR NUMERICO }

{ Em t=0

tempo[1]
x1[1]
x2[1]
%3 [1]
x4 [1]

QOO0

s wae wy oy

for i :=1 to round(n) do

begin

i

L

L

I

.4409*valorl*power(E,2) ;
.4409*valorZ*Ng*power (E, 2)

H

-+
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(1.7208%*poweri{wl,2) *power(E,2)) ;
(0.7800*power{wl,2) *power{E,4)} -

tempo{i+1] := tempc(i] + h ;

k11l
k12

k13

k14

h*x3[i] ;
h*xa[i] ;

!

"

h*{ ( -al*x2([i]l*x3[i]*x4[i] - a*power(x4([i],2)*x2[i] -
- a4*power (x2([i];5) - aS*power(x3[il,2)*x2{i] +

al*power(x2[il, 3)
ag*x2[{i] + valorl+*U[i+1]

power (x2[i}, 2)

power (x2{i], 3)

- valor2*Ng*x3[i] - a7*U[i+1]*

- a8*power(x2[i],3)*x3[i]*x¢{i] + aS*power(x2{i],2}*
x3{i] + alO*power(x4({i],2)*power(x2([i]l,3) - all*power{(x3[i],2)*

y / { 0.4420 - 0.7467*power (E,2) *power (x2[i],2) +
2.6786*power (E, 4) *power (x2[i],4) ) );

h*{ ( bl*x2[i}+*x3[i]*x4[i] + b2*power(x2([i],3) + b3*power(x2[i],5)

+ bar*power (x4 [i],2)*x2[i] - bS*U[i+l] + bé*x3[i] - power(wl,2)*x2([i]
+ b7*power (x2[1i],2) *x3 [1i]*x4[i] + b8*U[i+1l] *power (x2(i]},2) -
b9*power (x2[i],2)*x3[i]

bill*power (x3[1i],2) *x2[1]

- blo*power(x2[i], 3) *power(x4[i], 2} +
- bi2*power (x2{i],3) *power (x3[i},2) ) /

( 0.4420 - 0.7467*power(E,2) *power(x2[i],2) + 2.6786*power(E,4)*

power (x2([i], 4)

)

)

r



h*( x3[i] + ki1/2 ) ; 240
h*{ x4[i] + kiz/2 )} ;

k21
k22

i

h*( ( -al*(x2[1]+(k213/2))*(x3[11+(k13/2))* (x4 [i1+ (k13/2}) -~
a2*power ( (x4 [1]+(k13/2)),2) *(x2[1]+(k13/2}} - a3*power((x2[i]+
(k13/2)),3) - ad*power((x2[i]+(k13/2)),5) - aS*power{(x3[i]+
(k13/2)),2)* (%2 [i1+(k13/2)) + a6*(x2[1]1+(k13/2)) + valori*U[i+1]

~ valor2*Ng* (x3[1]+(k13/2)) - a7*U[i+l]*power((x2([i}+(k13/2})),2) -
a8*power { (x2[1)+(k13/2)),3) * (x3[1]1+(k13/2)) *(x4[1]+(k13/2})) +
a9*power ((x2[{i1+(k13/2)),2)* (x3[1]1+(k13/2)) + alO*power((x4fi]+
(k13/2)),2) *power{ (x2 [i]+(k13/2)),3) - all*power ((x3[il+(k13/2)),2)
*power ((x2[1]+(k13/2)),3) ) / ( 0.4420 - 0.7467*power(E,2)*

power( (x2[i1+(k13/2)),2) + 2.6786*power(E,4) *power ((x2[1]+
(k13/2)),4) )} );

k23

k24 := h*{ { bi*{(x2[i]1+(k14/2})*(x3[i1+(k14/2))*(x4[1i]1+(k1l4/2}) +
b2*power ((x2[i]1+(k14/2)),3) + b3*power((x2([i]+(k1l4/2)),5}) +
ba*power ( (x4 [i1+(k14/2)),2)* (x2{i1+(k14/2)) - D5*U[i+1] +
be* (x3[i]1+(k14/2)) - power(wl,2)*(x2{i]l+(k14/2)}) +
b7*power ({x2[1i]+(k14/2)),2) ¥ (x3[11+(k14/2))* (x4 [1]+(k14/2)) +
bg*U[i+1] *power(({x2 [i]1+(k14/2})),2) - bS*power{(x2([i]+(k1l4/2)),2)*
(x3[i]+(k14/2)) - blO*power((x2[il1+(k14/2)),3)*power({x4[i]l+
{k14/2)),2) + bll*power{{x3[i]l+(k14/2}),2)*(x2([i]+(k14/2)) -
bl2*power ((x2[i]+(k14/2)),3) *power{{x3[i]+(k14/2)},2) } /

{ 0.4420 - 0.7467*power (E,2) *power {{x2[1]+(k14/2)),2}) +
2.6786%power (E,4) *power ((x2{i]+(k14/2}).,4) ) )} ;

h*{ x3[i] + k21/2 );
h*( x4{i] + k22/2 );

k31 :
k3z :

he( ( -al*{x2[i)+(k23/2V)*(x3[1i]1+{k23/2))* (x4 [i]1+(k23/2)} -
az*power { {x4{i]+(k23/2)),2)*(x2[i]+(k23/2}} - al3*power{(x2[i]+
(k23/2)),3) - ad*power((x2[il+(k23/2)),5) - aS*power{ (x3[il+
(k23/2)),2)*(x2 [1]1+ (k23/2)) + as* {(x2[i]1+(x23/2)) +
valorl*Uli+l] - valor2*Ng* (x3[i}+{(k23/2)) - a7*U[i+1]~*

power ((x2[1i1+(k23/2)},2) - a8*power((x2([i1+(k23/2)),3)}*(x3[il+
(k23/2) ) * (x4 {i1+(k23/2)) + a9*power ((x2[i]+{k23/2)),2)*(x3[i]+
(k23/2)) + alO*power({x4[i]+(k23/2})),2)*power((x2[1i]1+(k23/2})),3) -
all*power{ (x3[i]+(k23/2)),2) *power ((x2[1i]+(k23/2)),3) ) /

( 0.4420 - 0.7467*power(E,2) *power ((x2[i]+(k23/2)},2) +
2.6786*power{E, 4) *power ( (x2[1]1+(k23/2)),4) ) );

k33

It

k34 := h*( ( bi*(x2[il+(k24/2))*(x3[i]+(k24/2))*(x4[il+(k24/2)) +
b2*power( (x2[i]+(k24/2}),3) + b3*power((x2[i]+(k24/2)},5) +
ba*power ( (x4 [i1+(k24/2)),2) *(x2[i]1+(k24/2)) - b5*U[i+1] +
b6* (x3[i]+(k24/2)) - power(wl,2)*(x2[i]+(k24/2})) +
b7*power({x2{i}+(k24/2)),2)*(x3[i]+(k24/2)}*(x4{i}+(k24/2)) +
b8*U[i+1] *power ((x2[i]+(k24/2)),2) - b9*power ((x2[i]+(k24/2)),2)
*(x3[1i]+(k24/2)) - blo*power{(x2[i]+(k24/2)),3) *power{(x4[i]+
(k24/2)),2) + bll*power{(x3[il+(k24/2)),2)* (x2[1]+(k24/2)) -
bl2*power{ (x2[i]+(k24/2)),3) *power ((x3[i]+(k24/2)),2}) ) / ( 0.4420
- 0.7467*power{E,2) *power((x2{i]+(k24/2)),2) + 2.6786*power(E,4)*
power ((x2[i]+(k24/2)),4) ) ) ;

k41l := h*{ x3f{i] + k31 };



end;

k42

k43 :=

k44 :=

x1[i+1]
x2[i+1]
x3[i+1]
x4 [i+1]

h*( x4{i] + k32 };
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h*{ ( -al*(x2{i]1+(k33))*(x3[1i1+(k33))*(x4[i]+(k33}) -
az*power { (x4 [i]1+(k33}),2)* (x2[11+(k33)) - al3*power((x2[il+
(k33)),3) - ad*power ((x2[i]+{k33)),5) - aS*power((x3[i]+
(k33)),2)*(x2{i]+(k33)) + aé*{(x2[i1+(k33)) + valori*yU[i+1] -
valor2*Ng* (x3[i]+(k33)) - a7*U[i+1] *power((x2[i]l+(k33)),2)

ag*power { (x2[1i]1+(k33)),3)* (x3[1]1+(k33) ) * (x4 {i1+(k33)) + a9+
power ((x2[i]+(k33)),2) * (x3[1]1+(k33)) + alO*power((x4[i]+
(k33)),2)*power{ (x2[i]+(k33)),3) - all*power{(x3[i]+(k33)),2)
*power { (x2[i]+(k33)),3) ) / ( 0.4420 - 0.7467*power(E,2)*
power ({x2[i]+(k33)),2) + 2.6786*power(E,4) *power( (x2[1i]+
(k33)),4) )} )

h* ( { bl*(x2{i1+(k34) ) *(x3[1]+(k34))*(x4[1i]+{(k34)) +

b2*power ((x2[i}j+(k34)),3) + b3*power((x2[i]+(k34)),5) +

ba*power ({x4[i]1+(k34)),2) *{x2[1]+(k34)) - DbS5*U[i+1] + bé* (x3[i]
+{k34)) - power(wl,2)*(x2[i]l+(k34)) + b7*power((x2([i]l+(k34)),2)
*(x3[i]+(k34))*(x4[1]+(k34)) + b8*U[i+1]*power{(x2[i]+(k34)),2)

- b9%power( (x2[i]+(k34)),2)*(x3[1i]+(k34)) - blO*power((x2{i]+
(k34)),3)*power ({x4[i]+(k34)),2) + bll*power ((x3[i]+(k34)),2)*
(x2[i]+(k34)) - bil2*power ((x2[1]+(k34)),3)*power((x3[i]+ (k34)),2))
/ ( 0.4420 - 0.7467*power (E,2) *power ((x2[1]+(k34)),2) + 2.6786%
power (E, 4) *power ({x2[i]+(k34)),4) ) ) ;

= x1[i] + ( k11 + 2*k21 + 2*k31 + k41 )/6 ;
= x2[1] + { k12 + 2*k22 + 2*k32 + k42 )/6 ;
= x3{1] + { k13 + 2%k23 + 2+*k33 + k43 )/6 ;
= x4[i] + { k14 + 2*k24 + 2*k34 + k44 ) /6 ;

writeln{arq2, tempo (1], *,x1{i],’ ’,x2[1i] };

{ close(arqgi); }

close{arg2) ;

end.
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program integrador;

PEQUENAS DEFLEXQES

thhkhkkhkkdkdhhhrhdhkirthrdhhbhhdrhhkrhhrrhrddhrrrhkhrhihrdhthhkhdrhdrrrhrrtorthrttrr
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{ casos 1-2-3 }

CAS0 1

altura := 0.030;

base := 0.025;

CASO 2 { EXPERIMENTAL )}
altura := 0.01805;

base := 0.01270;

CASO 3

altura := 0.010

base := 0.007

const
altura = 0.01905 ;
base = 0.01270 ;

alll = 1.8780;
young = C0.70*1lell;
L = 1.2 ;

aux = 0.100 ;

Ng = 120 H

¥m = 0.0549 ;

Ra = 1.1 ;

¥b = 0.0555 ;

intervalo = 0.3 ;
Wmotor = 62,832 ;
passo = le-5 ;

var
xoutl : array[l..200000] of real
youtl : array[l..200000] of real
xout2 : array(1..200000] of real
yout2 : array[l..200000] of real
xout3 : arrayl[l..200000] of real
yout3 : array[l..200000] of real
xout4 : arrayl[l..200000] of real
yout4 : array{l..200000] of real
xouts5 : array[l..200000] of real
yout5 : array{l..200000] of real
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U : arrayl[1..2000000] cf real ;

T : arrayl[l..2000000] of real ; 243

xl : arrayil..2000000] of real ;

x2 : arrayi{l..2000000] of real ;

x3 : arrayi{l..2000000] of real ;

x4 : array{l..2000000] of real ;

rempo : arrayl[l..2000000} of real ;

area,I,ro,wl,E, massa,Izz,alfa, Tmotor,valorl,valor2 : real ;

Umax, xintl,xint2,xint3, yintl, yint2,yint3, coefl, coef2, coefl3,a,b,c : real ;
varaux, yaux,y,xn,xo,n, h,ci,c2,c3,c4,¢c5,c6 : real ;
k11,k12,k13,k14,k21,k22,k23,k24,k31,k32,k33,k34,k41,k42,k43,k44 : real ;
x3a,x3b,x3¢c,x3d, x4a,x4b,x4c,x4d : real ;

i : integer ;

{ argr : text ; }

arg2 : text ;

function power {(a:real; b:integer): real;
var r: real;

begin
r := 1;
while (b>0) do
begin
r = ¥ * a ;
b :=b - 1;
end;
power := Iy
end;
begin

{ Abertura dos arguivos }

cpen{arqgl, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACCES/TU.res’, 'unknown’) ;
rewrite(argl,’ /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/TU.res’ ) ;
writeln(arqgi,T,’ ', U);

*

open (arg2, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/PC.res’, 'unknown’) ;
rewrite(arg2,’ /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/BC.res’);

{writeln(arg2, tempo, ' ’,x1,’ *,x2);} .

area := altura*base; .

I := ( altura*power (base,3)) / 12 ;

ro := 2700*area ;

wl := (power(all,2))*sqgrt((young*I)/(ro*power(L,4)));

E := (power(base,2})/(12*power(L,2}) ;



massa :=
Izz := (
(

alfa :=
Tmoter

valorl
valor?2

Umax :=

{ PERFIL

2700%area*ls;
{1/12)*massa* ( power{base,2) + power(L,2} )

magsa* ( power(

( Wmotor / 120 )
Izz*alfa*{1/Ng)

L

{

{((L/2)-(aux/2))Y,2 ) )} )

/ intervalc ;

i

{ 1/E )*( L / {(young*I))*{(Km/Ra) ;
{ 1/E )*( L / {young*I))*(Kb/Ra)* (Km);

Tmotor +

DE POTENCIAL }

xinti:=8*%intervalo;
xint2:=2*intervalo;
xint3:=intervalo;

yintl:=Umax;
yint2:=Umax;

yint3:=0.632*Umax;

coefl
coetf2
coefl

oo

(power (xint2, 2) /power (xintl, 2}) ;
(power (xint3, 2) /power (xintl,2)) ;

({coef2*xintl}

{
({(coef3* (coefl + 1))
({{coefi*ryintl)

{xintl) *coefl) ;
({xint1)*b)

o
i

xoutl (1]
youtl (1]
for i :=
begin

varaux
0.632*Umax*varaux/xing3
youtl [1+1]
xoutl [i+1]

y =

end;

xout2{i]

= 0
= 0

( yintl - ¢ -

E

i

+ xint3) / ({(coefil*xintl)

+

coefld* ({coefi*yvintl) +yint2) + {{coef2+*yintl)

(coef2 + 1)) ;

+ yint2) -

)

({1 + coefl)*c)) /

/ power (xintl,2)

1 to round(intervalo/passo) do

1= i*passo ;

Y i
varaux

= intervalo ;

i

H

)

4

(Kb/Ra) *Km*Wmotor/Ng ) *Ra*Ng* (1/Km) ;

4+ xXint2)

+ yint3))

H

{ {xint2)

i

/

+
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yout2[1] := a*power({xout2{i],2) + b*xout2{l] + ¢

for i:= 1 to round(intervaleo/passo) do 245
begin
varaux := intervalo + i*passo ;
Yy = a*power (varaux,2) + b*varaux + C;
yout2{i} := y ;
xout2 (il := varaux ;
end;
xout3 [1}] := {2*intervalo) ;
yout3 (1] := Umax ;
for i:= 1 to round(6*intervalo/passo) do
begin
varaux := 2*intervalc + i*passo ;
y = Umax;
yout3[i] := ¥y ;
xout3{i] := varaux ;
end;
xout4 [1] := (8*intervalo} ;
yout4[1] := a*power(xout4(1],2) + b*xoutd([1l] + c ;
for i:= 1 to round(intervalo/passo) do
begin
varaux := 8*intervalo + i*passo ;
y := a*power(varaux,2) + b*varaux + ¢;
yout4 [1] = v ;
xout4 {1} := varaux ;
end;
xout5[1] := (8*intervalo) ;
yout5([1] := a*power(xcut5(1},2} + b*xout5[1] + ¢ ;
yvaux := yout5[1] ;
for i:= 1 to round{intervalo/passc) do
begin
varaux := 9*intervalo + i*passo ;
y := ( {lC*intervalo) *yaux - yaux*varaux )} / intervalo ;
youts5[i] := y ;
xout5{i]l := varaux ;
end;

for i:=1 to round((1/passo)*intervalo) do

begin
T[i] := xoutl(i];
Ulil := youtlli];

{ writeln(argl,xoutl[il,’ ‘,yout1[i]); }
end;



for i:=1 to round((i/passo) *intervalo) do
begin 246

T{ round( (1/passc) *intervaleo) + i] := xout2[i];
Ul round( (1/passc) *intervalec) + il := yout2l[il;
{ writeln{argl,xout2(i],’ ’,yout2(il); }

end;

for i:=1 to round({l/passo)*6*intervalo} do
begin

T[ round(2* {{l/passo)*intervalo)) + 1] := xout3[i];
U[ round(2*({1/passo)*intervalo)) + 1] := yout3[i];
{ writeln(argl,xout3([i],’ ’,yout3[il); }

end;

for i:=1 to round((1l/passo)*intervalo) do

begin
T[ round (8% ({l/passo)*intervale)) + il := xour4[i];
Ul round(8* ({1l/passo)*intervalc)) + i] := yout4[il;
{ writeln(arqgl,xout4[i],’ ' ,youtd[i]l); }

end;

for i:=1 to round((i/passc)*intervalo) do

begin
T[ round{9* ({1/passo) *intervalo)) + 1i] := xoutsi{i];
Ul round(9* ({1/passo) *intervalo)) + i] := youts5[i];

{ writeln(arql,xcut5[i],’ ’,youts5([i]); }
end;

RUNGE-KUTTA de QUARTA ORDEM ( 3 PRIMEIROS PONTOS )
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h = passo de integracao
n = numero de pontos
xn := 10*intervalo ;
x0 = 0 ;
n := (10*intervalo) / passo ;
h := {¥xn - x0 ) / n ;

{ CONSTANTES }

cl := 3.47*power(E, 2) ;
c2 := 1.29*%0.58*power(E,2) ;
c3 := 1.29%power{wl,2) ;



c4 := 1.73*poweri{E,2) ;
c5 := 0.43%*1.29 ; 247
c6 := 0.5B*power(E,2) ;

{ INTEGRADOR NUMERICO }

{ Em t=0 }

tempo(l] := 0 ;
x1i{11} = 0 ;
x3 {1} = 0 r
x4 {1} = O I
for i := 1 to 3 do
begin
tempo [i+1] := tempo[i]l + h ;
kii := h*x3{i] ;
k12 := h*x4[i] ;
k13 := h*(( valorl*U[i+1l] - valor2*Ng*x3[i]l ) - cl#*x2([i]#*x3[i]*x4(i] -
c2*x2{il*power(x3([i],2) - c3*x2([i]) / ( 1 + c4*power (x2[il,2) -
o1
k14 := h*({ cé*x2[i]*power(x3[i],2) - power(wl,2)*x2[i] )*(1 + c4*
power (x2[1i],2)) - 0.43*%*( ( valorl*U[i+1l] - valor2*Ng*x3[i] ) -

cl*x2 [1]*x3[i]*x4[i])) / ( 1 + c4*power (x2[i],2) - 5 ) ;

k21
k22
k23

h+*( x3[i] + k1i/2 ) :

h*( x4fi] + k1z2/2 } ;

h*(( valorl*Uli+1l] - valor2+*Ng+*(x3[i] + (k13/2)) ) -

CI* (X2 [1]+(R13/2) ) * (x3 {41+ (k13/2)) ¢ (xa[i]+(K13/2)) - c2%({x2[i]+
k13/2))*power((x3{1]+(k13/2}),2} -t e3*(x2([i]+(k13/2))) / (1 +
c4*power ((x2[11+(k13/2)),2) - ¢c5 } ;
kK24 := h¥({ c6*(x2{1]+{k14/2)}*power((x3{1]+ k14/2)},2) - power(wl,2)*
(x2[1}1+(k14/2)) )*(1 + ca*power{(x2[i]+(k14/2)),2)) - 0.43%

{ valorl*U11+1] - valor2*Ng* (x3f{i] + (k14/2)) } -

c1* (k2 {11+ (k14/2) ) ¥ (x3 [1]+(k14/2) ) * (x4 {i1+(k14/2)))) / (1 +
c4*power ( (x2[il+(k14/2)),2} - c5 ) ;

N

h*( x3[1] + k21/2 ) ;

h*({ x4[il + k22/2 ); .

h* ({ valorl*U[i+1] - wvalor2+*Ng*(x3[i] + (k23/2)) ) -

Cl* (x2 [1]+(k23/2) ) * (x3 [11+(k23/2) ) * (x4 [i]+(k23/2)) - c2%(x2[1i]+
(k23/2) ) *power { (x3 [1]+(k23/2)),2) - e3*(x2[i]+(k23/2))) /1 +
ca*power ( (x2[1]+(k23/2)),2) - c5 ) ;
k34 := h*({ ce*(x2[i]+(k24/2))*power((x3[i}+(k24/2}),2) - power{wl,2)*
(x2[1i1+(k24/2)) )*(1 + ca*power((x2[i]+(k24/2)),2)) - 0.43*

( ( valorl*U(i+l] - valor2*Ng+*(x3[i] + (k24/2)) ) -
cl* (x2[1i]+(k24/2} ) * (x3[1])+(k24/2) ) * (x4 [i]+(k24/2)))) / (1 +

k31 :
k32
k33

o oH



c4*power ((x2[i]+(k24/2)),2) - c5 ) ;

248

k4l := h*{ x3{i] + k31 );

ka2 = h+*( x4{i] + k32 };

k43 := h*({ valori*U[i+1] - valor2*Ng*(x3[i] + k33} ) - cl+*(x2[il+
(R33) P+ (x3[11+ (k33 ) * (x4 [1]1+(k33)) - c2*(x2[11+(k33))*
power ({x3{i]1+(k33}),2) - c3*(x2[1i1+(k33))) / ( 1 + ca*
power ((x2{i]+{(k33}),2) - c5 ) ;

k44 := h*({ ce*(x2[i]+(k34)) *power ((x3[1]+(k34)),2}) - power(wl,2)*
(x2{i]+{k34)) }*(1 + ca*power((x2{i]+(k34)),2)) - 0.43%
({ valorl*U[i+1} - valor2*Ng~* (x3[i] + k34) )} - cl*{x2[i]+
(k34) ) *(x3[1]+(k34) ) * (x4 [1]+(k34}))) / { 1 + ca*
power ((x2[1i]+(k34)),2) - ¢85 ) ;

®x1[i+1} := x1[i] + ( k11 + 2*k21 + 2*k31 + k4l )/6 ;

x2[i+1] = x2[1] + ( k12 + 2*k22 + 2*k32 + k42 )/6 ;

x3[i+1] = x3[11 + { k13 + 2*k23 + 2*k33 + k43 ) /6 ;

x4 [1+1] := x4[i] + ( k14 + 2*k24 + 2*k34 + k44 ) /6 ;

end;
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PREVISOR~-CORRETOR
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for i := 4 to round{n}) do
begin
tempo[i+1] := tempo{i] + h ;

{ PREVISOR }

x1[i+1] := x1[i] + (h/24)*( - 9*x3[1i-3] + 37*x3[1i-2] - 59*x3[i-1] +
55*x3[1]1 ); -
¥2{i+1] = x2[1]1 + (h/24)*( - 9*x4{i-3]1 + 37*x4[i-2] - 59%x4[i-1] +

55*x4 [1] ),



x3a := {{ valorl+*Uli+l] - valor2*Ng*x3[i-3} ) - cl*x2[i-3]*x3{i-37*
x4{1i-3} ~ c2*x2[i-3]*power(x3[i-31,2) - e3*x2[i-3]) / ( 1 +
cd*power (x2[i-31,2) - ¢5 ) ;
x3b := {( valorl*Uli+l] - valor2+*Ng*x3[i-2] ) - cl*x2{i-2]*x3{i-2]1+*
x4 [1-2] - c2*x2[i-2]*power (x3[i-21,2) - c3*x2[i-2]) / ( 1 +
cd*power (x2[i-2]1,2) - ¢5 ) ;
x3c := ({ valorl*U[i+1l] - valor2*Ng*x3[i-1] ) - cl*x2[i~1]*x3{i-1]~*
x4 [i-1] - c2*x2[i-1]*power (x3[i-1},2) - c3*x2[i-11) / ( 1 +
cd*power (x2[i-1],2)- c5 ) ;
x3d := ({ valori*U{i+l] - valor2*Ng*x3[i] ) - ci*x2[il*x3[i]l*x4[i] -
c2*x2 [i]l *power(x3[i],2) - c3*x2{i}) / ( 1 + ca*power{x2[il,2)
- c5 )
®¥3[1+1] := x3{il + (h/24)*({ - 9*(x3a) + 37*{x3b) - 59*(x3c) +
55* (x3d) } ;
xd4a := ({ c6*x2[1i-3]*power{x3[i-3],2) - power(wl,2)*x2[i-3] Y*{1 +
ca*power (x2{i-3],2)) - 0.43*{ ( valori*U[i+l] - valor2*Ng*
x3[i-31 ) - cl*x2[1i-3]1*x3[i-31*x4(i-31)) / ( 1 + ca*
power (x2[1-31,2) - ¢5 ) ;
x4b = ({ c6*x2[i-2]*power(x3({i-2]1,2) - power{wl,2)*x2{i-2] }*(1 +
ca*power (x2[1i-2],2}) - 0.43*( ( valorl*Uf{i+l] - valor2*Ng*
®x3[1i-2] ) - eci*x2[i-2]*x3[i-2]*x4[1i-2))) / (1 + cax*
power (x2[i-21,2) - c5 ) ;
x4¢ := (( ce*x2[i-1]*power(x3[i-1],2) - power(wl,2)*x2[i-1] ) *(1 +
ca*power (x2[i-1},2)) - 0.43*( { valorl*U[i+1l}] -~ wvalor2*Ng+*
x3[1-11 ) - ci*x2[i-1]*x3{i-1]1*x4[i-11)) / ( 1 + ca*
power {x2[i-1],2} - ¢5 )} ;
x4d := ({ co6*x2[1i]*power (x3[1i],2) - power(wl,2)*x2[i]l )*{1 +
c4*power{x2[i],2)) - 0.43*( ( valorl*U{i+l] - valor2*Ng*
x3[11 ) - el*x2[il*x3{il*x4[i])) / { 1 + ca*power{x2([i],2)
- c5 )
x4 [i+1] := x4[i] + (h/24)*( - 9*(x4a) + 37%{x4b) - 59*(x4c) +
55* (x4d) } ;
{ CORRETOR |
x1{i+1] := x1{i] + (h/24)*{ x3[1i-2] - 5*x3[i-1] + 19*x3[i] =+
9*x3 [1i+1] ) ;
x2{1i+1] := x2[1] + (h/24)*( x4[i-2] - B*x4[i-1] + 19*x4{i] +
g¥x4 [i+1] ) ;
x3a := {(( valorl*U[i+l] - valor2*Ng*x3([i-2] }-cl*x2[i-2]1*x3[i-2]*x4{i-2]-

c2+x2[i-2] *power(x3[i-2],2)
- c5 ) ;

- e3*x2(i-2])/(l+ca*power(x2{i-2],2)

x3b := (( valorl*U[i+1] - valor2+*Ng*x3[i-1] )-ci*x2[i-1]*x3[i-1]1*x4(i-1]-
c2*x2 [i-1]*power (x3[1i-11,2) - ¢3*x2[i-1])/(l+cda*power(x2[i-1],2)
- c5 ) ;

x3c := ({ valorl*U{i+l] - valor2*Ng*x3{i] )} - cl*x2[i]*x3[i]*x4[i] -
c2*x2 [i] *power (x3 [1],2) - c3*x2[i])/(l+cd*power (x2[i],2)
- c5 ) ;

x3d := ({ valorl*U[i+1l] - valor2*Ng*x3[i+1] )-cl*x2[i+1]*x3[i+1]*x4{i+1]
- e2*x2[i+1) *power (x3[i+11,2) - c3*x2{i+1}) / ( 1 + cax*
power {x2[i+1],2)- ¢5 ) ;

x3[i+1] := x3[1] + (h/24)*( (x3a) - 5% (x3b) + 19%(x3c) + 9*(x3d) )} ;

249



x4a := ({ ce*x2{i-2]*power{x3[i-21,2) - power(wl,2)*x2[i-2] )*(1 +
c4*power (x2[1-21,2)) - 0.43*( ( valorl*U([i+l]l-valor2*Ng*x3[(i-2])
- el*x2[i-2]*x3[i-2]*x4[i-2])) / (l+cd*power(x2[(i-2],2) - <¢5) ;
x4b := {( ce*x2[i-1]*power(x3{i-1],2) - power(wl,2}*x2[i-1} )*(1 +
ca*power{x2[1-1],2)) - 0.43*{(valori*U[i+1]-valor2*Ng*x3[i-11)
~ cl*x2[1-21*x3[i-11*x4[1i-11)) /{l+ci*power(x2[i-~-1],2) - c5) ;
x4c := ({ c6*x2[1]*power (x3[1],2) - power{wl,2)*x2[i] i+ (1 +
ca*power{x2({i],2)) - 0.43*( ( valorl*U[i+i] - valor2*Ng*x3([il)
- cl*x2[1]*x3[11*x4[i])) / { 1 + ca*power{x2{i],2) - ¢5 ) ;
x4d := ({ ce*x2[i+1]*power (x3[i+1],2} - power(wl,2)*x2[i+1] )*(1 +
c4*power (k2 [i+1]1,2)) - 0.43*( ( valorl*Ufli+l]-valor2*Ng*x3{i+1])
- cl*x2{i+1]*x3[i+311*x4[i+1])) / ( 1 + c4*power{x2[i+1],2}~-c5 };
x4 [1i+1] = x4[1] + {(h/24)*( {(x4a) - 5*{x4b} + 19*(x4c) + S*(x4d) ) ;
writeln{arqg2, tempo(i],’ ‘,x1[i},  *,x2([1] };
end ;

{ close(argl); }
close(arg2) ;
end.
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program integrador ;
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{ CAS0S 1-2-3 }

CASC 1
altura := ¢.030;
base := 0.025;
CAS0 2 ( EXPERIMENTAL !}
altura := 0.01305;
page := 0.01270;
CASO 3
altura := 0.010
base := {.007
const

altura = 0.0180% ;
base = 0.01270 ;

all. = 1.8780;

young = 0.70*lell;

L = 1.2 ;

aux = 0.100 ;

Ng = 120 ;

Km = ¢.0549 ; -

Ra = 1.1 ;

Kb = 0.0555 ;

intervalc = 0.3 ; .

Wmotor = 62.832 ;
passo = le-5 ;

var
xoutl : array[l..200000] cf real
youtl : arrayl[l..200000] of real
xout2 : arrayll..200000] cf real
yout2 : array{l..200000] cf real
xout3 : array{l..200000] of real
yout3 : arrayll..200000] of real
xout4 : array([1..200000] of real
yout4 : array(l..200000] of real
xocuts : array([l..200000] of real
yout5 : arrayl[l..200000] of real
U : array([l..2000000] of real ;
T : array([1l..2000000] of real ;
x1 : array[l1..2000000] of real ;

e e M e W ey e wi ma g



x2 : array{l..2000000] of real ;

x3 : array[l..2000000] of real ; 252

x4 : array([l..2000000] of real ;

tempo : array(l..2000000] of real ;

area,I,ro,wl,E, massa,lzz,alfa, Tmotor,valorl,valorZ : real ;

Umax,xintl, xint2, xint3,yintl, yint2,yint3, coefl,coef2,coef3,a,b,¢c : real ;
varaux, yaux,y,.xn,xo,.n,h,al,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8,a%9,a10,all : real ;
bi,b2,b3,b4,b5,be,b7,b8,b9,010,b11,bl2 : real ;
k11,k12,K13,k14,k21,K22,k23,k24,k31,k32,k33,k24,k41,k42,k43,k44 : real ;
¥3a,x3b,x3¢,x3d,x4a,x4b, x4c,x4d : real ;

i : integer ;

{ arqgl : text ; }

argz : text ;

function power ({(a:real; b:integer): real;
var r: real;

begin
r := 1;
while (b>0) do
begin
r =Y oa ;
b := b - 1;
end;
power = I}
end;
begin

{ Abertura dos arquivos }

open(argl, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/TU.res’, ‘unknown’ ) ;
rewrite (argl, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/TU.res’) ;
writeln(argl,T,’ *,U);

cpen (arg2, ' /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/PC.res’, 'unknown’) ;
rewrite(arg2,’ /homes/lumina/fenili/SIMULACOES/PC.res’ ) ;

{writeln{arq2, tempo,’ ’,x1,’ ‘,x2);}

area := alturar*base;

I := ( altura*power(base,3)) / 12 ;

ro := 2700*area ; )

wl := {power{all,2))*sqrt{(young*I)/ (ro*power (L, 4))) ;
E := (power(base,2))/(12*power(L,2)) ;

massa := 2700*%area+*l;

Izz := {(1/i2)*massa*( power (base,2) + power(L,2) )} ) +



( massa*( power( ({L/2)-(aux/2)).,2 ) ) };
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alfa := ( Wmeotor / 120 ) / intervaloc ;
Tmotor := Izz*alfa*{1/Ng}) ;
valori := ( 1/E )*( L / (young*I))* (Km/Ra) ;
valor2 := ( 1/E }*{ L / (young*I))* (Kb/Ra)* (Km};
Umax := { Tmotor + (Kb/Ra)*Em*Wmotor/Ng )} *Ra*Ng* (1/Xm) ;

{ PERFIL DE POTENCIAL }

xinti:=8*intervalo;
xint2:=2*intervalo;
®xint3:=intervalo;

yintl:=Umax;
yint2:=Umax;
vint3:=0.632*Umax;

coefl := - (power(xint2,2)/power(xintl,2)) ;

coef?2 := - (power{xint3,2)/power(xintl,2}) ;

coef3 := - ((coef2*xintl) + xintl) / ((coefl*xintl) + xint2) ;

c := (coef3*((coefl*yintl)+vint2) + ((coefZ*yintl) + yint3); /
((coefl3*{coefl + 1)) + {(coef2 + 1));

b = ({(coefl*yintl} + yint2) - ({1 + coefil*c)) / ((xint2) +

{xintl) *coefl) ;

a := ( yintl - ¢ - ({xintl)*b) ) / power{xintl,2) ;
xoutl([1l] := 0 ;
youtl[1l] := 0 ;
for i := 1 to round{intervalo/passo} do
kegin
varaux := i*passo ;
y := 0.632*Umax*varaux/xint3 ;
youtl{i+l] := vy ;
xoutl[i+1l] := varaux ;
end;
xout2{l1l] := intervalo ;
yout2{1l] := a¥*power (xout2([1l],2) + b*xout2{l] + ¢ ;

for i:= 1 to round{intervalo/passo} do



begin

varaux := intervalc + i*passo ; 254
vy = a¥power{varaux,2) + b*varaux + C;
your2[i] := y ; ‘
xoutr2[i] := wvaraux ;
end;
xout3 (1] := (2*intervalo) ;
yout3[1l] := Umax ;
for i:= 1 to rcund(é*intervalo/passo} do
begin
varaux := 2*intervalo + i*passo ;
y := Umax;
yout3[i] := y ;
xout2 [1] = varaux ;
end;
xout4[1] := (8*intervalo) ;
youtd [1] := a*power (xout4([1l],2) + b*xout4([l] + ¢ ;
for i:= 1 to round(intervalo/passo) do
begin
varaux := 8*intervalc + i*passoc ;
y := a*power (varaux,2) + b*varaux + c;
yout4 (1] := ¥y ;
xout4 [{il := wvaraux ;
end;
xout5[1] := {9*intervale) ;
yout5[1] = a*power (xouts5[{1],2) + b*xouts[1l! + ¢ ;
yvaux := yout5([1] ;
for i:= 1 to round(intervalo/passo) do
begin
varaux := 9*intervalo + i*passo ;
y := ( {(1lO0*intervalo) *yaux - yaux*varaux ) / intervalo ;
yout5 (il := y ;
xout5[i] := varaux ;
end;

for i:=1 to round({(l/passo)*intervalo) do

begin

Tfi] := xoutl[i];

Uil := youti[i];

{ writeln(arqgl,xoutl{i},’ ' ,youtl[(i]); }
end;

for i:=1 to round({l/passo}*intervalo) do
begin



T{ round{{l/passo) ¥intervalo) + il := xout2f{il; 255
Ul round{{1l/passo) *intexrvalo} + i} := yout2({il;
{ writeln{argl,xout2[i],’ ’/,yout2{il); }

end;

for i:=1 to round({l/passo)*6*intervalo} do
hegin

T{ round(2* {(1/passo) *intervalo)} + i] := xocut3[i};
U[ round(2*{(1/passo) *intervalo)) + 1] := yout3[i];
{ writeln{argl,xout3([i],’ ’,youti{il); }

end;

for i:=1 to round{({l/passo)*intervalo) do

begin '
T round (8*{(1/passo) *intervalo)) + il := xout4[il;
U[ round(8*{(1l/passo)*intervalo)) + i] := yout4[i}];
{ writeln(arqgl,xout4[i],’ ’,yout4{il); }

end; .

for i:=1 to round({1l/passo) *intervalo) do

begin ,
T{ round (9* { (1/passo) *intervalo)) + i] := xout5I[il];
U{ round(9*((1/passo)*intervalo}) + i] := yout5[i];

{ writeln(arql,xout5[i},’ ’,yout5{il); }
end;

RUNGE-KUTTA de QUARTA CRDEM ( 3 PRIMEIRQS PONTOS )
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h = passo de integracao l
n = anumero de pontos
xn := 1l0*intervalo ;
xo = 0 ;
n := (l0*intervalec) / passo ;
h := (xn - xo0 ) / n ;

{ CONSTANTES }

al := 3.6098*power(E,2) ;
a2z := 4.9737*power(E,2) ;
a3 := (15.8181l*power{E,2}) - (4.1495*power(wl,2)*power(E,2)) ;
a4 := (l7.6l1lé66%*power{E,4}) - (3.0165*power(wl,2)*power(E,4)} ;
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asg
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(12.2261*power (&, 2)
(-4.5554*power (E, 4)
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.1060*power (E, 2) ;
.2938*power (wl,2) ; 256

.6l69*power (E, 2) *valorl

F

.7379*power(E,2) ;
.6169*valor2*Ng*power (E, 2} ;
.3298*power (E,4) ;
.3455*power(E, 4) ;

2552*power (E, 2)
2) *power{E,2)) ;

) - {1.7209*power (w
) 2) *power (E,4)) ;

1,
+ {0.7800*power (wl,

.8598*power (E, 2)
.4313*valorl ;
.4313*valor2*Ng ;
.5301*power (E, 4} ;
.4409*valori*power (E,2) ;
.4409*valor2*Ng*power (E, 2) ;
.7549*%power{E, 4) ;
.6278*power(E, 2} ;
.6065*power {E,4} ;

INTEGRADOR NUMERICO }

{ Em t=0 }
tempo [1] := 0 ;
x1[1] := 0 ;
x2{1] := 0 ;
x3({1] := 0 ;
x4[1] := 0 ;
for 1 :=1 to 3 do
begin
tempo [i+1] := tempo([i] + h ;
k1l := h*x3[i] ;
ki2 := h*x4[1] ;
k13 := h*( ( -al*x2{il*x3[il*x4[1] - a2*poweri{x4[i],2)*x2[i] -
aj*power(x2[i}, 3} - ad4*power{x2[i],5) - aS*power (x3[i],2)*x2{i]
+ a6*x2[i] + valorl*U[i+1l] - valor2*Ng*x3[i] - a7+*U[i+1]1*
power (x2[i],2) - a8*power (x2[i],3)*x3[i]l*x4[i] + aY*power (x2[i},2)*
x3[i] + alO*power(x4{i],2) *power(x2[i],3) - all*power(x3[i],2)*
power (x2([1],3) ) / ( 0.4420 - 0.7467*power(E,2) *power (x2[i],2) +
2.6786*power (E, 4) *power (x2[4i1,4) ) };
k14 := h*¥( { bl*x2[i]*x3[i]l*x4[1] + b2Z*power (x2[4i],3) +

b3*power{(x2{i},5) + b4*power(x4[i],2)*x2[1] - bS*U[i+1] +
b6*x3 (1] - power{wl,2)*x2[i] + b7*power (x2[i],2)*x3[i]*x4([i] +
b8*U[i+1]*power (x2(i],2) - b9*power(x2[i],2)*x3([i] - biO*



k21
k22

k23

kZ4

k3L :

k32

k33

k34
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power (x2([1i],3) *power (x4 [i],2) + bli*power (x3[i],2)*x2[i] -
bl2*power(x2[i],3) *power(x3[i],2) ) / ( 0.4420 - 0.7467*pewer (E, 2)
*power (x2[1],2) + 2.6786*power (E, 4) *power (x2[1]1,4) )} ) ;

h* ( x3[1] + k11/2 ) ;
h* ( x4[i] + k12/2 ) ;

h*{ ( -al* (x2{1i]+(k1i3/2))* (x3[1i]1+(KL13/2)) * (x4 [i]+(k13/2)) -~
az*power ((x4 [1]+(k13/2)},2)*{(x2[1]1+(k13/2)) - al3*power ((x2[il+
(k13/2}),3) - ad4*power{(x2[i]+(k13/2)),5) - aS*power((x3[i]+
(k13/2})),2)* (x2[11+(k13/2)) + a6%(x2[i]1+{(k13/2)) + valorl*U[i+1] -
valor2*Ng* {x3[i]+(k13/2}) - a7*U[i+1]*power ({(x2{il+(k13/2)),2} -
ag*power ( (x2[1i]+(k13/2)),3)*(x3[1]1+(k13/2)*{x4[1i]+(k13/2)) +
a9*power ((x2[1]+(k13/2)),2)*{x3[i1+(k13/2)) +
alO*power ({x4 (i1+(k13/2)), 2} *power{ (x2 [i1+(k13/2)),3)
all*power ({x3[i]+(k13/2)),2)*power{(x2[i]+(k13/2)),3)
( 0.4420 - 0.7467*power(E,2) *power{(x2[i]+(k13/2)),2)
2.6786*power (E, 4) *power ({x2 [11+(k13/2)),4) } );

/

)
-

h*( { bi*{x2([1]+{k14/2})*(x3[1]+(k14/2))* (x4 1]+ (k14/2)) +
b2*power ({x2[i]+(k14/2}),3) + bi*power({(x2[i]l+(k14/2)},5) +
ba*power ( (x4 [i]1+{(k14/2)),2)* (x2[1i]+(k1l4/2)) - bE*U[i+l] +

be* (x3{i]+(k14/2)) - power(wl,2)*(x2[i]l+{kl1l4/2}) +

b7*power ((x2[1]+(k14/2) ), 2y * (%3 [11+(k14/2)y*{xa il +{kla/2)) +
b8*Uli+l] *power ((x2[1]+(k14/2)),2) - b9*power ((x2[i]+(k14/2)},2)
*{x3[1]+(k14/2)) - blOo*power{(x2[i]+(k14/2}),3)*power( (x4 [i]l+(k14/2)
bill*power ( (x3{i]l+(kl4/2})),2)*(x2[1]+(k14/2)) - bl2*power((x2[i]+
(k14/2}),3) *power { {(x3{i]1+{(k14/2)),2} ) / ( 0.4420 -
0.7467*power (E, 2) *power ( (x2[i]+(k14/2)),2) + 2.6786*power(E,4)*
power { (x2[1]+(k14/2)),4) ) ) ;

h*( x3([1] + k21/2 );
h*{ x4[1] + k22/2 )

h* ( ( -al* (x2[1]1+{k23/2))*(x3[1]+(k23/2)) * (x4 [1]+(k23/2)) -
az*power{ (x4 [1]+(k23/2)}),2) *(x2[i]+(k23/2)) - al3*power ({x2[i]+
(k23/2)),3) - a4*power{(x2[il+(k23/2})),5) - aS¥power({(x3[i]+
(k23/2)),2)* (x2[11+(k23/2)) + a6* (x2[i]+(k23/2)) + valorli*U(i+1]
- valor2*Ng+* (x3[11+(k23/2)) - a7*Uli+1] *power ({x2[i]+(k23/2}),2) -
a8*power ((x2[i]+(k23/2)),3) % (x3[3i]+{k23/2))* (x4 [i1+(k23/2}) +
ag¥*power ( (x2[i]1+(k23/2)),2)* (x3[11+(k23/2)) +

alO*power { (x4 [i]+(k23/2)),2) *power ((x2[i]+(k23/2)),3) -
all*power{ (x3[i]+(k23/2)),2) *power ((x2[1i]+(k23/2)),3) ) /

( 0.4420 - 0.7467*power{E,2)*power ((x2[i1+(k23/2)),2) +
2.6786%power (E, 4) *power { (x2[i]+(k23/2)),4) ) );

h*{ ( bi*(x2[il+(k24/2))*(x3[1]+(k24/2))*(x4(i]+(k24/2)) +
b2*power ( (x2[1]1+(k24/2)),3) + b3*power((x2[il+(k24/2)),5) +
ba*power{ (x4[i]+(k24/2)),2)* (x2{11+(k24/2)) - b5*U{i+1] +

be* {x3[1]1+(k24/2)) - power(wl,2)*(x2[i]+{k24/2)) +

b7*power { (x2[11+(k24/2) ) ,2)*(x3[i]+(k24/2)) *(x4[1]+(k24/2)) +
b8*U[i+l]*power ((x2[1]+(k24/2)},2) - b9*power({(x2[i}+(k24/2})),2)*
{(x3[i1+(k24/2)) - blo*power{(x2[il+(k24/2)),3) *power{(x4[i]+
{k24/2)),2) + bll*power((x3[1i]+(k24/2)),2)*{x2(1i]+(k24/2)) -
bl2*power{ (x2[i]+(k24/2)},3) *power ({x3[i]l+(k24/2)),2) ) /

( 0.4420 - 0.7467*power(E,2)*power{{x2[(i]+(k24/2)),2) +

257



kd4i
k42

k43

k44 :=

x1[i+1]
x2[1+1]
x3[{i+1]
x4 [i+1]

end;

2.6786*power (E, 4) *power { (x2[1]+(k24/2)),4) ) ) ;
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n*{ x3[i] + k31 };
h*{ x4{i] + k32 };
h* ( ( -al*{x2[i]1+(k33)) *{x3[1]+(k33))*(x4[1]+{k33)) -
a2*power ( (x4 [i]+(k33}),2)* (x2[1]+(k33)) - al*power((x2{il+

(k33)),3) - ad4*power({x2{il+(k33)),5) - aS*power{{(x3[il+(k33)),2)
*(x2[1]+(k33)) + a6*(x2[1]+(k33)) + valori*U(i+l] - valor2*Ng+
(x3[1]+(k33)) - a7*U[i+1l]*power((x2[i]1+(k33)),2) -

a8*power ((x2{1i]+(k33}),3)* (x3[1]1+(k33) ) *(x4[1]+(k33)) +

a9*power ((x2[1i]+(k33}),2) *(x3[1]+(k33)) +

alO*power ({x4{i]+{k33)),2) *power ({x2[1]+(k33)),3) -
all*power{{x3{i]1+(k33)),2) *power ({x2[i1+(k33)),3) ) / { 0.4420 -
0.7467*power (E,2) *power ( (x2{i]+(k33)),2) + 2.6786*power (E,4)*
power ( (x2[1]+(k33)),4) )} );

h*{ { bI*¥{(x2{i]+{k34))*{x3{1i]+{(k34)}*(x4[i]+{k34)) +
b2*power ({x2{i]+(k34)),3) + b3*power{(x2[i]+(k34)),5} =+
ba*power ({x4[i]+{k34)),2)*(x2{i]+(k34)) - b5*U[i+1l] +
be* (x3[11+(k34)) - power(wl,2)*(x2{i]+(k34}) +

b7*power ({x2[1]+(k34)),2) * (x3[i]+(k34))* (x4 {i]l+(k34)) +
b8*Uli+i] *power ({x2[11+{k34)}.,2) - b9%*power({x2[11+(k34)),2)*
{(x3[1]+(k34)) - blO*power({x2{i]+(k34)),3)*power({x4[i]l+
{k34)),2) + bill*power((x3[i]+(k34)),2)*(x2[1i]+(k34)) -
bl2*power{((x2[1i]1+(k34)),2)*power ( (x3[i}+(k34)),2} ) /

( 0.4420 - 0.7467*power{E,2) *power{ (x2[il+(k34)),2) =+
2.6786*power (E, 4) *power{ (x2 [1]+(k34}),4) ) ) ;

= x1[1] + ( k11 + 2+*k21 + 2*k31 + k41l ) /6 ;
= x2[1] + ( kK12 + 2*k22 + 2*k32 + k42 )/6 ;
= x3[4] + ( k13 + 2*k23 + 2*k33 + k43 }/6 ;
= x4 [1i] + ( kl4a + 2*k24 + 2*k34 + k44 ) /6 ;

(22 AR R R AR SRR SRR EER SR LSRR EEER EE R SRR R R R R R R R SRR SRR ER R R R E RS EREEEE S ]
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for i := 4 to round(n} do

begin
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tempo{i+il := tempec{i] + h ;

{ PREVISOR }

x1[i+1] := x1[i] + (h/24)*( -9*x3[i-3] + 37*x3[1i-2] - 59*x3[i-1) +
58+x3[i] );

x2[1+1] := x2[i] + (h/24)*( -9*x4[i-3] + 37*x4[i-2] - 59*x4[i-1] +
55*x4 [1i] ) ;

x3a := h*( ( -al*x2{i-3]+*x3[i-3]*x4({i-3] - a2*(power{x4[i-31,2))*x2[i-3] -

a3* (power (x2[i-3]1,3)) - a4*(power(x2[i-3],5)) - aS*(power (x3[i-3],2))
x2[i-3] + a6*x2{i-2] + valori*U[i+l] - valor2*Ng*x3[i-3] - a7*U[i+l]*
(power (x2{i-3],2)) - a8*(power (x2[i-3],3))*x3[i-3]*x4{i-3] +

ag9* (power (x2[i-3],2))*x3[1-3] + al0*(power(xa{i-3],2))*

(power (x2{i-3],3)) - all*(power(x3[i-3],2))*(power(x2{i-3]1,3)) ) /

( 0.4420 - 0.7467* {power (E,2))* (power (x2[i-31,2)) +

2.6786% (power (E, 4) ) *(power{x2[i-3]1,4)) ) );

x3b := h*{ ( -al*x2[1-2]1*x3[1-2]1*x4([1-2] - a2*(power(x4[i-2],2))*x2[i-2] -
a3* (power (x2[i1-2],3)) - a4*(power(x2[i-21,5)) - aS*(power(x3[i-2},2))*
¥2[1-2] + a6*x2[i-2] + valori*U{i+1l] - valor2*Ng*x3[i-2] - a7*U[i+1]~*
{(power(x2[i-21,2}) - a8+*(power(x2[i-21,3))*x3[i-2]*x4[i-2] + ao*
(power{x2[i-2],2))*x3[i-2] + al0*(power(x4([i-2],2))*
(power{x2([i-2]1,3)) - all*{power(x3[i-2],2)})*(power(x2[i-2],3)) ) /
( 0.4420 - 0.7467* (power (E,2)) *{(power{x2[i-2],2)) + 2.6786*
{power (E, 4}) * (power (x2[i-21,4)} )} };

x3c := h¥*{ ( -al*x2[i-1]*x3[i-11*x4[i-1] - a2*(power (x4([i-1],2))*x2[i-1] -
a3* (power(x2[i-1},3)) - a4*(power(x2{i-1],5)) - a5+*(power(x3{i-1],2))
*x2[i-1] + aé*x2[1i-1] + valori*U[i+l] - valor2*Ng*x3[i-1] - a7*U(i+1)
*{power (x2[i-11,2)) - a8*{power(x2[i-1],3))*x3[i-1]*x4a[i-1] +
a9* (power (x2{i-1]1,2))*x3[i-1] + al0* (power (x4[i-1],2))*
(power (x2[i-11,3}) - all*(power(x3([i-1],2))*(power(x2(i-1]1,3)) )} /
{ 0.442C0 - 0.7467* (power (E,2)) * (power{x2{i-11,2)) +
2.6786* (power{E,4) ) * (power{x2{1i-1],4}) } };

x3d := h*( { -al*x2[i]*x3[i]*x4 [i] - a2*(power (x4[i],2))*x2[i) -
a3* (power (x2[1i],3)) - a4a*(power(x2[1i],5)) - a5*(power(x3[i],2) )
*x2[1] + a6*x2 (1] + valoril*U[i+l] - valor2*Ng*x3[i] - a7*Uli+l]+
(power (x2[1],2)) - a8*(power(x2[i],3))*x3[i]1*x4[i] + a9~
(power (x2[1],2) ) *x3[i] + alO* (poweri{x4({i],2))}*(power(x21{i},3)) -
alli* (power(x3{i],2) )*(power(x21[i].3)) ) / { 0.4420 -
0.7467* (power (E, 2} ) * (power (x2[1],2)) + 2.6786% (power(E,4))*
(power (x2[i],4)) ) );

x3[i+1] := x3[i] + (h/24)*( - 9*{x3a) + 37*(x3b) - 59*%(x3c) + 55*(x3d) ) ;

x4a := h*{ { bl*x2[1-37*x3[1-3]*x4([1i-3] + b2*(power{x2(i-31,3)) +
b3* (power (x2[i-3],5)) + bd*{(power(x4[i-3]1,2))*x2[i-3] - bS*U[i+1]
+ b6*x3[i-3] - (power(wl,2))*x2[i-3] + b7+ (power (x2[i-3],2))*
x3[i-3]*x4{i-3] + b8*U[i+1l]*(power(x2[i-3},2)) ~ b9*
(power (%2 [1i-3],2))*x3[i-3] - blO*(power(x2[i-3),3))*



(power(x4{i-3],2)) + bll¥*{power{x3[i-31,2})*x2[i-3] - 260
bl2* (power{x2[i-3],3})* (power(x3[i-31,2)) )} / ( 0.4420 -
0.7467* (power (E,2))* (power (x2[1i-31,2)) + 2.6786%* (power(E, 4))*
(power (x2[1-31,4)) ) ) ;

x4b := h*( ( bl*x2[i-2]1+*x3[1-2]*x4{i-2] + Db2* (power(x2[i-21,3)) +
b3* (power (x2[i-2],5)) + b4*(power(x4(i-21,2))*x2[i-2] - bS*U[i+1]
+ b6*x3[i-2] - (power(wl,2))*x2[i-2] + b7*(power(x2[i-2},2))*
x3[1-2]1*x4{i-2] + b8*U[i+1]*{power(x2[i-2],2)) - b9*
(power (x2[1i-2],2))*x3[i-2] - bl0*(power(x2[{i-2],3))*
(power (x4[i-2],2)) + bli*{power(x3[i-2],2))*x2[i-2] -
bl2* (power (x2[1-2],3}) *{power (x3[i-21,2})  / { 0.4420 -
C¢.7467* (power (E,2) } * {power (x2 [1-2],2)) + 2.6786* (power(E,4))*
(power{(x2([i-21,4)) ) ) ;

x4c = h*( { bl*x2{i-11*x3[i-1]*x4[i-1] + b2*(power(x2[1 11,3¥) +
b3* (power (x2[{i-1],5)) + b4* (power(x4[i-11,2))*x2[i-1] - b5*U[i+1]
+ b6*x3[i-1] - (power(wl,2))*x2[i-1] + b7*(power(x2[i-1],2))*
x3[i-11*x4[i-1] + bB8*U[i+1]* (power(x2([i-1]1,2)) - bow
(power(x2[i-1],2))*x3[1i-1} - b10* (power (x2[i-1],3})*
(power (x4 {i-11,2)) + bll*(power(x3{i-1],2))*x2[i-1] - bl2*
(power (x2[i-11,3))* (power(x3[i-11,2)) ) / ( 0.4420 - 0.7467*
{power (E, 2))*(power(x2{1 11,2)) + 2.6786% (power(E,4))*
(power (x2{i-1]1,4)) ) ) ;

x4d := h*( { bl*x2[i]*x3[i]l*x4[i] + b2*(power (x2[il,3)) +
b3* (power (x2[i],5)) + b4*(power(x4[i],2))*x2[i] - b5*Uli+l] +
be*x3[1] - (power(wl,2))+*x2[{i] + b7* (power (x2[il,2))*x3[i]*x4[i]
+ b8¥U[i+1]* (power (x2[1i],2)) - b9* (power(x2[i],2))*x3[i] - blo*
(power (x2[1],3) ) *(power (x4[i],2)) + bil*(power{x3(il,2) )*x2[i] -
bl2* (power (x2([i],3)) *(power(x3[i],2} ) ) / { 0.4420 - 0.7467%
(power (E,2)) * (power{x2[i],2)) + 2.6786* (power(E,4))*
(power (x2[1],4)}) ) ) ;

x4 [i+1] := x4[i] + (h/24)*( - 9*(x4a) + 37*(x4b) - 59*(x4c) + 55*(x4ad} ) ;

{ CORRETOR }

x1[(i+1] := x2[1] + (h/24)*( x3[i-2] - 5*x3[i-11 + 19*x3[i] + 9*x3[i+1] ),
x2[1+1] = x2[i] + (R/24)*( x4 [i-2] - 5*x4[i-1] + 19*x4[i] + 9*x4([i+1] );
x3a := h*( ( -al*x2[i-21*x3[i-2]*x4(i-2] - a2~ (power (x4[i-2],2))*x2[i-2] -

a3* (power (x2[1-21,3}) - a4*(power(x2([i-2],5)) - a5*

(power (x3[i-2],2))*x2[i-2] + a6*x2[i-2]1 + valori*Uli+1] -
valor2*Ng*x3[i-2] - a7+*U[i+1]* (power(x2[i-2],2)) - a8+

(power (x2[1-21,3))*x3[1-2]*x4[i-2] + a9* (power(x2([i-2]1,2))*x3[i-2] +
alOo* (power (x4[1i-2]1,2)) *(power(x2[i-2],3)) - all*(power(x3[i-2]1,2))*
(power (x2[i-2]1,3)) ) / { 0.4420 - 0.7467*{power(E,2))*

(power (x2[i-2],2)) + 2.6786%* (power(E,4))*(power(x2[i-2},4)) ) };

x3b := h*{ { -al*x2[i-11*x3[i-1]*x4(i-1] - a2*(power(x4[i-1],2))*x2{i-1] -
ad*{power{x2{i-1},3)} - a4*({power{(x2[i-1],5)) - ab*
{(power{x3[i-1],2))*x2[i-1] + a6*x2{i-1] + valori*U[i+i}] -
valor2*Ng*x3[i-1] - a7+*U[i+1]*(power(x2[i-1],2)) - a8*



(power (x2[i-1],3))*x3[i-1]*x4[i-1] + a9*(power(x2[i-1],2))*
x3[i-1] + al0*(power(x4({i-1],2))*(power (x2{i-1},3)) - alil+*
(power (x3[1-11,2)) *(power(x2[i-1],3}) )} / ( 0.4420 - 0.7467*
(power (E,2)) * (power(x2[i-1],2}) + 2.6786* (power(E,4))*
(power{x2[1i-11,4)) ) )

x3¢ = n*¥({ ( -al*x2[i]*x3[i]l*x4{i] - a2*(power(x4[i],2))*x2[i] -
ad* (power (x2(i],3)) - a4*(power(x2[i],5)) - aS*(power(x3({i],2) )+
x2[1] + a6*x2{i] + valorl+*U[i+l] - valor2*Ng*x3[i] - a7+*U[i+l]*
(power(x2[i],2)) - a8*({power(x2[i],3))+*x3[i]*x4[i] + ag*
(power(x2{ij,2))*x3[i] + al0*(power(x4[i]},2))* (power(x2[1i],3)) -
all* {power (x3[i],2) )*{power(x2{il,3)) ) / ( 0.4420 - 0,7467*
(power (E,2) ) *(power (x2[1},2)) + 2.6785* (power(E,4))*
(power(x2[1i],4})) ) };

¥3d := h¥( ( -al*x2[i+1]*x3[i+11*x4[1i+1] - a2*{power(x4[i+1],2))*x2{i+1]
a3d* (power(x2{i+1],3)) - a4*(power{x2[i+i],5)) - a5*
(power (x3[i+1],2) )*x2{i+1] + a6*x2[i+1] + valorl*Uli+i}l -
valor2*Ng*x3 [i+1] - a7*U[i+1]* (power(x2[i+1l],2)) - a8*
(power (x2[1+1],3}) *x3 [1+1}*x4[i+1] + a9* (power{(x2[i+1],2))+*
x3[i+1] + alOo*(power(x4[{i+1],2))*(power{x2{i+1},3)} - all~*
(power (x3[1i+1],2) )*(power{x2([i+1]1,3)) ) / ( 0.4420 - 0.7467*
(power (E,2) ) * (power (x2[i+1],2)) + 2.6786*% (power(E,4))*
(power (x2[i+1],4) ) ) };

x3[i+1] := x3[1] + (h/24)*{ (x3a) - 5% (x3b} + 19*%(x3c) + 9% (x3d} ) ;

x4a := h*{ ( bl*x2[i-2]*x3[i-2]1*x4([1i-2] + b2*(power(x2[i-2]1,3)} +
b3* (power {(x2[i-2]1,5)) + b4*(power{x4[i-2],2))*x2([1i-2] - b5*U[i+1]
+ be*x3[i-2] - (power(wi,2))*x2(i-2] + b7*(power(x2{i-2],2))*
x3[1-27*x4[i-2] + bB8*U{i+1]* (power(x2[i-2],2)) - b9+
(power (x2{i-2],2}))*x3[i-2] - blO*{power(x2{i-27,3))*
(power (x4 {1-2]1,2}) + bll*(power(x3[i-2],2))*x2[i-2] -~ bi2+*
(power (x2{i-21,3))* (power(x3[1i-21,2)) )} / ( 0.4420 - 0.7467%*
(power (E,2) ) * (power (x2[i-2],2)) + 2.6786* (power(E,4))*
(power (x2[i-21,4)) ) ) ;

x4b = h*({ ( bl*x2[i-1)*x3[1i-1}*x4[1i-1] + b2*(power(x2[i-1]1,3)) +
b3* (power (x2[1-1],5)) + bh4* (power(x4{i-1],2))*x2[i-1] - b5*U[i+1]
+ b6*x3[1i-1] - (power{wl,2)}*x2[i-1] + b7*(power(x2[i-1},2))*
X3[i-1]1*x4{i-1] + b8*U[i+1]* (power(x2(i~-1],2}) - bo*
(power (x2[i-1],2))*x3[i-1] - b1l0* (power{(x2[i-1]1,3))*
(power(x4{i-1}1,2)) + blil*(power(x3[i-1],2)})*x2fi-1] - bil2*
(power(x2[i-11,3))* (power(x3[i-11,2)) ) / ( 0.4420 - 0.7467%
(power (E,2)) * (power (x2[i-11,2)) + 2.6786* (power(E,4})*
(power(x2[i-1],4)) ) } ;

x4c := h*{ { bI*x2[1i]*x3[i]*x4([i] + Db2*(power (x2[i],2)) +
bi* (power (x2[i],5)) + bé4*{(power(xda{il,2))*x2[i] - b5*U[i+1] +
bé*x3[i] - (power(wl,2))*x2[i] + b7*(power{(x2[i],2))*x3[i]*x4[1i]
+ b8*U[i+1]* (power(x2[i],2)) - b9* (power(x2[i],2))*x3[i] - blo*
(power(x2[i],3) ) * (power(x4[1i],2}) + bll*(power(x3[il,2) )y*x2[i] -
bilz* (power (x2[1i],3)) * (power{x3[i],2) ) ) / { 0.4420 - 0.7467%*
(power{E,2}) * (power(x2{i],2)) + 2.6786% (power (E,4))*
(power(x2[i],4)) ) ) ;

x4d := h*( ( b1l*x2[i+1]1*x3[i+1]*x4[i+1] + b2* (power(x2[i+l1l],3}) +
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b3* (power{x2[i+1],5)}) + b4* (power (x4 (i+1],2))*x2[i+1} - b5*U[i+1]
+ b6*x3[i+1] - (power{wl,2))*x2[i+1] + b7*{power(x2[i+11,2))*
x3[i+1]*x4[1+1] + b8*U[i+1]*{power(x2[i+l],2})) - bo*

(power (x2 [1+1],2))*x3{i+1] - blO¥{power(x2[i+1],3))*
(power (x4 [1+1],2)) + bll* (power{x3[i+1],2) }*x2[i+1] - bl2*
(power (x2[i+1],3)) * (power (x3[i+1],2} J } / ( 0.4420 - 0.7467*
(power (E, 2} ) * (power (x2[i+1],2)) + 2.6786* (power(E,4))*
(power (x2 [1+1],4) )} ) ) ;

x4{i+1] := x4[i] + (h/24)*( (x4a) - S5*(x4b) + 19*%(x4c) + 9*(xad) } ;
writeln(argz, tempo[i]l, *,x1{il,’ *,x2{i] };

end;

{ close(argi); }
close(arg2) ;
end.
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A GLORIA de quem tudo, 20s seus acenos,

Move o mundo penetra e resplendece,
Em umas partes mais em outras menos.

No céu onde sua luz mais aparece,
Portentos vi que referir, tornando,
Nzo sabe ou pode quem 2 terra desce.

Pois, ao excelso desejo se acercando,
A mente humana s¢ aprofunda tanto
Que a memoria se esvai, lembrar tentando.

Os tesouros, porém, do reino santo,
Que arrecadar-me pdde o entendimento,
Serdo matéria agora do meu canto.

Dante Alighieri

A Divina Comédia, O Paraiso - Canto I
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