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Resumo

MARTINS, Diego Rodrigo. Anédlise Dinamica Nao Linear de Sistema de Transmissao por Correia.
2013. 151p. Dissertagdao (Mestrado). Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual

de Campinas, Campinas.

O presente trabalho tem por objeto o estudo de sistemas de transmissao por correia serpentina
com tensionador automaético, que € uma aplicacdo automotiva utilizada em larga escala e cujo com-
portamento dinAmico apresenta grande influéncia sobre o funcionamento dos acessorios acionados
pelo motor. O movimento do eixo de manivelas acionado pelo processo de combustao apresenta
como caracteristica a ocorréncia de variagcdes de velocidade e torque entregues aos acessorios pelo
sistema de transmissdo, contudo as flutuacdes de torque resultantes deste movimento sdo o prin-
cipal mecanismo excitador do sistema de transmissdo por correia. Niveis elevados de flutuagao de
torque podem aumentar o nivel de tracdo dinamica atuante na correia, fazendo com que esta venha
a falhar devido a fadiga, ou produzir niveis de vibragado torcional elevados nas polias dos acessorios,
causando impacto direto em seus suportes. Através de modelos matemaéticos € avaliado o comporta-
mento do sistema de transmissdo, considerando alguns fendmenos responsdveis por introduzir nao
linearidades neste. Sao avaliados, assim, os efeitos de tracdo inicial, frequéncias naturais, formas
modais e respostas temporais do sistema.

Paralelamente € estudado o comportamento de um sistema de transmissao real através da
uma investigagdo experimental. Sdo identificados seus parametros lineares através de técnicas
de Andlise Modal, bem como efeitos de variagdo destes parametros em funcdo da velocidade de
operagio do sistema. E avaliada a composi¢io em frequéncia da resposta do sistema quando em

operacdo e também sao realizados testes para deteccao de ndo linearidades no sistema.

Palavras-chave: Transmissdo por Correia, Vibracdes, Dinamica, Tensionador.
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Abstract

MARTINS, Diego Rodrigo. Nonlinear Dynamic Analysis of Belt Drive System. 2013. 151p.
Dissertacdo (Mestrado). Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

Campinas.

The objective of the present work is the study of a tensioner loaded belt drive system, which
is a recurrent automotive application used in large scale and whose dynamic behavior has great
influence on the functioning of various components powered by engine. Crankshaft motion, powe-
red by internal combustion process, presents as characteristic the occurrence of variations on speed
and torque delivered to accessory by belt drive, torque fluctuation due to this motion is the main
excitation mechanism to belt drive systems though. High levels of torque fluctuation can increase
belt dynamic tension making it amenable to fault due to fatigue or produce high levels of torsio-
nal vibration on accessory pulleys which has direct impact on its support structure. By means of
mathematical models, systems behavior is evaluated, taking into account phenomena responsible
for introducing nonlinearities. Initial tractive tension, natural frequencies, modeshapes and time
responses of the system are evaluated.

In parallel, it is studied the behavior of a real belt drive system through experimental
investigation. Linear parameters are identified by Experimental Modal Analysis techniques, and
its variation as function of system operating speed, as well. Frequency composition of system’s

response are evaluated and also are performed tests to detect nonlinearities.

Keywords: Belt Drive, Vibrations, Dynamics, Tensioner.
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1 INTRODUCAO

Sistemas de transmissdo por correia em aplicagdes automotivas sdo cada vez mais recorren-
tes, gracas as suas vantagens como absorcdo de choques e vibracdes produzidas por elementos
como polias e tensionadores, além de assegurar a transmissao de poténcia com vida util estendida,
sem produzir impactos e niveis elevados de flutuacdo de torque nos acessorios, como ocorre com

transmissdes por correntes.

Em sistemas de transmissd@o com correia serpentina, conforme Figural.l, hd a vantagem do
acionamento de diversos acessorios apresentando diferentes condi¢des de carregamento para ope-

racao.

O uso de tensionadores automaticos também tem crescido bastante nas aplicagdes automoti-
vas atuais, uma vez que este componente garante o tracionamento da correia independentemente de
ajustes periddicos. Isso devido a seu sistema de acionamento, através de elementos eldsticos, como
molas. Além de ter papel importante na atenuacdo de vibracdes torcionais do sistema, gracas nao

s6 a presenca do elemento eldstico, mas também ao elemento amortecedor utilizado.

Figura 1.1: Motor com sistema de transmissdo por correia serpentina. Disponivel em:
http://www.dieselpowermag.com/features/1207dp_july_2012_military_power_the_valanx/
photo_03.html Acesso em: Abril de 2013

Neste tipo de aplicagc@o sdo comuns como fontes de excitacdo as flutuagdes de torque induzi-



das principalmente na polia do virabrequim, que sdo geradas pela prépria dindmica do mecanismo
de acionamento da drvore de manivelas através dos pistdes. Seu movimento, além de produzir uma
componente de torque constante que € necessdria para o acionamento do veiculo e € transmitida
ao sistema de transmissdo e diferencial, também produz uma componente dinamica constituida de

multiplos harmonicos que acabam por ser transmitidos aos elementos ligados ao eixo de manivelas.

Estas flutuacdes de torque transmitidas pela polia motora do sistema para os demais acesso-
rios do front-end do motor, além de acarretar niveis elevados de vibragdo torcional, também podem
gerar flutuacdes no nivel de tracdo da correia quando esta encontra-se em regime dindmico. Niveis
elevados de tracdo na correia (muito superiores aos niveis de projeto) podem induzir deformacoes

plésticas na mesma e até desgaste prematuro devido a fadiga.

O estudo do sistema de transmissao por correias € proposto para a melhor compreensao dos
fendmenos envolvidos na dindmica deste tipo de sistema. Assim, busca-se a identificagdo de para-
metros criticos para o projeto do sistema e como estes sao capazes de afetar a dindmica e estabili-

dade do mesmo.

Dentre as fontes de problemas que sdo estudadas, serdo investigadas, entre outras, as flu-
tuacoes de torque produzidas nos acessorios da transmissdo e seus efeitos nos demais elementos
do sistema, os efeitos de diferentes tracdes iniciais na correia e a influéncia do atrito no brago do

tensionador.

A investigacao considera um sistema de transmissao por correia serpentina simplificado, com
trés polias, sendo uma a polia motora, outra a polia acionada e a terceira € ligada ao braco do
tensionador automatico, responsavel pelo tracionamento da correia. Considera-se que o tensionador
¢ acionado por uma mola torcional linear, € em um primeiro modelo matematico, € considerado

amortecimento viscoso equivalente para cada forma modal do sistema.

Para a correia, além de sua translacdo no sistema, considera-se que podem ocorrer defor-
magdes infinitesimais ao longo de seu eixo longitudinal e também transversalmente ao seu com-
primento. O deslocamento longitudinal é responsadvel por causar o acoplamento da correia com a
vibragdo torcional que ocorre nas polias e os deslocamentos transversais, além de causar o feno-
meno conhecido como flutter e é responsdvel por introduzir a nao linearidade devido a elasticidade

da correia. Propriedades de viscosidade da correia sdo desconsideradas no modelo.



A excitagdo do sistema pode ocorrer através de condi¢des iniciais, como pequenos desloca-
mentos nos tramos ou deflexdo no braco do tensionador, ou entdo pode-se considerar flutuagdes de

torque introduzidas nas polias acionada ou motora.

E realizada a Analise Modal Teérica no sistema para a identificacdo das frequéncias natu-
rais e formas modais para o caso linearizado, fornecendo assim, informagdes sobre ressonancias
primdrias. Também € possivel verificar a dependéncia dos pardmetros modais com a velocidade
de operacdo do sistema, uma vez que 0 mesmo apresenta comportamento giroscopico e também a

influéncia da tracao atuante nos tramos com as frequéncias naturais.

Devido as ndo linearidades introduzidas pelas deformacdes infinitesimais que ocorrem nos
tramos da correia, sdo esperados alguns fendmenos tipicos de sistemas de multiplos graus de liber-
dade com nao linearidades ctbicas, como a ocorréncia de ressonancias secunddarias, respostas com
multiplos harmonicos e frequéncias dependentes da amplitude de excitag¢do, ressonancias internas

e possiveis instabilidades.

Foi construida uma bancada para condugdo de testes experimentais em um sistema de trans-
missdo por correia prototipico, com caracteristicas similares aos do modelo matematico imple-
mentado. Através de ensaios dindmicos com medi¢ao dos niveis de vibragdo através de sensores,
buscou-se identificar frequéncias naturais e fatores de amortecimento modais, além das respostas

temporais para diferentes casos de excitacao.

1.1 Revisao Bibliografica

Os primeiros desenvolvimentos no estudo de sistema de transmissao por correia avaliam seu
equilibrio estatico, com relagdo a forca de tragdo atuante nos tramos em fun¢do das condi¢des de
operacdo e a variacao da tracdo ao longo do abracamento das polias devido ao equilibrio das forgas
de tragdo produzidas pelos tramos, a forca centrifuga e a for¢a de atrito entre correia e polia. Firbank
(1970) em seu trabalho avalia a influéncia das deformagdes de cisalhamento que ocorrem na correia
ao longo do abragamento e sua importancia na determinagdo do comportamento do sistema e sua
capacidade de transmissdo de poténcia, em contraste com a teoria classica de Creep Eldstico, que

considera apenas as deformacgdes longitudinais da correia e era utilizada até entao.



Em relacdo ao equilibrio da tracdo nos tramos quando em condi¢do de operaciao, Mote Jr.
(1965) propode o equacionamento de um sistema de serra de fita, que € um mecanismo similar a
transmissao por correia. De forma que, através de uma constante, chamada de constante de suporte,
¢é possivel determinar a tracdo de operacdo do elemento flexivel a partir da tracdo inicial de refe-
réncia do sistema (quando a velocidade de transporte € zero), simplesmente por se levar em conta

a flexibilidade do suporte em uma das polias.

No mesmo trabalho, também sdo avaliadas as frequéncias naturais dos tramos do sistema
e sua dependéncia com a velocidade de operacdo. Este modelo para os tramos considera que es-
tes apresentam comportamento similar ao de cordas vibrando transversalmente € com movimento
axial. A avaliacdo experimental deste sistema, bem como validacdo do modelo proposto, é apre-

sentada por Mote Jr. e Naguleswaran (1966).

Um sistema de transmissao por correias ja com a presenca do tensionador automatico (acio-
nado por mola torcional) é apresentado por Ulsoy et al. (1985), onde os tramos sdo modelados por
cordas vibrando transversalmente e com movimento longitudinal. Os efeitos de acoplamento geo-
métrico que o tensionador produz no sistema s@o verificados, bem como os efeitos de instabilidade
do tipo Mathieu, devido a excitacdes paramétricas e as condi¢des de ressonadncia do sistema com-
pleto e da correia sdo verificadas numericamente através do método das diferencas finitas. Neste
trabalho j4 é apontada a flutuacdo na forca de tragdo atuante na correia como um dos mecanismos

causadores de instabilidade, bem como ressonancias da correia e tensionador e velocidades criticas.

Um modelo simplificado empregado para a descricdo do comportamento da corda vibrante
e que pode ser utilizado também na descricdo do movimento dos tramos € o modelo de vibragcao
na corda em translacdo apresentado por Sack (1954), onde € proposta uma solugdo analitica sim-
plificada da equacdo homogénea do elemento, que descreve o comportamento espacial e temporal

deste, quando sujeito a condi¢des iniciais ou excitagcdes harmdnicas.

Verifica-se que o comportamento vibratério dos tramos tem grande influéncia na dinamica
do sistema, uma vez que efeitos ndo lineares provenientes de deformagdes infinitesimais podem
produzir variacdes na tracdo atuante na correia. Estes efeitos foram inicialmente estudados nos
modelos de vibracdo transversal de materiais em translacdo, podendo ser cordas ou vigas. Um
modelo basico com o comportamento oscilatério nao linear deste tipo de elemento é apresentado
em Nayfeh e Mook (1979), onde solugdes para a equacao de movimento sdo determinadas através

de métodos de perturbagdo.



Wickert e Mote (1990) fazem uma revisiao sobre os modelos de corda e viga em translacdo
e de vibragdo transversal com efeitos ndo lineares, onde as equagdes tém suas por¢des espaciais
descritas através da discretizagdo em formas modais. As solucdes sdo expressas em formas fechadas
através de funcdes de Green. Com isto € possivel determinar a influéncia dos efeitos ndo lineares
sobre as tracOes atuantes no elemento, além de se verificar a ocorréncia de velocidades criticas de

operacdo em que podem ocorrer instabilidades.

Com a evolugdo dos sistemas de transmissdo e o maior uso de aplicagdes do tipo correia
serpentina na industria automobilistica, a compreensao dos fendmenos envolvidos neste tipo de
sistema passa a ser mandatdria para o projeto e identificagao de possiveis falhas induzidas tanto por

niveis elevados de vibrag@o quanto pelo desgaste do elemento flexivel devido a fadiga.

Hawker (1991) realiza o estudo de sistemas de transmissao com multiplas polias, conside-
rando os efeitos de vibragdo transversal dos tramos na dindmica do sistema. Através de um modelo
simplificado, descreve a dindmica rotacional dos componentes discretos, considerando tanto casos
simplificados, onde ha apenas polias, e até uma montagem onde hd um tensionador automatico,
acionado por mola torcional. Paralelamente é utilizado um conjunto experimental com duas e trés

polias e usando ou ndo o tensionador automatico para validar os modelos desenvolvidos.

Abrate (1992) faz uma revisao dos conceitos desenvolvidos e utilizados até entdo no estudo
de sistemas de transmissdo por correia, levando em conta os efeitos produzidos pela tragdo inicial
aplicada a correia, a velocidade de transporte, efeitos da rigidez de flexdo, e devido a grandes

deslocamentos, além de investigar novamente a influéncia do suporte e sua rigidez sobre o sistema.

Um estudo mais complexo € desenvolvido por Beikmann (1992). Em seu trabalho € investi-
gado o comportamento dindmico de um sistema prototipico de transmissdo por correia com tensi-

onador automético, uma polia motora e uma polia acionada.

O trabalho desenvolve as equacdes ndo lineares dos elementos, levando em conta que este
se encontra em operacdo a uma velocidade constante de giro. A andlise estdtica é desenvolvida
para determinac¢do das tracdes de operacdo do sistema tanto por método iterativo quanto por mé-
todo aproximado, onde € desenvolvido um modelo andlogo ao proposto por Mote Jr. (1965) para

determinar as tracdes a partir de constantes de suporte do sistema (BEIKMANN et al., 1997).

Através das equacgdes linearizadas para os tramos e os elementos discretos, € resolvido o pro-



blema de autovalor pela aplicagdo do método de Holzer, obtendo-se entdo as frequéncias naturais
do sistema acoplado (BEIKMANN et al., 1996a). O procedimento € iterativo e consiste da resolucao

de um sistema de equacdes algébricas. As formas modais sdo determinadas analogamente.

Em uma etapa final, as equacdes ndo lineares t€ém sua porcao linear discretizada através da
andlise modal do sistema, e as por¢cdes nao lineares das equagdes sdo tratadas como termos de
excitacdo. A resposta temporal € obtida pela integracdo numérica das equacdes das coordenadas
generalizadas modais do sistema (BEIKMANN et al., 1996b). As respostas temporais sao devido
as excitacdes por flutuacdes de torque consideradas nos acessorios ou através de condigdes iniciais

como deflexdes nos tramos ou no tensionador.

Sdo verificadas condi¢des de ressonancia interna do sistema provenientes do acoplamento
modal devido a troca de energia entre diferentes modos em excitacoes harmdnicas multiplas das
frequéncias naturais, fendmeno bastante discutido por Nayfeh e Mook (1979) e fundamental para
determinacgdo da estabilidade do sistema. Uma vez que as ressonancias internas dependem forte-
mente das frequéncias naturais do sistema e como a combinacao destas pode excitar parametrica-

mente 0 mesmo.

A fim de verificar melhor os efeitos nao lineares introduzidos pelos termos eldsticos dos
tramos em decorréncia de grandes deslocamentos, Moon e Wickert (1997) propdem a solugdo tem-
poral de um sistema simplificado apenas com duas polias ligadas diretamente. Através da técnica
de discretizacdo pelas formas modais, a determina¢@o das solucdes analiticas € realizada através de
funcgdes de Green e também pela aproximacao pelo Método de Krylov, Bogoliubov e Mytropolsky.
Estas respostas sdo comparadas com medi¢des de vibragdo no tramo de um sistema de transmis-
sdo, realizadas através de um interferdmetro a laser de Michelson. Nas respostas em frequéncia do
sistema sao identificados os fendmenos de salto na regido proxima a ressonancia devido a sua ndo

linearidade.

Nos estudos relacionados a vibragdo em sistemas de transmissao por correia serpentina con-
duzidos até entdo, o tensionador automdtico era modelado apenas como um elemento que inseria
uma rigidez torcional no sistema, o que nao condiz com os sistemas reais utilizados. Para aumentar
a estabilidade deste tipo de sistema e inserir amortecimento, reduzindo a vibracdo dos tramos e
consequentemente a flutuacio de tragcdo, s@o utilizadas buchas no interior dos tensionadores que

introduzem amortecimento através do atrito seco entre seus elementos internos.



Leamy (1998) em seu trabalho modela o sistema de transmissdo por correia serpentina com
tensionador considerando o atrito seco no pino de rotagdo do tensionador. Observa-se que ape-
sar das vantagens como atenuac@o das vibracdes torcionais, o atrito também introduz efeitos nao
lineares através do fendmeno de stick-slip, que acarreta respostas sub ou superharmonicas e possi-
veis ressonancias secunddrias, observadas matematicamente pela utilizacdo do método do balanco

harmonico incremental para a determinagdo da resposta temporal do sistema.

Um trabalho similar € proposto por Cheng e Zu (2003), onde € avaliada a influéncia de mul-
tiplas excitagdes harmoOnicas no sistema com amortecimento por atrito de Coulomb no brago do
tensionador. Sendo determinadas duas respostas analiticas possiveis para o sistema. Uma conside-
rando o sistema sem parada (nonstick) e outra onde verifica-se ocorréncia de stick-slip. A ocorréncia
ou ndo do stick-slip é fortemente relacionada a razdo entre o torque estatico produzido pela forca

de atrito e o torque externo excitando o sistema (RAO, 2009).

Zhang e Zu (1998a) apresentam um trabalho onde as propriedades viscoelasticas da correia,
em um sistema de transmissao simples, sdo consideradas. As respostas temporais para as equacoes
de movimento do sistema, apresentadas na forma autdnoma, giroscopica e continua sdao obtidas
pela aplicagdo do Método das Multiplas Escalas, considerando-se as ndo linearidades fracas. S@o
avaliados também os casos de resposta for¢ada do sistema (ZHANG E ZU, 1998b).

Um estudo mais complexo avaliando a dindmica de um sistema de transmissdo por correia,
similar ao proposto por Beikmann (1992), é apresentado por Zhang (1999). Neste trabalho, con-
tudo, consideram-se os efeitos de atrito no brago do tensionador introduzidos por constantes de
amortecimento viscoso equivalentes, determinados pela comparacao entre os ciclos de histerese
para o caso de atrito e amortecimento viscoso. Além, também, de considerar as propriedades visco-
elasticas do envelope da correia, que introduzem uma nova fonte de amortecimento ao sistema. Em
seu trabalho sdo avaliados diversos aspectos, como resposta livre e determinacao das frequéncias
naturais através de uma expressio em forma fechada (ZHANG E ZU, 1999). As respostas forcadas
sdo obtidas para os casos harmonico e genérico através da aplicagdo do Método das Muiltiplas Esca-
las direto, bem como a comparacao destas respostas com as obtidas pela aplicacdo do Método das
Muiltiplas Escalas nas equagdes discretizadas pelo Método de Galerkin ou por superposi¢cdo mo-
dal. Condicdes de estabilidade, excitacdes paramétricas, ressonancias secundarias e ressonincias
internas (ZHANG E ZU, 2000) sdo identificadas para o sistema.

Os procedimentos utilizados até entdo para a integracdo das equagOes diferenciais
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mostravam-se bastante custosos numericamente. Parker (2004) apresenta um método de discretiza-
¢do para as equacoes diferenciais do problema através do Método de Galerkin onde as condi¢des de
contorno que acoplam as equagdes sao introduzidas pelo uso de multiplicadores de Lagrange. Com
isso é possivel resolver o problema de autovalor do sistema com menor esfor¢o computacional.
Além disso, também € estudada a sensibilidade da solucao do problema de autovalor as variacdes

dos parametros fisicos.

Kong (2003) apresenta um modelo onde € considerado o efeito da rigidez de flexdo nos tra-
mos do sistema, o que insere o acoplamento linear entre as polias e os tramos em suas equacoes
de movimento. As deflexdes de equilibrio sdo determinadas pela integracdo numérica das equa-
¢oes de equilibrio estdtico do sistema por um solver de problemas de valor de contorno (KONG
E PARKER, 2003). Tem-se entdo um novo problema de autovalor que € resolvido aplicando técni-
cas de discretizacao as equagdes de campo fornecendo informagdes sobre o acoplamento entre os

elementos e a vibracdo do sistema (KONG E PARKER, 2004).

Zhu (2006) implementa os efeitos de atrito de Coulomb no braco do tensionador e os efeitos
de uma polia de pista livre (one way clutch) em um sistema de transmissao por correia. Assim é
possivel verificar a eficicia deste tipo de sistema na reduc¢do de vibracdes torcionais e instabilidades.
A resposta ndo linear do sistema e suas consequéncias sdo determinadas pelo uso do Método de

Balanco Harmonico.

Paralelamente, uma linha de pesquisa desenvolveu um modelo do sistema de transmissao
através da aplicacdo do Método dos Elementos Finitos. Leamy e Wasfy (2001) desenvolvem um
modelo onde os tramos do sistema sdo descritos por elementos de barra ou elementos de viga sujei-
tos ao efeito giroscopico do transporte e as polias sao modeladas como restri¢des de deslocamento

circular.

Efeitos do atrito na interface entre e polia e correia sao modelados por uma relacdo com a
taxa de fluéncia do material ao invés do modelo de Coulomb tradicional podendo, assim, descrever

as regides de adesdo da correia na polia (LEAMY E WASFY, 2002a).

O modelo por elementos finitos é capaz de descrever a dindmica do sistema quando em condi-
¢ao estaciondria de operacdo e também em regime transiente da velocidade de transporte da correia
(LEAMY E WASFY, 2002b). Sao considerados também elementos como polias de pista livre e sua

influéncia na dindmica do sistema. As respostas apresentam boa precisdo quando comparadas as



respostas analiticas de sistemas estudados anteriormente.

Wasfy e Leamy (2002) também investigam os efeitos da rigidez de flexdo sobre sistema de
transmissao por correia pelo método dos elementos finitos considerando elementos de barra e viga,
e as polias ou coroas modeladas por elementos de disco rigidos, obtendo-se boa concordancia com
os modelos analiticos e experimentos, além de verificar os efeitos de acoplamento geométrico no

caso de correias sincronizadoras (WASFY E LEAMY, 2005).

1.2 Motivacao

Como motivacdo para o desenvolvimento, busca-se 0 melhor entendimento dos fendmenos
envolvidos na dindmica de um sistema de transmissdo por correia, que ¢ um mecanismo funda-
mental e cada vez mais recorrente em diversas aplicacdes, mas com especial destaque para o setor
automotivo, onde este tipo de sistema € utilizado no acionamento de um ou diversos acessorios na

parte frontal do motor, ou front-end, como denominado na literatura técnica.

Nestas aplicacdes € recorrente a ocorréncia de danos aos acessorios ou mesmo desgaste pre-
maturo da correia devido a reducdo na capacidade de tracdo da mesma, em decorréncia de escorre-

gamentos entre correia e polias.

Outras causas de problemas conhecidas sdo as flutuacdes de torque nas polias dos acessorios
que podem excitar o sistema de transmissao fazendo com que este passe por alguma regido critica

de operagdo ou de ressonancia, produzindo assim niveis elevados de vibragdo torcional nas polias.

As flutuacdes de torque, aliadas a dinadmica dos tramos e tensionador em um sistema de
transmissao podem induzir devido ao acoplamento linear entre os elementos, e também por efeitos
ndo lineares devido a elasticidade da correia e flutuacdes na for¢a de tragdo atuante. Um aumento
na tracdo atuante pode acelerar o processo de desgaste por fadiga ou mesmo ocasionar a fratura do

componente.

Além disso, o mau funcionamento do sistema de transmissdo por correia pode acarretar a
ocorréncia de ruidos indesejaveis como squeal ou ruido aerodinamico produzido pela vibracao

transversal da correia (flutter).



Através da aplicacdo de um modelo matematico que descreve um sistema de transmissao
com polias e um tensionador acionado por mola torcional, busca-se a determinacdo de parametros
modais como frequéncias naturais e formas de vibrar do sistema, além da determinacdo de possi-
veis efeitos dinAmicos, como variacdes nas tragdes dos tramos e aumento nos niveis de vibragao
torcional nas polias dos acessdrios, sejam como resposta linear as excitagdes aplicadas ou devido a

efeitos ndo lineares introduzidos pela elasticidade da correia.
Como fontes de excitagdo sdo consideradas flutuacdes de torque harmonicas nas polias e

braco do tensionador ou condi¢des iniciais como deslocamentos nos tramos ou deflexdes nas polias

e tensionador.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 Sistemas de Transmissao por Correia

Sistemas de transmissdo por correia consistem de uma aplicacdo tipica da engenharia me-
canica, utilizada em ocasides onde € necessdria a transmissdo de poténcia ou movimento rotativo
entre elementos que apresentam distancia relativa entre si. Usualmente, através de polias acopla-
das a eixos em movimento, a poténcia € transmitida entre estas por meio de uma correia flexivel,

conforme Figura 2.1.

Esse tipo de componente, como definido em Shigley et al. (2008) pertence a classe conhe-
cida como elementos mecanicos flexiveis, uma vez que apresentam um elemento de conexdao com
caracteristica tipicamente elastica. Suas aplicagdes sao das mais variadas, contemplando sistemas
de transporte, em correias transportadoras, e acionamento de equipamentos diversos. Além de ofe-
recer beneficios, como o custo reduzido de montagem e manutencdo, e capacidade de absor¢do de

choques e vibracoes.

Em sua configuracdo mais simples sdo utilizadas duas polias, sendo uma responsdvel por
acionar o sistema e outra que serd movida pela poténcia transmitida, sendo as duas ligadas pela
correia. A ligacao pode se dar de diversas formas. Uma € a ligacdo direta, onde a correia circunda

externamente as polias envolvidas.

E possivel também uma configuracdo com a correia cruzada, onde a parte interna envolve
uma polia e a parte externa envolve a outra polia, tornando possivel a reversdo no sentido de giro
do eixo acionado em relacdo ao eixo motor. Contudo, este tipo de configuracdo s6 € possivel em
correias de pequena espessura. Correias em V ndo sdo adequadas, uma vez que uma polia seria
acionada pelo perfil trapezoidal e a outra polia pela parte de trds da correia, € como a drea de

contato € reduzida nesta polia, a capacidade de transmissdo seria comprometida.
Outra configuracdo também utilizada considera as polias fora do plano, podendo se criar

um angulo de até 90 graus entre os planos médios das polias. E uma aplicagio adequada para

acionamento de eixos ndo paralelos.
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Figura 2.1: Sistema de transmissdo por correia.

2.1.1 Correias Lisas ou Chatas

As correias lisas ou chatas sdo bastante comuns nos sistemas de transmissao. Sao constituidas
tipicamente de um material eldstico envolto por algum elastdmero. Em sua maioria sdo utilizados
cordoneis de nylon, raiom, algodao ou cabos metélicos revestidos em um envelope impregnado com
borracha, uretano, ou outro polimero (modelos atuais t€ém utilizado um tipo de borracha sintética,

chamada EPDM). Seu perfil tipico é apresentado na Figura 2.2a.

Este tipo de correia é normalmente utilizado em aplicagdes onde se requer maior distancia
entre os centros das polias, apresentando elevada eficiéncia e devido a suas propriedades eldsticas,
€ capaz de absorver vibracdes, choques e reduzir o nivel de ruido da aplicagao.

Conforme exposto por Firbank (1970), as forcas de atrito que ocorrem entre a correia € a
polia geram uma mudanga na tracao da correia. Na interface, estas forcas fazem com que a correia
se distenda ou contraia, movendo-se em relacdo a superficie da polia. Esse movimento é causado
por um fendmeno conhecido por Creep elastico, caracterizado por uma deformacgdo associada ao

atrito de deslizamento em contraste com o atrito estatico com a superficie da polia.

Enfim, a acdo da polia motora através da por¢do da correia em contato, € a responsdvel pela
transmissdo de poténcia no sistema, fazendo também com que a correia se mova mais lentamente

em relacdo a velocidade superficial da polia, em decorréncia do atrito.

O efeito do atrito devido a fric¢do na interface correia-polia, produz um gradiente na forga de
tracdo atuante na correia ao longo do arco de abracamento com a polia, sendo que isso faz com que
ocorra uma variacdo na velocidade de transporte da correia nesta regido (produzindo uma diferenca

entre as velocidades das polias) e também € o fendmeno responsédvel pela transmissdo de poténcia

12



entre 0s €ixos.

(a) (b) (©

Figura 2.2: Perfis comuns em correias. a) Correia lisa; b) Correia em V; ¢) Correia poly-V.

2.1.2 CorreiasemV

Este tipo de correia apresenta algumas diferencas em relacao as correias lisas. E uma correia
mais espessa, apresentando sec¢do transversal em formato trapezoidal, conforme Figura 2.2b. Sdo
fabricadas normalmente com cordoneis de algodao, nylon ou raiom revestidos por um envelope

impregnado em elastomero.

As polias utilizadas com correias em V apresentam sulcos no formato de V onde ocorre o
encaixe da correia, esta forma garante que haja maior drea de contato, garantindo assim maior atrito
na interface entre correia e polia e consequentemente, assegurando maior capacidade de torque

entregue as polias.

Diferentemente das correias lisas, as correias em V sdo fabricadas em tamanhos especificos

e ndo apresentam jungoes.

Devido a maior espessura, neste tipo de aplicacdo, a rigidez de flexdo do material passa a
ser consideradvel, interferindo na dindmica do mecanismo, de forma que, apesar de este sistema
ser capaz de transmitir torques maiores as polias, a capacidade de absor¢cdo de choques e vibra-
¢oes € reduzida. As distancias entre centro das polias utilizadas ndo podem ser elevadas e os raios

apresentam um tamanho minimo de acordo com a especificac¢do da correia.
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2.1.3 Correias Temporizadoras ou Sincronizadoras

Correias Temporizadoras ou Sincronizadoras sdo utilizadas em aplica¢des onde € necessaria
a sincronizacao entre as polias acionadas e a polia motora. Apresentam dentes, assim como suas
polias que apresentam feixes ou dentes ao longo de sua periferia, onde se encaixam a correia.

Normalmente sdo chamadas de polia dentada ou coroa.

Devido ao encaixe que ocorre na interface entre correia e polia, ndo ocorre deslizamento, o
que garante que as velocidades em cada polia sejam proporcionais aos raios das mesmas, contudo,
como desvantagem, verifica-se a ocorréncia de flutuacdes de torque e tracdo devido ao efeito de

acoplamento geométrico entre o dente da correia e o sulco correspondente na polia.

Em aplica¢des automotivas, sdo normalmente utilizadas no acionamento e controle dos eixos
do comando de vélvulas, sendo acionados pelo eixo do virabrequim e com uma razdo de reducao
de 2:1. Sao bastante usados em substituicao a outros componentes como correntes € engrenagens,
com a vantagem de que sdo capazes de absorver possiveis impactos e efeitos de irregularidade do

motor.

2.1.4 Aplicacao Automotiva

Além do acionamento das drvores de cames do comando de vélvulas, as transmissdes por
correia também se popularizaram por sua utilizacdo para acionamento dos acessorios do chamado

front-end do motor.

No passado ocorria a aplicacio de diversas correias, sendo uma para o acionamento de cada
acessorio, sendo em sua maioria correias em V. Atualmente, contudo, em grande maioria das apli-
cagdes, uma unica correia pode ser utilizada para transmitir poténcia para diversos acessorios pre-
sentes no motor, como bomba de dgua, alternador, bomba de dire¢ao hidraulica, compressor do ar

condicionado, entre outros. Um exemplo € apresentado na Figura 2.3.

Nesta aplicagdo, € utilizada uma correia maior conhecida como correia serpentina que en-
volve as polias dos diversos componentes. Esta pode realizar o acionamento tanto pelo contato de

seu lado estriado, quanto pela parte traseira da correia.
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As correias utilizadas nesta aplicagdo sao, normalmente, as que apresentam perfil chamado
poly-V, multirib ou multigroove, exposto na Figura 2.2¢. Estas correias, apesar de terem a espessura
pouco maior que as correias lisas, apresentam maior area de contato com as polias que acionam,
pois apresentam estrias ou feixes que aumentam a drea de contato com as mesmas, garantindo assim

menor chance de deslizamento e melhor transmissao de poténcia.

Alternador,
Diregao Hidr.

guia/tensionadora
Bomba Agua

Compressor
Ar Cond.

Virabrequim

Figura 2.3: Correia Serpentina em aplicagdo automotiva.

2.1.5 O Tensionador

Como foi visto anteriormente, a tragcdo inicial aplicada a correia € de fundamental importan-
cia para seu funcionamento adequado. Se uma correia ndo € tracionada corretamente, a mesma nao
€ capaz de transmitir adequadamente o torque produzido pela polia motora. A forca de atrito na
interface entre correia e polia € reduzida podendo resultar em deslizamento da correia, que pode
ocasionar, além da perda da capacidade de transmissdo, o desgaste da correia, aquecimento das po-

lias, possiveis incidéncias de choque nas polias e ocorréncia de ruidos indesejaveis como o squeal.

Para assegurar o nivel de tracdo adequado nas correias, existem diversos dispositivos utiliza-

dos, os mais comuns sdo as polias de tensionamento e os tensionadores.
As polias tensionadoras sdo montadas no sistema de forma que seu centro € ajustado até que

a tragdo adequada seja aplicada a correia. Consiste de um processo mecanico estatico, contudo,

a deformacgdo que a correia estd sujeita em sua operacdo e o proprio desgaste dos componentes
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pode fazer com que ocorra uma redugdo nesta tracao atuante. Portanto, para esse tipo de sistema,
sd0 necessdrias inspecodes periddicas para verificacdo da tracdo aplicada e realizacdo de possiveis

manutencgoes.
J4 os tensionadores podem ser dos seguintes tipos:

Mecéanicos: Basicamente € utilizado um braco para posicionar uma polia de tracionamento,

ao invés de se realizar o ajuste propriamente no centro de fixacao da polia.

Automaticos: Neste caso s@o utilizados elementos eldsticos como molas para aplicar uma
carga sobre a correia e assim traciond-la. Este sistema é conveniente uma vez que é capaz de com-
pensar os efeitos de deformacg@o que podem ocorrer na correia, além de serem capazes de absorver
pequenas flutuagdes de torque nas polias acionadas. Apesar das vantagens, ainda requerem certa

periodicidade de inspecdo para assegurar que a tracdo aplicada é a de projeto.

Os tensionadores automaéticos em geral utilizam algum elemento capaz de introduzir amorte-
cimento ao sistema, minimizando os niveis de vibracdo torcional e transversal que podem ocorrer
nos tramos devido as condicdes de operacdo ou flutuacdes de torque nos acessorios. O mecanismo
de amortecimento mais comumente utilizado € o de atrito seco, onde uma bucha é colocada en-
tre o rolamento e o pino de fixagdo do brago do tensionador, de forma que o friccdo entre estes

componentes produz o amortecimento necessario.

Outra alternativa também utilizada € o amortecedor hidraulico. Neste caso a mola do tensi-
onador, que € linear fica na camara de um pistao imerso em 6leo ou fluido. Ao se movimentar o

pistao faz com que fluido saia da camara, produzindo um efeito de amortecimento viscoso.

2.2 Aspectos Geométricos

2.2.1 Angulos de Abracamento

Um fator importante para que um mecanismo de transmissao por correia serpentina seja ade-
quadamente modelado € a geometria. Para isto, serdo descritas algumas das possibilidades de mon-

tagem, algumas generalizagdes e suas consequéncias no sistema.
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Como primeiro caso, considera-se um par de polias de raios distintos com uma correia per-

feitamente tracionada e em ligacdo direta, conforme a Figura 2.4.

Figura 2.4: Transmissdo por correia com ligacdo direta.

Neste tipo de configuragdo, e em outros possiveis, € adequada a identificagdao do angulo de
abracamento, uma vez que esse valor € fundamental para a determinacdo das forcas de tracdo
atuantes e a influéncia do atrito na interface entre correia e polia. Para isso, considera-se a geometria
na Figura 2.5. Para que seja determinado o angulo (1, primeiro € tracada uma reta auxiliar, paralela

ao tramo, saindo do centro da polia menor.

I

= []

I

d N(Pl

Figura 2.5: Identificacdo do angulo de contato entre correia e polia.

A partir desta nova geometria, o angulo de contato pode ser determinado pelas relacdes tri-

gonométricas do tridngulo retangulo formado e sabendo-se que 7 = r; — 79

sing; = = = ¢, =sin"! (;ﬁ) (2.1)

SH
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Pode-se definir os angulos de abracamento das polias, como sendo:

¢ =7+ 20, =7 + 2sin"L <”%d”) (2.2)

Gy =T —2p =T — 2sin~! <%) (2.3)

Sendo ¢; o dngulo de abracamento para a polia maior e ¢ o dngulo de abracamento para a

polia menor.

Pode-se agora analisar uma nova geometria de montagem, conforme dado na Figura 2.6. Este
tipo de configuracdo é chamada de montagem cruzada e € comum em sistemas com correia lisa,
onde ndo h4 elevado requerimento em torque transmitido e onde € necessario que a polia acionada
gire em sentido reverso em relacdo a polia motora. Este tipo de montagem nado é adequado para

correias do tipo V ou que apresentem rigidez a flexdo e tor¢cao consideraveis.

Figura 2.6: Esquema de montagem com correia cruzada entre as polias.

Para determinar o angulo de abracamento neste tipo de montagem, pode-se realizar procedi-
mento similar ao utilizado para a ligacao direta, tracando-se uma reta auxiliar, paralela ao tramo e
saindo do centro da polia menor, conforme Figura 2.7. Tem-se, entdao, um novo triangulo retangulo,
onde um dos catetos compreende agora a soma dos raios das polias e a hipotenusa € a distancia

entre oS centros.
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Figura 2.7: Determina¢@o do angulo de contato entre correia e polia.

O angulo de contato ¢, serd

1

ISH |

p1 = sin"~

— sin~* (Tl —5 Tg) (2.4)

e os angulos de abracamento das polias serdo iguais, neste caso, valendo

$1 = ¢y =+ 2sin”* <T1 —;_TQ) (2.5)

Em um sistema multipolias, o tratamento € mais complexo. A andlise para determinar os
angulos de abracamento em cada polia deve considerar cada quadrante e posi¢do geométrica das
polias, além do tipo de ligacdo que ocorre entre as mesmas. Considerando uma montagem conforme
a apresentada na Figura 2.8, onde sdo usadas trés polias e como se pode observar, a polia 2 apresenta
angulo de abracamento reduzido. Este tipo de aplicacdo € utilizada para aumentar o angulo de
abracamento nas polias que realmente atuam no sistema, no caso, 1 e 3, sendo que a polia 2 pode ser
apenas uma polia tensionadora ou uma guia. Com isso ha um ganho na capacidade de transmissao

de torque.
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Figura 2.8: Transmissdo com 3 polias.

Se for considerada uma montagem deste tipo, € necessdrio analisar as ligagcdes entre as polias
duas a duas, considerando a ligagdo e a inclinag¢do da reta que une seus centros em relacdo um plano
cartesiano de referéncia. A Figura 2.9 apresenta parte de um sistema de transmissdo com apenas

duas polias com ligagdo direta, mas inclinadas em relagdo ao referencial.

(UK

Figura 2.9: RelacOes geométricas para uma montagem parcial.

Considerando a polia maior, de raio r;, pode-se determinar o angulo de abracamento em
relagdo a metade superior da polia. Sejam as coordenadas dos centros das polias f; = (z1,y1) €

fa = (22, ¥2), 0 dngulo de inclinag¢do da linha que une os centros em relagdo a horizontal é

h _
v = tan ™" <—> = tan~* (M) (2.6)
l To9 — X1
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e o angulo de contato é

T L —T2

1 = sin™* (é) =sin~! \/ (2.7)
(

Y1 — y2)2 + ($1 — 1752)2

Assim, o angulo de abracamento para meia polia sera

(e

o1, = 5 Y1+ p1 (2.8)
2

Para o sistema com trés polias, similar ao da Figura 2.8, pode-se considerar os seguintes

angulos:
Mg = tan~! (2222 12 = sin™! ot
Y3 = tan~! —i{i:zz 13 = sin ™! —Tldzgm’ (2.9)
Vo3 = tan~! (222 oz = sin™! retts
Finalmente, os dngulos de abragamento serao:
Polia 1
e Sery >3
™ T
¢ = (5 + M2 + 8012> + (5 — M3+ ¢13> (2.10)
e Sery <13
T T
¢ = (5 + 72 + 9012> + <§ - "13 — ¢13> (2.11)

Se as polias s3o de mesmo tamanho, qualquer expressao € valida.
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Polia 2

P2 = P23 — Y23 + P12 + Y12 (2.12)
Polia 3
e Sery>1y
s s
G4 = (5 — Y23 + S023> + <§ + Y13 — (,013) (2.13)
e Sery <74
s s
$s = (5 — Y23+ @3) + (5 + 7+ cplg) (2.14)

Se as polias sdo de mesmo tamanho, qualquer expressdo € valida.

2.2.2 Angulos Auxiliares

No estudo de sistemas de transmiss@o com autotensionador € necessario, para a modelagem,
definir espacialmente a orientagdo do braco do tensionador e também relacionar a posi¢do e ori-
entacdo espacial dos tramos em relacdo ao brago, para isto, faz-se uso de angulos chamados de
auxiliares, que correspondem aos angulos entre as projecdes dos tramos com o brago do tensiona-

dor e com a reta perpendicular a este.

Na Figura 2.10, os angulos a; e a, definem a inclinacao do brago do tensionador com respeito

a direcdo de cada tramo adjacente.
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Figura 2.10: Angulos auxiliares o do tensionador.

Dados os pontos de inicio e término de cada tramo (ﬁu, ]31 I ]32,», ]32 ), além dos pontos dos
centros de rotagio da polia 2 e do tensionador, f> = (2, 12) € f3 = (3, y3). Pode-se definir vetores

para determinar os angulos auxiliares.

U = 131f - ﬁu = (Ulmavly) (2.15)
172 = ﬁgf — ﬁgi = (7)2:1:, ’U2y) (216)
ir = fs— fa = (vrs,vry) (2.17)

Pela defini¢ao de produto escalar entre vetores, € possivel determinar os angulos auxiliares, consi-

derando as situacdes presentes na Figura 2.11.

O

Figura 2.11: Angulos Auxiliares
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ap = cos <ﬂ> (2.18)

|| | U]

ay =7 — cos™ ! (ﬂ> (2.19)

|2 ||

Outro conjunto de angulos auxiliares que pode ser determinado corresponde a v, € 19, sendo
estes os angulos entre as retas dos tramos e a reta perpendicular ao braco do tensionador, conforme
Figura 2.12.

s\W\r\\g

Figura 2.12: Angulos auxiliares ¢, e 5.

De forma geral, para geometrias similares as da Figura 2.12, os dngulos auxiliares ); e ¥

sdo dados por
s

P = 5 Qaq (2.20)
3
by = 7” — o (2.21)

2.3 Vibracao transversal em uma corda

O estudo de sistemas de transmissao por correia, a partir do momento em que se passa a con-
siderar os efeitos dindmicos e a intera¢do entre 0 movimento da correia com os demais elementos
discretos, requer o uso de modelos mais complexos para tornar o modelo matemético o mais real
possivel. Diversos autores (Ulsoy et al. (1985), Beikmann (1992), Zhang (1999), Parker (2004),

Kong (2003), entre outros) tém feito o uso de elementos continuos para representar 0 movimento
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préprio das correias e um dos modelos mais comuns € o da corda vibrando. Com isto, é possivel
verificar a vibracdo induzida na correia pelas variacOes em sua tracio, além de poder verificar como

este movimento da correia pode excitar os elementos discretos, como o tensionador.

Nesta secdo serd modelado o movimento da corda através do estudo cinético de uma por-
¢do inifitesimal desta. Para isto, considera-se que a corda ndo apresenta deslocamento horizontal,
apenas vertical, e que a mesma € tracionada por uma for¢a constante, no mesmo referencial que a

corda se encontra.

P,

Figura 2.13: Representacdo de um trecho da corda.

Como pode-se observar na Figura 2.13, as forcgas de tragdo P, e P, atuam na corda na direcio
de seu comprimento, conforme a mesma se movimenta. Vamos impor que esta forca de tracao seja
constante e igual a P, na dire¢do horizontal da corda, uma vez que nao h4 transporte de massa nesse
sentido.

Picosa = Pycos =P (2.22)

As componentes verticais da tracdo apresentam variacdoes que produzirdo as alteragdes na

inclinagdo da corda.

Como ndo hd movimento na dire¢do horizontal, apenas na vertical, consideramos que o so-
matorio de forcas em x € nulo. Resta entdo realizar a analise das componentes verticais em um
diagrama de corpo livre. Consideremos uma porg¢ao infinitesinal ds da corda e as forcas atuantes

na mesma.
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: §W+dw=w(x+dx)
W(x) |

ax

Figura 2.14: Representacdo das forcas atuantes na por¢do ds da corda.

Segundo a Figura 2.14, teremos a seguinte relagao:

ZFy = may

0*w 0w

—PlsinathQsinB:may:mﬁ =p mW

onde p € a densidade linear da corda.

Dividindo a Equacao (2.24) por P, tem-se

Pysinff Pysina  pdx 0w
P P P 0t

Mas fazendo uso da relacio (2.22),

Pysinff Pisina pdx 0w
Pycos3 Picosa P Ot?

Sabendo que

sin 6
= tan @
cos 6
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tem-se

tan 3 = g—: ", = W = f(z + dx) (2.28)
tan o = g—i - &gf) = f(2) (2.29)

Substituindo, fica-se entdo com
flx+dz) — f(x) = %({;—g (2.30)

flo+do) = fa) _ p oPu
dx PO

(2.31)

Como pode-se observar na Equacdo (2.31), a parte esquerda da equacgdo apresenta explicita-

mente a defini¢cdo da derivada de uma fungdo f(x), pode-se entdo substituir esta, obtendo

Lembrando que foi realizada a substitui¢do f(z) = dw(z)/0z, pode-se escrever
%2_;’ _ %% (2.33)
Finalmente chegando a
0?w(x,t) _ 2 0?w(x,t) (234)

ot? 0xz?

que € a equacdo diferencial unidimensional que governa o movimento da corda com oscilagdao

transversal. Onde ¢ = / P/p é a velocidade de propagacdo da onda transversal.
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2.3.1 Vibracao transversal em uma corda em movimento

Na secdo anterior foi realizada a dedugdo da equacgdo diferencial da corda quando a mesma
apresenta uma forga de tragdo constante ao longo de seu comprimento na dire¢do horizontal. Nesta
secdo serd realizada uma mudancga de coordenadas, de forma a considerar que a corda apresenta

uma translag¢do na direcdo axial. A tracdo atuante ainda serd constante no referencial mével.

Sabe-se que em um referencial global a derivada temporal total de uma fungio g(z, vy, z,t)

pode ser expressa como
dg 0g  0gdx 0gdy 0goz

dt 0t oz ot  dydt  0z0t 2.35)

Quando utiliza-se este tipo de derivada, a variacdo temporal computa também as possiveis
mudangas de direcao sofridas pela fungdo, portanto, no caso unidimensional, para a corda, tem-se:
dPw(x,t)  ,0%w(x,t)

= 2.
dt? T o (2.36)

com
dw ow Oz ow B ow ow

= 2 — 2.37
& ot otor ot oa (237

onde v € a velocidade de translacdo (constante) da corda. A equacdo se torna entdo:

0?w(x,t) Pw(z,t)  ,0*w(z,t)  ,0%w(z,t)
’ 2 ’ = - 2.38
oz U Tazar U o O aa (238)
0w 0w 0w

2 — (=)= =0 2.39
o " aar T ) g (239

2.3.2 Solucao da equacao da corda em translacao

Sack (1954) propds uma resolugdo para um sistema que consiste de uma corda elastica fle-
xivel quando a mesma se encontra em translacao e com suas extremidades sujeitas a condi¢des de

contorno fixas. E considerado também o tracionamento da corda através de uma tracdo atuante em
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todo o seu comprimento.

A solucdo de Sack contempla a modelagem linear das vibragOes transversais atuantes ao

longo do comprimento da corda.

Algumas consideracdes sdo feitas para simplificacdo do problema:

1. A velocidade de movimento translacional da corda é v, m € a massa por unidade de compri-

mento, ou densidade linear, e P € a tracdo aplicada na corda, constante.
2. As oscilagOes sao consideradas suficientemente pequenas.
3. Gravidade, rigidez de flexdo e viscosidade interna sao desprezados.
4. O amortecimento € inicialmente desconsiderado.

5. A corda tem suas extremidades fixas por pinos suaves (condi¢do livre-livre para reflexdo da

onda em propagagao)

Como condi¢des de contorno aplicadas tem-se que o deslocamento transversal em z = O e

xr = L serd w = 0, ou seja, ndo ha deslocamento nas extremidades.

Considerando novamente a equacdo diferencial da corda:

d*w + o 0w B
ot? O0xot

o
0x?

=0 (2.40)

(%)

ou em notagdo simplificada, pode-se expressar a derivada de uma funcdo f em relagdo a uma

varidvel x como f . Tem-se entdo:

Wy + 20w 5 — (¢ — V?)W 4y = 0 (2.41)

)

Para resolver esta equacdo homogénea, considera-se que as varidveis temporal e espacial sao

independentes, de forma que pode ser usada a seguinte solucio periddica:
w = w(x)er ™! (2.42)
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Tem-se

— ww + Z'WQUQU — (- 02)8—2@ =0 (2.43)
Ox or2 " '

Supondo ainda que a por¢do espacial pode ser expressa por uma fun¢io w = Ae™*% a

substituicao fornece

— w?Ae" — 2wavAe™ + (& — v¥)aAe™ = 0 (2.44)

A solucdo ndo trivial provém da resolu¢cdo da equagdo quadratica em «:

w? + 2wva — (2 —v*)a? =0 (2.45)
—2wv £ \/4w?0? + 4(c? — v?)w? W we wow
= = + =—+— 2.46
“ —2(c% — v?) (2 —=v?)  (2=2?) v ¢ (2.46)
onde
2 _ 2 2 _ 2
W ol B ol (2.47)
v c

Finalmente, a solu¢@o do sistema pode assumir a seguinte forma

w(z,t) = Ae™' exp (zw—fc> exp (Zw_ic> + Be™texp (_Zw_/x> exp (Zw_/x> + cc (2.48)
c v c v

ou
w(z,t) = Ce™' sin <%fc> exp (zt—?) + cc (2.49)

onde cc representa a existéncia do conjugado complexo da exponencial, que é funcdo da varidvel

temporal.

Substituindo esta solucdo na equacao diferencial da corda e aplicando as condi¢des de con-
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torno, pode-se determinar suas frequéncias naturais. Apds as simplificagdes tem-se que as frequén-

cias naturais ocorrem quando o termo sin (%) ¢é nulo. Portanto,

wn:T, n:1,2,3,... (250)

2.4 Modelo Torcional Simplificado

Um modelo simplificado para o estudo de vibracdes em sistema de transmissao por correia
pode ser desenvolvido considerando-se apenas os graus de liberdade correspondentes a vibragdo
rotacional nas polias. Este tipo de modelo é adequado para sistemas onde a inércia da correia é
muito inferior as inércias das polias e o nivel de vibrac@o da correia é reduzido. De forma que a

correia atua meramente como um elemento eldstico e dissipativo no sistema.

Hawker (1991) apresenta um equacionamento simplificado levando em conta as possibilida-

des neste tipo de sistema.

Dado o sistema genérico apresentado na Figura 2.15, considera-se que os tramos da correia
atuam no sistema como molas lineares, com mddulo de elasticidade e drea da secdo transversal
constantes F/A. Ha amortecimento viscoso nas correias, cujos coeficientes sdo dados por d; e nas
polias também pode ocorrer amortecimento viscoso equivalente, cujo coeficiente € definido como

¢;. As inércias das polias sdo J; e sdo aplicadas flutuacdes de torque M ;; em cada polia.

Figura 2.15: Sistema puramente rotacional.
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Através da soma dos momentos atuantes em cada polia pelos diagramas de corpo livre, pode-

se determinar as equagdes de movimento para as mesmas. Tem-se entio:

J1é1 =—riky (7“191 - 7“292) —ridy (Tlél - T292> + T‘1k?3 (7”393 - 7”191)

. . . (2.51)

+ 7“1613 7“393 — 7“191) + Mdl — 616‘1

J2é2 = —1oky (7”292 - 7”393) — Taody <T292 - 7‘393> + roky (7”1@1 - 7"292)

. . . (2.52)

+ ’I“le <7”191 — TQQQ) + Mdg — 6292

Jgég = — Tgkg (7“3(93 — 7“191) — 7“3d3 (7”393 — T191> + Tgkg (7"292 — 7”393)

. . . (2.53)

+ T3d2 (TQQQ — T363> + Mdg — 0383

onde k; = E'A/l; é rigidez equivalente produzida por cada tramo .
Esse sistema pode ser escrito na forma matricial
(] {8} + (€1 {0} + (K] {6} = {F} (2.54)
onde
Jg 0 0
M]=1|0 J O (2.55)
0 0 Js
7”% (dl + dg) “+ —7”17"2d1 —T'17“3d3
[C] = —7’17“2d1 ’I“% (dl + dz) + —7“27“3d2 (256)
—T17”3d3 —7’27’3d2 T% (dg -+ dg) + C3
ri(ky+ks)  —riraky —rir3ks
[K] = —7‘17”2]€1 T% (kl + ]{?2) —7“27’3]€2 (257)
—7"17”3]€3 —7"27”3k'2 7”% (k'g -+ kg)
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T
(Fy={ Mo Mo My |} (2.58)

T
e o vetor com os angulos de rotagdo é {0} = { 0, 60y 05 } .

A integragdo do sistema de equacdes (2.54) fornece a resposta temporal do sistema, dadas

condicdes iniciais ou excitagdes externas.
Pode-se também determinar as frequéncias naturais do sistema de transmissao, considerando-

se as equacgdes do sistema livre e ndo amortecido. Utilizando uma solugdo do tipo {0(t)} =

{é} exp(iwt) no sistema, tem-se:

— w? [M] {é} exp (iwt) + [K] {é} exp (iwt) = {0} (2.59)

Eliminando as exponenciais, chega-se ao seguinte problema de autovalor

(—w? [M] — [K)) {e} — {0} (2.60)

Onde os autovalores —w? fornecem as frequéncias naturais do sistema e o vetor {9} fornece

a forma modal para cada autovalor identificado.

33



34



3 MODELO MATEMATICO

Para realizar o estudo de um sistema de transmissao por correia serpentina serd implementado
um modelo matematico simplificado com o minimo de elementos necessarios e utilizados neste tipo
de mecanismo. O modelo implementado € similar ao proposto por Beikmann (1992) e sdo feitas as

seguintes consideracdes:

O sistema opera em velocidade constante, c, da correia;

A rigidez de flexdo da correia é desprezivel,

* As propriedades fisicas da correia como moédulo de elasticidade (FE), area transversal (A) e

massa especifica por comprimento (1) sdo constantes em toda a sua extensao;

¢ N3ao ha amortecimento no sistema;

Efeitos de atrito seco no tensionador sao desconsiderados;

Sao levados em conta efeitos de deformacao infinitesimal nos tramos da correia;

* Nio ocorre deslizamento na interface entre correia e polia;

A tracdo da correia € uniforme ao longo do abragcamento;

* A tracdo € uniforme ao longo dos tramos;

Efeitos de viscosidade ndo sdo considerados na correia.

3.1 Equacodes de Movimento

A Figura 3.1 apresenta uma representagdo esquematica do sistema prototipico sendo mode-
lado. Para determinar as equagdes de movimento do sistema, langa-se mao do método de Euler-
Lagrange, assim, através da determinagdo das energias cinética e potencial para cada grau de liber-
dade considerado, e ainda levando-se em conta as excitagdes externas ao sistema, torna-se possivel

determinar as equacdes de movimento.
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Para o modelo em estudo, considera-se que as polias, além de girar em velocidade constante
juntamente com a correia, apresentam também um grau de liberdade rotacional, para que os efeitos
de vibracao torcional sejam capturados. Analogamente, o tensionador, que sofre um momento em
uma das extremidades devido a mola torcional, apresenta um grau de liberdade de rotag?o, 65, que

exprime seu movimento vibracional.

Os tramos sao modelados como cordas em translagdo, podendo vibrar tanto na direcao axial,
quanto na direcdo transversal, conforme as coordenadas u; e w;, respectivamente, sendo que suas

equagdes expressam um elemento continuo, sendo fun¢do da posicao no espago, x, e do tempo.

Ao longo do abracamento entre correia e polia, considera-se que ndo ha movimento relativo

e a distribui¢do da for¢a de tragdo € uniforme e ndo hé deslizamento.

Com essas consideragdes € possivel iniciar o tratamento do sistema em estudo, observando
que o sistema de equagdes resultantes serd um sistema hibrido, apresentando equacdes em parame-

tros concentrados e em parametros distribuidos.

Figura 3.1: Sistema em estudo.

Pode-se definir as energias cinéticas dos elementos. Para os elementos discretos tem-se:
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Polias:

1 c 2
T, =J; (— + ez-,t> (3.1)
2 r;
Tensionador: )
T; = §J36’§7t (3.2)

Para determinar a energia cinética dos tramos, € necessario determinar as velocidades de cada

coordenada. Considerando as derivadas totais:

dw;(z,t) 0wi@ ow;

dt  Ow; dt | Ot (3.3)
= CWjp + Wiy
E analogamente para u;(z, t):
du;(x,t
aeny C(; ) = s+ ey (3.4)

A energia cinética para cada tramo sera,

L.
o]
T;framo = / im [(wi,t + C’LUi,x)Q + (ui,t + CU; o + 0)2] dxz (35)
0

Finalmente, a energia cinética total do sistema é

1 c S| c 2 c 2
T=-J,—+06 Ll —+0 L l—=+0 — J362
5 1 (7’1 + 1715) + 5 2 (T2 + 2,t> + 5 4 <T4 + 4,t) + 5 3 3,t+

3 . (3.6)
+ Z/O ém [(wi,t + CU)i,x)z + (tig + cu g + C)Q] d;
i=1

Analisando agora a energia potencial, para a correia considera-se que seja possivel a ocor-
réncia de deformacdo estatica, devido a tracdo de operacao atuante e também deformacdes infini-
tesimais, decorrentes de efeitos dindmicos. Considerando uma porc¢ao infinitesimal do tramo com

comprimento dx, que sofre deslocamentos du e dw nas direcdes longitudinal e transversal, respec-
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tivamente, conforme a Figura 3.2. Seu deslocamento total pode ser determinado segundo teorema

de Pitagoras, conforme Equacdo (3.7).

Figura 3.2: Componentes de deformagdo em por¢do infinitesimal do tramo.

ds + dv = [(dx + du)* + dw*"/? (3.7)

A deformacio infinitesimal do tramo é dada pela razio entre o deslocamento ds e o compri-

mento inicial dx:
ds  [(dx + du)? + dw?)"/? — da
== . (3.3)

€1
1/2

du\? dw >
<1 + @> + (%) ] —1 (3.9)

€1 —

Em notacdo simplificada:

e1=[(1+uy)?+wi]?—1 (3.10)

Para simplificar esta expressdo pode-se utilizar uma expansao em série de Taylor. Para fun-

¢Oes de mais de uma varidvel, a expansdo assume a forma

af(a af(b
Fle) =fab) + (- ) 220 4 (- L0y
ox oy G.A1)
L @—aP i) =20 |
2! ox? 2! 0y?
Aplicando entdo a funcdo de deformacao, tem-se as seguintes derivadas
der 2 21-1/2 2\—1/2
o = [t ue)* +wl] 21+ ug)|, o= 1+ k) (3.12)
Ll =0 "
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— 2 27-1/2 B
D, o = [(T+uge)” +w] w@‘w%:O =0 (3.13)

0%e; 2 21-3/2, 2 2 21-1/2 B
aw%ﬂ . = [(1 + U,:E) + w@] w7x + [(1 + u,z) + w,m] |w71.:0 = (1 —+ uw) (314)

Finalmente, a expansao fica:

Uy N 1 w?x
(L+w2)/2 " 2(1+uy,)

(3.15)

€1 =

Da resisténcia dos materiais, conforme Kurmyshev (2003), as varia¢des dos deslocamentos,
segundo a teoria de propagacdo de ondas em vigas e cordas, sdo muito pequenas, de forma que
u, < lew, < 1. Como também € apresentado por Beikmann (1992) e Zhang (1999). Tem-se

entdo que a deformacao pode ser simplificada como

1
€1 =ty + U (3.16)

que representa a deformacao dindmica do tramo da correia.

Para determinar a energia potencial do tramo, também € necessdrio levar em conta a contri-

bui¢do da deformacao estatica da mesma, que ocorre devido a tracdo de operacao na correia.

J— PO
 EA

(3.17)

€0

onde F; € a forca de tracdo de operagdo da correia que contempla termos devido a tracio inicial e

também devido a forca centrifuga atuante no sistema.

Assim, conforme a defini¢cdo da energia potencial para o sistema continuo dada por Chen

et al. (2007), a energia para o tramo fica

Uiramo = = / / EédAds; = - / / E(eo + €1)*dAdx; (3.18)
2Jo Ja 2Jo Ja
EA (% /P, 1 2
Uramo = 5 = iz —w? d i 3.19
t 5 /0 (EA+u’ —|—2ww) x ( )
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A energia potencial total do sistema, considerando que nao ocorre deformacao ao longo do

arco do abracamento com as polias, é dada por

1 1 2
U = k(0 +05,)" + Z/ ( W ) dz; (3.20)

Onde 65 corresponde a vibragao rotacional do braco do tensionador e #3,, a variagdo estatica
no angulo do tensionador e que garante o pré-tracionamento do sistema. Finalmente, € importante
considerar o trabalho devido as for¢as € momentos externos atuando nas polias e braco do tensio-

nador.

4
W = Z M;0; (3.21)

Onde M; é o momento externo atuante no elemento discreto ¢, e ¢; representa 0 movimento

virtual da coordenada para o grau de liberdade do elemento.

De posse destas relagdes € possivel escrever o Lagrangeano do sistema e, a partir das equa-

¢oes de Euler-Lagrange, determinar as equacdes de movimento para cada grau de liberdade.

L=T-U+W (3.22)

A equacgdo de Euler-Lagrange para a varidvel de deslocamento transversal é dada por:

OL d 0L d 0L
611]1‘ dlL‘Z E)wm dt 8wi7t

=0 (3.23)

Calculando as derivadas para a equagdo de Euler-Lagrange temos:

oL b b Py 1
Wi x 0 0

d b 1
/ m(cw; o + W; pp )d; — / EA (i, + —w?, | + Py | wi.dr (3.25)
dz; 8w2 m 0 To2n ’ i

)
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/ m(w;y + cw; ,)dx; (3.26)

awzt
d OL :
anii = /0 m(wi,tt + Cw@‘m)da?i (327)
oL
= 3.28
B, 0 (3.28)

Substituindo as derivadas na equacdo de Euler-Lagrange, temos:

2
/ m(w; g + cw; z¢)dx; + / M(CW; gt + CW; 4z d; —
0 0

li 1 (3.29)
{/ [EA (um + 2w > +Poz} wwdx,} =0
0 \Th
Eliminando as integrais:
1
M(—W; 40 — 20W; ot — CWj p0) + { [EA (uw + §w3x) + Poi] wz-@} =0 (3.30)

Para as varidveis de deslocamento longitudinal tem-se a seguinte equagdo de Euler-Lagrange:

oL d 0L d 0L

o T g - = 3.31
e as derivadas sdo
OL liq b/ p, 1
P — /0 §m(20ui,t + 2@2%@ + 62)dl‘i — EA/O (EA + 2w ) dx; (3.32)
’ / + )dr; — EA / + 1 d (3.33)
dxl auz T " Cuz o C Wi,o) 05 2w x i )
OL liq
P — /0 §m(2ui7t + 2cu; . + 2¢)dx; (3.34)
d OL g
%aui,t = /0 m( g + CU; 4t)d; (3.35)
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oL
Qui N

0 (3.36)

Substituindo as derivadas na equacdo de Euler-Lagrange correspondente, temos:

I; I;
; i /P, 1
/ M= gy — 2CU; 2¢ — C*Uj 3 )d; + EA/ + Uiy + —w?, | dw; =0 (3.37)
0 ’ ’ ’ 0 JZA ’ 2 ’ T

Eliminando as integrais:

1
m(—ui,tt — QCU,Z":C,: — czumx) + |:P0i + FA (ui,x + 5“’29&)} =0 (338)

)

Beikmann (1992) e Zhang (1999) assumem que a propagagao de ondas longitudinais apre-
senta velocidade muito superior em compara¢do com ondas transversais, € o transporte de massa
no caso longitudinal é muito elevado em comparacdo com a inércia da correia, de forma que a esta

pode ser desprezada nas equacdes de deslocamento longitudinal, ou seja,

1

|:Poi +EA <um + §wix>] =0 (3.39)
0 1,

B (Um + §w”) = (3.40)

Integrando esta equacdo podemos utilizar a suposicdo de que a deformacgdo se comporta de
forma “quasi-estatica”, ou seja, independente das coordenadas espaciais. Apresentando apenas va-

riacdo temporal, conforme mostrado por Nayfeh e Mook (1979).

1
Uiy + E“’?@ = e(t) (3.41)

onde e(t) é a constante de integra¢do obtida e apresenta apenas dependéncia temporal, devido a

premissa de elongacdo quasi-estatica assumida.

(3.42)
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Integrando novamente em relagdo a x.

1 T
u; = C(t) +e(t)r — 5/ w} dx
0

Aplicando as condi¢des de contorno para x = 0 e x = [;, temos:
u;(0,t) =C(t), =0
I
wi(l;, t) = C(t) + e(t)l; — 5/ w;dr, x=1;
0

Determinamos entdo e(t):

1 I
e(t) = T (ui(li,t) —u;(0,t) + 5/0 wzmdm>

Pode-se igualar as Equacdes (3.41) e (3.46).

L,

1 1 [h
Wip + =w;, = — [ u(l;,t) —u;(0,t) + —/ w?zdx
’ 2 ’ l’L 2 0 ’

Substituindo e(¢) na Equagdo (3.30):

M(—W; 4t — 2CW; ot — CW; 5z) + {[FAe(t) + Poi] w; o} ,=0

Distribuindo a derivada em z:

m(—w; 4t — 2cW; 41 — c2wi7m) + [EAe(t) + Pyl wize =0

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

A derivada se aplica apenas ao termo externo, uma vez que e(t) ndo apresenta dependéncia
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espacial. Logo,
2 1 L[,
M(—Wi 4t — 20W; 4t — CWj 2zr) + EAZ_ wi(lit) — u;(0,t) + 3 w; ,dx | + Poi| Wize =0
i 0
(3.50)

No capitulo anterior foi determinada a equacdo para o caso de uma corda vibrando. Na equa-
¢do obtida, os termos que multiplicavam a segunda derivada do deslocamento em relacdo a coor-
denada espacial, w 4, correspondiam as forcas de tracdo atuantes na corda. A equagdo presente
apresenta novos termos multiplicando w ., 0 que pode ser interpretado como a parcela dindmica

da forga de tracdo atuante na correia, que surge devido as deformagdes infinitesimais nos tramos.

Pode-se definir a tracdo dinamica como

l;
i 0

De posse da relacdo da tragdo dindmica, pode-se reescrever as equagdes de campo para os
tramos:
M =W 4t — 20W; 41 — Wi ) + (Pai + Poi)Wie =0 i =1,2,3 (3.52)

Uiy + 2CUj 01 + Uiy =0 1=1,2,3 (3.53)

Para avaliar as equacdes para as polias serdo usadas as equagdes de Euler-Lagrange consi-
derando a influéncia das for¢as externas causadas pelos torques devidos aos tramos adjacentes. De

forma que a equacado de Euler-Lagrange para a polia 1 torna-se:

oL d OL
= _ =2 - M., 3.54
96,  dt 06y, D Mest (3:54)
As derivadas sao: oL
— =M .
a0, 1 (3.55)
d OL

aael’t — J1(917tt (356)
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e a soma dos torques externos devidos aos tramos 1 e 3:

Z M.yt = (Pog + Pi3)r1 — (Poyr + Py )r (3.57)

A equagdo para a polia 1 se torna:

(Piy + Po)r1 — (Pag + Pos)r1 + My = J101 4 (3.58)

E analogamente para as polias 2 e 4:
(Paz + Poz)ra — (Pa1 + Por)ro + Mo = Joba 4 (3.59)

(Pas + Po3)ry — (Pao + Po)ra + My = Jybs 1t (3.60)

A determinac¢do da equacao de movimento para o tensionador apresenta maior grau de com-
plexidade uma vez que este elemento pode se movimentar juntamente com as extremidades dos
tramos com que faz interface. Além dos termos devido a energia cinética, potencial € momento
externo aplicado diretamente no brago, também haverao momentos devido as tragdes nos tramos e
ao fluxo de massa da correia ao redor da polia 2, que € capaz de produzir deslocamentos no braco

do tensionador.

Ulsoy et al. (1985) em seu trabalho mostra que o tensionador, além de estar sujeito aos mo-
mentos devido as forcas perpendiculares ao brago, também € sujeito a momentos de forcas paralelas
ao brago do tensionador, uma vez que se a por¢ao do tramo que estd em interface com a polia do ten-
sionador apresentar qualquer inclinacdo em relacao a posi¢ao estdtica, as forgas paralelas a dire¢ao

do brago sdo projetadas para a perpendicular.

Os momentos produzidos pelo tramo 1, devido as parcelas perpendicular e paralela sdo
Tiper = [mc* — (P + Po)] rasin (aq + 65) (3.61)

Tipar = [mc® — (P + Po1)] wi 4 (11)rs cos (o + 63) (3.62)
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e 0 Momento devido ao fluxo de massa € dado por

dM
Tlfluzo = %7’3 COS (Oél + 03) (363)

onde

dM  d d v dw,
o dt /ch d—pA/ cdwy, = mcg = mcwn (3.64)

Sendo dM é o diferencial de massa da correia, p, sua densidade volumétrica, A a drea trans-

versal, m sua densidade linear e c a velocidade de operagdo da correia.

Logo, a soma dos momentos externos produzidos pelo tramo 1 fica

Miramor = [mewy (Iy) + (mc* — Py — Poy)wy . (11)] 73 cos(63 + )

) ! (3.65)
+(mc® — Pyy — Ppy)rssin(0s + o)

E, analogamente, a soma dos momentos produzidos pelo tramo 2 é

Miramoz = [mcwa4(0) — (Paz + Py — mc*)wa . (0)] 73 cos(—05 + az)

) _ (3.66)
+(—mc* 4+ Py + Pyy)rzsin(—63 + o)

Finalmente, a equacgdo para o tensionador se torna:

J393,tt = [mcht(ll) + (mc2 — Pdl — Pol)w17z(l1)} T3 008(93 + Oél)
+ (mc2 — Pdl — Pol)T’g, sin(93 + 0;1) (367)
+ [mews4(0) — (P + Poy — mc®)wa 4 (0)] r3 cos(—b5 + )

+ (—m02 + Pdg + Pog)’l“g sin(—93 =+ OZQ) + M3 — ]{33(93 + 937~)

E as condig¢des de contorno para o problema sao:
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U (07 t) = 7’101 w1(07 t) -

uy(ly,t) = r3fs cos iy + 1o wi(ly,t) = r3f3sinyy

u2(0,t) = r303 cos g — 190y wo(0,t) = 1363 sin 1y
us(lo, t) = —r40, wa(ly,t) =0
ug(0,t) = ry04 w3(0,t) =0
us(lz, t) = ri60; ws(ls,t) =0

Como pode-se observar das equacdes obtidas, ocorre forte influéncia de ndo linearidades
principalmente devido a for¢a de tragdo dinamica, que incorpora efeitos de elasticidade e elonga-
cdo infinitesimal aos tramos. Além disso, para os tramos, tem-se equacgdes diferenciais parciais,
que t€ém como varidveis independentes, o tempo e uma coordenada ao longo do comprimento do
tramo. Devido a isto, ndo € possivel realizar uma integragcdo numérica direta, sendo necessdrio

primeiramente eliminar a por¢ao espacial das equagdes.

Para que sejam eliminadas as por¢des espaciais, pode-se recorrer a métodos de aproximacao
através de discretizacdo espacial ou modal dos tramos, que resultaria em um novo conjunto de

equagdes, dependentes apenas da varidvel temporal.

3.2 Equacoes de Equilibrio

As equagdes obtidas na sec¢do anterior representam o movimento vibratério ndo linear do
sistema de transmissao em estudo, contudo estas podem ser simplificadas se for considerado que
o sistema estd em estado de equilibrio e as oscilagcdes ocorrem em relacdo a este estado, que é
invariante no tempo. Assim, para que as equagdes de equilibrio sejam determinadas, considera-se

que as varidveis do problema ndo dependam do tempo, ou seja, suas derivadas temporais sao nulas.

Para os tramos
(=mc® + Ppi) Wige =0 (3.68)

wi(z,t) = 0 (3:69)

A Equacio (3.69) apresenta a condicdo de equilibrio para os tramos, ou seja, estes ndo apre-

sentam qualquer deslocamento transversal, mantendo-se esticados.
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Para determinar as equagdes das polias, considera-se que os torques externos, M;, apresentam
tanto uma componente estatica quando uma componente dinamica (que é funcao do tempo), do tipo
M; = M,; + My;(t), onde M,; é constante. Tem-se entdo

(Pyy— Py)ri+ My =0 (3.70)
(P02 —P01)7’2+M02 =0 (371)
(Pog — Pog) T4 + Moy =0 (3.72)
e para o tensionador
(mc2 - Pol) r3sin ag + (Pog - ch) rysin oy — k03, =0 (3.73)

Nos termos em parénteses, mc? representa a tracdo centrifuga presente na correia e P,; é
a tracdo de operagdo total para a condicdo de acionamento, de forma que a tragdo de operacao

compreende a tragdo centrifuga e a forga de tracionamento estdtico F;.

P, = P; + mc* (3.74)

A equacdo de equilibrio para o tensionador fica

— Pﬂ?"g sin (03] + Pt27"3 sin Qg — kregr =0 (375)

As equacdes de equilibrio obtidas podem ser utilizadas para simplificar as equagdes diferen-
cias ndo lineares. Substituindo-as nestas equagdes, as mesmas passam a descrever 0 movimento

vibratorio dos elementos em torno de zero.

Para o tensionador, considerando que 3 é pequeno, tem-se as seguintes relacdes trigonomé-
tricas

sin(ay + 03) = sinay + 03 cos oy

cos(ay + 03) = cos vy — B5sin oy
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A equacio do tensionador, com os termos estdticos eliminados e usando as relagdes trigono-

métricas, fica

[mecwy (l1) — Punwy o (L) — Paw: . (11)] (r3 cos oy — 303 sinay)
—Py1(r305 cos ay + raysinay) + Pya(r3fs cos ag + r3sin o) (3.76)
+ [mC’th(O) — PdeQ,m(O) — Ptg’wg@(())] (7’3 COS Qg -+ 7“303 sin 042) '

+Md3 — kT93 — Pt17’393 cos o + Ptz?”geg COS (g = J303,tt

3.3 Equacoes Lineares de Movimento

Uma simplificagdo que pode ser usada para a andlise prévia do sistema em estudo € a linea-
rizacdo, para isto, termos de alta ordem, com baixa representatividade para pequenas amplitudes,
sao desprezados, assim como fungdes ndo lineares. Substituindo também as equagdes de equilibrio,

tem-se para as polias

(Ppn — Pag)r1+ Mg = J101 4 (3.77)
(Paz — Par) 12 + Mag = Jo02 4t (3.78)
(Pis — Pao) ra + Mas = J4O4s 1t (3.79)

E para o tensionador

[—Paws 2 (l1,t) + mews 4 (Ih,t)] rgsinyy — Pyrs cos g+
—Pyr3fssinyy + [Pows (0,t) — mcwq (0, )] ry sin o+ (3.80)
—Byors cos g + Porsts sin g + Mgg — k03 = J3034

A tracdo dinamica, P, pode ser linearizada nas equacgdes dos elementos discretos,
desprezando-se a integral folz wixd:ﬂ. De forma que sobram apenas os termos que produzem o aco-
plamento linear entre os elementos do sistema. Considerando ainda as substitui¢des de varidveis e
parémetros Fdi = Mdz’/ri’ m; = Ji/T‘z, Xi = rﬂ,- € ]{52 = EA/ll

Py = kifui (L, t) —ui(0,t)] = ki(x3cosir + x2 — X1) (3.81)
Pay = ka(x3cos g + x2 — X1) (3.82)
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Py = k’3(X1 - X4) (3.83)

Com a substitui¢des de varidveis, as equacdes dos elementos discretos passam a descrever os
deslocamentos lineares ou deflexdo nas polias e braco do tensionador, devido as forcas aplicadas

ao invés de considerar os momentos.

As equacdes linearizadas se tornam:

miX1e = Far + ki(xscosyr + x2 — x1) — ks(x1 — Xa) (3.84)
maxau = Fao + ka(x3costhe + x2 — x1) — k1(xz cos 1 + x2 — x1) (3.85)
MmaXan = Faa + ks(xa — xa) — k2(x3cos 2 + x2 — x1) (3.86)

Para os tramos, tem-se

mw; ¢ + 2mew; g4 — Piw; 40 = 0 (3.87)

que € igual a equagdo da corda em translacdo resolvida no Capitulo anterior.

E finalmente, para o tensionador, tem-se:
maXxsu = |[—Pawi (11, t) + mew; (I, t)] sinthy + [Prows 4(0,t) — mews4(0,t)] sin ¢o+
— k1(x3costhy + x2 — Xx1) cos 1 — ka(x3 cos 1Py + X2 — X1) COS Yo+ (3.88)
+ Fas — kaxs

onde k4 = k; + kg, com

1 . .
ks = — kgr‘ = - (Ptl siny — P Sln¢2)

3 s
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3.4 Equilibrio Estatico no Sistema de Transmissao

No sistema de transmissdo, quando a correia € montada, deve ser adequadamente tracionada,
seja através de uma polia tensionadora ou de um tensionador automdtico. Em um sistema com
autotensionador, este se ajusta a correia logo apds a montagem, aplicando a tragdo necessdria a esta
e compensando as deformacdes iniciais que a correia sofre. Esta condi¢do em que o sistema ja estd
acomodado e em velocidade de rotacdo ¢ = 0 € chamado de estado ou condicao de referéncia, onde

a deflexdo sofrida pelo braco do tensionador € 05,..

A Figura 3.3 apresenta as forcas atuantes na polia e tensionador, assim como os vetores

correspondentes.

Figura 3.3: Equilibrio de for¢as no brago do tensionador.

Quando encontra-se no estado de referéncia, a soma das for¢as atuantes nesse subsistema na

direcdo da forca aplicada pelo tensionador é

Z F =F, — Pysinay + P, sinoy (3.89)

No equilibrio, tem-se que » | F' = 0, portanto

F, = Pysinay — Py sinag (3.90)
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Como o sistema estd parado, somente a for¢a de tracdo estdtica estd atuando no sistema, ou

seja, P, = P,; e a forca aplicada pelo tensionador € proporcional a deflexdo de sua mola torcional.

kr 93r
]

= Posinay — Py sinag (3.91)

que € a mesma equagdo obtida no capitulo anterior quando considerado o equilibrio do sistema.

Como o sistema estd parado, ndo hd torque transmitido para as polias e estas também nao
produzem nenhum torque resistivo, pode-se considerar entdo, que nao hd diferenca entre as tracdes

Py, e Pjs, sendo estas iguais. Pode-se definir a tracao de referéncia.

P. =Py = Py (3.92)

Substituindo na Equagdo (3.91), tem-se

k.0
" = Prsinag — Prsinag (3.93)
T3
k, 05,
P =2 > (3.94)

73 (sinag — sin ay)

que € a forca de trac@o atuante na correia quando esta encontra-se na condi¢do de referéncia.

Se o sistema é acionado, sua velocidade é ¢ # 0, e passa a atuar nas polias e, consequente-
mente, na correia uma forca centrifuga devido ao giro, aumentando a tragdo total atuante na correia.
Com isto, a correia sofrerd uma deformagdo, aumentando seu comprimento total em AL. Este au-
mento no comprimento, relaxaré as forcas que se equilibram no tensionador, fazendo com que este
sofra uma deflexdo para se reacomodar na correia, e consequentemente reduzindo a forga de aplica

nesta.

Esta nova condicao € chamada de condic¢dao de operacdo, uma vez que devido ao seu giro o

mecanismo € capaz de transmitir poténcia. Neste caso, pode ocorrer a aplicacdo de torque externos
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constantes dos acessorios sobre a correia, conforme as equacdes de equilibrio para as polias.

(P,y — P3)ri+ My =0 (3.95)
(Poo — Po) 1o+ My =0 (3.96)
(P — Poa) 14+ Moy =0 (3.97)

E as forgas de trac@o atuantes nos tramos sdao chamadas de tracdo de operacdo P,; e contem-

plam tanto a porg¢do estatica quando a por¢ado centrifuga das forgas atuantes (BEIKMANN, 1992).

P, = P, +mc* (3.98)

Estas novas tragOes atuantes na correia ndo podem ser calculadas diretamente por equagdes
em formas explicitas, mas sim através de procedimentos iterativos, conforme proposto por Beik-
mann et al. (1997) ou por método aproximado conforme apresentado por Beikmann et al. (1997),
Mote Jr. (1965) e Abrate (1992). Sera apresentado aqui um procedimento gréfico alternativo, mas

baseado nas equagdes de Beikmann.

Quando passa a atuar a forca centrifuga P, = mc? sobre a correia, esta sofre uma elongacio
AL; e o brago do tensionador sofrerd uma deflexdo 63;, reacomodando o sistema. A nova forga
de tracdo estdtica no sistema pode ser estimada a partir da equagdo de equilibrio do brago do
tensionador.

k,
— Ptl sin o + PtQ sin Qo = — (Qgr + 931) (399)
T3

onde a; € ap; sA0 0s novos angulos auxiliares avaliados para a nova geometria do sistema, definida

por 63;.

As forcas Py e P podem ser relacionadas pelas Equacdes (3.95), (3.96) e (3.97) que podem

ser reescritas como

Py —P3+F,=0 (3.100)
Py — P+ Fp=0 (3.101)
Py — Pio+ Fos =0 (3.102)
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através da substituicdo de (3.98).

Além disso, uma vez que o angulo #5; produz uma alteracdo na geometria do sistema, a
elongacdo AL; avaliada pela geometria pode ser associada a deformac@o longitudinal da correia
devido a variagcdo na forca de tragdo atuante. Por simplicidade, considera-se que a deformacao

ocorre apenas nos tramos enquanto nos abragamentos, a correia permanece indeformada. Tem-se

1
ALz = ﬂ [llz (Pol - Pr) + l2i (POQ - Pr) + l3i (Po?) - Pr)} (3103)

AL; = ﬁ [l (P +mc® = P) 4+ by (Po+mc® = P) + 13 (Ps + mc® — P)] (3.104)

Onde os ly;, lo; € l3; sdo os comprimentos dos tramos na nova configuragdo geométrica gerada
por 63;. Os termos Py, P;» e P53 podem ser relacionados entre si pelas Equagdes (3.100), (3.101) e
(3.102), logo:

1
ALZ = ﬂ[lh‘(Pﬂ—FmCQ—Pr)—l-lgi (Ptl—F02+m02—PT)

+l3; (P + Foy +mc — P.)] (3.105)

Isolando F;; em (3.105), tem-se uma expressao para a tragdo em um dos tramos, para um
dado 031‘.

Para determinar a tracdo estdtica na correia em uma dada velocidade de operacdo, considera-
se uma variac¢ao na posicao do brago do tensionador através do célculo de diversos #3; e estima-se
as forcas de tracdo F;; para cada nova configuragdo ¢ calculada a partir da Equacao (3.99) gerando

uma curva de P, versus 6s;.

Uma segunda curva pode ser tragada se for realizado procedimento andlogo, com a Equacao

(3.105). Neste caso a tragao € estimada a partir da deformacao longitudinal sofrida pela correia.
A condicdo de equilibrio para o sistema serd verificada quando a tracdo produzida pelo tensi-

onador for igual a tracdo produzida pela deformacgdo da correia. Assim, podendo ser estimada pelo

ponto de intersec¢do entre as curvas calculadas, conforme a Figura 3.4.
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Figura 3.4: Variagao da trac@o nos tramos produzida pelas curvas do tensionador e de deformacao.

O caso apresentado na Figura 3.4, configura um sistema cuja tracdo de referéncia vale
128.59N, mas quando o sistema é acionado com velocidade de transporte de ¢ = 27.92m/s, a

tracdo estdtica é reduzida para 122.41N, a tracdo centrifuga vale 80.26N e a tracdo de operacao é
202.67N.

A partir da tragdo estatica obtida podem ser calculadas as tragdes de operacdo para os demais
tramos.
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4 SISTEMA PURAMENTE ROTACIONAL

Em alguns sistemas de transmissdo por correias, € comum que as inércias rotacionais sejam
muito elevadas em comparacdo com a inércia da correia. Nestes casos, pode-se modelar o sistema
desprezando-se os efeitos inerciais da correia, de forma que esta atua simplesmente como um ele-

mento eldstico ligando as inércias rotacionais através de pontos tangenciais.

No presente capitulo é considerado um sistema onde os efeitos de vibracdo nos tramos da
correia sdo desconsiderados, conforme apresentado no capitulo 3, e as equagdes sao linearizadas.
Contudo, no movimento ainda € capturado e o acoplamento produzido pelo tensionador com os

demais elementos discretos do sistema.

A Figura 4.1 apresenta um esquema do modelo a ser tratado.

Figura 4.1: Esquematizacdo de sistema puramente rotacional.

4.1 Equacionamento

Para determinar as equagdes de movimento para o sistema puramente rotacional, primeira-

mente, considera-se as equagdes linearizadas do sistema de transmissao, conforme Se¢ao 3.3.

Analogamente ao procedimento utilizado por Beikmann (1992), as inércias dos tramos da
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correia sdo consideradas despreziveis, de forma que as equagdes de campo se tornam

(Pdi + Poz') Wi gz = 0 (41)

Como as tragdes sdo constantes e ndo nulas,

Wi gz = 0 4.2)

As tracOes dindmicas também sdo linearizadas, ou seja, seus termos contendo a integral

i < <
Jo! w?dx sdo desprezados, ficando entéo:

Pun = ki(xzcostr + x2 — X1) (4.3)
P = ko (x3co8ts + x4 — X2) 4.4)
Pz = ks(x1— xa) 4.5)

A equacdo do tensionador contempla termos envolvendo a derivada primeira do deslocamento
transversal dos tramos 1 e 2 em relacao a varidvel espacial. Para determinar essas derivadas, pode-se

integrar a Equacao (4.2) para os tramos envolvidos.

Wig = /wiwdx =C (4.6)

onde C é uma constante de integragdo. Integrando novamente, tem-se

l;
/ w; zdr = Cz
0

l;
0

l;
e @.7)

mas

Combinando as Equagdes (4.7) e (4.8), tem-se uma aproximagdo para as derivadas dos des-
locamentos dos tramos.
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(4.10)

e da Equacdo (4.6), tem-se
Wiy = —t (4.11)

Para os tramos 1 e 2, levando-se em conta as condi¢des de contorno do problema, tem-se

_ wl(ll) _ 7”393 Siniﬂl _ X3 sinwl

x 4.12
e =) I I 12
0 :
gy = 220 __xasinds (4.13)
’ ly ly
Substituindo esses dados nas equacdes lineares do sistema, tem-se, para as polias:
maxie = Far + ki1(xscostr + x2 — x1) — ks(xa — xa) (4.14)
MaX2,u = Faz + ka(X3 €08y + X2 — x1) — k1(x3cos Y1 + x2 — Xx1) (4.15)
MaXape = Faa + ks(X1 — xa) — k2(x3 cos ¥y + x2 — X1) (4.16)
e para o tensionador:
X3 . S .
msXsu = (_Ptll_ sin vy + mex;z sin ¢1) sin 4,
1
. X3 . .
+ (—mcxg sin Yy — Ptgl— sin 1/)2) sin v
2
—k1 (x3costh1 + x2 — x1) cos 4.17)
—ka (x3 o8 4 X4 — X2) COS Uy
—kyxs + Fas

4.2 Analise Modal

A Andlise Modal Tedrica para este sistema simplificado contribui para a compreensao do sis-
tema em si, uma vez que sdo identificadas suas frequéncias naturais e formas modais. Podendo ser

utilizadas para a identificagao das formas modais rotacionais no sistema acoplado com os tramos.
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Para realizar este procedimento, € preciso escrever o sistema na forma matricial. Faz-se entéo:

[Mrot] {X} + [Grot] {X} + Kot {x} = {F}

onde
m;y 0 0 O
0 0 0
(Mot = " (4.18)
0 0 mg O
0 0 0 my
00 0 0
00 0 0
[Grot] - . 9 . 9 (419)
0 0 mec (— sin“ ), + sin wg) 0
00 0 0
k’l + kg —kl —k‘l COSs ¢1 —kg
—k ki+k k —k —k
K] = 1 1+ Ko 1COS Yy 2 COS U 2 (4.20)
—kycostpy ki cosihy — ko cos iy —ks33rot ks cos 1y
—kg —kg kQ COS 1/J2 kz + kg
com
P, P . 2 2
k3sror = 7 sin® ) — N sin® ¥y + ki cos® 11 + ko cos® Py + ky
1 2
={x e v xu} @21)
e
(Fy={ Fu Fo Fu Fu} (422)

Para avaliar os parametros modais do sistema, transforma-se sua equagcdo matricial em um

problema de autovalor. Toma-se entdo, a equacao homogénea do sistema:

[Mrot] £} + [Grotl {X} + [Krat] {x} = {0}

Como esse sistema apresenta a matriz giroscépica |G|, ndo pode ser resolvido no espaco

de configuracdo. Considera-se entdo a transformacgao do problema para o espaco de estados. As
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matrizes de massa e rigidez expandidas sdo:

Gro Mro KTO O
[Arot] = ' ' € [Brot] = ' (423)
Mrot 0 0 _Mrot
O novo sistema a ser avaliado é
[Arot] {Urot} + [Brot] {Urot} = {O} (424)

onde {U, } = { X X }, € o vetor de estados do sistema.

Utilizando uma solugdo do tipo {U,, } = {Umt} e, tem-se o seguinte problema de autova-
lor:

(A [Arot] + [Brot)) {Umt} = {0} (4.25)

Como o problema € oscilatério, cada autovalor A, corresponderd a um par complexo conju-

gado de frequéncias naturais +iw,., que estard associado a um par de autovetores {Umtr }

Este problema de autovalor pode ser facilmente avaliado pelos algoritmos de extracdo de

autovalores.

A resolugdo do problema de autovalor para o caso particular do sistema puramente rotacional
¢ de grande ajuda no estudo do sistema completo, uma vez que os modos e frequéncias naturais
rotacionais de vibra¢do do sistema completo tendem a ser muito préximos dos identificados no
sistema puramente rotacional. Este fato contribui para a determinag¢do do tipo de modo identificado,

quando se analisa o sistema completo.

A resposta temporal do sistema pode ser avaliada pela integracdo direta das equacdes diferen-
ciais das polias e tensionador, que diferentemente no caso com o sistema completo, ndo apresentam
dependéncia espacial. Contudo, devido as condi¢des de vinculo e restrigcdes do problema, ocorre

um modo de corpo rigido com maior intensidade sobrepondo a resposta vibratéria do sistema.

Para eliminar o efeito de corpo rigido, determina-se a resposta através da superposicdao modal,

eliminando, assim, o modo de vibrar correspondente a frequéncia zero.
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Considerando a equacdo matricial do sistema no espaco de estados:

[Arot] {Urot<t)} + [Brot] {Urot(t)} ={Flpt} = { Z(: } (4.26)

e a resposta pode ser expressa em termos de uma superposicao das formas de vibrar do sistema.

{Urot} = Z {brot, } ¢+ (t) = [Drot) {q} 4.27)

onde ¢,.(t) é a coordenada generalizada correspondente a0 modo de vibrar r e {¢,..;, } € modo de

vibrar correspondente, normalizado pela matriz de massa generalizada do sistema.

{ﬁ’r‘ot'r }T [Arot} {UTOt'r } = Grot,

{(bTotr} = \/1— {Urotr}

rot,

Substituindo a Equagdo (4.27) em (4.26), o sistema se torna

[Arot] [Prot] {d(8)} + [Brot] [dra] {a(t)} = {F]o} (4.28)

Pré-multiplicando (4.28) pela matriz modal [qﬁmt}T, tem-se

[Drot]” [Avot] [Bror] {6(8)} + [ror]” [Brod] [drot] {a(1)} = [brat]” {Flor} (4.29)

e pelas propriedades de ortogonalidade ponderada

[ {a®)} + [N {a(®)} = [droa] " {Flo} (4.30)

Para cada modo de vibrar haverd uma equacao, cuja solugdo fornece o comportamento tem-

poral da coordenada generalizada.

6r(t) = M (8) = {Srot, } {Flos} (4.31)

62



Como existem quatro graus de liberdade nesse sistema discreto, existem, também, quatro
modos de vibrar, sendo o primeiro, correspondente a frequéncia zero. Para que a resposta corres-
pondente a este modo ndo seja considerada na resposta total do sistema, basta desconsiderar o

autovetor correspondente na matriz modal, {¢,o, }-

[¢Tot] = [ ¢7’0t2 ¢rot3 ¢rot4 (432)
4.3 Efeito de Atrito Seco

Uma das vantagens do estudo do sistema puramente rotacional estd relacionado as equagdes
envolvidas em sua descri¢do. Neste caso as equagdes nao apresentam dependéncia espacial, pois os
efeitos que seriam produzidos pela vibracao transversal dos tramos é desprezado. Com isto, torna-
se possivel a integracdo do problema independentemente da aplicacao de recursos de discretizacio
ou superposicao modal, podendo ser simplesmente empregado algum integrador numérico para a

determinacdo das respostas temporais.

Outra vantagem estd relacionada a inclusdo de diferentes formas de excitacdo do sistema,

como forcas externas com comportamento nao necessariamente periddico ou linear.

Em sistemas de transmissdo por correia com tensionador automatico, € comum que exista
uma bucha no mancal entre o pino e o braco mével do tensionador responsdvel por induzir atrito
entre estes componentes. Com isso € possivel dissipar energia no movimento rotacional no bragco
do tensionador, evitando assim, possiveis instabilidades quando o sistema é excitado por torques

de grande amplitude.

Segundo Rao (2009), se um torque de atrito constante, 7', agir em um sistema torcional sim-

ples, sua equagdo de movimento assume a forma

. T, 6>0
JoO + k0 = , (4.33)
T, 0 <0

Esse tipo de forca de amortecimento introduz ao sistema uma forga externa similar a mostrada
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na Figura 4.2.

-T

Figura 4.2: Forca de atrito seco no modelo torcional.

A equacgdo de movimento pode ser expressa em termos da fun¢do signum. Esta funcio apre-

senta o valor 1 para entradas positivas e -1 para entradas negativas.
Job + k0 + Tsign(0) = My (4.34)

onde M., ¢ o momento externo aplicado ao sistema.

De forma similar pode ser introduzida uma for¢a no sistema puramente rotacional, que apre-
sente as caracteristicas de atrito seco. Esta for¢ca deve ser incluida na equacgdo do tensionador e deve

apresentar a seguinte caracteristica:

T . )
F,, = T—81gn (x3) (4.35)
3

onde 7' é o torque que o atrito aplica no tensionador.

Para introduzir a forca de atrito no sistema, quando € considerada a resposta pela superposi¢ao
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modal, basta descrever o comportamento de 3 também em funcdo da superposi¢do modal.

() =) énan(t) (4.36)
r=1

O vetor de excitacdes quando considera-se a forca de atrito e flutuacdes de torque aplicados
pelas polias 1 e 4, fica
Fyy sin (27 fg1t)
0
~Lsign (S0, 6rrr(1))
Fyysin (27 fut)

{F} = (4.37)

Este tipo de curva adotada para descrever o efeito de atrito seco corresponde ao modelo
mais simples possivel, onde os coeficientes de atrito estdtico e cinético sdo iguais, produzindo a
mesma forca. Além de que, quando as equagdes sao integradas numericamente, € necessario que o
integrador lide com a descontinuidade introduzida pela fun¢do signum, que nem sempre € possivel,

gerando instabilidades numéricas na resposta obtida.

Em alguns trabalhos onde € estudado o comportamento de sistemas com atrito, muitas vezes
ao invés de se utilizar a curva de forca descontinua, usam-se curvas de transi¢cao suave (continuas)

e que podem contemplar também efeitos de diferentes coeficientes de atrito esttico e cinético.

Um modelo bastante adequado para descrever o problema de friccdo entre corpos € apresen-
tado por Kang et al. (2009), onde sdo utilizadas fun¢des exponenciais para representar a transi¢ao
entre as direcdes da forca de atrito de forma suavizada. Aplicando seu modelo de forca de atrito

para o problema de transmissdo com autotensionador, a expressao para a for¢a de atrito ficaria

T . ) _dlx _hls T . .
F, = —sign (x3) (1—e d|X3|) (e — (e — 1s) € h"“'} = _-sign (X3) 1t (4.38)
3 3

onde i, € o coeficiente de atrito cinético, s € o coeficiente de atrito estdtico, h e d sdo constantes

que controlam a suavidade da curva na regido de transic@o e sua continuidade.

A Figura 4.3 apresenta a curva caracteristica para o coeficiente de atrito equivalente ;4 com
h=1led=10.
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Figura 4.3: Curva do coeficiente de atrito com transi¢do suavizada.

A utilizacdo de curvas continuas, como a expressa na Equacao (4.38) € de grande utilidade,
pois, além de descrever um comportamento mais proximo do comportamento real de um meca-
nismo sob essas condicdes, também garante que ndo ocorram descontinuidades e, consequente-

mente, instabilidades durante o processo de integracdo numérica.
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5 ANALISE MODAL E RESPOSTA DO SISTEMA NAO LINEAR

O estudo do comportamento dindmico pode ser realizado por diversos procedimentos, como
andlise da resposta temporal do sistema, estudo da resposta em frequéncia, respostas livres e forca-
das, entre outros. As equagdes diferenciais envolvidas apresentam ndo linearidades que dificilmente
podem ser tratadas por métodos analiticos convencionais, além de que as equagdes dos tramos apre-

sentam dependéncia espacial o que torna dificil sua integragdo numérica.

Nos trabalhos de Beikmann (1992) e Moon e Wickert (1997), para se contornar o problema
relacionado a dependéncia espacial, € utilizada uma superposicao modal, de forma que sdo con-
sideradas as formas modais dentro de um intervalo em frequéncia especifico para eliminar esta
dependéncia espacial e determinar as respostas temporais. J4 Parker (2004) e Kong (2003) utilizam
o método de Galerkin, através de funcdes trigonométricas para eliminar a dependéncia espacial das

equacoes.

No presente estudo serd realizada uma Andlise Modal Tedrica, similar ao procedimento uti-
lizado por Beikmann, para que ndo sO seja possivel a eliminacdo da dependéncia espacial das
equagdes, mas também para melhor compreensdo do comportamento vibratdrio do sistema, através

da identificacdo de frequéncias naturais e formas modais.
5.1 Equacionamento

As equagdes de movimento linearizadas obtidas na Sec@o 3.3 descrevem o comportamento
linear do sistema. Se for considerado o sistema livre (sem as excita¢des externas), pode-se escrever

as equagdes na forma matricial.

] {7} + (G { W} + (K] (W} = {0} 5.1)
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onde

[m 0 0 0 0 0 0 |
0O0m 0 0 0 0 0
0 0m 0 0 0 0
M= 0 0 0 m 0O 0 O (5.2)
0 0 0 my 0 0
00 0 0 0 my O
00 0 0 0 0 my
[ 2mel 0 0 000 0]
0 2me 0 0000
0 0 2me2 0 0 0 0
G] = 0 0 0 0000 (5.3)
0 0 0 0000
—mesinyy |, mesinisf, 0 0000
I 0 0 0 000 0]
(K] = [K“ K”] (5.4)
K21 K22
com
—PnZ 0 0
K= 0 —Ptzaa—; 0
0 0 —P3
K9 = zeros(2,4)
[ 0 0 0]
0 0 0
Ka=1p sing1 2|  —Pasintgs2-| 0
t1 1927 L t2 253 |,
0 0 0
ki + k3 —ky —ky cos —ks
Koy — —k; k1 + ko (k1 cos g — ko coshs) —ko
—kycosthy (ki costhy — ko cosihs) k33 ko cos g
—ks —ky ko cos 1o k + ks

sendo kﬁ33 = ]{?1 COS2 ’@Z)l -+ k’g COS2 1/]2 + k’4.

68



O vetor de deslocamentos do sistema é dado por:

{W}z{ wi(x,t) wa(z,t) ws(z,t) xi1(t) x2(t) x3(t) xalt) }T (5.5)

A matriz K] é considerada simétrica, apesar de ter elementos fora de sua diagonal, pois
quando se toma o produto interno (W, KW) os termos em K7; sdo integrados por partes, fazendo
com que os termos ndo-nulos em K sejam cancelados. Ocorre algo andlogo em relacdo a anti-

simetria da matriz [G].
Para sistemas ndo amortecidos giroscopicos, pode-se utilizar o principio de superposi¢ao

modal, como exposto por Meirovitch (1974). Considerando o sistema de interesse, € preciso, inici-

almente, reescrevé-lo na forma de espago de estados, para que seja possivel desacoplar as equacoes.

- { v } 56)

As matrizes de massa e rigidez expandidas sdo

[A]:[M°] e [B=

Considera-se o vetor de estados

5.7
0 K (5.7

O sistema se torna

A1 {U} + [BI{U} = {0} (5.8)

Para resolver a Equacdo (5.8), busca-se solu¢des separaveis da forma {U} = {U } exp (At),

onde A\ € um autovalor complexo e sua autofunc¢do

{v} = { AV[V;V } (5.9)

também pode ser complexa.

(W) ={in@) (o) ) 0 o b ) (5.10



Como o sistema de transmissdo por correia apresenta comportamento giroscopico e conser-
vativo, a autosolucio para um modo r leva a um par de autovalores complexo conjugado +iw,
associado a um par de autofungdes complexas conjugadas. As autofungdes podem ser escritas na
forma normalizada Y, e Z,, conforme

U, =Y, +iZ, = — (Y, +iZ,) (5.11)

1
V2

Devido as propriedades de simetria das matrizes do problema e levando-se em conta a line-
aridade do sistema de equagdes, sdo validas as relagdes de ortogonalidade ponderada apresentadas
em (5.12), conforme mostrado em Beikmann (1992) e Zhang (1999).

<?7”a A73> = 67"5 <7r7 A75> = 57”5 <7r7 A75> =0
(5.12)

onde 6,5 € a funcdo delta de Kronecker e (u, v) define o produto interno entre as fungdes u e v.

As por¢des espaciais dos tramos podem ser escritas também na forma complexa, para um
dado modo r, tEm-se

Wy, = Up 41,
Wy, = TUh + iU, (5.13)
W3, = U + 0%,
€
(ol + vl ) (w1 — Wl
ol + vl W UK, — w, Uk
ol + vl W, U — w, vk
{(W,} = Tur e MW,}= W, Ay (5.14)
a57“ iwraE)r
Qg iwra&‘
L 677” ) \ inEw )

onde @;, sdo as amplitudes das autofuncoes.
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Sabendo que )\, apresenta a forma complexa iw,, pode-se escrever as componentes {YT} e

{Z«} de {UT}:

( —wm{r ) ( wﬁﬁ )
—w,ﬁér wmg;,
—w,ﬂér wrﬂg
0 (JJT»E4T
0 W, Qs
0 WrGgy
5 0 2 wra7r
=1 . Zy=1", (5.15)
1r 1r
U3y U3,
Vs, Vs,
A4y 0
sy 0
gy 0
\ EW / \ 0 7/

Agora que os vetores {Y,,} e {Z r} sdo conhecidos, pode-se escrever as expressoes de orto-

gonalidade ponderada dadas por (5.12).

I
<YT,AY5> :/ (mwrwsvlrvls Pﬂvlrvﬁ,m) dx
0
lo
—|—/ MW Ty, Tt Ptﬁpﬁsm dz
0 ( e 272 s) (5.16)
I3
+ / (mwTwsvérv?;s Pt3v3rv35 m:) dx +X Xr KZ?XS
0

_ . R _ . _R
+ Tor Py SIN Y107 |1y, — T Pro SIn o0 o = Oy
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I
- pyv —R—I ~R—R
<Z,,, BYS> = (—QWCWTWsUuUB,I — Pﬂwrvlrvls,m) dx

o
~

2

—_R—I —R—=R
+ (—chwrwsv%v%’z - PthrUzr%s,m) dx

[-

w

+

S— S—

(—chwrw56§6§s7x — ngﬂgﬁiﬁm) dr + ernggys (5.17)

+

wraﬁr (]Dtl sin ¢15i,x|l1 - Pt? sin nggs,aJO)
l1

+

S— S—

lo
—J I =1 =1
(_Ptlwsvlrvls,m) dz + / (_PthSU??"U?Svm?) dz
0

I3

=1 =
+ (_Pt3w5v3rv3s,xx) dr = Wsérs

e assim por diante.

Para expressar as formas modais dos tramos podem ser utilizadas as solu¢des homogéneas

do problema de vibracdo transversal em cordas em movimento, conforme expressas na Secao 2.3.

_ _ . (w WX
Wi () = Tir(x) = @y sin ( 7 > exp (Z ¥ >

7 ai

= @ sin (ﬁ) [cos (ﬂ) + i 8in (ﬂ)] (5.18)
G Cai Cai

A Equacao (5.18) pode ser adequada para que se simplifique nas condi¢des de contorno para

cada tramo, tornando-se entao

Ty, = Gy SID (wrlx) {COS [—wr(x/— ll)] + i sin [—WT(:E,_ ll)] } (5.19)
c) c c

a a

r l - r .. r
Vgr = Qg SIN [M] {COS (w/x) + 78in (w_/;c) } (5.20)
) G Cp
V3, = A3, SIN <wi$) [cos (wr/x> + % sin (wéa:)} (5.21)
C3 Ce Ce

C/l = (S c, = ———— (522)
C1 C

onde

sendo ¢ a velocidade de transporte da correia e ¢; = /P, /m, a velocidade de propagagio da onda

transversal. A velocidade ¢, é definida por Sack (1954) como a velocidade de propagacao de fase e
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c} € a velocidade média efetiva de onda.

5.2 Determinacao das Frequéncias Naturais

O sistema em estudo € hibrido, apresentando equacdes de campo, que descrevem o movi-
mento dos elementos continuos e equacdes ordindrias, que descrevem o movimento dos elementos
discretos. As matrizes de rigidez e giroscopica, além de apresentarem valores constantes, também
possuem funcdes da varidvel x e operadores diferenciais. Devido a isto, ndo € possivel aplicar

métodos convencionais para determinagao dos autovalores.

Para que seja possivel cumprir esta tarefa € necessdrio trabalhar com as equacgdes de campo
inicialmente. Se forem utilizadas as solu¢des propostas por Sack (1954), e adaptadas ao problema,
juntamente com as condi¢des de contorno do problema, t€ém-se novas relacdes capazes de acoplar
as varidveis continuas e discretas tornando-as adequadas para o a identificagdo das frequéncias

naturais pelo problema de autovalor (XIAO-JUN E LI1-QUN, 2008).

Considerando-se inicialmente as equacdes com a solucdo das porgdes espaciais para os tra-
mos, (5.19) e (5.20), e lembrando que a equagdo para o tramo 3 é desacoplada do sistema com

tensionador (portanto ndo serd considerada), tém-se as solucdes periddicas para os tramos

. , —
wi(x, 1) = by (2)e™" = 4,6 sin (?) exp (z%) (5.23)
1 a
A iwt A iwt s W(lg — .flf) WT
wa(x,t) = Uy(x)e™" = age™’ sin — e i (5.24)
2 b

As condigdes de contorno que acoplam o movimento dos tramos 1 e 2 com o tensionador sdo
w1 (ll, t) = X3(t) sin 77/)1 € UJQ(O, t) = X3<t> sin wg.

Para determinacgdo das frequéncias naturais, € preciso considerar que os elementos discretos

também apresentam resposta periddica. Considera-se entdo a solu¢ao

xi(t) = xie™ (5.25)
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Substituindo as condicdes de contorno e (5.25) em (5.23) e (5.24), tem-se

wl
01(ly) = a, sin (c_’1> = X3sin

1

z
#2(0) = Gy sin <2> = Yasiniy
C

2

(5.26)

(5.27)

Substituindo a solucdo (5.25) nas equagdes lineares das polias e tensionador e escrevendo-as

na forma matricial juntamente com as relagdes (5.26) e (5.27) , tem-se um sistema dindmico na

forma
[Ap] {d} ¢ = {0}
[Ap} {d} = {0}
onde

{df={a & 0 % % @}

sendo as submatrizes

0 0 —sinyy; O
AD12 = .
0 0 —sinyy O

0 0
0 0
— Py - cos (‘2—h> sinty  +Fpa g cos (“;—12) sin
1 1 2 2
0 0

AD21 =
—k’l — k’g + m1w2 k‘l ]Cl COS 77/11
4 ky —koy — ki +maw?®  kocosihy — ki cosy
D2 k1 cos iy —ky costpy + ko cos 1)y kssp + msw?
ks ko —ko cos
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(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

—ky cos gy

—k‘g — k’g + m4w2

(5.35)



com
k?ggD = —kfl COS2 77/}1 - k?g COS2 77/}2 - k?4 (536)

As frequéncias naturais sdo dadas pelas raizes da equacdo caracteristica
det [Ap] =0 (5.37)

que € func¢do de w.

Uma vez obtidas as frequéncias naturais wq, wo, ..., Wy,, ¢ possivel determinar as amplitu-
des relativas que constituem as formas modais pelo vetor {d} Para isto, substitui-se o valor da
frequéncia natural w,, correspondente ao modo 7, que se deseja determinar, em [Ap]. Com isto,
a matriz apresentard apenas elementos numéricos, sem dependéncia de varidveis, € 0 modo {ci},
correspondente a0 modo w,, pode ser determinado pela solucdo ndo trivial do novo sistema de
equacoes.

Vhﬂw:wr{ﬁ}::{O} (5.38)

Uma maneira de se obter a solucdo nao trivial deste sistema € através da Decomposi¢do em

Valores Singulares de [Ap],,_,, . Com isso, tem-se:
[Apl,,,, = VIS V] (5.39)
A solugdo ndo trivial é dada pelo vetor de [V] correspondente ao menor valor singular da

matriz diagonal [Y] e serd a forma modal do problema, ou seja, {czr} = {V;}, onde {V;} ¢ o vetor

correspondente j-ésimo elemento de [V/], relacionado ao menor valor singular nio nulo, o;.

Com isso, pode-se relacionar os elementos do vetor {a?r} as amplitudes das formas modais
definidas no vetor de autofungdes (5.11).

Qi = Q4
para os tramos, e para as polias
ajr =Xk, J=4...7, k=1...4
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A equacdo do tramo 3 ndo apresenta acoplamento com o restante do sistema em sua por¢ao
linear. Portanto, o restante do mecanismo ndo interfere em suas frequéncias naturais e formas de
vibrar. Sendo que suas frequéncias naturais podem ser obtidas pela expressdo deduzida na Se¢ao

2.3, correspondente ao caso de vibragao transversal de corda em movimento axial.

rIcy
ly ’

W3 = r=1223,... (5.40)

5.3 Normalizacao

Os valores a;, definem as amplitudes relativas dos graus de liberdade do problema para cada
modo de vibrar, contudo estas ndo satisfazem as condi¢des de ortogonalidade ponderada do sistema.
Para isto € preciso que sejam normalizadas através da multiplicacdo de uma constante /, que pode

ser definida a partir das propriedades em si, como dadas em (5.12) .

@jr = haj, (5.41)

J

Considerando uma das propriedades de ortogonalidade, dada na Equacdo (5.16), pode-se

utilizar as formas modais com as amplitudes obtidas pelo vetor {cz }

I
A ~ . ~T ~R ~R ~R
<}/7'7 A}/T> _/ (mwrwrvl’l’vl'r‘ - 'Ptl/UlT/Ulr7xx) dx
0
la
~T ~R ~R ~R
[ (i 08— Pt d
o (5.42)
I3
~T ~R ~R~R o7 Y
+ / (mwrw, b3, 03 — Pt3v3rv37‘,mﬁ) dr + X; KX
0
1
h?

+ d6rPt1 sin 1/11@ﬁ.’m|l1 - de'Pﬂ sin ¢21A)2R;,:B|0 =

As formas modais para o0 modo r sdo normalizadas fazendo-se

¥} =n{¥}= ;{Y} (5.43)

(¥, AY, )
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e analogamente para {Z, }:
_ 1 .
(Z,) = <— { } (5.44)
- AY

A normalizacdo pode ser testada, utilizando os vetores obtidos, {YT} e {Z}, nas relagcdes

>
>
~_—

de ortogonalidade (5.12), considerando o mesmo modo e diferentes modos de vibrar.

Para o terceiro tramo, tem-se um caso particular. Como este tramo tem sua equacdo de-
sacoplada das demais, sua amplitude modal ndo € obtida conforme as demais, mas é escolhida

aleatoriamente, supondo um valor a3s. Sua forma normalizada é obtida de forma anéloga.

1
U353 = ————0s34 (5.45)

(Y., A, )

onde s € a forma modal que contempla o movimento do tramo 3.
5.4 Receptancia do Sistema

Ao avaliar o sistema linearmente € interessante determinar também a participacdo de cada
forma modal na resposta total do sistema a determinadas excitagdes. Apesar de ndo considerar
efeitos de ndo linearidades e troca de energia entre modos acoplados, através da receptancia do sis-
tema, pode-se determinar a parcela de participacdo de cada forma modal sobre a resposta vibratdria

linear do sistema estudado, quando este encontra-se sob excitagdes harmonicas.

Considerando entdao a equagdo matricial do sistema em anélise na forma de estados, como

definida anteriormente, tem-se

{0} + [BI{U} = {F7} = ; (5.46)
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O vetor de estados {U ()} pode ser expresso em termos de uma superposi¢ao modal
n o o . T -
W =Y AT} at)= | T o - |[{a®) ot |} =0 647
r=1

onde {UT} ¢ o vetor modal que representa o modo r de vibrar e ¢,.(t) é a coordenada generalizada

modal correspondente.

Como apresentando anteriormente, {U, } é um vetor complexo e pode ser representado pela

composi¢do das parcelas real e imagindria, ja definidas.

U} =

L (Y.} +i{Z}) (5.48)

S

2

Substituindo entdao a Equacao (5.47) da superposicao modal na Equagao (5.46), tem-se

[A] [U]{d} + [B] [U] {a} = {F} (5.49)

A matriz [U] ¢ a matriz modal do sistema, fazendo o produto interno da Equacgao (5.49) com
a matriz [U} , tem-se
(U,AU) {¢} + (U, BU) {q} = (U, F) (5.50)

mas o vetor de excitacdes { F'} para o caso linearizado é

( 3\

{F’} = Fn (5.51)
Fao
Fys
Fay

Entao o termo de excitacao na Equacao (5.50) pode ser expresso como uma simples multipli-

cagdo matricial.
(U, AU {q} + (U, BU) {q} = [U]" {F'} (5.52)
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As propriedades de ortogonalidade ponderada foram definidas para as porcoes real e ima-
gindria dos autovetores do sistema, mas € possivel generalizar essas propriedades para a forma

complexa do autovetor. Considerando a matriz [A], tem-se

_ _ 1 — _ 1 _ _
U, AU = (— (Y, +iZ,),—A (Y, +iZ,
UAT) = (5 (ot iZ) AT, +iZ)
= (Vo AV L (Vo iAZ) 4 3 (2, AY.) + L (iZ,,1AZ,)

1 1
= _67'3 +0+0~— 7:2_57"3

2 2
(U,, AU) = by (5.53)
e para a matriz [B],
— — 1 — — 1 — —
U, BU,) = (—=(Y.+iZ,),—=B (Y, +iZ,
(UnB0) = (5 (Vo ti2), 5B (T4 iZ))
(R S A R
= (Vo BY )+ o (V0iBZ,) + 5 (iZ,, BY ) + 5 (iZ,,iBZ,)
= O—i%wsérs—iﬁwsérs—f—o
(U,,BU) = —iwbys (5.54)

Considerando as propriedades obtidas conforme as Equacdes (5.53) e (5.54), a Equagdo
(5.52) fica
. T
114} + [L1{q} = [U] {F'} (5.55)

onde a matriz [/] € uma matriz identidade e a matriz [L] € uma matriz diagonal com os autovalores,
definida por [L] = diag { iy —iwy e }

Avaliando cada linha do sistema expresso na Equacdo (5.55), t€m-se as equacdes para as

coordenadas generalizadas de cada forma modal.

. . — T —r) 0
G- (t) — iw,q,(t) = {U,} {F'}={U,} { e } (5.56)
Conforme apresentado por Maia e Silva (1997), se o sistema € excitado por uma for¢ca harmo-
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nica da forma
{F}={F} e
a resposta particular do sistema também serd da forma

{a®)} = {q} e

tem-se entao

o o

iwq, e’ — iw,q,e™ {U } {

f-
o — )7 —{U}{ |
o)

Substituindo a Equagdo (5.57) em (5.47),
0
=30 () @y {5 b

O vetor de respostas do sistema, por sua vez, é

W) = { e }

Considerando as respostas harmonicas a uma excitacdo harmonica,

iwW it
w <>}—{ i }

e a forma modal pode ser expressa como
=1
Or
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A Equacdo (5.58) pode ser reescrita como

w T
wW | - Wo, ; iwd, 0
{ w }_;{ &, }(m—mr){ 4 } {7} (5.60)

Considerando apenas a por¢ao que descreve a resposta no espaco de configuragdo, tem-se

{w} = Z{% ( ){qbr (F} (5.61)

A recepténcia oy, € definida como a resposta em deslocamento na coordenada j devido a uma
excitacdo na coordenada k, quando todas as demais excitacdes sdo nulas (MAIA E SILVA, 1997).

De forma que a expressdo para a receptancia fica

ajp(w) = I%/— (M) (5.62)
=1

W — Wy

r

No sistema de transmissao por correia, conforme as equacdes que o descrevem, a excitacao
do sistema ndo pode ser realizada através das coordenadas dos tramos, mas apenas através de
flutuacdes de torques nas polias e braco do tensionador. Contudo, € possivel determinar a resposta
na posi¢do x; de um tramo j em fung¢do de excitagdes aplicadas nas polias. A receptincia € definida

entdo para os indices de resposta j = 1,2, ..., 7 e indices de entrada (ou excitacdo) k = 4,5,6, 7.

A expressao assume as seguintes formas:

Resposta e excitacdo em elementos discretos

am(w) =Y (ﬂ> . J=4567 k=456 (5.63)

W — Wy
r=1
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Resposta em elemento continuo e excitaciao em elemento discreto

ajk(w)zz(%) i=1,23 k=4567 (5.64)
r=1 r

e x; € a posi¢ao ao longo do comprimento do tramo onde € determinada a curva de receptancia.

A Equacdo (5.62) é similar a equacdo apresentada por Ewins (2000) para sistemas com mul-
tiplos graus de liberdade e sem amortecimento, que é o mesmo caso abordado. Mas pode-se mo-
dificar a curva de receptincia para que esta represente um sistema com amortecimento viscoso

genérico, pela substituicdo de iw, por s,, que representa um polo do sistema.

i) = % -y (M) (5.65)

w — S
r=1 r

Para o caso de amortecimento viscoso modal equivalente, os polos podem ser escritos como

Sp = =Gy +iw,/1 — 2 (5.66)

onde w, € a frequéncia natural e ¢, é o fator de amortecimento modal correspondente.
5.5 Resposta Temporal do Sistema Nao Linear

A determinagao da resposta temporal de um sistema dindmico ¢ de fundamental importancia
para a melhor compreensdo de seu funcionamento, representando seu comportamento em relagao
ao tempo, quando sujeito a condi¢des iniciais ou excitacdes possiveis. Pode-se identificar condi¢des
de ressonancia ou instabilidade e assim, auxiliar no projeto e diagndstico de condi¢des criticas ou

que possam causar falhas no sistema em estudo.

O sistema que estd sendo analisado, por ser ndo linear, além das propriedades relacionadas
a sistemas lineares, como regides de ressonancia e comportamento periddico, apresenta também
efeitos de ndo linearidade, como possiveis ressonancias secunddrias, instabilidades, resposta em

multiplos dos harménicos de excitacdo, entre outros fendmenos.
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O tratamento de sistemas ndo lineares, pode envolver fun¢des complexas e procedimentos nao
triviais. Uma maneira de tratar esse tipo de problema, de modo razoavelmente simples € através da
separagdo dos termos nao lineares dos termos lineares nas equacdes de movimento. De forma que
¢ realizada uma Andlise Modal na por¢ao linear das equagdes, enquanto os termos nao lineares sao
tratados como excitagdes externas ao sistema (MOON E WICKERT, 1997).

Outra vantagem no uso da Andlise Modal no tratamento deste sistema é que como este apre-
senta equacdes de campo, estas podem ser transformadas em equagdes diferenciais ordindrias, uma
vez que se considera que a por¢do espacial das equagdes € descrita pela superposi¢do das formas

modais do sistema.

Considerando-se as equacdes de movimento ndo lineares do sistema conforme determinado

na Secdo 3.1, estas podem ser escritas na forma matricial:

] {7} + (6 {0} + (K {0} = {Q) (5.67)

onde as matrizes [M], [G] e [K], sdo as matrizes de massa, giroscdpica e de rigidez do sistema line-
arizado, idénticas as apresentadas na Sec@o 5.1. J4 o vetor {Q} € o vetor de excitacdo do sistema,
apresentando tanto os termos devido as excitagdes e torques externos quanto os termos nao lineares

das equacoes diferenciais.

Ppw g0
szwz,m
Pd3w3,x:c
{Q} = Punt — Pasne + Fa (5.68)
Ponr — Punt + Fae
—Pying cos 1 + Pyang coshy + Fyz

L Pasne — Paong + Faa )

Onde considera-se que a forca de tragdo dindmica pode ser decomposta em uma porcao linear,

Py;;, e uma por¢do nio linear, Py .

Py = Pyir + Pauint (5.69)
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com
Puir, = ki (wi(l;, ) — w;(0, 1)) (5.70)

Pune = = / w;  dx (5.71)

O vetor {WW}, corresponde ao vetor de deslocamentos, similar ao da Sec@o 5.1.
Reescrevendo o sistema na forma de estados, tem-se
A1 {U} + B {U} = {X} (5.72)
T
com{X},, = { Q 0 } e as matrizes [A] e [B] sdo as mesmas da Se¢do 5.1.

A Andlise Modal Teodrica da equagdes homogéneas prediz a existéncia de pares complexos
conjugados de autovetores, com por¢des Y, e Z,., respectivamente, para cada modo r. Pode-se

entdo criar uma matriz modal [P], que contenha esses vetores.

[P = [71 7. Yy Zy - Y, Z., (5.73)

E como os vetores {YT} e {7T} sdo normalizados em rela¢@o a matriz [A], é vélida a relagdo
(P, AP) = [I] (5.74)
onde [/] é a matriz identidade.

Uma vez que sdo conhecidas as formas modais do problema, o vetor de estados {U } pode ser

aproximado por uma expansao finita de autofung¢des do tipo

U}~ S A&V} + 00 {Z}) = [PV (D)} (55)

onde
Voy={ &a® mo &®O wH - &O me | (576)

¢é o vetor de coordenadas generalizadas modais.
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Substituindo a expansdo na equacao de estados do sistema, tem-se
A [PH{V @)} + Bl PHV(0)} = {X (1)) (577)
e fazendo-se o produto interno da Equag@o (5.77) com a matriz modal [P], tem-se
(P,AP){V (1)} + (P, BP) {V(t)} = (P.X(1) (5.78)

ou

4V} + Hv e} = (RO} (5.79)

[I] é a matriz identidade, jd apresentada, [H] é uma matriz bloco-diagonal, que deriva das

propriedades de ortogonalidade ponderadas do sistema, sendo do tipo

0 —w 0 0
w@ 0 0 0
[H|=(P,BP)=| 0 0 0 —w - (5.80)

Wa 0

O vetor de excita¢do deste novo sistema pode ser expresso por

(RO} ={ $i(t) Ty Sa(t) Tult) .. Sult) Tult) }T (5.81)

Sty = (Y., X(1))
T,(t) = (Z,X(t))

Este novo sistema dindmico a ser tratado apresenta pares de equagdes acopladas entre si para

cada modo de vibrar do sistema, na forma

&) —wm(t) = S(t)
ne(t) + wée(t) = T.(t) (5.82)
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Os termos de excita¢do, para cada modo r e realizando a multiplicagdo pela matriz [P,

assumem a seguinte forma

l1 12
=1 =
Sp(t) = —Paw, / W1 4201, AT — Pow, / W3, 22 Vy, A
0 0

l3
— P, / W3,y Vs A (5.83)
0

T.(t) = Paw, / ) W1 aU1edT 4 Pow, / : Wy 4p Ui d + Py, / ’ W3 4oV da
T (PleOL = Pasni + Fan) Wr@xro+ (Paenr — Pane + Fd;)) Wy s,
+ (Paanr cos g — Pynp cos ¥y + Fys) wyag, (5.84)
+ (Pasnr — Paong + Faa) wpar,

o I . l;
Nestes termos de excitacao externa, ocorrem as ndo linearidades envolvendo fo wfxdx, que
nao podem ser avaliadas diretamente. Contudo, podem ser utilizadas expansdes que levam em

consideragdo as formas modais que ocorrem para os tramos. Temos entao

n

wi(z,t) = Y (&0 + n,0),) (5.85)

r=1

Com este tipo de expansdo, a por¢do espacial das equagdes dos tramos € eliminada também

das forcas de excitacdo, uma vez que considera-se que sdo representadas por suas formas modais
R

=R o =1
Uiy € Vg

Beikmann et al. (1996b) em seu trabalho, considera que o sistema de transmissao por correias
pode ser adequadamente representando por uma expansao com trés modos de vibrar, e devido ao
seu intervalo de operacdo, considera-se que modos com frequéncias mais altas ndo sdo excitados.
No presente trabalho, serd considerada uma expansdo em cinco modos de vibrar, que representa

um sistema mais detalhado, e que nao requer grande esfor¢co computacional para sua integragao.
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Considerando cinco modos de vibrar, a matriz modal do sistema assume a seguinte forma
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(5.86)

Na matriz expressa pela Equacdo (5.86), os vetores correspondentes aos modos 1, 2 e 4

descrevem o comportamento do subsistema acoplado com tensionador. Como pode-se ver, as am-

plitudes relativas dos GDL de cada modo estdo distribuidas entre os tramos 1 e 2, as 3 polias e o

tensionador.

Ja os modos 3 e 5, correspondem a resposta exclusivamente do terceiro tramo e seus termos

sdo apresentados independentes dos termos dos demais elementos, pois a equacdo diferencial do

terceiro tramo € desacoplada do restante do sistema, em sua por¢ao linear.

Considerando estes modos para a descricdo do problema, a varidvel de deslocamento trans-

versal do tramo 1 pode ser expressa, segundo sua expansdo finita, como:

¢ =R —I —R I —R I
wy & §107] + MUy + U1y + NoU1p + §aU1y + Nal1y
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A por¢do nao linear da tragdo dindmica para o tramo 1 ficard entdo

I
/ wixdx = §%E11111 + 26 Einie + 265 Fi121 + 2612 B +
0

+268Fiia 4 28ma B + ni B + 2m&Eien +

+2mn2 Eriass + 2m&aFrion + 2mnaFrize + & Eina + (5.88)
+28am2 E12120 + 26280 Er21a1 + 28amaE2142 +

& Buia + 28 Fraae + 13 B

onde as constantes F;jx;, sdo resultado da integragdo entre as derivadas das formas modais, con-

forme:

l;
Eijkim = / 0y, Ul pd (5.89)
0

Sendo que ¢ define a qual tramo a fun¢do pertence, j e [, correspondem ao nimero dos modos
envolvidos e £ e m definem se a funcdo € real (1) ou imagindria (2). Para o segundo tramo a

expressao € similar a do tramo 1, mas para o tramo 3, como este apresenta menos modos, tem-se:

W3 ~ E3Tng + N3Uss + EsVis + NsTss (5.90)

I3
/ wg,xd‘r = f§E33131 + 283m3 E33132 + 28385 Esz151 +
0

+2&31)5 Fi33150 + 7732,E33232 + 20385 E33051 +
+2n315 E33052 + 5§E35151 + 285m5 E35150 + (5.91)
+77§E35252

Os termos de excitacdo .S, e T, ao utilizar a expansdo que descreve cada tramo, se tornam:

S1 = —Paw (&C111 +mCria + &Ch011 + 12Cha21 + £4C1411 + 14Cha) +
—Ppwy (£1C9111 + mCa191 + £2C211 + 12C2921 + €4Co111 + 11C2491) (5.92)

Sy = —Ppws (£1C1112 + mChrize + &C1912 + 12C1220 + 4C1412 + 14Clhaze) +
—Pipws (£1C5112 + 11 Ca122 + £2C9912 + 1202920 + £4Co412 + 11Co492) (5.93)
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S3 = —Pjaws (6303313 + 13C3323 + E5C5513 + 77503523) (5.94)

Sy = —Ppws (&C1114 + 1 Chi2a + EC1014 + 12C1924 + £4C1414 + 11Chra24) +
—Papwy (£1C9114 + 1 Co124 + £2C214 + 12C2924 + €4Co414 + 12C2424) (5.95)

S5 = —Pazws (§£3C3315 + 13C3323 + §5C3515 + 15C3525) (5.96)

onde os coeficientes sdo definidos pela integral

l;
Cijp = / ot onda (5.97)
0

ij,xx Vil

Sendo que ¢ corresponde ao nimero do tramo, j, ao nimero do modo do primeiro termo, £k,

indica se a fungdo € real (1) ou imagindria (2) e [ € o mesmo nimero do modo de S,.

A excitacdo para a parte imagindria segue 0 mesmo principio, apresentando a forma:

Ty = Ppwi (§&D1nn +mDuiar + §Diain + n2Disor + EDiany + naDia) +
+Papwi (§1Da112 + mDaiar + §2D2011 + 02 Dasor + §4Doary + naDosor) +
+ (Pune — Pasve + Fa) witar + (Peve — Pane + Faz) wi@s, + (5.98)
+ (Paanr cos g — Pung cos P + Fyz) wi@e +
+ (Pasne — Paone + Faa) wian

Ty, = Ppws (& D1z +mDiige + §D1212 + 02 Digas + € D1ara + M4 Draze) +
+Papws (§1Da112 + M Daraz + §2D2012 + 12 Dazoy + §4Dagrz + NaDasza) +
+ (Pune — Pasve + Far) wetas + (Peove — Pane + Faz) walisy + (5.99)
+ (Paanr cos g — Pyng cos P + Fys) watiea +
+ (Pasne — Paaone + Faa) wotins

T3 = Pysws (£3D3313 + M3 D3303 + &5 D3513 + 175 D3so3) (5.100)
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Ty = Ppws (& D1+ mDiias + D114 + 02 Dizos + EaD1ana + naDiaza) +
+Papws (§1 D211 + M Darog + §2D2014 + 02 Dasog + E4Dogra + 0aDasoa) +
+ (Pune — Pasve + Fa) wabas + (Pove — Pane + Fap) walsg + (5.101)
+ (Paanr cos o — Pyiyp cos iy + Fys) wales +
+ (Pasne — Paone + Fai) walny

Ts = Pisws (£3Ds315 + 13 D3395 + 5 D3s15 + 15 D3525) (5.102)

Os coeficientes, neste caso sdo produzidos pela integral

l;
Dijn = / OF: L Ond (5.103)
0

ij,xx Vil
onde os indices tém significados similares aos da constante Cj;y;.

As tracdes dinamicas podem ser expressas como uma soma da por¢ao linear com a ndo linear,
Py = Pyir + Pynp, como ja foi apresentado anteriormente. Desta forma, a por¢ido ndo linear é

expressa por
ki [
Pynt = 5/ wimd:v (5.104)
0

sendo que a integral, para cada tramo pode ser expressa por equacdes similares a (5.88) ou (5.91).

Ja a por¢ao linear da tracdo é dada por:

Py =k (& F11 + &F 19 + €4F14) (5.105)
Pior, = ko (§&1F51 + & Fo + €4Fby) (5.106)
Pusr, = ks (§&1F51 + & Fs0 + €4F5) (5.107)
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sendo os coeficientes dados por

Fii = Ggicosyy + s — ag
Fig = Ggc08v1 + G52 — Ty
Fiy = Ggscosty + U5y — Ty
Fao1 = g1 008y +a71 — U5
Fas = Gp2c08%3 + Q72 — U5
Foy = Gp4co8vy + Grq — Usy
F31 = ay —an
F3p = @y —arp
F3y = Qg —an

Finalmente, temos todas as func¢des presentes nas equagdes do problema. Dadas as Equagdes
(5.82), considerando r = 1,...,5 e substituindo as excitagdes produzidas pelos termos dados em
(5.92-5.96) e (5.98-5.102), além de considerar os termos presentes nas tracdes dinamicas, pode-se
considerar o amortecimento presente no sistema, através dos fatores de amortecimento modais, (..

Tem-se entdo o sistema

ér - wrnr = Sr - 2Wr(r€r (5108)
n+ws = T, (5.109)

comr = 1...5. Isto fornece um conjunto com dez equacdes diferenciais ordindrias acopladas que
podem ser integradas numericamente, determinando, assim, as respostas temporais dos elementos
do sistema através das coordenadas generalizadas. Estas podem, posteriormente, ser transformadas

nas coordenadas fisicas do problema.
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6 SIMULACAO NUMERICA

Neste capitulo, os modelos matemadticos desenvolvidos nas se¢des anteriores sdo implemen-
tados em um software de simulagdo computacional para verificacdo de seu comportamento, bem
como o estudo da influéncia dos parametros fisicos nas respostas do problema. Para isto, foi uti-
lizado o software de simulacdo numérica Matlab® versdao 7.1. As rotinas de cédlculo foram im-
plementadas modularmente, ou seja, pequenas subrotinas realizavam avaliacdes de pardmetros ou

sequéncias de cdlculos e eram chamadas dentro de uma rotina de cédlculo principal.

Para avaliacdo das rotinas, as simulacdes serdao baseadas em um modelo fisico modelado
e testado experimentalmente por Beikmann (1992), cujos resultados sdo bastante consolidados e

validados, inclusive, por outros autores.

Os dados do sistema estudado sdo apresentados na Tabela 6.1 e a representacdo geométrica

do sistema € apresentado na Figura 6.1.

Tabela 6.1: Dados fisicos do sistema simulado.

Propriedade Valor Unidade Propriedade Valor Unidade
Polia 1 Tensionador
J1 0,07248 kg.m? J3 0,001165 kg.m?
1 0,0889 m r3 0,097108 m
Coordenadas | (0,5525;0,0556) m Coordenadas | (0,2508;0,0635) m
RPM 0 rpm 05, 0,1551 rad
Polia 2 k, 54,37 N.m/rad
Jo 0,000239 kg.m? Correia
ro 0,0452 m EA 170000 N
Coordenadas | (0,3477;0,05715) m m 0,1029 kg/m
massa 0,302 kg
Polia 4
Jy 0,000239 kg.m?
T4 0,02697 m
Coordenadas (0;0) m
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Figura 6.1: Representacdo geométrica do sistema simulado.

6.1 Estudo Estatico

Com base nas informacdes geométricas do sistema analisado, pode-se determinar as proprie-
dades geométricas, como angulos de abracamento, comprimentos dos tramos e angulos auxiliares,

para assim iniciar a avalia¢do estdtica do modelo.

Considerando os dados geométricos da Tabela 6.1, as demais propriedades geométricas, ava-

liadas conforme as relagdes apresentadas na Secado 2.2, sdo dadas na Tabela 6.2.
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Tabela 6.2: Propriedades Geométricas Calculadas.

Angulos de abracamento (graus) Comprimento dos tramos (m)
01 221,125 I 0,1548
P2 42,953 Iy 0,3449
04 181,828 l3 0,5518
Lrotar 1,5141

Angulos Auxiliares « (graus) Angulos Auxiliares v (graus)
o 44,2176 Uy 45,7824
Qo 178,7354 (s 91,2646

Pelas equacdes de equilibrio estatico do sistema, ou seja, para o caso em que a velocidade
de translacdo da correia € nula, este apresenta forca de tracdo de referéncia P. = 128, 59N. Con-
siderando a polia 1 como a polia motora e operando a 1000 rpm. Supdem-se que ndo haja torques
externos aplicados pelos acessorios e desprezando as variagdes de tracdo produzidas pelo atrito
entre correia e polia, a Figura 6.2 representa as curvas de Tra¢do produzidas pelo cdlculo de acordo
com as expressoes de deformacdo na correia e segundo a expressao de deflexdo do tensionador (Se-
cdo 3.4), tem-se que a tragdo de operacgdo total nos tramos serd P,; = 136, 55N, a tracdo centrifuga
vale P, = §8,92N e subtraindo a tracdo centrifuga da tragdo total de operacdo, pode-se determinar
a tracdo estatica atuante, que no caso é P,; = 127, 90N, conforme Equacdo (3.98), e a deflexdo

esperada para o tensionador € de aproximadamente 7, 76 x 10 *rad.
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Figura 6.2: Curvas de variagdo de tracao estdtica no sistema para 1000 rpm.

Como verificado pelos célculos, quando o sistema encontra-se em condi¢do de operagao,
passa a atuar uma forga de tragdo centrifuga na correia, aumentando a forca de tracdo total atuante.
Contudo, a componente da tracdo estatica devido a tracdo de referéncia € reduzida. Esse compor-
tamento € observado para diferentes velocidades de operacdo sendo que conforme a velocidade de
operacao aumenta, a tracao de operacao aumenta continuamente, mas a componente estatica desta

tracdo reduz-se,compensada pela deformacgdo na correia, como mostrado na Secdo 3.4.

Um sistema de transmissao ideal € aquele capaz de manter o tracionamento na correia cons-
tante, independentemente da velocidade de operacdo ou da variacdo da carga atuante. Beikmann
et al. (1997) e Mote Jr. (1965) estimam as forcas de tracdo atuantes em sistemas de transmissao
através de uma aproximacao linear baseada na tracao de referéncia do sistema e que leva em conta

um fator chamado de constante de suporte, conforme a Equacgao (6.1).
P, = P, + nmc? 6.1)
e substituindo a Equacdo (3.98), P,; = P;; + mc?, obtém-se

Pam Pt (= 1)m ©2)
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A constante de suporte, 7, consiste de um nimero entre zero e um, que relaciona a tracio
de operacdo com a tracdo de referéncia do sistema de acordo com a geometria e velocidade de
operacdo, fornecendo também informag¢des importantes sobre a eficicia da geometria e do projeto
em manter a correia adequadamente tracionada(BEIKMANN, 1992). Em um sistema onde n = 1, a
tracdo estdtica ndo varia conforme a velocidade de operacdo aumenta, ou seja, tem-se um sistema
ideal que permanece tracionado sempre. Ja se n = 0, verifica-se a situa¢ao equivalente as polias de
centro fixo, onde o aumento na velocidade € inversamente proporcional a redu¢do na tragdo, o que

pode acarretar deslizamento e, consequentemente, perda na capacidade de transmissdo de poténcia.

Em sistemas com polias de centro mével, com mecanismos de peso morto ou acionados por
mola, ou tensionadores, a constante de suporte vale 0 < 7 < 1, sendo que, quanto mais préximo de

1, melhor a capacidade de manter o sistema tracionado.

No sistema avaliado, a constante de suporte vale aproximadamente 1 = 0, 892, ou seja, € um

sistema com boa capacidade de tracionamento.

6.2 Analise Modal Teodrica

Com base nos dados fisicos do problema, serdo determinadas, a partir das equagdes apresen-
tadas na Secdo 3.3, as propriedades modais do sistema linearizado, como frequéncias naturais e
formas modais. A determinacao das frequéncias naturais € realizada conforme o método apresen-
tando na Secdo 5.2, onde as mesmas sdo definidas pelas raizes da Equacgao (5.37). Considerando o
sistema em condicdo de referéncia, ou seja, com velocidade de transporte zero, o comportamento

da equacdo caracteristica € apresentado na Figura 6.3, a seguir.
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Figura 6.3: Curva obtida pela equacdo caracteristica e raizes identificadas.

A Tabela 6.3 apresenta os valores das raizes da equagdo caracteristica, que correspondem
as frequéncias naturais da por¢do acoplada do sistema. Comparativamente tem-se os valores das
frequéncias naturais obtidas por Beikmann et al. (1996a) em seu trabalho, através dos procedimen-
tos numérico e experimental, e também os valores obtidos por Zhang e Zu (1999), determinados

numericamente, considerando o mesmo sistema fisico.

Tabela 6.3: Comparacido entre os valores de frequéncias naturais, em Hz, obtidos com os valores da

literatura.
Beikmann Beikmann | Zhang .
Modo ] ] . Presente Estudo | Tipo de modo
(Experimental) | (Tedrico) | (Tedrico)

1 33,00 32,03 32,03 32,03 1 Tramo 3
2 51,75 50,52 50,53 50,52 1 Tramo 2
3 62,50 62,22 62,18 62,18 1° Rotacional
4 - - 102,50 102,74 2° Tramo 2
5 - - 114,19 114,42 1° Tramo 1
6 - - 153,75 153,86 3¢ Tramo 2

A menor frequéncia natural apresentada € 32,03Hz e corresponde ao primeiro modo de vibrar
do Tramo 3, que tem sua equacdo desacoplada do restante do mecanismo, de forma que pode

ser obtida pela Equacio (5.40), wc}/l3. As demais frequéncias sdo dadas pelas raizes da equagdo
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caracteristica. Como pode-se observar pela Tabela 6.3, houve boa concordancia entre os valores
obtidos pelo método proposto para a identificacdo das frequéncias naturais e os procedimentos

numéricos e experimental propostos por outros autores.

Para cada frequéncia natural identificada foi também obtida a forma modal correspondente. A
Figura 6.4 apresenta a representacdo geométrica das formas modais obtidas para o sistema. Como
pode-se observar, no caso deste sistema, as formas modais definidas majoritariamente pelo mo-
vimento dos tramos tendem a ser desacopladas do restante do sistema, enquanto que, no caso de
modos rotacionais, como o que ocorre em 62,18Hz, estes tendem a apresentar acoplamento entre

as formas rotacionais e as formas transversais dos tramos.

O sistema de transmissdo por correia, quando se considera que opera em velocidade de ro-
tacdo nao nula, apresenta comportamento giroscépico, ou seja, podem ocorrer variacdes dos para-
metros modais do mesmo em decorréncia das velocidades imprimidas no sistema. Além do efeito
produzido pela forca de tracdo centrifuga, que passa a atuar nos tramos da correia, produzindo

variacOes em suas frequéncias naturais.

Juntamente a isto, € possivel prever a ocorréncia de alteragdes nas propriedades modais em
situagdes de alteracdo da forca de trac@o atuante na correia. Para sistemas com diferentes niveis de

tracionamento na correia, pode-se esperar diferentes frequéncias naturais.

A Figura 6.5 ilustra o comportamento do sistema em estudo para diferentes velocidades de
operacdo aplicadas na polia 1. Vale ressaltar que essas condi¢des sao validas para os casos quasi-
estaciondrios e ndo para transientes de velocidades. Neste primeiro caso é considerada a tragdo de
referéncia atuante na correia sendo 128,59N, contudo se for considerada uma forca de tracdo maior,
de 257,18N, ocorre uma altera¢ao nas curvas das frequéncias naturais, como pode ser observado na

Figura 6.6.
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Figura 6.4: Formas modais identificadas para o sistema.
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Figura 6.5: Variagdo das frequéncias naturais em fun¢do da velocidade de operagdo para tragao de
referéncia de 128,59N.

P=257.18 N

©
o

~
o

[2]
o

[4))
o

Frequéncias Naturais (Hz)
S
o

301 _
20F - A ..... + Modo Tramo 3
10 | = = = 1°Modo Tramo2
1° Modo Rotacional
: : : Rotagéao do Sistema
0 L 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

RPM

Figura 6.6: Variagado das frequéncias naturais em fun¢do da velocidade de operacdo para tracdo de
referéncia de 257,18N.

Como pode-se verificar pelas Figuras 6.5 e 6.6, as frequéncias naturais para cada modo do
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sistema tendem a diminuir conforme a velocidade de operacdo do mesmo aumenta, em decorréncia
do efeito produzido pela matriz giroscOpica. Ao passo que a varia¢ao da for¢a de tragdo de referén-
cia aplicada no sistema em sua montagem produz efeito inverso. Quanto maior a for¢a de tragao

inicial no sistema, maiores suas frequéncias naturais.

Observa-se que conforme aumenta-se a tragdo na correia, a taxa de variagdo das frequéncias
naturais com a velocidade de operacdo tende a diminuir, além de que as frequéncias apresentam

valores maiores em comparacdo com as verificadas no estado de referéncia.

Quando se considera que os subsistemas atuam desacopladamente, ou seja, quando se con-
sidera que a vibragdo transversal dos tramos € totalmente desacoplada da vibracdo rotacional do
sistema e esta apresenta modos proprios, independentes daqueles apresentados pelos tramos, pode-
se realizar uma nova andlise. Para determinar as frequéncias naturais dadas exclusivamente pelos

tramos, pode-se utilizar a expressao

/ 7
Wir = — € =—" (6.3)
onde 7 expressa o nimero do tramo, r o nimero do modo e ¢; = \/ P,;/m.

As frequéncias da por¢cdo puramente rotacional sdo determinadas conforme o procedimento
da Secdo 4.2.

A Tabela 6.4 apresenta a comparagdo entre as frequéncias naturais do sistema quando suas
equagdes sdo avaliadas acopladamente e as frequéncias naturais obtidas para o sistema com as con-
tribui¢des desacopladas. Para a avaliacdo, foram consideradas as mesmas propriedades utilizadas

anteriormente, conforme Tabela 6.3, e considerando velocidade de operagdo nula.
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Tabela 6.4: Comparacdo entre frequéncias naturais obtidas pelos sistemas acoplado e desacoplado.

Frequéncias Naturais, em Hz. .
Modo — Tipo de Modo
Acoplado | Desacoplado | Desvio

1 32,03 32,03 0,00 1° Tramo 3
2 50,52 51,25 0,73 1° Tramo 2
3 62,18 61,56 -0,62 | 1° Rotacional
4 102,74 102,49 -0,25 2° Tramo 2
5 114,42 114,18 -0,24 1° Tramo 1
6 153,86 153,74 -0,12 3° Tramo 2

6.3 Receptancia do Sistema

Como foi apresentado na Secao 5.4, € de interesse a determinacdo da curva de receptincia
do sistema de transmissdo por correia, pois assim € possivel verificar a contribuicdo modal de
cada modo de vibrar deste, seja um modo predominantemente transversal dos tramos ou um modo

predominantemente rotacional.

O sistema é o mesmo estudado até entdo, mas sdo considerados nove modos de vibrar do
sistema, sendo 2 correspondentes ao tramo 3, que € desacoplado e os demais 7 modos descrevem o

comportamento da por¢c@o acoplada do subsistema com o tensionador.

Em um primeiro caso de estudo, a excitacdo € aplicada através da polia 1 e a resposta €
obtida para a polia 4, que fornece a curva de indice ay7(w). Sdo considerados também que todos os
modos apresentam fatores de amortecimento modal 0,0005, para efeito de simulagdo. A Figura 6.7

apresenta a curva em discussao.
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Figura 6.7: Receptancia do sistema - excita¢do na polia 1 e resposta na polia 4.

Nas condicoes de excitagdo e observagdo estabelecidas, as frequéncias naturais que apre-
sentam maiores respostas sdo 50,53Hz, 62,19Hz e 218,5Hz, sendo a primeira frequéncia corres-
pondente a um modo de vibrar predominantemente transversal do tramo 2 e as outras frequéncias

correspondem a modos de vibrar predominantemente rotacionais.

Como segundo caso, considera-se que a excitacdo € realizada pela polia 1 e as observacoes
sdo feitas no tramo 2 em duas posi¢Oes distintas, uma em xyo = %2 e outra em Ty = %2 (sendo

[l o comprimento total do segundo tramo). Os fatores de amortecimento usados no cdlculo siao os

mesmos.

A Figura 6.8 apresenta as curvas de receptancia para as condi¢cdes mencionadas. Neste caso,
a curva de receptancia para a posicao rys = %2 apresenta apenas 6 picos em frequéncias naturais. A
resposta correspondente a frequéncia 102,7Hz, que € devido ao segundo modo de vibrar do tramo
2, tem amplitude consideravelmente inferior as amplitudes apresentadas nas demais frequéncias.
Isso se deve ao fato de o ponto de medi¢ao considerado ser exatamente um ponto nodal do tramo,
assim, alguns modos (multiplos pares da frequéncia fundamental do primeiro modo do tramo 2)

nao podem ser observados, como ocorre também com a frequéncia de 205Hz, que sequer aparece.

Ja para a resposta obtida na posi¢io zx = %2, todas as formas modais se manifestam, pois a

resposta ndo € medida em pontos nodais.

104



Receptancia m42(m) sendo x2=0.1 7245 Receptancia oc42(u)) sendo ><2=0.068979

|
U

I
i

20Iogm|(x,.
20Iogm|a

_240 . . . . _220 . . . .
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

I i

50 100 150 200 250
Frequéncia [Hz]

Fase [rad]
o

Fase [rad]
o

]
a1

50 100 150 200 250
Frequéncia [Hz]

]
o
o

o

Figura 6.8: Receptancia do sistema - excitacdo na polia e resposta no tramo 2 em diferentes pontos.

A influéncia de modos predominantemente rotacionais ou transversais € equilibrada, quando
analisados os tramos. Suas respostas nas regides de ressonincia apresentam bom equilibrio in-
dependentemente do tipo de modo predominante excitado em cada regido. Contudo, quando sio
observadas as respostas nos elementos rotacionais (polias e tensionador), as frequéncias naturais
que apresentam maiores amplitudes sdo as que representam modos predominantemente rotacionais

e o primeiro modo transversal, independentemente de quais os graus de liberdade considerados.

O estudo das participacdes modais € de grande importancia para a avaliacdo do sistema
quando submetido a excitacdes de baixa amplitude. Contudo, para casos de alta amplitude de ex-

citacdo, fendmenos ndo lineares podem se manifestar, alterando a contribuicao de cada modo de

vibrar e suas condi¢des de acoplamento.

6.4 Resposta Temporal

Um fator importante para o estudo do comportamento dindmico do sistema de transmissao
por correia € sua resposta temporal. Através desta € possivel verificar efeitos lineares do sistema,
como acoplamento entre os graus de liberdade, periodicidade das respostas, efeitos produzidos
por diferentes tipos de excitacdo do sistema e identificacdo de regides de ressonancia. Também é

possivel verificar efeitos produzidos por ndo linearidades. Estes efeitos tipicamente ndo podem ser
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identificados através da Andlise Modal, uma vez que esta técnica considera o sistema linearizado,
entdo através das respostas temporais, espera-se determinar o comportamento ndo linear o sistema,
o grau de interferéncia destes fendmenos no comportamento do mesmo e quais condi¢des poderiam

gerar fendmenos ndo lineares e causar instabilidades.

As respostas temporais do sistema sdo obtidas por integracao numérica do sistema de equa-
¢oes diferenciais derivadas pela expansiao em cinco modos apresentada na Secao 5.5. A integracao
numérica € realizada utilizando a rotina de integracdo ’ode45’, disponivel no software Matlab®,
que realiza a integracdo no dominio temporal pelo Método de Runge-Kutta explicito de ordem 4/5.
Como respostas t€m-se o comportamento temporal das por¢des real e imagindria das coordenadas

generalizadas modais, &; e 7;, para cada modo de vibrar do sistema.

6.4.1 Resposta Livre do Sistema

Em uma primeira etapa considera-se o sistema sob resposta livre, ou seja, excitagdes externas
ndo sdo aplicadas e as respostas s@o obtidas pela imposicdo de condi¢des iniciais as coordenadas

generalizadas.

Para simulagdo considera-se que os fatores de amortecimento modais sdo ¢; = 0,001, (; =
0,002, (3 = 0,001, {4 = 0,002 e (5 = 0,002. Em um primeiro teste, aplica-se a condi¢do inicial
&3 = 0,1 enquanto as demais condi¢des iniciais sdo nulas. Se fosse considerado o sistema linear,
haveria apenas a resposta da coordenada &3, contudo, o sistema considerado é acoplado, e verifica-
se, conforme Figura 6.9 que o movimento de deslocamento transversal do tramo 3 proporcionado
pela condicao inicial dada em &3 € acoplado com as demais coordenadas generalizadas, excitando-

as através da troca de energia entre os modos.

Como pode-se observar a coordenada com maior resposta € &3, que foi excitada, contudo,
verifica-se que a coordenada &, também apresenta resposta elevada. Isso se deve ao fato de a razao
entre as frequéncias naturais correspondentes a cada forma modal ser préxima de um valor inteiro,
no caso, aproximadamente 2. Com isso o fendmeno de ressondncia interna pode ser atingido, o que
faz com que ocorra maior troca de energia entre os modos devido ao acoplamento modal produzido

pelas nao linearidades gerando, assim, o efeito de batimento na coordenada &,.
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A resposta da coordenadas &; permanece nula, uma vez que esta ndo pode ser excitada se ndao

ha condi¢des iniciais previamente aplicadas.
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Figura 6.9: Resposta temporal a condi¢@o inicial na coordenada &s.

0.4

0.5

Pode-se verificar pelas equagdes de movimento descritas pelas coordenadas generalizadas

que, apesar de haver o acoplamento entre os modos de vibrar do sistema, este acoplamento € devido

aos termos de excitagdo nao lineares e em muitos casos s6 ocorre se houver alguma condi¢ao inicial

previamente estabelecida em algum modo para que este seja excitado por outro.

Considerando o caso onde ¢ aplicada uma condicdo inicial £&; = 0, 1, enquanto as demais

coordenadas tém valor nulo, e considerando ainda que os fatores de amortecimento sdo dez vezes

maiores e as propriedades fisicas sdo as mesmas, tem-se as respostas do sistema apresentadas na

Figura 6.10. Como se pode observar, ocorre o acoplamento entre os modos 1, 2 e 4, sendo que a

vibragdo no primeiro modo ainda é predominante, enquanto que os modos 3 e 5 ndo sdo, sequer,

excitados por esta condi¢do inicial.

107



_4

—_—

|

o

Q

)
T

Coordenada Generalizada
o

Coordenada Generalizada
o

I
o
o
=

| | |
O
o o o
® & O

|

o

=

>
T

-0.08

|

o

=}

o
T

ts] Tt
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6.4.2 Resposta Forcada

Caso nao ressonante e com baixa amplitude

A resposta for¢ada do sistema € obtida quando considera-se que existem momentos varidveis
aplicados externamente nas polias dos acessorios ou no braco do tensionador. Em um primeiro caso,
considera-se que ha uma flutuacdo de torque harmonica sendo aplicada a polia 4, com amplitude de
0,1Nm e frequéncia de 20Hz. Esse valor de torque é considerado razoavelmente pequeno de forma
que ndo ocorrem efeitos introduzidos por ndo linearidades e também ndo ocorrem ressonancias
no sistema. Para que os modos 3 e 5 também sejam excitados, considera-se as condicdes iniciais
& = 0,01 e & = 0,005, Os fatores de amortecimento sao (; = 0,01, (o = 0,02, (3 = 0,01,
C4 = 0,026(5 = 0,02

Na Figura 6.11 s@o apresentadas as respostas das coordenadas generalizadas &; e & do sis-
tema linearizado. Como pode-se observar o modo 1 apresenta maiores amplitudes por apresentar
maior energia e ter frequéncia mais proxima a da excitagdo e consequentemente, maior participagao

modal. Os modos de vibrar 3 e 5 ndo sdo excitados no caso linearizado.

J4 no caso ndo linear tem-se o comportamento apresentado na Figura 6.12. Neste caso,
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verifica-se que existem respostas de todos os modos de vibrar do sistema, uma vez que ha o aco-
plamento pelas condi¢des iniciais aplicadas em &3 e &5. Verifica-se que as respostas dos modos 1 e
2 no caso ndo linear sdo similares as respostas obtidas para o sistema linearizados, o que indica que

ndo ocorre acoplamento entre os modos, nem sao excitadas as nao linearidades do sistema.

Resposta Linear
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Figura 6.12: Resposta ndo linear do sistema sob excitacdo de baixa amplitude a 20Hz.

Ainda sob excita¢do de 20Hz a resposta fisica do sistema € apresentada na Figura 6.13 para
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os tramos, onde é mostrado o nivel de deslocamento em fun¢do do tempo e da coordenada espacial

de cada tramo. J4 a Figura 6.14 apresenta as respostas temporais das coordenadas fisicas das polias

e brago do tensionador.

w,(x,t) [m]

x10™

t[s]

Figura 6.13:

Tramo 1 Tramo 2

5

x 10

w,(x,t) [m]
o

i tel %5 I}

Tramo 3

Wa(x,t) [m]
o

t[s] 0o

X, Im]

Representacdo do movimento dos tramos em suas coordenadas fisicas.

110



Vibragao Angular [rad]
o
Deflexao do brago [m]

3t

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
t[s] tls]

Figura 6.14: Resposta temporal dos elementos discretos a excitagdo de 20Hz.

Como pode-se verificar as respostas totais sao compostas majoritariamente pelas contribui-
coes dos modos de vibrar 1 e 2, apresentando um periodo transiente ao inicio € comportamento
estaciondrio apos 0,2s. Na Figura 6.13 observa-se que os tramos 2 e 3 chegam a apresentar formas
de vibrar similares as formas modais obtidas na Andlise Modal, contudo o tramo 1 ndo chega a
presentar nenhuma forma modal. Isto se deve ao fato de os modos considerados na expansao modal

nao contemplarem nenhuma forma modal do primeiro tramo, cuja primeira frequéncia natural é
114,42Hz.

Caso nao ressonante e com amplitude elevada

Para que sejam verificadas condi¢des de vibrag@o sob efeito das nao linearidades introduzi-
das no sistema por grandes deformacdes dos tramos, pode-se aumentar a amplitude da flutuacao de
torque aplicada na polia 4. Considerando o torque com amplitude de 5Nm e ainda frequéncia de
excitacdo de 20Hz, tem-se as respostas apresentadas na Figura 6.15. Nesta nova resposta, verifica-
se, em contraste com a teoria linear, que ocorrem novas componentes em frequéncia na resposta
para uma mesma frequéncia de excitacio do sistema. Inicialmente o segundo modo é majoritaria-
mente excitado, por se tratar de um modo predominantemente rotacional. Apds alguns instantes, a
resposta do terceiro modo também é amplificada, devido a troca de energia entre este e o segundo

modo, caracterizando novamente o fendmeno de ressonancia interna, que também leva a amplifica-
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¢do da resposta do quinto modo de vibrar em contraste com o observado no caso de excitacdo em

baixa amplitude, pela Figura 6.12.
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Figura 6.15: Resposta forcada do sistema com excitacdo de ndo linearidades.

As forgas de tracdo atuantes nos tramos das correias também sofrem acréscimos produzidos
pelo movimento vibratdrio e as deformacgdes decorrentes do mesmo. A Figura 6.16 apresenta a
flutuacdo do nivel de tragdao dindmica P,; para cada tramo em decorréncia das parcelas linear e nao

linear de vibragao.
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Figura 6.16: Variacdo na tragdo dindmica dos tramos.

Nos casos avaliados a tracdo estética atuante na correia € de 128,59N e o efeito de flutuacio
na tracdo atingido dinamicamente em decorréncia das flutuagdes de torque aplicadas em uma das

polias chega a ser superior a 180N em alguns instantes.

Niveis elevados de variacdo na tragdo atuante podem comprometer o funcionamento do sis-
tema, uma vez que este, por ndo estar adequadamente tracionado, pode perder sua capacidade de
transmissao de poténcia, além de que niveis elevados de variacdo podem acelerar o processo de

desgaste do elemento flexivel e até levar a fratura por fadiga

Caso ressonante e com baixa amplitude

O sistema de transmissao pode ser excitado a condi¢do de ressonancia, através da aplicagcao
de uma flutuagdo de torque em uma das polias com frequéncia similar a uma das frequéncias na-
turais do sistema. Para simular esta condicao, considera-se condi¢des de amortecimento similares

as utilizadas nos casos anteriores. O sistema € excitado por um torque na polia 1 a frequéncia de
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62,18Hz, coincidente com a segunda frequéncia natural (primeiro modo rotacional), com amplitude
de INm. E para que os modos 3 e 5 também sejam excitados, considera-se as condi¢des iniciais
&3 = 0,01 e & = 0,005 enquanto as demais coordenadas generalizadas tém seus valores iniciais

nulos.

A Figura 6.17 apresenta as respostas temporais apresentadas pelas coordenadas generalizadas
sob as circunstancias de excitacdes mencionadas. Como pode-se observar, a coordenada correspon-
dente ao segundo modo apresenta o comportamento tipico da ressonancia amortecida, concordando

com a teoria de vibragdes lineares.
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Figura 6.17: Sistema excitado na segunda frequéncia natural com amplitude de INm na polia 1.

Ressonancia excitada em amplitude elevada

Similarmente ao verificado no caso anterior, se o sistema € excitado na segunda frequéncia
natural (62.18Hz) na polia 1, porém com maior amplitude, de SNm, observa-se a ocorréncia de
troca de energia entre os modos, e a coordenada generalizada 3, que a principio ndo era excitada,
tem sua resposta amplificada pela troca de energia com a coordenada &,, que por sua vez ja nao
apresenta o comportamento caracteristico de ressonancia, apesar de apresentar amplitudes elevadas
de vibragdo. A Figura 6.18 apresenta o comportamento temporal das coordenadas generalizadas do

sistema.
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Figura 6.18: Sistema excitado na segunda frequéncia natural com amplitude de SNm na polia 1.

Como ultimo teste para avaliar o sistema em condi¢do de ressonancia, considera-se ainda
excitacdo em 62,18Hz, mas com amplitude de 40Nm, com isso a resposta observada é apresentada
na Figura 6.19. Como pode-se observar, efeitos devido as nao linearidades sdo intensificados, com
a resposta perdendo a caracteristica da resposta em ressondncia e acentuando a caracteristica de

troca de energia entre os modos 2, 3 e 5.

Coordenada Generalizada
Coordenada Generalizada

t[s]

Figura 6.19: Sistema excitado na segunda frequéncia natural com amplitude de 40Nm na polia 1.

E interessante verificar que com amplitudes maiores, a influéncia das nio linearidades sobre
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a forca de tracdo dinamica tende a aumentar consideravelmente, como pode-se observar na Figura

6.20, elevando, de forma geral, a amplitude de flutuacao de tragdo.
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Figura 6.20: Porg¢des linear e ndo linear da tracdo dindmica atuante no tramo 2 com sistema excitado
a 62,18Hz em 40Nm de amplitude.

6.5 Estudo do Sistema Rotacional

Um sistema mais simples, mas ainda bastante adequado para a descricdo do movimento de
sistemas de transmissdo em geral € o sistema puramente rotacional, como descrito no Capitulo 4.
Este caso ¢ valido para montagens onde a inércia da correia € muito pequena em comparagao com

as inércias rotacionais das polias e tensionador.

6.5.1 Analise Modal e Resposta Temporal

Ao avaliar o comportamento vibratorio deste sistema, observa-se a ocorréncia de um modo
de corpo rigido, cuja resposta se sobrepde a resposta vibratéria dos demais modos. Devido
a isto, as respostas sdo determinadas a partir da sobreposi¢do modal dos modos vibracionais,

desconsiderando-se o modo de corpo rigido encontrado.
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Na Figura 6.21 sdo apresentados os modos de vibrar do corpo ji desprezando o modo de corpo
rigido e considerando as mesmas condi¢cdes de simulagdo especificadas para o caso do sistema
completo, ou seja, mesma geometria, forca de tracdo inicial e velocidade de operacdo nula. A
primeira frequéncia ndo nula é 61,56Hz e representa um modo onde o movimento do tensionador é
predominante, enquanto que para a frequéncia de 218,60Hz, é predominante 0 movimento da polia

4 e para o modo a 561,98Hz, é predominante o0 movimento da polia 2.

Modo 61.5655 Hz Modo 218.6062 Hz

Modo 561.9881 Hz

-0.05F

-0.1r

-0.15

Figura 6.21: Formas modais apresentadas pelo sistema puramente rotacional.

Para verificar a diferenca entre os comportamentos do sistema puramente rotacional e do
sistema completo ndo linear, considera-se a resposta deste quando colocado sob uma excitacdo de
flutuacdo de torque com amplitude de 40Nm em 30Hz e utiliza-se a mesma condi¢do para excitar o
sistema completo, mas utilizando apenas os modos rotacionais do sistema para realizar a expansao
modal. Considera-se ainda fatores de amortecimento modais de 0,02 para os trés modos de vibrar

utilizados.

A Figura 6.22 apresenta a resposta do sistema completo ndo linear sob as condi¢des de exci-

tacdo ja descritas. A resposta observada para a polia 4 apresenta niveis de vibragdo mais elevados,
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uma vez que é o elemento que apresenta menor inércia no sistema e das formas modais utilizadas
na expansdo, o segundo modo rotacional é predominantemente governado pelo movimento desta

polia.

Os niveis de flutuacdo de tracdo na correia, contudo, permanecem baixos, chegando a 28N

para o terceiro tramo, 9N para o segundo tramo e 5N para o primeiro tramo.

x107*

Vibragdo Angular [rad]
Deflex&o do brago [m]
I

2+ 1

3t |

sl Tt

Figura 6.22: Resposta Temporal do sistema completo a excitacdo de 40Nm em 30Hz.

J4 a Figura 6.23 apresenta a resposta do sistema puramente rotacional quando excitado sob
as condi¢Oes descritas. Observa-se que a resposta das polias 1 e 4 sdo levemente menores em
amplitude que as respostas apresentadas pelo modelo do sistema completo. A polia 2 apresenta
nivel de vibragdo quase dez vezes maior que a resposta verificada no modelo completo e a deflexdo

do tensionador também é levemente maior.

Uma hipétese para o aumento na amplitude de vibragdo verificado para a polia 2 é que no
modelo completo, a vibracdo transversal dos tramos adjacentes a esta polia compensava esse ni-
vel de vibracdo torcional, enquanto que no modelo rotacional nao ocorre este acoplamento, uma
vez que os tramos atuam como simples elementos eldsticos na dire¢do longitudinal (tangencial as

polias).
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Figura 6.23: Resposta Temporal do sistema puramente rotacional a excitacao de 40Nm em 30Hz.

6.5.2 Efeito do Atrito Seco no Tensionador

O efeito de atrito seco que ndo é considerado no modelo do sistema completo, mas tratado
apenas como um efeito presente no fator de amortecimento modal, nesta se¢do € simulado com
dois modelos para a forca responsdvel por introduzir o atrito no sistema. No primeiro modelo,
considera-se o modelo mais simples do atrito de Coulomb, onde o sentido da for¢a é dada por uma

fungdo signum.

O modelo de resposta considera uma superposi¢cdo modal com trés modos, sendo que o modo
de corpo rigido presente no sistema original € desconsiderado na superposi¢do. O sistema € exci-
tado por uma flutuacao de torque com amplitude de 40Nm em 30Hz e a forca de atrito que ocorre
no sistema apresenta amplitude de F,; = 1N. A Figura 6.25 apresenta a resposta fisica do tensio-
nador as condi¢des aplicadas. Neste caso, como a forca de atrito presente no sistema era reduzida,
a resposta foi reduzida em amplitude similar ao efeito de um amortecimento viscoso proporcio-
nal, em contraste com a resposta na Figura 6.24 onde ndo ha qualquer tipo de amortecimento ou
atrito. O tempo de integracdo para o intervalo de tempo considerado foi de 0,37s, apresentando boa

estabilidade numérica.
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Figura 6.24: Resposta do tensionador a excitacdo de 40Nm em 30Hz na polia 1 sem efeito de atrito.
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Figura 6.25: Resposta do tensionador a excitacdo de 40Nm em 30Hz na polia 1 sob efeito de atrito

com baixa amplitude.

Em um préximo caso, é considerada a mesma forca de excitagdo através da polia 1, mas a
forca de atrito tem amplitude de 10N. Neste caso, o tempo de integracdo aumenta e ocorre perda
na estabilidade numérica da resposta em velocidade do tensionador. Para minimizar esses efeitos
¢ utilizado o integrador numérico *ode23’ que baseia-se no método explicito de Runge-Kutta de

ordens 2/3 e € mais adequado para problemas com maior margem de erro e rigidez numérica.

A Figura 6.26 apresenta as respostas em deslocamento e velocidade para esta condi¢do de
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simulacdo. De forma geral, observa-se a reducao na amplitude da resposta imposta pela nova condi-
cdo de amortecimento e também a ocorréncia de patamares ou "achatamentos"nos picos da resposta

em deslocamento.

Este tipo de fendmeno € caracterizado como stick-slip, ou seja, em algumas fases do mo-
vimento a forca de atrito € muito superior a forca exercida pela excitagdo, o que faz com que o
tensionador trave e volte a mover-se novamente na direcdo contrdria somente quando a excitacao
supera a amplitude do atrito. A curva de velocidade confirma o fendmeno pelos patamares de velo-

cidade nula encontrados.
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Figura 6.26: Respostas do tensionador a excitacdo de 40Nm em 30Hz na polia 1 sob efeito de forca
de atrito de 10N.

De forma similar, pode ser aplicado o modelo continuo proposto por Kang et al. (2009) para
descrever o efeito de atrito no braco do tensionador. A Figura 6.27 apresenta a resposta obtida para
excitacao aplicada pela polia 1 com amplitude de 40N a 30Hz e forca de atrito com amplitude de
10N. Neste caso € possivel integrar as equagdes diferenciais com a rotina *ode45’, melhorando a
precisdo numérica e sem grande esforco computacional, pois as descontinuidades sdo atenuadas

pelo comportamento exponencial presente na forga de atrito, segundo o novo modelo.
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Figura 6.27: Respostas do tensionador a excitagdo de 40Nm em 30Hz na polia 1 sob efeito de forca

de atrito de 10N sem efeito de descontinuidade.

Como se pode observar, a resposta resultante apresenta maior amplitude, pois ndo ocorrem
descontinuidades e a precisdo numérica obtida na integracdo € maior. Novamente o fenomeno do
stick-slip é observado pelas regides de velocidade nula de vibracio do tensionador. E interessante
ressaltar que este tipo de comportamento, quando analisado no dominio da frequéncia corresponde
a uma nova composi¢do de harmonicos modulada pela frequéncia de excitacdo, como pode-se

observar pela Figura 6.28.

FFT - Deflexdo do Tensionador

10 T T T T T

Amplitude [m]

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Frequéncia [Hz]

Figura 6.28: Composi¢do em frequéncia da resposta do tensionador quando ocorre o fendmeno de
Stick-Slip.
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7 ESTUDO EXPERIMENTAL

Bem como o estudo tedrico do sistema através do modelo matematico, é de grande impor-
tancia a averiguagdo do comportamento do sistema de transmissdo por correia em uma aplicagao
real. Com isso € possivel verificar o comportamento do sistema e o quanto o modelo matematico
¢ adequado para a descricdo deste e se ocorrem fendmenos que ndo sao descritos no modelo, mas
sdo pertinentes a sua dindmica.

Para conduzir uma avaliagao experimental, foi construida uma bancada experimental, consti-
tuida de um front-end de motor automotivo muito similar ao estudado no modelo tedrico, montado
sobre uma bancada inercial para testes. O front-end possui uma polia correspondente a acionada
pelo virabrequim, uma polia que aciona o alternador e um tensionador automdtico com mola torci-

onal para tracionamento da correia, conforme mostrado na Figura 7.1.

Figura 7.1: Montagem utilizada para a avaliagdao experimental.

A correia utilizada na montagem € de um elastdmero, conhecido como EPDM, do tipo poly-
V com perfil 8PK e 1325mm de comprimento e o tensionador € da marca Dayco, com rigidez
torcional de 53,4Nm/rad. Nominalmente, o tensionador aplica uma tracdo estdtica de 448N na
correia por uma deflexdo inicial de 30°, mas, como ha efeito de atrito seco no mesmo para aumentar
o amortecimento do sistema, a tragdo estatica real tende a ser inferior a nominal, quando o sistema
ndo estd operando.

O acionamento do sistema € realizado por um motor elétrico de 3hp ligado a polia do virabre-
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quim por um eixo de aco robusto suportado por dois mancais de rolamento de cilindros autocom-
pensadores, para assegurar melhor alinhamento do eixo e suporte da carga aplicada pela correia

tracionada sobre a polia.

7.1 Analise Modal Experimental

Como primeiro passo no estudo do sistema de transmissdo, € realizada uma Andlise Modal
Experimental (AME) para que os pardmetros modais do sistema linear sejam determinados. No
procedimento de AME, o sistema em estudo € excitado por uma forca ou torque conhecido em um
ou vdérios de seus graus de liberdade e sua resposta a esta excitacdo em todos os seus graus de liber-
dade, ou a0 menos nos necessdrios para que as formas modais de interesse sejam observaveis, sao
medidas. Com isso € possivel determinar a Fun¢ao de Resposta em Frequéncia (FRF) do sistema e,

consequentemente, seu comportamento linear para casos de excitagdo em baixa amplitude.

Para realizar a AME, o sistema estudado foi excitado na polia 1 (virabrequim) por um Shaker
eletromagnético utilizando ruido aleatério com largura de banda de OHz a 2000Hz. A escolha da
excitacdo aleatéria mostrou-se mais adequada, uma vez que o procedimento para processar as res-
postas geradas por este tipo de excitacdo produz uma linearizacdo na estimacao das FRFs (Ewins,

2000), eliminando ndo linearidades fracas que possam ocorrer.

As medi¢Oes das respostas nas polias foram feitas utilizando acelerdmetros fixados tangen-
cialmente as polias com cera, enquanto que as respostas nos tramos foram medidas com sensor de
proximidade. Como os sensores de proximidade s eram capazes de medir deslocamento de materi-
ais metdlicos, foram coladas tiras de papel aluminio sobre a correia, e os sensores foram calibrados

para esta condicao.

O esquema de montagem utilizado € apresentado na Figura 7.2. Como pode-se observar,
o Shaker utilizado apresenta inércia elevada e foi suspenso por uma estrutura independente. Foi
fixado por um stinger de forma a excitar tangencialmente o sistema através da polia 1. Para deter-
minar a forca de excitagdo aplicada, foi instalada uma célula de carga entre o stinger € o ponto de

fixacao na polia.

Os sinais medidos eram amplificados e filtrados em alta frequéncia por condicionadores de
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Figura 7.2: Montagem utilizada para realizagdo da AME.

sinal e entdo gravados através de uma placa de aquisi¢ao ligada a um computador. Os equipamentos

utilizados sdo listados na Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Dados da instrumentacao.

Equipamento Modelo Marca Sensibilidade
Célula de Carga Type 8200 Bruel & Kjaer 3,8pC/N
Acelerdmetro Monoaxial Deltatron Bruel & Kjaer 99,.8mV/g
Acelerometro Monoaxial Deltatron Bruel & Kjaer 100,4mV/g
Sensor de proximidade - - 5635,5mV/mm
Shaker Type 4808 Bruel & Kjaer
Condicionadores de Sinal Nexus Bruel & Kjaer
Gerador de sinal aleatério 1361 General Radio Co.
Amplificador de poténcia Type 2706 Bruel & Kjaer
Placa de Aquisicao NI-USB 6251 | National Instruments

Para determinar a FRF de cada sinal foi utilizado o estimador H;, com base na razio entre as

densidades espectrais cruzadas dos sinais de excitac@o e resposta.

_ S

Hiw) = Sty

(7.1)

As FRFs dadas em deslocamento, obtidas para cada grau de liberdade sdo apresentadas na Figura
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7.3. O intervalo em frequéncia de andlise € limitado em 250Hz, pois apds este valor a FRF perde

coeréncia e as frequéncias que excitam o sistema em uma aplicacao real encontram-se abaixo de
200Hz.

Tramo 1
Tramo 2

Polia 1
Polia 2
Tensionador
Polia 4

Tramo 3

Amplitude [m/N]
Amplitude [m/N]
=

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

Figura 7.3: FuncOes de Resposta em Frequéncia estimadas para o sistema.

Para fazer a estimacdo dos parametros modais foi utilizado o Método da Exponencial Com-
plexa com Minimos Quadrados (LSCE). Esta consiste de uma técnica do tipo SIMO (Single Input
Multiple Output), que considera os polos do sistema como parametros globais, sendo 0s mesmos
para todas as FRFs, enquanto o residuo e a participagdo modal de cada forma de vibrar sdo esti-
mados para cada grau de liberdade em fun¢do dos polos obtidos previamente. O ajuste de curva é
realizado no dominio temporal, através da Funcdo de Resposta ao Impulso, obtida pela transfor-

mada inversa de Fourier das FRFs.

A Figura 7.4 apresenta o diagrama de estabilizacdo obtido pela aplicacdo do método LSCE
para diferentes ordens de modelo e ao fundo um indicador de ordem de modelo, conhecido como
CMIF (Complex Mode Indicator Function), definido conforme Allemang e Brown (2006). Valores
estaveis em frequéncia apresentam desvio menor que 0,05Hz e valores estdveis em amortecimento

tem desvio no fator de amortecimento inferior a 0,05%.

Na ordem 37, € verificada boa estabilizacdo dos parametros. Podemos entao listar as frequén-

cias naturais e fatores de amortecimento para esta ordem.

Como pode ser observado pela Tabela 7.2, algumas das frequéncias naturais estimadas apre-
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Figura 7.4: Diagrama de Estabilizacio para o sistema utilizando método LSCE.

sentam fatores de amortecimento bastante elevados, como € o caso das frequéncias em 27,86Hz,
55,95Hz, 82,91Hz e 109,58Hz, o que pode ser um primeiro indicio de modo computacional. Algu-

mas nao apresentam estabilizagdo adequada, como € o caso de 138,56Hz.

Uma forma para identificar as coeréncias entre as formas modais e se estas realmente sdo
ortogonais entre si, condi¢do primordial para a andlise modal, € através do indice MAC, ou Modal
Assurance Criterion. Este critério mede o desvio na correlacdo entre as amplitudes de cada grau
de liberdade no sentido de minimos quadrados (Ewins, 2000), valendo 1 quando ocorre menor

correlacdo, ou seja os modos sdo ortogonais, € 0 quando os modos sdo linearmente dependentes.

2

S (0x), (0);
(0 (0x); (0x);) (T (00), (6

MAC(A, X) = (7.2)

As formas modais devem ser definidas anteriormente para que o indice MAC possa ser apli-
cado. As medigdes realizadas consideravam apenas um ponto ao longo de todo o comprimento dos
tramos da correia. E necessdrio ajustar a amplitude do ponto medido para que represente a forma

de vibrar total da correia. Para isto, podemos utilizar as formas modais, conforme definidas na

U1, = Q1 SIN (wrlx) {cos [—wr(x ,_ ll)} + 7 sin [—wr(x ,_ ll)] } (7.3)
C1 Ca Ca
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Tabela 7.2: Frequéncias naturais e fatores de amortecimento para modelo de ordem 37.
’ Modo \ Frequéncia Natural [Hz] \ Fator de Amortecimento [%] ‘

1 27,86 29,10
2 55,95 1,11
3 58,21 0,66
4 71,83 0,20
5 82,91 1,13
6 101,15 0,37
7 109,58 4,53
8 113,48 0,70
9 121,56 0,30
10 138,56 0,67
11 143,95 0,23

r l - r .. T
Voy = Qo SIN [M] {cos (w,x) + 7 sin (w_/x) } (7.4)
Ca b =
V3r = A3, SIN <w7«,x) |:COS (wr/:c> + 7 sin (g)] (7.5)
cs c, c

Considerando apenas a parte real destas fungdes e que as medi¢des foram realizadas com o

sistema parado, tem-se que c,, ¢;, ¢, — oo e as fungdes trigonométricas que contém estes termos
se tornam 1. As amplitudes obtidas para cada tramo, correspondem as amplitudes nas posi¢oes zx;

ao longo do tramo. Portanto, para definir a amplitude da forma modal pode ser considerado

-1
@y = Ay, {Sm (”"f’“)} (7.6)

€1

-1
Ty = Ao, [sin (“’(lz—fxm)ﬂ (7.7)

Co

—1
s = As, {sm (“?’“3)} (7.8)

C3

onde A;. é a amplitude modal obtida na extracdo de parametros. Para as medi¢des realizadas,

k1 = 0,0691m, o = 0,2195m e x3 = 0,06m. O vetor para um modo r de vibrar pode ser
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EXpresso como

¢r = Qyy (79)

Esse modo de vibrar apresenta termos com dependéncia espacial e ndo pode ser usado dire-

tamente no indice MAC. Para contornar este problema, langa-se mao do produto interno, que sera

dado por
hL I I3
(Pr,bs) = / U1, U AT + / Vo Ug dx + / U3y U3, +
—1—0647@28 + @5, 0+ QerQgs + 67,@%8 (7.10)
O indice MAC se torna
MAC(X, A) = [(6x,04)] (7.11)

(Px, dx) (D4, Pa)

Fazendo uso do indice MAC conforme conceito apresentado na Eq. (7.11), pode-se estimar
a ortogonalidade entre os modos de vibrar obtidos. A Figura 7.5 apresenta uma representacao em

barras para a comparacio entre 0os modos.

Como pode ser observado, todos os modos apresentam MAC unitdrio quando comparados
consigo mesmos, mas quando comparados com os demais, diversos deles apresentam MAC dife-
rente de zero, o que indica acoplamento entre os modos, ou que o modelo utilizado para descrever
o comportamento dos tramos ndo é adequado para descrever o comportamento do sistema real. Isso
pode ocorrer devido a efeitos de rigidez de flexdo que ndo sdo considerados no modelo matematico,

mas podem ocorrer no sistema real e causariam este tipo de resultado.
Alguns modos que representam acoplamento intenso podem ser desconsiderados, bem como

modos com fatores de amortecimento muito elevado ou que apresentam forma modal distorcida.

Tem-se entdo um conjunto de frequéncias naturais que pode ser utilizado para descrever o compor-
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MAC - Ortogonalidade dos modos

Figura 7.5: Indice MAC comparando os primeiros modos de vibrar obtidos pela Anélise Modal.

tamento do sistema e que estd de acordo com o modelo adotado, conforme apresentado na Tabela
7.3.

Tabela 7.3: Frequéncias naturais e fatores de amortecimento para modelo de ordem 37.

| | Frequéncia Natural [Hz] | Fator de Amortecimento [%] | Tipo de Modo |
1 58,21 0,66 Modo rotacional
2 71,83 0,20 1o Tramo 3
3 109,58 4,53 Possivel modo rotacional
4 121,56 0,30 1o Tramo 2
5 143,95 0,23 20 Tramo 3

O indice MAC para este conjunto de frequéncias naturais é dado na Figura 7.6, bem como a

representacao grafica de suas formas modais € apresentada na Figura 7.7.

O conjunto de parametros modais obtidos apresenta boa concordancia com o modelo pro-
posto, de forma que as formas modais podem extraidas, e juntamente com as frequéncias naturais
e fatores de amortecimento, podem ser utilizadas para determinar a resposta temporal do sistema

linearizado através de uma superposi¢ao modal.

Para descrever o comportamento do sistema ndo linear, estes dados podem ser substituidos

na Eq. (5.78), juntamente com as propriedades eldsticas da correia e tensionador. Assim, 0s termos
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MAC - Ortogonalidade dos modos

Figura 7.6: Indice MAC de modos com maior desacoplamento.

nao lineares, que dependem da expansdao modal e das tragdes dindmicas e sdo aplicados como
excitagdes ao sistema, podem ser incorporados e utilizados para descrever teoricamente a resposta

do mesmo a partir de dados medidos.

7.2 Analise em Operacao

Além de conhecer o comportamento do sistema quando este ndo apresenta movimento, €
interessante determinar seu comportamento quando em operacao. Para isto, a bancada experimental
construida foi colocada em operacdo, sendo acionada pelo motor elétrico em velocidade constante
e sua resposta foi medida com acelerdmetro posicionado no brago do tensionador de forma a medir

a vibragado tangencial deste.

A Figura 7.8 apresenta a resposta em frequéncia obtida pela Transformada de Fourier do sinal
de aceleracdao medido e integrado para velocidade. O sistema operava a velocidade de 753rpm, que
corresponde a frequéncia de 12,55Hz. Observa-se que ocorrem bandas de frequéncia igualmente

espacadas de 6,05Hz, comec¢ando por 12,10Hz.

Estas frequéncias correspondem aos harmonicos da frequéncia de passagem da correia que
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Figura 7.7: Formas modais estimadas

pode ser obtida pela expressao:

¢ 2mtRPMmr

— 7.12
lr 60l (7.12)

fcm'reia =

Para verificar se realmente se trata da frequéncia de passagem da correia e o efeito desta
excitacdo sobre o sistema em estudo, foram realizadas medi¢des estaciondrias para velocidades de
operacdo variando de aproximadamente 750rpm até 2000rpm em intervalos de 25rpm. Os auto-
espectros obtidos foram organizados produzindo uma vista em cascata, apresentada na Figura 7.9,
onde as principais ordens de excitacdo foram destacadas. As ordens em destaque correspondem
realmente a excitagdes produzidas por harmonicos da frequéncia de passagem da correia em cada

velocidade de operacdo.

A ocorréncia de harmdnicos da frequéncia da correia indica que o sistema esta sendo excitado

multiplas vezes a cada passagem da correia, possivelmente por descontinuidades, mudangas de
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Figura 7.8: Espectro obtido para a condi¢do de operagdo e harmonicos observados.

secdo transversal ao longo do corpo da correia ou imperfeicdes nos cordoneis, como é destacado
por Abrate (1992), que geram excitagdes que podem ser descritas como multiplos harmdnicos em
uma série de Fourier. Kozhevnikov (1982) mostra em seu trabalho que efeitos da entrada e saida das
jungdes em correias em V nas polias sao capazes de excitar o sistema de acordo com a velocidade de
operacdo deste. Wang e Mote Jr. (1987) apresentam trabalho similar onde sao verificados os efeitos
das excitagdes, na forma de impactos, causadas pelas soldas em serras de fita quando entram em

contato com as polias do sistema.

A Figura 7.10 apresenta o perfil das se¢Oes transversais da correia utilizada no lado que entra

em contato com as polias do virabrequim e alternador.

Como o sistema pode ser naturalmente excitado em seu processo de operacao, pode-se utilizar
deste fato para identificagdo das frequéncias naturais e seu comportamento para diferentes veloci-
dades de operagdo. Para isto, o sistema foi instrumentado para medi¢ao da vibragdo tangencial no
tensionador e foi realizada uma rampa de subida com o sistema partindo da velocidade 800rpm até
2000rpm, bem como a rampa de descida no mesmo intervalo. O alternador, acionado pelo sistema,
apresentava em seus terminais de saida um sinal pulsante para cada revolugdo realizada, que pdde

ser utilizado como tacOmetro.

O sinal com os pulsos pdde ser transformado no perfil de velocidade desenvolvido na ace-

leracdo do sistema e com esta informacdo pode ser levantado uma mapa de ordens de excitacdo
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Figura 7.9: Vista em cascata para os espectros de velocidade obtidos em diferentes velocidades de
operacao para o sis

Figura 7.10: Perfil da secdo transversal da correia utilizada
apresentando a amplitude do espectro de velocidades em funcdo da rotacdo aplicada e da frequén-
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Para criar o mapa de ordens, sdo utilizadas Transformadas de Fourier do tipo Short Time
(STFT) que fornecem a composi¢do espectral do sinal em pequenos intervalos de tempo, e cada
espectro € relacionado a um valor médio de rotagdo para o intervalo de tempo correspondente,
usado para calcular o espectro (Brandt, 2011). As Figuras 7.11 e 7.12 apresentam o mapa de or-
dens na forma de mapa de cores e em vista de cascata, bem como algumas frequéncias naturais

identificadas, que sdo excitadas pelas harmonicas da frequéncia da correia em diferentes rotagdes.

Mapa de niveis de velocidade em fungéo da rotagéo

Frequéncia [Hz]

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
RPM

Figura 7.11: Mapa de ordens obtido para o sinal de velocidades no tensionador.

O primeiro modo, correspondente a 58,21Hz em velocidade zero (estimado pela anélise mo-
dal), € identificado préximo de S6Hz em 900rpm. O primeiro e segundo modos de vibragdo trans-

versal do segundo tramo também s@o observados, sendo que a dependéncia com a velocidade se da

pela propor¢io w, o ¢ 2, como é predito pela expressdo da frequéncia natural para o caso em que
/
0s tramos estdo desacoplados wy, = "?262.

Sao observadas frequéncias 141Hz e 247Hz préximo de 800rpm, indicando possiveis modos
rotacionais ou com influéncia de rigidez de flexdo da correia. Vale salientar que os modos do ter-
ceiro tramo ndo sdo identificados, uma vez que estas formas de vibrar ndo sdo observaveis através

do grau de liberdade do tensionador, onde foi realizada a medicao.

135



1200

1000

Frequéncia [Hz]

Figura 7.12: Vista em cascata do mapa de ordens obtido para o sinal de velocidades no tensionador
e possiveis curvas de frequéncias naturais.

7.3 Efeitos Nao Lineares

Na teoria utilizada para modelar o comportamento do sistema de transmissdo por correia
com autotensionador, alguns efeitos responséveis pela introdu¢io de nio linearidades no sistema
sdo abordados, como as elongag¢des infinitesimais nos tramos, o acoplamento geométrico e efeitos
de amortecimento por atrito seco no tensionador, que pode causar stick-slip e multiplos harmonicos

na resposta.

Alguns fendmenos, inclusive lineares sao desconsiderados para simplificar o modelo mate-
matico, mas seu comportamento € verificado quando um sistema real é analisado, como € o caso
dos efeitos produzidos pela rigidez de flexdao na correia, que induz momentos nas terminagdes dos
tramos, como condicdes de contorno. Produzindo assim, novas condi¢des de acoplamento e formas

modais.

No sistema real esses fendmenos nao podem ser identificados por procedimentos diretos,pois

muitas vezes no tratamento de sinais, caracteristicas transientes, que representam geralmente ma-
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nisfestacdes de ndo linearidades, sdo eliminadas por linearizacdes no processamento dos mesmos.
Em outros casos ndo € possivel detectar nao linearidades como a dependéncia da composi¢do em
frequéncia da resposta da amplitude de excitacdo, pois os niveis de excitacdo necessdrios para
excitd-las ndo pode ser atingido de forma simples, ou ndo se dispdem da instrumentacao necessaria

para tal.

Na presente secao sao realizados testes com o intuito de detectar possiveis representacdes de
ndo linearidades no sistema avaliado, mas sem sua quantificacdo ou identificacdo de suas causas.
Para isto o sistema € avaliado com velocidade de operacdo nula, sendo excitado por um Shaker
eletromagnético fixado tangencialmente na polia motora e impondo excitagdo com perfil senoidal
ao sistema. A frequéncia de excitacao € variada ao longo da medi¢do, aumentando de 40Hz a 100Hz
e também diminuindo, gerando uma excitagdo do tipo sine sweep. A resposta € medida através de
um acelerometro fixado tangencialmente ao tensionador e pelo sensor de proximidade no tramo

livre do sistema.

A excitagdo do tipo sine sweep é adequada para identificacdo de ndo linearidades, pois, em
contraste com o processo utilizado para analisar excitacdo aleatdria, ndo sao realizadas lineariza-
coes na resposta. A Figura 7.13 apresenta a resposta obtida pela excitagdo por varredura em seno
para a medicao no tensionador. Como pode-se observar, os efeitos dos transientes ndo sio eli-
minados e a resposta apresenta maior amplitude em 58,3Hz quando a frequéncia de excitacdo ¢
crescente, contra 57,2Hz, quando € decrescente.

Excitagdo média de 21.6079 N
0.06 T T T
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Figura 7.13: Resposta a varredura em seno medida no tensionador.
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Nao linearidades podem ser detectadas através das curvas da FRF estimada para o sinal. Se-
gundo a teoria linear, as FRFs, que correspondem a razio entre a resposta do sistema pela excitacao
aplicada, dados na dominio da frequéncia, devem ser invariantes. Contudo, uma forma de detectar
efeitos produzidos por ndo linearidades € avaliar a FRF do sistema para diferentes amplitudes de
excitagdo. Se ocorrerem variagdes nas amplitudes da FRF nas regides das ressonancias, o sistema

ndo € invariante a excitacdo, apresentando indicios de ndo linearidades.
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Figura 7.14: FRFs do sistema obtidas por varredura senoidal com diferentes amplitudes de excita-
¢do.

A Figura 7.14 apresenta as FRFs obtidas pelos estimadores /{; para os diferentes niveis de
excitagdo utilizados, medidas no tramo livre. Como pode-se observar, com diferentes niveis de
excitagdo, as FRFs apresentaram diferentes amplitudes e tal como mostrado por Ewins (2000), os
picos de ressonancia apresentaram variagdes, com menor amplitude quando o nivel de excitagdao

era maior, além de desvios na frequéncia de ressonancia para cada amplitude de excitacao.
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8 CONCLUSOES

A avaliagdo do comportamento dindmico de um sistema de transmissdo por correia com
tensionador automadtico para aplicacdes automotivas foi realizada no presente estudo através de

procedimentos tedricos e experimentais.

Foram utilizados dois modelos tedricos para avaliar o comportamento do mecanismo. Os ele-
mentos considerados eram duas polias, uma motora, correspondente a polia do virabrequim em uma
aplicagdo real e a segunda, a polia do acessdrio acionado. Foi considerado um tensionador automa-
tico, acionado por uma mola torcional e com uma polia livre em sua extremidade que entrava em
contato com a correia. O primeiro modelo considerava a dinamica de todo o sistema, acoplando os
movimentos de vibragdo torcional das polias e tensionador, juntamente com a vibragdo dos tramos
da correia. Enquanto o segundo modelo contemplava apenas o movimento puramente rotacional do

sistema, e 0s tramos atuavam como elementos elasticos.

No modelo teérico completo, foi obtido um conjunto hibrido de equagdes, sendo equagdes
diferenciais parciais que descrevem o comportamento dos tramos e equacdes diferenciais ordina-
rias que descrevem o comportamento dos elementos discretos. No sistema, o acoplamento entre
o movimento dos tramos (avaliado na direc@o transversal) e o do tensionador era realizado pelas
condicdes de contorno. Efeitos ndo lineares foram avaliados pela consideragdo da elongacao infini-
tesimal dos tramos, que em situa¢des de grandes variacdes, geravam termos cubicos nas equacoes

diferenciais e produziam o acoplamento entre as formas de vibrar do sistema.

Através da Andlise Modal Teérica na por¢ao linear das equagdes de movimento do sistema,
foram avaliadas as frequéncias naturais e possiveis formas modais que o sistema poderia assumir.
Uma metodologia para determinar as frequéncias naturais a partir das raizes do determinante de
uma matriz dindmica, com base nas equacdes do sistema, e onde, nas equacdes dos tramos eram
substituidas as condi¢des de contorno do sistema para que o acoplamento destas com o movimento

do tensionador fosse capturado.
As formas modais foram obtidas pela solu¢do nao trivial da matriz dindmica quando as

frequéncias naturais eram substituidas nesta. E com essas informagdes foi possivel avaliar as pro-

priedades de ortogonalidade ponderada do sistema.
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Tomando como base a teoria de Andlise Modal, pdde ser obtida uma expressdo para a Re-
ceptancia do sistema com base no conjunto hibrido de equacdes. A partir disto, pdde ser avaliada
a participa¢do modal de cada forma de vibrar presente no sistema. Constatou-se pelas simulagdes
computacionais, que os graus de liberdade correspondentes a vibracdo rotacional dos elementos
discretos eram melhor excitadas por excitacdes também aplicadas aos elementos discretos. Mo-
dos de vibrar com movimento predominante dos tramos apresentaram menor participagao modal e,

apesar de haver acoplamento da vibrac¢do dos tramos com as polias, este era reduzido.

Para avaliar as respostas temporais do sistema, foi considerado que estas poderiam ser obtidas
pelo principio da superposicdo modal. Os termos ndo lineares foram tratados como excitacdes

externas, o que permitiu a elimina¢do da por¢ao espacial das equagdes dos tramos.

Na avalia¢do numérica foi considerada uma expansao com cinco modos de vibrar, sendo trés
modos correspondentes ao subsistema acoplado com o tensionador e dois modos correspondentes
ao movimento do tramo livre. A resposta do tramo livre s6 pode ser determinada se j4 existe alguma
condicao inicial prévia aplicada as coordenadas generalizadas que descrevem seu movimento. Do

contrério, o restante do sistema nao pode excitd-lo, devido as condicdes de contorno consideradas.

O sistema € avaliado quando excitado por condicdes iniciais e também excitacdes externas
produzidas por flutuacdes dindmicas de torque nas polias, como ocorre em um mecanismo real,
cuja principal fonte de excitacdo € flutuacdo de torque decorrente da irregularidade no movimento

do virabrequim.

Para excitagdes de baixa amplitude, foi verificado que o sistema ndo linear se comporta de
maneira muito proxima a do sistema linear e o acoplamento entre as formas modais € pequeno,
mesmo em condicdes onde o sistema € excitado em alguma frequéncia natural, produzindo res-
sonancia. Entretanto, quando a amplitude do torque de excitacdo € elevado, efeitos ndo lineares
caracterizados pelas tragdes dindmicas e que sdo proporcionais a inclinacao dos tramos, se mani-
festam com maior intensidade, aumentando o acoplamento entre as formas de vibrar e inserindo

novos harmoénicos nas respostas do sistema.

E observado o fendmeno conhecido como Ressonancia Interna, decorrente da troca de energia
acentuada entre formas de vibrar do sistema, quando a razao entre as frequéncias naturais de dois
modos de vibrar € aproximadamente um nimero racional. Observou-se que este fendmeno € capaz

de produzir respostas elevadas ou batimentos, mesmo quando o sistema € excitado fora de alguma
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frequéncia critica, pois a resposta produzida por uma coordenada generalizada era capaz de excitar

outra coordenada generalizada, devido ao acoplamento induzido pelas ndo linearidades.

Em paralelo, foi implementado um modelo que considerava apenas a por¢ao rotacional das
equagdes, o deslocamento transversal dos tramos ndo era considerado, sendo que estes atuavam
apenas como elementos eldsticos ligados as polias e ao tensionador. Este modelo, apesar de ser
simplificado, apresentou uma boa descricao do sistema e possibilitou avaliar a resposta de modos de

vibrar com frequéncias naturais mais altas, quando submetidos as excitacdes tipicamente esperadas.

Neste modelo simplificado, pdde ser inserido o efeito de amortecimento devido ao atrito seco,
que normalmente € utilizado como mecanismo de amortecimento em tensionadores reais. Quando
a excitacdo aplicada ao sistema era de ordem inferior 2 magnitude da for¢a de atrito considerada,
a resposta do tensionador mostrou-se da mesma ordem da precisao numérica do integrador usado,
o que indica que o mesmo permaneceu imoével, ou seja, a forca de atrito foi capaz de travar o
tensionador. J4 quando a ordem de grandeza da excitacdo era superior a magnitude da forca de

atrito, observava-se comportamento similar ao produzido por amortecimento viscoso.

Um caso particular observado, foi o produzido quando a amplitude de excitacao era de ordem
de grandeza proxima a da forga de atrito. Neste caso foi observado o fendmeno do stick-slip, onde
o0 sistema apresentava resposta periddica, sendo que em alguns momentos o tensionador era capaz
de mover-se, enquanto em outros, ocorria o travamento deste, o que resultava em respostas com
caracteristica senoidal mas com leves achatamentos em seus maximos e patamares de velocidade
nula na resposta em velocidade. Este tipo de resposta, quando avaliado no dominio da frequéncia,
pode ser caracterizado por uma frequéncia dominante e multiplos harmonicos que surgem devido

ao achatamento na forma de onda.

A fim de melhor compreender o comportamento do sistema de transmissao por correia e ve-
rificar se o modelo tedrico utilizado era adequado para sua descri¢ao, foi construida uma bancada
experimental consistindo de um front-end automotivo, com duas polias e um tensionador automa-
tico. A polia corresponde ao virabrequim foi ligada a um motor elétrico e a polia do acessério

acionava um alternador.

Foi realizada uma Andlise Modal Experimental do sistema para determinar algumas de suas
caracteristicas lineares como frequéncias naturais, fatores de amortecimento e formas modais de

vibrar. Devido as ndo linearidades presentes, as Funcdes de Resposta em Frequéncia estimadas
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apresentaram coeréncia reduzida préximo as ressonancias. Foram identificados fortes indicios de
efeitos de rigidez de flexdo na correia, tal como acoplamento entre as formas de vibrar do subsis-

tema do tensionador e do tramo livre, fendmeno que nao € esperado no modelo tedrico utilizado.

Quando colocado em operacao, em velocidade constante, pelo espectro dos sinais coletados,
observavam-se, além da frequéncia de rotacao, multiplos harmonicos, igualmente espagados, da
frequéncia devido a passagem da correia, constituindo uma fonte natural de excitacdo para o sis-
tema. Como verificado na literatura, este tipo de comportamento possivelmente € devido a imper-
feicdes ou variagdes na secao transversal da correia e sdo diretamente proporcionais a velocidade

de operagdo do sistema.

Uma vez que a operacdo do sistema era capaz de produzir esse tipo de excitacdo, foi possivel
avaliar os efeitos da velocidade de operagao do mesmo sobre as frequéncias naturais. As excitagdes
induzidas pela passagem da correia, produziam amplificacdes na resposta quando coincidiam com
alguma frequéncia natural. Para verificar isto, foram realizados ensaios com rampas de aceleracao
e desaceleracdo do sistema, e através de medi¢Oes sincronizadas de vibragdo e rotagdo, pdde ser
tracado um mapa de ordens. Neste, algumas frequéncias naturais foram identificadas, bem como o

decaimento destas em funcao do aumento da velocidade de operagdo, como era previsto na teoria.

Foi realizado um experimento para a deteccdo de ndo linearidades no sistema, consistindo
da verificacdo da invariancia das Fun¢des de Resposta em Frequéncia do sistema para diferentes
amplitudes de excitacdo. Pela teoria linear, espera-se que as FRFs sejam invariantes, mas foi veri-
ficado que estas, em regides proximas as ressonancias, apresentavam reducao da amplitude e até

desvio no valor das frequéncias naturais, conforme utilizava-se excitacdes com maior amplitude.

Enfim, foi constatado que hé grande influéncia de nao linearidades no sistema, como as de-
vido a viscoelasticidade nos tramos, ou grandes deformacdes destes e também efeitos de atrito seco
no tensionador. Alguns fatores apresentam grande contribui¢ao para o comportamento dinamico do
sistema, como a geometria deste, o comprimento dos tramos e a orienta¢cdo do braco do tensionador,

que alteram as condi¢des de acoplamento e as frequéncias naturais.

As frequéncias naturais do sistema apresentam grande dependéncia, no caso dos tramos, da
tracdo aplicada a correia e do comprimento e densidade da mesma, além, € claro, da velocidade de
operacdo do sistema que altera a trac@o centrifuga na correia. Os modos rotacionais por outro lado,

dependem da inércia dos elementos discretos, da elasticidade da correia e da constante de mola do
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tensionador.

Efeitos de atrito seco verificados no tensionador podem atuar no sistema tanto em condi¢ao
estdtica quanto em condi¢@o dindmica. Se a excita¢do atuante no sistema € inferior a amplitude do
momento de atrito aplicado, o tensionador pode travar e isto pode gerar multiplas posicdes de equi-
librio estético no tensionador, fator que altera a geometria do sistema e a tracao aplicada na correia,
e consequentemente, as frequéncias naturais dos tramos. Em casos onde a excitacdo é compati-
vel com a forca de atrito, deve-se atentar para condi¢cdes que possam produzir stick-slip e assim,
multiplos harmdnicos nas respostas. Este tipo de fendmeno normalmente € indesejavel, pois sua
composi¢do em frequéncias pode excitar o sistema parametricamente, devido as ndo linearidades,

gerando, assim, instabilidades.

O conhecimento prévio das frequéncias naturais do sistema pode ser de grande ajuda, pois
contribui para minimizar a quantidade de frequéncias criticas no intervalo de operacdo do sistema
além de ser fundamental para que condicdes de ressonancia interna sejam evitadas, e assim, possi-

veis amplificagdes das respostas em intervalos de frequéncia onde estas nao sdo esperadas.

Como sugestdes para trabalhos futuros, pode-se citar:

* Considerar os efeitos de rigidez de flexdao no modelo tedrico;
* Considerar efeitos da rigidez do suporte das polias na dinamica do sistema;

* Levar em conta efeitos de excentricidade nas polias como fonte de excita¢do para o sistema

de transmissao;
» Avaliar possiveis efeitos de viscoelasticidade e rigidez de tor¢@o na correia;

 Utilizacdo de mecanismo para excitacao do sistema por flutuacdo de torque com capacidade

de excitar em frequéncias elevadas;
* Verificacdo da influéncia da elasticidade do eixo que aciona o sistema;
 Avaliar efeitos de diferentes materiais e perfis de correia;
* Otimizacao do desempenho do sistema de transmissao por correia;

 Avaliar efeito de excita¢des paramétricas induzidas pelo atrito seco no tensionador.
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