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Uma teoria tridimensional linearizada & desenvolvida

para hidrofolio diédrico operando abaixo da superficie livre.

Partindo de uma equagao basica do potencial de velocidade, a
equagao do potencial de velocidade completo é obtida apos a
imposicao das varias condigoes de contorno. Com o intuito de

conseguir forma mais simples para a computag¢ao numérica, reali
zamos extensas manipulagoes sobre a equagao do potencial de ve
locidade completo. Apds estas manipulagdes, a equacio do poten
cial de velocidade € usado para obtermos o campo de velocida -

des induzidas.

O0s calculos numéricos sao efetuados usando o método
da linha de sustentagao refinada ou método da superficie de
sustentacao incompleta, no qual o hidrofélio é substituldo por
uma linha de singularidades ao longo da envergadura e a 1/4 de
corda da borda de ataque, impondo que a inclinacao das linhas
de corrente a 3/4 de corda da borda de ataque seja igual a in-
clinagao do folio. Este método apresenta-se adequado para aspect
ratio moderados e altos, com profundidades nao muito pequenas.
Devido as simplificagoes do método este nao & valido para pe -

quenos aspect ratio, e os resultados obtidos para félio muito

proximo da superficie livre discordam dos experimentais
devido aos efeitos nao lineares n3o serem considerados nesta
analise.

Determina-se um namero de Froude critico para o qual
a sustentacao & maxima. Acima do valor critico, aumentando o
nimero de Froude a sustentagao diminui, o mesmo ocorrendo quan
do diminuimos o nimero de Froude abaixo do valor critico. Au-
mentando a profundidade de submergencia a influéencia da super-
ficie livre diminui, sendo esta influencia tanto maior quanto
menor o angulo diédrico. Verificando-se que folio de baixo
aspect ratio sao mais susceptiveis a influéncia da superficie

livre que folio de alto aspecr ratio.
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INTRCDUCAD

0 problema do hidrofolio diédrico proximo a superficie
livre é de extrema importancia nao somente do ponto de vista aca
démico, mas também devido a sua imediata utilidade e aplicagao
no campo da hidrodinamica. Este estudo tem indmeras aplicagoes,
no projeto de leme para barcos a vela e navios, suportes de sis-
temas de hidrofélios, folios ligando hidrofolios ao casco de bar
cos, problemas de interferéncia em tdneis aerodinamicos e tan-
ques de prova, aletas estabilizadoras de navios de alta velocida

de e de corpos operando abaixo da superficie da agua.

A teoria que desenvolvemos para hidrofélio diédrico pro
porciona um modelo interessante para o casco de navios e de bar-
cos a vela. Os cascos de barcos a vela, usualmente sao projetos
empiramente ou baseados na experiencia com barcos anteriormente
projetados. Portanto usando a teoria tri-dimensional linearizada
e uma técnica da superficie de sustentagao completa, as forgas so
bre cascos podem ser determinadas se substituirmos os mesmos por
uma placa plana de pequeno aspect ratio e pequeno angulo de ata-

que.

Neste estudo apresentamos uma teoria tri~dimensional 1i
nearizada para hidrofélio diédrico de medio e alto aspect ratio,
operando a numero de Froude, profundidade e angulo diédrico, ar-
britrarios. Para obter as caracteristicas hidrodinamicas no capi
tulo 1, formulamos o problema, que consiste em determinar a equa
c¢3o do potencial de velocidade que satisfaga as diversas condi -
¢oes de contorno e equagao de Laplace. A seguir, no capitulo 2
realizamos simplificacoes da equagao do potencial de velocidade,
onde integrais sao avaliadas analiticamente e limites de integra
¢3o sao reduzidos. No capitulo 3 apds determinarmos a equagao
do angulo de ataque induzido, realizamos sua admensionalizagao ,
nocapitulo 4 tratamos do método numérico e consideragoes sobre
o calculo, sendo que no capitulo 5 determinamos a equagao das
forcas hidrodinamicas e coeficientes de carga. 0 capftulo 6 re-

serva-se a apresentagéo e discussoes dos resultados, e no 7 as

conclusoes.

Maiores detalhes analiticos sobre os capitulos 2 e 3

sao mostrados nos apendices, A, B e C.



ANELISE DA LITERATURA

A maioria das investigacoes das propriedades de hidro-
"folios proximo a superficie livre tem sido experimentais, no en-
tanto muitos trabalhos surgiram ultimamente cujas teorias s ao
adequadas e precisas quanto ao tratamento da condig¢ao de contor-

no da superficie livre e condicao de radiagao.

Entre os primeiros trabalhos cuja teoria apresenta um
tratamento adequado das condigoes de operagao de folios proximo
a superficie livre destacamos os devido a Wu (28), onde € desen-~
volvida uma toeria tri-dimensional linearizada para hidrofolio
horizontal de alto aspect ratio, isto e, usando a teoria da 1li-

nha de sustentagao de Prandtl.

Anteriormente a estes, existem trabalhos apresentando
teorias aproximadas, as quais nao representam adequadamente o
efeito da formagao de ondas sobre as caracteristicas dos hidrofg

lios.

Posteriormente, entre os trabalhos existentes que dao
tratamento adequado das condi¢oes de operagao de hidrofdlios,des
tacam-se os devidos a T. Nishiyama(16 a 25) o qual ‘da uma aborda-
gem 2o problema do folio de forma plana para varias situagoes re
lativamente a’superf{cie livre, e K.A.R. Ismail (09) que abor-
da o problema de hidrofdlios verticais usando os metodos da 1i-

nha e superficie de sustentagzao.

Wu ( 28 ) partindo do potencial aerodinamico e impondo
a condicao de contorno da superficie livre obtem o potencial de
velocidade, e para que este satisfaga‘a condicao de nao propaga-
cao de ondas na frente do folio adiciona um novo termo. T. Nishi
yama (14 a25) para obter esta solucao unica do potencial de veloci
dade, usa o conceito do coeficiente de viscosidade ficticia de
Rayleigh, que apds servir este proposito & colocada igual a zero
na equagao do potencial de velocidade completo. Por outro 1 ado
K.A.R. Ismail ( g9 ) para obter o potencial de velocidade utili-

za fungoes de Green, sendo matematicamente mais elegante, e a se
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guir para que o potencial de velocidade seja solucao dnica adicio
na um quarto termo que anula a elevagao de ondas na frente do fo-

lio.

Relativamente a hidrofolio diédrico, a literatura nos
apresenta o trabalho de T. Nishiyama (17 ), onde & desenvolvida
uma teoria tri-dimensional linearizada usando o método da linha
de sustentacao de Prandtl. Analisando este trabalho nota-se a ne-
cessidade de uma nova teoria tri-dimensional para hidrofolio dié-
drico que seja valida para médios e altos aspect ratio, e que a-
presente resul tados para varios angulos diédricos, nimero de Frou
de e profundidade de submergéncia,pois a grande maioria dos resul
tados apresentados por Nishiyama ( 17 ) sao para hidrofdlios ver-
ticais, apesar de seu trabalho ter como objetivo hidrofélics die -

dricos.



CAPITULO 1

I - FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA

.1 - Consideracdes Bisicas

Consideramos um hidrofdlio de envergadura s com perfil
e forma plana arbitraria, movendo-se com velocidade constante U
imerso na agua a profundidade 7, medida da extremidade superior

da envergadura a3 superficie livre nio perturbada.

Escolhendo o sistema de coordenadas fixo ao hidrofolio
teremos fluxo permanente aproximando-se do mesmo com velocidade

U. Tomaremos o eixo z paralelo e com mesma orientagao do fluxo

uniforme, eixo z orientado para cima, onde z = 0 representa a su
perficie livre n3o perturbada como mostra a figura 1.
¥4
U
oo v
h

X ( | b
/
/
/
s P

FiG. | ESQUEMA DO SISTEMA DE COORDENADAS
PARA  MOVIMENTO DO FOLIO




Lembrando a equagao da continuidaue na forma geral

8p , 8(pu) | S(pv) _ S(pow) _ 0 (1. 1)

St éx 8y 8z

Considerando o liquido como incompressivel e lembrando
a escolha do sistema de coordenadas, a equacgao (v.1) transfor -

ma-se em

— 4+ — 4+ — =0 (1.2)

OQutra consideracao aceitavel e a de fluido nao viscoso,
justificavel por conhecer-se que para formas hidrodinamicas e nu-
mero de Reynolds razoavelmente alto a camada limite € pequena.Com

esta considera§5o teremos escoamento irrotacional, isto e,

Sw _ v _

Sy §z

Su _ 8w _ g (1.3)
Sz 8 x

Sv _8u _ g

§x Sy

A consideragao do fluxo irrotacional resulta em um nume
ro de simplificagoes na teoria, as quais serao de grande utilida-
de, implicando na existéncia do potencial de velocidade de per-

turbacao ¢(x,y,z), tal que
-
q = grad ¢(X7Y9Z) : (1.4)

A equagao da continuidade e a irrotacionalidade nos le-

vam a concluir que o potencial de velocidade de perturbagao sa-



tisfaz a equacao de Laplace

V3¢ (x,y,z) = 0 (1.5)

e de sua solugao o campo total de velocidades pode ser obtido co-

mo
a T a onde 3 = grgd¢ _ (1.6)
e 0o campo de pressoes pode ser determinado pela equacgao de Ber-
noulli
S Y é 3.4 + gz = cte (1.7)
0 ,

As condigoes de contorno na superficie livre s3o: a con
digao de pressdo e a condic¢3o cinematica, em que as particulas so
bre a superficie livre nela permanecem. A primeira € fornecida pe
la equagao de Bernoulli, que podera ser linearizada lembrando que

u, v, w << U, assim a equacao (1.7) nos da

U(gj—) = - gn (1.8)
X

z=0

onde n & a elevagao da superficie livre.

Admitindo que a equagao da superficie livre é dada por

z = n(x,y), e que as particulas sobre ela af permanecem, temos

—P"-(Z'n(x,y))=-u-6—n-v§—rl+w=0 (1.9)
Dt §x Sy '

que linearizada transforma-se em



R
(SX Z:O (‘.‘0)

Eliminando n das equagdes (1.8) o (1.10) obtemos

__Q+KO§E=0 (‘.“)
§x? Sz
que € a condig3o global de superficie livre, sendo Ko = g/U?% o ni

mero de ondsa.

0 potencial de velocidades de perturbagao que determina

remos, alem de ser solugao de equacao de Laplace e satisfazer a

condicao de contorno da superficie livre, devera satisfazer a con

- +
Z > =~ o© §—9(n+')=-§%(n),0nden e

dicdo de grad ¢ > 0 gquando -

- -~

n sao normais dos dois lados da superficie do félio, e a con

digao de radiagao, nao propacacao de ondas na frente do folio,que

U &8¢

resulta emn = - (—)
a €&x z=po

tender a zero guando x + -,

.2 - Dedugdo da Equac3o do Potencial de Velocidade

De acordo com as consideragoes do item anterior, procu-

raremos a equa¢ao do potencial de velocidade que satisfaca as

condicoes:

a) V¢ =0
2

b) L8,k 88 em z = 0
Sxz Sz



-
c) grad ¢ - 0

quando

a) & (nt) - &0 (o)

(e8]

z > - ®

onde

n" e n~ dizem respeito

Sh én

aos dois lados da superficie do folio, sendo n a normal.

quando x » = o,

e) -2 (—%%—)

z=0

n 0

Considerando a descontinuidade da velocidade tangencial

sobre o folio, substituiremos a forma plana do mesmo por uma dis-

tribuicao de 'doublet'" de intensidade Aoé por unidade de area.

Inicialmente obteremos o termo do potencial consideran-

do o escoamento infinito, sem a superficie livre. A seguir admi-

tiremos uma forma basica para o potencial que satisfaca as condi-

¢0es enumeradas acima.

0 potencial para uma distribuicao de '"doublet' em um
escoamento infinito &
: 5 ()
6, = - — [ a¢ — ds (1.12)
T s én
onde n € a normal a superficie do folio, sendo s a superficie e

o "wake" correspondente.e R = / (x-x')2 + (vy=y*')? + (z42')2,
Usando a forma integral de Fourier-Bessel, podemos es
crever
| 1 ®
L= = [ exp|-k|z+z'] Jo(Kr)dK
R /(z+z')2 + r? °
onde r? = (x-x')? + (y-y')% e z' é tomado em valor absoluto.



ou

f | expl-klz+z'] | & k¥ dadk (1.13)
5 -

- 1]
sendo w = (x-x') cosB + (y-y') seng e 8 = arc tg(%:%T).

Substituindo a equagao (1.13)em (1.12) sobtemos
i © /2 z+2z! ~
¢, = - ——=J f [ Aé(msend+in—=—"—)kexp|k(~|z+z'|+iw)|dodkds

bn? s o -2 |z+2" |

(1.14)

que representa o termo da equagao do potencial de velocidade sem
a presenga da superficie livre, onde m e n s3o os cossenos dire-
tores da normal a superficie relativo aos eixos Yy e z respectiva

mente.

Para a regiao 0 > z > =z procuraremos um potencial
adicional que represente a presenca da superficie livre, satisfa

zendo todas as condigoes enumeradas anteriormente.

Admitindo
1 « /2 _
o = — [ [ [ A¢(msend+in) kexp| k(-(z+z')+iw) |dbdkds
L% s o =-1/2 .
® /2
+ { [ [ Alk,8)exp| k(z+iw) |dodkds (1.15)
s o ~-m/2 _
e impondo a condigao de contorno da superficie livre, con-

digao (b) obtemos



* ZKO
A(k,8) = —— A¢ (msenB+in) (1 +
42 kcosze-KO

) exp(-kz") (1.16)

que substituindo na equagao (1.15) nos fornece

© 7/2 -
¢ =e—te f f f Ap (msenB+in)kexp| k(-(z+z')+iw) |dodkds
s o ~7/2
® 7/2

4

v

I Ap (msenb+in) kexp| k{(z-z')+iw) |dodkds
o -m/2

LK o 1/2 ksec?9
+ 1o J [ § A¢ (msend+in) exp| k{((z-z')+iw) |dodkds
2% s o -7/2 k=Xosec?p

(1.17)

Outra condigao de contorno que a equacio do potencial de

velocidade deve satisfazer é a condigio c, isto €, quando z+-w,
> -

¢ > 0 (ou gradd). Para que o potencial satisfaga esta condigao e

sejavalido em todo campo do fluxo devemos escrever

. o /2
6 =~ —— [ [ | Ap(msend+in X2 )kexp| k(-]|z+z'|+iw) |dOdkds
4n? ‘s o -m/2 [z+2t]
© T/2

+ == [ { a¢(msene+in)kexp| k( (z-z')+i@) |dodkds
br2 s o =-7/2

o 7/2 ksec?9

iKo { [ [ A¢(msens+in)
27% s o -1/2

+

exp| k( (z-z% +iw) |dodkds
k-Kgsec?p

(1.18)



O primeiro termo da equagdo (1.18) representa o poten-
cial de velocidade da distribuicao de singularidades original ,o
segundo a imagem simétrica das singularidades originais relativa
a superficie livre, e o terceiro & o potencial devido a distrj -
buigao de singularidades sobre a superficie livre, consequencia da

condigao de contorno da mesma.

A equagao (1.18) satisfaz todas as condigdes de contor
no exceto a condicao de radiagao. Para satisfazer esta condig¢ao a

dicionaremos um termo de onda livre que satisfaca as condigoes sa

tisfeitas pela equacao (1.18).

Sendo elevagao dasondas da superficie dado pela equagao

) ' (1.19)

da equagao (1.18), obtemos

Ky @ 172 KsecH L
no= - =2 f { f Ad(msenB+in) exp| k(- z' +iw) |dodkds
7%g s o -m/2 k=K sec?9
_ o
(1.19~a)
que tomando a parte real e mudando os limites de integragao em
8, a equagao (1,13-a) transforma-se em
K u © /2 K*secH
n = - = f f f Ad m sen ——————— sen| k{(x-x')cosB {|.
129 s 0 o k-Kosecze ‘

. sen} k(y-y')send |. exp| -k z' dodkds



K u © /2 k?sec?
- 2 [ ]| a¢n sen| k{(x-x')cos® |cos|k(y-y')send
129 s 0 o k-Kosecze
. exp| -k z! d8dkds (1.19-b)

A integragao em k pode ser obtida achando~-se a parte
real da integragao complexa, tomando-se contornos correspondentes

para w > 0 e Ww < 0. O valor assintGtico atras do hidrofolio

UK,? /2
n = - J [ 8¢ m send sec®8 cos| K,(x-x')sech |.

g S O )
. sen Ko(y-y')seczesene exp -Kosecze z! d8ds
uK 3 W2

- 2 f f Ad n sec®Bcos Ko(x-x')sece cos Ko(y-y')segesene
Tg s O : ‘
. exp -Kosec26 z! d8ds (1.29-a)

e na frente

UK 03 /2
n o= f f A m senBsec’Bcos Ko(x-x')sece
Tg s O

. sen Ko(y-y')seczesene exp -Kosecze z" do ds



ug 3 /2

2 [ A¢ n sec’Bcos Ko(xrx')sece cos Ko(y-y')seczesene
g
s o

+

. exp -Kosecza z! d3ds (1.20-b)

As equagdes (1.20-a) e (1.20-b) indicam que o valor
ass intotico da elevacao da superficie livre & uma fungao impar.Pa
ra que o potencial de velocidades se ja solug3o Unica, isto &, sa-
tis faga a wndigao de.nao propagacao de ondas na frente do hidro-
folio, devemos adicionar um termo de onda livre ao potencial de
velocidades (1.18). baseado nas equacoes (1.20 - a,b). O valor

da elevacao relativo a onda livre na frente e atras do fdlio e

uK?3 /2
n=-—2—={f A¢ m send sec®Bcos Ko(x-x')sece
Tg s o
. sen Ko(y-y’)seczesene exp -Kosec26 z! deds
uK 3 /2
- { [ 4¢ n sec®@cos K {xx')secd |cos Ko(y-y')seczesene
g s © \
. exp -Kosecze 2! dods (1.21)

© qual cancela (1.20-b) e duplica (] 2p-5)

Com a equagao (1.21) obtemos .



K 2 n/2

¢, =+ 2 [ | B¢ msenBsec*8sen K sect(x-x') |sen K (y=y')sec?6sens

m S O

exp | K sec?® ( z-z') |dods

K 2 ‘"/2 i
+ 2 [ | A¢p n sec*dsen K secB(x=x')| cos Ko(y-y')seczesene
T s o |
exp Kosecze (z-2') dé ds (1.22)

Lembrando (1.13) e adicionando (1.22) 3 (1.18) obte

mos a equagao do potencial de velocidade completo.

] 1 ] 1
¢ = — f A |m(y-y')+n(z+z'") |— ds-— f A¢lm(y=-y')+n(z-2") ds
L s R3 Ly s R*3
K ) w2 -
- 9 J f | B¢ msenBsec?8cos |k(x-x')cos8|sen k{y-y')sens
272 s o -m/2

k exp[ k(z-z')]

k - K sec?s
(o]

d8 dkds



® 7/2

K
o I Ao n sec?fcos|k(x-x"')cos6 |cos k(y-y')seno .
27?2 -7/ 2
s o
k exp[ k(z-z'ﬂ
do dkds
k - kosec26
K 2 W/Z
+ = [ [ Ao m senBsec*@sen K, (x=x')secd|sen Ko(y-y')sen8sec?s
T s o
exp| K sec?s (z-2') deds
K 2 /2

+-2 [ [ Aé n sec®8sen K (x=x')sen8]| cos K (y=y')senBsec?s
T s o

exp Kosecze(z-z') dods (1.23)

onde R = //(x-x')2 + (y-y')%2 + (z+z')?2

R* = //(x-x')2 + (y-y')2 + (z-2')2

e v K = g/u?



1-3 ~ Casos Especials do Potencial de Velocidade

A equagao do potencial de velocidade » apresenta-nos
dois casos muito importantes quanto as condigoes de operagao, is

to &, quanto ao valor do nimero de Froude.

1-3.]1 ~ Quando Ko for igual a zero, o que corresponde a ng

mero de Froude extremamente alto, a equagao (1.23) reduz-se a

1 1 1 1
¢ = — [ Ap [m(y-y')+n(z+2') |— ds-— [ As|m(y-y")+n(z-2') | —ds

Ly < RS Ly R%3

(1.24)

significando que para esta condigao o hidrofolio operando abai-
xo da superficie livre pode ser substituldo por uma distribuicao
de vortices representando o filio original, mais sua imagem sime
trica relativamente a superficie livre nao perturbada, a qual fun

ciona como um contorno livre.

1-3.2 - Quando Ko for infinito, correspondendo a namero de

Froude muito pequeno, a equagao (1.23) reduz-se a

| ] 1 T
¢ = — [ Adp|m(y-y')+n(z+2')| — ds+— [ Ao |m(y-y")+n(z-2")
Ly s R? b R*3

ds

(1.25)

entendendo-se que neste caso o hidrofolio pode ser substitufdo por
uma distribuicao de vortices representativo do félio original ,mais

sua imagem especular relativamente a superficie livre nao perturba

da, 5 qual age como um contorno solido.



CAPITULO 2

2. SIMPLIFICACAC DA EQUACAO DO POTENCIAL DE VELOC!DADE

Como visto anteriormente a equagao (1.23) representa o
potencial de velocidade para um folio operando abaixo da superfi
cie livre, onde o primeiro termo € o potencial para um folio num
escoamento infinito e o segundo € o potencial da imagem simétri-
‘ca do folio relativamente a superficie livre. De acordo com a
equagao (1.24), o potencial com apenas os dois primeiros termos
e o potencial de velocidade para um fGlio operando a alto nimero
de Froude. Os demais termos da eguacao (1.23) resultaram do con-
digao de contorno da superficie livre e da condicao de radiagao,
sendo que o terceiro e quarto termos, juntamente com o segundo ,
representam as condigoes cinematica e dinamica da superficie 1i-
vre. 0 quinto e sexto sao os termos de onda livre, sendo que can
celam a elevagao de ondas na frente do folio e duplicam a eleva~-

cao atras.

2.1. Integracao do Terceiro e OQuarto Termos
Fvaliando a integral em 8 pelo método da integral de
contorno, o terceiro e quarto termos da equacao (1.23), como

Apendice (A), pode ser escrito

( .
f f OA¢ P(ko/k)cos(k(x*x‘)R])Senh(k(y‘y')Rz)

exp(k(z-z'))dkdz'dx"’



Koctgﬁ -] (h+b) KO ]
t — [ b9 cos(k(x-x')R])cosh(k(y-y')Rz)
w
o h o /11_ ZEO)Z_l :
exp (k(z=z"'))dkdz'dx"® (1.26)
onde
ko) =/ (1- 2oy - /- 2oy Ly
k
AlKg/K) = 2 - 2Ko o /(. 2R0)2 -y
k
2 = A(Kg/k)
R] =
2C (Ko/k) (1.27)
A(Kg/k)
R, = ————
2C(Kg/ k)
A(Ky/K)
P(Ko/k) = A
C(Ko/Kk) ¥ (1- EéE)Z -
2.2 - Redugao dos Limites de Integracao

Realizando a integracdo por partes em x' da equacao do
potencial de velocidade, equacao (1.23), onde o terceiro e quarto

termos sao dados por (1.26), lembrando que A na borda de ataque
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igual ao valor na

€ nulo e na esteira de viOrtices € constante e

borda de fuga, isto €,

= 0

Adp(x'=0)
(B)

mostra o Apendice

a equagao do potencial de velocidade, como

sera
t
! xt(h+b)6/.\¢ x=x't (y-y')=(z+z"') ctgB
¢ = ""‘f I+ " - dz'dx!
f -y 1
T o h §x R (y-y')?+(z+z2")
Y (h+b
p e )8A¢ x=x' | (y-y')-(z-z')ctgB
- — 1+ dzdx'
ba o h Sx! R* (y-y')%+(z'-2)?
1 ' - -
1 Xt h+b K 500
-—{ f 1 + sen k(x-x’)Rl senh k(y-y‘)R2 explk(z-z")
i Sx!
o h o
dkdz'dx!

x! (h+b)K
° §Ad C(Kg/k)
1 + sen k(x-x')R]

ctg?
1y =
: o Ox A(Ko/k)

+
2m
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cosh k(y-y')R2 expf{k(z-z')|dkdz'dx'

, _
Ko Xt (h+b) W%Ad)
+ — { f senfsec38|1-cos|K (x~x')sech
T Sx! ©
o h o}
sen|Ko(y-y')sendsec?8|exp|K,(z-z"')sec?0|dodz 'dx’
L ] |
xt (h+b) -
Koct93 t /25
- { f sec®8{1-cos K, (x=x')secs
m Sx
o h o §
cos Ko(y-y')senesecze exp Ko(z-z')secze dedz'dx' (1.28)
onde

R = /Qx-x‘)2+(y‘y')2+(2+2')z

pee}
i

x-x1) 24 (y=y ) 24 (2-2")2 | (1.29)

' (-z'+h) ctgB

~
l

e R, RZ’ A(Ko/k) e C(Ko/k) sao dadas pelas equagoes (1.27).



CAPITULO 3

3. ANGULO DE ATAQUE INDUZIDO

Com a equac¢ao do potencial de velocidade, equacao

(1.28), obtemos a velocidade induzida,

8o 8o
V. = — senB - — cosB (1.30)
n
Sy Sz
que somada vetorialmente com a velocidade do fluxo livre nos da

ra a velocidade efetiva do mesmo relativamente ao félio.

Como mostramos no Apendice (C), apos fazermos as seguin

tes substituicoes

z! = t'senP + h
z = -tsenfB - h
y' = -t'cosf (1.31)
y = =tcos?
dz! = dt'senB
obtemos
x't s
1 5 SAd /v(x*x')2+ (t'-t)? 1
v.o=— [ —_— 1+ dt'dx'
bt o St'{dx" x - x! t'-t
1
p Xt s SAd (x=x')H(t")
o ] dt'dx?

hr o 8x! R*a[G(t,t‘)]



sen (2B)

2T

- 22 -

SA% x=x' 1 2H(t!)
] + - > dt'dx!
Sx' R* G(t,t"') [G(t,t')]
Xy s Kg A N
f f f I+sen[k(x-x')ﬁl] senh{k(t't)cosBR
éx' 2
o o o
kexp|-k 1(t,t")]dkdt dx"
B(Kg/k) |
cos?2| |1+sen k(x-x')R1

' K
xt s K, 586

— sen?g +
C(Kg/k)

Sx! 2
cosh k(t'-t)cosBP-.2 k exp|=-k I(t?',t)}|dkdt'dx"®
K 2 XE S Wé RA¢
O L.
[ f f sen?f8sen?B+cos??|secSp l-cos[Ko(x-x')sece}
X ]
T 5% o o °*

. Ccos Ko(t'-t)cosesenesecze exp -Koseczel(t,t') dedt'dx'
(1.32)
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onde
2
H{(t') = |t'sen(28) + 2hcosR
G(t,t') = t'?+t%-2tt'cos(28) + Lh(t+t')senB+hh?
(1.33)
I{(t,t') = 2h + (t+t')senR
T

R* = f(x-x')z + G(t,t")

Devido ao campo de velocidades induzidas teremos o an-
gulo de ataque induzido, o qual é obtido pela relacao entre a

velocidade induzida, dada pela equacao (1.33), e a velocidade

de fluxo livre. Deste modo obtemos

]
1 % ® s [sae Y/ (x-x")2 + (t'-t)2 ]
o, T — [ f J— 1 + dt'dx!
{ 1 ~ 1 ]
byu St Ax! X - x t'-t
(o} o 4k
! IXEIS Shd (x-x') H(t')
+ —— dt'dx!
. et 3 1
Lnyu o o OSx R* [G(t,t ﬂ
Xt 5 sa6 x=-x'11T 1 2H(t ')
1+ - dt'dx!

-
=
<

§x! px | l6(t,t") fc(t,t')]z
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xt s Kg

sen (28) SA%
- —— l+sen k(x-x')R1 senh k(t'-t)cosER2
27U Ix!
o o o

kexp|-k 1{t,t')}|ckdt'dx"’

1 Xt s Ko saal C(K./K)
s 2 2 o 2 [
+ f J — sen“8 + cos“pPil l+sentk(x~-x )R1
1
wu 6 o o 8 x { 2 A(Ko/k) |

cosh k(t'-t)c053R2 k expl-k 1(t,t*)|dkdt'dx"’

' -
K 2 xtSW25A¢

= §J

sen?9sen?2+ cos?Blsec’0 1~cos{Ko(x—x’)sec6]

U 5x!
o)

cos Ko(t’-t)cos?senasecza e xp -Koseczel(t,t') dadt'dx'

-~

(1.34)

3.1 - Admensionalizacao da Eauacao do Anqulo de Ataque Induzi

do

Admensionalizando as variaveis x,x' e t,t' respectiva-
’ ’

mente a corda c e a envergadura s de modo a obtermos
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X = xc
x' = x'c
s
t = ~(1 - cosa)
2
s
tf = ;(I - cosag)
s (1.35)
dt! = — senq
) 0
s
AR = - para ¢ constante
c
U ]
F = : ou F? = numero de Froude
vgs Ko®
k= kK
o

a equagao (1.34) pode ser escrita como

1 § |SAd //(;—;')2+(AR2/L})(cosa-cosao)2

21Us éao Sx' x = x!

cosa - coso
o]

ARZ 1 T sAl (x-x') H(ao)v

+

— seng dao dx'!
8mUc 0 o §x' R*3k(a ao)] °



1 T s x-x 1 2 H(c ) _
- = 1+ - 2 ~| sena_do_dx!
] * oy
2mus - 6% R* [[6Gne)  [ela,e)]
R - - _
Kosen(ZB) SAd k(i—x')Rl- k
- “Z"—;“——" f [ = 1+sen{———;—-—jj senh 2cosB(cosu—cosao)R
TF<U o 0 o Sx FTAR 2F
i} k .
—— 1
k exp " l(a,ao) sena dkdaodx
2F
K bor Ysae R c(1/Kk) R (x-x"
le) —_2- 2 2 k(X—X )Rl
+ 2 f f f ~ sen®f+—————— cos“B| |{1+4sen
2mFRU o Sxt |2 A(1/k) F2 AR
k IR k _ )
cosh ;;; cosB(cosa-cosao)R{lk exp -;;; l(a,ao)senaodkdaodx
A 74 - - T
KO 28A0 ) . ) . (x-x")sech
- Z f f — sen“8sen“2+cos“Blsec’f|1-cos
1 2
27F°U 0 0 o § % i F2 AR
(cosa-cosa ) -sec?p
. cos cosBsenfsec?flexp| ——— | (a,a )
2F? 2F2 o

. sena dedaodx' | (1.36)
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onde
- 2
H(ao) = | (1 - cosao)sen(ZB) + Lh cosB
G(a,ao) = (l-cosdo)2+(l-cosa)2-2(l-cosa)(l-cosao)cos(ZS)

+ 85(2-cosa-cosao)sene + 16h2

-1

(x=x')2 4+ —— G(a o )

c(1/k) = //(% - 1)—//(% = 1)2- (1.37)

+ y//( % - l)2 -1

A(1/k) = 2 -

bl ¥ I N

2-A(1/k)

2¢(1/7k)

A(1/k)

2C(1/k)

l(a,ao) = Lh + (2-coso - cosao) senfB




CAPITULO &4

L., METODO NUMERICO

Desde que nao existe solugao analitica para a equagao
(1.36), € tentada uma solucao numérica. Para a solucao numéri-
ca da equagao (1.36) poderfamos adotar o método da linha de sus
tentagao de Prandtl, no qual a equagao do angulo de ataque indu
zido seria simplificada considerando alto aspect ratio, impli -
cando basicamente em substituir o folio por uma distribuicao de
vortices ao longo da envergadura. Deste modo cada secgcao do fo-
lio seria tratado pela teoria bidimensional, onde o angulo de
ataque geometrico & substitufdo pelo 3ngulo de ataque efetivo
devido a contribuigao do campo de velocidades induzidas. Este
método traria grandes simplificacdes da equagao do angulo de
ataque induzido, tornando o cadlculo numérico bastante simples,
contudo para baixo aspect ratio e pequeno numero de Froude tem-

se verificado que sua precisao nao & adequada.

Uma melhor representacao do folio seria o método da
superficie de sustentagao, onde basicamente este & substitufdo
por uma distribuicao de virtices ao longo da corda e da enverga
dura. Este método nao traz grandes simplificacoes da equagao
(1.38), o que significa maior tempo de computacao do que o meto

do da linha de sustentacao de Prandtl].

Com o intuito de termos menor tempo de computagao que
o exigido no método da superficie de sustentacao, e melhor re-
presentacao das condicoes de operacido para o folio, que a apre-
sentada pelo metodo da linha de sustentacao de Prandtl, adota -

mos o metodo da linha de sustentacao refinada ou método da super

ficie de sustentacdo incompleta. Onde na equagao (1.36) faze -
mos x = 3/h e x = 1/4, o que significa substituir o folio por
uma distribuicao de singularidades ao longo da envergadura, a

um quarto de corda da borda de ataque, e impor que a inclinacao
das linhas de corrente a tres quartos de corda da borda de ata-
que seja igual a do folio. Este método tem mostrado razoavel
precisao quando aplicado a hidrofélios, como mostra K.A.R. Is -
mail (08).



Sendo a inclinacao das linhas de corrente igual ao

angulo de ataque geometrico, temos

a. = a : (1.38)

re) = [ — dx! (1.39)

Feitas estas consideracoes a equacao (1.36) transforma-

se em

™

1 8T (a ) // ' 1
o = f 0 1 + Y1 + AR? (cosa-cosa )2 - do,
g o o
2wUs o Gao

(cosa-cosao)




)T 1 1 2H (o )
- f F(ao) 1 + — - o sena_ dao
) - {re 2
2mUs R G(a,ao) [c(,,ao)]
T 1 -
Kosen(ZS) kR] "
- —— f f T(ao) ]+sen{ } senh|—>cosB (cosa-cosq )R2
LyF2y 2F2AR 2F °
o o
. k i
k exp -;;— I(a,ao) sena dk dao
5 C{1/k) kR
+ f f F'(a )] ~= sen?8+ — c0s“8 l+sen[ ]
2mF2y 2 A(1/k) 2F2AR
k ) P
cosh cosB(cosa-cosa )R, |k exp|- — 1 (a,a )
2 F2 o’ 2 2F2 °
. sena  dk do
o o
K mom/2 sec
0 f f T(ao) sen?asen?B+cos?B|sec’e l-cos{ 8}
2mF2y 2F2AR
(cosa-cosao) k
cos cosBsenBsec?9|exp| - —— I{a,a )
2F? 2F2 °

. sena dSda (1.40)
o o
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Assumindo para a distribuicao de circulagao, a série
de Fourier
[e]
P(ao) = 2Us ) A sen(mao) (1.47)
m=]
onde m numero de pontos de controle e Ay incognitas,

podemos escrever a equagao final do angulo de ataque

)T 1
Q¢ = — f z An mcos(mao) l+|//l+AR2(cosa-cosao)2 - da
g LI m=1 4 cosa-cosqa
)
ARZ T ; H(ao)
+ f Ap sen(ma ) sena_ do
T o m=l ° rx*[6(a,0,)] ° °
| L | 1 2H (o)
- - [ Y An sen(mao) T+ — - ~|sena dao
T m=1 R* G(a,ao) [G(a,ao)]
sen(28) T ® ER] k
- ___,_._.j j Z Anm sen(mao) I+sen{ senh cosB(cosa-cosa )R2
2mFY 5 0 ™ 2F2ZAR 2F2 ©

k N
. k exp|- — l(a,ao) sena_ dk da_
2F2 ©



1 T e Py C(1/k) ir
* __: f f 2 Am sen(ma )|— sen?B+ ——— cos23 1+sen[_~_L__}
F =] 2 ALl /k
> ) © ]
.cosh - cosB(cosa-cosao).R2 kexp| - Sy I(a,ao) senaodkdaO
2F 2F
1 ™ TT/Z i I
ech
) 4 / f 2 AHSen(wa ){sen?Bsen2B+cos28|sec’s l-cos[ ]
UL 2F2AR
(cosa-cosa ) sec?p
. cos cosBsenBsec?B|exp| - I(a,ao)
2F? 2F2
senc. d8 do (1,42)
) o
onde R% = /1 + ARZG(a,0)

e as demais fungoes sao dadas pelas equacoes (1,37).

L.1. Consideracoes sobre o Método de Calculo

Para determinarmos as incognitas Am da equaggo (1.42),
escolhemos tantos pontos de controle quantas sao as incognitas,
de maneira a obtermos um sistema de equagoes onde os coeficien-

tes das incognitas sao obtidos por integracao numérica.
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Na obtencgao dos coeficientes das incognitas Am’ usa-
mos o método de integragao de Gauss, onde foram escolhidos po-
linomios de graus 7 ou 9, dependendo da posicao do ponto de
controle. Tendo como compromisso a precisao desejada, testa -
mos o programa para diferentes graus do polinomio, chegando a
conclusao que os graus 7 e 9 eram adequados, Fig. 2, pois para
graus maiores a melhora na precisao implicaria em tempo de com

putacao muito maior ao adotado.

0 numero de pontos de controle, m=9 que dividem o)
perfil em estacoes equiangularmente espagadas, € adotado apods
testarmos outros valores e concluirmos que este é safisfatdrio
guanto a precisao e tempo de computacao. Na Fig. 3, temos a
sustentacao em fung3o do aspect ratio para varios valores de m
sendo que para m > 3 os valores comegam a superpor-se aos ob-
tidos com m=7 e m=9, e o tempo de computagSo torna-se relati

vamente maior.
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Apos obtermos os coeficientes da série de Fourier,

coeficientes Ap da equagao (1.42), o c3lculo das forcas e dos

coeficientes de carga serao facilmente obtidos.

5.1. Coeficiente de sustentacao local

Sendo a distribuicac de circulagao ao longo da enver

gadura dada pela equacgao

T{a) = 2Us } A, sen(mc) (1.41)
m=1
e o coeficiente de sustentacao local é a
L{a) ,
C = ;e 1.43)
£ ] 2
7 PUTC
onde L(a) = pUT(a) & a sustentacdo seccional, podemos escrever
o coeficiente seccional como
C, = UuAR ) Agsen (ma) (1.44)
m=]
s
onde AR = — para c constante



5.2. Coeficiente de sustentacao total

0 coeficiente de sustentacao total sendo.

c, = : (1.45)
L 1 2
—2-' OU A
1 S Tr
onde A = ¢',¢ e L, = ~ | oUr'(a)sencda
o
podemos escrever o coeficiente de sustentacao total
CL = TWAR A, (1.46)

onde A, é o primeiro coeficiente da série de Fourier,

5.3. Arrasto Induzido

0 calculo do arrasto induzido é baseado sobre a ava -

liagao da forga de sucgio da borda de ataque, o qual € dado por

Chi = C.o - FS (1.47)

onde CS € o coeficiente de succao da borda de ataque.

Pela teoria potencial bi-dimensional, temos



/ (= pUfc) = (1.48)

Substituindo na equacao (1.4k)

1

dt! = — s sena do
2
e integrando chegamos a
16ARZ m? o
Co = ] Am ——— (1.49)
2
1] l}m -1
m=]

Tendo o cieficiente de succgao CS’ o coeficiente de ar-
rasto induzido pode ser facilmente obtido pela equagao (1.47) e

o fator de arrasto induzido pela expressao:

b
[
o

2 (1.59)

-~

Para a determinacao das forgcas e coeficientes de carga
elaboramos o programa de computacao na linguagem Fortran IV para
o computador DC-PDP-13, Basicamente o programa consta em determi
nar as incognitas A_ da equacao {1.42), onde seus coeficientes
sao obtidos pelo método de integracao de Gauss. Com nimero de
pontos de controle m=3 e graus do polinomio de Gauss NG=7 ou

9 a integragao ao longo da envergadura e realizada no programa



principal, e a integragoes em k e 8 através das subrotinas
XKINT e TINT, respectivamente. Apos obtzrmos a matriz dos
coeficientes das incognitas, estas sao daterminadas atraves do

utilitario IBM, subrotina LLSQ.

Com as incognitas Am, o coeficiente de sustentacgao dis
tribuida (equagao (1.44)), coeficiente de sustentacdo total (e-
quagao (1.46)), coeficiente de arrasto induzido (equacao (1.47))
e fator de arrasto induzido (equagao (1.5C)) sao finalmente de~-

ttrminados como mostra a listagem do programa ,



5.4, Proarama

DIMENSION TG(15,15),GAUS(15,15),CL{20),CAR(5),BH(12)
DIMENSION C(20,20),B(22),A(402),D(29),X(29),FR(1Q)
DIMENSION IPIV(39),AUX(39)
COMMON/RIN/TG,GAUS,AR,BETA,F,PAI,HB
IG(4,1)=2,9681602398%
TG(4,2)=+,8360311073
TG(4,3)==,6133714327
IG(4,4)=2,3242534234
IG(4,5)=3,a .
TG(4,6)=eTG(4,4)
TG(4,7)=27G(4,3)
TG(4,8)=eTG(4,2)
TG(4,9)3=T7G(4,1)
GAUS(4,1)=,0812743884
GAUS(4,2)3,1806481607
GAUS(4,3)=,2606106964
GAUS(4,4)3,31234727709
GAUS(4,5)=,3322393559
GAUS(4,6)=3GAUS(4,4)
GAUS(4,7)=GAUS(4,3)
GAUSC(4,8)=GAUS(4,2)
GAUS(4,9)=GAUS(4,1)
TG(1,1)3%,9491879123
TG(1,2)==2,7415311856
TG(1,3)==,4088451514
TG(1,5)=2eTG(1,3)
PGL1,6)="1G(1,2)
YG(1,7)=91G(1,1)
GAUS(1,1)=2,1294849662
GAUS(1,2)=2,279705%3919
GAUS({1,3)2,381830252%
GAUS(1,4)5,4179591837
GAU3(1{,5)=GAUS(1,})
GAUS(1,6)=3GAUS(1,2)
GAUS(1,7)=3GAUS(1, )

IW=3

IR=2

NC=9

PAI=3,141393
PASIPAL/FLOAT(NC+1)

F=d,6

READ (IR,2) (FR(I),I={,2)
FORMAT (2F10,5) ;
READ (IRs3) (Bu(J)eJ=1,7)
FORMAT (7F19,3)

DO 444 MX=1,6

HB=BH(M4X)

DO 99 1Z=%1,2

ARIFR(IZ)

DO 333 !IR=1,10
BETA=(12,#PAL/180,)»FLUOAT(MR=Y)
DO 6 M=1,NC



)

89
92

88

91

21
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DO & NK=1,NC
CL(M)=0,0
IPIV(M)=D,0
AUX(M)=2,0
X(M)=0,9
B{M)=2,0
(M, NK)2D,0
DO {9 IN=3g,NC
TISFLOATUIN)*PAS
IF (Ti=,3) 83,88,89
IF (T1=22,8) 91,99,99
NS=3

- K=4

NG=9

GO TO 2%
NS=27

K=t

NG=7

GO TO 2%
NS=1

K=4

NG=29
B(IN)ai,
NX=0

DO 14 N=i1,NC
JJ=1

NX=3N

A130,9

B1aT}

TN=N
CFO=22,#AR/(PAI#SIN(BETA))
TERMO3CFO»SINCTN#TL)
TERMO=® @

- 15 ABl=,5%(A1+B1)

BA1a,5%({B{=A1)

SUMT=32,0

DO 20 I=31,NG

TO=ABL+BAL*TG(K, 1)

CF1s}],/PA]

2031 ,+C08(TQ)

Z1=4% ,2C08(T!)

CO0SDsZ0=214

"ERt:(AR*COSD)*%2,

ERI=(1,+CER1)»» 5
Si-CFl*TN*t1,#ER1)*COS(TN»TO)/COSD
222=1,/PAT

C21=(AR®»2,)/pAI

SAL=SIN(TQ)#SIN(TN#TO)

PALSZOw#2 #Z %82 =2, *Zi*Zu*coscz,»aETA)+8 #HB#(Z0+Z1)WSIN(BETA)+16
4, *(HB**Z.J

ER2= (1o+(ARNN2,)#FPAL) #%,5
CN=(Z0#SIN(2,#BETA) #4 ,%H3¥COS(BETA) ) #»2,
CF22a1./FAL+2,*CN/(FAL~&2,)



20

22
36
38

41
39

10

an

37
34

45
49

CF213CN/FAL
521=C21#3ALCF21/(ER2%#3,)
S22=C22#SAL#CP22#8 (1,41 ,/ER2)
522321+522

Sy3m3y

S23=82

CALL TINT (T1,T0,N,S5UM4)
CALL XKINT(TL,TQ,N,S5U43)
ST=51=S2+SUM3I+SUM4
SUMT=3UMT+3T#GAUS(K,I)
CCIN,NX)=CCIN,NX)+SUMT#BAY
IF (JJ=1) 19,22,19

JJ=32

IF (N3=1) 34,34,36

K=4

NG=29

GO TO 39

IF (NS=3) 41,38,38

K=1

NG=7

GO TO 39

K34

-NG=9

A1=TY

B{=PAX

GO TO {5

CCIN,NX)=CCIN,NX)Y+TERMO

DO 39 My=1,NC

DO 32 MI=y,NC

MK=MI&NCH(MN»Y)

ACMK)Y3C(MI, MN)

EPSa),E=96

M=NC

=M

L=1

CALL LLSQ (A,B,M ,¥ ,L,X,1P1V,EPS,IER,AUX)
ARITE (IW,37)

FORMAT (15X,21HCOEFICIENTES DA SERIE)
WRITZ (IWp31) (XC(I),I=t,N0)

FORMAT (5X,7(F10,5,2X))

NT=NC

DO 43 J=1,NT

FAS2PAT/FLOAT(NT+1)

T23FLOAT(J)»FAS

CL(J)=A,D

C3T=9,4 4

DCJ)=,5901,2C03(T2))

DO 45 KJ=1,NC

RI=KJ

CSTICITH(L16, #AR#N2 I (X(KIIWRI)I #%2,/( (4, #RI*N2,=1,)#PAL)
CLOJISCL(II 4, RARWX(KI)#SIN(RINT2)
CONTINUE

WRITE (IW,47)

-L}o_



47 FQRMAT (15X,23HSUSTENTACAO DISTRIBUIDA)
ARITE (IWs31) (CLCJIY,a31,NT)
WRITE (IW,102)
192 FORMAT (20X,BHPOSICOES)
JRITE (IW,31) (D(J),JI=L,NT)
CLTIARMPAINX(L)
COI=CLT=CST
BKR3PAINARNCDI/(CLTH%2,)
WRITE (IW,193)
193 FORMAT (20X,17HSUSTENTACAQ TOTAL,SX,3HwAR,9X, 2HNC) 7X,4HBETA, 9X, 2HH
58,8X,1HFM)
BETA%19,#FLOAT(MR=1) ,
WRITE (IW,104) CLT,AR,NCyBETA,HB,F:
124 FORMAT (20X,2?12,5,7X,IS,SX,FIG,S,SX,FiQ,S,5X,F10,5)
WRITE (19¥,109)
189 FORMAT (20X,3HCST,3X,3HCDI,5X, 3HKBR)
: ARITE (IW,119) CST,CDI,BKR
110 FORMAT'(13X'F19;5’2x’?19150ZXpF1995)
ARITE (IW,1028)
123 FORMAT (//92Hsmmencnccemancnnacccssncacnccicncncsencnnnannmnocnnus
Sesescrncnncnnccsnenrcccnnsenercncecsanans)
333 CONTINUE
99 CONTINUE
444 CONTINUE
END

SUBROUTINE XKINT (T1,TD,N,SUM3)
DIMENSION TG(15,15),GAUsS(15,15)
COMMON/RIN/TG,GAUS,AR,BETA,F,PAI,HB
K=1

NG=T

SyM3=3,0

IN=N

DO 13 M=1,NG

A2=9,0

B2=1,9

AB2=(A2+B2)#,5

BA23(822A2)%,5

RAKB=AR2#BA2NTG(K,M)

20=1,2C03(T0)

Z1=1,=2C0S(T1)
ATA=4,#HB+(Z0PZ1)W3SIN(BETA)
CEX=BXB®AIA/(2,#F%»2,)

DKB=2,/BKB

CKB=3DKB=1,

PKB=(IKB##2,=21,)8%,5
CK=(CKXB=RKB)##,5

AK=2,2*DKB+RKB

R1=S(2,=AK)/(2,%CK)

R23AK/(2,%CK)
TIKSR2#(SIN(BETA) ) ##2,+(2,%CK»(COS(BETA) Y ##2,)/AK
CQ3D=720=21
CTH=a(BKB#R2#COSDNCOSEBETA)I/ (2, #F#»2,)
CTH==CTH ’



13

24
20

CS:(BKB*RI)/(2,»53*?**2,)
C3121,/(PAI#(FP#8g,))

232=C31/2,

EXDaCTHmCEX

EXSaCTH+CEX
955?.S!CEXP(EXD)SEXPCSEXS))
PEC!.5*(8X?(EXO)#EX?(9EXS))
SAL:SIN(TN*TOJ*SINtTO)
F31=S;N(SETA)*CQS(BETA)
SBZ:CBZ*PEC»SAL*(l.tSzN(CS))hTIKlBKB
531=031*PES*SAL*P31DC1,fSIN(CS)J*SKB
5313953}
SUM3=SUM3-(831¢332)*GAUS(KaMJ

- SUM33SUM3#BA2

RETURYN
END

SUBROUTINE TINT (T1,TO0,N,SUM4)
DIMENSION TG(15,15),GAUS(15s13)
COMHON/RIN/TQ,GRUS,AR,BEIA,F,PAI,HB
K=t

NG=7

SyM433,0

TN=N

DO 14 M3i,NG

A3=9,92

B3=,5%PAI

RB3I=(A3+B3)»,5

BA33(339A3)%,53
TET3A33+BA3ISTG(K, M)
2131,-C0S(T1)

20=1,2C08(T0)
AIA=4,#HB4(Z204Z1)#SIN(BETA)
SEC=1,/C03(TET)
CEXI(AIANIEC##2,)/(2,0(F#82,))
IF (CEX=75,)22,21,21

S41=9,9

GO To 14

EX=1,/EXP(CEX)

C0SD=Z0=2}
CCO3SEC/(Z,#ARWF##2,)

RIT:(COSD*COS(BETA)*SIN(TET)iSEC**Z.]/(Z,*F**Z.)

C4131,/(PAInFang,)
SALZSIN(TQ)Y#IIN(THN»T0)

CT23(SIN(BETA)#SIN(TET) ) #u2,+(COS(BETA) ) #u2,
S31=(SECHNS I RC41%SALN(=],4C08(CCO)IRCOSCAIT) SEXHCT2

SUM433UM4ae8341#CGAUS(X, )
SUM433UM4»BA3

RETURN

END

42
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12

i1

12
13

SUBROUTINE LLSQ (A,B,¥,N,L,
DIMENSTION ACl),Bt1),Xx¢1)

IF(K!N!J@,l,I
PIVag,

IEND=D

DQ 4 K=i1,N
IPIV(K)=K

H;G.

ISTSIEND+}
IENDIIEND#N

DD 2 I=1IST,1END
H=H+A(I)#A(])
AUX(K)=H
IF(H=RPTIV)4,4,3
PIV=H

KepIvsk

CONTINUE
IFCPIVI3L,34,5
SIG33JRT(AIY)
TOL33IG#ABS(EPS)
LM3LwM

IST=ey

DO 21 K=3i,N
IST=2IST+%el
IEND=I3T+MaK
IsKPIYV=K
I?(I)3,8,68
H2AUX(K)
AUX(K)=AUX(KPIV)
AUX({(XaTV)=H
IDsI»d

D0 7 IZIST,IEND
J=I+1D

H3A(D)

ACI)I=A(3)

AgJ)sH
IFsK=1)11,11,9
81G=0,2

DO 12 I=I3T,1=ND
SIGISIGHA(II#A(L)
SIG=3QRT(31G)
IF(BIG-704)32,32,11
H=A{I37)
IF(H12,13,13
SIG==+51G
IPIV(LKRIVI=IPIV(K)
IPIVIRI=KOTY
BETASH®SIS
A{IST)=35TA
3ETAS],/(SIG#BETA)
JsN+K
AUX(J)==31G
IF(K=N)14,19,19

XsIPIV,EPS,)IER,AUX)

(IPIV(1),AUX(L)

- 43



14

13

16

17
18

29

21

22

23

PIV=9,9

ID=0

JSsT=K+1

KPIvVsJST

DO 13 J=IST,N
ID=ID+M

Hz0,0

D0 {5 I=IST,IEND
I11=I+ID
H2H+A(T)I#A(CII)
H=BETA#H

DC 18 I=IST,IEND
II=1+1ID
A(II)=A(II)=A(I)NwH
II=I8T+1ID
H=AUX(J)=A(II)INA(II)
AUX(J)=H
IF(H=~PIV)18,18,17
PIV=H

KpIVs]

CONTINUE

00 1 J=3K,LM, M
H=0,9

IENDs JeM=K
II=IST

DO 20 I=J,1END
H=H+#A(II)4B(I)
IX=1I1+1)

H=BETA»H

IIsIST

DO 21 I=J,IEND
BCI)=3(I)=A(IL)*H
TI31T+4

IER=9

I=N

LNsL#»N
PIV=1,8/AUX(2#N)
DO 22 K=N,LN,N
X(K)=PIVyx*3(1)
I=I+¥M
IF(li=1)256,26,23
ISTREN=L1) #H+N

D0 23 Js2,N
JST2ISTmMel
KeN+N+i=]
PIV=1,4/A0%X(K)
KST=K=N
ID=IPIV(KST)=KST
IST=2+J

DO 25 K=3i,L
H=B(XST)
IST=IST+N
IEND=IST+J=2

- Ly



24

25
26

27
28

29
32
31
32

IX=JST

DO 24 I=IST,IEND
II=L1+M
H=H=A(TITI#X(I)
I=IST»1
II=I+ID
X(I)=X(II)
X(IL)=PIV»H
KST=KST+M
IST=N+1

IEND=9

00 29 J=1,L
IEND=IEND+M
H=92,9

DO 28 I=IST,IEND
A=H+B(I)*B(XI)
IST=TST+H
AUX(CJ)=H
RETURY

IER==2

RETURY

IER=={

RETURY

JER=K=1

RETURN

END

Ls
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6. DISCUSSOES

6.1. Efeito da variacao do numero de Froude

A influéncia do nimero de Froude sobre a sustentacao po
de ser analisada considerando dois casos tipicos, hidrofélios ver
ticais e proximos da vertical, e hidrofolios horizontais e proxi-~
mos da horizontal. No primeiro caso, Figs. 4,5 e 6, a medida que
aumenta-se o numero de Froude a sustentagao atinge um ponto maxi-
mo, diminuindo em seguida, enquanto no segundo caso, Figs. 7 e 8,
quando o numero de Froude varia de 0.0 a 5.6, a Sustentégéo total
tem um valor minimo e a seguir um maximo. Estes resultados podem
ser explicados como consequencia dosistema fisico de imagem repre-
sentado pela equacgao (1.23), onde o primeiro e segundo termos po-
dem ser representados respectivamente pelo sistema de vortices re
presentativo do foélio original e sua imagem simétrica na superfi-
cie livre, enquanto os demais termos da eguagao (1.23) podem ser
representados pela distribuicao de vortices sobre a superficie 11
vre. Assim quando temos nimero de Froude infinito o sistema de i-
magem reduz-se ao sistema de vortices originais mais a imagem de
mesmo sentido na superffcie livre,ou raciccinando em termos do nu-
mero de ondas K,, teremos ondas de baixa amplitude e comprimento
grande, o que aumenta a pressao do lado de sucgao com consequente
diminuig¢ao da sustentagao. Para numero de Froude zero, o sistema
de imagem reduz-se aos vortices originais mais a imagem propriana
superffcie livre, ou em termos do numero de ondas Kogs» teremos es-
te muito grande, significando ondas de alta amplitude, equagoes
(1.22) e (1.21), e pequeno comprimento, implicando na diminuigao
da pressao do lado de sucgao e consequante aumento da sustentagao.
Para nUmero de Froude intermediario aos casos F =0 e F == o
aumento ou diminuigao da sustentacao depende da altura e forma
das ondas na superficie, as quais variam com a posicao relativa

entre o félio e a superficie livre. Esta influencia ficaria mais

clara se analisassemos, através das equagoes (1.20) e (1.21), a
elevacao da superficie livre para as diferentes condigoes de ope-
ragao.

Maiores detalhes da influencia cdo numero de Froude so-
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bre a sustentacao, pode ser visto pela distribuigao da sustenta-
950 ao longo da envergadura, valores estes resultantes da influ-
éncia da superficie livre nas diferentes seccoes, ao longo da

corda. Deste modo as Figs. 3, 10 e 11 mostram a influencia do
nimero de Frouds sobre a sustentacgao distribuida para folio ver-
tical, as Figs. 12 e 13 para folio proximo da vertical e as Figs.
14 e 15 para félios proximos da horizontal. Sendo que para folio
vertical o efeito da superficie livre fica mais concentrado na
regiao superior, implicando em maior sustentacao para nGmero de
Froude pequeno e menor para nimero de Froude alto, sobre o mesmo
folio. Ja para folio proximo da horizontal e horizontal este e-
feito € maior e distribuido ao longo da envergadura. Através da
Fig. 15 podemos notar a acentuada influéncia do numero de Froude,
sendo que para F = 0.0 a sustentacao apresenta-se bem maior que
F=o ou F =20.6, com concentracao na extremidade proxima da

superficie livre.

Quanto ao arrasto induzido, a influencia do numero de
Froude € tal que para valores deste onde a sustentagao total a-
presenta valor maximo ou minimo teremos arrasto induzido minimo
ou maximo respectivamente, como mostra a Fig. 16. Estes resul ta-
dos podem ser justificados, considerando que quando temos susten
tagao total maxima, esta € devida a alta sucgao na borda de ata-
que a qual provoca valores maiores do coeficiante de sucgao, di-
minuindo o valor do coeficiente de arrasto induzido, como nota-
se pela equacao (1.47). Do mesmo modo a variagcao do fator de
arrasto induzido K* en fungao do numero de Froude para folio ver
tical (Figs. 17 e 13) e proximo da vertical,Fig. 19, podem ser

justificados lembrando que estes sao resul tados das ondas forma-

das na superficie livre. Como consideramos na discussao dos valo
res da sustentacao total, a forma destas ondas e dependente da
posigao relativa entre o folio e superficie livre, o que leva a

termos variacao do fator de arrasto induzido para félio horizon-
tal e proximo da horizontal (Fig. 20 e 21), diferente dos valores
para folio vertical e proximo da vertical, aliados aos valores

do coeficiente de sucgao.

Ha Fig. 22 comparamos nossos resultados com os experi -

mentais, observando-se razoavel concordancia quando temos félio



operando verticalmente.

6.2. Efeito da profundidade de sugmergencia

Como notamos através dos resultados obtidos, os valo -
res da sustentacao total em funcao da profundidade para félio ho
rizontal (Figs. 23 e 2hk)e proximo da horizontal(Figs. 25 e 26) e
analogo a variagao para folio vertical e proximo(Figs. 27 e 28}
No entanto para folio horizontal e proximo da horizontal esta va
viagao com a profundidade € mais acentuada que para félio verti-
cal e proximo, sendo a sustentacao, para F = 0.0, decrescente com
o aumento da profundidade e para F = e F = 0.6 crescente.Ten
do a ressaltar que para profundiades menores que 0.5 a influen -
cia da superficie livre ¢ maior do que para maiores profundida -

des. Para profundidades maiores que 1.0 o valor da sustentacgao

tende ao valor aerodinamico, o que era pravisto.

As variacoes da sustentacao total com a profundidade

?
acima mencionados, sao justificados se considerarmos o sistena j
sico de imagem representado pela equagao (1.23). Para F = =
(K, = 0.0) » equagao (1.23) fica reduzida aos dois primeiros ter

mos que podem ser representados pelo sistema de vortices repre -
sentativos do folio mais a imagem destes de mesmo sentido na su-
perficie livre, implicando na diminui¢ao da sustentagao ao dimi-
nuirmos a profundidade, pois a distancia dos vortices imagenm re
lativamente aos originais diminuem, provocando aumento das pres
soes no lado de succao. Para F = 0.0 (KO = ») a equacao (1.23)
reduz-se a equacao (1.25) e esta pode ser representada pelo sis-
tema de vortices representativos do folio mais a imagem destes
de sentido oposto na superficie livre, que ao diminuirmos a pro-
fundidade havera maior interacao entre os vortices originais e
imagem no sentido de aumentar a sustentagao. Para numero de Frou
de intermediario a equagao (1.23) pode ser representada pelo sis
tema fisico de imagem formado pelo sistema de viértices represen-
tativos do folio, a imagem destes de mesmo sentido e distribuicao
de virtices sobre a superficie livre. Deste modo ao diminuirmos a
profundidade do folio, estaremos aumentando a interagao entre vor

tices originais, imagem e vortices na superficie livre, que tem
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como consequéncia o aumento ou diminuicao da sustentacao dependen

do do valor do numero de Froude intermediario.

Sendo a sustentagao total resultado da agao da superff-
cie livre nas diferentes secgoes do folio, pela distribuigcao de
carga ao longo da envergadura podemos notar como se processa esta
influencia. Considerando F = », para folio préximo da horizontal,
Figs. 29 e 30,verificamos que quanto menor for a profundidade maior
€ o achatamento da distribuicao de carga. Enquanto para inclina -
¢oes maiores do folio, relativamente a superficie livre, Fig. 31 ,
a mudanga na distribuicao de carga ao variarmos a profundidade &
menos acentuada devido a menor parte do folio estar exposta a su-
perficie livre. Quando temos F = 0.0 a diminuigao da profundida-
de provoca distribuicao maiores de carga, sendo os picos tanto
maiores quanto menor a profundi dade, como verifica-se nas Figs .
32, 33 e 34 (folio proximo da horizontal) e Fig. 35 (félio préxi-
mo da vertical). Notando-se que a variagao da distribuicido com a
profundidade € significativa para folio horizontal e proximos da
horizontal, e menores para folio vertical e proximo da vertical ,

o mesmo acontecendo para F = 0.6, Fig. 36.

0s valores obtidos para o fator de arrasto induzido K*

em fungao da profundidade de submergencia, Figs. 23 a 28, podem
ser justificadas se considerarmos a equagao (1.47), e lembrarmos
que o coeficiente de sucgao, para um mesmo valor da sustentagdo to
tal, podera ser maior ou menor se o valor maximo da distribuigao
de carga ao longo da corda ocorrer a menor ou maior distancia da
borda de ataque. Assim para profundidadespequenas, h < 0.5, a in-
fluencia da superficie livre sobre o fator de arrasto induzido 6
maior do que para profundidades maiores que este valor. Sendo que

para F = » e F = 0.6 o fator de arrasto induzido diminui com

o aumento da profundidade, ocorrendo o contrario para F = 0.9.

Na Fig. 37 comparamos os valores da sustentagao em fun-
cao da profundidade com resul tados experimentais, verificando-se
razoavel concordancia para profundidades n3ao muito pequenas. As
discrepancias notadas para profundidades pequenas sao justificadas
pelas equacaes linearizadas que usamos, as quais nao representam

suficientemente as condigoes de operacao para tais profundidades.
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Se usarmos o meétodo da superficie de sustentacao, na qual o fo
lio e substituido por uma distribuicao de vortices ao longo da

envergadura e da corda, esperamos que a concordancia melhore.

Ao compararmos os valores da sustentagao total em fun-
¢ao da profundidade por nds obtidos, com valores obtidos por Mil
lward, Fig. 38, nota-se razoavel discordancia. Esta discordancia
e motivada, por este autor usar o método da linha de sustentacao
para alto aspect ratio, o qual superestima a sustentacao relati-

vamente aos valores experimentais.

6.3, Efeito do angulo diéedrico

0 efeito do angulo diedrico sobre a sustentacao total
e resultado das diferentes elevacoes da superficie para cada an-

gulo. Assim para um determinado valor do numero de Froude o com-

primento de onda € fixo, mas a elevagao da superficie livre é
variavel com o angulo diédrico, como podemos notar pelas equa-
¢oes (1.20) e (1.21), onde m = sen e n = - cosB. Como mos -

tra a Fig. 39,quanto menor o angulo diédrico, maior é a influan-
cia da superficie livre, pois maior parte do perfil fica sujeito
a esta influencia. Considerando F = «, para angulos variando en
tre 0 e 50 graus, a variagao do coeficiente de sustentacgao e
mais acentuada que para angulos maiores, sendo a sustentacao tan
to menor quanto menor o angulo de inclinacao (Figs. 39 a bkny,pois
neste caso a elevacao da superficie livre € pequena e o compri -
mento das ondas grande. Para F = 0.0 temos elevagao da superfi
cie livre grande com comprimento de onda pequeno, provocando sus
tentagoes totais tanto maior cuanto menor o angulo diédrico, ocor
rendo variacoes maiores para 2 < SOO(Figs. 39 2 41} Pela Fig.
b2, F = 0.6, verificamos que a variacao da sustentacao com o

angulo diédrico & menor que nos casos F = 0.0 e F = o,

A influencia do angulo diédrico sobre a sustentagdo to
tal, torna-se mais evidente quando analisamos a distribuicao de
carga sobre a envergadura pelo fato da primeira ser consequen-
cia da influencia da superficie livre sobre adistribuigao de car

ga. Pelas Figs. 43 alh, que nos fornecem a distribuicao de carga
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para F = », verifica-se que o fato da variagao da sustentagao to
tal ser maior para variagdes de 2 menor que 50 graus, € devido a
reducao da sustentagao distribuida em maior parte do perfil, en-
quanto para angulos maiores esta diminuigao concentra-se na extre
midade proxima a superficie livre. Para F = 0.3, Figs. 45 4 47,0
motivo da sustentagao total aprzsentar maiores variagoes para
8 < 50° & devido aos picos provocados pela superficie livre so-
bre a carga distribuida, sendo estes tanto maiores quanto menor
8, enquanto para valores do 3 > 50° o efeito da superficie livre
concentra-se em menor parte do folio, provocando menores susten-
tagoes totais, que para 3 < 50°. As Figs. 46 e 47 nos mostram que
quanto menor a profundidade maior € a influencia de 3,. Para va-
lores do nGmero de Froude intermediario a F = 0.0 e F = o, Fig.
48, a influéncia do angulo diédrico sobre a distribuicao de car

ga € menor que para os casos limites (F = 0.0 e F = «).

Da variacao da sustentacao total e de sua posicao rela
tivamente a borda de ataque quando variamos a angulo diedrico,po
der{amos prever a variagao do fator de arrasto induzido mostrado
nas Figs. 40, 41, 43 e 50. ©Deste modo para F = (Figs. ko, 41
e 43)a medida que aumentamos o angulo diedrico o fator de arrasto
induzido diminui, pois o aumento da sucgao relativamente a sus-
tentacao ¢ maior. Para F = 0.0 (Figs. 46, 41 e L9) teremos o
contrario, para angulo pegueno teremos alto coeficiente de suc -
cao provocado pela alta sustentagao proxima a borda de ataque im
plicando em baixo valor de K*, enquanto para angulos maiores te-
remos baixo coeficiente de succao e consequentemente maior valor
de K*. Sendo que para numero de Froude intermediario a F = 0.0 e
F=o (Figs. 40, 41 e 53), a variacao do fator de arrasto induzi

do pode ser analogamente justificada.

Na Fig. 51 temos a comparacao dos nossos resul tados com
os resultados obtidos por Ashiev, Windall e Landahl. Notando-se
que para angulos pecuenos o nosso método subestima os valores da
sustentacao total, enquanto para angulos maiores estes sao super
estimados relativamente ao metodo usado por Ashley, Windall e
Landahl. Estes,estudando aerofolio diédrico préximo a uma super-
ficie solida, usam o método da superficie de sustentag3o nao pla

na. Que consiste basicamente em substituir o aerofdlio por uma
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distribuigao de vortices ao longo da envergadura e corda, mais
a imagem destes de sentido contrario relativamente a superficie

sélida, o que representa melhor as condigoes de operacio. Tal
método se aplicado ao nosso problema traria grandes complicagoes
devido aos termos adicionais representativos do efeito da super-
ficie livre, dai o motivo de n3o o adotarmos aliados ao fato
de os resultados apresentados pelo nosso método serem satisfatg-

rios.

6.4. Efeito do Aspect Ratio

0 efeito co aspect ratio pode ser explicado se conside
rarmos o sistema fisico de imagem representado pela equacdo(1.23),
onde o primeiro termo pode ser representado pelo sistemade vorti-
ces representativos do folio original e o segundo sua imagem na
superficie livre nao perturbada de mesmo sentido. Os demais ter-
mos podem ser interpretados como a distribuicao de virtices na
superficie livre. UDeste modo a medida que aumentamos o aspect
ratio as perturbacoes do fluxo devido a superficie livre € maior
na parte central, decrescendo na direcao das extremidades do f6-
lio. Assim para F = =, Figs. 52 e 53,a medida que aumentamos AR
o efeito da superficie livre diminui, aumentando a sustentagéo ,
e para F = 0.0 este efeito manifesta~se no sentido de diminuir a
sustentaggo com o aumento de AR, o mesmo acontecendo para valores
do nimero de Froude intermediario a zero e infinito. Em particu-
lar para folio verticatl, Fig. 5L, ao aumentarmos AR o valor da
sustentagao tende ao valor aerodinamico, devido ao efeito da su-

perficie livre concentrar-se na extremidade superior.

Pelo motivo da influencia da superficie livre sobre a
sustentagao diminuircom o aumento de AR, esta infludncia sobre o
arrasto induzido ou fator de arrasto induzido tambem diminuira ,
como mostra as Figs. 52, 53 e 55. Sendo que para F = @ ¢ F = 3.6,
folio horizontal, o fator de arrasto induzido diminui com 0 au -
mento de AR, ocorrendo o contrario para F = 0.0. Quando o fdlio
€ vertical ou préximo, o fator de arrasto induzido diminui com

o aumento de AR para qualquer valor de F devido a forma das on-



das da superficie propiciarem tal comportamento.

0 efeito de AR e comparado com resul tados experimentais
extrafdos de comunicagoes particulares recebidas por K.A.R. |smail
onde notamos razoavel concordancia, Figs. 56 e 57. A medida que
o aspect ratio diminui a concordancia com os resultades experi -
mentais diminui, devido as simplificagoes do método nao serem va-
lidas quando o aspect ratio torna-se pequeno. Este fato fica mais
claro quando comparamos a distribuicao de carga com a obtida por
Gumieiro, usando o método da superficie de sustentagao, que e
mais precisa, Figs. 58 e 59, e com a obtida por Millward, usando
o método da linha de sustentagao para alto aspect ratio, que e
menos preciso que o método da linha de sustentagao refinada Fig.

60.



CAPTTULO 7

7. CONCLUSOES

As conclusoes mais importantes deste estudo sao:

] - A variagao da sustentacao total com o numero de
Froude para folio vertical e proximo da vertical difere da varia
cao para folio horizontal e proximo da horizontal. Sendo que pa-
ra folio horizontal e proximo da horizontal a influencia da su-
perficie livre € maior que para félio vertical e proximo da ver-
tical, existindo um numero de Froude critico onde a sustentagao
é maxima. Abaixo do valor critico a diminuigao do numero de Frou
de diminui a sustentacao, o mesmo ocorrendo quando aumentamos o

namero de Froude acima do valor critico.

0 fator de arrasto induzido com a variacao do nime
ro de Froude, apresenta comportamento semelhante ao da sustenta-
¢ao total, exceto que para sustentacao maxima ou minima teremos

. 3 . ” - - -
respectivamente fator de arrasto induzido minimo ou maximo.

2 - 0 efeito da profundidade de submergencia € no sen-
tido de aumentar ou diminuir a sustentagao total. Para numero de
Froude pequeno, a medida que diminuimos a profundidade a susten-
tacao aumenta, e para numero de Froude alto esta diminui. Para
profundidades pequenas e numero de Froude baixo nota-se desvios
razoaveis dos resultados experimentais, motivados pelas equacoes
linearizadas e o método da linha de sustentagao refinada nao re-
presentarem adequadamente estas condigoes de operagao. No entan-
to estes resultados apresentam-se mais precisos que os obtidos
por outros autores usando o método da linha de sustentagao de

Prandtl.

3 - Dependendo do angulo diédrico teremos maior ou me-
nor sustentacao, ou fator de arrasto induzido. Assim para numero
de Froude pequeno, o aumento do angulo diédrico leva a uma dimi-
nuicao da sustentagao total e aumento do fator de arrasto induzj
do. Para numero de Froude alto, aumentando o angulo diedrico tem-
se um aumento da susteﬁtagéo total e diminuicao do fator de ar

rasto induzido.
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L. Hidrofolios de pegueno aspect ratio sao mais suscep
tfveis a influéncia da superficie livre. Sendo que para name ro

de Froude alto, aumentando-se AR temos aumento de

dCy dcy

da do /_
h =
ocorrendo o contrario para numero de Froude pequeno. Em particu-
lar para félio vertical a sustentagao tende ao valor aerodinami=
co guando AR aumenta, para gqualquer valor do nuimero de Froude.
Verificando-se que para valores de AR moderados e altos o metodo
usado apresenta resultados adequados, enquanto para valores de

AR pequenos os resultados divergem dos experimentais.
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APENDICE A

INTEGRACAO EM 8 DO TERéElRO TERMO DO POTENCIAL DE VELOCIDADE

Da equagao (1.23), tomamos os termos

o (h+b) o /2

o3 = - o f f / J Ad senfsec?6 cos k (x=-x')cosH
212
o h o -~7/2

kexp[;(z-zf)]

sen|k(y~-y')sen$ v dBdkdz'dx"
k-K sec?o
o
o b
K ctg B (h+b) w2 ,
+ f | ¢ sec®scos|k(x-x')cosa| .
2n? o h
o -~T/2

kexp[k(z-z')]
cos|k{y-y')sen?® - d6dkdz'dx'
' k-Kosecze

(A1)

onde substituimos n=-cosB, m=senB e ds=dz'dx'/senfB

Lembrando que o integrando e fungao par e mudando os

limites de integracao em 0 , podemos escrever



KO ® (h+3) i il
¢s = - ——-; j j f j Ad cos8csc?2cos Lk(x-x')sena
L o h o
kexp[k(z-z')]
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A.l - Integracao do Szgundo Termo da Equacao (A.2)
K ctgs (h+b) = 7 ‘
b3z = J f [ | &% csc?8cos |k(x-x"')senB|cos|k(y-y')cosH
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Apos mudarmos a variavel de integracao 6 para a va-

riavel complexa Z, tal gue

Z = exp(i9)
obtemos
1 z% - |
send = —  ———— |
2i Z
1 z2 -1 ,
sen?g = - — ( )
L Z
122 + 1
cosd = —
2 z

e a equagao (A.3) pode ser escrita como

J K ctg8 : [(h+b)[w¢ § Cos{k(""")"l(Z)]‘ms[k(‘/"")vz(Z)].E
=Reall + —— Adi |
P32=Rea 72 £ h ° | [Z“-ZZZ(I- —-———ZEO)H]

explk{(z-z')|dZdkdz'dx" (A-14)




onde
] z%2 -
VI(Z) =
21 Z
1 2% + 1
V. (Z) = —
2 2 Z

Escolhendo o contorno de integracao em Z como sendo a
circunferencia de raio unitario e centrada na origem, teremos di
ferentes polos de interesse para k < Ko ou k > Ko. Assim depen-
dendo dos valores assumidos para k, pelo teorema da integral de

contorno de Cauchy, obteremos:

$ F(z) dz = 2mi J { Res F(Z) p+ mi J| < Res F(Z) (A.5)
Zrai Z>bi

onde ai sao os polos internos e bi os polos sobre o contorno de

integragao, sendo F(Z) o integrando da equagao (A.4).

A.1.1 - Valor da integral para k < Ko

Para k < K_ a equacao (A.4) possui os seguintes

polos
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1} — e '
20 =7 1Y
Sendo z'] e Z“] polos internos ao contorno de in-
tegragao e os demais externos, de acordo com a equacao (A.5)
obtemos
w (h'i'b) X 1
_ ctgs ° Ao codk{x=-x'")R,|cosh|k(y-y')R
P32= f f : 1 2
T ]/(}—2_1{.2)2—]
lo} h o k ‘
éxp k{z-z') |dkdz'dx" (A.7)
onde

2K 2K
C (K /k=) =1/(1 - —2) -1/(1 - eyt o
k



. 2 - A(K_/k)
1
2 C(K_/k)
. A(K_/k)
2 :
2 C(K /k)

que € o valor da equagao (A.3) para k < K,

p.1.2 - Valor da !Integral para K >K0

Para k > K a equagao (A.4) apresenta os polos

Z'y = exp i(6/2 + nm)

ZII' =_Zl]

z', = exp|-i(¢/2 + nm) (A.8)
AL =71
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Z = ]
3
2'3 = ‘]
onde n = 7,1
2K 2
-1 /] '(] '——EP-
¢ = tc 7K
1] - -2
k

estando estes localizados sobre o contorno de integracao, conclui
mos que para k > K, © valor da equagao (A-3) € nulo, apds usarmos

a equagao (A.5). Assim concluimos

« h+b) & .
ctg3 (h+5) o 1
b3a=- f | Ah o5 k(x-x')R,|cosh k{y-y')R,
T /2K
o h o] . Oyva2_
/(-2
exg|k{z-z"'")|dkdz'dx"® (a.9)
onde

2K 2K
C(K_/k) ='b/11 - —2) - //(t S-F

k k




. 2 - A(Ko/k)
]
2 C(Ko/k)
. A (K /k)
2 - .
2 C(Ko/k)

A.2 - Integracao do Primeiro Termo da Egquacao (A.2)

© (h+b) = 7
o f ] f j Ad - cosfBcsc?8cos|k(x-x"')send

¢31 = -
b2 h o -7
o

‘%xka(z-z‘)]
. senjk(y-y')cos® dddkdz'dx' (A.10)
k-KOcscze

que apos mudarmos a variavel de integragao 8 para a complexa Z,

analogo ao item A.1, obtemos

1kg (h+b) o | 2(22+1)60$[k(x-X')V|(Z)]Sen[k(Y‘Y')Vz(Zi
¢31=Rea] '——2‘ ] f j ¢ Aq) u 2 ‘ ZKO
w o [z -22% (1- 229) +1 ]

explk(z-z')|dzZdkdz'dx"' (A.11)



1 z%2 -1
onde V](Z) I
2i A
1 2% + )
v.(z) = -—
2 2 i

na qual a integral de linha sera avaliada para k < Ko e k > Ko,

analogo ao procedimento anterior.

A.2.1 - Valor da integral para k < KO

Para k < K_ a equagao (A.10) possui os polos dados pe-
las equagoes (A.6), sendo Z'] e z", os polos que con-
tribuirao no valor da integral de acordo com a equagao (A.5),0b

tendo portanto para k < K_

oo (h+b) K0

K
da1 = = == [ [ [agP(k A)cos|k(x=x") R }senhkly-y')R,
2m o) h o
exp|k(z-z')|dkdz'dx' a.12)

onde

2 - A(Ko/k)

R, =
2 C(Ko/k)



A(K_/k) AK_/K)
RZ = — P(Ko/k) = / W;:TH‘
2 C(K_/k) C(K /k) /(1-==) 2 -1
que € o valor da equagdo (A.10) para k < K

o"

A.2.2 - Valor da Integral para k > Ko

A equagao (A.11) apresenta os mesmos polos de
(A.4) e andlogo ao Item (A.1.2), apos manipulagdes algébricas

concluimos que o seu valor para k > K° € nulo

A.3 - Valor Final do Terceiro Termo do Potencial de velocida-

de

De acordo com as equagoes (A.9) e (A.12) podemos escre

ver

o (h+b) Kg ’

¢3 =- ;f / J fz@?ﬂ&/w cos k(x-x')R] senh k(y-y')RZ
o h e}

exp|lk(z-z') |dkdz'dx!
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K. ctgs [
* - / cos k(x-x')R]}cosh!»k(y-y')RzJ.
)
expljk(z-z‘)] dkdz'dx' (A.13)
onde
2K o
C(Ko/k) = /(1 - /(l - ——-(—)). -1
k
A(Ko/k)=2'-2——+/(l--—-—-—)-l
k k
. 2 - A(Ko/k}
' 2 C(K_/k)
. - A(K /k)
2 C(Ko/k)
K K /%)
P(—) =
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APEND]CE B

REDUCAO DOS TERMOS DO POTENCIAL DE VELOCIDADES

B.l = Primeiro Termo

Da equagao (1.23)

1
¢, = — f Ap| m(y-y') + n(z+z')

L

1
— ds
R
s

[ |

ou

o= (hen) 1 dz!

61 =— f A my-y') + n{z+z')| — dx’ (8.1)
by o h R} sens

onde R = //(x--x')2 + (y=y")2% + (z+z')?

Integrando por partes em relacao x' obtemos

| (h+b) -

x x' x'=m[ dz!
= - A m(y-y')+n(z+z')] +
b Ly [h ¢ [(y-y')2+(z+z')2]R senf

x'=o0

, (h+b)6A¢ (x-x"') {m(y-y')+n(z+z')] b dz!

by o " h §x? [(y-y')2 + (z+z')2] "R senf



sendo
Ap (x' = 0) =0
*l
t §A¢
Ap (x' » ») = Ad(x'y) = | —  dx' (B.3)
o Sx!
x - x! 1 ]
lim — = - »
Wi (YTY')E + (z+z')? R (y-y')? + (z+z')?
n = - cosfB
m = senB
_ SAd
a equacgao (B.2), levando em conta que = 0 na esteira de
: 6 x!

vortices, transforma-se em

X't (h+b)(SA¢ x_x' (y—y')"(Z""‘Zl)Cth .
¢l - _/ j 1+ dz'dx' (A-l‘)
Lt o h o 6x! R (y-y') 2+ (z+2')?2 :

onde x', € a coordenada da borda de fuga.



B-2 - Segundo Termo

Da equacgao (1.23)

Lg s R*3

’

1 1
2 = — [ Ad|m(y-y') + n(z-z')} ds

ou
] o (n+5) 1 dz'
92 =— [ Ap|m(y-y*)+n(z-2') | — dx*
Ly o h R*3 senf
onde
R* = »/(x-x‘)2 + (y-y")2%2 + (z-2")?2
Analogo ao item anterior obtemos
; x'¢ (h+d) SAG x=-x" (y-y')-(z-z')ctgB
¢ = = e— _— 1+
2 kg jo Ih Sx! R (y-y')2+(z'-2)?2

- 72 -

(B.5)

dz'dx!'

(B.6)



B.3 - Terceiro Termo

Da equacao (A.13)

K @ (h+b)Ko
63 = - =2 [ | f A¢P (K _/k) cos k{x=x')R Isenh k(y-y')R,
2T o h o
exp k(Z‘Z') dkdz'dx"
Kocth = h+b K°
+ - [ 4% cos k(x-x')R] cosh k(Y”Y')Rz

2K
m o h o /(- k°)2-1

exp |k(z-2z"') |dkdz (dx"'

Tomando a integral

(e}

by o= [ Adcos k(x=x') R, |dx"

0

e integrando por partes obtemos

X i

— - i 1
by = 89 [ cos|k(x-x 0)R1 dx o

[e] o)

0

Xl

® 5Ad t

— ICOS

Sx?
o

(A.13)

[k(x-x‘o)Rl]dx'o dx!



ou
o Xl X'
I (x'.) ( o8
= Ad(x cos k{x-x' )R, dx' - . ' '
1 ¢ t f 0) L f . f cos[k(x X o)Rl]dx o dx
o}
(B.7)
SAd
pois A¢(x‘2) =0 e = 0 na esteira de vortices.
Sx'
Considerando
f cos k(x-x'o)R] dx'0 e fazendo as seguintes mudangas
0
de variaveis
s - i
t = k{x-x o)R]
dt
dx'o = e
le
p=-1
obtemos
1 kR1x
f.cos k(x-x' JR,{dx' = —— f cosp dp + f cost dt
o’ 1 o KR
o 1L o o

Substituindo o integrando do primeiro termo da equagao



anterior pela seguinte série de Bessel
Jolp) = 29,(p) + 2 4, (p) -2 3.(p) + ..

cosp

(8.8)

obtemos
1
1 + sen(ksz)

(-2}
-}
[ cos|k(x-x o)RI
o
lembrando que

(B.8) em B.7) e

ApGs substituirmos

xl
t SA9
Ao(x'y) = f — dx!
§x!
o
podemos excrever
x',

1 - GA9
|] = — f 1+ sen[k(x'x')R1] dx'

kR1 ° §x!

Com a equacao (B.9)

0 heb K
O sAad
1 + sen[k(x-x')R]

1
o3 = - — [ J
b §x!
o N o

senh k(y-y')R2 expik(z-z'){dkdz'dx"'

(8.9)

a equacao (A.13) transforma-se em



x't h+b Ko
ctgh §A¢ C(K_/k)
+ 1 + sen[k(x-x')R;]
1
27 o h ° S X A(Ko/k)
cosh k(y-y‘)R2 exp{k(z-z"')|dkdz'dx"’ (B.10)
B.4.- Quarto Termo
Tomando os dois ultimos termos da equacdo (1.23) e subs
tituindo ’
m = senf
n =-cosf
ds = dz(dx'/sen8
temos
g 2@ h+b /2
by = ——— Jf { A¢sendsec*dsen ko(x-x')sece
T o h o]

sen Ko(y-y')senesecze exp Ko(z-z')sec26 dodz'dx'



) o h+b 7/2 -
K “ctgP
-2 f f f Adsec”Bsen Ko(x-x')sece
w o h o L

cos KO(Y’Y')senesecze exp Ko(z-z')secze dedz'dx"’ (B.11)

Considerando

*® 1
, = f Adsen Ko(x-x')sece}dx'
0

e procedenco de modo analogo ao item (B.3) obtemos

1

X e h+b m/2
K SAd

du = — [
m o h

F -

senBsec®8 {1 - cos Ko(x~x‘)sec6

§Sx!
0 L

sen{Ko(y~y')senesecze exp Ko(z-z')secze dodz'dx!

' h+b w/2 - -

sec?f 91 - cos|X (x-x')sec®
Sx ! ©
x L

cos Ko(y-y')senesecze exp Ko(z-z')secze dgdz'dx’ (B.12)



APENDICE C

EQUACAO DAS VELOCIDADES [INDUZIDAS

Da equagao do potencial de velocidade (1.29), determi-

namos a velocidade induzida a qual € obtida por

So 3o
V = — senB - — cosB (c.1)
n .

Sy §z

C.1. Velocidade Induzida pelo Primeiro Termo

Tomando o primeiro termo da equagao (1.29) e derivando
relativamente a y e z, substituindo na equagao (C.1) e fazendo

as seguintes mudangas de variaveis

z! = h + tsenp
(c.2)
y = tcosf
y' = t'cosB
obtemos
X't 3
1 SAd x-x! 1
V. = — f 1o+ dt'dx’ (c.3)

ni by §x! R (t'-t)?
o o
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A equagao anterior apresenta singularidade de segunda
ordem em t, integrando por partes em t' reduzimos esta singula-

ridade para a primeira, obtendo.

' e,
| P SAd /(x--x')z+(t'-t)2 1
Vo= —ff— 1+ dt'dx'  (C.4)
nl vl e 1 !
by o o Stt}dx X=X t!'-t

C.2. Equacao da Velocidade Induzida

Derivando os demais termos da equacao (1.29), analogo
ao item anterior, obtemos as velocidades induzidas que acrescen-

tando a velocidade induzida pelo primeiro termo nos fornece:

) Xt s [s80 V(x-x")2+(t'-1)2 ] .
Vv, = — [ f 1+ ‘ dt'dx’
by o §z' |éx! x=-x! (t-t')

SA¢ (x-x') H{t')
+ — f f dt'dx’

BT 5 ox! R*3[G(t,t")]
1 Xy >S50 x-x" 1 2H ()
-— 1o+ - dt'dx’
b 8! R* [la(e,t)  [a(e,t")]?

) K 3
) |
l+sen k(X'x‘)Rl senh k(t-t')cosBR2

.k exp [- k I{t,t")|dkdt'dx"
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xk s K
1 ° 840 2C(Kg/k)
r — f f R2 sen?f+ ———— cos?8 I+sen k(x-x')R]
b o o o OX A(Ky/k)

.cosh[k(t'-t)cosBRz]k exp[-k I(t,t')Jdkdt'dx'

x% s /2

KOZ
- A B
w O X
o O O

SAd

{senzﬁsen28+c0528]sec?8 l-cos[Ko(x~x')sec6

)
.cos[Ko(t'-t)cosBsenGsecze exp -Kosecze I (t,t")

dodt'dx' (c.5)

onde

RY = /(x-x')2 + G(t,t")
H(t') = [t‘sen(ZB) + thoss}2

G(t,t') t'2 4+ t2 - 2tt'cos(2B) + Lh(t+t')senB + Lh?

i

t(t,t") 2h + (t+t')senB
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