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RESUMD

Este trabalho apresenta duas tecnicas para mbtengzo de
equagges discretas de diferencas finitas para a solugao numerica
de problemas de valor de contorno ] de auto~valor,
hi-dimensionais, descritos por equaggea diferenciais parcials de
ordem igual ou inferior B 2. #As duas tecnicas baseiam-se na
expansac em serie de Taylor da fungzm 5alug§a do problems em
ectudo, diferindo apenas no n&mero de pontos escolhides para @&
montagemn das moleculas (esqguemsas) de diferengas & no
correspondente desenvolvimenteo algebrico para nbtenggo das
equagges discretas., A& possibilidade de escolha arbitraria da
localizacae dos pontos gque compoem o dominio discreto de smlugﬁo
permite a elabaragzo de algoritmos para calculo automatico com a
mesma versatilidade de algoritmos baseados no Metodo dos Elementos
Finitos, quer no que se refere an tratamento de contornos curvos,
quer na possibilidade de adensamento da malha em regiges em que 0
gradiente d=a ?ungzo soluggo varie muito rapidamente. G20
apresentados exemplos de aplicagza en Condu;ga de Calor em regime

~ - - i -
permanente, Torcao livre de hastes vetas e Vibracao livre de

pembranas .



ABSTRACT

This work presents two procedures for obtaining discrete
?initE*differencé equations for the numerical soiution of
two-dimensional second order boundary value and gigenvalue
problems. These twh procedures are based on the Taglor's series
expansion of the solution function, and they differ +from esch
pther bs the numbery of nodes of the difference scheme {(star) and
the corresponding algebraic derivation o¥ the difference
equations. 6 completely geometrically irregular array of nodal
points opgns the possibility for developing computational
algorithms with the same flewxibility as thpose bhased on the Finite
Element Method for dealing with irregular boundaries and mesh
refinement . Three exsmple problems (Heat Conduction, Torsion nf a

Fopd and Free Uibration of Flat Membranes) arvre presented.
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Ty
1: INTRODUCAD.

1.1 - Generalidades.

o ripidn desenveolvimento da tecnologia de computadores
digitais tem possibilitade um grande crescimento da area de
metodos numericos. Problemas complexos, = tuja sglugzn era
considerada impossivel com as ferramentas anteriores a0
computador, szm agora rotineivamente resolvidos pela via Aumerica.

Parece pertencer ao senso comum a ideia de que ha dois
caminhos principais na busca de soiugzes numericas para problemas
continuos de equilibriu: al tecnicas variacipnais usadas em
conjunto com farmulagges de energia, e b) so}u;gn direta das
equagges diferenciais que governam o problema em estudo. A
interligag;o entre os dois caminhos é gvidenciada pela
equiuaigncia entre problemas de wvalor de contorno de aquag325
diferenciais e problemas de calculo de variagges‘

Dentre os enfoques variacionais destaca-se o Metodo dos
Elementos Finitos <ﬁEF31, que experimentou grande desenvolvimento
nas ultimas duas decadas. A fascinag;a pelpo MEF, causada por seu

10}

enprme sucesso ¢ ate mesmo por  moda , resultouw num relativo

. - 2 . "
ssquecimente de alguns ocutros metodoes , especialmente o Metodo das

Diferengas Finitas (MDF). Guando comparado com o MDF em sua versao

- R %,7,11%1 -
classica com malbhas regulares , o Metodo dos Elementos

-

Teocricoe de Elementos Finilos podem tombem bopoar-eo ey matode
=
doe residuos ponderados,

- ~~ -
Frincipalmente na area de Mecsonico dos SBclides.



B
Finitos provou ser mals eficiente no tratamento de condicoes de
cantorno, especialmente em dominios irregulares, e na
. . A
possibilidade de adensamento das malhas de discretizacao em
i . e - \ .
regices em que o gradiente da solucap wvaria muito rapidamente.
. . . [i%} . .
Zienkiewicz ohservou que uma das diferengas criticas entre as
tecnicas de elementos finitos e diferencas finitas, era a

versatilidade das primeiras no tratamento de dominios irregulares.

1.2 - Breve resenha historica.

Técnicas de diferengas finitss para malhas irregulares
existem j; h; algum tempo. MacNealtix: , em 1933, parece ter sido
¢ primeivo 3 empregar malhas triangulares na soluggo de equagges
diferenciais de segunda ordem, estudando o fluxo de corrente em
uma chapa metéli:a delgada. Usando analogia com circuitos
e!étricoa, MacNeal desenvelveu uma farmulag%a que permite associar
uma area elementar a cada no da malha discreta, com significado
fisico definido e, descrevendo exatamente o dominio em estudo.

SJernsen, em 1972, ¥pi, provavelmente, o primeivo a aprecentar
uma fnrmulaggm geral de diferencas finitas para malhas
irregulares, usando expansso em serie de Taglor e discretizaggc
direta das equagges diferencialis. Em lugar do esquema convencional
{fig. 1.1a), Jdensen usou uma molecula {ou estrela) de & pontos
envolvendo um ponto central, para escrever operadores de

diferencas de ordem igual ou inferior a 8 (Fig. 1.1.b).

A principal difituldade da proposta de Jdensen ers o eventual mau



condicionamento da matriz de diferengas gerada para cada moleculs.
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Fic. 1.1 - Mpleculas de diferengas finitas

Muitos autores tentaram desenvolver procedimentos automaticos gue
evitassem esee mau condicionamento quando da escolha dos pontos
: ’ 1433 E
envolvidos em cada molecula. Perrong ¢ Kao usaram ums moleculs
com pontos envolventes escolhidos segundo criterios de distancia e
posiripnamento npos octantes referidos ap sistema de coordenadas

{ver fig. 1.8%.

+3 I )
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Fio. 1.2 - Escolha de pontos envolventes (Perrone e Kao)

, £1e B , . , ~
Kurowski e Szmelter sugerivram fazer uma triangularizragao

de todo o dominio e montar as moleculss com s vertices de todos



3
os triangulos com um ponto em comum. Um enfoque diferente foi
RTS . _
apresentado por Frei . Usando o conceito de elementos finitos
isoparametricos, Frei introduziu o emprego de formas irregulares
mapesdas em  umA malha retanaular regular, nnde eram esevitas as

- , )
equagoes de diferengas. Em 198@, Gongalves e Pamplona
apresentaram uma tecnica bastante util para o tratamenteo das

o o e
condicoes de contorno, facilitando a elaboracao de dados de
entvada para programas de calculo automatico por cvomputador.

Para evitar os problemas de condicionpamento e singularidade
da matriz de diferencas da proposta de Jensen e, ao mesmo tempo,
reduzir 0 tempo computacional do metodo sugerido por Perrone e

. . 110 L
Kao, Liszka e 0Orkisz propuseram minimizar o grro de
truncamento da serie de Taylor usando coeficientes de ponderacso

~ ~
inversamente proporcionals a distancia de cada pontno envolvente ao

ponto central .

1.3 - Objetivos.

Este trabalho apresentas dois esquemas de diferencas finitas
L4 o~ -
para malhase arbitrarias baseados na expansao em serie de Taglor da
P Far fn
fungao solugao de problemas de valor de contorno. No Capitulo
- b oz .
2 descreve~se o metodo de obtencac das equacoes de diferencas para
operadores diferenciais parciais de ordem igual ou infevior a 2,
I - - Por -
determina~se a ordem de convergencia da solucgac aproximada enm
LN - . . .
funcao do parametro de malha e apresenta-se, ainda, uma estimativa

iy : s
do erro da solugac aproximada. O capitulo 3 apresenta alguns



exemplos de aplicagao - Froblemas regidos pov equagges
diferenciais parcizis de segunda ordem. No Capitulo 4 discutem-se
algumas wvantagens e ditficuldades dac tecnicas empregadas e algumas

"~ . o . ) #
sugestoes sobre outras aplicacoes em mecanica do continuo.




2 - Drerencas FiNiITas Para MaLHASs IRREGULARES.

2.1 - Intredu;ga.

Seda @{x,w) 5miu;§m do probiema

Lig) = pix,y) em D & E° (2. 13

$Ox.9) = @(x,u) en T (2. 2)

¢, (x,90= @ Ou) em T, (2.3
aghdag

Ligr = ai¢x + a2¢y + asﬁxx + a4¢xy + a5¢yy (2. 4}

P, +T, =T e o contorno do dominic @ (fig. 2 1}
éiu,g) c wvalor conhecido de ¢ix,y) em Fi
¢n<H‘H) ¢ derivads parcizl de ¢i{x,4} na direg%o da normal

externa ao contorno I de




$n£x,5}: valer conhecido de ¢, em T,
¢ @;, L ¢;y, ¢yy derivadas parciais de ®(x,y).
tﬂ el ; G = 1. .83

pi{x,4) fun;ga de valor conhecido ¥ (x,4) € 0.

2.8 - Equagges de diferencas para malha regular quadrads.

) - el . . -
Pode-se abter ums aproximacac das derivadas PBTClalﬁi que
g -
compoem 0 operador L (eq. £.4), trabalhando em um dominio discreto
- -
$1 cujos elementos san N pontos pertencentes a £ = O + I,
R

escolhidos de modo a coincidirem com 08 nos de uma malha regular

guadrada, como indicado na fig. (2.2},

+ + +

+ + % + o+ +
+ + + + + + + +
+ + + + + + -+ +
+ + + + + + + +
+ + + + + + +

Fic. 2.2 ~ Dominio aproximado ﬁa

1“0?195 paiee o deorivado misia, gue exige ponive com Ax e Ay neo
milon.



g.2.4 ~ Ha}é:uﬁas regulares,

Tomando um ponto @ de ﬁa suficientemente distante de I de
mods que seus quatre vizinhos imedistos existam (veja-se fig.
2.3), pode~se fazer a expansao em serie de Taylor da fungzo Six,4}
para cadé um dos quatro vizinhos, supondo conhecidos 0% valores de

¢ e de suss derivadas parciais ate ordem dois ne ponto 9.

+3 .
b
*o *o *y T
h
+4 R
1 [ |
i h i h 1
Fig. 2.3 - Moleculs regular guadrada.

LR hig )y % hz(¢xx)o *ory
b, T T h@ 0, DR 0 e, s
Py T H,* h(d ), + ;s hz(tﬁyy)a + 1y
¢‘ = ¢° - h(¢§)a + % hzi¢§y)o +or,
onde ¢ (i = @,.. .,4) s30 o0 valores de @#{(x,4} nos pontos
2.4,...4, respectivamente e, r. (i = i, .4 0% termos

iR



resultantes do truncamento da serie.

H

Se o operador | for, por exemple, © Laplacianp (o = o

o, = & na eq. 2.4), soma-se as 4 equagges (2.5)

g, v, v B, - 4B, =R [P O+ (3, 0,1 % r (2.6)

¢

%

12,3

Farza valores suficientemente peguenos deg h o terme v em

(.46} pode ser desprezado e

- 4¢o) (2.7

- i
(¢>M> + <¢yy)°== s { g +¢2 +¢9 +¢=‘

e z i
h
ot . ~ \
PESSR & SEr a expressac aproximada do operador difprencizl noe

ponto £

2.z2.2 - Mmiéculas irregulares e ccndi;ges de contornn.

Guando o ponto central da molécula, e, esta préxime de I, um
ou mals pontos vizinhos podem nao existir ouw pertencer a [
(veija~se fig 2.4a). Se um porto vizinho pertence a I & | = F‘
{problems de Dirichlet} a céndig%o de contorno e automaticamente
introduzida, substituindo-se em (2.7) o valor conhecido de @{(x,4y}.
Este e o caso, por exemplo, dos pontos 1 e 3 da moleculas mostrada
na fig. (2.4bh).

Para corrigir a situaggo mostrada em (2.4a) (inexistencia do

ponta 2}, pode-se montar uma molecula irregular como a da fig.

{2.4¢c). HNeste casp, as £q95. (2.5) passam a ser



i
éi - qﬁo * h(%x )0 + ; h {¢xx)o * r!.
= - 1.2
¢2 - ¢0 ha (¢ )i.'.) * 2 ha (¢xx )o + rﬂ. (2 8)
- 1 .2 '
¢9 = ¢o + h(éy)a + oz h (qbyy)o oy
4
¢‘ = ¢O - h1(¢ )0 + by h {¢Y ;o +or,
+ WH““+
3 3 Pi
o\ ., N
2 1 e L) i

(o)

Fig. 2.4 ~ Moleculas irregulares em malhas ortogonal .

Resolvendo as Equagges (2. 8B) em {émjo & (¢yy§o e montando Q

Laplacianaa, VEM

- d ¢ P ¢
2 _ 4 2 B “
e =Bl Ty o Y rEET Y oy ¢
Z z 2 i i 3
1 1
- E"’G(mhh‘ + ...—___hz) = @ (2.9

[+ 4]
Ve jo-se Crandall , pp. 242 « 283,

10




Assim, para a molecula da fig. (2.4¢c) quando @ e conhecido no
contorno (Dirichlet}, os termos em ¢; e ¢‘ em (2.9 s;o conhecidos
. o
g passam para © 2~ membro.
Quando o contorno I e do tipo Fz (problems de Neumann},
121 - B o~
Crandall g Foragthe apresentam duss sugestoes,
r L o
f primeira e acrescentar as equacoes (2.8) , para cads ponto

- b - .
nt contorno, & condigaoc valida em Fz

e . ap 9ip
{ 3n )o = T )Giccgﬂ) + Jy )o {cend) {p.16)

onde 8 e o angulo entre a normal externa ao contorno ¢ o sentido

positivo do eixo x . O sistema de equagoes resultante pode ser
. T
resolvido nas segundas derivadas de @(x,4) em relacac a x @ 4, que

e

san as componentes do laplaciano.
. . - . '
A segunda alternativa consiste em, atraves de intereolacao
linear, estimav o valor de @{(x,4) em pontos de uma moleculsa

regular centrada em @ e escrever somente a eq. (2.18).

2.3 -~ Dperadores de 2- ordem para malha arbitraris.

2] saluggn aproximada do problema (2.1} utilizando esquemas
convencionais> de diferencas finitas perde em pficiencia e
versatilidade quande se apresentam algumas condigges bastante

. el # .
comuns em aplicatoes praticas:

BHuLhM regulares, am gerol guodrados ouw relangulares,

11



- se o contorno T e turve, a apraximag;o de & com malbhas
regulares exige alescalha de pontes adicionais em ', fora da
malha. Esses pontos podem ficar muito proximos de algum ponto
regular, causando mau condicionamento da matriz dos copeficientes
do sistema de equagges algebricas lineares a ser resoclvido;

- guando 0% valores das derivadas parciais de - TETID]
apresentam variag;o acentuada em algum trecho do dominio @, o
necessario adensamento da malha regular diminui a versatilidade
dos programas para calculo automatico da sniugZQ aproximada;

- gquando a direggu da normal externa aoc contorno I nao
coincide com uma das direggeg principais da malhka regular, =
imposigzo da condigga de contorno (2.3) torna~se mais complicada.

A #ormula;ga baseada em malhas irregulares apresentada a
sgguir, parece mais adequada sempre que as citadas condig%es
es}.t ejam presentes.

Dado um ponto {xo,30> € {1 , pode~se determinar o wvalor de
¢ix,4) em um ponto qualquer (x,4} de N se forem c¢pnhecidos as
valores das devivadas parciaiszs de ¢ no ponto (xo,50> , indicadas

For

por { ¢;)0; (¢y)o* {¢;x)a . (¢”y)° e (¢yy)0 , fazendo a expansan

f2m série de Tavlor de ¢ix,4)

Pix,g) = ¢{x0,59) (@ D 00w Y (¢y}°(5 - 4y

2
+ (@ o0 = x )"+ (¢;y30(x i PR B N

+

B p ek B

2
(B, ol — 8,0+ r (B.41)

ie



onde r e o residuo resultante do truncamentn da serie no ée termo,
Tomando m pontos em {3 proximos ao ponto 0 {de coordenadsas Mt
303, pretende-se representar o operador L em (2.1) atraves de

Ea ¥ 4 B s
uma expressao algebrica do tipo

AR, 11(p, — ¢} (2.12}

™
L@ = ¥ o

LES

Escrevendo (.11} para os m ponteos “vizinhos' de 0 e

rolocandn as m equagges em forma matricial tem-se
{pd = (¢0} + £DB€8¢}° + {r) {2,133

ou, fazendo (Ag) = {3} ~ {¢DJ ;
(Ag) = iEJ{5¢3¢ + {r) (2. 14}

L . N - A
Se ps m pontos sao suficientemente proximos de 0 ou  guardam
suficiente simetria em relacae a 0, o termo {r) de (2.14) pode ser

4
despresado € chega-se a

{Ag] = EBJ(B@)O (2. 1%

Tt

A matriz LD] contem ps coeficientes das m expansnes em  serie  de
Taslor aue dependem das coordenadas dos m+i pontos.

Como o vetor (a¢3° contem 03 valores das derivadas parciais

uma ves gque §o fo quondoe Ax,fy + ©

vor formo explicilo pora m=% na eg, (2.1,

13



ks a3
de $ix,4) que compoe O operador L de (2.4}, para escreve-lo fne

ponto O, basta resolver (2.15) em {3¢}0

2.4 - Hulécu?ag irregulares de & pontos,

2.4.1 - Pontos em £

Tomando S pontos em Q. (x .,y ), i= 1. .35, a equaggg

{2.15%) toms a seguinte forma explicita:

B T I T R P TR M CUE IR X CURIS S-S SYORRA il I )
(xz-xn} (y, Y, ) %(Rz—xo)g (=1, 24y, ~y,) %(32~sc)z ¢y
(g =%y} (5 -4, %(anKO)z S T A R iiga-go}z ¢ =
(R‘~x0> (5‘~3°) 4:;{:-{4-}{0 12 (x‘-xo)(s‘*-gn} -;-1-(3‘*30) ¢Ny
B R I B D A U M ISR L SV S TVl I
P, - Py
¢, ~ %
= e, - &, (2. 16)
$e ~ %
LANNE

onde ¢0; ¢;, @é, @é, @;, &5 sap 0% valores de @{x,4) nos pontos @,
i, 2, 3, 4 e 5 de © ({ver fig. 2.5
Se a pasiggc relativa dos pontos aque constituem a molecula

for adequadaé, a matriz (D) resulta ngo—singu}ar e pode-se

Yejo-ne Coap. £, ilem . 4.3

14



Fic. 2.5 ~ Ho]écula de & pontos.

L")
entaD escrever:

[AIALY = C6¢}°

onde

[al = coi?

Ewplicitando (2. .17}, tem~ge

30y A4p 343 P4g 25| [ % ¢,
%21 Pap Ppa ¥pg dps| P27 %o ?
331 %32 P33 %34 ®as %37 %0l T 1P
%41 %ap %43 Pag Pas| |94 % ey
1?51 252 ®s3 Bsg Fssd P57 Pl [Py ).

15

{(g.17)

(2.18)

{(2.19)




Assim, gualyuer das derivadas parciais de (£.4) pode ser
escrita no ponto (xn,ao) muttiplicando-se 3 linha correspondente

de £EAT pelo vetor (A} . Por sxemplo:

=
¢ > = % (¢£— ¢0} Ao, (2.29)

XK O .
152 ]

Tomando N pontos em Q s trzbalhando agora no dominio

aproximado ﬂ“ . pode-se escrever (2.1) em cada um dos N pontos
=
’21 (G‘aﬁ* aaazi.+ aaaat+ O‘i‘a‘.‘i- auaﬁh){¢t" ¢o) = p(xo*goj
1=
{2.21)

A repetigga de (£.21) para os N pontos de Q gera um sistema
de equagses algebricas lineares cuja soluggm fornece wvalores
aproximados de ${x,4) nos N pontos de Gﬂ

£ interessante observar que, s & malha for ortogonal

gquadrada (fig. £.63), & matriz {B1 pode ser escrita como

LDl = [B31.EC1] (2.22)
ande
i 1 @ 1/2 8 @ ]
-1 & i/ @ ¢
{B] = @ 1 @ @ 1/2
& -1 2 @ 178
1 1 1/82 1 1/2

ié



a 7] 9 & @
@ a o o ¢
o
rcl = o @ a ¢ o
e @ ¢ 22 @
o 0 o @ a® |

Assim, £AT = (DT = e *tyT? psssa a ser

(a7t o e e o] [1e -12 o 6 @
e 3l e o o ° e 1/2 -1/2 @
LAl = ) ¢ a° o ® 1 1 @ ¢ 0
e ¢ 6 % ¢ -1 e -1 e 1
e e ¢ o &t o e 1 1 e

Usando esta matriz [A] em (2.17), pode-se escrever, por

17




gexemplo:

@)

it

o (1/83) (P, - @)

{(2.23)
(B _ 1}

yy ©

(173°) (@, - 2R, + )

L ]

Portanto, a molecula de 6 pontos aplicada 2 melhas regulares
e . c o~ _ .
gera equacoes de diferencas identicas aquelas do esquena

; . 7
convencional de diferenca central’ .

2.4.2 - Moleculas no contornag.

Para problemas em aue £0 exista o contorneo F* (Dirichliet, P
exemplo}, nao ha necessidade de moleculas em pontos no  contorno,
uma vezr gque a :ondiggo dada em (2.2} e imposta autométicamente
quando os pontus de contorno participam das incid;ncias dag
moleculas montadas em pontas internos. A Equagga (B.21) & escrita
ent;n somente em pontos de Qﬁ que pertengam ao interior de £, Isto
reduz a dimenazq do sistema de Equag595 algébricas. Para impor a
condiggn de contorno vélida en Fa ou #m problemas em que B
derivada parcial de ${x,49) relativamente a normal R0 contorno sejs
ums uariévez com significado préticn impartante (fluxg de calor,
p. exemplol, pode-se usar a ?mrmula;gn descrita a seguir,

As condicoes de contorno (2.2) e (2.3) s3o introduzidas

regscrevendoe (2.14) nos pontos de ﬂq que estejam em [ = Fa+ Fz

Menos  poare o 2 derivads minmla. vejo-se Perrone & Koo, 1975,

i8



(x ~x.) (9, -y,) %(xiwxciz Oy =w Yy, ~y 0 %(3;"5933 ] ¢K
OG=xg ) (=i OG- =) (44,3 Flmu)” | e,
O = ¥ Cy =y ) %ixa—xu)z (g, =%, H g~y ? %(3Bw30}z .1 =
D I I U T L COCT IS TSRS SO - TOTE IS M B L
i £ m @ @ 9 1 0
¢, = ¥, ]
¢2 - ¢0
= e, - e (2.24)
¢4 - ¢0
¢

& equag§0 (B.24) & uma modificaggo de (2.16) em que a ultimsa
linha de [D] foi substituida pela condiggo de contorno wvalida em

r2 , dada pela q. (2.3).

= %2 _
b (x4 = ZE = lp 4 m (2.89)

onde £ g m~5;s us cossenes diretores do wvetor normal unitérin
enterne, no sistems de referencia adotado {ver fig. 2.1,
Desta forma, as moleculas para pontoe de contorno sac montadas com
4 pontos envolventes em lugar dos 5 usados em (2.17).

Sendo [DJ nao singular pode~se, a partir de (2.24), escrever

Far
novamente a BQUBLAD (.19, que paSsa a ter a seguinte forma

12



- p- -

311 Pgp 343 214 35| P17 %] [

321 2zp %23 2pa Fps| %7 %o ?y

331 232 33 %34 %as| %37 %ol © |Pux (2.26)
241 P42 243 %4a 345 ?4 % ?yy

851 25 ¥y 354 Bss] L Py 1 1Pyl

A equaggm {2.1), escritea a partir de (2.26), para pontops de

contorno, tem o seguinte aspecto:

+
o _— - . -

;3!‘ 1241 28p T PgBgt Rt Ggag M (P ¢o) +

Lz

5
+ ¥ os ¢ = pix, .4, ) (2_87)

Qe o ponto ctentral da molecula pertencer a Ti n termo

L3

- o & Lo . (a3 . o .
, E& ¢ 1a‘£i+ 2326.'} aam* ‘a“+ 535; m&o
= R

é conhecido (ver £, 2.2} e passa para © E? membro, restande comg
inc&gnita principal o valor de ¢n . 8¢ o ponto pertencer a Fz s o
segundo termo do primeivo membro de (2.27) & conhecide, restando
como incosnita principal o valor da funggo, ¢n'

PDs quatro pontos escolhidos para montar a molecula no
contorno devem estar dentvro do dominio f1. Istoc provocs o

ﬁeabalan:eamentoa da molécula,.Para reduzir este desbalanceamento

» .
g sempye possive] tomay, para cada ponto noe contaornno, um ponto

Terme usade por Liszka, em [101]

2@



virtual ewxternco g escrever como equaggm adicional a tandiggn 12.3:
explicitada em (2.25). Este procedimento e particuiarmente
eficiente em pontos de rz, Desta modo, todas as mcléculaﬁ PRSSEM a
ter a mesma estrutura basica (& pontos).

Uma outra abje;gn a formulagzo dada pela eq. (2.24) refere-se
a0 envolvimento, em um mesmo sistema de equagges algébricas, de
variaveis de natureza fdiferente, a saber, wvalores da funggc e de
sua derivada normal. Dada a possivel diferenca na oardem de
grandeza dos valores de ¢ e de suss derivadas, pode~se encontrar
problemas numericos na solucao do sistema de equacoes. 0 uso de

pontoes virtuzis externos 3 O evita esta situagao.

2.4.3 -~ Montagem e condicionamentp de moleculas de é pontos.
4 escolha dos 5 pontos para montar uma molecula envolve 3
aspectos importantes, a zaber:
a) distancia entre os pontos - Se ®ix,y) e suficientemente
regular, o resto corvrespondente a0 truncamento da séria de  Taulor
no & termo é Jimitado superiormente e tende a zero com os termos
{9 - xﬁ} g {(y - 53) e SUIS petgnciaswz‘ Asuim, quanto menor o
distancia entre os pontos escolhidos para uma mmlécula, melhor
seré, teoricamente, a estimativa de ¥{x,y) feita na eq. (2 11}).
B} singularidade da matriz [DJ - dependendo da pnsi;;o relativa
dos pontos enveolventes, a wmatriz E£D] da eq. (2.137 pode ser
singular e o metodo torna-se inaplicével, uma vez aque nao se

{431

At
consegue escrever {(2.15). Perrone & Kao indicam situagoes em

=1

by

[ TR
LHLG AP .
BINESOTEUA OENTRAL




que, seguramente, [D] e singular. A {ig,. {(2.7) mostra algumas

delas .

File. 2.7 - Moleculas com matriz [(D) singular.

Alem dos casos estudados em [13], pode-se afirmar gque

em

pontos do contorno de Q tambem terao matriz LD singulsar maléculag

que tenham 3 {ou mais) pontos situados em retas paralelas a reta

suporte do vetor normal unitérin {ver fig. 2.8).

Fic. 2.8 - HMoleculas em pontos do contorne com (D] singular.

* - -
Embora se possa svitar, a priori, a escolha de pontos para

2e



+ a - I 1] »
uma molecula que impliguem na singularidade da matriz (D1, o
problema se resolve simplesmente substituindo um ou mais pontos de
uma esrolha infeliz.
. . B o £ ~
€} condicionamento de {D] -~ a questap nao e tao simples, no
entanto, s £D]J e nao-singular mas mal condicionada. Estudos
. 145,48) N .
feitos por Godoy € outros mostram gue, cono afirmado
anteriormente, os valores obtidos para @(x,9) a partir de
moleculas com matrizes de di¥erenga§ mal condicionadas podem estar
. . ‘51 * - . Fd
bem distantes dos reais . Nos casos em que p metodo numerico e o
rd . L4 . ) ” "] / .
unico viavel, ou seja, naqueles em que nap ha solucao analitics
conhecida, o mau condicionamentp pode sey perigoss guando ngn ha
+ hind - - - Tt -
uma avaliagao do erro cometido. O numero de condicao da matriz [D3J
R .
pasca, entap, a desempenhar um papel importante na buscs de

it N . - - N
solugoes numericamente aceitaveis.

Ma snlug;o do sistems
ERiLap3= (A¢D

em virtude de erros de truncamento e arredondamento, pode-ee supor

que, na veyrdade, ssteia sendo resnlvido o sisctems

(ENT + SLD({BP) + &{BP)) = (AP

L . o
Besenvolvendo a expressao acima e desprezandg os  termos  de e~

ordem, tem-seg

LDI(S(a4Y) = ~(SLD(3]

23



ou,

(53¢ = ~LDI NS aP)

Tomando a norma membro a membro, vem

Hedeapnt = HEDTSIp1cat £ HroiH HScpmt Hoagal
Lembrando que o numerc de condiggc da matriz [D3J e dado par
CEpdy = hepa Hepaty (2 28)
onde §LDJI pode ser, por exemplo
N
fropil = max T id .|
1€ 1 <€N jsg Y
chega~se &
fcSeag il ff¢SCDpIi
——— % QUID}) e {2.2%9)
B ag i HLDak

- - - g - - . ~
ou sej3, ¢ numero de condicae C(ID1) e o fator de magnificagao de
9
Bryos
No taso da matriz de diferencas [DJ, observa-se que cada uma
de suas linhas e gerads a partir das coordenadas de um dos pontes

envolventes g do ponto central de uma maiécula {ver eq. 2.15 & ¥fig.

vojo-oe BATHE K. J. & YWILSONE, L. ,"Numerical Melhods i

FEA Proenlice Hall, 973, pp. 200,

c4



2.5). Desta forma, a pasigzo dos pontos envolventes em rela;go a0
ponto central e determinante no calculo dp numero de candig;o,
Para ilustrar a discussao sobre a forma ideal (ou aceitavel) das
moleculas, mostra-se, na fig. (2.9), algumas moleculas e seus

- Pt
respectivos numeros de condicao, calculados usando (2.28).

*Ya o tg *+a e
2o Te Mi i o 1
*4 *4
al ¢ = 12.@ b ¢ = 15.@
*a .
2
4
"1 + i +
& e
*a ‘a
+ +
4 5 e
cy L = 7.1 dy C > 22.9
(102 casos)
Fig. 2.9 = Numerc de condi;go de [D3 para di#erantes_meiéculaﬁ.

As moleculas a) @ b) sac montadas com nés de malhas regulares

-

{(ix1) e (2xt) respectivamente. A molécula ) & sugerida por

ka2 . . )
Perrone e Kao (em um estudo isolado sobre o condicionamentp dz

matriz de diferencgas) e, finalmente, =a molecula d) e wmontada com

"~ o
pontos envalventes escolhidos aleatoriamente na regiao -1.€@ £ x <

1.2 e -1.06% 4% 1.8 . Pelos valores obtidos para C([D]) pode-se

concluiry gque, em termos de condicionamento da matriz de

23



~ L
diferencas, a melhor escolha seria uma molecula tom base

pentagonal (caso cly},

Qutros fatores, entretanto, devenm sey levados em conta.
Moleculas com forma de um pentagono regular exigem malhas que &0
s20 viaveis em regiges distantes do contarno do dominic em ecstudo,
Penfagnnua irregulares, por outro lado, deixam de ter bons numeros
de cnndigza {(ver caso d)). Alem disso, a possibilidade de operar
com malhas irvegulares nao é, certamente, a tnica vantagem da
farmulag;a genevalizada do métado das diferencas finitas. A NA0
necescidade de intruduggn de pontos virtuzis (externos zo dominio)
Para impasigga das ccndigges de contorno e a maior facilidade _de
Elaburagan de programas para calculo automatico sao0, tambem,
fatore=z bastante importantes. Lom base nessas Qbservagges, 0%
programas desenvolvidps para mnléculas de & pontos seguem, neste
trabalho, a seauinte metodnlogia:

-~ malecula basica montada em malha regular quadrada;

- adensamento da malha em sub-dominios de modo a melhorar os
resultados numericos em regioes em que o gradiente da funggn
solug%n varia mals rapidamente;

- controle do valor de C(LDD) em pontos do contorno ou  em
regiges em que a irrvegularidade da malha seja inevitavel.

U5 problemas de condicicnamento e singularidade ds matriz [D3

deivam de ser preocupantes, ent r etanto, quando se toma mais gue 5

pontos para compor uma molecula

18

'
Vejo-se Cop. 2, item Z.5.
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2.4.4 - 0 problems miste de Neumann-Dirichlet.

Lima das vanfagens do MDF para malhas irregulares e o
tratamentc da regian do contornoc I' em que se ds  a transiggo da
candiggm dada pela eq. (2.8) para a candigga dada por (2.3).
Existem pelo menos duas alternativas para essa situagga. Uma delas
e mostrada na fig. £.10. O ponto de intersec;go entre F* a Fz e
substituido pof dois pontos: um pertencente a F‘ g outro & PE
Tomando o cuidado de impedir gue 2 molecula de um dos pontos tenha

o outro romo ponto envolvente (o gque geravria uma linka de zeros na

matriz [DB3 correspondente), pode-~se vepresentar melhoy o gue

Pt . Eat )
ocorre na regiac de transicac.

Fig. 7.10 =~ Duas muléculaﬁ no mesmo ponto {(problema misto) .

A4 outra possibilidade 2 usar = 42 ¢ 52 linkas de 0] para
. - " a hind
introduzir, na mesma molecula, duas veges a condigao (2.3): ums
para o ponto em F‘ g putra para o pontoc em Ta . Estwm zliernativa

¥ - - . . .
nan e recomendavel, no entanto, porque piora o condicionamento da

matvriz de diferengas,

a7



00 artificio do ponto duplo pode tambem sery usado no t¢caso de
descont inuidade gegmetrica do contorno T (rantos retos oL
gbliquoas) com mesma condigao de contorno dos dois lados da

descontinuidade

2.5 - Moleculas irregulares de 9 pontos.

2.5.4 -~ Minimos quadrados .

Guando & malha e sfetivamente irregulanii o mau
condicionamentn da matriz de diferencas L[DJ pode, com frequencia,
produzir 5nlugges aproximadas piores gque asg obtidas por esqguemas
convencionais de diferengas finitas ou outros metodos numericos
(. E.F., por exemplol. & acur%ciaia do operador discretop pode ser
melhorada tomando-se m > 5 em (2.42). Para m = 8, por exemplo, a
matriz (D3 em (2 .13) passa a ser retanagular (Eﬂams} € o sistems

-

o B b M . - b . . ;
nao tem mals solucaoc unica. E possivel entao minimizar o erro

{g) = fDEC&ﬁ%)-CbéJ (2.36)
fazendo
6 T
—— (e {e) = ¢ & {(2.31)
F. {aé}n

pu, levando (2.3¢) em (2. 312,

11

. L2
dantes resntrantes ou rapida wvariacco dom derivadas de Pix,yr.

ig

£
Vajoone tlem 2.8 2
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3
(CDIOD) - (AP (LDILBP) - (AgI) = 0.0 (.32)
T |
o (o¢)]

A derivada em (2.32) resulta:

(EDTED1 LD cAR) = (82) (2.3

é interessante observar que, neste caso, a matrigz a ser
. - # - - - ] . . -
invertida 2 simetrica, positiva definida, o gue reduz o es?ar;o
- - a
computacional para escrever o operador discreto. A acurac1al3 do

cperador em (2.33) é, no entanto, menor gue a do oaperador de 5

pontos de (2.17), quando a malha e regular.

2.5.2 - Minimos quadrados com ponderagao.

Cada um dos elementos do vetor (rd em {2.13) é, pelo menps de

-
ordem hi ., onde
2 4 -
hoo= D= v )7 4+ Gy -y T (2.24)
£ passivel minimizar o 'Yy fazendo uma Panderag%a

inversamenie proporcicnal acg cubo da distantia de cada ponto aoc
‘ 14 , , n~ . _

centro da molecula™ ', de mode 8 atribuir, na equacao algebrica que

descreve o operador aproxaimado, coeficientes menores aos pontos

mais distantes. assim, (2.33) modifica-se para

-

Vajn-ae item 2.6 2

-

4 % o~ 3
iE, portente, o ordem de convergencia do truncamenis  da serie de

Tayvior.
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(IDTCEADD DT LENAS) = (8¢) (2.35)

que & obtida fazendo operar sobre a expressac do erro em (2.30) a
matviz LE] dada por
1/hY  se i = j
v & sg 1 #®
0 operador discreto em (2.35) resulta bastante acurado gquands

comparado com o obtido com moleculas de &6 pontos,

2. 5.3 - Moleculas no contorno.

Da mesma forma que para moleculass de & pontos, nao e
necessarip escrever o sperador discreto em pontos de contorno onde
seja conhecido o valor da fungga ¢ f(eg. 2.8). Para pontos em Fz
(eq. 2.3), nao e recomendavel o procedimento usado em (2.24), uma
VEE qQuE R minimizaggo do erro se faria a partir dos wvalores de
160D

variaveis de natureza diferente p e én). tLiszks e Orkisz
recomendam @ adnggm de um ponto wvirtual rara cada ponto do
contorno Fz , e o acrescimo de uma Equaggc do  tipo (2.3).

E tambem eficiente o emprego de moleculas de dois tipos
diferentes, a saber: mcléculaﬁ de 9 pontos no interior de 0 e
moleculas de 4 pontos (eq. € €4} em pontos do contorno., Com  um
pegueno trabalho computacional adicional, abtem—~se,
simultaneamente, os valores de ¢ e de sua derivada na dire;go

15
normal al .

138

Vejo-se Cap. 3, exemplo 1.
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o)
2.6 ~ Ordem de convergencia e estimativa de erro.

Eud

£2.6.1 ~ Ordem de convergencia.

Considerando um sistema de coordenadas com origem no ponto

- e
central de uma molecula de m pontos, pode-se escreEVEer a expansap

gm serie de Taulor para cada um dos m pontos Ccomb

L PULE N T P

i

N
-y
S
ot

x
YT« 2 Hi + (4,3? ;0 R 4
vy lo 9 {(2.34)

Fazendso

™m
A(O,0) = t§1 Al 1) {(2.371

e . )
a expressan do opevador aproximado em (2.12) pode ser reescrita

cComo

m
L (@ = I a0,1) ¢

{2.38)
Levande (2. 346) em {2 .38), tem-ss
L, @) = Bp, + B(@ 3, + B 0 + B 0, +
+ ﬁ;(¢;y)g + 5&(¢yy>° +r (¢.3%

onde
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m m

B, = &, ale,i) s B = B AR, 1) w
"y m

By = o A0, 1)y B =3 I A0, (2.40)
m m

B, = E, AO,i) xy, ; B, =5 I A1)y

Assim, pars que Lb(¢> 538 uma aproximagzu formal de L(#), é

.. 91
suficiente /Ue

H
o]

(2.41)

i
52

;1 o= 1, ]

Para estudar a relacao entre L,¢®) e L(®) pode-se supor que

as coordenadas dos wm pontos envolventes sejam dadas por

X
Ll

£ h

{i (2.42)

w
#
i
[
=
A

n.h

- Pt P
isto e, gque & posicac relativa dos m pontos nao mude e que a

Y
distanctia de cada um deles a0 ponto central seja proporcional aop

par;metro h . Eﬁtgo, as equagzaﬁ (£2.4¢) & (£.41) passam a ser
& m o,
‘50 T ALO,1) = K ‘Eu L. AR, 1) = ;ﬁ
m az m z G(a
igﬂ Hiﬁ(@,l) "% ‘_0 ;E'ﬁ{ﬁ i} = ;& (2.43)
m 2 A
Z N AD,i) = -
=0 % ha
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be o sistema (2.43) tiver smiugga unica para um dado h, entao

> oo - .
tera solugao unica para qualguer valor de h16~

Dbserva-se que para h 2 B, o5 termoes A(O,i) em {(2.43) tendenm
a zero com OCh ). Se as aquag;es {2.433 t;m 501uc30, entao Lh(¢}
e L(®) diferem apenas por termos de ordem igual ou superior s 3 em

Rt, ¥, Pesta {forma, pode-se concluir que

L @ =L@ = 00" = 0Ch) , h+ 0 (2. 44)

F
0 segundo membro em (£.44) pode ser melhorado paraz 0Ok )
tomando-se mais termos na aérie deg Taylor ou montando a mniécula
oy
com pontos que guardem suficiente simetrias em relagao ao ponto

central. Em malha regular quadrada, por exgmplo, a molecula

simetrica de 13 pontos mostrada na fig. (2.4143},
T11
e *3 5
i Tz o 4 o
M: 4 *7
*12
Ficg, 2.11 ~ Molecula de 13 pontos para operador de 3- ordem,

6Pr¢pri.adads fundamenial de sisiemas linearse.
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montads considerando os termos em devivadas de ordem 3 na  serie

de Tawlgr, tem o somatorioc desses termos i1gual a8 zere.

”
2.6.8 - Acuracis de operadores discretos.
Uma forma de avaliar a acuracia de operadores discretos de

£ s . #ud ’,
diferencas finitas e aplica-los a solucao analitica conhecida dao

, . - 17 .
opevador diferencial continug correspondente . Por exemplyo, sejz

O= (X, ; =3 % 4,4 = 3)
Py =0 emQ ; @ = S@sen({mn/é) em (x,3) (2.45)
= @ em (~3,4); (3,4); (x,-3)}

cuja salugao g dada por

Pin,q) = {52/¢enhtjsen(Tusb&)senh(iysé) {2.4&)

& fig. {(2.13)Y apresenta o resultado da apiicaggﬁ de 3
nperadores discretos sohre a scluggm dada pela equaggo (2.46),
admitindeo-se malhs regular quadrada. As moleculas empregadas estao
na fig. (2.12}. U opevrador & ; obtido da mmlécuia de & pnntasig que,
para malha guadrada, coincide com o operador convencional de
diferenca central. 0 operadovy B covrresponde a molecula de 9 pontos
com minimizag%o nao ponderada e, finalmente, o operador C e obtidop

com minimizagcac ponderada da molecula de 9 pontos.

[ 10)
i?VﬂjﬂNﬂ& Forsylhe . Porg.  ReE.

.
Voja-ne item 2.8
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'i*a +@ +1 +B +@ +i
+ +4 + +8 +4 +?
A B.C

Fic. 2. 12 ~ Moleculas para operadores A,B e ©,

0.80
0.80 /f

0.70

0.60 /
/

i 77
/7
7

0.20

0.10
0.00 % & &

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
h

Laslacians

(16 ponlos A min. pond. &8 ponlos

Fig. 2.13 - Acuracis dos operadores discretos A, B e .-




Embora os valoves da fig. (2.13) refiram-ee =z moleculas em
malha regular quadrada, e possivel afirmar que o ganho em acuracia
do operador C em malhas irregulares e semelhante a0 wmostrado na

fraura.

2.6.3 -~ Uma estimativa do erro da solug;a aproximada .

0 emprego de metodns numericos para encontray snlugges
aproximadas para problemas de valor de contorno restringe-se,
naturalmente, as situagoes em que nao haja salugga analitica

’ . ks , -
conhecida. GQuando o metodo aproximado e consistente e estavel,

N _ _ ()
sabe~se, 38 priori, que

Lo 2.y » L
¢, + @

s h + @ (2. 47}

J_ .
ornde o incide h refere-¢e ao problemz aproximado.

0 efrc cometido para um dade valor de h,
g = @h ~ & (2.48)
deve ser decomposto em duas parcelas, a saber
e = e + & (2.4%)
g termo e? em (&£.4Y) refere-sg ao erro existente na

*
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. e X . G
aproximarso do opperador original e a3 parcela & corresponde  ao
. A w . o
erro de arredondamento envolvido na solugao do sistema de equagoes
algebricas equivalente a Lh(¢). 0 parametro h, associado B
. . ; by v - .
gensidade de discretizacao do dominio original continuo, afeta as
. . 4
duas parcelias em (£.4%) de maneirs diversa. Enquanto e decresce
com o decrescimo de h, guanto menor h maior sera a -dimensac do

. o . &
sistema de equacoes € maior, rortanto, o termo e

2.6.3.4 -~ Erro de discretiza;go para moleculas de 6 pontos.

- - o - .
0 erro cometido na aproximacap do operador diferencisal

‘ - ~ 19}
continuo ¢ solugso do problems

{e?) = R em £

ed = @ em [

(2.56)

onde R & uma medida da diferenca Lh{¢) - L (¢,

Se np passzgem da eqg. (2.413) para a8 eq. {(2.17) for mantido o

&ltims terme, tem—se
(g = [al{id) -~ L) (2 .54

Adssim, pava o operador laplaciano de (.45, pOY exemplio,

resu}tai9

¥ o
Ve—exe e, 2. 14,
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-] %

e = E (e, v e 0 - @) - L (3 4+ oa 0T (2. 52)

{s termos ri em (2.52) podem ser avaliasdos, aproximadamente, comp

(A, y® (Ax 3% Ay )
ri, = & (¢xxx 36 + ] {?xxy}a
(Ax )by, 3% Ay, 3 ¥ (Ax ¢
g <¢xyy )0 * & (éyyy )G + =24 (éxxxx )0 +
(Ax, y® Ay ) (A, . (Ay, y®
& (ésxxy )0 * 4 (¢xxyy )0 *
(Ax, ) By ® by, ¢
Y e
& (éx?‘nf o o4 ‘éyyyy }0 (2.53
e correspondem as parcelas imediatamente posteriores ao
truncamento, em (2.11).
0 29 membro de (2.50) passa a ser
"
R= Z(a +a.)r (B.54)

fe derivadas parciazis em (2. 53) podem ser calculadas 3 parbiy

- . o~ , o~ £z1
da propriz sclugao aproxinmasda, com o emprego da egquagan (2.1%) .
A inc}ussa dos termos de 4° ordem deve-se an fato de que para
malha regular gusdrads © 5omat§ri0 dos termos de 3 ardem é nulo.

fe Tigurae (& .14} e (2.15) mastram as sulugses “"exutas”

estimadas para o problema descrito em (.45 cotejadas com a

galuggn analitica. Na fig. (2.14) a linha (%, 3) e, na Fig. (2.15),

a8



12.00

10.00

8.00

6.0

4.00

Valor da furedo.

2.00

0.00 \

8.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0
finho {x,3)
Ah = 15 Oh = 10 Xh = 0,75

Fig. 2.14 - Erro da solugac aproximada [linha (x,3) 1,

60.00

&50.00

AQ.0D

30.00

20.00

Valor da turngSo.

10.00

D.00 ¥y
0O0 1060 200 300 400 500 800 7.00
linhoe {3,y}
Ah = 1.5 Gh = 1.0 Xh = 076

Fig. 2.15 - Erro da sulu;;n aproximada [linhka (3,4} 3.
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a Yinha (3,4}, Em‘amboﬁ os casos foi usada a molecula de & pontos
no dominio € de 5 pontos no contorno.

A fig. £.14b, abaixo, mostra os resultados ngmericos para =
Tinka (%,3) do problema (2. .45), sem & cnnsideraggo da estimativa de
erro, comparados com 3 solugao analitica (linha continua no
gré?icni. Cotejando as figsi .44 e 2.14h pnde~se ovbservar que a
canaideragzo do erva aproxima a saluggo numerica da solugzn

analitica mesmo para baixas densidades de discretizagao,

12.00

10.00 Q

o I
oo h\
4,00 /)/ \,\
i \

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 50 60 7.0
linhes {x,3)
Ah = 1.6 Oh = 1.0 Xh = 0.75

Valor da fungdo,

Fig. 2.148 -~ Sn!ugzo aproximada sem consideraggo do erro.

s

£ importante observar que, pars a fnrmuia;ae agquil empregada

ra estimativa do erro de diﬁcretizagﬁéc, e necessaric escrever 2
Eu™ rd

equacac de diferencas tambem nos pontos do contornop, uma vez que o

calcule das derivadas de ordem 3 & 4 em <(2.53) depende do
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. . . R 5,
conbecimento das derivadas parciatis de 2+ ordem em todos os pontos.

2.6.3.2 - Erro de discretizacao para moleculas de 9 pontos.
# - . . o
Para moleculas de % pontos com minimizacao ponderada, pode-se
Eatd L4 * .
obter uma expressac para o erro analogs aquela deduzida para

maléculéa de & pontos.

Partindo da equaggo (2.14), tem—-se

{ap) = LDHEPY + (rd (2. 14)
CO3{8¢2 = (&¢) -~ {r1}

DT LEICARY ~ Lr))

it

BT CEIDIIE)

fap) = (CDTCENDD DT LEICCASRT - Cr ) (2.55)

Assim, pava 0 laplacianc em (2.45), por exemplo, a expregsgo

aproximada do ervro de truncamento se gscreve

R o= t§1<a3i+ L (2.567
onde v e dado em (2.53) e a matriz [AJ vale
LAl = (LB CEXD D rpT e (2.57)
# estimativa de ervo, pontp a ponto, é. novament e, saiug;o do
problema (2.50), sendo o 25 membro dado par {2 .56}
A fig. (£.16) mostra a solugao analitica do problema (£ 45)
prara 8 linha (x,3), compavada com ag snlugses estimadas com h =

{.9eh = 1. 6. 0Os wvalores aproximados foram obtidos com a
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?armulaggn mista descrita no item <E¥5;3), a saber: molerulas de 9

-~ R < -
poantas no dominio e moleculas de & pontos no contorno.

10.00
8.00
8.00
7.00
6.00
5.00
4.00
3.00

/

2.00 / \
1.00
0.00 ‘/ \
0.0 1.0 20 30 40 50 &0 7.0
tinha {x,3)
Ah = 15 ©Oh = 10

Volor da funcdo.

Figc. 2.16 ~ Estimativs de erro parsa moleculs de 9 pontos.

£.7 - Operadores de ordem superior 3 2.

0 método de diferencas finitas para malhas irregulares pode
sgy empregado, COom pEgUENnas mmdificag?ﬁes, na cbtenggﬂ de solug?ﬁgs
numericas de problemas regidos por equa;ges diferencisis parCiIals
de ordem superior a 2. Se na equagac (2.11) forem considerados
mais termos da série ge Taylor {(mals 4 para operadores de 3 ordenm
¢ mais 7 para operadores de 42 ordem), o© vetor {84) de (2. 13)

4 . . . X .
passara a8 conter derivadas parciais de orvdem maigr que 2 cujo

4z



r » ol
valoy numerico podera, entaoa@, cor calcultado. Ppr exemplo, pava

operatores de g ordem, (£.11) passs a ser

-

¢(x,5} = ¢(x0,5ﬁi + (¢;’a‘” S (¢})0(3 - PR A
+ E(é;x}oix - xo)z + (¢;y}(x RS B J
+ %cepw)o(s -y S - k)T s
*‘§€¢axy3a(x - no)z(g ol PR N
L Y S I e A S e

Surgem, porém, alguns problemas. Para operadores obltidos sen
o processe  de minimizaggo, o mauy condicionamento € mesmo A
singularidade da matriz de diferencas [D], ocorrem com mais
frequencia. A minimiza;ga ponderada elimina esse problema mas, ew
virtude do maiovy numero de pontos usados para coOmpoOyY uUmR molécu}a,
S moléculas préximas ao contorng PASGEN a ser mais
desbalanceadas. Alem disso, 8 ordem da matrvriz =& ser i1nwvertida
Cresce Com o numerc de termos da serie de Taylor considerados &8 o
esforco computarional cresce com © cubo da ordem da matriz. Embaora
52 POSSA SEMPre empregar mc}écu1a5~padr§a81, a2 aquantidade de

o . . . L .
moleculas desse tipe diminu: se 3 malha nao for muito denssa.

TRoOTLCAMSNLE.

L'l
1.Arra.rsja fires de wm ponios em malha regular, com @guac aoc discreta

Tt
conhecida, dispensando, assim, o inversao de (D
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A mal%cula de 13 pontos (m = 4B) da ¥figura (P .11) foi testada
na salugga do problema descrito pelas eqs. (2.45) e os resultados
obtidos sac menos precisos que s encontrados com a maiécula de o

Fa
pontos para operadory de 2~ ordem.

Embora nac tenham sido feitps testes que possibilitem

canclusao mais segura, 0s resultados obtidos com 3 molecula de 3-
ordem permitem afirmar gue, para um dado operador diferencial, e
mais eficiente aumentar o numero de pontos que compoem a molecula
do gque a ordem dos operadores envolvidos,

A Fig. (P 1i8) mostra resultados obtidos para o problema descrito

em (£.43) com 08 operadores (m = 8 g2 ordeml @ (m = 412 ; o

prdem) .
A9, 42,48, 44

P

E importante observar aque Varios autores' t;m
apresentado resultados satisfatorios para a salug%a de problemas
regidos por equagges diferenciais parciais de 45 ordem {placas,
fiambagem de chapas!. Apesar disso, parece meis interessante
gxplorar 0 caminho da fnrmulagzn variacional quando a ordem das
derivadas envolvidas e superior a £, uma wez que as derivadas
parciais envolvidas no funcional associado sao de ordem inferior
(%urmulagga fraca)

A acurécia do operador de 3° ordem testado e menor go Jgue &
dos operadores de P° ordem. A fig. (2.17) mostra o5 resultados

obtidos na apiz:a;go do operador discreto spbre a SQZH;EG

ana]itica do problema (2 403, para o ponto ¥ = 4w = 3.6,
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0.20
018 K

016

0.14 //
012 /
0.10 /
0.08

0.06 /@
0.04 o

0.02 -1

0.00 c outll

0.40 D.60 0.80 1.00 1,20 1.4G 1.60
h

Laplaciane

Fia. 2.17 ~ Acuracia de operadores de 3- ordem.

12.00

10.00

8.00

6.00

4.00 '
2.00

0.00 & \
on0 1.00 2.00 300 400 500 600 7.00

nho (x,3)
sEme=8 h= 10 Om = 12; h = 1.0

Volor da fungBo.

Fig. 2.18.
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3 ExemrLOs.

3.1 - Condu;;a de calor,

s
0 problema de condugao de calor em regime permanente, com
a ; L - C o
condicoes de contorno estacionarias pode, simplificadamente, ser

descrito por:

aa'fnx-(x*uk + G&Tyy(ﬂ,ﬁ) = ¢ em e (3 1)
Tix,4) = Tix,4) en F’ (3.2)
Tn(x,a) = Tn(x,g) em Fz (3.3)

-] é um caso particular do problema dado em (2.1}, (2.8 e (P.3),

fazendo
TEx,5r = i{xn,y} (3.4)
ai zazmm“ = @ (2.5
i) = § pm £3 43
Assim, para pontos internos a 8 a equaggo (3.1,
discretizada, toma a forma
m
‘sgxm’aasi + ﬁsam)iﬂ - ¢o> = @ (3.7)

) . po L
0s indices dos coeficientes «  em (3.7) acompanham os da equagao

(2.13) uma vez que (3.7) & uma simplificaggo de (2. 13).
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Em pontos sopre o= Fl + rg , usando mnléculas de 5 pontos,

] equag;n {3.1) passa a ser

L
.Mmm+%%ﬂﬁ—%ﬂww%+%mwn (3.8}

Ly O
que e uma ﬁimpiificagzo de (2.81),

Desta forma, uma salu;ga discreta, aproximada, do problema de
canduggu de calor em dominio bi-dimensional, nas COHﬁigBBS
descritas, e obtida escrevendo-se (3.7) ou {3.8) para 0s N pontos
de um dominio aproximado Q“

Os programas para computador, elaborados para teste do
métodn, tgm a segulinte estruturas bésica:

a) leitura de coordenadas e lmcalizagEQ (Qq ou ')y dos N

pontos;

by leitura dos valores no contorno;

¢} leitura da cmmpaaiggu de cada moleculs (incidencial;

d) montagem € inversao da matriz de diferengasig

e} "escrever” a equaggc (3.7 pu (3.8);

£) armazenamento das 2 primeiras linhas da matriz [AJ = [DT

g} resolver o sistema N x N gerado em d);

h) calcular as primeiras devivadas parciais de Tix,4);

i} impre&szn dos resultados.

Ac etapas ) e h) permitem o valculo das primeivras derivadas

) T
im do matriz D1 [(EXERDY.
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Frg
parcisis de Tix,4} que estao relacionadas com o Fluxo de calor no
dominio £l
A fig, (3.1} mostra uma placa de pequena espessura submetida

3 e . L3
a um fluxo de calor gerado pelas condigoes de contorno indicadas.

Para simplificar, tomou-se, em (3.1}, o = oa = 1.9
o
4+
T=10¢
T=1¢0¢%2 3
- T=4100
=0 i
Tn:0 3
e ke
T = 8 s
! } ! !
i ¥ { 1
3 4 3
Fig. 3.1 - Forma do daminia e condi;ges de contornoc,

g probliema foi resolvido usando:
a) moleculas de & pontos no dominio e 5 pontos no contorno;
b} moleculas de 8 pontos no dominio e 35 pontos no contorno;

c) plementos Ffinitos C8T.
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A fig. (3.2) mostra 3 malha de discretizagzo usada nas tres

alternativas.

- + + +
1.5
+ + + + +
1.5
+ + + + + + + +
1.3
4 + + + + + + +
1.5 :
4 + + + + + + +
| i § } i ? E
1.3 1.5 2.e 2.0 1.5 1.5
Fig, 3.2 - Conduggo de vcalor: malha discreta.

As figs. (3.3) & (3.4) mostram o5 resultzados obtidos nas
Jinhas {x,3) ¢ (3,4, respectivamente.
Para elementos finitos Foram empregados 28 néa e 365 eglementos

{1t inc&gnitaﬁ)‘

Para ot programsas em diferencas finitas foram usados 32 n&s,
sendo 28 da malha da ¥Fig. (3.8 mais 4 duples nas coordenadas
(B,ey; (16.9); (@,6) ¢ {(1€,3), onde ocorre mudanca brusca da

L. - " -
condigao valida em ' para a condigao valida em Py
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105.00 '
95.00 7
9n.Op 7
g 8500
£ B80.00 - //
g 75.00 y'
E 7000
o BR.00
55%.00 ?MWW
50.00 - :
0.00 2.00 4.00 &.00 8.00 10.00 1200
fwha {x,3)
[1CST A6 pontos  ©0 pontos
Fig. 3.3 - Condugao de calor: linha (x,3).
1{")(&00 e o e et 0 R —
$0.00 =
80.00
70.00 Vi
£ 60.00 I/
S 5000
& 40.00
2 30.00
2{3.{3{) \ S
10,00
OO0 1,00 200 300 400 500 600 7.00
Linha {3y)
[1C8T A6 pondos  ©98 ponlos
Fic, 3.4 ~ Condugao de calor: linha ¢3,4).
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Em virtude dg discrepgncia entre os resultados obtidos com
Elementos Finitos e DBiferencas Finitasa, & discretizagza por
Elementos Finitos mostrada na fig. (3.2} ¥foi adensada na regigo
proxima as linhas (@,4) e (12,9). A fig. (3.9} wmostra o0s novos
resultados obtidos com Elementos Finitos, comparados com oS ja
chtidos por Di?e}en;as Finitas. Observa-se melhor concordancia,

confirmando os resultados encontrados com Diferencas Finitas.

105.00 -
100.00 /@W—H
45.00 7
80.00 7
g 8500 7
3 B0.00 7
£ 75.00 7
g 70.00 va
S 6500 /&/

2.00 4 00 &£.00 8.00 10.00  12.00
_ ik {(%,3)
& pontes AL0ST

Fig. 3.5 ~ adensamento da malha de Elementos Finitos.

Fig., @@, @iz x 5. 0
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3.8 - Torgao livre de hastes retas.
. " Al » . - I3
0 estado de solicitagao interna de uma barrva prismatica de
diretriz reta, submetida a torcao livre produzida unicamente por

conjugados aplicados nas suas extremidades, pode ser obtido

résolvendag

Vedin,y) = -pGO em &
(3.9
@ix,y) = @ em I
e fazendeo

a¢
T = -
yz ax

3¢ {3.1&)
k3 =
xXe 63

Em (2.92), & ; a SE;;B transversal constante da harra ¢ T seu
contorno; ${x,4? e chamads funggm ianago; G e o moedule de
ﬁe#armagzn transversal do material da haste e € o angulo de
rntagga da seggn por unidade de ctomprimento da barra.

O probiema (3.%9) €, novamente, um caso particular de (2.1},

(2.2 e {&.3), com

gi:az:q‘:@
(3.11)

pix,u) = -238

Anclegio de membrana.
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fAssim, os programas usados pard o problema  de candu;go de
calor podem ser empregados na 591ug§a de (3.9), alterando-se

apenas o valor do 22 membro em (3.7).

A fig. (3.6) mostra a seg30 transversal eliptica de uma haste

reta de comprimente £, submetida a 2068 = ~ 1 59155,

b
2
1 /
- s
. »

1 K

i ] i

] i }

£ 2
Fie. 3.6 - Torcao livre: secao transversal.

aproveitando a dupla simetrias da seggo, ¢ problema discrety
pode ser resolvido apenas para 0 guadrante superioy direito  (p.
exemplo), introduzindo-se a condiggo de contorno adicional
{(%,9), 05 % 2

" em (3.12)
(¢,4); @ 2 »4y = |

‘-
n
o



A fig. (34?)‘ma5tra a malha de discratizagZQ empregada .

+ + - - .
- + + + + + -+
2.2 *
+ + + + + + + + + +
0.2 * .
+ + + + + + + + + +
.2 +
4- e + + + + + + + + + + +
2.7 + 4 ++
+ + + + + + + + + + o+ o+ 4+

et ——}—
e 2o erPoCeoeERBROERRRR B2

B

Fig. 3.7 -~ Torcao: malha discreta.

Para este problema, as variaveis com interesse pratico san as
primeiras derivadas parciais de ¢ em relaggo a H e Yy, comp
indicado nas equagges (3.46). Na fig. (3.8) estzoc os valores
cbtidos para Tyz na linka (x.@), comparagdos com 3 5axu;§o
analitica.

A fig. (3.9 mostra os resultados de ¢(x,y) na linha (x,@}

comparagos, também, com a salugga analitica.
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D.70

(3,60
> 0.50
Y p.40 '
2 D30
3 &
0.20 /
010
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00 2.40
linhg (=0}
A difer. firmlas
Fie. 3.8 - Valores de 7 na linha (x,0).
0.70 ‘L\-,g,\%
B.SO -1 ‘\
o 050
b
£ 0.40
S 030
£ \
4“?

0.20 <
0.10 -
6.00 - — \

000 .40 (.80 1.20 1.60 2.00 2.40
hnhe {x,0)

Fiec. 3.9 — Valores de ¢{(x,y) na linha {(x,9).
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3.3 - Vibr;;;a livre de membranas.

- . . . o~
Os modos e frequencias naturais de vibragao de uma membranza
. . k , :
podem sey cbtidos determinando-se valores A para os quais existam

o k ~ L . .
fungoes ¢ (x,4), nao identicamente nulas, tais que

k k .k ’
- (3,9} N (x,4) em &2

¢k

(3.13}

#

? em I

{ma solugga discreta de (3.13) e obtida aproximando-se D
iaplaciano pela expresaZo geral dada na egq. (2.6). A forma
’
aproximada de (3.13), no dominic aproximado ﬁa ; PBss’ 3 ser

i

£, Byt a8 - @) =X (3.14)

Escrevendo a equa;;o (3.14) nos N pontos de QG, gera~-se  um
sistema hamag%nen de equag;es algébricas lineares . (233
auto-valores e auto-vetores da matriz de coeficlientes desse
sistema sao” uma salugga aproximada do problema (3.13).

Foresthe e Wasow > apresentam alguns experimentos com  a
membrana em L mostrada na fig. (3.4163, usando 2} esquems
convencional de diferenca centvral. Com as discretizagges mostradas
na fig. (3.4f) foram determinados os modos e Fr&qu;ncias naturais.

A fiag. (3.4 mostra os resultados obtidos para ps dolis menores

vejo-ne Wilkinson,M. A. ,"The Algsbraic EKigsnvalus Problem’,

Clarendon Press, Oxford, 19005,

7.




avto-~valores, comparados com os valores apresentados por Forsuthe.

Fig. 3.10 — Membrana em i

+ + + 4+ 4+ + + 4
+ 4+ 4+ +
+ + 4 + + + + +
+ + + + 4+
+ + + + + T T SRR
SR T R S S R
+ + + + + + 4+ o+ o+ 4+ 4
SN B I T T
+ + + + + I R T T A

Fig. 3.11 - Membrana em L : malhas discretas.

b este trabalhe Forsuthe
@.0 -2 @7i798 ~-% . @7186¢
¢. .20 ~@ 643425 -% 64143
3.5 -12. 00580200 ~-12 . edeed
®.25 -14 . 37343 -14 . 3734¢

Fig. 3.12 -~ Membrana em L. : resultados.
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A Fig. (3.13? apresenta os 8 menoves auto-~valores (em wvalor

absoluto), obtidos com h = .03 e h = @.25.

32.G0

28.00

24.00

20.00

16.400

Fregquencia.

12.00

t
1 2 3 4 5 6
Oh=0% Ah=025

Fig. 3.13 -~ Membrana em L : suto-valores.

Fara a membrana nuadrada da Fig. (3.14), usando malha regular

e escrevends o opevador de (3.453) somente para pontos intevnos, =&

matriz de coeficientes do sistema (3.14) results simétricamj, fic

fig. (3.18) a (3.18) mostram alguns modos de vibragga phtidos conm

gase procedimento.

ag







FiG. 3.16 - Membrana guadrada, A = ~-{ 312

Fia. 3.17 - Hembrana quadrada: N = ~1_ 312

40




Fig. 3.18 -~ Membrans quadrads, » = - 2 98p8
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4. ComMENTARIOS E CONCLUSOES,

a) As duas tecnicas apresentadas no Capitulo B para ahtenggo
de equagzea discretas de diferengas Ffinitas para operadores
diterencizis parciais de segunda ordem mostraram-se, em geral,
eficientes, aquando aplicadas a problemas lineares relativamente
simples.

b)Y Moleculas irregulares, montadas a partir de pontos
arbitrariamente escolhidos, s30 Menos acur’adas1 que aguelas
canstruidas em mualhae regulares f{(quadradas ou retangulares). £
importante regssaltar, no entanto, que a possibilidade de escolha
arpitraria da posigsn doe pontpz gque constituem o dominio
discreto, nao e um objetivo primordial. A facilidade no tratamento
de contornos curvos € a possibilidade de adensamento localizado
{ainda que regularl, s30 caracteristicas que permitem ganhos
concretos na elaboragga de algoritmos para abtenggo de solugoes
numéricas,

c) Mas elabcraggo des programas para 8 soluggo dos  exemplos
apresentados no Capitulo 3, nac houve qualquer preocupagzc com
rotinas de pré 54 pas processamento (geragza automatica de malhas,
analise de cangistgncia, desenho da geometria ¢ da snlugza}_ MNa
area de Elementos Finitos tem-se observado, mais recentemente, uma

)
forte tendenciza no sentido de elaborar programas para computador

e #
No seniide de oaprouximacao do ovperadeor diferancinl zontinue, como

indicads no ttem 2,5.2

&2



estruturados em modulos de prémpracessamento, analise e
péa—prnceasamenta-que nperam de maneira recursiva, Rotinas de
pns-processamento analisam uma 5alu;§a numerica e acionam rotinas
de pré~proceaﬁamentn gque obtimizam o dominio discreto, relocando
nos, adensando a malha ou refinando @ tecnica de aproximagga
numerica, PAra que nova analise possa ser feita. Uma sugestgo de
continuidade deste trabalho e a anexagzu {ou adaptaggo) desses
algoritmos as tecnicas aqui descritas.

d) Alguns testes feites com operadorves de 42 ordenm (eq.
bi~harm3nica, p. exempln), sugerem ser mais promissor tratar tais
problemas com o5 mesmos operadores aqui descritos assnciados A
Formulagaes variacionais.

e) de posse de rotinas para a geragzu automatica de malhas
fica grandemente Facilitada a mndificaggo das tecnicas aqui
apresentadas para 2 soiug;o de problemas tri-~dimensionais.

£y Com apenas uma axceggéﬁm, nao se tem noticia da
exist%ncia de pacoies comercials baseadeos nas tecnicas aqui
apresentadas. D programa FIDAM, desenvelvido por Liszka e Orkisz,
demonstra, entretanto, a viabilidade de tais pacotes. Be as
tecnicas se mostrarem eficientes na sniugso de problemas com nao
linearidade fisica e/ou geometrica, e na a5§ociag§o com metodos
energeticns, abre-se uma possivel linha de pesqguisa e
desenvolvimento.

g’ A molecula de & pontos descrita em (2.4} foi empregada na

‘ b
solugac do problema de difusas de calor (regime transiente)
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apresentando bong\resultadaa {estabilidade & converg;ncia>,

hY A inverégo das matrizes [DY (m = 5) ou (DTEH) {m = 8} para
abtenggo das expreaéges algébricas que Aproximam as derivadas
parciais da funggﬁ solugzo pode ser evitada quando se trabalha
com malha regular quadradae, uma vez que e relativamente fécil
aobter-se expressges analaticas pPara os eleﬁentos da inversa. Para
malhas arbitrérias, quando o calculo de tais EKPressBes torna~se
extremamente complicado, PRYECE Promissor O emprego de  programas
baseados em inte!ig;ncia artificial gue permitem a Dbtenggo da
inverss analitica.

i) Lista-se a3 seguir alguns temas que podem dar continuidade
ap presente trabalho:

- gsguemas “adaptativos” de analise;

s
problemas lineares regidos por equagoes diferenciais

parciais de ovdem sSuperior a £;
- problemas em regime transiente g {fontes oscilatorias  em
regime permangnte;
~ , . A - .
-~ nao linearidade fisica e geeomeirica;
Lol . ’ -
~ formulacao com elementos isoparametricos;
-~ k3 B
- formulagao wvariscional wusando o esgquema proposto por

MacNes luu .

Vejo-se pog. ¢ @ seguinies.
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