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Resumo
Chavarette, Fabio Roberto, Dindmica Complexa em Sistemas de Controle

Fisiologicos, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade

Estadual de Campinas, 2006. 183 p. Tese (Doutorado).

Nesta tese de doutorado, estuda-se o comportamento da membrana plasméatica modelada
através de um circuito elétrico. O modelo elétrico foi desenvolvido por Hodgkin e Huxley em
1952 e trata da variagdo do tempo em relagdo a condutincia de ions de potdssio e sédio no
axonio da lula gigante, este modelo serviu como um arquétipo para modelos comportamentais da
eletrofisiologia das membranas bioldgicas. Hodgkin e Huxley desenvolveram um conjunto de
equagdes diferenciais para a propagacdo de sinais elétricos, que foram modificados
posteriormente para descrever o comportamento dos neurdnios em outros animais e para outros
tipos de fibras excitdveis, como por exemplo as fibras de Purkinjie. Assim a dindmica do modelo
de Hodgkin-Huxley foi estudada extensivamente com uma visao para as implicag¢des bioldgicas e
com testes para métodos numéricos que podem ser aplicados a modelos mateméticos mais
complexos. Recentemente, um movimento irregular cadtico do potencial de acdo da membrana
foi observado com diversas técnicas de controle com o objetivo de estabilizar a variacdo deste
potencial. Na tese de doutorado, analisa-se a dindmica nao-linear do modelo matematico de
Hodgkin-Huxley, a existéncia de solu¢des quase periddicas para este modelo com os seus
parametros originais, apresenta-se ainda  modificacdbes no modelo para acrescentar-se
comportamento ndo ideal, isto é, quando se considera a acdo de uma fonte de energia sob o
sistema e sua interagdo supostamente limitada onde ela € mais intensa, e desenvolve-se um

projeto de controle linear 6timo para o potencial de acdo da membrana.

Palavras-chave

Potencial de Acdo, Dinamica Nao Linear, Modelo de Hodgkin-Huxley, Controle Otimo e

Realimentacao.



Abstract

In this work it is studied the plasmatic membrane behavior through an electric circuit. The
electric model was developed by Hodgkin and Huxley at 1952 and it treats of the variation of the
amount of time related with the potassium and sodium conductance’s in the squid axon, this
model has served as an archetype for mannering mathematical model of eletrophysiology of
biological membranes. Hodgkin and Huxley developed differential equations for the propagation
of electric signals, and later they had been modified to describe the behavior of neurons in other
animals and for other excitable types of as pancreatic cells, cardio paths and staple fibres of
Purkinje. Thus the dynamics of the Hodgkin-Huxley model have been extensively studied both
with a view to their biological implications and as a test bed for numerical methods that can be
applied to more complex models. Recently, a chaotic irregular movement of the potential of
action of the membrane was observes through several techniques of control with the objective to
stabilize the variation of this potential. This Phd dissertation deals with an analysis of the non-
linear dynamics in the Hodgkin-Huxley mathematical model, namely, the existence of quasi-
periodic solutions in the model with its original parameters, and still we present modifications in
the system to demonstrate the non-ideal dynamics behavior, that is when one consider the
interaction between the energy source and the dynamical system and we developed an optimal
linear control design for the action potential of membrane. They had been disclosed the

conditions that allow using a control linear feedback for non-linear system.

Key words

Action Potential, Non-linear Dynamics, Hodgkin-Huxley model, Optimal Control and Linear
Feedback.
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Vv Voltagem
v Potencial de Membrana
Verira Voltagem no Exterior da Célula.
Vs Voltagem da Fonte de Energia
Vintra Voltagem no Interior da Célula
Vin Voltagem da Membrana
Viep Voltagem no Repouso
w Varidvel de Ganho de Sédio
X Vetor de Estados
X; Vetor de Controle
X Derivada primeira de x
X Controle Feedforward
y Desvio da Trajetoria.
Letras Gregas
o Constante
Y Constante
€ Constante
T Constante de tempo.
A Expoentes de Lyapunov
Abreviacoes
PLL Malhas de Sincronismo de Fase

PA Potencial de Acao



Capitulo 1

Introducao

Na natureza um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados por
alguma interacdo ou interdependéncia, de modo que existam relacdes de causa e efeito nos
fendmenos que ocorrem com os elementos desse conjunto (Monteiro, 2002). Um sistema que
apresenta um comportamento intricado, que € dificil de ser modelado através do enfoque
reducionista de sucessivas subdivisdes em busca de seus constituintes elementares € definido

como um ‘“‘sistema complexo” (Bak, 1997; Macau, 2002).

A pesquisa em sistemas complexos procura buscar padrdes e propriedades gerais que
ocorrem em classes distintas de sistemas. Os sistemas complexos surgem em campos tao
diversos como biologia, quimica, ciéncia da computacdo, geologia, fisica, astronomia, mecanica

dos fluidos (Bak, 1997).

Nos sistemas complexos o estado final € a estabilidade, devida suas vdrias interagcdes
dinamicas entre elementos do sistema. Baseado neste comportamento pode-se dizer que o estado
final € organizado automaticamente. Auto-organizado é um dos mecanismos para explicar o
estado final do sistema complexo (Bak et al, 1987).

Recentemente, o estudo de sistemas complexos vem sendo aplicado em vdrias dreas da
ciéncia, como por exemplo, nas ci€ncias humanas e nas ciéncias biolégicas (Bassingthwaighte,

1994).



Nas ciéncias bioldgicas, os neurdnios entre todos os tipos de células sdo os mais estudados
devido a natureza dos impulsos nervosos (Randall et al, 2000); por exemplo, a atividade de um
animal depende da performance de muitas células individuais coordenadas precisamente. Talvez as
células mais importantes para produzir essa coordenacdo sejam as células nervosas, chamados
neurdnios, que transmitem as informacgdes usando uma combinacdo de sinais elétricos e quimicos. As
membranas da maioria dos neurdnios sio eletricamente excitdveis, ou seja, do movimento de particulas
carregadas (fons), os sinais sdo gerados e transmitidos, sem perda, pelas membranas. As propriedades
dos sinais elétricos permitem aos neurdnios conduzir as informacdes rdpida e precisamente para
coordenar acOes que envolvem muitas partes ou mesmo todo o corpo de um animal. Todos os
neur6nios no corpo de um organismo, juntamente com as células de suporte, chamadas células gliais
(ou neuroglia), formam o sistema nervoso, que recebe e processa a informacdo, analisa-a e gera

respostas coordenadas para controlar comportamentos complexos (Guyton, 1998; Lerner, 1990).

Na atual literatura, um sistema complexo na drea de ciéncias bioldgica (com as
caracteristicas descritas logo acima) € chamado de sistema fisiologico (Khoo, 1999). O estudo da
andlise e modelagem de sistemas fisioldgicos geralmente usam-se ferramentas provenientes da

estatistica, dindmica ndo linear e caos.

Devido sua importancia, o estudo de sistemas de controle fisioldgicos estd geralmente
incorporado, de uma forma ou outra, no estudo da moderna engenharia biomédica, sendo suas
metas primdrias analisar o comportamento dos sistemas fisioldgicos relacionados com a teoria de
controle, e andlise de sistemas e identificacdo do modelo, apresentadas pela ciéncia da

engenharia e mecanica (Bassingthwaighte, 1994).

Segundo Bassingthwaighte (Bassingthwaighte, 1994), por sua complexidade, num sistema
de controle fisiolégico desenvolve-se o estudo dos fendmenos ndo lineares com uma motivagao
para novas abordagens e conceitos no tratamento de sistemas dindmicos conservativos (energia
conservada) e dissipativos (energia ndo conservada). Um dos aspectos centrais reside no
comportamento cadtico deterministico que pode ocorrer em um sistema do tipo fisiologico. Essa

complexidade se manifesta pela existéncia de fendmenos dindmicos que podem ser nao lineares



e pela natureza hierdrquica da conectividade entre os elementos que formam o sistema. A
complexidade se exibe em cada nivel da hierarquia, e também em niveis cruzados dentro do

sistema fisiologico. Complexidade € a caracteristica mais freqiiente na pesquisa de fisiologia.

Para se verificar o comportamento de um sistema fisioldgico, é necessario uma metodologia
adequada para abordar os problemas decorrentes de sua complexidade, a hierarquia fisiolégica
inclui niveis de moléculas, células, 6rgdo e organismo. Processos complexos de regulacdo e
controle sdo evidentes em cada nivel, além disso, exigem interacdes entre os diferentes niveis

(Guyton, 1998).

A realimentagdo € outra caracteristica importante que se manifesta em sistemas fisiologicos
entre outras varidveis fisioldgicas envolvidas em um sistema natural, (Bassingthwaighte, 1994),

essa caracteristica de realimentacdo € ilustrada na Figura 1.1 (Khoo, 1999).
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Dados \ + l
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Complexo
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Realimentacdo 4J

definida pelos
fatores naturais

Figura 1.1: Diagrama de Bloco demonstrando a realimentagdo dos sistemas complexos
fisiolégicos.

Ressalta-se que os modelos de sistemas fisioldgicos representam classes de sistemas que
estdo oscilando espontaneamente, mas que podem oscilar com uma dada excitacdo suficiente.
Estes sistemas proporcionam uma discussdo melhor sobre as propriedades do nervo, onde os
modelos podem ser vistos como sistemas de controle de realimentacdo negativa ou positiva

(Bassingthwaighte, 1994).



Essencialmente, o modelo do sistema fisiol6gico é uma representacdo da realidade que
envolve algum grau de aproximacgdo. Modelos podem ter formas, ser conceituais, estatisticos ou
graficos. O modelo € uma caracteristica importante na fundamentacdo da metodologia do

processo de modelagem, pois, descreve, interpreta, prediz ou explica o sistema (Monteiro, 2002).

A modelagem € o processo de transformar ou mapear um sistema fisioldgico de interesse
em um modelo, os passos essenciais sdo a formulacio do modelo, incluindo seu grau de

aproximacdo a realidade, identificacdo do modelo e, finalmente, sua avaliacdo, como em

(Monteiro, 2002) entre outros.

Anuncia-se que, na literatura corrente, o primeiro modelo matemdtico relativamente
completo da dindmica da membrana neurdnica, foi publicado por Hodgkin e Huxley em 1952.
Este trabalho fortaleceu o desenvolvimento de uma aproximac¢do quantitativa para entender o
mecanismo biofisico do comportamento neuronal, onde vdarios fendmenos associam-se com
osciladores ndo-lineares (Hodgkin, Huxley, 1952). Na década de 50, FitzHugh buscou reduzir o
modelo de Hodgkin-Huxley para um modelo de 2 varidveis para realizar uma analise do plano de
fase, este modelo prové um espaco de fase de explicacdo qualitativa de formacdo e decadéncia
do potencial de agdo, este modelo € uma simplificacdo bem conhecida na literatura e € sugerida
por FitzHugh (Fitzhugh, 1961) e usada por Nagumo et al. (Nagumo et al, 1962) denominada o
modelo de Fitzhugh-Nagumo.

O estudo de sistemas ndo-ideais, isto €, quando uma excitacao € influenciada pela resposta
do sistema, tem sido considerado um grande desafio na pesquisa tedrica e pratica da ciéncia da

engenharia (Kononenko, 1969).

Quando a excitacdo ndo € influenciada pela resposta, é dita uma excitacdo ideal ou uma
fonte ideal de energia.

Por outro lado, quando uma excitacao € influenciada pela resposta do sistema, € dita nao-
ideal. Assim, dependendo da excitagcdo, refere-se a um sistema como ideal ou ndo-ideal

(Kononenko, 1969).



No caso dos sistemas fisioldgicos, consideram-se os modelos ideais os modelos tradicionais,
onde no caso do sistema fisioldgico neuronal, os modelos ideais sdo representados pelos

modelos matematicos de Hodgkin-Huxley e Fitzhugh-Nagumo.

O comportamento ideal de sistemas € bem conhecido na atual literatura, mas ha poucos
resultados sobre os ndo-ideais, principalmente na area bioldgica. Geralmente, sistemas nao-ideais

sdo aqueles para os quais a poténcia disponivel € limitada.

O comportamento do sistema se afasta do caso ideal a medida que a poténcia suprida torna-
se mais limitada. Para sistemas dindmicos ndo-ideais, deve-se adicionar ao sistema dinamico
ideal uma equacdo que descreva o comportamento de uma fonte de energia, devido a sua

interagdo com o sistema fisico.

Estudos sobre as propriedades de sistemas ndo-ideais podem ser encontrados em
(Blekman, 1953; Evan-Iwanowski, 1976; Dimentberg, 1988). Recentemente, estudos estdo

levando a avangos em sua compreensdo (Balthazar e al, 1999; 2001; 2003; 2004).

Nos dltimos anos, o controle de sistemas dindmicos tornou-se de grande interesse e uma
metodologia para encontrar o controle 6timo linear realimentado foi proposta por Rafikov e
Balthazar (Rafikov, Balthazar, 2005a; 2005b). Eles encontraram as condi¢des que garantem a
aplicacdo do controle linear em sistemas nao-lineares. Nota-se que na teoria do controle existem
dois tipos de problemas: para o primeiro, a fungdo do controle u(t) ¢ encontrada como uma
funcdo do tempo. Ou seja, nesse caso a fun¢do de controle 6timo determina uma trajetoria 6tima
que corresponde a uma condi¢do inicial dada do sistema. No segundo caso, a funcdo de controle
u(t,x) depende do tempo e de varidveis de estado. Este tipo de controle € chamado controle com
realimentacdo ou sintese de controle podendo ser aplicado para qualquer condicdo inicial. Se as
varidveis do sistema sdo desvios do regime desejado, o controle 6timo estabiliza em torno da
trajetoria desejada, minimizando o funcional que caracteriza os desvios quadrados da trajetoria e
do controle do regime desejado. Ressalta-se que vdrias outras técnicas de controle foram
desenvolvidas (Ott, et al 1990; Vincent, Yu, 1991; Sinha, ef al, 2000), mas nido serdo abordadas

nesta tese.



1.1 Objetivos do Trabalho.

Os objetivos sdo:

a) Estudar o comportamento dinamico ideal do sistema fisiol6gico neuronal, isto é,
quando ndo se considera a limitagcdo de potencia, através das bacias de atracdo do
sistema, representada pelos modelos matemdticos de Hodgkin-Huxley (Hodgkin,
Huxley, 1952) e pelo modelo simplificado de FitzHugh-Nagumo (FitzHugh,
1961; Nagumo et al, 1962).

b) Apresentar o primeiro estudo na literatura de sistemas fisiol6gicos nio-ideais, isto
€, considerando a limitacdo de potencia, através dos modelos matematicos de
Hodgkin-Huxley e FitzHugh-Nagumo, visto que na atual literatura os sistemas
ndo idéias se restringem a sistemas mecanicos (Sommerfeld, 1902; Nayfeh,

Mook, 1979; Balthazar et al, 1999; 2001).

¢) A determinacdo analitica de um controlador para os modelos mateméticos
apresentados, utilizando uma metodologia proposta por Rafikov e Balthazar
(Rafikov, Balthazar, 2005) chamada de controle 6timo linear realimentado
(aplicada ao tratamento de crises epiléticas, que serd abordada no apéndice A com

maiores detalhes).

Este trabalho se enquadra no grupo de pesquisa em sistemas dinamicos nao lineares ideais e
nado-ideais do Professor Dr José Manoel Balthazar (Balthazar et al, 2002, 2003, 2004) sendo o primeiro

de uma série deles na linha de controle de sistemas fisioldgicos a serem desenvolvidos na Faculdade de



Engenharia Mecanica (FEM) da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp) num futuro préximo

tanto em nivel de pds-graduacio quanto em nivel de pds-doutorado.
Baseados no desenvolvimento desta tese foram publicados (Chavarette et al, 2005a; 2005b;

2005c; 2005d) e/ou submetidos (Chavarette et al, 2005e; 2005f; 2005g) para publicacdo vérios

trabalhos que sdo citados na sumula curricular.

1.2 Descri¢iao do Trabalho

Para se atingir os objetivos propostos, este trabalho estd organizado da seguinte forma: no

capitulo dois, aborda-se o sistema complexo fisioldgico, onde se coloca:

a) A motivacao do trabalho,

b) Descreve-se o sistema nervoso e 0s neuronios,

¢) A membrana neuronal,

d) A condugdo de sinais nervosos,

e) Os potencias de membrana,

f) O registro do potencial de acdo da membrana e os tipos de estimulos que podem

excitar uma fibra nervosa.

No capitulo trés aborda-se o modelo matemadtico do sistema neuronal, onde se
discuti:

a) A equagdo da membrana,



b) O modelo de Hodgkin-Huxley,
¢) Uma simplificacdo para o modelo de Hodgkin-Huxley, sendo todo este
capitulo baseado na publicacdo de 1952 de Hodgkin e Huxley (Hodgkin, Huxley,

1952).

No capitulo quatro, apresenta-se uma revisdo do comportamento dindmico do

sistema complexo neuronal, para tanto se discute:

a) O modelo de Hodgkin-Huxley para trés diferentes tipos de estimulos,

b) A presenca de caos no modelo,

c¢) Uma analise de estabilidade do modelo de Hodgkin-Hluxley,

d) O modelo de FitzHugh-Nagumo e sua analise de estabilidade.

No capitulo cinco, introduz-se o conceito de sistema dinamico ideal e ndo ideal ao

modelo fisiolégico neuronal, discutindo:

a) A dinamica dos modelos ideais e ndo ideais de Hodgkin-Huxley através do

conceito de bacia de atracdo.

b) A dinamica dos modelos ideais e ndo ideais de FitzHugh-Nagumo através do

conceito de bacia de atracdo.

No capitulo seis, propde-se uma metodologia recente para encontrar um controle 6timo
linear com realimentacdo para os modelos ideais e ndo-ideais de Hodgkin-Huxley e FitzHugh-

Nagumo



As conclusoes desta tese sdo apresentadas no capitulo sete, onde se aborda o topico para

futuros trabalhos e apresenta-se uma sugestdo para futuros trabalhos.

Para um complemento dos assuntos abordados no decorrer desta tese, apresenta-se o

apéndice assim distribuido:

1. No apéndice A, as crises epilépticas, com o objetivo de esclarecer o
funcionamento de uma crise e citar um exemplo de aplicagcdo para o controle

otimo desenvolvido nesta tese,

2. Trata-se no apéndice B a equacdo de Nernst: Célculo do Potencial de
Equilibrio para fons Individuais, com o objetivo de ilustrar o célculo do

potencial de equilibrio de uma membrana.

3. O apéndice C, um exemplo de implementacdo experimental, com o objetivo
de apresentar um resumo rapido do trabalho de Wu et al (2002) que servird de

inspiragdo para futuros trabalhos.

Informa-se aos leitores que nos anexos se encontram todos os programas desenvolvidos

em Matlab 6.5 ® para as simulacdes deste trabalho

Finalmente, apresenta-se resumidamente a sumula curricular com os trabalhos

desenvolvidos, submetidos e publicados durante o desenvolvimento desta.



Capitulo 2

Sistema Complexo Fisiologico Neuronal: Motivacao do Trabalho.

A sobrevivéncia de todos os animais depende de sua capacidade de responder a desafios de
outros animais € do ambiente em que vive. Freqiientemente, a resposta tem que ser rdpida e bem
coordenada para ser eficiente, € os animais podem produzir tais repostas somente quando a informacao
¢ analisada, organizada e transmitida rapidamente pelo corpo. O sistema nervoso desenvolveu esse
comportamento para permitir a ocorréncia dessas respostas rdpidas e adaptativas (Randall et al, 2000).
Elas sdo encontradas em todos os animais, e esse comportamento €é definido como “as atividades
globais de um animal” (Wood, 1973). Neste capitulo, abordam-se os aspectos bioldgicos deste
comportamento, onde ndo se pretende esgotar o assunto, mas fornecer elementos para que baseado
num modelo matemadtico, estude-se a dindmica ideal e ndo-ideal, e posteriormente estude-se uma

estratégia de controle para esse comportamento.

A capacidade de responder a estimulos € provavelmente um fendmeno geral das células vivas e
presume-se que fundamenta a capacidade dos animais que ndo possuem sistema nervoso, tais como
protozodrios e esponjas, de responder ao meio em que vive de maneira coordenada (Wood, 1973).

Com isso, este capitulo comeca discutindo o sistema nervoso e os neuronios.



2.1 Sistema Nervoso e os Neuronios.

A complexidade do sistema nervoso € amplamente ilustrada pelo sistema nervoso do ser
humano, que contém mais de 10! neuronios, além de um numero ainda mais elevado de células
de suporte (c€lulas gliais, ou neuroglia)(Schmidt-Nielsen, 2002). As unidades funcionais que
permitem aos animais responder eficientemente aos seus ambientes sdo conjuntos de neur6nios
que estao entre si de modo a permitir que as informagdes passem entre as células. Esses arranjos
sdo chamados circuitos neuronais, e suas conexdes sao andlogas em varios aspectos aos circuitos
elétricos (Schmidt, 1979). Todas as capacidades complexas do sistema nervoso — movimento,
percepcdo, aprendizagem, memoria e consciéncia — provém de processos fisicos e quimicos da

atividade neuronal (Wood, 1973).

O sistema nervoso controla todas as atividades fisicas conscientes e inconscientes. Ele é
formado por bilhdes de células nervosas que captam informacdes vindas do interior e exterior do
corpo do ser humano (Guyton, 1998). Como a célula nervosa apresenta, em geral, estrutura
bastante diferente da maioria das outras células animais, ela recebe um nome especial, o de
neurdnio (Usherwood, 1977). Os neurdnios sdo os elementos mais importantes na constituicao
do sistema nervoso, eles desenvolveram propriedades especializadas que os permitem receber
informagdes, processd-las e transmiti-las para outras células. Os neurdnios variam de forma e
tamanho, cada neurdnio tem tipicamente um soma ou corpo celular, dendritos e axonios, sendo o
corpo celular composto por citoplasma, niicleo e organelas, e sua fun¢do é fazer a manutencao

metabdlica do neur6nio. (Randall et al, 2000).

Os dendritos sdo processos celulares, tipicamente curtos e altamente ramificados de
maneira a oferecer amplas dreas de contato para a recepcao de informacdo. Estas estruturas
recebem e enviam informagdes para o corpo celular, sendo estas conduzidas do corpo celular
para outros neurdnios ou glandulas através do axonio. Em sua extremidade, o axonio ramifica-se
formando os seus terminais, que contém estruturas mindsculas chamadas botdes sindpticos.

Quando estas estruturas recebem uma informacdo liberam neurotransmissores, que sao



substancias quimicas que transmitem sinais de um neurdnio para outro (Guyton, 1988), a

estrutura do neur6nio € ilustrada na figura 2.1.
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Figura 2.1 — Estrutura de um neurdnio.

Todos os neurdnios possuem as mesmas caracteristicas bdsicas ilustrada na figura 2.1. O
esquema bdsico de funcionamento do neurdnio comeca pelos dendritos, os dendritos recebem
sinais de entrada vindos de outras células, o soma, ou corpo celular, e os proprios dendritos
processam e integram esses sinais, a informacdo € transmitida ao longo do axoOnio para as

sinapses e as saidas das sinapses fornecem sinais de entrada para outros neurdnios (Wood, 1973).

Os neuronios sdo classificados funcionalmente em neurdnios sensoriais, interneuronios €
neurdnios motores. Os neurdnios sensoriais, que transmitem as informagdes captadas de
estimulos externos, como o som, luz, pressdo e sinais quimicos, ou respondem a estimulos do
interior do corpo, como o nivel de oxigénio sanguineo ou a posicdo de articulagdo. Os
interneurdnios, que conectam outros neurdnios dentro do sistema nervoso central, € 0s neurdnios
motores, que conduzem sinais aos 6rgdos efetores, causando contracdo de musculos ou secrecao
de células glandulares (Randall ef al, 2000). A figura 2.2 mostra a estrutura de um neurdnio

sensorial e de um neurénio motor.
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Figura 2.2: Neur6nios (a) Motor e (b) Sensorial

Um neurdnio de uma célula animal € recoberto por uma membrana que separa o meio

intercelular, chamado de membrana neuronal (Randall ef al, 2000).



2.2 Membrana Neuronal.

Um dos conceitos fundamentais nos quais se baseiam as idéias modernas de
eletrobiologia € a existéncia de uma membrana ou barreira superficial fina, cerca de 60 a 70A de
espessura (I Angstrom = 1 0"°m), que controla a difusdo de substancias para dentro e para fora
da célula. A membrana neuronal é formada basicamente por lipideos e proteinas. Os lipideos
estdo arranjados em uma camada dupla na qual as proteinas estdo imersas. Alguns fons de
proteinas (s6dio e potdssio) atravessam a membrana de um lado ao outro, formando canais ou
poros. A membrana possui uma bomba de sédio-potdssio que produz uma alta concentracao de
s6dio no exterior da membrana e baixa concentracio no seu interior e, para O Ppotdssio,
concentracdo elevada no interior e reduzida no exterior (Randall er al, 2000). A representacdo

esquematica da organizacdo da membrana celular neuronal € ilustrada na figura 2.3.
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Figura 2.3. Representagdo esquemadtica da organizagdo da membrana celular neuronal.

As células nervosas tém duas propriedades fisiologicas caracteristicas, que sdao a
excitabilidade e condutibilidade, ou seja, capacidade de reagir a um dado estimulo e transmitir

esse estimulo sob a forma de impulsos eletroquimicos ao longo de suas membranas (Lerner,

1973).

A membrana das células nervosas possui propriedades elétricas que sdao dadas através do
arranjo molecular de seus componentes. Essas propriedades podem afetar a capacidade das

células eletricamente excitdveis na conducdo das informacdes, determinando a seqiiéncia de



alteracdes de tensdo produzidas pelo fluxo de corrente através das membranas (Randall et al,

2000).

A membrana do neurdnio € freqiientemente comparada a um circuito elétrico que
compreende muitas unidades repetidas (Hodgkin, Huxley, 1952). Cada unidade contém um
certo nimero de baterias, um para cada espécie de ion, sendo as forcas eletromotrizes dessas
baterias determinadas pelos gradientes de concentracdo para os diferentes ions. No andlogo
elétrico, cada bateria i0nica estd ligada as fases extra e intracelular por uma resisténcia varidvel,
que representa a permeabilidade da membrana relativa a espécie de fon em questdo (Usherwood,

1977).

Sendo a membrana composta por dupla camada lipidica e proteinas mergulhadas nessa
camada, o primeiro componente age como um capacitor elétrico, acumulando e estocando carga

através de interagdo eletrostatica entre cdtions e anions nos lados opostos da membrana.

Ja as proteinas, formam canais que sao seletivos aos ions e permitem a passagem destes
através da membrana, gerando assim uma corrente elétrica através do fluxo de fons. A esta

propriedade das proteinas d4-se o nome de condutancia.

A permeabilidade da membrana e a distribuicdo assimétrica dos fons em ambos os seus

lados, s@o responsaveis pelo desencadeamento de um potencial elétrico (Randall et al, 2000).

2.3 Conducio de Sinais Nervosos.

A conducdo dos sinais nervosos nos neurdnios € possivel gracas a reagdes eletroquimicas
chamadas potenciais de acdo. O mecanismo bésico de producdo e reproducdo regenerativa dos
potenciais de acdo foi determinado por Hodgkin e Huxley em 1952 quando as propriedades
fisicas e eletroquimicas da membrana axonal foram descritas quantitativamente (Hodgkin,

Huxley, 1952). Esse mecanismo envolve alteracdes nas condutancias da membrana relativamente



aos fons sédio e potdssio. Os gradientes de concentracdo dos ions inorganicos através da
membrana do neurdnio representam reservas de energia potencial, € o neurdnio utiliza essas
reservas para gerar sinais elétricos. Através de uma seqiiéncia de variacdes nas permeabilidades
do sédio e potdssio, sinais elétricos chamados potenciais de a¢do sdo produzidos (Usherwood,

1977).

Entre o interior de uma célula e o fluido extracelular que a cerca h4, em regra, uma
diferenca de potencial denominada potencial de membrana. Em muitos tipos de células, a funcao

celular pode ser realizada através da grandeza desse potencial.

2.4 Potenciais de Membrana.

Na maioria das células, o potencial de membrana, V,,, tem por longo tempo um valor
constante, enquanto influéncias especiais vindas do exterior ndo atuam sobre a célula, como por
exemplo, o som, a luz, a pressdo e os sinais quimicos. Quando a célula se encontra em tal
condi¢do de repouso di-se ao potencial de membrana a designacdo de potencial de repouso
(Schmidt, 1979). A magnitude do potencial varia de 5 a /00mV e depende do tipo de célula e de
seu ambiente quimico (Hodgkin, Huxley, 1952). Na célula nervosa, por conveng¢do, o potencial
de repouso é sempre negativo, apresentando uma grandeza constante e caracteristica para os
diversos tipos de células (Schmidt, 1979) e, geralmente € da ordem de -70mV no interior da fibra,

aproximadamente (Guyton, 1998).

Esse potencial de repouso tem origem, pois os fons da membrana se movem livremente
numa solucdo aquosa. Tanto no espaco intracelular, quanto no espago extracelular, ndo pode
persistir um desequilibrio de cargas, tendendo a ser equilibrado pelo movimento dos ions. O
desequilibrio de cargas que provoca a formagdo do potencial de repouso deve se localizar na
“fase constante”, que contorna a célula, na membrana celular. O potencial de repouso origina-se

também na membrana celular: do lado interno, a membrana € coberta por um excesso de anions,



enquanto do lado externo o revestimento de cdtions se processa em numero idéntico (Schmidt,

1979).

Alteracdes no nivel de repouso do potencial de membrana podem transferir informacao
significativa para a célula. As células nervosas, em particular, utilizam tais alteracdes de tensdo
como sinais na recepg¢ao, integracdo e transmissao de informacgdo. Estes sinais ocorrem de duas
formas: potenciais graduados e de acdo. Os potenciais graduados sdo extremamente importantes
na sinalizacdo por curta distancia; os potenciais de acdo, por outro lado, sdo os sinais que

percorrem longas distancias nas membranas das células nervosas (Vander et al, 1981).

Nos neurdnios, com exce¢do de poucas regides especializadas, a maior parte da
membrana € capaz de gerar potenciais de a¢do (Usherwood, 1977). O potencial de a¢do pode ser
descrito como variacdes muito rdpidas dos potenciais externo e interno da célula nervosa. Cada
potencial de a¢do comeca por uma modificagdo abrupta de um potencial de repouso negativo
para um potencial positivo, ¢ em seguida termina com um riapido retorno para o potencial
negativo (Guyton, 1998). A duracdo desse potencial difere nos diversos tipos de células, é cerca
de Ims para os nervos, e é provocado pela movimentacdo passiva de fons ao longo do gradiente

de concentragdo (Schmidt, 1979).

2.4.1 Potencial de Acao.

Todos os neurdnios usam um tipo de sinal, o potencial de a¢dao (PA), para transmitir
informacdes para e através dos segmentos eferentes da célula, freqiientemente a longas
distancias. Os potenciais de acdo sdo alteracdes grandes e rdpidas no potencial da membrana, V,,,
que se propagam pelo axénio sem diminui¢cdo. Ou seja, uma vez que um PA se inicia em um
neurdnio, o sinal percorre a membrana celular, produzindo a mesma quantidade de alteracdo no
Vn em cada ponto. Além disso, o tempo demandado pela alteracdo de tensdo € constante a

medida que o PA produzird a mesma quantidade de variacdo no V,, com o mesmo tempo de



dura¢do; ndo existe um tamanho intermedidrio. Como conseqiiéncia, os PA sdo chamados de

efeito “tudo ou nada”. (Randall et al, 2000).

Podem-se resumir as etapas essenciais na geracdo do potencial de agdo de membrana e na

transmissao do potencial de a¢do, como (Guyton, 1988):

1. A bomba soédio-potdssio produz alta concentracdo de sédio no exterior da
membrana e baixa concentracdo no seu interior e, para o potdssio, concentracao

elevada no interior e reduzida no exterior.

2. Visto que a membrana em repouso € muito permedvel aos fons potdssio e, dada a
alta concentragdo desses fons no interior da membrana, esses fons difundem para
o exterior, essa difusdo provoca a passagem de cargas positivas para fora da fibra,
mas deixa muitos fons protéicos em seu interior; Dessa forma, a membrana em
repouso gera um potencial de membrana negativo, da ordem de —90mV no interior

da fibra.

3. Um aumento subido da permeabilidade da membrana aos ions sédio inicia o
potencial de ac¢do. Os ions sédio movem-se rapidamente para o interior da fibra,
carregando consigo cargas positivas, produzindo positivamente no interior da
membrana no ponto onde a membrana ficou muito permedvel. Isso é chamado

processo de despolarizagdo.

4. A eletricidade positiva que entra na fibra nervosa desloca-se ao longo dessa fibra.
Isso tem o efeito sobre a membrana adjacente, tornando-a também muito
permedvel ao sédio. Por conseguinte, o s6dio também penetra na fibra por essas
regides e o processo € repetido em toda a extensdo da fibra nervosa. Dessa forma

0 impulso nervoso se propaga por toda a fibra nervosa.

5. Apb6s a fibra ter se tornado completamente despolarizada, a membrana, de forma

abrupta, torna-se de novo impermedvel ao sd6dio, embora permaneca muito



permedvel ao potdssio. Devido a alta concentracdo desses ions no interior da fibra,
grandes quantidades de ions potdssio, positivamente carregados, voltam a se
difundir para o meio externo. A perda dessas cargas positivas faz com que o
interior da fibra volte a ser negativo. Esse € o processo de repolarizagdo. Nesse

ponto, a fibra nervosa volta a estar apta a transmitir um novo impulso.

6. Durante o intervalo de tempo em que a fibra ficou despolarizada, um pequeno
nimero de ions sédio deslocou-se para o interior da fibra e, durante o processo
inicial da repolarizacdo, um nimero pequeno de ions de potdssio se difundiu para
o exterior. A bomba de sdédio-potdssio comega entdo a funcionar de novo,
permanecendo ativa mesmo nos intervalos entre os potenciais de agdo,
bombeando os fons de sédio para o exterior e os ions potdssio para o interior da

fibra nervosa. Isso restabelece o interior e o exterior da membrana.

ApOs essas etapas um novo estimulo pode ocorrer recomec¢ando o processo. Todo o

processo de geragao do potencial de acdo € ilustrado na figura 2.4.

Estimulo —

Despolarizagdo da membrana,
provecando impulso nervoso (LN X
./ﬂ—a' N.;'H“

Area de repolarizagio .
T — L Na' Na'\\ *

Figura 2.4. Trocas idnicas e mudancas na polaridade da membrana neuronal mediante um
estimulo.



As sucessivas fases do potencial de acdo sdo:

Repouso: a membrana celular é relativamente impermedvel aos fons sédio (Na®), em
contrapartida, é bastante permedvel aos fons potéssio (K*). Dada a alta concentra¢io de K* no
interior da membrana, estes ions difundem-se para o exterior, provocando a passagem de cargas
positivas para fora da fibra, mas permanecem muitos ions protéicos no seu interior. Diz-se que a

membrana encontra-se polarizada e a condutancia do potéssio € maior que a do sédio.

Despolarizacao: um estimulo de qualquer natureza (quimico, elétrico, térmico ou
mecanico) pode aumentar subitamente a permeabilidade da membrana aos fons Na* iniciando um
potencial de acdo. Estes ions movem-se rapidamente para o interior da célula, carregando cargas
positivas, o que produz uma mudanga no potencial da regiado da membrana do neurénio que
estiver ocorrendo este processo (Guyton, 1998), como pode ser visto na figura 2.5. Essa fase do
potencial de acdo tem duragdo de cerca de 0,2 a 0,5ms e nela a condutancia do sédio (gn,) excede

a condutancia do potdssio (gx) (Schmidt, 1979).

Repolarizacio: apds a despolarizacdo, a membrana se torna novamente impermedvel ao
Na*, embora continue permedvel ao K*. Em virtude da alta concentracdo de fons positivos no
interior da célula nervosa, grandes quantidades de fons K* voltam a se difundir para o meio
externo, tornando o interior da fibra novamente negativo (Guyton, 1998) e, gx apresenta-se
novamente maior que gy, (Schmidt, 1979). Nesta situacdo o neurdnio torna-se novamente apto a

transmitir um novo impulso nervoso.

Todo processo de variagdo da tensdo na membrana celular neuronal, € ilustrado na figura

2.5.
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Figura 2.5. Variacdo da tensdo na membrana celular nervosa durante o potencial de acdo .

Ap6s a ocorréncia do potencial de acdo, durante alguns milissegundos (1/2500s), a
membrana fica incapaz de gerar um outro potencial de agdo, independente da intensidade da

despolarizacdo imposta. Este intervalo € chamado de periodo refratdrio (Schmidt-Nielsen, 2002).

A velocidade de propagacdo do impulso nervoso estd diretamente ligada ao didmetro do
neurdnio e a presenga ou nao de mielina (camada isolante do axdnio), desde que a temperatura e
o pH do meio extracelular sejam mantidos constantes. As fibras mielinizadas tém velocidade de
propagacdo maior que as fibras amielinizadas, e quanto maior o didmetro da fibra, maior a

velocidade de propagacdo (Tavares et al, 1984).



2.5 O Registro do Potencial de Acao.

O axo6nio gigante da lula, ilustrado na figura 2.6, é uma fibra ndo-mielinizada, ou seja,
sem uma camada isolante do axonio, com um didmetro em torno de meio milimetro e varios
centimetros de comprimento. Ela ¢ uma das maiores células de animais conhecidas. Para
comparacdo, as células dos vertebrados possuem didmetros de alguns poucos micrometros. Além
disso, o axonio gigante da lula constitui um sistema adequado para a realizacdo de experimentos

(Hodgkin, Huxley, 1952).

Figura 2.6: Lula Gigante (Guyton, 1998).

Para a realizacdo de seus experimentos, Hodgkin e Huxley (Hodgkin, Huxley, 1952),
utilizaram duas técnicas experimentais, conhecidas como grampeamento espacial e

grampeamento de tensao.
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Figura 2.7: Esquema do arranjo experimental para medidas com grampo espacial e de tensdo.

Dois eletrodos finos e longos sdo inseridos ao longo do axdnio e conectados aos
instrumentos mostrados na figura 2.7. A resisténcia dos eletrodos € tdo baixa que todos os pontos
ao longo do axdnio tem o mesmo potencial elétrico em cada instante de tempo. Portanto, o
potencial passa a depender apenas do tempo e ndo do espaco, como numa célula pontual.

Dizemos que a célula estd sob um grampo espacial.

Um dos eletrodos estd emparelhado com um eletrodo externo ao axonio, para medir a
diferenca de tensdo V,, através da membrana. O outro eletrodo € usado para injetar ou retirar
corrente da célula, na quantidade adequada para manter a diferenca de potencial através da
membrana num valor constante qualquer. A medida dessa corrente permite o cdlculo da
condutancia (ou resisténcia) da membrana. Esta técnica € chamada de grampo de tensdo e
permite controlar o potencial de membrana, fazendo com que ele tenha qualquer valor que se

queira.

Quando o potencial de membrana € elevado abruptamente, do seu valor de repouso para
um valor e mantido neste valor, a corrente de membrana I,(¢) apresenta um valor como o

mostrado na figura 2.8.
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Figura 2.8: Esquema do potencial da Membrana Elevado

A corrente de membrana I,(¢) tem trés componentes:

1. Um brevissimo pulso de corrente (de alguns poucos micro-segundos) para fora
da célula. Esta corrente corresponde ao carregamento do capacitor que constitui
a membrana, pois o aumento da tensdo implica num aumento da carga

armazenada na superficie da membrana.

2. Um fluxo de corrente para dentro da célula com duracdo de / a 2 ms. Varios
experimentos, como, por exemplo, a substituicio de fons de s6dio no meio
extracelular por outros fons monovalentes, mostraram que esta corrente e

devida a entrada de ions de sddio na célula.

3. Uma corrente para fora da célula que se manifesta em aproximadamente 4 ms e
permanece estdvel pelo tempo que durar o grampo de tensdo. Estudos com
tracadores revelam que esta corrente € devida a fons de potédssio. (Em uma
escala de tempo de véarias dezenas de milissegundos, esta corrente de potdssio

também cai para zero como a de s6dio).



Além dessas trés componentes, hd também uma pequena corrente constante para fora
(imperceptivel na escala do desenho) que corresponde a fons de cloro e outros fons que passam

pela membrana.

2.6 Tipos de Estimulos que Podem Excitar a Fibra Nervosa.

No corpo humano as fibras nervosas sdo normalmente estimuladas por meios fisicos ou
quimicos. Por exemplo, a pressdo aplicada sobre certas terminagdes nervosas da pele distende
mecanicamente essas terminacoes, o que abre os poros da membrana ao sédio, por conseguinte,
produzindo impulsos. O frio e o calor atuam do mesmo modo sobre outras terminagdes, também
produzindo impulsos, e a lesdo dos tecidos, como o corte ou a distensdo demasiada, podem

produzir impulsos dolorosos.

No sistema nervoso central, os impulsos s@o transmitidos de um neurdnio para outro,
primeiramente por meios quimicos. A terminacdo neural do primeiro neurdnio libera uma
substancia quimica, chamada de substancia “transmissora”, que excita o segundo neurdnio.
Desse modo, os impulsos podem ser transmitidos ao longo de muitas centenas de neur6nios,

antes de serem bloqueados.

Em laboratério, as fibras nervosas sdo em geral estimuladas eletricamente. Um
estimulador tipico produz impulsos elétricos com a tensdo desejada, seja em impulsos isolados.
Comumente, ¢ usada uma pequena haste, com dois fios em uma de suas extremidades, com os
dois fios sendo aplicados ao nervo; ao ser ligado o estimulador, o estimulo elétrico € aplicado e a
corrente elétrica passa pelo nervo. Conforme a corrente flui pelas membranas da fibra nervosa, a

permeabilidade € alterada, produzindo os impulsos nervosos (Vander et al, 1981).

A lei do tudo-ou-nada acontece quando um estimulo é suficientemente intenso para
produzir um impulso, esse impulso serd propagado em ambas as direcdes da fibra nervosa, até

que toda a fibra entre em atividade. Em outras palavras, um estimulo fraco ndo é capaz de excitar



apenas uma parte da fibra nervosa; ou o estimulo € bastante forte para despolarizar toda a fibra,

ou, simplesmente, ndo a despolariza. Isso € conhecido como lei do tudo-ou-nada (Guyton, 1988).

2.7 Conclusoes.

As conclusdes foram que as propriedades especificas das membranas celulares afetam a
capacidade dos neurdnios conduzir as informagdes; tais propriedades dependem do arranjo
molecular da membrana. A dupla camada lipidica da membrana age como um capacitor elétrico;
embora ela ndo deixe os portadores de carga (ions) passar prontamente, ela € muito fina (de 60 a
70A) e assim pode acumular e escoar carga por interacdo eletrostitica entre os cédtions e o0s
anions nos lados opostos da membrana. Os canais compostos por moléculas mergulhadas na
dupla camada lipidica fornecem condutancias elétricas seletivas. Esses canais permitem a
passagem fisica de certos ions inorganicos através da membrana; o fluxo de ions através de tais
canais i0nicos seletivos constitui uma corrente elétrica. Estas duas propriedades, capacitancia e
condutancia, determinam a seqiiéncia das alteracdes de tensdo que sdao produzidas pelo fluxo de

corrente através das membranas celulares eletricamente ativas.

Uma distribui¢do assimétrica de ions em solu¢do nos dois lados da membrana pode
desencadear um potencial elétrico através da membrana, dependendo de quanto a2 membrana é
permedvel aos fons presentes. Como as membranas celulares em repouso sdo mais permedveis ao
K", o potencial de repouso € tipicamente préximo ao potencial de equilibrio do fon, usualmente

entre —40 e —100mv (o lado interno negativo em relacao ao lado externo).

O transporte ativo de Na® faz com que esses fons estejam menos concentrados no
citoplasma do que no lado externo da célula. Para cada um destes ions, hd uma forca de atracdo
dentro da célula e baixa permeabilidade, de modo que para manter a baixa concentracdo

intracelular eles t€ém de ser continuamente bombeados para fora. Os estimulos que aumentam a



permeabilidade normalmente baixa ao Na* resultam no influxo, o que torna o interior da célula

menos negativo.

Assim o comportamento elétrico das membranas excitdveis depende das propriedades
passivas da capacitincia da membrana e da condutancia em repouso, do gradiente idnico através
da membrana mantido a custa da energia metabdlica e da presenca de proteinas que formam
canais seletivos na membrana, alguns dos quais sdo ativos pela despolarizacio da membrana.
Atualmente € possivel explicar os detalhes das alteragdes no potencial de membrana que ocorrem

durante o potencial de acdo em termos de propriedades moleculares desses canais 10nicos.

No proximo capitulo, estuda-se um modelo matemdtico do sistema neuronal que

contempla toda os aspectos bioldgicos apresentados.



Capitulo 3

Modelo Matematico do Sistema Neuronal Fisiologico.

O primeiro modelo matemdtico relativamente completo da dindmica da membrana
neurOnica, foi publicado por Hodgkin e Huxley em 1952. Este trabalho fortaleceu o
desenvolvimento de uma aproximagdo quantitativa para entender o mecanismo biofisico da
geracdo do potencial de acdo. Grande parte do modelo é baseado em achados empiricos obtidos
por aplicacdoes de técnicas de bragadeira-tensdo. Este modo de intuicdo fisica, modelar
principios, € um projeto experimental excelente e um exemplo cldssico de principios de pesquisa

em bioengenharia (Hodgkin, Huxley, 1952).

Neste capitulo, discuti-se a equacdo da membrana, o modelo matematico de Hodgkin-

Huxley e a simplificacdo para o modelo matemadtico de Hogkin-Huxley.

3.1 A Equacao da Membrana.

Neste item, todo o trabalho € baseado no modelo de Hodgkin e Huxley publicado em
1952 (Hodgkin, Huxley, 1952), onde para iniciar, considera-se uma aproximagao em que a célula
nervosa € isopotencial, ou seja, em que o seu potencial de membrana ndo varia ao longo da

membrana. Neste caso, pode-se desprezar a estrutura espacial da célula e trata-la como um no.



A membrana neuronal € formada por duas camadas de lipideos que separam 0s meios
condutores intra e extracelular por uma fina camada isolante, portanto a membrana neuronal atua

como sendo um capacitor (C).

] Intracelular

O Membrana W,

@ LExracelular

Figura 3.1: Circuito da Membrana

A diferenca de potencial entre as placas do capacitor (C) € a tensdo através da membrana,
Vin = Vintra — Veura- Quando esta tensdo muda, uma corrente flui carregando ou descarregando o

capacitor. Ela é dada por:

. .dv, (1)
=2l 3.1)

2.

E importante notar que ndo existe um movimento de cargas através da membrana
isolante. O que ocorre ¢ uma redistribuicao de cargas nos dois lados da membrana causada pela

corrente /¢ que flui pelo resto do circuito.

Porém, corrente elétrica pode entrar ou sair de um neurdnio pelas proteinas que cruzam a

sua membrana (canais i0nicos). Podemos modelar o fluxo de corrente devido a uma dada espécie



idnica por um canal idnico, como uma resisténcia (R) colocada em série com o capacitor

representando a membrana.
Como também se leva em consideracdo o fato de que existe um potencial de repouso

através da membrana para a qual o fluxo da espécie iOnica se anula, pode-se modelar a

membrana neuronal da célula isopotencial pelo circuito ilustrado na figura 3.2.
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Figura 3.2: Modelo da Membrana Neuronal

Quando a corrente passa pela membrana, para dentro ou para fora, a variacdo de potencial
sentida pelos fons responsaveis por ela tem duas componentes: uma € a variagdo dhmica devida a
resisténcia R, RI, e a outra € a varia¢do devida a fonte, V,.,. A soma destas variagdes de potencial

tem que ser igual ao potencial de membrana: V), = RI + V. Isolando I nesta equacdo temos:
I, = _n (3.2)

Note que para que ndo exista corrente passando pelo resistor (ou corrente liquida
entrando ou saindo da célula) o potencial de membrana deve ser igual ao potencial de repouso.
Portanto, o potencial de repouso do modelo acima deve ser o potencial de Nernst (Apéndice B)

do fon que passa pelo canal modelado pela resisténcia R.



Quando uma corrente /,, passa pela membrana, temos uma situagdo como mostra a figura

3.3 (defini-se o sentido positivo de corrente como sendo de dentro para fora da célula):
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Figura 3.3: Circuito da membrana (dentro para fora)

Aplicando a lei das correntes de Kirchoff ao né superior da figura 3.3, tem-se:

th th_Vre
[,=1.+1,=C ’"()+ © £

3.3
m i R (3.3)

O modelo descrito acima, descreve uma membrana passiva, pois os elementos do circuito

ndo dependem da tensdo através da membrana.

Note que o modelo de 1* ordem construido corresponde a um circuito RC. Pode-se
estimar o tempo caracteristico, 7 =RC , desse circuito para um neurdnio tipico: a Capacitancia
especifica, ou capacitancia por unidade de area C, de uma membrana neuronal tipica vale
1 ,uF/cm2 . Portanto, um pedaco de membrana com / em’ de drea tem uma capacitancia de JuF.
Um valor tipico para a condutdncia especifica de uma membrana neuronal é G,,=0, ] mS/cm’. O

inverso de G, é a resisténcia de uma drea unitdria R, que no caso da membrana neuronal é



denotada por R,,. Neste caso, R,=1 0% Qcm?. Com estes valores para C,, e R, pode-se calcular a

constante de tempo de uma membrana neuronal tipica:
7, =R, C, =RC=10ms (3.4)

Supondo que seje injetado uma corrente I;,; através de um microeletrodo diretamente
dentro da pequena célula isopotencial, ilustrado na figura 3.4, como se descreve a dindmica do

potencial de membrana V,, (1) em resposta a essa corrente?

(1)

1.
inj

Figura 3.4: Representacdo da Célula

Usando a representacao do circuito elétrico construido, o modelo desta situacdo pode ser

representado pela figura 3.5.
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Figura 3.5: Circuito Elétrico



Por conservagdo de corrente, a corrente de membrana deve ser igual a corrente injetada:

Im:Imj.’

av (t) N V,»O-V,
dt

C

1, (3.5)

Multiplicando ambos os lados por R e usando 7= RC, temos :

. dv (1) _

2=V, (D) +V,, + RE (0) (3.6)

Esta equacdo € chamada de equagdo da membrana.

A equagdo da membrana é uma equacdo diferencial ordindria de primeira ordem com
coeficientes constantes. Definindo-se uma condicdo inicial V,(0), a sua solucdo nos dard uma

Unica curva para V,, versus t.

Se a corrente injetada for nula, a sua solucao é:

—t

V0=V, =, -V, 0)e" (3.7)

rep

Esta equagdo nos diz que qualquer que seja a condicao inicial, o potencial de membrana
decai exponencialmente para V,, com o tempo. Se V,,(0)=V,,,, o potencial de membrana

permanece no valor de repouso indefinidamente.

Supondo-se agora que a corrente injetada é do tipo degrau: t=0 aplica-se um valor de
corrente Iy que € mantido constante por um longo tempo. A teoria das equagdes diferenciais

mostra que a solu¢do mais geral da equagdo da membrana € do tipo:



-t

V. (t)=vee” +v, (3.8)

onde vy e v; dependem das condi¢des iniciais. Substituindo esta forma geral de solucdo na

equagdo da membrana obtemos a igualdade:

v =V, +RI, (3.9)

Impondo a seguinte condi¢do inicial: Vy(0)=V,,,, obtem-se:

Vp =Vo+Vv, =V, =—RI, (3.10)

Substituindo vy e v; na solucao geral temos:

Vm(t)le{l—efj+Vrep :v{l—ef}vw (3.11)

onde definiu-se V,=RIy. Esta equacdo nos diz que um longo tempo ap6s a aplicacao do degrau de
corrente (¢ mantendo-se a corrente constante), o potencial de membrana atinge o valor

assintético V, +V, .

E costume representar o potencial de membrana em relacdo ao potencial de repouso,

definindo-se uma nova variavel,
Vv=v,0-V,, (3.12)

a solucdo da equacdo da membrana para o degrau de corrente torna-se:

V:Vw(l—e;J (3.13)



A constante V_ € chamada de potencial de estado estaciondrio, pois € o valor para o qual

a diferenca (V,,(t)-V,,) tende em resposta ao degrau de corrente.

A figura 3.6, mostra as respostas do modelo de membrana como um circuito RC para
quatro diferentes valores do degrau de corrente /Iy (um negativo e trés positivos). Na escala

arbitrdria de tempo usada, o estimulo degrau € aplicado em =20 e “desligado” em t=120.

Note que se Iy for positiva, V_ = Rl serd positivo. Isto quer dizer que a célula foi

despolarizada (V,, > V,,). Ja se Iy for negativa, V_serd negativo, implicando que a célula foi

hiperpolarizada.
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Figura 3.6: Comportamento da Membrana para quatro diferentes valores do degrau de corrente [

Para uma melhor compreensio do fendmeno bioldgico (fisico) em discussdo,

desenvolve-se o diagrama dado pela figura 3.7.
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Figura 3.7: Diagrama da Membrana

Uma Iy positiva corresponde a uma corrente de membrana positiva, 1,,>0. Pela convencao
adotada, uma corrente de membrana positiva indica corrente saindo da célula e isto s6 ocorre
quando a membrana estd despolarizada, isto €, o interior da célula estd mais positivo do que no
repouso. Isto estd de acordo com o esperado, pois quando /y>0 o microeletrodo aplica corrente
diretamente no interior da célula, provocando um aumento de cargas positivas no interior e

despolarizando a célula.

Ja uma I negativa (I, indo de fora para dentro da célula) corresponde a uma retirada de

cargas positivas do interior da célula pelo microeletrodo, hiperpolarizando a célula.

A resisténcia R € chamada de resisténcia de entrada da célula. Quanto maior R, maior a
varia¢do na tensao através da membrana para uma dada corrente constante. O valor da resisténcia
de entrada do corpo celular de um neur6nio varia de alguns megaohms para os neurdnios

motores da medula espinhal até centenas de megaohms para células corticais (Khoo, 1973).

Os mecanismos i0nicos responsdveis pela geracdo de um potencial de ac¢do foram
elucidados pelos trabalhos de Hodgkin e Huxley aplicado ao axonio gigante da lula na primeira

metade do Século XX (Hodgkin, Huxley, 1952). Hodgkin e Huxley publicaram em 1952 uma



andlise pioneira do potencial de acdo de grandes fibras nervosas do calamar, valendo-se da

técnica de “bloqueio de tensdo” (Hodgkin, Huxley, 1952).

Assim, Hodgkin e Huxley postularam o seguinte modelo fenomenolédgico para explicar

os eventos observados durante a ocorréncia de um potencial de acdo no axonio:

1.

A corrente de membrana é dada pela soma da corrente capacitiva e de uma

corrente idnica:

0+c, YVul)

I (t)=1,..
m() iénica dt

(3.14)

A corrente i0nica € dada pela soma de correntes i0nicas para ions especificos. A
corrente de um dado fon € independente das correntes idnicas dos outros ions. Ha
tr€s correntes idnicas responsdaveis pela geracao do potencial de acdo: de sodio, de
potdassio e de outros ions (cloro, etc.). Esta ultima corrente é chamada de corrente

de vazamento:
Iiénica(t) = INa + IK + Ivaz (315)

A corrente i0nica para um dado fon é modelada por uma resisténcia (varidvel com
a tensdo e com o tempo) em série com uma fonte, cuja tensdo é dada pelo

potencial de Nernst do fon (figura 3.8).

—t
(V(E).0)
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Figura 3.8: Representacdo da Corrente I6nica.

Iion(t) = Gfon (Vm(t)’t)(vm(t)'Et’on) (316)



O circuito elétrico que representa o modelo complexo de Hodgkin e Huxley € ilustrado na

figura 3.9.
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Figura 3.9: Modelo Elétrico de Hodgkin-Huxley.

Na figura 3.9, E;, Ey, € E,,; representam o potencial de Nernst para o potdssio, sédio e
cloreto, respectivamente. C,, representa a capacitancia da membrana, a qual estd na ordem de
1uF cm’”. Gk, Gy, € Gy, representam a condutancia respectiva para o potassio, sédio e cloreto
que correspondem aos elementos resistivos; por causa de sua dependéncia de tensdo, Gk e Gy,

foram mostrados como resistores variaveis.

Em seus experimentos de grampeamento de tensdo, Hodgkin e Huxley aumentavam a
tensdo por um certo valor em relacio ao repouso e determinavam o comportamento das
condutividades dos ions de sddio e potdssio. A figura 3.10, mostra os comportamentos da
condutividade do potédssio para 4 valores da tensdo grampeada, utilizando-se da técnica de

bragadeira-tensao .
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Figura 3.10: Condutividade de Potéssio.

A figura 3.11, mostra variacdes nas condutividades do sédio em funcdo do tempo para

diferentes valores do grampo de tensdo, obtido por Hodgkin e Huxley.
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Figura 3.11: Condutividade de Sédio.



Todo o processo pode ser ilustrado pela figura 3.12, que mostra um estimulo na
membrana gerado pelas correntes de sédio e potdssio, resultando no potencial de agdo da

membrana.
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Figura 3.12: Estimulo Elétrico na Membrana, Corrente na Membrana, Corrente de
Potassio na Membrana e Corrente de S6dio na Membrana

3.2 O Modelo Matematico de Hodgkin-Huxley.

O modelo matematico de Hodgkin e Huxley (Hodgkin, Huxley, 1952), sob circunstancia
de repouso, o espaco intracelular do nervo estd na ordem de 70mV, mas negativo em relacao ao
fluido extracelular por convengao. Este potencial de equilibrio € determinado por gradientes de

concentracdo idnica através da membrana ligeiramente permedvel como também pelo efeito do



transporte da bomba de sédio-potdssio. H4 uma concentragdo de ions de potédssio dentro da
célula, contra uma concentracdo mais elevada de ions de cloreto de sédio na parte externa.
Entretanto as permeabilidades da membrana ao sédio e potédssio s@o fortemente dependentes do
potencial da membrana (conforme item 2.4.1). A despolarizagdo do potencial da membrana
conduz a mudangas rapidas na permeabilidade s6dio e em um tanto mais lento o tempo-curso a
permeabilidade da membrana. O modelo de Hodgkin-Huxley possui uma rapida afluéncia inicial
dos ions de sddio e a subseqiiente saida do fluxo de fons de potdssio que esclarecem a geracdo de
potencial de acdo que segue o incentivo da despolariza¢do. Os fons de cloreto ndo fazem muito o

seu papel, mas mostram primeiramente um atual vazamento pequeno na célula.
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Figura 3.13 Modelo Elétrico de Hodgkin-Huxley.

No modelo elétrico de Hodgkin-Huxley, ilustrado na figura 3.13, Ei, En, € E,u
representam o potencial de Nernst para o potdssio, sédio e cloreto, respectivamente. Baseados
em suas medidas no Axonio Gigante da Lula, Hodgkin e Huxley empregaram valores de —/2,
115 e 10.6 mV para E;, En, ¢ E,,, respectivamente. (Deve-se notar que a convengdo do sinal
assumida para o potencial da membrana, por ser medida no exterior da célula, era oposta a

adotada em seu trabalho).

A . -2
C,, representa a capacitancia da membrana, a qual estdi na ordem de IuF cm™. V,

representa o potencial de agdo da membrana e I, representa a corrente da membrana.



Gk, Gy, € Gy, representam a condutancia respectiva para o potdssio, sédio e cloreto que
correspondem aos elementos resistivos; por causa de sua dependéncia de tensdo, Gk e Gy, foram

mostrados como resistores variaveis.
Ik, Iy, € 1,,; representam as correntes para os canais de potdssio, sédio e cloreto.

A aplicacdo da lei de Kirchhoff ao circuito da figura 3.13, relaciona-se a equagdo da

corrente total da membrana /, a diferenca de potencial V através da membrana:

I:C%+GK(V—EK)+GM(V—ENH)+G (V-E,) (3.17)

vaz vaz

A dependéncia de Gy, na tensdo da membrana € caracterizada pelas seguintes expressoes:
Ga = gnam'h (3.18)

P s [ 2 .
onde gy, € a constante e atribui-se o valor de 120 millimho cm™ por Hodgkin e Huxley. O
tempo-curso de Gy, assume o resultado da interacdo de dois processos, um representa o estado
da variavel “ativa¢do”, m, o outro a variag¢ao de estado “inativacdo”, h, onde m e h podem variar

entre 0 e 1. Estas varidveis de estado obedecem a dinamica de primeira-ordem:

m_ o G=my=B.m (3.19)
dr

€
dh_ o A=hy= B (3.20)
dr

onde as faixas “constantes” sdo quantidades tensao-dependentes, definidas pelo que segue.



a, =0.125-V)(e® " -1~
B, =0.125¢""%

a, =0.07¢™""™ G20
h - .

ﬂh — 1/(6(30—V)/10 _1)

A condutancia do potéssio segue semelhante, mas a dindmica é mais simples:

GK = gKn4 (322)

onde gk é constante e dada pelo valor de 36 millimho cm™, em simulacdo por Hodgkin e Huxley.

A tUnica varidvel de estado n € atribuida para obedecer a equacao diferencial de primeira-ordem:

dn

E:a'n(l—n)—ﬁnn (3.23)
onde

a, =0.0110-V)(e""™"" -1~ (3.24)
€

B, =0.125¢7"'% (3.25)

Finalmente, para condutiancia da membrana dos ions de cloreto é assumida a constante

igual a 0.3 millimho cm™.

As equagdes 3.17 a 3.25 constituem o modelo de Hodgkin-Huxley.



Assim, as varidveis de estado que constituem o modelo matematico de Hodgkin-Huxley

I =C%+GK(V—EK)+GNa(V—ENa)+GW(V—EW)

dm

E=am(l—m)—ﬁmm

dh

—= 1-h)— B h .
== =B, (3.26)
%=an(1—n)—,3nn

As variaveis de condutancia sio:

GNa = gNamSh
G, =g.n’ (3.27)

Gya; = 0.3 millimho cm’?
As constantes s3o:

a, =0.125-V)(e® ™" -1~

B, =0.125¢""%

a, =0.07¢7""*

ﬁh — 1/(6(30—V)/10 _1)

a, =0.01(10=V) (""" —1)~! (3.28)
B, =0.125¢7""%

Ek, = -12mV
En, = 115mV
Eyer - 10.6 mV



Funcionalmente, o comportamento dinamico representado pelo conjunto de equagdes,
também ¢é modelado em um sistema lago-fechado ilustrado na figura 1.1. Um incentivo a
despolarizacdo que exceder ao ponto inicial produz um aumento na condutancia do sédio, que
permite os ions de sédio entrar no espaco intracelular. Isto conduz a despolarizacdo adicional e a
um aumento da condutancia do sédio. Este efeito de realimentac@o positiva é responsavel pela
fase crescente da acdo do potencial. O processo de despolarizacdo comeca agora a se inverter,
gragas a um mecanismo interno de indicacao (representado por /). Esta reversdo € ajudada pelo
efeito da realimentacdo negativa do aumento de condutincia do potdssio, que segue um tempo-
curso mais lento que a condutancia do sddio. A saida do fluxo de fons de potdssio conduz a
repolariza¢do maior da poténcia da membrana; Assim, o potencial de acdo estd na fase recusante,
porque a condutincia do potdssio fornece ions a célula do nervo em alguns milissegundos,
depois da condutancia de sédio, que retorna ao equilibrio seguindo para o fim do potencial de

acgdo.
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Figura 3.14 Tempo-Curso para o Modelo de Hodgkin-Huxley

A figura 3.14 reproduz o trabalho original de Hodgkin-Huxley, apresenta o tempo-curso
V, gna € gk como sugeriu o modelo sobre o potencial de acdo. A curva mostra g representando o
tempo-curso da condutiancia da membrana global. Essas curvas descrevem adequadamente os

aspectos bioldgicos apresentados anteriormente.



Guckenheimer e Oliva (Guckenheimer , Oliva, 2002) verificaram em seu trabalho que o
potencial de a¢do pode ser modelado por um sistema de campo vetorial de 4* dimensao(Hodgkin,

Huxley,1952), representado pelo sistema de equagdes a seguir.

p=1—[120m*h(v +115) +36n* (v —12) + 0.3(v + 10.599)]

(v+25)
"'1=(1—m)10—m[4expvj
(v+25j 18
exp -1
10
(v+1oj (3.29)
p=—m0l— 10 f0125exp-
v+1oj 80
exp -1
s
. % h
h= (1 - h)007 CXp(zj - ﬂ
I+exp———
10

onde as varidveis (v, m, n, h) representam o potencial de membrana, ativacdo da corrente de
sodio, ativacdo da corrente de potdssio e inativacdo da corrente de sédio e um parametro I que

representa a corrente injetada no axonio de espaco grampeado.

Deve-se lembrar que a convencdo de Hodgkin-Huxley para o potencial da membrana
inverte o sinal das convengdes modernas, e assim os pontos de tensdao de potenciais de a¢do sdo
negativos no modelo de Hodgkin-Huxley. Quando os modelos melhorados para o potencial da
membrana do axdnio do calamar sdo formulados, o modelo de Hodgkin-Huxley permanece

como paradigma para modelos baseados na condutancia de sistemas neurais (Clay, 1998).

De um ponto de vista matematico, propriedades variadas da dindmica do campo vetorial
de Hodgkin-Huxley foram estudadas (Doi, Kumagai, 2001; Fukai et al, 2000; Guckenheimer,
Labouriau,1993; Hassard, 1978, Hassard, Shiau, 1996; Labouriau, 1989; Rinzel, Miller, 1980).
Apesar disso, permanecemos distantes de uma compreensdo detalhada da dindmica indicada por
este campo vetorial. Tem se tornado convencional que as propriedades qualitativas do modelo de

Hodgkin-Huxley podem ser reduzidas para um fluxo bidimensional tal como o modelo de



Fitzhugh-Nagumo (Fitzhugh er al, 1961). Rinzel e Miller (Rinzel, Miller, 1980) deram a
evidéncia que este ndo € sempre o caso. Hassard (Hassard, 1978) e Labouriau (Labouriau, 1989)
estudaram também a bifurcacdo de Hopf que representa um papel importante para encontrar as
regides de bi-estabilidade no modelo de Hodgkin-Huxley. Doi e Kumagai (Doi, Kumagai, 2001)
mostraram recentemente a existéncia de atratores cadticos num modelo modificado de Hodgkin-

Huxley que muda a constante do tempo de uma das correntes para um fator de 100.

Esforcos extensivos tém sido feitos para descobrir o caos em muitos sistemas fisicos e
bioldgicos, incluindo os sistemas neurais (Campbell, Rose, 1983). Solu¢des cadticas para as
equacdes de Hodgkin-Huxley com periodicidade for¢ada (Aihara, Matsumoto, 1986) e os
parametros extremamente alterados (Doi, Kumagai, 2001) foram descobertas, mas ndo com os
parametros originais do modelo de Hodgkin-Huxley (Guckenheimer , Oliva, 2002; Chavarette et

al, 2005a; 2005b; 2005¢).

No proximo capitulo desta tese, serd explorado a dindmica do modelo matematico de

Hodgkin-Huxley.

3.3 Simplificacao do Modelo Neuronal.

Embora o conjunto de equacdes do modelo matemdtico de Hodgkin-Huxley possa
reproduzir muitas caracteristicas da dindmica neuronal, encontram-se na literatura outros

modelos para a representagdo do potencial de acdo neuronal (Khoo, 1999).

Em meados de 1950, FitzHugh buscou reduzir o modelo de Hodgkin-Huxley para um
modelo de 2 varidveis para realizar uma analise do plano de fase. A observacdo geral que ele fez
foi que as varidveis de ganho n (ativagdo da corrente de potdssio) e i (inativagdo da corrente de
s6dio) tem cinéticas lentas com relagdo a m (ativagdo da corrente de sédio), pois o potencial de
acdo tem duracdo de cerca de 0,2 a 0,5ms e nela a condutancia do sédio (m) excede a

condutancia do potdssio (rn) (Schmidt, 1979). Além disso, para os valores especificos dos



parametros de Hodgkin-Huxley, n+h € aproximadamente 0.8. Isto conduziu a um modelo de 2
varidveis, chamado modelo de plano de fase rdpido-lento (FitzHugh, 1961), da forma

apresentada por (3.30) e (3.31)

dv
—— =g (V=V) = gum. MO8 -m)(V ~V,)~g,V-V)+I

C 3.30
m dt ( )

appl

nW(V)ﬁznw(V)—n (3.31)
dt

Em efeito, isto prové um espaco de fase de explicacdo qualitativa de formacdo e

decadéncia do potencial de acao.

Uma observagdo adicional feita por FitzHugh foi que a mudanga gradual no potencial de
acdo, V, teve o espaco de uma funcao cibica e a mudanca gradual em n poderia se aproximar por
uma linha direta, ambos dentro do alcance fisioldgico das varidveis. Isto sugestionou uma

redu¢do no modelo polinomial da forma (3.32)

ﬂzv(v—a)(l—v)—w+l
dt

(3.32)
W -
dt ’

Neste modelo, v representa a varidvel rapida (potencial de a¢c@o), w representa a varidvel
lenta (varidvel de ganho de sédio), ., y e € sdo constantes com 0<o<1 e €<<1 (correspondendo
as cinéticas lentas do canal de sédio). Em 1962, Nagumo (Nagumo, 1962) construiu um circuito
ilustrado na figura 3.15 usando um tinel de diodo para o elemento ndo-linear (canais),
representando a funcdo cubica, onde o modelo das equagdes (3.32) sdo conhecidos como modelo

de FitzHugh-Nagumo.
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Figura 3.15 — O Circuito Elétrico de Nagumo.

A seguir citam-se outros modelos que representam a comunica¢ao entre neurdnios que

aparecem na literatura, mas que nao sdo explorados nesta tese.

Fitzhugh (FitzHugh, 1961) considerou o modelo de Bonhoefer-van der Pol (BvP) uma
alternativa simplificada, demonstrando a similaridade e as caracteristicas do espago de fase do

modelo de Hodgkin-Huxley com o modelo de Bonhoefer-van der Pol.

Monteiro (Monteiro, 2002; 2005) baseado em evidéncias fisioldgicas, trata o neurdnio
como se fosse um PLL. Malhas de sincronismo de fase (PLL-phaselock-loops) sdo mecanismos
que tém sido usados em comunicagdes e controle, de maneira a detectar a fase e freqiiéncia de
sinais, propiciando sincronizagdo entre diferentes fontes periddicas, em um circuito ou em uma
rede. (Piqueira et al, 1995). O estudo dessa malhas mostra que elas podem apresentar uma gama
variada de comportamentos, dependendo de parametros e da entrada, mas este tipo de modelo

nao € explorado neste trabalho.

Outro modelo da literatura é o modelo de Wilson-Cowan (Wilson, Glass, 1995) que

consiste de duas equacdes diferenciais nao lineares, representando as interacdes entre duas



populagdes de neurbnios que sdao distinguidas pelo fato de que seus axoOnios terminam em
sinapses que sao ou excitatdrias ou inibitérias, mas este tipo de modelo nao é explorado neste

trabalho.

3.4 Conclusoes.

O modelo de Hodgkin-Huxley foi desenvolvido para caracterizar o potencial de acdo do
axonio da lula gigante. Este modelo serviu como um arquétipo para modelos comportamentais da

eletrofisiologia da membrana biolégica, como o modelo de FitzZHugh-Nagumo.

Assim as dinamicas dos modelos de Hodgkin-Huxley e FitzHugh-Nagumo foram
estudadas extensivamente com uma visdo para as implicacdes bioldgicas e com testes para

métodos numéricos que podem ser aplicados a sistemas complexos.

No préximo capitulo, apresenta-se uma revisdao do comportamento dindmico do sistema
complexo neuronal para estes modelos para posteriormente estudar-se no capitulo 5, maiores

detalhes deste comportamento.



Capitulo 4

Revisao do Comportamento Dinamico do Sistema Complexo Neuronal.

Neste capitulo, exibi-se brevemente uma revisdao da dindmica dos modelos matematicos
de Hodgkin-Huxley e FitzHugh-Nagumo dados pelas equagdes (3.29) e (3.32) mencionando-se
alguns resultados encontrados na literatura, sem esgotar o assunto, para posteriormente estudar-

se no capitulo 5 maiores detalhes deste comportamento.

4.1 Modelo de Hodgkin-Huxley.

Segundo Clay (Clay, 1998), o modelo matematico de Hodgkin-Huxley permanece como
paradigma para modelos baseados na condutancia de sistemas neurais. De um ponto de vista
matematico, propriedades variadas da dindmica do campo vetorial de Hodgkin-Huxley foram
estudadas (Doi, Kumagai, 2001; Fukai et al, 2000; Guckenheimer, Labouriau,1993; Hassard,
1978, Hassard, Shiau, 1996; Labouriau, 1989; Rinzel, Miller, 1980).

Apesar destes estudos, permanece distante de uma compreensao detalhada da dinadmica
indicada por este campo vetorial. Tem se tornado convencional a sabedoria de que as

propriedades qualitativas do modelo de Hodgkin-Huxley podem ser reduzidas para um fluxo



bidimensional tal como o modelo de Fitzhugh-Nagumo (Fitzhugh, 1961). Rinzel e Miller

(Rinzel, Miller, 1980) deram a evidéncia que este ndo é sempre o caso.

Hassard (Hassard, 1978) e Labouriau (Labouriau, 1989) abordaram em seus trabalhos a
bifurcacdo de Hopf que representa um papel importante para encontrar as regides de bi-

estabilidade no modelo de Hodgkin-Huxley.

Doi e Kumagai (Doi, Kumagai, 2001) mostraram recentemente a existéncia de atratores
cadticos num modelo modificado de Hodgkin-Huxley que muda a constante do tempo de uma

das correntes para um fator de 100.

Esforcos extensivos tém sido feitos para descobrir o caos em muitos sistemas fisicos e
bioldgicos, incluindo os sistemas neurais (Campbell, Rose, 1983). Solu¢des cadticas para as
equagdes de Hodgkin-Huxley com periodicidade forcada (Aihara, Matsumoto, 1986) e os
parametros extremamente alterados (Doi, Kumagai, 2001) foram descobertas, mas ndo com os

parametros originais do modelo de Hodgkin-Huxley (Guckenheimer, Oliva, 2002).

O comportamento quase-periodico e caos transiente baseados em resultados polinomiais
(Guckenheimer, Oliva, 2002) foram recentemente abordados por Chavarette e Balthazar
(Chavarette, et al, 2005a, 2005b, 2005¢) e outras extensdoes também foram abordadas

(Chavarette, et al, 2005d)

Nesses estudos, verificou-se que os comportamentos da comunicacdo entre 0s neurdnios
sdo estruturas altamente instdveis associadas com o "ponto inicial" (Guckenheimer, Oliva, 2002),
a seguir, com o objetivo de apresentar essa instabilidade, simulam-se trés tipos de estimulos
aplicados ao modelo matematico de Hodgkin-Huxley como sugere o capitulo 2, desta forma

considera-se 0s seguintes casos:

e Sem estimulo algum, ou seja, estimulo OmV,



o Um estimulo constante de 3.2mV.

e  Um estimulo senoidal.

Para se realizar estas simulagdes do modelo de Hodgkin-Huxley (3.29), utiliza-se o

software MATLAB® 6.5 e Simulink® 6.5, que serdo detalhadas a seguir.

4.1.1 Sem estimulo de entrada

Como primeira opcao, aplica-se uma corrente nula de excitagdo no sistema (3.29), pois
quando a membrana neuronal se encontra em tal condi¢do, sem excitacdo, da-se ao potencial de
membrana a designa¢do de potencial de repouso (Schmidt, 1979), a figura 4.1 ilustra o
comportamento do potencial de a¢do sem corrente de entrada, ou seja, potencial de repouso, da
ativacao da corrente de sodio, da ativacdo da corrente de potéssio e da inativagdo da corrente de

sddio aplicados a esta excitacao.
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Os autovalores para o sistema (3.29) em repouso sdo:

e A=-6.1399,
e  2,=0.5295 +0.6503i,
e 23=0.5295 -0.6503i,
e 4=-0.1205.

A seguir, ilustra-se na figura 4.2 o “retrato” de fase (m,n) projetado do sistema (3.29) e na

figura 4.3 o “retrato” de fase (v,h) projetado.
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O ponto de equilibrio do sistema (3.29) permanece nas seguintes coordenadas P*=

(0.00000, 0.05293, 0.31768, 0.59612), sendo ilustrado pelas figuras 4.2 e 4.3.

Para a figura 4.2 o foco hiperbdlico € instdvel, e para a figura 4.3 ¢ um né (hiperbdlico)

assintoticamente estavel.

4.1.2 Estimulo constante no valor 3.2 de excitacao

Como segunda opg¢do, aplica-se um estimulo constante de valor aleatério 3.2 volts no
sistema (3.29), ou seja, I=3.2, pois alteragdes no nivel de repouso do potencial de membrana
podem transferir informagdo significativa para a célula (Vander et al, 1981), a figura 4.4 ilustra o
comportamento do potencial de acdo, a ativacdo da corrente de sddio, a ativacdo da corrente de

potdssio e a inativacdo da corrente de sddio aplicados a excitagdo de 3.2 volts.
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Os autovalores para o sistema (3.29) com excitagdo constante sao:

e \=-4.6735,
e ,=0.0911+0.3779i,
e 23=0.0911-0.3779i,
e 4=-0.0908.

A seguir, ilustra-se na figura 4.5 o “retrato” de fase (m,n) projetado do sistema (3.29) e na

figura 4.6 o “retrato” de fase (v,h) projetado.
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O ponto de equilibrio do sistema (3.29) permanece nas seguintes coordenadas P*=

(1.13274, 0.02264, 0.18445, 0.82434), sendo ilustrado pelas figuras 4.5 e 4.6.

Para este tipo de excitacdo, a figura 4.5 ilustra um foco hiperbdlico instdvel, e para a figura

4.6 € um no6 (hiperbdlico) assintoticamente estdvel.

4.1.3 Estimulo senoidal de entrada

Na terceira e ultima opcdo, introduzimos uma excitacdo senoidal no valor de 21 que
segundo Guyton (Guyton, 1988) as trocas idnicas e mudangas na polaridade da membrana
neuronal lembram uma corrente senoidal mediante um estimulo, entdo se aplica um estimulo de
21 conforme ilustra a figura 4.7 e na figura 4.8 ilustram-se o comportamento do potencial de

acdo, a ativacdo da corrente de sédio, a ativacdo da corrente de potdssio e a inativacdo da

corrente de sodio aplicada a esta excitagao.
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Os autovalores para o sistema (3.29) excitagdo senoidal sdo:

e A=-6.1398,

®  ,=0.5295 +6503i,
® 3=0.5295-0.6503i,
e 4=-0.1205

A seguir, ilustra-se na figura 4.9 o “retrato” de fase (m,n) projetado do sistema (3.29) e na

figura 4.10 o “retrato” de fase (v,h) projetado.
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O ponto de equilibrio do sistema (3.29) permanece nas seguintes coordenadas P*=

(0,00000, 0,05293, 0,31768, 0,059612), sendo ilustrado pelas figuras 4.9 e 4.10.

Para este tipo de excitacdo, a figura 4.9 ilustra um foco hiperbdlico instavel, e para a figura

4.10 € um né (hiperbdlico) assintoticamente estavel.



Para os trés tipos de estimulos aplicados ao modelo de Hodgkin-Huxley num intervalo de
tempo grande, encontramos comportamentos simulares, o que justifica a aplicagdo de um

controle.

4.2 A Presenca de Caos no Sistema.

Guckenheimer e Oliva em seu trabalho (Guckenheimer, Oliva, 2002), obtiveram a
existéncia das ferraduras de Smale (Guckenheimer, Holmes, 1983) e logo caos no modelo de
Hodgkin-Huxley. Observaram que o sistema apresenta um periodo transiente da instabilidade

exponencial antes de receber a entrada, este caos transiente € causado pelas ferraduras de Smale.

Neste trabalho, exibi-se o comportamento cadtico no modelo de Hodgkin-Huxley com
seus parametros originais, aplicando-se pulsos periddicos de entrada num intervalo pequeno, ou

seja, a cada 15 segundos aplica-se um pulso de 60 milivolts como ilustra a figura 4.11.

Estimulo de Entada
=]
1

20 B

Tempo

Figura 4.11. Comportamento dos Estimulos de Pulsos Periédicos de Entrada.



Primeiramente aplica-se um Unico pulso nos primeiros 15 segundos, onde a figura 4.12a
demonstra o comportamento do potencial de acdo gerado pelo modelo de Hodgkin-Huxley para

um unico pulso de entrada e na figura 4.12b ilustra o espectro de freqiiéncia para esta entrada.
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Figura 4.12. a) Potencial de Acao da Membrana. b) Espectro de Freqiiéncia.

Logo apds, aplica-se dois pulsos de entrada, onde a figura 4.13a demonstra o

comportamento do potencial de acdo gerado pelo modelo de Hodgkin-Huxley para esta entrada e

a figura 4.13b ilustra o espectro de freqii€ncia também para esta entrada.
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Figura 4.13. a) Potencial de Acao da Membrana. b) Espectro de Freqiiéncia.
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A seguir, aplicam-se trés pulsos de entrada, a figura 4.14a demonstra o comportamento

do potencial de acdo gerado pelo modelo de Hodgkin-Huxley para esta entrada e a figura 4.14b

ilustra o espectro de freqiiéncia também para esta entrada.



a)

comportamento do potencial de acdo gerado pelo modelo de Hodgkin-Huxley para esta entrada e

Finalizando, aplicam-se quatro pulsos de entrada e a figura 4.15a demonstra o
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Figura 4.14. a) Potencial de Acao da Membrana. b) Espectro de Freqiiéncia.
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a figura 4.15b ilustra o espectro de freqii€ncia também para esta entrada.
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constatada a presenga de caos transiente no sistema € um comportamento quase periddico para
mais de um pulso nervoso seguido. Observa-se ainda, que acima de quatro pulsos de estimulos
nervosos, o espectro de freqii€ncia do sistema permanece o mesmo; vale recordar que devido as

caracteristicas bioldgicas do sistema, quando termina um potencial de acdo o sistema volta a

L
1) 1000

Figura 4.15. a) Potencial de Acao da Membrana. b) Espectro de Freqiiéncia.
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4.2.1 Analise de Estabilidade do Modelo Matematico de Hodgkin-Huxley.

O modelo de Hodgkin-Huxley é o definido pela equagdo (3.26-3.28) do capitulo
anterior, onde para se realizar a analise de estabilidade do modelo de Hodgkin-Huxley,
considera-se as observacoes fisioldgicas de FitzHugh (FitzHugh, 1960) sobre as cinéticas de suas

variaveis.

Segundo FitzHugh, as varidveis de ganho n e & possuem cinéticas lentas com relagao a
m, com isso as varidveis do modelo v e m sdo varidveis de cinéticas rapidas (ou equagdes

principais), e n e h sdo varidveis de cinéticas lentas. Determinou-se que n € & sdo constantes, logo

R* ={(n, h,m,v)}. Definiu-se (Suckley, Biktashev, 2003):

d(n,h,v,m)=gn* V-V )= gumh(V =V,) = 8.V =V,,.) =0, 4.1)

m=mv)

entio @(n.h,v,m(v))= f(n,h,v) este considera as varidveis lentas do sistema. Mas

dizemos que em (4.1) do sistema (3.26) possui duas dimensdes multiplas no espaco de fase

R = {(n,h, m,v)}.

As varidveis rapidas do sistema possuem 2 conjuntos de parametros constantes, n € h.
Assim o fluxo de cada plano pode ser descrito pelo sistema de 2 equagdes, com tempo ¢ de

estado rapido.

@ _ ~C.'¢(n,h,v,m) 4.2)
dt
dm (m —m)

a1

m




Novamente, dizemos ¢(n, h,v, m(v))z f (n, h,v), entdo o equilibrio em (4.2) pode ser

obtido por (Suckley, Biktashev, 2003):

dv
—=f \h,n,v 4.3
= Sy 4.3)
m=m(v)
Em particular, o equilibrio na (4.3) € o mesmo que (3.26-3.28).
A matriz Jacobiana do equilibrio é:
d(v, i) -C, == a¢ -Cy — 99
= o (4.4)
O [ (A m)f .t -7
Porém, no equilibrio m = r;z(v) , isto reduz para
_ C—l a¢ _ C—l a¢
J = av am 4.5)
m Tm - Tm
Um equilibrio € estdvel se a aproximacao linear 7rJ<0 e det J>0. Temos,
-1 a¢ -1 (= 4 — 3 — -1
Tr] =-C,) — -1, =-C,, (gkn + g1 h+gl)—2'm <0 (4.6)

v

para todos os efeitos fisiologicos das varidveis, assim a condi¢do de estabilidade é sempre
satisfeita. Entdo,
9, 9 EJ c;r;a—f (4.7)

detJ = C‘lr—l(—+— ,
dv  om dv v



onde f(n, h,v)=¢(n.h, v,rh(v)j para as equagdes rdpidas do sistema. Assim, o equilibrio do

sistema (3.29) é estdvel se o campo vetorial f(n,/,v) for estdvel.

4.3 O Modelo de FitzHugh-Nagumo.

A propagacdo do impulso ao longo da membrana € descrita pelo modelo de Hodgkin-
Huxley, como visto anteriormente na equacdo (3.29), mas uma simplificagdo bem conhecida na
literatura € a sugerida por FitzHugh (Fitzhugh, 1961) e usada por Nagumo et al. (Nagumo et al,
1962) formando-se o modelo matemdtico de FitzHugh-Nagumo, sendo as equagdes que

descrevem o modelo

3
X, =c(x, +x, _x_1)+ I/
3 4.7)

X, =—l(x1 —a+bx,)
c

onde I representa a corrente de membrana e a,b e ¢ sdo respectivamente, o raio da membrana,
a resistividade especifica do fluido interno da membrana e o fator de temperatura. X, representa
o potencial elétrico local através das membranas das células e a varidvel x, representa a

condutividade i6nica de proteinas relativamente imdveis inseridas na membrana celular, que

agem como canais ionicos (Winfree, 1990).



4.3.1 Analise de Estabilidade.

Reescrevemos a equacgdo (4.7), sem nenhum estimulo externo:

3
. X
X, =c(x, +x, —?1)

. (4.8)
X, =——(x,—a+bx,)

c
As solucdes de equilibrio, (x(¢), y(r)) = (X,¥), que satisfazem
_3 1 _ .a
X +3 ;_1 X—3;:0,

4.9)

—_a—x
y b

para b#0 e (X,y)= (a,a3 /3—a) onde b=0. Restringiremos a andlise para b>0 sendo que as

expressoes para os pontos de equilibrio tem bom comportamento neste intervalo.

Uma, duas ou trés solucdes para (4.9) podem existir, dependendo se a quantidade
D=a’+4(1—b)’ /9b é positiva, zero ou negativa, respectivamente. Verificando as condi¢des

iniciais pode-se obter uma bifurcacao sela-né do conjunto de parametros quando D=0.

A matriz Jacobiana linearizada de (4.8) sobre o equilibrio é:

J(x)= 1 b, (4.10)



com autovalores

[c(l— ﬂ—%i \/(c(l— 22)—éj2 +4(p(1- 22)—1)} . (4.11)

Consegiientemente, uma Bifurcacdo de Hopf do ponto de equilibrio (¥, y)pode ocorrer

quando b’<c’ e X* —1+£2:0.
c

Usando (4.9) demonstra que isto ocorrerd quando b’<c’e

+ 1—3{2(1—%j+1—b}—a=0. 4.12)

4.3.2 Simulacao Numérica.

Adotam-se os valores a=0.3, b=0.2, c=0.9 e I= 0.5, para o modelo, onde

3
i =0.9(x, +x, —%1) +0.5

(4.13)

X, =—0—19(x1 -03+0.2x,)

O comportamento do potencial elétrico (x;) e 0 comportamento da condutividade ionica

das proteinas (x,) sdo ilustrados pela figura 4.16.



Figura 4.16. a) Potencial Elétrico da Membrana. b) Condutividade I6nica.

O ponto de equilibrio do sistema é dado pelas seguintes coordenadas P*= (0,50327, -
1,01633), com os autovalores A;=0,2249+0,8945i ¢ A,=0,2249-0,8945i. Logo, tem-se que as
trajetérias descrevem uma espiral convergindo para um ponto fixo que se chama um foco. A

estabilidade serd dada pelo sinal de . Se o>0 as trajetdrias afastam-se do ponto fixo e o foco é

instavel, como ilustra a figura 4.17.

Figura 4.17. Plano de Fase do Sistema.

Ciclos limite sdo curvas fechadas que podem atrair ou repelir solu¢cdes préximas. Os
ciclos limite sdo solucdes periddicas (movimentos regulares) tipicas como, por exemplo,

osciladores forcados nao-lineares. Ciclos limite sdo observados em vadrias situacdes: impulsos



nervosos, sistemas neurais, correntes em circuitos elétricos, etc. Para se obter um ciclo limite
estavel € necessdario que a origem seja instavel. Como conseqiiéncia, trajetérias de pequena
amplitude movem-se para fora a medida que o tempo passa (Fieldler-Ferrara, Prado, 1995),

como em nosso caso demonstrado a figura 4.17.

O efeito fisico destes conceitos matematicos € realmente observado na condutancia do
sistema nervoso. A dinidmica da entrada, devido a caracteristica cdbica ndo linear e da histerese

ajuda a explicar a variedade do comportamento.

4.4 Conclusao.

Potenciais de acao dos neurdnios sao grandes pontos de tensao tudo ou nada, com uma

estrutura altamente instavel.

No préximo capitulo, estuda-se a dindmica dos modelos de Hodgkin-Huxley e FitzHugh-

Nagumo através do conceito de bacia de atracdo e no capitulo 6, utiliza-se uma técnica de

controle 6timo devido a instabilidade desses potenciais de agao.



Capitulo 5

Dinamica Nao Linear do Sistema Complexo Neuronal Ideal e Nao-Ideal.

Neste capitulo, analisa-se o comportamento dindmico dos modelos de Hodgkin-Huxley
(3.29) e de modelo de FitzHugh-Nagumo (4.13) considerados ideais e nao-ideais utilizando-se o
software Dynamics IlI® (Alligood et al 1996; Nusse, Yorke, 1998) no comportamento das bacias

de atragdo destes modelos.

5.1 Motivacao.

Os estudos de modelos matematicos dindmicos, sobretudo os sistemas ndo ideais,
desempenham um papel importante no desenvolvimento da Engenharia e outras ciéncias. Esse
fato tem motivado uma intensificacdo desses estudos recentemente na Unicamp pelo grupo do

Professor Dr. José Manoel Balthazar (Balthazar et al, 1999; 2001; 2003; 2004).

Nestes estudos, observar-se um grande desenvolvimento na 4rea de mecanica aplicada
com a teoria de sistemas dinamicos ndo lineares (Nayfeh, Mook , 1979; Guckenheimer, Holmes,

1983; Hayashi, 1985; Moon, 1992; Nayfeh, Balachandran, 1995) e outros.



Sabe-se que a Teoria dos Sistemas Dindmicos nasceu dos trabalhos de Poincaré
(Poincaré, 1890; 1899; 1880-1890), recebendo, a seguir, contribui¢des de Birkhoff (Birkhoff,
1927), além de outros pesquisadores (Guckenheimer, Holmes, 1983; Nayfeh, Balachandran,
1995). O objetivo principal da Teoria dos Sistemas Dinamicos é simples: dado um sistema
dinamico, que pode ser uma equacdo diferencial, caracterizar qualitativamente e
quantitativamente suas solugdes. Se esse sistema depende de um ou mais parametros,

caracterizar as mudangas na solu¢do com a variagdo desses parametros.

Sistemas dindmicos nao-lineares aparecem em muitas dreas, incluindo engenharia, fisica,
biologia (Nayfeh, Mook , 1979; Guckenheimer, Holmes, 1983, Monteiro, 2002). Métodos de
andlise de sistemas dinamicos, que podem prover um bom entendimento do seu comportamento,

tém, portanto uma grande variedade de aplicagoes.

Um dos fendmenos que tem atraido a aten¢do de pesquisadores em engenharia é o
fendmeno de sensibilidade a imperfei¢cdes (Augusti, 1964; Bazant,1991). Esta sensibilidade pode
ser explicada através das mudangas topoldgicas sofridas pela bacia de atra¢do e pela energia

potencial quando se aumenta a excitacdo do sistema (Soliman, Thompson, 1989).

Virias contribui¢des ao estudo de problemas nao-ideais foram apresentadas em livros
(Blekman, 1953; Evan-Iwanowski, 1976; Dimentberg, 1988; Kononenko, 1969), e trabalhos

pelos Prof. Dimentberg e colaboradores(Dimentberg et al, 1997).

Os professores Nayfeh e Mook (Nayfeh, Mook, 1979) dao uma revisao completa de
diferentes abordagens ao problema até 1979. Recentemente, revisdes completas das diferentes
teorias sobre sistemas dindmicos ndo-ideais foram discutidas e apresentadas (Balthazar et al,

1999; 2001; 2003; 2004).

O estudo de sistemas dindmicos ndo-ideais, isto €, quando uma excitacdo € influenciada
pela resposta do sistema, tem sido considerado um grande desafio na pesquisa tedrica e pratica

da ciéncia da engenharia (Nayfeh, Mook, 1979).



Quando a excitacao nao € influenciada pela resposta, € dita uma excitagao ideal ou uma
fonte ideal de energia. Por outro lado, quando uma excitacdo € influenciada pela resposta do

sistema, € dita ndo-ideal.

Assim, dependendo da excitagdo, refere-se a um sistema dindmico como ideal ou nao-
ideal. O comportamento ideal de sistemas é bem conhecido na atual literatura, mas ha poucos

resultados sobre os ndo-ideais.

Geralmente, sistemas dindmicos ndo-ideais sdo aqueles para os quais a poténcia

disponivel € limitada.

O comportamento do sistema dindmico se afasta do caso ideal a medida que a poténcia
suprida torna-se mais limitada. Para sistemas dindmicos nao-ideais, deve-se adicionar uma
equagao que descreve como a fonte de energia passa essa energia as equacdes que governam o

correspondente sistema dindmico ideal.

Neste capitulo, se discute o comportamento dinamico ideal e ndo-ideal dos modelos de
Hodgkin-Huxley (3.29) e FitzHugh-Nagumo (4.13) através de alteragdes da excitacdo dos

modelos no comportamento da bacia de atracdo, como € usual (Soliman, 1989) entre outros.

Ressalta-se que este € o primeiro estudo na literatura sobre sistema fisioldgico
considerado como sendo ideal e ndo ideal e o software utilizado para estas simulacdes foi o

Dynamics II ® (Alligood et al 1996; Nusse, Yorke, 1998).



5.2 O Modelo Matematico de Hodgin-Huxley.

5.2.1 O Modelo Ideal.

O modelo matematico considerado como sendo ideal de Hodgkin-Huxley (Hodgkin,
Huxley, 1952) ¢ apresentado no capitulo 3, na equagdo (3.29) que descreve o seu comportamento

dinamico.

Para discutir a dindmica tomada como sendo ideal do sistema, utiliza-se o conceito de bacia
de atracdo. O conceito de bacia de atracdo é importante, pois se trata do conjunto que contém
todas as condicdes iniciais que levam a solugdes limitadas. Dessa forma a sua drea pode ser

tomada como uma medida de estabilidade de estrutura (Soliman, Thompson, 1989).

Uma solucdo de equilibrio deve ndo apenas ser estdvel, mas estar no interior de uma bacia
de atracdo suficientemente grande de tal modo que a estrutura seja capaz de suportar uma
excitacdo compativel com o seu uso e ambiente onde esta inserida. Vista dessa forma, a drea da

bacia de atracdo é¢ uma medida do grau de seguranca da estrutura (Soliman, Thompson, 1989).

No modelo dito ideal de Hodgkin-Huxley (3.29) € discutido variando a sua excitacdo, ou
seja, variando o parametro /, isto €, verifica-se a intera¢do da excitacdo com a estrutura da bacia

de atracdo do sistema.

Através dos aspectos bioldgicos que foram apresentados no capitulo 2, no modelo de
Hodgkin-Huxley, a corrente elétrica (excita¢do) pode entrar ou sair de um neurdnio através das
proteinas que cruzam a sua membrana, isto €, os canais i0nicos de sédio e potdssio. Quando uma
corrente (/) passa pela membrana com valor positivo, ela descreve a a¢do do interior para o

exterior da célula, sendo assim, quando a corrente for negativa, descreve a agao inversa.



No caso da corrente (excitagdo) ser nula, o potencial de acdo da membrana esta em repouso,
ou seja, a membrana é muito permedvel aos fons do potdssio do que aos fons de sddio, dessa
forma, a membrana em repouso gera um potencial de membrana na ordem de 70mV no interior

da célula, conseqiientemente uma bacia de atracdo para o potencial de repouso da membrana.

Bacia de atragdo e uma regido no espaco fase associada a um atrator. A bacia de atracdo é o
conjunto de todos os pontos de partida (valores inicias) que convergem para o atrator. Atrator € o
estado no qual um sistema dindmico eventualmente se estabiliza. Um atrator ¢ um conjunto de
valores no espaco de fase para o qual o sistema migra com o tempo (se fun¢do continua) ou por
iteracdes (se fungdo discreta). Um atrator pode ser um tnico ponto-fixo, uma colecdo de pontos
regularmente visitados, uma al¢a, uma érbita complexa, ou um ndmero infinito de pontos. Ele
ndo precisa ser uni- ou bidimensional, e pode ter tantas dimensdes quanto o nimero de varidveis

que influenciam o seu sistema (Alligood et al, 1996).

A definicdo matemadtica de bacia de atracao de pontos fixos (solugdes periddicas) baseia-se
no limite de ¢t — oo. Em termos numéricos a integracdo ao longo desse tempo € impossivel, por
essa razdo usa-se a bacia de atracdo transiente que € a bacia de atracdo quando a integracdo
numérica é truncada num multiplo do periodo T =27/ da forca excitadora. A medida que o

tempo de integracdo aumenta a bacia de atracdo transiente converge para a bacia de atracdo real.

Existem basicamente duas maneiras distintas de evolu¢@o da bacia de atracdo em funcdo da
intensidade da carga dindmica. Uma € a reducdo gradativa da bacia de atrag@o até o seu completo
desaparecimento quando se atinge a fronteira de estabilidade. A outra € a perda de integridade da
bacia de atracdo cuja fronteira se torna subitamente fractal, sendo este fendmeno seguido por um

rapido processo de erosdo e estratificacao da bacia.

Estes dois processos estdo associados a diferentes mecanismos de escape. Em ambos os
casos, a drea da bacia de atracdo da solucdo periddica estdvel tende a zero a medida que a

intensidade do carregamento harmonico tende a forca de escape.



A figura 5.1 ilustra a bacia de atracdo do sistema com excitacdo nula, / = 0, caracterizando
assim o potencial de repouso. A drea de cor preta representa a bacia de atracdo do sistema, a cor
verde, representa o 1° atrator do sistema e a cor azul clara a sua bacia de atracdo. A cor vermelha
representa o 2° atrator do sistema e a cor rosa a sua bacia de atracdo. A cor amarela representa o

3° atrator do sistema e a cor cinza a sua bacia de atragao.

Figura 5.1 Bacia de Atragdo do Sistema (v,h) em Repouso.

No caso da corrente (excitagdo) ser positiva, o potencial de a¢do serd positivo, isto quer
dizer que biologicamente a célula esta no seu estado de despolarizacdo. A despolarizacdo da

célula aumenta a permeabilidade da membrana aos fons de sddio iniciando o potencial de acgdo,



onde estes fons movem-se rapidamente para o interior da célula, carregando-a de cargas
positivas, este processo causa uma perda no potencial de acdo da membrana, conseqiientemente
este mesmo processo causa uma erosiao na bacia de atragdo. A figura 5.2 ilustra o processo de
despolarizacdo da membrana com a variagdo da excitacio desde seu potencial de repouso (/=0A)

até a total erosdo da drea da bacia de atrag@o do sistema (I=120A).

Todo este processo ilustrado na figura 5.2 mostra que o estudo efetuado das bacias de
atracao é compativel com o trabalho de Hodgkin e Huxley, onde a magnitude do potencial de
acdo varia de 5 a /00A dependendo do tipo de célula e de seu ambiente quimico (Hodgkin,

Huxley, 1952).



TI=110
Figura 5.2. Bacias de Atracdo do Sistema em Despolarizagao.



Apoés a fibra ter se tornado completamente despolarizada, a membrana torna-se de novo
impermedvel ao sdédio, embora permaneca muito permedvel ao potdssio. Devido a alta
concentracdo desse fon no interior da fibra, grande quantidade de ions potdssio, positivamente
carregados, voltam a se difundir para o meio externo. A perda dessas cargas positivas faz com
que o interior da fibra volte a ser negativo, para representar todo o processo, aplica-se uma

corrente (excita¢do) negativa ao sistema.

No caso da corrente (excitagdo) ser negativa, o potencial de acdo também € negativo, isto
implicado que a célula estd hiperpolarizada, neste caso, a corrente (excitacdo) remove cargas
positivas de dentro da célula, tornando assim o seu interior, que jd era negativo, mais negativo,
ainda, aumentando a diferenca de potencial de membrana celular, com este fato, ocorre uma

maior interacdo na regido da bacia de atragao do modelo.

A figura 5.3 ilustra o processo de hiperpolarizacio da membrana com a variagdo da
excitacao desde seu potencial de repouso (/=0A) até a total erosdo da drea da bacia de atracdo do

sistema (/=-15A).

Todo este processo ilustrado na figura 5.3 mostra que o estudo das bacias de atracio ¢é
compativel com o trabalho de Hodgkin e Huxley, ilustrando uma intera¢do maior da bacia de

atracdo com o potencial de acdo em hiperpolariza¢do (Hodgkin, Huxley, 1952).



T1=-145 I=-15
Figura 5.3. Bacias de Atracdo do Sistema em Hiperpolarizagdo.



Segundo os autores (Nayfeh, Mook , 1979; Alligood et al, 1996; Guckenheimer, Holmes,
1983; Nusse, Yorke, 1998), uma caracteristica da teoria dos sistemas dinamicos néo lineares é a

presenca de Caos.

Guckenheimer e Oliva (Guckenheimer, Oliva, 2002) observaram a existéncia de caos no
modelo de Hodgkin-Huxley, nesta tese, no capitulo anterior, observou-se um comportamento
cadtico no modelo de Hodgkin-Huxley aplicando-se pulsos periédicos de entrada num intervalo
de tempo pequeno. Neste topico, ilustra-se na figura 5.4 o célculo do expoente de Lyapunov para

o intervalo de excitac@o do sistema variando de 0A a 110A.

Verifica-se na figura 5.4 a presenga de caos no sistema por seus expoentes positivos em
concordancia com o trabalho de Guckenheimer e Oliva (Guckenheimer, Oliva, 2002) utilizando-

se os parametros originais de Hodgkin-Huxley (Hodgkin-Huxley, 1952).
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Figura 5.4. Expoentes de Lyapunov para excitacdo positiva.



A seguir, ilustra-se através da figura 5.5 o cdlculo do expoente de Lyapunov para o
intervalo de excitagdo do sistema, variando de 0OA a —14.5A, onde novamente verifica-se a
presenca de caos pelos expoentes positivos em concordancia com o trabalho de Guckenheimer e

Oliva (Guckenheimer, Oliva, 2002).
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Figura 5.5. Expoentes de Lyapunov para excitacdo negativa.

Baseado nos resultados apresentados através das figuras 5.4 e 5.5 verifica-se entdo a
presenca de caos para todo a variagdo de excitacdo (-/4.5A a 120A), desde o processo de
despolarizacdo até a repolarizagdo da membrana neuronal, caracterizando a estrutura de geracao

do potencial de acdo como uma estrutura altamente instdvel.

Ressalta-se que o trabalho de (Guckenheimer, Oliva, 2002) foi levantada a conjectura que
no modelo de Hodgkin-Huxley a erosdo da bacia de atragdo deveria ter dimensdes fractais,
entretanto os autores levantaram a dificuldades de se realizar os calculos. Entretanto baseado no

presente trabalho e utilizando o Dynamics II ® obtiveram-se os seguintes resultados:

® Para o periodo de excitagdo de 0 a 110A a melhor estimativa da dimensdo fractal é 1.303

(Alligood et al, 1996).



e Para o periodo de excitagdo de 0 a -14.5A a melhor estimativa da dimensao fractal é

1.338 (Alligood et al, 1996).

5.2.2 O Modelo Nao-Ideal.

A primeira caracteristica de sistemas dinamicos nao-ideais ¢ adicionar uma equagao que
descreva a interacdo de uma fonte de energia de excitacdo ao sistema dindmico. Neste caso,
inclui-se a0 modelo de Hodgkin-Huxley (3.29) a equacdo i, reformulando as equagdes do

modelo da forma (5.1) tornando-o mais realistico.
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onde p € a potencia da fonte de excitagdo, vy € a tensdo da fonte de excitagdo, w € um parametro

com o valor de 27 e ¢ € o tempo.

Como segunda caracteristica, sistemas dinamicos nao-ideais sdo aqueles para os quais a

poténcia disponivel é limitada.



Para verificar a diferenga de potencia no caso ideal e ndo-ideal, utiliza-se as equagdes da

lei de Ohm (5.2) e (5.3).

P =RI* (5.2)

P
== .
” (5.3)

onde P € a potencia, I € a corrente, V € a tensdo e R € a resisténcia.

Hodgkin e Huxley, definiram que o valor para a resisténcia da membrana é 107 Qcn?’, e
no equilibrio o potencial de repouso é 70mV, I=70A, (Hodgkin, Huxley, 1952), aplica-se esses

valores a equacdo (5.2), resultando-se em uma potencia no valor 49%10° Watts.

No caso ndo-ideal, assume-se o valor fixo V da fonte de energia como sendo 0.001 volts,

e novamente aplica-se uma corrente /=70A, resultando-se em uma potencia no valor 0.07 Watts.

A tabela 5.1 ilustra os valores de potencia variando de 0 a 120A para o sistema ideal e
ndo ideal, nesta tabela verifica-se que os valores de potencia para o sistema ideal sdo maiores em
relacdo ao sistema dito nao ideal, demonstrando assim a segunda caracteristica de sistemas

dinamicos nao-ideais, isto €, de poténcia limitada.



Tabela 5.1. Valores de Excitacdo e Potencia para os Modelos Matematicos de Hodgkin-Huxley
Ideal e Nao Ideal.

Excitacdo Potencia Ideal Potencia Nao-Ideal

(Amperes) (Watts) (Watts)
0 0 0.00
10 1.000.000 0.01
20 4.000.000 0.02
30 9.000.000 0.03
40 16.000.000 0.04
50 25.000.000 0.05
60 36.000.000 0.06
70 49.000.000 0.07
80 64.000.000 0.08
90 81.000.000 0.09

100 100.000.000 0.10
110 121.000.000 0.11
120 144.000.000 0.12

A figura 5.6 ilustra o comportamento do potencial de acio da membrana plasmatica para
o sistema ndo ideal, onde p € a potencia da fonte, 0.07 Watts, vy € a tensdo da fonte, 0.001 volts,

w € um parametro com o valor de 2w e ¢ é o tempo. A figura 5.7 demonstra o plano de fase (v,h)

para oS mesmos valores.
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Figura 5.6. Potencial de Acdo para o Sistema Nao Ideal
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Figura 5.7. Plano de Fase (v,h) para o Sistema Nao Ideal

No modelo matematico ideal de Hodgkin-Huxley, foi discutida a dindmica variando a sua
excitacdo, ou seja, variando seu parametro /. Assim para o modelo matemético nao-ideal varia-se
a potencia do sistema para verificar a interacdo do sistema através da potencia limitada com a

estrutura da bacia de atracao do sistema.

Neste caso, as bacias de atracao ilustradas através da figura 5.8, apresentam o mesmo
formato do sistema dinamico ideal, porém a diferenca esta na limitacdo da poténcia da
fonte de excitacdo do sistema, esta propriedade apresenta grande progresso nas

interpretacoes deste problema.



P=0.7 “P=075
Figura 5.8. Bacias de Atrac¢do do Sistema Nao Ideal em Despolarizacgao.



A figura 5.9 ilustra o célculo do expoente de Lyapunov para o intervalo de excitacdo do
sistema, variando de 0 a 0.75 Watts, verificando-se a presenga de caos no sistema pelos

expoentes positivos, como era de se esperar.
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Figura 5.9. Expoentes de Lyapunov para excitacdo positiva.

Em sistemas dindmicos ndo-ideais, o comportamento do sistema dindmico se afasta do
caso ideal a medida que a poténcia suprida torna-se mais limitada; sendo assim, decidi-se
trabalhar com um intervalo negativo, devido ao fato da membrana plasmatica estar
hiperporalizacdo com excitacdo negativa e ocorrer maior troca de cargas na membrana (Hodgkin,

Huxleu, 1952).

A figura 5.10 mostra a caracteristica do sistema dinamico nao-ideal, a qual a medida que
a poténcia suprida torna-se mais limitada ocorre maior interagdo com o sistema, ou seja, quanto

menor a potencia aplicada ao sistema maior € a drea da bacia de atrac@o.



P=-0.14 P=-0.15
Figura 5.10. Bacias de Atracdo do Sistema Nao Ideal em Hiperpolarizacgao.

A figura 5.11, ilustra o calculo do expoente de Lyapunov para o intervalo de excitacio do
sistema, variando de 0 a -0.15 Watts, verificando-se a presenca de caos no sistema pelos
expoentes positivos, neste caso nota-se que a potencia sendo limitada variou num intervalo

menor que no caso ideal, como era desejado.
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Figura 5.11. Expoentes de Lyapunov para excita¢do negativa.

Baseado nos resultados apresentados através das figuras 5.9 e 5.11 verifica-se entdo a
presenca de caos para toda a variacdo de potencia de excitagdo (-0.15 a 0.7 Watts), desde o

processo de despolarizacdo até a repolarizacdo da membrana neuroral com no caso ideal.

Os resultados acima apresentados demonstram de maneira clara uma re-

interpretacao dos resultados da atual literatura sendo esta totalmente satisfatoria.

Levando-se em conta a reformulacdo do modelo no caso nao ideal e utilizando o Dynamics

II ® obtiveram-se os seguintes resultados para as dimensdes fractais:

e Para o periodo de excitacdo de 0 a 0.75Watts a melhor estimativa da dimensdo fractal é

1.270 (Alligood et al, 1996).

e Para o periodo de excitacdo de 0 a -15Watts a melhor estimativa da dimensao fractal é

1.272 (Alligood et al, 1996).



5.3 O Modelo de FitzHugh-Nagumo.

5.3.1 O Modelo Ideal.

O modelo matemético de FitzHugh-Nagumo € apresentado no capitulo 3 e a equagio

(3.32) descreve a sua dinamica.

Considera-se aqui, o modelo ideal, o modelo apresentado por FitzHugh-Nagumo
(FitzHugh, 1961; Nagumo et al, 1962), este uma simplificacdo para o modelo matemético de
Hodgkin-Huxley que descreve o comportamento ideal para o potencial de acdo (Hodgkin,

Huxley, 1952).

Para discutir a dinidmica ideal deste sistema utiliza-se novamente o conceito de bacia de

atracdo e todos os aspectos biolégicos apresentados anteriormente.

Os parametros utilizados na simulagdo numérica sao a = 0.3, b = 0.2, ¢ = 0.9 e I variando

de 0A até a erosdo total da bacia de atragao.

A figura 5.12 ilustra a bacia de atrag@o do sistema com excitacdo nula, / = 0, caracterizando
assim o potencial de repouso. A area de cor preta representa a bacia de atragao do sistema, a cor
verde, representa o 1° atrator do sistema e a cor azul clara a sua bacia de atragdo. A core
vermelha representa o 2° atrator do sistema e a cor rosa a sua bacia de atracdo. A cor amarela

representa o 3° atrator do sistema e a cor cinza a sua bacia de atracao.



Figura 5.12 Bacia de Atracdo do Sistema (3.32) em Repouso.

A figura 5.13 ilustra o processo de despolarizacdo da membrana com a variacdo da
excitacao desde seu potencial de repouso (/=0A) até a total erosdo da drea da bacia de atracido do

sistema (/=1.6A).



1= 14 = 1.6
Figura 5.13. Bacias de Atracao do Sistema Ideal em Despolarizagao.



A figura 5.14 ilustra o processo de hiperpolarizacdo da membrana com a variacdo da
excitacao desde seu potencial de repouso (/=0A) até a total erosdo da drea da bacia de atra¢do do

sistema.

=37 =39
Figura 5.14. Bacias de Atracdo do Sistema Ideal em Hiperpolarizagdo.



O modelo de FitzHugh-Nagumo é em verdade um sistema dindmico da forma (4.7) onde a
corrente de excitacdo (I) tem a forma ilustrada na figura 4.16, isto €, de um sistema dinamico de
um grau de liberdade com a excitacdo dependente do tempo, logo de acordo com
(Guckenheimer, Holmes, 1983) esse sistema pode ter comportamento cadtico o que serd

discutido a seguir.

A figura 5.15 ilustra o cédlculo do expoente de Lyapunov para o intervalo de excitacdo do

sistema variando de OA a 1.6A, e pode-se verificar a presenca novamente de caos ao sistema.
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A figura 5.16 ilustra o cédlculo do expoente de Lyapunov para o intervalo de excitacdo do

sistema variando de 0OA a -3.9A, e pode-se verificar a presenca novamente de caos ao sistema.

Figura 5.15. Expoentes de Lyapunov para excitag¢ao positiva.
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Figura 5.16. Expoentes de Lyapunov para excitacdo negativa.

Baseado nos resultados apresentados através das figuras 5.15 e 5.16 verifica-se entdo a
presenca de caos para todo a variacdo de potencia de excitacdo (-0.3.9A a 1.6A), desde o

processo de despolarizacdo até a repolarizacdo da membrana neuroral.

Utilizando-se o software Dynamics Il ® obtiveram-se os seguintes resultados para as

dimensoes fractais:

e Para o periodo de excitacao de 0 a 1.6 Watts a melhor estimativa da dimensao fractal é

1.464 (Alligood et al, 1996).

e Para o periodo de excitagdo de 0 a -3.9 Watts a melhor estimativa da dimensao fractal é

1.496 (Alligood et al, 1996).



5.3.2 O Modelo Nao-Ideal.

Como o modelo de FitzHugh-Nagumo é o modelo simplificado de Hodgkin-Huxley, para

torna-lo um sistema dinamico nao-ideal, adicionamos a mesma equacao i adicionada ao sistema

nao ideal de Hodgkin-Huxley , tornando o modelo da seguinte forma:

14
v, *cos(wr)

3

%, =0.9(x, +x, —%) +i (5.4)

i, :—0—19(x1—o.3+0.2x2)

onde p € a potencia da fonte, vy € a voltagem da fonte, w € um pardmetro com o valorde 21, 1€ o
tempo.

A figura 5.17 exibe o comportamento do potencial de acdo da membrana plasmatica para
o sistema ndo ideal (5.4) onde p € a potencia da fonte, 0.07 Watts, vs € a tensdo da fonte, 0.001
volts, w € um parametro com o valor de 21 e ¢ € o tempo. A figura 5.18 demonstra o plano de

fase.

_2_ 5 1 1 1 1 1 1
o] S00 1000 1500 2000 2500 3000 3500

t

Figura 5.17. Potencial de A¢ao para o Sistema Nao Ideal



Figura 5.18. Plano de Fase para o Sistema Nao Ideal

Como no modelo de Hodgkin-Huxley, limita-se também a potencia para o modelo de
FitzHugh-Nagumo para verificar a interacdo da potencia com a estrutura da bacia de atragdo do

sistema.

A figura 5.19 ilustra todas as bacias de atracdo do sistema, deste o seu potencial de
repouso, P=0, até a erosdo total da 4rea da bacia de atracio do sistema ndo ideal. Assumem-se os
valores, vy € a tensdo da fonte de 0.001 volts, w € um parametro com o valor de 27ze ¢ € o tempo

variando de 0 a 100.



P=07 =0.8
Figura 5.19. Bacias de Atracao do Sistema Nao-Ideal em Despolarizacio.



A figura 5.20 ilustra o processo de hiperpolarizacdo da membrana com a variacdo da
excitacdo desde seu potencial de repouso (P=0 Watts) até a total erosdo da drea da bacia de

atracdo do sistema.

P=-3.6 T P=-39
Figura 5.20. Bacias de Atragao do Sistema Nao-Ideal em Hiperpolarizacao.



A figura 5.21 ilustra o cdlculo do expoente de Lyapunov para a potencia de excitacdo no

intervalo variando de 0 a 0.8 Watts, e pode-se verificar a presenga novamente de caos ao sistema.
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Figura 5.21. Expoentes de Lyapunov para excita¢do positiva.

A figura 5.22 ilustra o cédlculo do expoente de Lyapunov para o intervalo de excitacdo do

sistema variando de 0 a -3.9A, e pode-se verificar a presenca de novamente caos ao sistema.
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Figura 5.22. Expoentes de Lyapunov para excitacao negativa.



Baseado nos resultados apresentados através das figuras 5.21 e 5.22 verifica-se entdo a
presenca de caos para todo a variagdo de potencia de excitacdo (-0.3.9 a 1.6 Watts), desde o

processo de despolarizacdo até a repolarizacdo da membrana neuroral como no caso ideal.

Levando-se em conta a reformulacdo do modelo no caso nao ideal e utilizando o Dynamics

I ® obtiveram-se os seguintes resultados para as dimensdes fractais:

e Para o periodo de excitacao de 0 a 0.8 Watts a melhor estimativa da dimensao fractal é
1.196 (Alligood et al, 1996).
e Para o periodo de excitagao de 0 a -3.9 Watts a melhor estimativa da dimensao fractal é

1.410 (Alligood et al, 1996).

5.4 Conclusoes.

Conclui-se que os resultados apresentados baseados em sua re-interpretagao utilizando-se
o conceito de limitagdo de potencia leva a maiores esclarecimentos do comportamento dindmico

do sistema.

Foram calculadas as dimensdes fractais para os modelo ideais e ndo-ideais. Observou-se
que no caso ideal do modelo de Hodgkin-Huxley constatou-se a conjectura com o trabalho de
(Guckenheimer, Oliva, 2002) onde se afirmava a caracteristica de dimensdes fractais na bacia de
atracdo. Tomando-se o modelo em nao ideal, mostrou-se melhor uma avaliacao no célculo dessa

dimensio.

O fato descrito acima foi também observado no modelo simplificado ideal e nao ideal de

FitzHugh-Nagumo.



Capitulo 6

Um Controle Otimo Linear Realimentado para o Sistema Complexo Neuronal

Ideal e Nao Ideal.

Rafikov e Balthazar propuseram uma metodologia para encontrar um controle 6timo linear
realimentado onde encontram-se condi¢des para a aplicagdao do controle linear em sistemas nao-

lineares (Rafikov, Balthazar, 2004; 2005a; 2005b).

Nota-se que na teoria do controle existem dois tipos de problemas, sendo o primeiro deles a
funcado do controle u(t), que deve ser encontrada como uma funcdo do tempo, ou seja, nesse caso
a funcdo de controle 6timo determina uma trajetéria 6tima que corresponde a uma condi¢io
inicial dada do sistema. No segundo caso, a funcdo de controle u(t,x), que depende do tempo e de
varidveis de estado; este tipo de controle é chamado controle com realimentacdo podendo ser

aplicado para qualquer condi¢ao inicial.

Se as varidveis do sistema sdo desvios do regime desejado, o controle 6timo estabiliza em
torno da trajetdria desejada, minimizando o funcional que caracteriza os desvios quadrados da
trajetoria e do controle do regime desejado (Schmid, Rafikov, 2004; Rafikov, Balthazar, 2005a;
2005Db).

A seguir, discuti-se a formulac@o do controle 6timo com realimentacao.



6.1 Formulaciao do Problema de Controle.

Considera-se um sistema controlado

Xx=Ax+g(x)+U 6.1)

onde xe R" é um vetor de estado, Ae R™" é uma matriz constante, g(x) um vetor formado de

fungdes continuas e o vetor controle é

U=ii+u, (6.2)

Em diversos problemas da engenharia, fisica, economia, ecologia, etc., o objetivo &

escolher a lei U de controle que mova o sistema do regime perturbado a um ponto fixo de

equilibrio ou a uma 6rbita periddica ou ndo periddica (cadtica) desejada. Seja x vetor funcdo
que caracteriza a trajetdria desejada, entdo a parte # do vetor de controle que mantém o sistema

controlado na trajetdria desejada, pode ser escrito como
i =%—A%—g(%) (6.3)
e o vetor de controle u, que estabiliza o sistema em torno da trajetéria desejada tem a seguinte

forma

u, = Bu (6.4)

onde Be R™™ é uma matriz constante.

Definindo

y=x—X (6.5)



como o desvio da trajetéria do sistema (6.1) da trajetéria desejada, e admitindo (6.2)-(6.4),

chega-se a equagao em desvios:

vy=Ay+g(x)—g(X)+ Bu (6.6)

A parte ndo-linear do sistema (6.6) pode ser escrita como

g(x)—g(X)=G(x,x)(x—X) (6.7)

onde G(x,X) € uma matriz limitada, cujos elementos dependem de x e X . Admitindo (6.7), o

sistema (6.6) tem a seguinte forma:

y=Ay+G(x,X)y+ Bu (6.8)

Rafikov e Balthazar (Rafikov, Balthazar, 2005a; 2005b) formularam o seguinte teorema:

Teorema

Se existem as matrizes Q e R, definidas positivas, sendo Q simétrica, tais que a matriz

0=0-G'(x,5)P-PG(x,%) (6.9)

seja definida positiva para G limitada, entdo o controle com realimentagcao

u=—R'BTPy (6.10)

¢ 6timo para transferir o sistema ndo linear (6.8) de qualquer estado inicial ao estado final

y()=0 (6.11)



minimizando o funcional
T=[{G"0y+u" Rudt (6.12)
0
onde a matriz simétrica P € calculada da equagdo algébrica ndo linear de Riccatti:
PA+A"P-PBR'B"P+0=0 (6.13)
onde as matrizes Q€ R™" e Re R™" sdo constantes, definidas positivas.

Prova: Seja o controle linear com realimentacdo (6.10) com a matriz P determinada pela

equagao (6.13) que transfere o sistema nao-linear (6.8) de qualquer estado inicial ao estado final

(6.11) minimizando o funcional em forma (6.12) em que a matriz Q a ser determinada.

Conforme programacdo dindmica (Bellman, 1957) se o minimo do funcional (6.12)
existe e V € uma fun¢do suave de condicdes iniciais, entdo ela satisfaz a equacdo de Hamilton —

Jacobi — Bellman :

min[‘;—v+ yTQy+uTRuj:0 (6.14)
u t

Considera-se a funcao de Lyapunov

onde P é matriz positiva definida, simétrica e satisfaz a equacao de Ricatti (6.10).



A derivada da fun¢do V, calculada na trajetéria 6tima com o controle (6.9) é

V=y"Py+y' Py=
=[y"AT +y'G" (x,¥)-y"PB(R") B 1Py + y"P[Ay+G(x,X)y—BR'B' P y]=

=y '[ATP+PA-PB(R")"B"P—PBR'B"Ply+ y"[G" (x,X)P + PG(x,%)]y

Substituindo V na equagdo de Hamilton — Jacobi — Bellman (6.14), obtém-se

y ' [ATP+PA-PB(R™H'B"P-PBR'B"Ply+ y'[GT (x,X)P+ PG(x,%)]y +

+yTQy+uTRu=0

ou

y'[A"P+PA-PBR'B"P+G" (x,%)P + + yPG(x,%)+ 0]y =0

de onde segue

0=0-G"(x,X)P- PG(x,%) (6.16)

Para as matrizes O e R positivas definidas o sistema controlado (6.8) é assintoticamente
estavel, pois existe a funcdo de Lyapunov (6.15) positiva definida, cuja derivada

V =—y"0 y—u"Ru, calculada nas trajetérias Gtimas do sistema (6.8) é definida negativa.



Observando que conforme a teoria de controle 6timo de sistemas lineares com funcional
quadratico (Bryson, Ho, 1975), a equagdo ndo-linear algébrica de Riccati (6.10) possui Unica
solucdo positiva simétrica P>0 para quaisquer R>0 e Q=0 dadas, conclui-se entdo a

demonstragao do teorema de Rafikov e Balthazar (Rafikov, Balthazar, 2004, 2005).

A resolugcdo do problema de sintese de controle 6timo exposto (6.8)-(6.12) pode ser

resumido utiliza¢ao do fluxograma da figura 6.1.



[ Inicio ]
Al

Passo 1: Para as matrizes dadas A e Q resolver a
equacdo algébrica de Riccati encontrando a matriz

PA+A"P-PBR'B"P+0=0

v

Passo 2: Calcular a fungéo de controle.

u=-R"'B"Py

v

Passo 3: Calcular as trajetérias 6timas, integrando
o sistema:

y=Ay+G(x,X)y+ Bu

v

Passo 4: Verificar se a condicdo € satisfeita:

0=0-G"(x,¥)P- PG(x,%)

!

Niao

escolher outra matriz Q

Sim

Fim

Figura 6.1.Fluxograma da Sintese do Controle Otimo.

A seguir, exibi-se alguns exemplos no caso das equagdes (3.29), (4.13), (5.1) e (5.4) com
o objetivo de demonstrar a eficiéncia desta teoria de controle, porém sem esgotar todas as

possibilidades.



6.2 Controle Linear Otimo no Modelo Ideal de FitzHugh-Nagumo.

As equagdes que descrevem o modelo ideal de FitzHugh-Nagumo (Fitzhugh, 1961) sdo

as seguintes:

3
X, =c(x; +x, —x?l+ 1)
(6.17)

X, =—l(xl —a+bx,)
c

onde a, b e ¢ sdo constantes que satisfazem as condigdes:

1—%<a<1,
3

0<b<«l, (6.18)
b<c?.

e a varidvel I representa a magnitude de estimulos aplicados ao modelo.

O sistema de FitzHugh — Nagumo com controle tem a seguinte forma:

3
X =c(x; +x, —x—1+1)+U
3 (6.19)

X, =—l(x1—a+bx2)
c

onde a funcao de controle U € determinada pela (6.1).

A equacdo em desvios (6.6) neste caso tem a seguinte forma:

6N _x
—5 =) [+ Bu (6.20)

0

y=Ay+



Escolhendo os valores a = 0.2, b = 0.8 e ¢ = 3, o sistema (6.17) apresenta oscilagdes

periddicas (Rjasekar, Lakshmanan, 1994) e escolhendo ainda

Q:Ll) ﬂ R=11], x:m.

e admitindo que neste caso

obtem-se

5.7357 3.7743
3.7743 17.6258

resolvendo a equacdo algébrica de Riccati (5.13) através da funcao LQR do software Matlab®6.5

a funcdo de controle 6timo u tem a seguinte forma:
u=-57357x, —3.7743x, (6.21)

A verificagdo da controlabilidade do sistema € o teste do posto, onde o sistema (6.17) é

completamente controldvel se e somente se a matriz R, 2n x 2nm, definida por
R:[BIABIAZB...IAZ"_IB] tiver posto igual a 2n. Neste caso o par de matrizes é dito

controldvel e R € chamada matriz de controlabilidade para o par de matrizes [A, B].



Por definicao (Ogata, 2003), o posto (caracteristica) de uma matriz A é dado pela maior

ordem possivel das submatrizes de A com determinantes diferentes de zero.

1 3

, € sua determinante é det(R)=-0.3333
0 -0.33

Neste caso, a matriz R € R:[

verificando assim que o sistema é controldvel, pois a matriz R possui posto 2.

Analisando a matriz Q , temos:

0=0-G"(x.X)P-PG(x.X) = (6.22)
~\ 2P P
=0+ f(x,X)) ; (6.23)
P2 0
onde
fx,5)=x+x% +%. (6.24)
~ ~ . .. 3.2 ~ .
A funcdo f(x;,X;) atinge seu minimo f,; = 2 X, para x = =3 Xy, Ppois

f=2x,+%, f7=2>0. Isto significa que f(x;,% )= %5512 . Admitindo esta desigualdade,

2py, Px
Pr» 0

podemos avaliar O como O0>0+ éfl{

}. Ou para nosso caso particular X, =0,

temos Q >0.

As trajetorias x; do sistema sem controle (6.17) e sistema controlado (6.19) estdo

ilustradas na figura 6.2.



Figura 6.2. Trajetdrias temporais do sistema sem controle (curva azul) e com controle (curva
vermelha).



6.3 Controle Linear no Modelo Nao Ideal de FitzHugh-Nagumo.

As equacdes que descrevem o modelo ndo ideal de FitzHugh-Nagumo controlado sdo as

seguintes:

_ P
v, *cos(wt)
3
i =c(x, +x, —%‘+i)+U (6.25)
, 1
X, =——(x,—a+bx,)
c

onde p € a potencia da fonte fixada em —0.2, a constante a = 0.3,a constante b = (.2, a constante
¢ = 0.9, vr € a tensdo da fonte no valor de 0.001 volts, w € um parametro no valor de 27, ¢ € o

tempo e a funcao de controle U é determinada por (6.1).

Como o controle com realimentacdo pode ser aplicado para qualquer condic¢do inicial
(Rafikov, Balthazar, 2005a), nds utilizamos a mesma funcdo u (6.21) formulada para o sistema
ideal de FiztHugh-Nagumo, pois para o sistema ndo-ideal mudamos somente a excitagdo,

trocando o parametro / pela funcdo i. A fun¢do de controle entdo é:

u=—-57357x, —3.7743x, (6.31)

As trajetérias v do sistema ndo ideal sem controle (5.4) e do sistema ndo ideal

controlado (6.25) sao ilustradas na figura 6.3.
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Figura 6.3. Trajetoérias temporais do sistema sem controle (curva vermelha) e com controle
(curva azul).

Neste caso, observa-se o resultado semelhante ilustrado na figura 6.3 para todas as

potencias limitadas do sistema, devido as caracteristicas do sistema dindmico simplificado.



6.4 Controle Linear Otimo no Modelo Ideal de Hodgkin-Huxley.

As equagdes que descrevem o modelo de Hodgkin-Huxley controlado s@o as seguintes:

v =1-[120m*h(v +115) + 36n* (v —12) + 0.3(v + 10.599) |+ U

(v+25)
m= (1-m) 10 —m(4expl)
_1 18

v+25
exp(lo j

(v+1oj (6.32)
10

n=(1-n0.1 —n| 0.125exp—
(v+1oj 80
exp -1

. v h
h= (1 - h)007 exp[z—j - W

onde as varidveis (v, m, n, h) representam o potencial de membrana, ativacdo da corrente de
sddio, ativacdo da corrente de potdssio e inativacdo da corrente de s6dio e um parametro [
representa a magnitude de estimulos aplicados ao modelo, e a funcdo de controle U ¢

determinada por (6.1).

Determina-se a matriz de estado A como:

(6.33)



sendo seus elementos

a,, =-120m’h—36n" _%

@, ==360m"h(v+115)
a;; = —144n° (v -12)

5
v+

21 Z&—(l—m) ( 2) 5 exp(v+§j_zmexp(ivj
5 > 2) 9 18
eXp(V+2j_1 (exp(v+2j_lJ

& (v+1

(eXP(V + 1) - 1)2 exp(v +1)- % n exp(v +3)

1
——exp(v+3
3 p(v+3)
[L_Lh\Jexp[ij_i_ h : exp(v+3)
100 100 20 1+6Xp(v+3)

1
a - exp —p | ———
“ 77100 PEzo} I+ exp(r+3)

e B=

S O O =

(6.34)

(6.35)



Escolhe-se o valor de 70, pois a magnitude do potencial de repouso da membrana

celular é da ordem de -70mV (Guyton, 1998).

Observa-se na tabela 6.1 as concentracdes i0nicas da membrana em repouso (equilibrio),
pois a membrana em repouso produz um potencial de a¢do na ordem de -70mV no interior da
fibra (Guyton, 1998), mas para o caso do controlador, necessita-se que a membrana nao produza
esse potencial, entdo se equilibra a troca de fons invertendo a contracdes idnicas do sédio com o
potdssio, para tanto, utiliza-se os valores de v=-70mV, para o potencial de equilibrio da
membrana plasmaética, m=-75mV, para a ativagdo da corrente de sddio, n=55mV, para a ativacio

da corrente de potéssio e h=20mV, para a inativac¢ao da corrente de sodio.

Tabela 6.1 Concentragdes dos fons na membrana plasmaética.

Concentracoes Dentro (mV) Fora (mV) Potencial de Equilibrio
(Nernst)
K* 400 20 -75mV
Na* 50 440 +55mV

Sengundo Ogata (Ogata, 2003) a verificacdo da controlabilidade de um sistema € o teste
do posto de uma certa matriz. O sistema (6.32) € completamente controldvel se e somente se a
matriz R, 2n x 2nm, definida por R = [B | ABI A*B...| Az""lB] tiver posto igual a 2n. Neste caso o

par de matrizes é dito controldvel e R é chamada matriz de controlabilidade para o par de

matrizes [A, B].

Por definicdo (Ogata, 2003), o posto (caracteristica) de uma matriz A é dado pela maior

ordem possivel das submatrizes de A com determinantes diferentes de zero.



(€N

Neste caso, a matriz R

1 0 0 0
6.8305*10° —75.6589 54 —0.0020 )
= - 0 0 ¢ |» € sua determinante
4.6660*10 —5.1681*10 3.6886*10 —-1.3717 *10

3.1872%10%° -3.5302*10" 2.5196*10” —9.3698*10"

(€N

det(R) =3.8872*10° verificando assim que o sistema é controldvel, pois a matriz R possui posto

4.

Verificada a controlabilidade do sistema, continua-se a determinacdo do controlador

x, — X, -70
" ) ) X, =X, | . |-75 )
otimo linear realimentado, onde y = S, x= 55 e escolhendo convenientemente a
X3 — X3
X, =X, 20
1 0 0 O
" {tiva O 01 00
matriz positiva Q = .
P 0 010
0 0 01

Substituindo os valores na matriz A, tem-se:

683100000 -1.8225*%10° 1.9646*10° 2.2781*10°
-75.6589  —67.5819 0 0
54 0 - 69 0
-0.0020 0 0 —-1.0021

A=



Obtendo assim

1.36 #10°  -3.64 *10° 3.92*10°  4.55*10°
-3.64 %10°  9.72#10° -1.04 10" -1.21*10"
3.92%10° -1.04 *10"° 1.13*10"  1.31*10"
455*10° -1.21*10" 1.31*%10" 1.51*10"

resolvendo a equagdo algébrica de Riccati (6.13) através da func¢ado Iqr do software Matlab®6.5

a funcdo de controle 6timo u tem a seguinte forma:

u=—-13*%10x +3.6%10°x, —3.9%10° x, —4.5%10°x, (6.36)

As trajetérias v do sistema sem controle (3.29) e do sistema controlado (6.32) sdo ilustradas

na figura 6.4, demonstrando a eficiéncia do procedimento adotado.
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Figura 6.4: As trajetérias v do sistema sem controle (curva azul) e do sistema controlado (curva
vermelha).



6.5 Controle Linear Otimo no Modelo Nio Ideal de Hodgkin-Huxley.

As equagdes que descrevem o modelo ndo ideal de Hodgkin-Huxley controlado sdo as

seguintes:

Y
v, *cos(wr)

v =1 =[120m*h(v+115) + 360" (v = 12) + 0.3(v +10.599) |+ U

(v+25j
: 10 -m 4expl
1 18

m = (1—m)
ox (v+25}
P10
(v+10j
n=(1-m01—19 7 [0 125expL
v+10 80
exp -1
10
* % h
h=A=mo07 exp(—]‘ﬂ (6.37)
I+exp——

10

onde as varidveis (v, m, n, h) representam o potencial de membrana, ativacdo da corrente de
sddio, ativagdo da corrente de potdssio e inativagdo da corrente de sodio, p € a potencia da fonte
de excitacdo fixada em 0.1, vy € a tensdo da fonte no valor de 0.001 volts, w € um pardmetro no

valor de 27, ¢t € o tempo e a fun¢do de controle U € implementada por (6.1).

Como o controle com realimentacdo pode ser aplicado para qualquer condicdo inicial
(Rafikov, Balthazar, 2004), utiliza-se a mesma fun¢ao u (6.36) formulada para o sistema ideal de
Hodgkin-Huxley, pois para o sistema reformulado como sendo ndo-ideal muda-se somente a

excitagdo, trocando o parametro / pela funcdo i. A fun¢do de controle entao é:

u=-13%10x, +3.6%10°x, —3.9%10’ x, —4.5%10’x, (6.38)



A seguir, apresentam-se as figuras 6.5 a 6.15 para cada potencia limitada verificada no
caso nao ideal do capitulo 5 ilustradas nas figuras 5.8 e 5.9, onde as trajetorias v do sistema

nao ideal sem controle (5.1) e do sistema nao ideal controlado (6.37) sao ilustradas.
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Figura 6.5. Trajetorias temporais do sistema com potencia —0.14 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).
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Figura 6.6. Trajetorias temporais do sistema com potencia —0.13 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).
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Figura 6.7. Trajetorias temporais do sistema com potencia —0.12 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).
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Figura 6.8. Trajetorias temporais do sistema com potencia —0.1 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).
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Figura 6.9. Trajetorias temporais do sistema com potencia O sem controle (curva azul) e com
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Figura 6.10. Trajetérias temporais do sistema com potencia 0.1 sem controle (curva azul) e com

controle (curva vermelha).
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Figura 6.11. Trajetdrias temporais do sistema com potencia 0.2 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).

1000 -

500

400

= 200

-0

ki

=200

0 10 20 a0 40 0 0 70 20 20 100

Figura 6.12. Trajetérias temporais do sistema com potencia 0.3 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).
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Figura 6.13. Trajetdrias temporais do sistema com potencia 0.4 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).
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Figura 6.14. Trajetdrias temporais do sistema com potencia 0.5 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).
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Figura 6.15. Trajetdrias temporais do sistema com potencia 0.7 sem controle (curva azul) e com
controle (curva vermelha).

6.6 Conclusoes.

Pode-se concluir a eficicia do controle 6timo linear realimentado nos exemplos
ilustrados, esclarece-se que na aplicacao no modelo de Hodgkin-Huxley o ponto de equilibrio do
controle é —70mV, sendo este, o0 mesmo potencial do potencial de repouso e no modelo Fitzhugh-

Nagumo o ponto de equilibrio é OmV.



Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes para Futuros Trabalhos

7.1 Conclusoes

Os comportamentos encontrados nos modelos s@o estruturas altamente instaveis para

potenciais de acdo. Potenciais de a¢do dos neurdnios sdo grandes pontos de tensao tudo ou nada.

Nos axonios representados pelo modelo de Hodgkin-Huxley, os potenciais de acdo se
propagam ao longo dos axdnios que estimulam correntes sindpticas em neurdnios pos-sindpticos

adjacentes.

O ponto inicial € o valor de uma entrada que deve ser excedido para um potencial de a¢ao
disparar. Esta defini¢do de ponto inicial € baseada na suposi¢do que hd uma corrente de entrada
critica acima da qual o axdnio disparard um potencial de a¢do quando for dado um breve

estimulo de valor I (com duracgdo fixa).



Através da excitabilidade de uma membrana neuronal para desencadear um potencial de
acdo Guckenheimer e Oliva (Guckenheimer, Oliva, 2002) obtiveram a existéncia das ferraduras
de smale e observaram a existéncia de comportamento caético no modelo de Hodgkin-Huxley.
Nesta tese de doutorado, verifica-se o comportamento cadtico no modelo de Hodgkin-Huxley

com seus parametros originais, aplicando-se pulsos periédicos de entrada.

Discutiu-se também o sistema fisioldgico neuronal através da teoria de sistemas
dinamicos nao lineares, onde se aborda a dindmica considerada como sendo ideal e nao ideal nos

modelos de Hodgkin-Huxley e FitzHugh-Nagumo através do conceito de bacia de atragao

Baseado no cdlculo das dimensdes fractais para ambos os modelos Hodgkin-Huxley e
FitzHugh-Nagumo, obteve-se valores numéricos das dimensdes fractais menores para ambos os

modelos ndo-ideais comparativamente aos modelos ideais.

Finalmente, aplicou-se uma recente e eficiente técnica de controle linear 6timo para

reduzir o movimento oscilatério dos sistemas ideais e ndo-ideais a um ponto estavel.

No modelo de Hodgkin-Huxley o ponto de equilibrio do controle é —70mV, sendo este, o
mesmo potencial do potencial de repouso. No modelo Fitzhugh-Nagumo o ponto de equilibrio é

OmV, esses controles permitem uma nova op¢ao no tratamento de crises de epilepsia.

Resumidamente, todos os objetivos propostos no inicio desta tese foram compridos, os

quais sao:

e O estudo do comportamento da dindmica neuronal dita ideal e nao ideal através do

célculo das bacias de atracao do sistema dinamico que a modela;

® Apresenta-se o primeiro estudo na literatura de sistemas fisiol6gicos ndo-ideais através

dos modelos matematicos de Hodgkin-Huxley e FitzHugh-Nagumo;



e Determina-se analiticamente um controlador para os modelos matematicos apresentados,
utilizando uma metodologia recente chamada controle 6timo linear realimentado, o qual

sua aplicacdo se destina ao tratamento de crises epiléticas.

7.2 Sugestoes para Futuros Trabalhos

Baseado nesta pesquisa sugere-se o seguinte:

1. Implementar um experimento inspirado no trabalho de Wu (Apéndice C) que
desenvolveu um sistema digital de bracadeira de tensao, onde se teria a vantagem
da flexibilidade nos algoritmos de controle e na potencialidade de mudancas
dinamicamente no modelo, onde a novidade estd no controlador, que se aplicaria

a fungdo do controlar 6timo linear com realimentagdo;

2. Implementar um controle tipo neuro fuzzy para o modelo matematico de

Hodgkin-Huxley inspirado no trabalho de Wu (Apéndice C).

3. Estender os estudos apresentados nesta tese a outros sistemas fisioldgicos, como
o sistema cardiaco, onde o coragdo possui duas caracteristicas especiais que o
distingue dos demais 6rgdos musculares: a excitabilidade e a condutibilidade. O
coragdo ndo necessita de inervacdo para gerar o estimulo elétrico para a
contragdo, pois dispde de um sistema especializado que gera esses estimulos de
maneira ritmica espontaneamente e os conduz através do coracdo. As
caracteristicas de excitabilidade e de condutibilidade do sistema cardiaco seguem

semelhantes as apresentadas no sistema nervoso, através do neurdnio.
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Apéndices

A-) Crises Epiléticas.

O objetivo deste apéndice e mostrar resumidamente o comportamento das crises de

epilepsia.

Epilepsia € uma patologia que aflige 1% da populacdo mundial. Caracteriza-se pela
ocorréncia stbita, breve e recorrente de atividade sincrona de um grande nimero de neur6nios,
em geral localizados no lobo temporal (Lopes da Silva et al, 2003; Palus et al, 2001). Cerca de
25% dos epiléticos nao sao tratados de maneira satisfatéria nem através de medicamentos nem

por intervengao cirdrgica (Chéavez et al, 2003; Iasemidis, 2003).

As crises epilépticas tétm a mesma natureza dos impulsos nervosos, ou seja, uma das
fungdes da fina membrana celular, que envolve todas as células, é permitir (ou bloquear) a
passagem de substancias quimicas de acordo com as necessidades do metabolismo celular. Entre
essas substancias encontram-se diversos tipos de ions, que possuem carga elétrica positiva ou
negativa. fons de cargas opostas tendem a alinhar-se ao longo da membrana, de um lado e de
outro dela, gerando uma tensdo elétrica através da membrana. No caso de um neur6nio, essa

tensao esta entre 60 e 70 milivolts.



O impulso nervoso € causado por uma variacdo subita dessa tensdo, causada por uma
variacdo na concentracdo de ions, principalmente potédssio, concentrado dentro do neur6nio, e
sodio, do lado de fora. A maior parte dessa variagcdo € causada pela transferéncia de potdssio para
fora da célula. A tensdo naquele ponto do neurdnio rapidamente volta ao normal, mas a variacdo
propaga-se ao longo do axdnio (extensdo do neurdnio que carrega o impulso nervoso) como uma
onda. Essa variacdo de tensdo localizada propagando-se através dos neurdnios constitui o

impulso nervoso.

As extremidades dos prolongamentos (ax6nios e dendritos) dos diversos neurdnios
conectam-se entre si (na verdade, ndo chegam a conectar-se fisicamente), duas extremidades
adjacentes permanecem a uma certa distancia entre si, sendo o pequeno espaco entre elas
chamado sinapse. Quando o impulso nervoso chega na extremidade de um axodnio ou dendrito,
substancias quimicas (0s neurotransmissores) sao liberadas dentro da sinapse. Essas substancias
transmitem o sinal elétrico do impulso para a célula adjacente fazendo com que o impulso

nervoso seja transmitido de célula para célula.

Esses fendmenos constituem a base fisico-quimica do pensamento, das emogdes, da

percepcao dos cinco sentidos e das sensagdes de calor, frio, dor, etc.

Como as descargas envolvidas nas crises epilépticas t€m a mesma natureza dos impulsos
nervosos, tais crises dependem, portanto, do equilibrio entre substincias quimicas presentes no
sistema nervoso, notadamente dos neurotransmissores. Em resumo, crises epilépticas sdo
descargas elétricas cerebrais anormais, o funcionamento do sistema nervoso estd com um

comportamento diferenciado do seu ideal.



B-) A Equacao de Nernst: Calculo do Potencial de Equilibrio para Ions Individuais.

O objetivo deste apéndice € explicar o cdlculo do potencial de equilibrio para ions
individuais. A medida que o gradiente de concentra¢io de um fon através da membrana aumenta,
seu potencial de equilibrio também aumenta: um gradiente quimico mais elevado através da
membrana requer maior diferenca de potencial através dela para compensar a tendéncia
aumentada do fon a se difundir em favor de seu gradiente de concentracdo. De fato, o potencial
de equilibrio € proporcional ao logaritmo da diferenca de concentracao nos dois compartimentos.
A relacdo entre o gradiente quimico e a diferenca de potencial elétrico através da membrana
deriva-se das leis aplicadas para os gases formuladas por Walther Nernst no final do século
dezenove. A equacdo de Nernst estabelece que o potencial de equilibrio depende da temperatura
absoluta, da valéncia do {fon difusivel e, de modo muito importante, da diferenca de

concentracoes nos dois lados da membrana.

g R 1X]L

i Z_F " [X]II (D

onde R ¢ a constante dos gases, T € a temperatura absoluta (em graus Kelvin); F € a constante de
Faraday (96.500 coulombs/equivalente grama); z é a valéncia do fon X:[X]; e [X]y s@o as
concentracdes (mais precisamente, as atividades quimicas) do fon X nos lados I e II da

membrana; e E, é o potencial de equilibrio para o ion X (potencial do lado I menos o lado II). A



uma temperatura de 18°C, para um ion monovalente, e convertendo-se o /n em log, a equagdo de

Nernst fica reduzida a

_ 0058 [X]

! [ ]II

E

(B.2)

onde E, € expresso em volts. (A 38°C, que é aproximadamente a temperatura corporal de muitos
mamiferos, o fator de multiplicacdo é 0,061/z) Note que E, serd positivo se X é um cation e a
relacdo de [X]; para [X]; € maior que um. O sinal serd negativo se a relacdo for menor que 1. De
modo semelhante, o sinal serd revertido se X é um anion, em vez de um cétion, porque z serda

negativo.

Por convenciao, o potencial elétrico dentro de uma célula viva, V;, é expresso em relacio
ao potencial externo da célula, V,. Ou seja, o potencial de membrana, V,,, € dado como V-V, de
modo que o potencial do lado externo da célula é arbitrariamente definido como zero. Por esta
razdo, quando se determina o potencial de equilibrio em uma membrana celular, coloca-se a
concentracdo extracelular do fon no numerador e a concentracao intracelular no denominador da
relacdo. Aplicando-se a equagao de Nernst (B.2), podemos calcular o potencial de equilibrio para

0 potdssio, E, em uma célula hipotética em que [K]p = 0,01 M e [K]; = 0,1 M:

£ 0058lOg [[Izi ]J

(B.3)

= —0'(158 log 00011 0.058* (=1) = -0.058V = -058mV



Note que E; tem sinal negativo. O interior da célula serd negativo quando pequena
quantidade de K' sair da célula, atraida pelo gradiente de concentragdo do K'. A equacgio de
Nernst prevé uma elevacdo de 58 mV no potencial de equilibrio quando a diferenca da

concentracdo do fon permeante aumentar em um fator de 10.



C-) Um exemplo de implementacao experimental.

O objetivo deste apéndice é o de apresentar um resumo rapido do trabalho de Wu et al
(2002) onde foi desenvolvido um sistema digital de bracadeira de tensdo, onde se teria a
vantagem da flexibilidade nos algoritmos de controle e na potencialidade de mudancas
dinamicamente no modelo. Este trabalho foi desenvolvido utilizando um processador de sinal

digital de lagco fechado, onde o mesmo foi modelado e simulado o comportamento do neurdnio.

O embasamento tedrico para este trabalho estd descrito na se¢do 3.1 desta tese, onde se
descreve o registro do potencial de acdo da membrana através do método de grampeamento
espacial e grampeamento de voltagem desenvolvido por Hodgkin e Huxley (Hodgkin, Huxley,

1952).

Neste estudo, Wu et al (2002) desenvolveram uma tensdo digital no sistema pelo uso de
um processador do sinal digital (DSP) e este sistema é chamado bracadeira universal, conforme

ilustra a figura C.1.
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Figura C.1 Sistema de Bracadeira Universal (Wu et al, 2002).



Na figura C.1, a bragadeira universal consiste de um pré-amplificador para medir
potenciais da membrana, uma excitacao no circuito, € um DSP incluindo os conversores A/D e
D/A. Um PC € usado como um computador para download dos algoritmos de controle e

monitoramento da experiéncia.

Para avaliar a praticidade de aplicar o controle digital a tensdo, um modelo no software

Simulink (MatlabV6.1) foi construido para simula¢des, demonstrado pela figura C.2.

Contre! Viotage

Control Votage Step -

Figura C.2 Modelo para Simulagao Digital (Wu et al, 2002).

Nas simulacdes numéricas os desempenhos dos controladores analdgico e digital foram
comparados. O algoritmo de controle era do tipo PID, onde para a taxa da amostragem de 1MHz

o controle digital era comparavel ao controle analégico.



Para a implementacdo deste trabalho, foi utilizado um processador de sinal digital
AD73422, onde o chip DSP mede os potenciais da membrana, a corrente injetada executa o
controlador digital PID, e o PC monitora as interfaces. Este chip DSP tem 2 canais D/A e 2
canais A/D, com tempo ciclo de 19ns e 80K bytes de RAM. A taxa de amostragem do conversor
A/D ¢é de 64K/s. O DSP tem uma comunicagdo continua com o PC através do protocolo RS-
232C. O usudrio opera o PC para registrar, monitorar e controlar o DSP, e o mesmo ¢
unicamente responsdvel pelo controle em tempo-real. A figura C.3 mostra um protétipo para

todo o processo.

SR

Figura C.3 Protétipo para a implementa¢do do modelo (Wu et al, 2002).



Wu et al (2002) mostraram neste trabalho que o modelo do Simulink para a bracadeira
digital tem desempenho similar como a bragadeira de tensao andloga, para um neurdnio baseado

no modelo de Hodgkin-Huxley.



Anexos

A-) Programa para o calculo da corrente da membrana.

% Simulacdo da Corrente da Membrana em Fun¢do do Tempo para diferentes
% valores do grampo de voltagem, obtidas por Hodgkin-Huxley

%

% Autor: Fabio Roberto Chavarette

% Orientador: Jose Manoel Balthazar

9% I=Ic+INa+Ik+ICI Corrente=(C_Capacitancia+C_Sodio+C_Potassio+C_Cloreto)

scale=0.0004;
V=0;
C_Vk=-12;
C_VNa=115;
C_Gk=36;
C_GNa=120;
C_V(CI=10.6;
C_GC(CI1=0.3;
tal=0.05;

nk_oo=1;



nNa_oo=1;
threshold=-55;
% %
for t=1:64
estimulo(t)=-70;

end

for t=65:256
estimulo(t)=0;

end

for t=257:511
estimulo(t)=-70;

end

for t=1:511
V=0;
if (t>2)

dv_dt=(estimulo(t)-estimulo(t-1));
else
dv_dt=(estimulo(t)-0);

end

Ic(t)=C*dv_dt;

if (t<=64)
INa(t)=0;
IK(t)=0;
IC1(t)=0;

end

if (t>64)
gK(t)=C_Gk*((nk_oo*(1-exp(-1*(t-64)/(n*tal) ) ))"4 );
gK_ant=gK(t);
IK(t)=gK(t)*(V-C_VKk);

end

if (t>256)



gK(t)=gK_ant-C_Gk*((nk_oo*(1-exp(-1*(t-256)/(n*tal) ) ))"4 );

IK(t)=gK(t)*(V-C_VKk);
end
gNa(t)=C_GNa*((nNa_oo*(1-exp(-1*t/(n*tal) ) ))*3.)*((nNa_oo*(exp(-1*t/(n*tal) ) ))*1.);
gCl=C_GCI,
INa(t)=gNa(t)*(V-C_VNa);
ICI(t)=gC1*(V-C_VCl);
I(t)=Ic(t)+IK(t)+INa(t)+ICI(t));
end
subplot(2,2,1);plot(estimulo)
title('Estimulo na Membrana');
xlabel("Tempo');
ylabel('Estimulo - mV");
subplot(2,2,2);plot(I)
title('Corrente na Membrana');
xlabel('Tempo');
ylabel('Corrente - I');
subplot(2,2,3);plot(IK)
title('Corrente no Potassio');
xlabel('Tempo');
ylabel('Corrente - IK");
subplot(2,2,4);plot(INa)
title('Corrente no Sodio");
xlabel('Tempo');
ylabel('Corrente - INa');



B-) Programa para o calculo da corrente de potassio.

% Simulacao da condutividade do Potassio em Funcao do Tempo para diferentes
% valores do grampo de voltagem, obtidas por Hodgkin-Huxley

%

% Autor: Fabio Roberto Chavarette

% Orientador: Jose Manoel Balthazar

% Gk = Gk * n™(V,t).

% Gk(V,t) = Gk*[n_oo(V)*(1-e(-t/tal)]"n

n=1024;
J=5; % Grampo de Voltagem - J tem que ser menor que 120 (dado por Hodgkin-Huxley).
for i=2:511
GkO@)= 1*((.9*(1-exp(-1/(n/2*(j/100.)) ) )"4.);
if (i<2)
gkant=GkO(1)
else
gkant=GkO0(i-1);
end
for i=512:1024
GkO(@i)=gkant-1 *((.9*(1-exp(-1*(i-n/2)/(n/2*(j/100.)) ) ))"4.);
end

end

j=15; % Grampo de Voltagem - J tem que ser menor que 120 (dado por Hodgkin-Huxley).
for i=2:511
Gk1()= 1*((.9%(1-exp(-i/(n/2*(j/100.)) ) ))"4.);
if (i<2)



gkant=Gk1(1)
else
gkant=Gk1(-1);
end
for i=512:1024
Gk1(@)=gkant-1 *((.9*(1-exp(-1*(i-n/2)/(n/2*(j/100.)) ) ))"4.);
end

end

j=25; % Grampo de Voltagem - J tem que ser menor que 120 (dado por Hodgkin-Huxley).
for i=2:511
Gk2(i)= 1*#((.9*(1-exp(-/(n/2*(j/100.)) ) ))"4.);
if (i<2)
gkant=Gk2(1)
else
gkant=Gk2(i-1);
end
for i=512:1024
Gk2(i)=gkant-1 *((.9*(1-exp(-1*(i-n/2)/(n/2*(j/100.)) ) ))"4.);
end

end

j=35; % Grampo de Voltagem - J tem que ser menor que 120 (dado por Hodgkin-Huxley).
for i=2:511
Gk3(i)= 1*((.9*(1-exp(-i/(n/2*(j/100.)) ) ))"4.);
if (i<2)
gkant=Gk3(1)
else
gkant=Gk3(i-1);

end



for i=512:1024
Gk3(i)=gkant-1 *((.9*(1-exp(-1*(i-n/2)/(n/2*(j/100.)) ) ))"4.);
end
end
hold on
plot(GkO,'Blue")
plot(Gk1,'Red’)
plot(Gk2,'Green')
plot(Gk3,'yello")
hold off
grid
title('Potencial de Potassio - Gk');
xlabel('"Tempo');
ylabel('Condutancia do Potassio');

h = legend('Grampo=5','Grampo=15','Grampo=25','Grampo=35',4);



C-) Programa para o calculo da corrente de sédio.

% Simulacao da condutividade do Sodio em Fungao do Tempo para diferentes
% valores do grampo de voltagem, obtidas por Hodgkin-Huxley

%

% Autor: Fabio Roberto Chavarette

% Orientador: Jose Manoel Balthazar

% GNa = GNa * m"3(V,t)* h(V,t).

% GNa(V,t) = GNa*[m_oo(V)*(1-e(-t/tal)]*n* h_oo(V)*(1-e(-t/tal)]"n

n=512;
J=5; % Grampo de Voltagem - J tem que ser menor que 120 (dado por Hodgkin-Huxley).
for i=1:511
GNa0(@)= 15*((.9*(1-exp(-1/(n*(/100.)) ) N"3)*((.9*(exp(-i/(n*(j/100.)) ) )*1);
% Hodgkin Husxley obtiveram um bom ajuste para os seus dados
% com um expoente n=3.
end
j=15;
for i=1:511
GNal(i)= 15*((.9*(1-exp(-i/(n*(j/100.)) ) N"3)*((.9*(exp(-i/(n*(j/100.)) ) )"1);

end

j=25;
for i=1:511
GNa2(i)= 15*((.9*(1-exp(-1/(n*(/100.)) ) N"3)*((.9*(exp(-1/(n*(j/100.)) ) )*1);
end
j=35;
for i=1:511
GNa3(i)= 15*((.9*(1-exp(-1/(n*(/100.)) ) N"3)*((.9*(exp(-1/(n*(j/100.)) ) )*1);

end



hold on

plot(GNa0,'Blue')
plot(GNal,'Red")
plot(GNa2,'Green')
plot(GNa3,'yello")

hold off

grid

title('Potencial de Sodio - GNa');
xlabel('Tempo');
ylabel('Condutancia do Sodio");
h = legend('Grampo=5','Grampo=15','Grampo=25','Grampo=35',4);



D-) Programa para o calculo do controle 6timo.

9% Programa para calcular a matriz A do Sistema e fazer o Controle

% proposto por Marat Rafikov e Jose Manoel Balthazar

syms v m n h; [=60;
v1=I-(120¥m”"3*h*(v+115)+36*n"4*(v-12)+0.3*(v+10.599));
m1=(1-m)*((v+25/10)/(exp(v+25/10)-1))-m*(4*exp(v/18));
nl=(1-n)*((v+10/10)/(exp(v+10/10)-1))-n*(0.125*exp(v+30/10));
h1=(1-h)*0.07*exp(v/20)-(h/(1+exp(v+30/10)));

J =jacobian([vl; m1; nl; h1], [v mn h])

% Valores do Potencial de Equilibrio (Nerst)
% ions  Dentro(mM)  Fora(mM) Potencial de Equilibrio(Nerst)

% K(Pot.) 400 20 -75mV
% Na(Sodio) 50 440 +55mV
% Cl 40-150 560 -66 a -33mV

% Para equilibrarmos invertemos os potenciais de agao.

v=-70; %Potencial de Acao - Potencial em Repouso = -70mv

m=-75; %Ativagao da corrente de sodio - Potencial de Equilibrio do Potassio
n=55; %Ativacao da corrende de potassio - Potencial de Equilibrio do Sodio

h=20; %Inativacao da Corrente de Sodio - Potencial de Equilibrio Fora do Potassio.

% Calculo da Matriz A.

j11=-120*m”3*h-36*n"4-3/10;

j12=-360*m"2*h*(v+115);

j13=-144*n"3%*(v-12);

j14=-120*m"3*(v+115);
J121=(1-m)/(exp(v+5/2)-1)-(1-m)*(v+5/2)/(exp(v+5/2)-1)"2*exp(v+5/2)-2/9*m*exp(1/18*Vv);



J22=-(v+5/2)/(exp(v+5/2)-1)-4*exp(1/18*v);

j23=0;

j24=0;
J31=(1-n)/(exp(v+1)-1)-(1-n)*(v+1)/(exp(v+1)-1)"2*exp(v+1)-1/8*n*exp(v+3);
j32=0;

j33=-(v+1)/(exp(v+1)-1)-1/8*exp(v+3);

j34=0;
j41=1/20%(7/100-7/100*h)*exp(1/20*v)+h/(1+exp(v+3)) 2*exp(v+3);
742=0;

j43=0;

j44=-7/100*exp(1/20*v)-1/(1+exp(v+3));

%Calculo do Controle

A=[j11j12j13j14;j21 j22j23 j24; j31 j32 j33 j34; j41 j42 j43 j44]
Q=[1000,0100;,0010;0001];

R=[1];

B=[1; 0; 0; OF;

9%Funcao de Controle pela Equacao de Riccati

Klgr=Igr(A,B,Q,R)

[x,l,g] = care(A,B,Q*Q,R)
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The Fitzhugh-Nagumo model is considered a simplification of the Hodgkin-Huxley mathematical model. It was developed to
characterize the action potential of a squid axon. The Fitzhugh-Nagumo clamped nerve equation is a second order ODE, a
reinterpretation itself of the four-dimensional Hodgkin-Huxley that deals with the variation in time of quantities related with the
potassium and sodium conductances in an axon. Thus the dynamics of the Fitzhugh-Nagumo model have been extensively studied
both with a view to their biological implications and as a test bed for numerical methods that can be applied to more complex models.
Recently, the chaotic irregular movement of the potential of action of the membrane was observed through a number of techniques of
control with the objective to stabilize the variation of this potential. This paper analyzes a non-linear dynamics of the Fitzhugh-
Nagumo mathematical model and still we present some modifications in the dynamic system to demonstrate the non-ideal dynamics
behavior and developed an optimal linear control design for the action potential of membrane. They had been disclosed the conditions
that allow using the control linear feedback for non-linear system
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Abstract.

In this paper it is studied the plasmatic membrane behavior through a electric circuit. The
electric model was first developed by Hodgkin and Huxley in 1952 and it treats of the variation
of the amount of time related to the potassium and sodium conductances in the squid axon, this
model has served as an archetype for mannering model of eletrophysiology of biological
membranes. Hodgkin and Huxley developed diferential equations for the propagation of electric
signals, and later they had been modified to describe the behavior of neurons in other animals
and for other excitable types of as pancretic cells, cardiopaths and staple fibres of Purkinje. Thus
the dynamics of the Hodgkin-Huxley model have been extensively studied both with a view to
their biological implications and as a test bed for numerical methods that can be applied to more
complex models. Recently, the chaotic irregular movement of the potential of action of the
membrane was observed through a number of techniques of control with the objective to
stabilize the variation of this potential. This paper analyzes the non-linear dynamics of the
Hodgkin-Huxley mathematical model, namely, the existence of quasi-periodic and transient
chaotic solutions in the model with its original parameters, and still we present some
modifications in the dynamic system to demonstrate the non-ideal dynamics and developed the
optimal linear control design for the action potential of membrane. They had been disclosed the
conditions that allow using the control linear feedback for non-linear system.

Keywords: Action Potential, Non-linear Dynamics, Hodgkin — Huxley model, Optimal Linear
Control
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Resumo O modelo de Hodgkin-Huxley foi desenvolvido para caracterizar o potencial de a¢do do axdnio da lula.
Este modelo serviu como um arquétipo para modelos comportamentais da eletrofisiologia das membranas
bioldgicas. Assim a dindmica do modelo de Hodgkin-Huxley foi estudada extensivamente com uma visdo para as
implicagdes bioldgicas e com testes para métodos numéricos que podem ser aplicados a modelos mais complexos.
No presente trabalho, desenvolvemos o controle 6timo para o modelo de Hodgkin-Huxley. Foram reveladas as
condigdes de se utilizar o controle 6timo para sistemas ndo lineares.

Palavras Chaves: Controle Otimo, Linear Feedback, Modelo de Hodgkin-Huxley.

Abstract: The Hodgkin-Huxley model was developed to characterize the action potential of a squid axon. It has
served as an archetype for compartmental models of the electrophysiology of biological membranes. Thus the non-
linear dynamics of the Hodgkin-Huxley model have been extensively studied both with a view to their biological
implicatations and as test bed for numerical methods that can be applied to more complex model. In present work,
we developed the optimal linear control design for Hodgkin — Huxley model. They were revealed the conditions that
allow using the control linear feedback for non-linear system.

Keywords: Optimal Control, Linear Feedback Hodgkin-Huxley Model



