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Resumo

Sarracini Junior, Fernando, Sintese de Controladores H,, de Ordem Reduzida com Aplicacao
no Controle Ativo de Estruturas Flexiveis. Campinas, Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2006, 123 p., Dissertagao (Mestrado).

A implementagao de controladores de ordem reduzida (fixa) demanda um menor esforgo de
processamento e consequentemente recursos de hardware menos sofisticados em relagao a im-
plementagao de controladores de ordem completa. Este trabalho mostra que a implementacao
pratica de controladores H., de ordem fixa voltados para o controle de estruturas flexiveis
é factivel. A obtencao de tais controladores é um problema considerado dificil por ser nao-
convexo. Para contornar as dificuldades numéricas de obtengao dos controladores de ordem
fixa, uma combinacao do método Lagrangiano Aumentado com Desigualdades Matriciais
Lineares (LMIs) é utilizada.

Uma estrutura de viga com engaste em uma de suas extremidades é modelada através
do método de Elementos Finitos. Controladores H,, de ordem fixa e de ordem completa
sao projetados com base em um modelo mateméatico truncado. Incertezas de modelagem e
a presenca de modos proximos na regiao de frequéncia de interesse dificultam a obtencao de
controladores que garantam a estabilidade e um desempenho satisfatério. Para contornar
estas dificuldades, usa-se a técnica de controle robusto H., e filtros de ponderagao. Dessa
forma, procura-se minimizar o efeito das incertezas e evitar que modos que nao foram con-
siderados durante a fase de projeto dos controladores nao sejam excitados, garantido assim
a nao ocorréncia do fenémeno denominado spillover.

Controladores H,, de ordem completa e ordem fixa sao implementados na pratica e os

resultados experimentais sao comparados com resultados simulados.

Palavras-Chave: Controlador de Ordem Fixa, Controle Robusto H.,, Desigualdades

Matriciais Lineares, Estruturas Flexiveis.



Abstract

Sarracini Junior, Fernando, Synthesis of Reduced Order H., Controllers to the Active
Control of Flexible Structures. Campinas, Faculty of Mechanical Engineering,

State University of Campinas, 2006, 123 p., Master’s Degree.

The implementation of reduced (fixed ) order controllers requires a smaller computational
effort and, consequently, less advanced hardware resources in relation to the implementation
of full order controllers. This work shows that the practical implementation of fixed order
H, controllers directed toward the control of flexible structures is viable. Obtaining such
controllers is considered a difficult task for being a non-convex problem. To overcome the
numerical difficulties of attainment of fixed order controllers, a combination of the Lagrangian
method increased with Linear Matrix Inequalities (LMIs) is used.

A cantilever beam is modelled with the Finite Element Method. Fixed and full order
controllers are designed based on a truncated mathematical model. Modelling uncertain-
ties and the existence of near modes in the frequency range of interest make difficult the
attainment of controllers that assure the stability and the performance of the system. To
overcome this difficulty, the robust H,, control and weighing filters are used. In this way, it
is desired to minimize the effect of uncertainties and avoid the excitement of non-modelled
modes, assuring that the spillover phenomenon does not occur.

Full order and fixed order H,, controllers are implemented in the practice and the exper-

imental results are compared with the simulated results.

Keywords: Fixed Order Controller, Robust H,, Control, Linear Matrix Inequalities,

Flexible Structures.



Sumario

1 Introducao
1.1 Motivagao . . . . . . . .
1.2 Revisao da Literatura . . . . . . . .. ... o
1.2.1 Controladores de Ordem Fixa . . . . . . ... ... ... ... ....
1.2.2  Estruturas Flexiveis. . . . . . . . . .. . ... L
1.3 Objetivos . . . . . . . .

1.4 Organizagao do Trabalho . . . . . . . .. . . ... ... o

2 Estruturas Flexiveis
2.1 Inmtroducao . . . . . . . L
2.2 Formulagao do Modelo de Estados de Estruturas Flexiveis . . . . . ... ..
2.3 Elemento Finito de Viga Bidimensional: Matrizes de Massa e de Rigidez
2.4 Amortecimento Proporcional . . . . . . .. ...

2.5 Programa de Elementos Finitos . . . . . . .. ... ... ... ...

3 O Projeto H,,
3.1 Imntroducao: Origem e Objetivos . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
3.2 Conceitos Matematicos . . . . . . . . ..o
3.3 Representacao do Problema Ho, . . . . . . . . . . . . ... ... ... ....
3.4 Formulacao do Problema H,, . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
3.5 Breve Introducao a Desigualdades Matriciais Li-neares . . . . . .. .. . ..
3.5.1 Origem e Objetivos . . . . . . . . . . . . .

3.5.2  Definicao de Desigualdades Matriciais Lineares . . . . . . . . . . . ..

— =

N O ke W W

=)



3.5.3 Complemento de Schur . . . . . . ... ... 0oL 24

3.5.4 Matrizes Como Varidveis . . . . . . . . ... ... ... 24

4 Filtros de Ponderacao 26

4.1 Introducao . . . . . . . . L 26

4.2 Obtencao do Modelo de Estados da Planta Aumentada . . . . . . . ... .. 28
4.3 Obtencao das Matrizes de Transferéncia de Malha Aberta e Malha Fechada

da Planta Aumentada . . . . . . . . . ... 30

5 O Método Lagrangiano Aumentado 34

5.1 Imtroducao . . . . . . . . L 34

5.2  Condic¢oes de Kuhn-Tucker Associadas a um Pro- blema Padrao . . . . . . . 35

5.3 A Funcao Lagrangiana . . . . . . . . . .. ... .o 35

5.4 A Fungao Penalizada . . . . ... ... .. ... ... 36

5.5 O Lagrangiano Aumentado . . . . . . . . . ... ... .. 37

5.6 Algoritmo do Método Lagrangiano Aumentado . . . . . . . . ... ... ... 39

6 Controlador H,, de Ordem Fixa 42

6.1 Introducao . . . . . . . . .. L 42

6.2 Sintese do Controlador Hy, de Ordem Fixa . . . . . . . . ... . ... .... 43

6.3 Algoritmo Utilizado na Sintese do Controlador H,, de Ordem Fixa . . . . . 51

6.4 Minimizagao da Funcao Lagrangiana Aumentada com Restri¢coes LMIs Explicitas 53

7 Resultados 59
7.1 Exemplo de Aplicacao 1 . . . . . . . . . ... 59
7.2 Exemplo de Aplicagao 2 . . . . . . ..o 61
7.3 Exemplo de Aplicacao 3 . . . . . . .. 64

7.3.1 Introducdo . . . . . . . ... 64
7.3.2 Esquema de Controle e Bancada Experimental . . . . . . . .. . ... 65
7.3.3 Modelo Obtido Através do Método de Elementos Finitos . . . . . . . 68

7.3.4 Simulacao Computacional e Implementacao Experimental . . . . . . . 72

i



7.3.5 Controlador de Ordem Completa 8 x 8 . . . . . .. ... . ...
7.3.6 Controlador de Ordem Fixa 4 x4 . . . . . ... ... ... ...
7.3.7 Controlador de Ordem Fixa3x3 . . . .. .. ... ... ....
7.3.8 Controlador de Ordem Fixa 2 x2 . . . . . ... ... ... ...
7.3.9 Controlador de Ordem Fixa 1 x 1 . . . .. ... ... ... ...
7.3.10 Resumo dos Resultados Obtidos no Controle da Viga . . . . . .

8 Conclusao

A Deducao do Modelo de Estados de Estruturas Flexiveis

B Observacoes sobre o Método de Elementos Finitos

C Exemplos de Calculo da Norma H

D Exemplo de Uso de Filtros de Ponderacao

E Verificagao da Fungao Objetivo ®.(x,A) na Forma Matricial
F Exemplo Numérico da Derivada de uma Matriz Simétrica

G Exemplo de Célculo do Gradiente e da Hessiana de ®.(x, A)

11

102

104

108

110

116

117

119



Lista de Figuras

2.1
2.2

3.1
3.2
3.3

4.1

4.2

6.1

7.1

7.2

7.3
7.4

7.5

7.6

Funcao de Resposta em Frequéncia tipica de uma estrutura flexivel. . . . . . . . .

Elemento finito de viga bidimensional e seus graus de liberdade. . . . . . . . . ..

Esquema basico para o controle Hoo. . . . . . . . . . . . . ..o
Exemplo de configuracao de controle. . . . . . . . . . ... ...

Representacao equivalente ao da Figura 3.2. . . . . . . . . . .. .. ... .. ..

Esquema qualitativo de projeto dos filtros de ponderacao a serem colocados na saida
de desempenho (Wp) e e na saida de controle (W,,). . . . . . . ... ... ...
Diagrama de blocos do sistema com os filtros de ponderacado Wp, W, e W,,. A

planta é dada por P e o controlador por K. . . . . . . . . . .. ... ... ...
Representacao grafica da restricdo h(§) =axy—1=0. . . . . . ... ... . ...

Diagrama de valor singular do sistema original (linha tracejada) e do sistema com
o controlador Hy, de primeira ordem (linha continua). . . . . . . . . . .. .. ..
Valores de 7y e || XY —I|| p nas iteragoes do Lagrangiano Aumentado para o exemplo
de aplicacao 1. . . . . . . . . L L
Massa-mola-amortecedor de dois graus de liberdade. . . . . . . . . . . . ... ..
Diagrama de valor singular do sistema massa-mola-amortecedor sem controle (sis-
tema original) e com o controlador Hy, de primeira ordem. . . . . . . . . . . ..
Valores de v e || XY —I|| p nas iteragdes do Lagrangiano Aumentado para o sistema
massa-mola-amortecedor de 2 graus de liberdade. . . . . . . . . ... ...

Sistema massa-mola-amortecedor de 2 graus de liberdade. Resposta dos sistemas

original e controlado a um distirbio aleatério de média zero e desvio padrao unitério.

iv

10
13

18
19
20

27

28

49

60

61
62

63

64

65



7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

7.15

7.16
7.17

7.18

7.19

7.20

7.21

7.22

Sistema massa-mola-amortecedor de 2 graus de liberdade. Sinal de controle gerado
devido ao controle do sistema quando da aplicagao do disturbio aleatorio.

Bancada experimental para controle de viga engastada em uma das extremidades.
Esquema de controle da viga engastada em uma das extremidades. . . . . . . . .
Montagem da bancada experimental. . . . . . . . . . . .. ...
Vista superior da viga engastada em uma das extremidades para visualizacdao do
posicionamento dos atuadores piezoceramicos utilizados. . . . . . . . . . ... ..
Diagrama de bode do modelo de elementos finitos obtido entre a entrada de disturbio
e asaida de aceleracao. . . . . . . .. L Lo
Diagrama de bode do modelo de elementos finitos obtido entre a entrada de controle
e a saida de aceleracao. . . . . . . . . . . Lo
Diagrama de bode da planta real entre a entrada de disturbio e a saida de aceleracao
com 7 modoS. . . . ... Lo e e e
Diagrama de bode da planta real entre a entrada de controle e a saida de aceleragao
com 7modoS. . . . ... e e e e e e e e e e e e
Esquema para simulagao do sistema de controle no SIMULINK. . . . . . . . . ..
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 8x8 (ordem completa). . . . . . . . . .. . ..
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 8x8 (ordem completa). . . . . . . . ... ..
Aceleragao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 8x8 (ordem completa). . . . . . . . .. . ..
Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 8x8 (ordem
completa). . . ...
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 4x4 (ordem fixa). . . . . . . . . ... ... ..
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle

e sistema com controlador de ordem 4x4 (ordem fixa). . . . . . . . . ... ...

66

67

67

69

69

71

72

74

5
76

7

7

78

79

79

30



7.23

7.24
7.25

7.26

7.27

7.28
7.29

7.30

7.31

7.32
7.33

7.34

7.35

7.36

B.1
B.2

Aceleracao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 4x4 (ordem fixa). . . . . . . . ... ... .. 81
Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 4x4 (ordem fixa). 81
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 3x3 (ordem fixa). . . . . . . . . ... ... .. 82
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 3x3 (ordem fixa). . . . . . . . ... ... .. 83
Aceleracao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 3x3 (ordem fixa). . . . . . . . ... ... .. 83
Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 3x3 (ordem fixa). 84
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 2x2 (ordem fixa). . . . . . . . .. .. ... .. 85
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 2x2 (ordem fixa). . . . . . . . ... ... .. 85
Aceleracao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 2x2 (ordem fixa). . . . . . . .. .. ... .. 86
Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 2x2 (ordem fixa). 86
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 1x1 (ordem fixa). . . . . . . . . . .. ... .. 87
Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 1x1 (ordem fixa). . . . . . . . . .. ... .. 88
Aceleracao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 1x1 (ordem fixa). . . . . . . . . .. ... .. 88

Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 1x1 (ordem fixa). 89

Elemento inclinado com relagdo ao sistema global. . . . . . . . . ... ... ... 104
Esquema de associacao das matrizes de massa e de rigidez de cada elemento com

a finalidade de gerar as matrizes de massa e de rigidez da estrutura como um todo

(assembly). . . .« . 107

vi



C.1

D.1

D.2
D.3
D4
D.5

Diagrama de valor singular da matriz A (s) gerado com o comando sigma do MATLAB.109

Diagrama de valor singular do sistema nominal sem controle (linha tracejada) e do
sistema nominal com o controlador Hy, de ordem completa (linha continua). . . . 111
Diagrama de bode da planta nominal (linha continua) e da planta real (linha tracejada).112
YW 5! (linha pontilhada), Ny (linha tracejada), N (linha continua). . . . . . . . 113
YW, ! (linha pontilhada), N3 (linha tracejada), Ny (linha continua). . . . . . . . 114
Resposta do sistema real sem controle (linha tracejada) e do sistema real controlado

(linha continua). . . . . . .. . ... L 115

vii



Notacao

Neste trabalho, as matrizes sao representadas em letras maitsculas com negrito, os vetores
sao representados em letras minusculas com negrito e as letras mintsculas sem negrito sao
utilizadas para designar escalares.

A simbologia geral é:
e AT: matriz A transposta;
e A" matriz A complexa conjugada-transposta;

o R, RE, R™*": conjunto dos nimeros reais, dos vetores de ordem k reais, das matrizes

de ordem m X n reais;
e C: conjunto dos niimeros complexos;
e )\ (A): autovalor )\; da matriz A;
e A > 0: A ésimétrica e positiva-definida, isto é, y'Ay > 0, V y # 0;
e A >0: A ésimétrica e positiva-semidefinida, isto é, yT Ay > 0, V y # 0;
e A > B: A e B sao simétricase A — B > 0;
® M\na:(A): maior autovalor da matriz A;

® \nin(A): menor autovalor da matriz A;

o [|V]r= \/ Sy Yoy vE = /tr(VTV) representa a norma de Frobenius de uma dada

matriz real V (é a raiz quadrada da soma da magnitude de todos os elementos ao

quadrado desta matriz).
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sup,, f(w): supremo da funcao f(w);

tr (A): trago da matriz simétrica A. Corresponde ao somatorio de todos os elementos

da diagonal principal de A;

p(A) é chamado de raio espectral da matriz A e refere-se ao maior autovalor de A;

|G (s)||2: norma 2 da funcao de transferéncia G(s), ouseja, ||G(s)||2 = \/% fjoooo |G (jw)|?dw;

0(G(s)) = VN(G"G) é um valor singular de G(s);

|G (5)||0o: norma infinito da matriz de transferéncia G(s), ou seja, ||G(5)||c0 = maz,, oc(G(jw)).
Em outras palavras, a norma infinto de G(s) corresponde ao valor de pico do diagrama

de valor singular de G(s);

A ® B: produto de Kroenecker entre as matrizes A e B, onde cada elemento de A é

multiplicado pela matriz B.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Este trabalho aborda o projeto de controladores H., de ordem reduzida (fixa) voltados
para o controle ativo de estruturas flexiveis. A ordem do controlador é pré-definida pelo
projetista. Tais controladores sao dificeis de serem projetados devido a presenca de uma
condi¢ao de rank que torna o problema nao-convexo e numericamente dificil de ser tratado
[4]. Para contornar esta dificuldade duas técnicas sdo combinadas: Lagrangiano Aumentado
e Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs). Alguns fatores que motivaram o uso do método

Lagrangiano Aumentado foram:

A facilidade de implementacao computacional, j4 que um problema restrito é resolvido

através da solucao de sucessivos problemas irrestritos;

A possibilidade de tratar restrigoes nao-lineares, no caso, a restricao de rank que garante

a existéncia do controlador de ordem reduzida;

A possibilidade de usar pacotes de programagao semidefinida atualmente disponiveis
(LMI toolbox do MATLAB [30], LMITOOL [33], SeDuMi [71]) devido ao fato de apenas
uma res- tricao de rank ser transportada para a funcao Lagrangiana Aumentada e as

demais restri¢oes serem mantidas como LMIs;

A verificagao de resultados promissores apresentados em [4].



Usualmente, projetam-se controladores da mesma ordem da planta ou até maiores. Dessa
forma, plantas de ordem elevada resultam em controladores de ordem também elevada. Na
pratica, as vezes se torna dificil implementar controladores de ordem completa em tempo real
devido a limitacoes de hardware, pois atrasos de tempo de processamento podem inviabilizar
uma determinada aplicacao. Ja a implementacao de controladores de ordem reduzida se torna
facilitada no sentido de que o esforco de processamento necessario para a implementacao em
tempo real é menor. Em outras palavras, nao valeria a pena projetar um controlador de
ordem completa e utilizar um microcomputador Pentium IV em uma dada aplicagao se fosse
possivel projetar um controlador de ordem reduzida (ordem 2 x 2 ou 1 x 1 por exemplo)
com desempenho satisfatério e utilizar um microcontrolador tal como um PIC (que é menor
e mais acessivel financeiramente).

Neste trabalho, filtros de ponderacao sao utilizados com a finalidade de tornar o controle
mais efetivo e evitar que a malha fechada se torne instavel devido a excitacao de modos que
nao foram considerados durante a fase de projeto dos controladores. Tais filtros, quando
inseridos no sistema, provocam um aumento na ordem deste. Com isso, ¢ desejavel a adocao
de filtros de ordem baixa (primeira e segunda ordem), ja que no projeto de controladores
de ordem completa, o controlador possui a mesma ordem da planta aumentada (planta com
os filtros de ponderacdo inclusos), ou seja, uma ordem maior que a ordem da planta a ser
controlada. De outra forma, o projeto de controladores de ordem fixa possibilita a obtencao
de controladores que nao estao relacionados com a ordem da planta aumentada, ja que a
ordem do controlador é pré-definida pelo projetista.

O controle ativo de estruturas flexiveis ¢ um campo de pesquisa atual e relevante, visto que
incertezas presentes no modelo matematico em relacao ao modelo real dificultam a obtencao
de controladores que fornecam bom desempenho e garantam a estabilidade. Estruturas

flexiveis podem ser encontradas atualmente em diversas dreas. Alguns exemplos sao [8, 51]:

e Satélites e estagoes espaciais, que tém estruturas trelicadas de interface e painéis solares

como apéndices flexiveis, e que constituem estruturas leves e pouco amortecidas;

e Veiculos lancadores de satélites e aeronaves, onde, ao longo do tempo, a massa vem

sendo reduzida com o uso de novos materiais para permitir um aumento na carga util



transportada;

e Mecanismos roboticos com menos massa, de forma a reduzir a poténcia de alimentagao,

e com movimentos mais rapidos e mais acurados para tarefas mais precisas.

Um ponto a ser destacado na realizacao deste trabalho consiste na utilizagao do método de
Elementos Finitos na modelagem matemaética de estruturas flexiveis. Na literatura é possivel
verificar uma grande quantidade de trabalhos relacionados ao controle de estruturas flexiveis
nos quais o modelo matematico é obtido através de processos de identificacao. No entanto,
como uma determinada estrutura s6 pode ser identificada experimentalmente se ela tiver
sido construida, a simulacao da implementacao de controladores para estruturas complexas
na fase de projeto se torna infactivel. J4 com o emprego da técnica de Elementos Finitos é

possivel simular o uso de controladores para estruturas ainda nao construidas.

1.2 Revisao da Literatura

1.2.1 Controladores de Ordem Fixa

A ordem do controlador padrao H., é tipicamente tao alta quanto a ordem do modelo da
planta que se deseja controlar. Tais controladores de ordem completa sao as vezes dificeis
de serem implementados devido a limitagoes de hardware (aplicagdes em tempo real sdo
comprometidas por atrasos de tempo no sistema). Para contornar esta dificuldade, um
controlador de baixa ordem que fornega uma reducao satisfatoria para a norma H,, de um

dado sistema pode ser obtido por trés caminhos:

e Reducao da ordem do modelo seguido do projeto de um controlador baseado neste

modelo reduzido [64];

e Projeto de um controlador de ordem completa seguido da reducao da ordem do con-

trolador [76];

e Projeto direto de um controlador de ordem fixa através da inclusao de restrigoes adi-

cionais durante o processo de obtengao do controlador [3, 4].



Vérios métodos para a obtencao de controladores de ordem fixa foram usados nos tiltimos

anos, dentre os quais se pode citar:

e O método de Frank e Wolfe, também conhecido como algoritmo do gradiente condi-
cional [2, 25]. Este algoritmo ¢é testado e analisado na referéncia [59]. Apesar dos
resultados promissores apresentados em [59], verifica-se que o algoritmo do gradiente
condicional tem falhado em muitos problemas praticos. De forma geral, quando a
falha deste algoritmo acontece, a regiao factivel delimitada pelas LMIs é pequena e mal
condicionada [4]. Uma anélise mais detalhada das falhas do algoritmo do gradiente

condicional para conjuntos poliedrais foi apresentada por Dunn em [24].

e O método algébrico de controle de covariancia, onde o controlador desejado é parametrizado
em termos de uma matriz que representa o limite superior para a covariancia dos estados

[42];

e O método de anédlise de desempenho robusto. Neste enfoque, o problema de sintese do
controlador é reformulado como um problema de andlise robusta, onde as variaveis do

controlador sao os parametros incertos [38];

e O método baseado em otimizacao convexa de matrizes polinomiais positivas e fungoes

racionais estritamente positivo-reais [36].

Neste trabalho, é realizado o projeto de controladores robustos de ordem fixa baseado em
um enfoque de otimizagao iniciado por Apkarian e Tuan [1, 2, 3, 4], o qual consiste em utilizar

o método Lagrangiano Aumentado em conjunto com Desigualdades Matriciais Lineares.

1.2.2 Estruturas Flexiveis

Vérios artigos ja foram publicados desde o final da década de 80 com a finalidade de evidenciar
a importancia em se controlar estruturas flexiveis e testar a aplicacao de tipos especificos de

controladores. Dentre as técnicas implementadas é possivel citar:

e O controle 6timo LQG [46, 13], que consiste no uso de um filtro de Kalman em conjunto

com um Regulador Linear Quadrético (LQR). Um ponto fundamental no projeto de



controladores LQG ¢ a determinacao dos pesos do indice de desempenho a ser mini-
mizado quando da obtencao do Regulador Linear Quadratico. Uma escolha inadequada

pode comprometer o desempenho do sistema em malha fechada [32];

e O controle robusto H, [48], onde se tem como objetivo a minimizagao da energia do sinal
de saida. Segundo a referéncia [32], este tipo de controlador e também o controlador H,
(mencionado no préximo item) sdo mais adequados para tratar problemas de controle

nao-colocados.

e O controle robusto H., [46, 52, 72, 70, 13, 48], onde se minimiza o disttirbio de pior

caso.

e A técnica de controle robusto Ho/H,, misto [60], onde se tem uma combinagio da

técnica Hy com a técnica H..

e O Sliding-Mode Control [23], onde as equagoes do sistema a ser controlado sao escritas

como uma combinacao de equacoes diferenciais com equacoes a diferencas.

e A técnica de Redes Neurais Artificiais [31], onde o controlador aprende a dinamica da

estrutura a ser controlada e gera um sinal de controle que garante sua estabilidade.

e A légica fuzzy [28], onde o controlador consiste de um banco de regras e associagoes,

definidas de acordo com a experiéncia do projetista.

e Algoritmos genéticos [45], onde se tem uma investigagdo paralela de vérias dreas de
um espago de busca através da manipulagao de uma populacao de individuos que sao

solucoes codificadas do problema.

Do ponto de vista da modelagem matematica de estruturas flexiveis, é possivel encontrar

na literatura o emprego das seguintes técnicas:

e Método dos elementos finitos, onde a estrutura é discretizada em elementos interconec-
tados por nés. Cada elemento apresenta a sua matriz de massa e a sua matriz de rigidez,

a partir das quais é possivel obter as matrizes de massa e rigidez para a estrutura como



um todo. Com isso, é possivel aplicar as condigoes de contorno e os carregamentos

existentes em uma dada estrutura para a obtengao do modelo matematico [39, 46, 43];

e Composicao de um sistema de multiplas entradas e miltiplas saidas a partir da obtengao
de funcgoes de tranferéncias de sistemas de uma tnica entrada e miultiplas saidas por

interpolagao dos dados experimentais utilizando o polinomio de Chebyshev [9, 10];

e Uso do modelo Auto-Regressive eXogenous (ARX) apds a obtengao dos sinais de en-

trada/saida do sistema, onde os sinais de entrada sdo pseudo-randémicos bindrios

47, 28);

e Figensystem Realization Algorithm (ERA), onde, a partir da resposta impulsiva do
sistema, é possivel modelar uma faixa de frequéncia e determinar a ordem do modelo

matemético a ser obtido [73].

Neste trabalho, a modelagem matematica com elementos finitos de uma viga flexivel foi

realizada através de um algoritmo computacional adaptado a partir da referéncia [44].

1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é realizar o controle de uma viga flexivel utilizando
controladores H,, de ordem fixa. O uso do método Lagrangiano Aumentado em conjunto
com técnicas LMIs faz com que o problema de obtencao de controladores de ordem fixa possa
ser linearizado e resolvido com o auxilio de algoritmos ja implementados em aplicativos tais
como MATLAB. A técnica de Elementos Finitos é utilizada com a finalidade de se modelar
uma viga engastada em uma de suas extremidades.

Para o projeto dos controladores, o modelo é truncado e apenas 3 modos dentro da faixa
de frequéncia de interesse sao selecionados. Apo6s o controlador ter sido obtido, realizam-
se simulagoes em SIMULINK [68] com o modelo matemético contendo 7 modos (5 modos
dentro da faixa de frequéncia de interesse e 2 modos fora). Vale ressaltar que estes 2 modos
fora da faixa de frequéncia de interesse sao mantidos no modelo matematico devido ao fato
de que estes podem ser excitados e tornar o sistema em malha fechada instével (fendmeno

denominado spillover), assim como pode acontecer na realidade.
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No Laboratérico de Mecanica Computacional da Faculdade de Engenharia Mecanica da
UNICAMP foi montada uma bancada experimental com a finalidade de verificar na pratica o
comportamento dos controladores projetados e validar o modelo matematico obtido através
do método de Elementos Finitos.

No total sao testados 5 controladores, sendo 1 de ordem completa e 4 de ordem fixa. Todos
os controladores sao projetados utilizando-se filtros de ponderagao, os quais sao responsaveis
por garantir principalmente que modos nao-modelados nao sejam excitados.

Para cada controlador testado, as funcoes de resposta em frequéncia para os sistemas sem
controle e controlado sao obtidas tanto com os resultados gerados em SIMULINK quanto com
os resultados da implementagao pratica. Além disso, também para cada um dos controladores
testados, resultados experimentais tais como a aceleragao na extremidade nao-engastada da
viga e o sinal de controle sao mostrados. Os resultados obtidos de simulacao e experimental-
mente sao analisados e discutidos.

Em termos gerais, mostra-se que do ponto de vista pratico é factivel o projeto de contro-

ladores H,, de ordem fixa baseados em modelos matematicos obtidos por Elementos Finitos.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho é organizado da forma que segue:

e O capitulo 1 é uma breve introducao ao contetido desta dissertacao e procura apresentar
cada capitulo de forma a proporcionar uma melhor compreensao do trabalho como um

todo.

e O capitulo 2 demonstra uma forma de se obter o modelo de estados de estruturas
flexiveis. Aborda-se o conceito de elementos finitos, onde elementos bidimensionais
sao adotados para representar os modelos estudados. Além disso, o amortecimento

proporcional, tal qual adotado nos exemplos realizados, é abordado.

e O capitulo 3 apresenta o projeto H, trazendo informagoes sobre a origem e os objetivos
de um controle deste tipo, além de fornecer conceitos fundamentais para o entendimento

desta teoria (tais como os conceitos de valor singular e norma Ho).
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O capitulo 4 aborda o uso de filtros de ponderagao quando do projeto de controladores

robustos.

O capitulo 5 traz informacoes sobre a técnica de otimizacao do Lagrangiano Aumen-
tado, onde problemas restritos podem ser resolvidos através de sucessivos problemas

1rrestritos.

O capitulo 6 fornece o desenvolvimento tedrico para a obtencao de controladores H,

de ordem fixa.

O capitulo 7 traz trés exemplos de aplicagao de controladores de ordem fixa. Uma viga
engastada em uma de suas extremidades é modelada utilizando a técnica de Elementos
Finitos. Controladores H,, de ordem completa e ordem fixa sao projetados. Resultados

simulados e experimentais sao mostrados e analisados.

O capitulo 8 traz a conclusao do trabalho como um todo, onde se procura destacar os

principais resultados obtidos e as principais dificuldades encontradas.
O apéndice A apresenta a deducao do modelo de estados de estruturas flexiveis.
O apéndice B traz observacoes relevantes sobre o método de Elementos Finitos.

O apéndice C fornece exemplos de calculo da norma H,, de fungoes de transferéncia e

de uma matriz de transferéncia.
O apéndice D traz um exemplo de uso dos filtros de ponderagao.

O apéndice E traz um exemplo para a verificagao da construcao da funcao objetivo

matricial a ser minimizada na obtencao de controladores de ordem fixa.

O apéndice F traz um exemplo de derivacao matricial onde a variavel matricial é

simétrica.

O apéndice G fornece um exemplo de calculo do gradiente e da hessiana da funcgao

objetivo a ser minimizada para a obtencao de controladores de ordem fixa.



Capitulo 2

Estruturas Flexiveis

2.1 Introducao

Estruturas sao consideradas flexiveis quando a respectiva modelagem leva em conta suas
propriedades eldsticas ao invés de considerar a estrutura como um corpo rigido.

As estruturas flexiveis sao caracterizadas por apresentarem frequéncias dos modos de
vibragao préximas entre si e modos levemente amortecidos [10]. Estas caracteristicas se devem
ao fato de tais estruturas serem esbeltas e apresentarem menor rigidez quando comparadas
a estruturas menos flexiveis. Um exemplo de Funcao de Resposta em Frequéncia tipica de
uma estrutura flexivel é mostrado na Figura 2.1.

Alguns exemplos de componentes que podem ser considerados como estruturas flexiveis
sao: grandes estruturas espaciais, hastes de equipamentos agricolas de colheita mecanizada,
hastes de equipamentos de movimentacao de cargas, torres metdlicas, entre outros.

A busca por estruturas mais leves e que suportam grandes esforgos tende a resultar em es-
truturas cada vez mais flexiveis. Tais estruturas eventualmente precisam ser controladas para
garantir um desempenho satisfatério com relacao a minimizacao de vibragoes indesejaveis
que sao quase sempre induzidas por fontes de dificil localizacao ou controle. No caso do con-
trole ativo de grandes estruturas espaciais, pode-se citar como fontes de vibracao os seguintes
disturbios: gradientes térmicos, pressao solar, gradientes de gravidade, forcas aerodinamicas
devido a efeitos atmosféricos, colisoes com meteoritos, além de distiurbios internos gerados
por atuadores para reposicionamento da espagonave [7].

O projeto de controladores para estruturas flexiveis pode apresentar as seguintes dificul-
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Figura 2.1: Fungao de Resposta em Frequéncia tipica de uma estrutura flexivel.
dades [8]:

e O hardware utilizado para a implementacao do sistema de controle possui uma maxima
frequéncia de amostragem limitada e pré-definida. Com isso, considera-se para a mo-
delagem matematica, apenas os modos contidos na faixa de frequéncia que vai até
a metade da méxima frequéncia de amostragem (teorema da amostragem de Nyquist)
[67]. O sistema de controle é projetado para nao atuar em frequéncias acima da méxima
frequéncia considerada na modelagem matematica, porém, na realidade, modos descon-
siderados podem ser excitados e o sistema controlado pode ficar instavel. Este fenomeno

¢ denominado spillover [6].

e Existem nao-linearidades presentes no modelo real que sao usualmente desconsideradas
na fase de modelagem matematica da estrutura e podem comprometer significativa-
mente o projeto do controlador. Um exemplo é a nao-linearidade geométrica decorrente

de grandes deslocamentos [77].

e Podem existir incertezas com relagao aos parametros que caracterizam a estrutura,

principalmente com relacao ao fator de amortecimento, que muitas vezes é dificil de ser
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determinado devido a dificuldades no processo de identificacao da estrutura.

e Os sensores podem apresentar um determinado nivel de ruido de medigao, o que pode

ser considerado como uma fonte de incerteza para o sistema de controle.

e Na pratica, os sensores e atuadores frequentemente nao estarao fixados no mesmo ponto,
0 que caracteriza um sistema de controle nao colocado. Tais sistemas de controle sao

mais sensiveis a distirbios do que os sistemas onde o controle é colocado [40].

e O projeto de controladores robustos para assimilar incertezas de modelagem e atenuar
distirbios externos pode levar a resultados bastante conservadores com um desempenho

nao satisfatorio.

A modelagem de estruturas flexiveis, em geral, é realizada através de processos de iden-
tificagao experimental. No entanto, para a realizacao de uma identificacao, é necessario que
a estrutura seja construida na pratica. Com isso, simulagoes de implementacao de contro-
ladores em estruturas ainda inexistentes ficam comprometidas.

Neste trabalho, a determinagao das matrizes de massa e de rigidez de estruturas flexiveis é
realizada através do método dos Elementos Finitos. Além disso, a matriz de amortecimento
é considerada proporcional as matrizes de massa e de rigidez (hipétese simplificadora de
amortecimento proporcional). Com isso, é obtido o modelo de estados da respectiva estrutura

flexivel para o posterior projeto Hy, de ordem fixa [21, 44].

2.2 Formulacao do Modelo de Estados de Estruturas
Flexiveis

Os sistemas de engenharia tém aumentado a sua complexidade principalmente devido a
necessidade de realizar tarefas mais complexas e com requisitos mais exigentes de melhor
desempenho. Sistemas complexos podem ter muitas entradas e muitas saidas e podem ser
variantes no tempo. A necessidade de satisfazer requisitos cada vez mais rigorosos quanto
ao desempenho de sistemas de controle e a facilidade de acesso aos computadores de grande

porte ensejaram o desenvolvimento da teoria de controle moderno, iniciada por volta de
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1960, como uma nova forma de analisar e projetar sistemas de controle complexos. Esta
nova abordagem é baseada no conceito de varidveis de estados [69, 50].

A equacao de movimento de uma estrutura pode ser escrita como:
Mg+ Dqg+ Kq =*f. (2.1)

. 1T ,
Definindo o vetor de estados como x = [ q q ] , € possivel escrever:

. 0 I 0
X = MK —MlD} X +{M1f}’ (2.2)

onde:

e M é a matriz de massa;

K ¢é a matriz de rigidez;

D é a matriz de amortecimento do sistema;

f é o vetor das forcas externas que atuam no sistema;

I é uma matriz identidade de ordem compativel;

e q ¢ o vetor que contém os deslocamentos dos graus de liberdade do sistema.

Nos problemas de controle é interessante analisar o efeito de cada forca de entrada in-
dividualmente. O vetor de forcas externas f pode ser escrito em termos de uma base s; tal

CcOomo segue:

1 0 0
0 1 0 "

f= : fi+ : fot+...+ : fn:ZSifi- (2.3)
0 0 1 Z

Para uma componente especifica ¢ do vetor de forcas externas, é possivel escrever:

{ 1\/?71 } sifi = Bfi, (2-4)

onde:

B— { Vo ] 5. (2.5)



Com isso, o modelo de estados de uma estrutura flexivel pode ser escrito da seguinte

forma [44]:
x = Ax+Bf, (2.6)
y = Cx, (2.7)
onde :
o A 0 I

_M'K —-M"'D |’

e C ¢é a matriz de saida do sistema;
e y ¢é o vetor de saidas.

O apéndice A traz a dedu¢ao do modelo de estados descrito pelas equagoes (2.6) e (2.7).

2.3 Elemento Finito de Viga Bidimensional: Matrizes
de Massa e de Rigidez

Neste trabalho, é adotado um elemento finito de viga bidimensional conforme ilustrado
na Figura 2.2. Cada elemento apresenta dois nés e trés graus de liberdade em cada né (dois

deslocamentos e uma rotagao).

T

>
T~
N

Figura 2.2: Elemento finito de viga bidimensional e seus graus de liberdade.

Os parametros que representam a densidade, a drea da segao transversal, o momento de
inércia da secao transversal, o médulo de elasticidade e o comprimento de cada elemento sao

designados, respectivamente, por p, A, I, E, .
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Utilizando-se um elemento de viga Hermitiana [44], as matrizes de rigidez e de massa, de
um elemento finito, tomam a forma que segue:
[ Al? 0 0 —-A* 0 0

0 121 611 0 —12I oIl
0 611 4l 0 —6I1  2I1?

K=%_a2 o 0 A% 0 0o |’
0 —12I —6I 0 12 —6II
|0 6l 22 0 —6I 4I* |
[ 1/3 0 0 1/6 0 0 ]
0 13/35 (11/210)0 0 0/70  —(13/420)!
S| 0 (/21000 (1/105)2 0 (13/420)1  —(1/140)02
PE 176 0 0 1/3 0 0
0 9/70 (13/420) 0 (13/35)  —(11/210)]
0 —(13/420)2 —(1/140)2 0 —(11/210)] (1/105)2

E comum o elemento finito estar inclinado com relacao ao sistema de coordenadas global.
Neste caso, as matrizes de massa e de rigidez de cada elemento finito requerem uma trans-
formacao de coordenadas (vide apéndice B).

Apoés a obtengao das matrizes de massa e de rigidez de cada elemento finito, é possivel
realizar a operacao denominada assembly, a qual consiste em somar os elementos destas ma-
trizes em posigoes adequadas. Posteriormente aplicam-se as condi¢oes de contorno, onde as
linhas e as colunas dos graus de liberdade engastado sao eliminadas, obtendo-se as matrizes

de massa e de rigidez para a estrutura como um todo.

O apéndice B fornece mais informacoes sobre a utilizacao do método de Elementos Finitos

neste trabalho.

2.4 Amortecimento Proporcional

O modelo de amortecimento proporcional é bastante adotado na andlise de sistemas

amortecidos, pois é particularmente de facil aplicacao e andlise. Com o uso deste enfoque, os
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modos de vibragao da estrutura analisada se tornam idénticos aqueles da versao do modelo
sem amortecimento [27].

De fato, é possivel derivar as propriedades modais de um sistema com amortecimento
proporcional ao se analisar a versao nao-amortecida e fazer correcoes para levar em conta o
amortecimento [27].

O amortecimento proporcional é definido como:
D =nK + aM, (2.8)

na qual a matriz de amortecimendo D ¢é proporcional as matrizes de massa e de rigidez
através dos coeficientes de proporcionalidade 1 e o, os quais podem ser estimados através de

correlagoes com dados experimentais.

2.5 Programa de Elementos Finitos

Estudou-se um programa de Elementos Finitos em MATLAB apresentado em [44], onde
sao calculadas as matrizes de massa e de rigidez de uma viga bidimensional composta por
elementos finitos bidimensionais.

Com isso, desenvolveu-se adaptacoes para este programa com o intuito de gerar, a partir
das matrizes de massa e de rigidez, a matriz de amortecimento proporcional e o modelo
de estados de uma estrutura flexivel, ou seja, obter as expressoes demonstradas em (2.6) e
(2.7). A partir do modelo de estados de uma estrutura flexivel é possivel aplicar a teoria de
controle robusto H.,, obtendo-se controladores capazes de atenuar disturbios e fornecer um

desempenho satisfatério para o sistema em malha fechada.
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Capitulo 3

O Projeto H

3.1 Introducao: Origem e Objetivos

O projeto H,, pode ser empregado quando se deseja que um sistema mantenha um
determinado desempenho em condicoes adversas tais como erros de modelagem e distirbios
externos [50]. Zames [75] foi quem primeiro formulou o problema de controle H,.

Em termos gerais deseja-se, através de um método de otimizacao no dominio da frequéncia,
reduzir os efeitos de disturbios externos e ruidos de sensores no processo tendo em vista o
pior caso, ou seja, o valor de pico da funcao de resposta em frequéncia.

O termo H,, faz referéncia ao espaco de Hardy, onde as funcoes de transferéncia devem
ser estaveis (pdlos no semi-plano esquerdo do eixo imaginario) e préprias (grau do polindémio
do numerador menor ou igual ao grau do polinémio do denominador), e o termo oo denota

a norma H., [67].

3.2 Conceitos Matematicos

Valores singulares, 0;, sdo as raizes quadradas positivas dos autovalores de G*(jw)G(jw),

onde G*(jw) é o complexo-conjugado transposto da matriz G(jw), isto é [69]:

0i(G(s)) = VX(G*(jw)G(jw)). (3.1)

Para uma determinada frequéncia é obtido um valor numérico para o valor singular de uma

determinada matriz. Com isso, pode-se gerar um grafico com o conjunto de pontos obtidos
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quando se varia a frequéncia w. Este grafico é denominado diagrama de valor singular.
A norma H, se refere ao valor de pico no diagrama de valor singular [56]. No caso, a

norma H,, da matriz G(s) é dada por:

IG(3)lloo = supw o(G(jw)). (3.2)

No caso em que se tem uma unica entrada e uma tunica saida, adota-se o valor de pico no

diagrama de Bode [58] da amplitude:
1G(5)]loe 2 supu|G(jw)]. (3-3)

O diagrama de valor singular de uma fungao de transferéncia (que pode ser considerada

uma matriz 1 x 1) é idéntico ao diagrama de Bode de amplitude desta fungao de transferéncia.

No apéndice C sao apresentados alguns exemplos de calculo da norma H.

3.3 Representacao do Problema H.

Considere o diagrama de blocos apresentado na Figura 3.1 [67, 56, 26|, onde:
e w é o vetor de entradas exdgenas (disturbios externos e ruidos de medigoes);
e u é o vetor de controle;

e 7 ¢ o vetor de sinais que se deseja controlar e utilizado para medir o desempenho do

sistema (exemplo: sinais de controle e estados);
e y ¢é o vetor de sinais enviados ao controlador.

O projeto H,, aumenta a margem de estabilidade robusta de um determinado processo
P(s), ou seja, aumenta a quantidade de incertezas que podem ser admitidas sem perda de
estabilidade [30], pois, com a atuacao do controlador H,, ocorre uma redugao do pico da

resposta em frequéncia entre a entrada de distirbios e a saida de desempenho medida.
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Processo - Planta - P(s)

Controlador - K(s)

Figura 3.1: Esquema bésico para o controle H..
3.4 Formulacao do Problema H

Considerando o diagrama de blocos da Figura 3.1, tem-se o seguinte modelo de estados

34, 22]:

x = Ax+ B;w+ Byu; (3.4)
7z = C1X—|— D11W—|—D1211; (35)
y = CQX + D21W + D22u. (36)

O sistema anterior pode ser representado de forma compacta por:

A| B, B,
P2 | C,|Dy Dy |. (3.7)
C2 D21 D22

Com isso, a matriz de transféencia do sistema da Figura 3.1 pode ser representada da

HEEFIMEZIMI o

onde Pq; é a funcao de transferéncia entre a entrada w e a saida z, Py é a funcao de

seguinte forma [56]:

transferéncia entre a entrada u e a saida z, Py; é a funcao de transferéncia entre a entrada
w e a saida y e Pyy é a funcao de transferéncia entre a entrada u e a saida y.

Portanto, tem-se que:

VAR PHW + Plgu; (39)
Yy = P21W + P22u; (310)
u = K(s)y, (3.11)
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onde a equagao (3.11) é a lei de controle.

Substituindo-se (3.11) em (3.10), obtém-se y em func¢ao de w:

y = Pyw + PpKy =

y(I - PpK) = Poyw =

y = (I — Pyu,K) 'Pyw. (3.12)
Da mesma forma, substituindo-se (3.11) em (3.9), z fica em funcéo de w e de y:

zZ = P11W + Pngy. (313)

Com isso, a relagao entre w e z do sistema em malha fechada pode ser obtida ao se

substituir (3.12) em (3.13):
7z = [PH + P12K(I - PQQK)_ngl]W. (314)

A expressao (3.14) é chamada de transformagao linear inferior e é tradicionalmente re-

presentada da forma que segue:
F)(P,K) =Py + PoK(I — PpK) 'Py, (3.15)

onde F;(P,K) ¢é a matriz de transferéncia entre a entrada de distirbios w e a saida de
desempenho z.

Afim de obter P(s) e K(s) para um caso especifico, pode-se primeiro encontrar uma
representacao em diagrama de blocos equivalente a representacao da Figura 3.1 e identificar

os sinais w, z, u e y. Seja como exemplo a configuracao da Figura 3.2.

d
r+-V u + V
- K(s) > G(s) 20 >
+ n

+A

V

m

Figura 3.2: Exemplo de configuragao de controle.
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O primeiro passo para encontrar P(s) para a configuracao de controle da Figura 3.2 é

identificar os sinais de entrada e de saida para a planta, ou seja:

W1 d
W = Wo = r , Z=e=V—TI, Yy=r—V,, =r—V—1.
W3 n

Nota-se que o sinal de desempenho desejado z é a diferenga entre o sinal de entrada (r) e
o sinal de saida (v), constituindo, dessa forma, um sinal de erro, o qual se deseja minimizar.
Com esta escolha de y, o controlador tem apenas informacao sobre o desvio r —v,,. Além
disso, como z = v — r, a performance é especificada em termos da saida real v e nao em

termos da saida medida v,,. Portanto, o diagrama de blocos da Figura 3.2 permite escrever:

z=v—-—r=Gu+d-—-r=1Iw; — Iwy; + 0ws; + Gu

y=r—v,=r—Gu—-d—-—n=—-Iw; +Iwy, — Iwz — Gu
P(s) s i o

A
@
=
+<(,+
s
+
"+

K(s)

/1

Figura 3.3: Representagao equivalente ao da Figura 3.2.

A matriz de transferéncia de [ W u ]T a [ zZ 'y }T é:

I -1 0 G(s) ] (3.16)

P<S>:[—I I -1 —G(s)

{5]:[—11 _II —01 —G(éfi)] {‘H (3.17)

A Figura 3.3 mostra uma representacao equivalente para a Figura 3.2 onde se tem um

ou seja,

vetor de entradas w constituido por disturbios (d e n) e por uma entrada genérica r. Como
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saida desse sistema, tem-se o sinal z, o qual é definido como sendo o erro entre a entrada
genérica r e a saida v.

No projeto H,, deseja-se encontrar um controlador K(s) de modo a minimizar, tanto
quanto possivel, a norma H,, da matriz de transferéncia (3.15). Desse modo, o controlador
6timo H,, procura minimizar o valor de pico no diagrama de valor singular da matriz de
transferéncia entre a entrada de disturbios e a saida de desempenho, considerando a resposta

em frequéncia respectiva [56, 67], ou seja:
ming, ||F/(P, K)| - (3.18)

Um controlador sub-6timo K(s) procura minimizar a norma H,, da matriz de trans-
feréncia entre a entrada de disturbios e a saida de desempenho, onde esta norma deve ser

menor que um dado valor v real e maior que zero [56, 67|, ou seja:
IF(P, K)o <7 (3.19)

Na solucao usual do problema H,, [67], assume-se um valor arbitrario para -y e a condi¢ao
(3.19) é verificada. Caso esta condicao esteja satisfeita, pode-se reduzir o valor de ~, resolver
novamente o problema H, e verificar a validade da restricao. Quando, para um determinado
valor de  (menor que o assumido no passo anterior dentro de uma precisao adotada), a res-
tricao (3.19) deixar de ser satisfeita, diz-se que o 7 6timo foi encontrado, e consequentemente
o controlador étimo também.

Vale ressaltar que o problema H,, pode ser resolvido com o auxilio de duas equacoes
de Riccati, cujas solugoes sao utilizadas para o cédlculo do controlador H,,. De posse do
controlador, é possivel verificar a norma H,, de malha fechada e comparar este valor com
o valor de v (para maiores detalhes consultar [34, 22]). Uma solugdo mais atual para o
problema H., pode ser obtida através de Desigualdades Matriciais Lineares (para maiores

detalhes consultar [29]).
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3.5 Breve Introducao a Desigualdades Matriciais Li-
neares

3.5.1 Origem e Objetivos

A histéria das desigualdades matriciais lineares de sistemas dinamicos tem inicio por volta
de 1890, quando a teoria de Lyapunov foi publicada. Esta teoria mostrou que a equacao
diferencial %(t) = Ax(t) é estdvel (isto é, todas as trajetdrias convergem para zero) se e

somente se existe uma matriz positivo-definida P tal que:
AP + PA <. (3.20)

A desigualdade de Lyapunov (3.20) foi a primeira LMI utilizada para analisar a estabili-
dade de um sistema dinamico [29, 16].

Lur’e, Postnikov e outros pesquisadores, por volta do ano de 1940 na antiga Uniao
Soviética, foram os primeiros a aplicar os métodos de Lyapunov a alguns problemas praticos
especificos em engenharia de controle. As LMIs que resultaram foram resolvidas analiti-
camente. Naturalmente, isto limitou sua aplicacao a sistemas de pequeno porte (segunda,
terceira ordem).

Yakubovich, Popov, Kalman e outros pesquisadores, em torno de 1960, tiveram sucesso
em reduzir a solucao das LMIs que surgiram no problema de Lur’e para simples critérios
graficos, usando o que se chama de Positive-Real (PR) Lemma. Isto resultou no famoso
critério de Popov, no critério de Tsypkin, e muitas outras variagoes. Com isso, algumas
familias de LMIs passaram a ter solucao através de métodos graficos.

A partir dai, o PR Lemma e suas extensoes foram estudados intensamente, o que resultou
na descoberta de sua rela¢ao com o critério do ganho pequeno (small-gain criteria) e com o
controle 6timo quadratico.

Por volta de 1970, descobriu-se que a LMI que aparece no PR Lemma poderia ser resolvida
nao somente por meios graficos, mas também através de uma certa equacao algébrica de
Riccati (ARE).

Willems, em 1971, formulou a LMI (3.21) e ressaltou que ela poderia ser resolvida estu-

dando as solugoes da ARE (3.22):
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AP +PA+Q PB+CT

>
B'P+C R 20 (3:21)

AP+ PA - (PB+CHR 'B'P+C)+ Q=0 (3.22)

Também em 1971, Willems sugeriu que algoritmos computacionais poderiam auxiliar na
solucao da LMI (3.21). Dai em diante as LMIs que surgiram da teoria de controle passaram
a ser formuladas como problemas de otimizagao convexos.

Pyatnitskii e Skorodinskii reduziram o problema original de Lur’e (extendido ao caso de
multiplas nao linearidades, pois o problema original admitia apenas uma nao-linearidade)
para um problema de otimizacao convexo envolvendo LMIs, que foi resolvido utilizando-se o
algoritmo do elipséide [16].

Karmarkar introduziu, em 1984, um algoritmo de programacao linear que era bastante efi-
ciente na pratica, o que gerou varios estudos de métodos de ponto interior para programacao
linear.

Em 1988, Nesterov e Nemirovskii desenvolveram métodos de ponto interior que se apli-
cavam diretamente a problemas convexos envolvendo LMIs. Com isso, problemas que nao
apresentavam solucao analitica passaram a ser resolvidos de forma muito satisfatoria.

Com o grande desenvolvimento de computadores e o surgimento de algoritmos de otimizagao
bastante eficientes para problemas convexos, as LMIs ganharam destaque e passaram a ser
utilizadas com o objetivo de representar uma ampla variedade de problemas na &area de

controle [16].

3.5.2 Definicao de Desigualdades Matriciais Lineares

Uma desigualdade matricial linear (LMI) apresenta a forma que segue [16, 30]:
F(x) £Fo+ Y xF; >0, (3.23)
i=1
onde x € R™ é a varidavel e as matrizes simétricas F; = FIT e R™" 4 =0,...,m sao dadas.
O simbolo de desigualdade em (3.23) significa que F(x) é positivo-definida, ou seja,

u’F(x)u > 0 para todo u € R" diferente de zero. A LMI (3.23) é uma restrigao con-
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vexa em X, isto ¢, o conjunto {x | F(x) > 0} ¢é convexo. Embora a LMI (3.23) pareca
possuir uma forma especifica, ela pode representar uma ampla variedade de problemas de
restricoes convexas em x. Em particular, desigualdades lineares, desigualdades quadréticas
(convexas), desigualdades de normas matriciais, e restri¢oes que surgem da teoria de controle,
tais como desigualdades matriciais quadraticas convexas e de Lyapunov, geralmente podem

ser colocadas na forma de uma LMI [16].

3.5.3 Complemento de Schur

Certas desigualdades nao lineares podem ser convertidas para a forma LMI usando o com-

plemento de Schur. A LMI que segue:

Q) S(x)
st R0 |70 2

onde Q(x) = Q(x)7, R(x) = R(x)T, é equivalente a [16]:
R(x) >0, Q(x)— S(x)R(x)*'S(x)" > 0. (3.25)

Em outras palavras, o conjunto de desigualdades nao lineares (3.25) pode ser representado

como a LMI (3.24) [16].

3.5.4 Matrizes Como Variaveis

Frequentemente encontram-se problemas nos quais as variaveis sao matrizes. Por exemplo,
na desigualdade de Lyapunov (3.20), A € 7" ¢ dada e P = P” é a varidvel. Neste caso
nao se escreve a LMI explicitamente na forma F(x) > 0 e torna-se claro que a matriz P é a
variavel [16, 30].

Um outro exemplo é a desigualdade matricial quadratica abaixo:
AP +PA +PBR'B’P +Q <0, (3.26)

onde A, B, Q = QT, R = RT > 0 sdo matrizes de dimensées apropriadas, ¢ P = PT ¢ a
varidvel. A desigualdade matricial (3.26) pode ser representada como em (3.27) usando o

Complemento de Schur.
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~-ATP-PA-Q PB

BTP R |~ 0. (3.27)

Neste trabalho, as LMIs representam restri¢oes do problema de otimizagao para a obtencao

dos controladores H,,, conforme sera detalhado no capitulo 6.
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Capitulo 4

Filtros de Ponderacao

4.1 Introducao

Os filtros de ponderacao sao filtros que podem ser colocados tanto nas entradas quanto
nas saidas do sistema a ser controlado no momento do projeto do controlador desejado. Cada
filtro de ponderagao utilizado possui uma finalidade especifica como serd melhor descrito a
seguir.

Os filtros utilizados nas entradas do sistema tém o objetivo de fazer com que os sinais
de entrada tenham uma composicao espectral especifica. Dessa forma, conhecendo-se o
conteido em freqiiéncia dos sinais exdgenos, pode-se projetar um controlador com menor
conservadorismo, pois os filtros de ponderacao atuam de forma a justamente fazer com que
o conhecimento prévio do comportamento dos sinais de entrada seja levado em consideragao
durante a fase de projeto do controlador. Em outras palavras, sabendo-se que um dado
sinal de referéncia apresenta apenas componentes de baixa freqiiéncia, a inclusao de um filtro
passa-baixa possibilita que o sinal de controle para um sistema de rastreamento venha a ap-
resentar apenas baixas freqiiéncias, ao contrario do que aconteceria se o filtro de ponderagao
nao fosse considerado.

Quando aplicados aos sinais de saida do sistema, os filtros de ponderacao atuam de forma
a fazer com que as fungoes de transferéncia de malha fechada apresentem um comportamento
pré-definido. Sabendo-se que um dado distirbio exdgeno afeta com maior intensidade a saida
de desempenho na baixa freqiiéncia, pode-se incluir na fase de projeto do controlador um

filtro de ponderagao que provoque uma maior atenuagao deste distirbio justamente na baixa
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freqiiencia. Neste caso, o filtro de ponderacao for¢a uma conformacao espectral da funcao de
transferéncia de malha fechada entre o distirbio e o sinal de desempenho, onde se verificard
uma atenuacao do espectro de baixa-frequéncia [56].

Na area de controle robusto de estruturas flexiveis, os modelos utilizados sao comumente
obtidos através do truncamento da composicao espectral em uma dada faixa de freqiiéncia.
Com isso, desconsidera-se todos os modos de vibracao pertencentes a faixa de freqiéncia
que nao ¢ levada em consideragao. Em outras palavras, tais modelos apresentam incerteza
dinamica. Nestes casos, é indesejado que o sinal de controle atue na faixa de freqiiéncia que
foi desconsiderada devido ao truncamento. Na pratica, a excitacao de modos que nao foram
considerados para o projeto do controlador é um fenéomeno denominado spillover e pode
tornar o sistema em malha fechada instavel. Para contornar este problema, um filtro de
ponderacao ¢é utilizado para conformar a composicao espectral da funcao de transferéncia de
malha fechada entre os distirbios exdgenos e o sinal de controle de forma a forcar a existéncia

de sinal de controle apenas na faixa de freqiiéncia desejada [69, 6, 8].

A

| R B N N
guumnus®
W,

Planta

Amplitude

v

Frequéncia
Figura 4.1: Esquema qualitativo de projeto dos filtros de ponderacao a serem colocados na saida

de desempenho (Wp) e e na saida de controle (W,,).

A Figura 4.1 mostra de forma qualitativa como os filtros colocados na saida de desempenho
(Wp) e na saida de controle (W,) devem ser projetados. Desejando-se que nao exista
sinal de controle acima da frequéncia w. e que os distirbios exdgenos sejam atenuados com

maior eficacia na faixa de frequéncia que vai até w,, o filtro de ponderacao W, deve ser
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um passa-alta que pondera com maior intensidade a alta-frequéncia e o filtro de ponderagao
Wp deve ser um passa-baixa que pondera com maior intensidade a baixa-frequéncia. Em
outras palavras, deseja-se atenuar disturbios exdgenos na faixa de frequéncia que vai até w,
e evitar o fenomeno de spillover que poderia ser ocasionado pela excitagao de modos acima
da frequéncia w..

Vale ressaltar que o sistema em malha aberta onde se tem a planta a ser controlada e os
filtros de ponderacao inclusos é denominado de planta aumentada.

A escolha dos filtros de ponderacao exige um bom discernimento de engenharia e o resul-

tado final do sistema controlado depende vitalmente de uma escolha adequada.

4.2 Obtencao do Modelo de Estados da Planta Aumen-

tada
W, —»
=z
W, ——»
Z=z
d
Y %
—Pp 3 7 + ’.
T u Y y -
A
n
ol ELEE EEA i G K ‘. .................

Figura 4.2: Diagrama de blocos do sistema com os filtros de ponderagao Wp, W, e W,,. A planta
¢é dada por P e o controlador por K.

Neste trabalho, sao considerados os seguintes filtros de ponderagao:
e W, =C,(sI-A,) 'By;

e Wp = CP(SI — AP>_1BP;
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e W, =¢,onde e < 1.
Os seguintes aspectos devem ser ressaltados:

e O filtro W, é responsavel por eliminar sinal de controle da faixa de frequéncia que nao

foi considerada no modelo do sistema;

e O filtro Wp é responsavel por forcar uma maior atenuagao do distirbio na regiao de
frequéncia em que este atua. Salienta-se que, no controle ativo de estruturas flexiveis,

é comum a presenga de disturbios exégenos de frequéncia baixa (até 500 Hz);

e O filtro W,, é um ganho que multiplica o ruido de medi¢ao (n), limitando sua amplitude.
E usual considerar que o ruido de medicao apresenta na pratica uma amplitude maxima

de até 10% da amplitude maxima do distirbio exgeno [56].

O diagrama de blocos a ser utilizado neste trabalho, para a obtencao do controlador de

ordem fixa, é da forma como mostrado na Figura 4.2, onde é possivel verificar que:

e O modelo de estados da planta P é:

X = Ax+Bd+Bou, (4.1)

5’ = Cx + Dld + Dgu. (42)

e O modelo de estados do filtro Wp é:

XP = APXP—FBP}N’, (43)

zZ = CPXP+DPS" (44)

e O modelo de estados do filtro W, é:

x, = A,x,+ B,u, (4.5)

ua = C,x,+D,u. (4.6)
e O sinal enviado ao controlador é:
y = y+W,n (4.7)
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E importante mencionar que, na literatura, é comum encontrar a utilizacao de filtros de
ponderacao bi-préprios (ordem do polindomio do numerador igual & ordem do polindémio do
denominador) [69]. Daf justifica-se a existéncia das matrizes D, e Dp dos modelos de estados

dos filtros utilizados neste trabalho.
Utilizando (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7) o modelo de estados da planta
aumentada pode ser definido como [69]:

p'e [ A 0 0 X Bl 0 d BQ
Xy = 0 A, O X, | + 0 0 [n]+ B, u;  (4.8)
Xp _BPC 0 AP Xp Ble 0 BPDQ
- X
zZ _ DpC 0 Cp DpD; 0 d DpDs )
HE A FIR G HE e
Xp
* d
y = [C 00]]|x |+][Dy Wn][n}jLDQu. (4.10)
Xp

Dessa forma, o modelo de estados da planta voltado para o problema H., dado na forma
das equacdes (3.4), (3.5) e (3.6) pode ser escrito em funcio das matrizes A% BY, B, C¢,

CS, DY, D%, DY e DY, definidas comor:

A 0 O B, 0 B,
A= 0 A, 0 |[; Bf=| 0 o0]|; Bfy=| B, |;
L BPC 0 AP i L Ble O i L BPD2 1
e R B e R T N

Cf=[C 0 0]; Df=[D; W, ]; Df =D,

4.3 Obtencao das Matrizes de Transferéncia de Malha
Aberta e Malha Fechada da Planta Aumentada

A partir da Figura 4.2, pode-se escrever:

. d d

y = P[u}—[Pl PQ}{U]—PldJFPQu; (4.11)
z = ijf:Wp(Pld—l—Pgu); (412)
a = W,u (4.13)
y = Wion+y=W,n+Pd+Pou, (4.14)
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onde P; é a matriz de transferéncia entre a entrada d e a saida y e Py é a matriz de
transferéncia entre a entrada u e a saida y.

Utilizando (4.12), (4.13) e (4.14), a matriz de transferéncia de malha aberta pode ser

obtida:
Z WP, 0 WpP, d
u| = 0 0 W, n . (4.15)
y P, W, P, u

Como u = Ky = K(W,n +y), as expressoes (4.13), (4.11) e (4.12) tornam-se respecti-

vamente:
u=W,K(W,n+y), (4.16)
y =Pid + PoK(W,n +y), (4.17)

Isolando-se y em (4.17), obtém-se y em fungao de d e de n:
¥ = (I—P,K)"'Pd + (I - P,K)"'P,KW,n. (4.19)
Substituindo (4.19) em (4.18), ¢é possivel escrever z em funcao de d e de n:
7 = WpP,d + WpP,KW,n + WpP,K5, (4.20)

7z = (WpP, + WpP,K(I—PyK) 'Py)d + (WpPo KW, + WrP,K(I - PoK) 'P, KW, )n.
(4.21)

A expressao (4.21) pode ser reescrita como:

7= Wp(P, + P,K(I—P,K)'P))d + WpP,K(I+ (I — P,K) 'P.K)W,n.  (4.22)

Com a finalidade de escrever t em fungao de d e de n, substitui-se (4.19) em (4.16):
a=W,KW,n+W,K(I-P,K)'P;d+W,K( - P;K) '"P,KW,n. (4.23)

Reescrevendo (4.23), obtém-se:

a=W,K(I-P,K)"'P,d+W,K(I+ (I-P,K) 'P,KYW,n. (4.24)
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Para simplificar as expressoes anteriormente determinadas, N1, Na, N3 e N4 sao definidos:

N, = P, +P,K(I-P,K) 'Py; (4.25)
N, = PK(I+ (I-PK) 'P,K)W,,; (4.26)
N; = K(I-P,K)'Py; (4.27)
N, = KI+(I-PK) 'P,K)W,,. (4.28)

Utilizando (4.25), (4.26), (4.27) e (4.28), a matriz de transferéncia de malha fechada é

|

Através de (4.29) e analisando as entradas e saidas do diagrama de blocos apresentado

escrita da forma que segue:

- [ (]

WuNg WUN4 n

o N

na Figura 4.2, verifica-se que a matriz de transferéncia de malha fechada é:

{ WeNe WeN; ] : (4.30)

WuN3 WuN4

O problema de controle H,, sub-6timo consiste em fazer com que a norma H,, da matriz

de transferéncia de malha fechada seja menor que um dado valor v, ou seja,

WpN; WpNy
W,N; W,N,

‘ <. (4.31)

Visualiza-se que, se (4.31) é satisfeita, entao as seguintes relagoes também sao satisfeitas

51, 69]:

[WpNi[, < (4.32)
IWeN:|, <7 (4.33)
IWuNs |, <7 (4.34)
W, N, <. (4.35)

Pegando-se como exemplo a expressao (4.34), verifica-se que a norma H,, de W, vezes
N3 deve ser menor que um dado valor escalar 7 (uma linha continua e horizontal no dominio
da frequéncia). Se W,, é um filtro passa-alta, N3 deve apresentar a composigao espectral de

um filtro passa-baixa, ja que o valor de pico de W, vezes N3 no dominio da frequéncia nao
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deve ultrapassar o valor de v. Dessa forma, pode-se dizer que N3 é forcado a apresentar uma
composicao espectral inversa em relacao a composicao espectral do filtro W,,.

Raciocinio andlogo pode ser aplicado na andlise das expressoes (4.32), (4.33) e (4.35).
Caso (4.32), (4.33), (4.34) e (4.35) sejam satisfeitas diz-se que a estabilidade robusta esta
garantida, pois a conformacao espectral de Ny, Ny, N3 e Ny foi realizada com sucesso [69].
Vale ressaltar que por estabilidade robusta entende-se a estabilidade do sistema em malha

fechada na presenca de incertezas de modelagem.

Para um melhor entendimento do contetido deste capitulo, o apéndice D deste trabalho

traz um exemplo de uso de filtros de ponderagao.
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Capitulo 5

O Método Lagrangiano Aumentado

5.1 Introducao

O método Lagrangiano Aumentado resolve um problema de otimizagao com restrigoes
através da resolucao de sucessivos problemas irrestritos, caracterizando-se pela facilidade
com que sua implementacao computacional pode ser realizada.

Tendo sido proposto de forma independente por Hestenes [37] e Powell [63] em 1969,
o Lagrangiano Aumentado (também denominado de método dos Multiplicadores) envolve
conceitos de métodos de penalidades e métodos duais (Lagrangianos duais) com o objetivo
de eliminar algumas desvantagens associadas a estes métodos [49, 53].

Com a introdugao da Programacao Quadratica Sequencial (cuja sigla em inglés é SQP)
por volta de 1970 e o surgimento de métodos de ponto interior por volta de 1980, o interesse
no método Lagrangiano Aumentado diminuiu de certa forma. Na década de 80 alguns au-
tores propuseram combinar problemas SQP com funcoes Lagrangianas Aumentadas. Hoje,
o método Lagrangiano Aumentado vem sendo utilizado de forma combinada com métodos
de ponto interior, onde se torna possivel lidar com restricoes de igualdade nao-lineares. A
histéria do Lagrangiano Aumentado, do seu inicio até a década de 90, é apresentada em [19].

Nas secoes seguintes sao apresentados conceitos relacionados as condigoes de otimalidade,
método de penalidades, métodos duais e o método do Lagrangiano Aumentado propriamente

dito.
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5.2 Condicoes de Kuhn-Tucker Associadas a um Pro-
blema Padrao

Seja o problema P, de interesse:

minimizar f(§)
P, { sujeitoa:hi(§) =0, 1=1,..,1,
’Uj(f) S O, j = 1, ., m,

onde as fungoes f(£), h;i(§) e vj(£) podem ser tanto lineares quanto nao-lineares nas variaveis
de otimizacao do vetor &.
As condigoes de Kuhn-Tucker (K.T.) associadas ao problema P, sdo dadas em (5.1) e sao

condigoOes necessarias para um dado ponto factivel £ ser solugao 6tima local deste problema:

l m
VAE) + Y ANV + > 1 Vui(€) =0,
i=1 Jj=1
105(§) =0, (5.1)
p; = 0,

onde A e u sao denominados multiplicadores de Lagrange e existe um conjunto £*, A* e u*

que satisfaz (5.1) representando uma solucao étima de P,.

Informagoes mais detalhadas sobre as condigoes de K. T. podem ser encontradas em [14].

5.3 A Funcao Lagrangiana

Dado um problema de otimizacao nao-linear denominado problema primal, existe um
outro problema de otimizacao nao-linear associado a ele denominado problema dual. Dentre
as formulacoes de problemas duais propostas na literatura, a formulacao Lagrangiana dual
tem sido destacada devido ao fato de ser bastante utilizada na resolucao de problemas nao-
lineares que podem ser tanto convexos quanto nao-convexos [14].

A funcao Lagrangiana associada ao problema P, é:

L(& N\ 1) = f(€) + Z Aihi(€) + Z 1505 (€). (5.2)
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Em notagao vetorial, a expressao (5.2) torna-se:

L(§, A 1) = f(€) + ATh(&) + 1" v(¢). (5-3)

Condicoes equivalentes as condigoes de K. T. podem ser escritas baseadas na funcao La-
grangiana, isto é, condigoes necessarias para £ ser um 6timo local de P, é que sejam satisfeitas

as condigoes [66]:

oL oL oL

— =0, — <0, —=0, u" =0, pu; >0. 5.4

85 Y a/l —_ 9 8)\ Y /"L V(g) 9 l’[’] - ( )
No caso em que o valor de £ tal que ‘3—? = 0 seja o mesmo valor que minimiza a funcao

Lagrangiana, as condigoes (5.4) passam a ser suficientes para £ ser a solu¢ao 6tima global de

P,

5.4 A Funcao Penalizada

A forma cléssica dos métodos de penalidades é adicionar um termo de penalizacao a
fungao objetivo f(£) quando o ponto £ é infactivel e obter a solugdo 6tima desta funcao
penalizada por algum método de otimizagao irrestrita.

Seja a fungao penalizada p(§) associada ao problema P,

§E) = SO + 5 S alhi@) + 5 3 (O (55
onde:

e [a], corresponde ao valor 0 (zero) se a < 0 e, caso contrdrio, corresponde ao préprio a;

e ¢; e ¢; s@o os parametros de penalidade (valores escalares e positivos) denotados de

forma genérica por c.

A observacao da equagao (5.5) mostra que a fungao f(&) é penalizada toda vez que £ é
infactivel. O tipo quadratico de penalizagao mostrado é usual.
Os parametros de penalidade sao associados a cada restricao e seu valor depende da

iteragao em questao. Observa-se que ¢ tende para £* a medida que os valores de ¢ tendem

36



para infinito. Salienta-se que aquelas restricoes nao violadas nao sao penalizadas, isto ¢, o
parametro de penalidade s6 é aumentado para as restricoes violadas. Ressalta-se que em
alguns casos é utilizado um tinico parametro de penalidade para todas as restrigdes [4].

A escolha adequada dos valores dos parametros de penalidade, bem como a taxa de
crescimento destes é adotada para cada problema particular e, em geral, estes valores s
podem ser definidos por meio de testes com o préprio algoritmo e com o problema em questao.

Um dos problemas mais sérios dos métodos de penalidades é que, a medida que os valores
de c crescem, o problema torna-se numericamente mal-condicionado, dificultando a resolucao
do problema irrestrito associado. Contudo, valores grandes de ¢ tendem a tornar a funcao
p(§) mais convexa, o que pode representar uma vantagem numérico-computacional, havendo
assim um problema de compromisso.

Demonstra-se, contudo, que a solugao da otimizagao irrestrita p(¢) pode nao representar
a solucao 6tima de P,, e em geral isto ocorre.

O minimo da funcao p(§) deve satisfazer a condi¢ao de minimo irrestrito:

l m

Vp(€) = VFE) + Y chil€)Vhi(€) + Y ¢ [ (€)], Vu,(€) = 0. (5.6)

i=1 j=1

Nota-se que, para § = £*, [v;(§*)], = 0 e hy(£*) = 0, implicando em:
Vp(€") =V f(E)+040. (5.7)

Observa-se em (5.7) que para £ = £*, Vp(£*) ndo é necessariamente nulo. Portanto, o
resultado obtido na otimizagao irrestrita de p(§) ndo é necessariamente a solu¢ao étima do
problema P,.

Maiores detalhes sobre os métodos de penalidades sao fornecidos em [14].

5.5 O Lagrangiano Aumentado

A funcao Lagrangiana Aumentada pode ser vista como uma combinacao da funcao pe-
nalizada e da fungao Lagrangiana, eliminando a necessidade dos parametros de penalidade

atingirem valores muito elevados. Reduz-se, assim, o problema de mau condicionamento
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numérico associado aos métodos usuais de penalidades, pois o Método do Lagrangiano Au-
mentado possui a propriedade de que a solucao 6tima do problema P, é também a solucao
do problema irrestrito associado, como mostrado a seguir.

Seja a funcao P¢(€, A\, i) a funcdo Lagrangiana Aumentada como definida a seguir:

l l

Bel& A1) = JO)+ YA€) + 3 (&) + 5 D el +5 D eslu@F . (59)

i=1 =1 7j=1

O gradiente da funcao Lagrangiana Aumentada com relacao a £ é:

l m
VOe( A, ) = VFE) + D NiVhi(&) + Y 1 Vo (§)+
i=1 j=1

l m

+ 2 all(@)Vhi(€) + > ¢ [0 €)], Yoy (€). (5.9)

Seja {=¢* a solugdo do problema P,. Logo, hi(£*) = 0, [v;(£*)]. = 0 e Vf(z*) +
+ 30 V(€Y +2 00 Vi (€7) = 0, pois se deve satisfazer as condigoes de K.T.. Assim,
tem-se que:

Vb (5, \, 1) = 0, (5.10)

isto é, a solugao do problema restrito P, é também a solugao da otimizagao irrestrita da
funcao Lagrangiana Aumentada. Logo, £* pode ser obtido por meio da otimizacao irrestrita
de @c(&, A, ).

O resultado obtido em (5.10) assume que as condigoes de K.T. sdo satisfeitas. Para que
isso seja valido é necessario conhecer os multiplicadores de Lagrange associados ao ponto
otimo. Contudo, tanto o ponto 6timo como os multiplicadores sao desconhecidos. E neste
ponto que os conceitos de dualidade tornam-se importantes, pois uma maneira de encontrar
ou pelo menos estimar os multiplicadores de Lagrange faz-se necessaria.

O método Lagrangiano Aumentado utiliza, a cada iteragao, uma estimativa para os mul-
tiplicadores de Lagrange. Existem algumas férmulas ja conhecidas para estimar estes multi-
plicadores e tais formulas tém a propriedade de que a medida que £ aproxima-se de £*; A e i
aproximam-se de \* e p*. A formula usada neste trabalho é bastante simples e pode ser vista

como uma decorréncia direta das condigoes de K.T.. Através da equagao (5.9) e utilizando
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a condigao de gradiente nulo (6timo irrestrito), obtém-se:

l

VOe(& A 1) = VFE) + D (N +cihi(é ) + Z 1i + ¢ [v;(€)],)Vu;(€) = 0. (5.11)

i=1
Observando (5.11), pode-se dizer que para satisfazer as condigoes de K.T. os novos mul-

tiplicadores seriam:

By = py+civié)l, - (5.13)

As equagoes (5.12) e (5.13) sugerem uma sequéncia para a atualiza¢do dos multiplicadores
de Lagrange a cada iteracao, e a medida que A e p se aproximam de A\* e p*, £ se aproxima

de £*. A sequéncia natural para a atualizagao dos multiplicadores, portanto, é do tipo:

N = M+ ahi(€h), (5.14)

it = e o] (5.15)

As sequéncias apresentadas em (5.14) e (5.15) podem ser interpretadas como uma sequéncia
de maximizacao do problema dual associado segundo o método do gradiente, onde os multi-
plicadores de Lagrange representam as variaveis de otimizacao, as restricoes representam o
gradiente e os penalizadores podem ser relacionados ao passo [49].

Observa-se, deste modo, que o método Lagrangiano Aumentado combina os conceitos dos
métodos de penalidades (pois a fungao objetivo é penalizada pela violacao das restrigoes) e
métodos duais pela estimativa dos multiplicadores de Lagrange a cada iteracao, buscando

resolver o problema dual associado.

5.6 Algoritmo do Método Lagrangiano Aumentado

O algoritmo do método Lagrangiano Aumentado pode ser esquematizado da forma que

segue:
1. Dado o problema restrito da forma de P,, definir os seguintes valores iniciais:
e Ponto de partida: £;

39



e Multiplicadores de Lagrange de partida: \° e u?;

e Pardmetros de penalidade de partida: ¢ e cJ;

e Taxa de crescimento do parametro de penalidade: p (p > 1);
. Inicializar o contador de iteragoes: k = 0;

. Montar a funcao Lagrangiana Aumentada:

l m l m
1 1
(€A 1) = FIE) + D Nhi(€) + Y m5ui(€) + 5 D el (hi(€)* + 5 D [y(€))% 5
i=1 j=1 i=1 j=1
. Minimizar ®.(&, A, ) com relagdo a & usando algum método de minimizagao irrestrita

obtendo o ponto &FF1;

. Atualizar os multiplicadores de Lagrange e os parametros de penalidade segundo algum
esquema. Neste trabalho adota-se:
e Se |h;(€F)] > &) entdo faga:
gt = pd,

AN = N hi(E);

e Se [vj(gk)h > ¢; entao faga:

o1 ;

pit =g+ oy (ER);
Caso contrario, u’;

k+1 _
L=,

Adotou-se e, = 1077,

6. Verificar o critério de convergéncia adotado. Caso ocorreu a convergéncia, entao a

otimizacdo pode ser finalizada e £* é a solucdo. Caso nio tenha ocorrido convergéncia,

incrementa-se o contador de iteragoes e retorna-se ao passo 3.
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E importante ressaltar que o Método do Lagrangiano Aumentado possui carater bastante
geral, sendo aplicado a problemas onde a funcao objetivo e as restricoes podem ser fungoes
nao-lineares. Além disso, salienta-se o aspecto de que o esquema utilizado para a atualizacao
dos parametros de penalidade e multiplicadores de Lagrange tem influéncia significativa no

comportamento do método sob o aspecto de convergéncia.

Neste trabalho, o método Lagrangiano Aumentado foi utilizado com a finalidade de trans-
portar para a fungao objetivo do problema de obtencao dos controladores de ordem fixa uma
restricao de igualdade nao-linear, permitindo uma linearizagao do problema para se usar as

formulagoes LMIs. Tal procedimento é detalhado no préximo capitulo.
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Capitulo 6

Controlador H de Ordem Fixa

6.1 Introducao

Este capitulo enfoca o projeto de controladores robustos de ordem fixa baseado em um
ponto de vista de otimizagao iniciado por Apkarian e Tuan [4]. Neste enfoque, certos prob-
lemas de controle robusto podem ser resolvidos através de uma formulacao baseada na min-
imizagao de uma funcao objetivo linear sujeita a restricoes LMIs e com uma restricao nao-
convexa em termos de rank, tal como segue:

P minimizar v §E
! sujeito a :

G() < 0, (6.1)
rank (I'(€)) = (6.2)

para o qual £ é o vetor de variaveis de decisao e v é um dado vetor que multiplica £ e determina
uma expressao linear a ser minimizada. A desigualdade (6.1) representa as restrigoes LMIs e
a expressao (6.2) é a condi¢ao que especifica a ordem do controlador. Esta ultima restri¢ao
¢ uma funcao matricial nao linear que torna o problema mais complicado e numericamente
dificil de ser tratado [20].

Neste trabalho, a restri¢ao de rank (6.2) é escrita como uma condi¢ao de inversao matricial
que deve ser satisfeita para que o controlador de ordem reduzida exista. Esta restricao
¢é incorporada dentro de uma funcao Lagrangiana Aumentada com um termo envolvendo

parametros de penalidade definidos adequadamente e um termo associado aos multiplicadores

42



de Lagrange. A funcao Lagrangiana Aumentada é minimizada sucessivamente sujeita a
essas restricoes LMIs, usando um seqiiencial aumento dos parametros de penalidade e uma
regra de atualizagao para os multiplicadores de Lagrange conforme apresentado no capitulo
5. As restricoes LMIs, devido a sua estrutura especial, sao tratadas explicitamente e nao
sao incluidas na funcao Lagrangiana. Este procedimento é realizado neste trabalho com o
auxilio de resolvedores de LMIs atualmente disponiveis (pacote para o tratamento de LMIs

do aplicativo MATLAB [30]).

6.2 Sintese do Controlador H,, de Ordem Fixa

Seja o modelo de estados de uma planta invariante no tempo que segue:

X = AX =+ B1W + Bgu, A - §Rn><n (63)
z = Cix+Dj;w+ Djsu, (6.4)
y = Cox+Dyw. (6.5)

O modelo de estados do controlador dinamico de ordem reduzida a ser obtido é definido

CO1mo:

XK = AKXK -+ BKy, AK € §Rk><k, k S n, (66)

u = CKXK + DKy (67)
Dessa forma, a lei de controle é dada por:
u=K(s)y, K(s)=Cg(s] —Ag) 'Bg + Dg. (6.8)

A partir do modelo de estados da planta e do modelo de estados do controlador, é possivel

obter o modelo de estados da malha fechada. Substituindo (6.5) em (6.7), obtém-se:
u = DKCQX + CKXK + DKD21W. (69)

Substituindo (6.9) em (6.3), (6.5) em (6.6) e (6.9) em (6.4), obtém-se respectivamente:

X = (A + BQDKCQ)X + BQCKXK + (Bl + BQDKDgl)W; (610)
XK = BKCQX+AKXK +BKD21W, (611)
7z = (Cl + D12DKCQ)X + DmCKXK -+ <D11 —+ D12DKD21)W. (612)
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Utilizando (6.10), (6.11) e (6.12), o modelo de estados da malha fechada pode ser escrito

COIMo:
Xcl = Aclxcl + Bclwa (613)
7z = Cclxcl + Dch, (614)
onde:
X A + BQDKCQ BQCk Bl -+ BQDKD21
= . Ay = B, = , 6.15
xd [xK } l [ B, C,  Ax | D By, (6.15)

Cuy= [ C1+D1DkCy D12Ck } ; Da= [ Di; + D12Dg Doy } :

Com isso, a matriz de transferéncia de malha fechada entre w e z é definida como:
z =T(s)w, (6.16)

onde T(s) = Cy(sI — Ay)"'By + Dy.

Antes de prosseguir, é importante ressaltar que a planta apresenta ordem n e o controlador
ordem k < n.

Afim de garantir que o sistema em malha fechada seja estdvel, ou seja, para w = 0
todos os estados tendem a zero quando o tempo tende ao infinito, utiliza-se a condicao de
Lyapunov: V(x.) = x4,Px, > 0 com V(xy) = x4Pxy + xIPx, < 0.

Como critério de desempenho do sistema em malha fechada, deseja-se limitar em um certo
valor v a norma H,, da matriz de transferéncia entre a entrada de distirbios exégenos w e

a saida de desempenhos z, ou seja:
IT($)lloo < - (6.17)

Utilizando (6.17), o problema H,, sub-6timo pode ser escrito em func¢ao da energia dos

sinais de saida e de entrada da forma como segue [18]:

IT(5) % = sUpw Tpae(T(jw)) = suPw Amaa(T"(jw) T (jw)) = (6.18)

w (ju) T* (ju) T(jw)wljw) _
w (juw)w(jw)
ITGuywl3 - 23

Wiz~ Ilwli3

(6.19)

= SUPy MATw£0

= SUPy MATw£0
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Vale salientar que a passagem da tltima expressao de (6.18) para (6.19) ocorre devido ao

fato de que a seguinte equacgao caracteristica deve ser satisfeita para uma solucao nao-trivial

(w #0):

Jw=)\w = wIw=wlw=\ww = A= W;]w,
WrW
onde J = T*(jw) T (jw).
Como d@;é < ||T(s)||%, de (6.17) tem-se:
2
\|||vzv||||22 <~ = z(t)Tz(t) < YV*w(t) ' w(t). (6.20)
2

Devido ao fato da soma de duas expressoes negativas também resultar em uma expressao

negativa, pode-se escrever a condigao de estabilidade (V(x,) < 0) e a condi¢ao de desem-

penho (z7z — v*wTw < 0) em uma tnica expressio:
V(xa) + 2"z —y*wiw <0 = $4Px,+ x4Pxg + 272 — *wi'w < 0. (6.21)

Utilizando (6.13) e (6.14), substitui-se z e x4 em (6.21) e obtém-se a seguinte expressao

matricial:

[ x

Towr ] [ AP + PAd+ CyCa PBa + CyDy } [ el } < 0. (6.22)

. B/ P + D],C, —7’1+ D] D, w
Sabe-se que uma dada matriz simétrica J é negativo-definida se e somente se p?Jp < 0
para qualquer p # 0. Dessa forma, a partir de (6.22), pode-se escrever:

AP +PA,+C!C, PB,+ClD,
[ B’P+D'C, —1+D.D, | =" (6.23)
A equagao (6.23) pode ser decomposta da forma que segue:

AP +PA, PB, Cl
{ : Bip S|t Dé [Cy Dy ]<o0. (6.24)
Aplicando o complemento de Schur em (6.24), obtém-se (6.25):

AP +PA, PB, C}
BLP —*1 DY, | <o. (6.25)
Ccl Dcl _I

Para tornar a restricao (6.25) linear, pode-se redefinir uma nova varidvel o = 7* e re-
solver o problema em termos desta nova variavel. Uma outra alternativa, a qual é uti-

lizada neste trabalho, consiste em aplicar uma transformagao de congruéncia onde (6.25) é
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1210 0
pré e pés-multiplicada por 0 A~ Y21 0 (vide [1, 3, 4]). Além disso, define-se
0 0 AV
X =~71P > 0 e obtém-se finalmente as LMIs:

AIX + XA, XB,; C}
BiX —~I D% | <0, X>0. (6.26)

Ccl Dcl _ﬁ)/I
A LMI (6.26) apresenta como incégnitas v, X e as matrizes do modelo de estados do
controlador (A, Bk, Ck, Dg) que se encontram dentro das matrizes do modelo de estados
da malha fechada (A, By, Cy, Dy). Com isso, é interessante reescrever (6.26) de forma a

tornar explicitas as matrizes do controlador dinamico que se deseja obter. Com esta final-

idade, as matrizes em (6.15) do modelo de estados da malha fechada podem ser reescritas

como [1]:
A O 0 B, |[Ax Bg 0 Ix
v Dol wller o le B o
_ Bl 0 B2 AK BK 0
v Lol vl e ool | 62
Ax Bg 0 Ix
Cq, = [CLO]+]0O DIQ}{CK DKH02 0}, (6.29)
Ax B 0
D, = Dii+[0 D12]|:C§ Di}{Dm}’ (6.30)

onde I e Og sao, respectivamente, uma matriz identidade e uma matriz de zeros, ambas de
ordem k X k.

As matrizes (6.27), (6.28), (6.29) e (6.30) podem ser reescritas como:

Acl = Aa + BaKaCaa
Bcl - Bl,a + BaKaD21,a
Ccl = Cl,a + D12,aKaCa

Dcl = D11+D12,aKaD21,aa

Cco1ml:



[0 B [0 Ix B T o
Ba_|:IK O:|aca_|:c2 0:|;DlQ,a_[ODlQ]aD21,a_|:D21:|-

Vale ressaltar que houve um aumento na ordem matricial para n+k em A, por exemplo.
Usando (6.31), (6.32), (6.33) e (6.34), a primeira desigualdade matricial de (6.26) pode
ser reescrita como:
¥+ Q'K!Ryx + RYK,Q < 0, (6.35)
onde:
RX:[BaTX 0 D1T2,a]a Q:[Ca Do, 0}7
ATX +XA, XB;, C],

U= B7 X 1 DL
Cl,a Dy -1

E importante ressaltar que:

(6.36)

&
S
|
&
o o K
O - O
==

com R = [ B o Dipz,a ]

Na sequéncia, é necessério introduzir o Projection Lemma [16] por este ser de fundamental
importancia no método de solucao aqui proposto. O Projection Lemma diz que, dada uma
matriz simétrica ¥ € R e duas matrizes Ry e Q de dimensao de coluna m, o problema

(6.35) ¢ factivel com relacao a matriz K, de dimensoes compativeis se e somente se
N%, UNg, <0, NLUNg <0, (6.37)

onde Nz, e Ng denotam bases arbitrarias do espago nulo de Rx e Q respectivamente [29].

E importante salientar que (6.37) ¢ obtida a partir de (6.35) devido ao fato de:
o Ni (Q"K Ry + RXK.Q)Np, =0;
o NL(QTK Ry + REK,Q)Ng = 0.

E possivel verificar que a expressao (6.35) é uma desigualdade nao linear e apresenta
as seguintes varidveis v, X, Ag, Bg, Cx e Dg. Com o uso do Projection Lemma, as

incégnitas referentes as matrizes do controlador dinamico (Ak, Bk, Ck, D) sdo eliminadas
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do problema LMI em questao e as expressoes em (6.37) (resultantes do Projection Lemma)
sao desigualdades matriciais lineares nas incégnitas restantes (v e X).
Afim de tornar explicita a variavel matricial X na expressao da base do espaco nulo de

Ry, tem-se, a partir de (6.36), que:

X1t oo
Ng, = 0 I 0 |Npg,
0 01
pois:
X 00 Xt oo
RxNRX:0:>R 0 IO 0 10 Nr =RN;z=0.
0 01 0 01

Utilizando o Projection Lemma, a existéncia de K, em (6.35) é equivalente a existéncia

de v e X > 0 tal que (6.38) e (6.39) sejam satisfeitas:

ATX +XA, XB;, CI,

NLUNg <0 & N} B’ X —I DI |Ng <o, (6.38)
Cl,a Dy, I
XAl +AX" B, X7'C],
N UNg, <0 < Nj BT, —~I DT Nz < 0. (6.39)
Cl,aX_l Dy -1

Como a expressdo (6.39) é ndo-linear em X, faz-se X ' =Y > 0 € ROFR*0+F) que pode
ser escrita como XY — I = 0. Utilizando (6.38) e (6.39), a sintese do controlador H,, de
ordem fixa pode ser realizada apds a obtencio das varidveis matriciais X = X7 ¢ Y = YT

do problema de otimizagao que segue [4, 29]:

minimaizar -y
P2 :

sujeito a :

h(€) =XY -1=0, (6.40)

[ ATX + XA, XB,, Cf,]
Ng, B{, X —I DT | Ng<oO, (6.41)

| Cia Dy I ]

[ YAT + AY B, YC],]

N7 B 41 DL | Np<O0
R La 8l 11 r <V, (6.42)
C.Y D, 1
X I

{ | Y} > 0. (6.43)
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A LMI (6.43) é uma forma de impor através de uma tnica expressao que tanto X quanto
Y sado matrizes positivo-definidas, mantendo consisténcia com a restri¢ao (6.40). Segundo
a referéncia [4], a inclusao da LMI (6.43) também melhora a estabilidade do algoritmo de
solucao a ser apresentado na secao 6.3.

A expressio (6.40) é a condicio de inversio matricial X' = Y = XY = I que deve
ser satisfeita para que as matrizes do modelo de estados do controlador de ordem fixa pos-
sam ser obtidas (o procedimento para a obtencgao de tais matrizes é descrito no final desta
secdo). Esta expressdo é uma restricdo nao-convexa, e, portanto, neste trabalho é inserida
na funcao Lagrangiana Aumentada de forma a tornar o problema mais facil de ser tratado
numericamente. Afim de verificar a ndo-convexidade da restri¢ao (6.40), a Figura 6.1 fornece
a representacao grafica de h(§) para o caso em que as varidveis matriciais X e Y s@o de
ordem 1 x 1. E possivel verificar que a regiao gerada por XY — I = 0 é nao-convexa. O
fato de h(&) ser nao-convexa, pode, portanto, ser generalizado para os casos em que X e Y

apresentam ordem maior que 1.

h(€) =azy — 1

Figura 6.1: Representagao grafica da restricao h(§) = zy — 1 = 0.

Com isso, o problema de otimizacao em questao pode ser aproximado por uma série

de novos problemas de otimizacao, cada um envolvendo a minimizagao de uma funcao La-
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grangiana Aumentada sujeita as restricoes LMIs (6.41), (6.42) e (6.43), ou seja,
P, minimizar ®.(§,N) =~ + Zij A(XY 1), + % zij ¢i; (XY — I)?j
sujeito a : (6.41), (6.42), (6.43),

onde A;; sao os multiplicadores de lagrange e ¢;; sao os parametros de penalidade. E im-
portante ressaltar que cada restricao contida em XY — I = 0 possui o seu multiplicador de
lagrange e o seu parametro de penalidade associado.

Devido ao fato de se poder utilizar algoritmos de programacao semidefinida contidos
em aplicativos tais como MATLAB, as restri¢goes LMIs (6.41), (6.42) e (6.43) nao foram
transportadas para a funcao objetivo ®..

Na forma matricial, a funcao objetivo de P3 torna-se:
1
D (E,N) =5+ Tr(AT(XY - 1)) + évecT(XY —I) Cvec(XY — 1), (6.44)

onde C é uma matriz diagonal de parametros de penalidade positivos e A é uma matriz de

multiplicadores de Lagrange.

Para um melhor entendimento sobre a obtengao de (6.44), consultar o apéndice E deste

trabalho.

Apoés a obtencao da variavel matricial X e de v do problema de otimizacao Pj, a con-
strugao do controlador de ordem fixa ocorre resolvendo o problema de factibilidade (6.35).
As incognitas neste problema de factibilidade sdo apenas as matrizes que definem o modelo
de estados do controlador (Ak, Bk, Ck, Dg). Vale ressaltar que, devido a construgao do
controlador consistir em um problema de factibilidade, a solu¢do nao é unica, sendo, por-
tanto, possivel obter mais de um controlador que satisfaca ao problema em questao. Neste
trabalho, o comando feasp do MATLAB (que implementa o algoritmo projetivo de Nesterov

e Nemirovski [54, 55]) foi utilizado para resolver este problema de factibilidade.

20



6.3 Algoritmo Utilizado na Sintese do Controlador H,
de Ordem Fixa

Baseando-se nas referéncias [3] e [4], o algoritmo aqui apresentado é dividido em 4 passos

principais, os quais sao detalhados a seguir.
Passo 1 - Fase Inicial

O algoritmo ¢ inicializado através da determinacao de um ponto factivel das restrigoes
LMIs (6.41), (6.42) e (6.43). Inicializa-se a matriz diagonal dos parametros de penalidade
C" com valores positivos maiores que zero (da ordem de le — 6 por exemplo) e a matriz dos
multiplicadores de Lagrange A° como sendo uma matriz de zeros. Sao definidos os seguintes

parametros: p > 1 e € > 0. Valores utilizados neste trabalho sao p = 2.0 e € = 0.00001.

Passo 2 - Fase de Otimizacao

Para uma dada iteracdo m minimiza-se ¢.m (&, A™) sujeito as restrigbes LMIs (6.41),
(6.42) e (6.43). Com isso, obtém-se {1, Utiliza-se {™ (varidveis de decisao da iteragao
anterior) como um valor inicial para o processo de otimizagao deste passo. As ferramentas

de otimizacao utilizadas neste passo serao melhor detalhadas na secao 6.4.

Passo 3 - Atualizagao do Parametro de Penalidade e dos Multiplicadores de La-
grange

A matriz dos multiplicadores de Lagrange A é atualizada com uma regra de atualizacao

de primeira ordem. Para isto, realiza-se o seguinte procedimento:

Passo 3.1: A diagonal da matriz dos parametros de penalidade é vetorizada;

Passo 3.2: O vetor obtido no passo 3.1 é transformado em uma matriz cheia (vide exemplo

que segue);

Passo 3.3: A matriz cheia obtida no passo 3.2 é utilizada para atualizar os multiplicadores

de Lagrange.
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Afim de tornar mais claro o entendimento da atualizacao dos multiplicadores de Lagrange,

mostra-se um exemplo com a matriz dos parametros de penalidade Cj , na iteracao m:

¢t 00 0
m |0 & 0 0
C"=10 0 ¢ 0
00 0

A diagonal vetorizada da matriz C™ é: v = [ c1 Co C3 C4 }T

E possivel obter uma matriz cheia S” a partir de v da forma como segue:
Sm _ 1 C3
Coy C4 '

. T .
Caso v fosse igual a [ C1 Cy €3 C4 C5 Cg C7 CR 09] , obter-se-ia:

Ci C4 Cr
S™ = Cy Cs Cg
€3 Cg Cg

Com isso, a matriz dos multiplicadores de Lagrange pode ser atualizada como:
Am+1 — Am + Sm o (Xm+1Ym+1 o I)

onde A o B = (4;;B;;) denota o produto de Schur (ou Hadamard). Esta operacao consiste

em cada termo de A multiplicar o termo de mesma posi¢ao em B. Seja o exemplo que segue:

. a; as o b1 bg o a1b1 CL3b3
A_|:(12 a4]’ B—|:b2 b4:|’ AOB—|:Cl2b2 a4b4]'

Esta regra de atualizacao é importante para a convergencia do algoritmo Lagrangiano
Aumentado [4]. Uma discussao mais detalhada sobre este critério de atualizagao pode ser

encontrada em [57].

A atualizagao da matriz dos parametros de penalidade C ocorre da seguinte forma:

e cada termo da diagonal de C (cada parametro de penalidade) é atualizado separada-

mente e estd associado a uma restricao diferente;
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e um dado parametro de penalidade é multiplicado por p quando o valor na iteracao
atual da restricao com a qual este parametro de penalidade estd associado for maior

que ¢ (valor positivo da ordem de 10~ por exemplo).

Este critério de atualizacao dos parametros de penalidade tem a finalidade de penalizar
separadamente cada restricao de igualdade (XY —1I);; = 0 e forcar sua factibibilidade ao
final do processo de otimizacao do Lagrangiano Aumentado.

Em notacao matemadtica, cada termo da diagonal ¢;; da matriz dos parametros de penal-

idade C ¢ atualizado através do critério que segue:

it _ [ el se |(XY — I > e
Ul se (XY =Dt <«

[

c (6.45)

Passo 4 - Critério de Convergéncia

Se | XY — I||r > ¢, faz-se m = m + 1 e retorna-se ao Passo 2. Caso contrario, tenta-
se construir o controlador H,, de ordem k. Se a construcao falhar, o valor de ¢ adotado
nao foi suficientemente pequeno para satisfazer a condicdo de inversdo matricial X' = Y.
Neste caso, reduz-se o valor de ¢ (divide-se € por um nimero positivo e maior que 1), faz-se

m =m + 1 e retorna-se para o passo 2.

6.4 Minimizacao da Funcao Lagrangiana Aumentada
com Restricoes LMIs Explicitas

Esta secao tem como objetivo mostrar as técnicas utilizadas no processo de minimizagao
da fungdo Lagrangiana Aumentada ¢.m (£, A™) sujeita a restri¢oes LMIs (6.41), (6.42) e (6.43)
para C™ e A™ fixos.

A seguir é realizada a linearizagao de ¢.(§,A) para que seja possivel a utilizacdo de
algoritmos de otimizagao semidefinida ja disponiveis em aplicativos tais como MATLAB,
visto que tais algoritmos requerem que a funcao objetivo seja linear.

Seja & um ponto factivel, a fungao ¢.(£, A) pode ser escrita como uma expansao em série

de Taylor com termos até de segunda ordem da forma como segue:
1
(&, A) = V(& A)7d¢ + Sd¢"Hd, (6.46)
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onde H é a matriz hessiana de ®.(&, A). E importante ressaltar que o termo constante que
deveria aparecer na série de Taylor (6.46) nao afeta o problema de otimizacao e, portanto,
foi desconsiderado na fun¢ao aproximada II..

Com isso, o problema P3 pode ser reescrito como P, (denominado modelo tangente) onde
¢ é um ponto factivel (ponto da iteragao passada) e a dire¢ao de descida d§ é a incégnita
deste problema de otimizacao:

P, . minimizar 11.(§, A) = VO (£, A)TdE + 3d¢"HAE
1) sugeitoa: E+dEé € LMIs (6.41), (6.42), (6.43),

Afim de se determinar o gradiente de ¢.(&, A), a expressao (6.44) pode ser escrita como:
O (6, N) = B + s, (6.47)

onde &1 = + Tr(AT(XY — 1)) e &y = Jvec’ (XY —I) Cvec(XY —1I).
Seja E uma matriz simétrica e A e B matrizes reais de dimensoes compativeis. As

seguintes expressoes de cdlculo matricial sao vélidas [62]:

(AB)! = ATeB, (6.48)

0 AEB 0 vec(AEB
5 % = (B"® A)T, (6.49)
% _ TTyec(ATBT), (6.50)

onde T é a derivada da variavel matricial E em relagao aos préprios elementos de E. A
matriz T surge devido ao fato de E apresentar uma estrutura especial (ser simétrica). Dessa
forma, T mapeia o triangulo inferior vetorizado de uma determinada matriz em sua completa

representacao vetorial.

Para maiores detalhes sobre a obtengdo da matriz T e sobre o uso das expressoes (6.48),

(6.49) e (6.50), consultar o apéndice F deste trabalho.

Utilizando (6.48), (6.49) e (6.50), obtém-se:

0 &,
0X

0 &,
0X

= T vec(AY); = TH(Y ®I) Cvec(XY —1I); (6.51)
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0 Py T 9 @, T
= ; =T I®X XY —1); .52
57 T vec(XA); 57 (I® X) Covec( ) (6.52)
0 @, 0 Dy
=1; = 0. 6.53
o 82 (6.59)
Através de (6.51), (6.52) e (6.53), o célculo do gradiente de ®.(&, A) é realizado da seguinte
forma:
0P, /0X 0P, /0X
VO, (A =VP + VD= | 09,/0Y | + | 09,/0Y | . (6.54)
Com isso, o vetor V®.(£, A) é calculado como:
T vec(AY) + TH(Y ® I) Cvec(XY — 1)
Vo.(6A) = | TTwee(XA) +TTI® X) Cvece(XY —1) | . (6.55)
1

E importante ressaltar que C = C” (C é diagonal).
Afim de se determinar a hessiana de ®.(£,A), obtém-se, com base em (6.51), (6.52) e

(6.53), as seguintes expressoes:

% =TI(Y®I)C(Y®QIT; (6.56)

LA _qifon+ (YonCaeX) + (oo XY -I)T: (657
o (CI;IY:;_ ®y) _ T'(1® X) C (1@ X)T: (6.58)

% =THA @D+ (IeX)C(YRID) + (I (So (XY -1)))T;  (6.59)
s = oy =0 660

onde a matriz S é construida conforme detalhado na secao 6.3.
Com base em (6.56), (6.57), (6.58), (6.59), (6.60) e (6.61), a hessiana da funcdo La-

grangiana Aumentada ®.(£, A) é escrita como:

DDy + By)/OXZ 02Dy + Dy)/OXIY  O%(Py + By) /XDy
H= | *(®,+ ®y)/0YOX (P, + ®y)/0Y>  0*(P, + ®2)/0Y Oy | . (6.62)
82@1 + @2)/8’78}( 82((1)1 + <I>2)/878Y 82((1)1 + <I>2)/872
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Vide apéndice G deste trabalho para um exemplo de obtencao do gradiente e da hessiana

de (&, A).

Conforme mencionado anteriormente, a obtencao de controladores de ordem fixa é um
problema nao-convexo. Dessa forma, nao se pode esperar que H seja positivo-definida. Para
contornar tal dificuldade, utiliza-se neste trabalho a fatoracao indefinida de Cholesky tal qual
proposta em [17], onde uma nova regra de pivoteamento proposta por Ashcraft, Grimes e
Lewis [5] ¢ utilizada e torna o método mais eficiente. A fatoragao indefinida de Cholesky

consiste em fazer uma decomposicao na forma H = P'L(D 4 E)L”P, onde:
e P é uma matriz de permutacao;
e L é uma matriz triangular inferior;
e D ¢é uma matriz diagonal que contera os autovalores da matriz hessiana;

e E ¢ uma matriz diagonal que altera os autovalores negativos e nulos da matriz hessiana

de forma a tornar esta positivo-definida.

Observando a funcao objetivo do problema P,, verifica-se que esta é nao-linear em d¢§.
Com a finalidade de obter um problema de otimizacao com uma funcao objetivo linear,
utiliza-se a fatoragao indefinida de Cholesky da matriz hessiana e aplica-se o complemento
de Schur na funcao objetivo do problema P,. Com isso, é possivel obter uma Desigualdade

Matricial Linear onde aparece uma nova variavel ¢, ou seja,
1
t> Vo (&N de + 5dgTPTL(D +E)L7Pd¢

1
t— Vo (6N de - 5dgTPTL(D +E)L"Pd¢ > 0,
e aplicando o complemento de Schur tem-se:

t—Vo.(6,N)Tde  d¢TPTL

LTPd¢ oo +E) |~ (6.63)

Portanto, o problema P, pode ser reescrito como Ps, onde as variaveis de otimizagao sao

ted&:
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minimezar t

t— Vo (6,N)Td¢e  d¢TPTL o
LTPde¢ 2D +E) | T

£ +d¢ e LMIs (6.41), (6.42), (6.43).

P ¢ sujeitoa:

Vale salientar que, devido ao uso do complemento de Schur, a minimizacao de t implica
na minimizagao de II.(§, A).

O problema Pj5 pode ser implementado em aplicativos tais como o MATLAB utilizando
as rotinas de otimizagao semidefinida atualmente disponiveis [30].

Apoés a obtengao de uma direcao de descida d§ através da solugao de Ps, realiza-se uma
busca unidimensional afim de se determinar o passo 6timo a ser dado na direcao de descida
em questao. Em outras palavras, deseja-se determinar « de forma que o novo ponto £+« d§
esteja dentro da regiao factivel e fornega a maior redugao possivel no valor da fungao ®.(&, A).

A busca unidimensional é realizada substituindo-se £+« d¢ na fungao objetivo (6.44) com
A e C fixos. Sejam Xy, Y e v provenientes do vetor conhecido & e X5, Y3 e 79 provenientes

do vetor de incégnitas d&, a substituigao de £ + ad{ em (6.44) gera a seguinte a expressao:
1
O (& +adé,A) =y +avy, +Tr(AT(F)) + QvecT(F) Cuec(F), (6.64)

onde F = (X; +aXy)(Y: +aYs) — L

Expandindo (6.64), obtém-se um polinomio de grau 4 em «:
D (€ +a dE,A) = asa® + aza® + axa® + aya + ay, (6.65)

onde:

p1=vec(X1Y1 = 1), ps =vec(XoY1 + X 1Y2) e p3 =vec(XoYs);

o ay = 5(pj Cps);

o=

e a3 = 3(pl Cps + pl Cps);

e ay =Tr(A"X,Y5) + 2(pf Cps +pi Cpi + pi Cps);

a1 =72 + Tr(ATX Yy + ATX, Y1) + (7 Cpa + pd Cpi);

ap =y +Tr(AT(X;Y; — 1)) + %(p{ Cpi).
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Os valores de « que resultam em possiveis pontos de minimo de ®.({+a d&, A) sdo obtidos

através das rafzes da derivada de (6.65):
das0’® + 3aza® + 2a.0+ aq = 0.

Todos os valores de « obtidos sao testados e escolhe-se aquele que fornece o menor valor

para ®.(¢ + adg, A) dentro da regiao factivel delimitada pelas LMIs (6.41), (6.42) e (6.43).
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Capitulo 7

Resultados

Este capitulo traz resultados gerados através da obtencao e implementacao de controladores
de ordem fixa e de ordem completa. Os exemplos de aplicacao 1 e 2 fornecem apenas resul-

tados simulados. O exemplo de aplicacao 3 fornece resultados simulados e experimentais.

7.1 Exemplo de Aplicacao 1

Seja o modelo de estados proposto em [4] que segue:

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
15 —-15 0 0.0057 1.5 0 0 0 0 0 0
—12 12 —0.6 —0.0344 —12 0 0 0 0 0 0
A_ | 0852 020 0 —0.014 —0.29 0 0 0 Bl 0 0 0 )
= 0 0 0 0 —0.73 2.8289 0 0 PPLT 01146 0 0 i
0 0 0 0 0 —-1.25 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0 0 —1000 0 0 1024 0
0 0 0 0 0 0 0 —1000 0 0 1024
0 0
0.16 0.8
—19 -3 1 00 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
—0.0115 —0.0087 01 00 0 00 O 0 0 0 0 0
B = 0 0 P Ci=19 000000 0|Pu=lg ool P2=on o |’
0 0 00 00 OO 0 O 0 0 0 0 001
0 0
0 0
c,_[1 00 0 0 0 -139.0206 0 . Do | 0 1428571 0 Do, _]0 0
2 01 0 0 0 O 0 —139.0206 |’ 2! 0 0 142.8571 | 22 0o o0 |-

O sistema original (sem controle) apresenta uma norma H,, de 32.10 dB. Deseja-se pro-
jetar um controlador H,, de primeira ordem que reduza o valor de pico da resposta em
frequéncia do sistema original. Para isso, os seguintes parametros foram utilizados no algo-

ritmo da secao 6.3:
p=17 C’°=1e—8I, A°=0, c=1le—5,
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onde I é uma matriz identidade de dimensao (n + k) x (n + k).

A nova norma H,, obtida, apds 38 iteracoes do Lagrangiano Aumentado, foi de 4.70 dB,
ou seja, houve uma redugao de 27.40 dB na norma H,, do sistema (vide Figura 7.1). Para
efeitos de comparacao, um controlador H,, de ordem completa, obtido através do comando
hinflmi do MATLAB, fornece uma norma H,, de —1.24 dB.

E possivel verificar na Figura 7.1 a presenca de trés curvas continuas, as quais sao justi-
ficadas devido ao fato de o sistema em malha fechada apresentar 3 entradas exdgenas (um
distirbio e 2 ruidos de medigao). J4 a curva tracejada é unica devido ao fato de o sistema

em malha aberta apresentar uma unica entrada exégena (1 distirbio).

Diagrama de Valor Singular

Valores Singulares [dB]

10” 10° 10°
Frequéncia [Hz]

Figura 7.1: Diagrama de valor singular do sistema original (linha tracejada) e do sistema com o
controlador Hy, de primeira ordem (linha continua).

O modelo de estados do controlador de primeira ordem obtido foi:

Ag = [ —100.3347 |; By = [ —3.0688 5.7776 |;

Ch — —15.7165 | D, — 0.6833 —0.8785
K= —164.3474 |7 7K 7| 0.0096 —0.4929 |-

A Figura 7.2 mostra a evolugao nos valores de v e [| XY — I||r.
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Figura 7.2: Valores de 7 e || XY — I|| nas iteragdes do Lagrangiano Aumentado para o exemplo
de aplicacao 1.

Este exemplo de aplicagdo é também apresentado na referéncia [4], onde se obteve uma
norma H., de malha fechada de 5.21 dB.

7.2 Exemplo de Aplicacao 2
Visualizando-se a Figura 7.3, o seguinte problema ¢é proposto:

e a segunda massa (msy) sofre um distirbio externo;

e 0 sistema ¢ controlado através da aplicagdo de uma forga na primeira massa (m;);
e as saidas desejadas sao a posicao da segunda massa e o sinal de controle;

e o sinal enviado ao controlador é a velocidade da segunda massa.

Adotam-se os seguintes valores para os parametros de massa e rigidez das molas:

e m; =0.8 Kg, my=0.6 Kg, ki =352.0 N/m, ky = 373.0 N/m.
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m? i
g
Figura 7.3: Massa-mola-amortecedor de dois graus de liberdade.

O vetor de forcas externas e as matrizes de massa, de rigidez e de amortecimento propor-

cional sao:
|me O | 08 0 |
M= ] =[5 s il
| kit ke ke | | 7250 —=373.0 |
K= { —ks ko } N [ —373.0 373.0 } ’ (7:2)
0.7290 —0.3730
D = 0.006M + 0.001K = { _0.3730 03760 } ; (7.3)
£— [ ; ] d. (7.4)
O modelo de estados do sistema da Figura 7.3 é dado por:
0 0 1.0000 0 0 0
0 0 0 1.0000 0 0
A=1 9062500 4662500 —0.9113 04663 |° o'~ | o |7 BT =1
621.6667 —621.6667 0.6217 —0.6267 L 0

O sinal de controle foi adotado como sendo um dos sinais de desempenho com a finalidade
de, além de tornar o problema nao-singular, limitar sua amplitude. O valor de 0.01 incluido
na segunda posicao de D, foi adotado para ponderar o sinal de controle e evitar que este

apresente valores excessivos em amplitude.
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Deseja-se projetar um controlador H,, de primeira ordem que reduza o valor de pico da
resposta em frequéncia do sistema original (sem controle). Para isso, os seguintes parametros

foram utilizados para o algoritmo apresentado na segao 6.3:
p=17 C =101, A°=0, e=10""

O sistema original (sem controle) apresentou uma norma H., de —9.30 dB. Utilizando o
esquema de solucao proposto neste trabalho, o controlador H,, de ordem fixa de primeira
ordem obtido forneceu uma norma H,, de —31.30 dB para o sistema em malha fechada.
Dessa forma, o controlador obtido reduziu em 22.00 dB o valor de pico no diagrama de valor
singular do sistema em malha fechada (vide Figura 7.4). Apenas para efeitos de comparagao,

um controlador H,, de ordem completa fornece uma norma H., de —36.40 dB.

Diagrama de Valor Singular

7| === Sistema sem controle
—— Sistema controlado

Valores Singulares [dB]

-80 3 . P S S O s L R P .2 : L T S S %
10 10 10 10
Frequéncia [rad/s]

Figura 7.4: Diagrama de valor singular do sistema massa-mola-amortecedor sem controle (sistema
original) e com o controlador Hy de primeira ordem.

O modelo de estados do controlador obtido foi:

Ag =] -255903 |; Bg=|[81.7789 |; Cg = —4.2654 |; Dk =[ 5.0210 |.
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A Figura 7.5 mostra a evolugao nos valores de v, e || XY — I||p. O maior parametro de

penalidade obtido ao final do processo de otimizacao apresentou valor de 1.3796.

10 T T T T T T
—y
1 — ey
10° -1 1
\
“\
10° | Sseee 1
w T - .
\\‘
\\
5 _____,__..-—ﬁ_l
107} % |
A Y
\—!-
l‘:
\
10‘4 1 | | [ | | | 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
lteracdes

Figura 7.5: Valores de v e [|XY — I||r nas iteracoes do Lagrangiano Aumentado para o sistema
massa-mola-amortecedor de 2 graus de liberdade.

A Figura 7.6 fornece a resposta temporal do sistema original e do sistema controlado a

um disturbio aleatorio de média nula e desvio padrao unitario. E possivel verificar que o

controlador de primeira ordem foi capaz de atenuar o distirbio.

A Figura 7.7 mostra o sinal de controle gerado quando da aplicagao do distirbio aleatério.

7.3 Exemplo de Aplicacao 3
7.3.1 Introducgao

Nesta secao é realizado o controle de uma viga engastada em uma de suas extremidades.

Sao realizadas simulacoes computacionais e também a implementacao pratica através da

montagem de uma bancada experimental (vide Figura 7.8).
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Figura 7.6: Sistema massa-mola-amortecedor de 2 graus de liberdade. Resposta dos sistemas
original e controlado a um distirbio aleatério de média zero e desvio padrao unitario.

Foram projetados 4 controladores H., de ordem fixa e 1 controlador H,, de ordem com-
pleta com a finalidade de controlar a viga na faixa de frequéncia de 0 a 156 Hz.

O modelo matematico da viga foi obtido através da técnica de elementos finitos. Filtros
de ponderacao foram utilizados na fase de projeto dos controladores de ordem completa e de
ordem fixa. Os controladores testados e apresentados neste capitulo se mostraram capazes
de atenuar disturbios externos na faixa de frequéncia de interesse e evitar o fenomeno de

spillover.

7.3.2 Esquema de Controle e Bancada Experimental

Considerando o esquema apresentado na Figura 7.9, o controle da viga ocorre da seguinte

forma:

e Adota-se a aceleracao da extremidade nao engastada (ponto C na Figura 7.9) como

sendo a saida de desempenho do sistema e também o sinal enviado ao controlador;

e O sinal de controle atua na viga através de um grau de liberdade de rotacao, ou seja,

a viga é controlada através da aplicagdo de um momento (ponto A na Figura 7.9);
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Figura 7.7: Sistema massa-mola-amortecedor de 2 graus de liberdade. Sinal de controle gerado
devido ao controle do sistema quando da aplicacao do distirbio aleatorio.

e O disturbio externo, da mesma forma que a atuacao de controle, é realizado através da

aplicagdo de um momento (ponto B na Figura 7.9).

E importante ressaltar que este é um problema de controle nao colocado, pois a informacao
enviada ao controlador é proveniente de um local diferente daquele no qual o sinal de controle

estd atuando.

A bancada experimental montada no Laboratério de Mecanica Computacional da Facul-

dade de Engenharia Mecanica da UNICAMP é constituida por (vide Figura 7.10):

e 1 acelerometro PCB piezotronics que possui a finalidade de medir a aceleracao da viga

na extremidade nao engastada;

e 4 atuadores piezoceramicos modelo QP10N fabricados pela Quickpack, sendo 1 par
de atuadores responsaveis pela aplicagao do sinal de controle e 1 par de atuadores

responsaveis pela aplicagao do distirbio exégeno (vide Figura 7.11);
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Figura 7.8: Bancada experimental para controle de viga engastada em uma das extremidades.

I< 1.05m >I

< 0.15 m* 0.28 m "I‘ 0.595 m ’I

A. B. C [ ]

o ]
o

NN AN NN

A - Ponto de aplicagao do sinal de controle
B - Ponto de aplicac&o do disturbio exégeno
C - Ponto de medig¢ao de aceleragao
Maodulo de elasticidade = 70 GPa
Densidade = 2880 Kg/m®

a - largura da secao transversal = 0.003 m
b - altura da secao tranversal = 0.032 m

Figura 7.9: Esquema de controle da viga engastada em uma das extremidades.
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e 3 filtros passa-baixa fabricados pela Frequency Devices modelo 900C/9L8B, sendo um
deles com a finalidade de evitar aliasing do sinal enviado pelo acelerometro e outros
dois filtros utilizados com a finalidade de suavizar os sinais de atuagao (sinal de controle
e disturbio externo) retirando harmonicas de alta frequéncia. Vale ressaltar que, devido
ao fato de o sistema de aquisicao de dados apresentar uma determinada frequéncia de
amostragem, os sinais adquiridos dos sensores nao devem apresentar harmoénicas com
frequéncia superior & metade da frequéncia de amostragem (teorema de Nyquist). Caso
o teorema de Nyquist nao seja satisfeito, ocorre o fenéomeno de aliasing, o qual consiste
no fato de componentes com frequéncia acima da metade da frequéncia de amostragem

aparecerem como componentes de baixa frequéncia [67];
e 1 condicionador de sinal PCB modelo 482A05 dedicado ao acelerometro utilizado;

e 2 amplificadores de poténcia modelo EL-1224 fabricados pela Quickpack e dedicados

aos atuadores piezoceramicos utilizados;

e 1 microcomputador com placas DSpace modelos DS2003 e DS2103 para a aquisi¢ao dos

dados e geragao do sinal de controle.

7.3.3 Modelo Obtido Através do Método de Elementos Finitos

O método de elementos finitos foi utilizado com o objetivo de se obter o modelo da
estrutura para o posterior projeto dos controladores. A viga foi discretizada em 44 elemen-
tos finitos, obtendo-se 86 graus de liberdade, sendo 43 graus de liberdade de deslocamento
transversal e 43 graus de liberdade de rotagao. Ressalta-se que nao estao sendo levados em
consideracao os graus de liberdade de deslocamento axial, ja que estes apresentam modos em
alta frequéncia e, portanto, fora da faixa de frequéncia de interesse.

Apés a obtencao de um modelo matematico com 86 modos, o modelo foi truncado e
apenas 3 modos dentro da faixa de frequéncia de interesse foram selecionados, os quais sao
localizados em 35.00 Hz, 71.20 Hz e 118.00 Hz. Este modelo reduzido caracteriza o modelo

nominal para o projeto dos controladores.
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Figura 7.10: Montagem da bancada experimental.

Vista Supenor Atuadores para aplicagéo
Viga Engastada em uma das Extremidades do disturbio exdégeno (Ponto B)

Engaste
L/
N

—_ D

Acelerdmetro
(Ponto C)

Atuadores de controle
(Ponto A)

Figura 7.11: Vista superior da viga engastada em uma das extremidades para visualizagao do
posicionamento dos atuadores piezoceramicos utilizados.
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A planta possui 2 entradas (2 pontos de atuagao, sendo 1 de controle e 1 de distirbio) e
1 saida (1 ponto de medigao de aceleragao). A planta real apresenta as seguintes incertezas

em relacao a planta nominal:
e Cada par de atuadores piezoelétricos nao gera momento exatamente em seu centro.

e O acelerometro colocado na extremidade nao-engastada possui uma massa adicional a

ser considerada.

e Os atuadores fixos na estrutura alteram seu amortecimento principalmente por possuirem

cabos de alimentacao que influenciam no movimento da viga.

Com base na Funcao de Resposta em Frequéncia real obtida para cada entrada em relagao

a saida, foi possivel ajustar o modelo de elementos finitos da seguinte forma:

e Devido a presenca do acelerometro na extremidade nao-engastada, incrementou-se em
7 gramas a massa dos dois ultimos elementos da estrutura quando da modelagem por

elementos finitos.

e Ajustou-se o fator de amortecimento de cada modo de acordo com o modelo obtido ex-
perimentalmente. O ajuste do fator de amortecimento de cada modo foi possivel devido
a diagonalizacao das matrizes de massa, de rigidez e de amortecimento proporcional

através da matriz modal.

Vale ressaltar que, mesmo apos diversos esforcos no sentido de tornar o modelo de elemen-
tos finitos o mais representativo possivel da realidade, ainda existem incertezas com relagao

a planta real por motivos tais como:

e O engaste utilizado na pratica nao é ideal, diferentemente daquele adotado no modelo

de elementos finitos;

e Nao se sabe ao certo como a cola utilizada para a fixacao dos atuadores interfere no

amortecimento e na rigidez da planta;

e A base sobre a qual a viga esta posicionada nao pode ser considerada totalmente rigida.
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O diagrama de bode da entrada de disturbio para a saida de aceleracao é mostrado na

Figura 7.12 e o diagrama de bode da entrada de controle para a saida de aceleracao é mostrado

na Figura 7.13.

Diagrama de Bode
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Figura 7.12: Diagrama
e a saida de aceleragao.

de bode do modelo de elementos finitos

Freguéncia [Hz]

obtido entre a entrada de disturbio

Com base nas duas fungdes de transferéncia (uma funcdo de transferéncia para cada
entrada em relagao a saida) obtidas através do método de elementos finitos, o modelo de
estados da planta a ser utilizado para o projeto dos controladores H., é dado por:

—7.7553 739.0529  —11.7645
—739.0528  —7.1246 5.5930
A 11.6661 5.3851 —5.5880
= 4.3422 8.7964 —443.5512
5.8772 2.8763 0.8068
—3.5153 —6.5455 54.0538
o, — [ 30996 —2.9412  1.5460 —1.2172
1= 0 0 0 0
Cy = 3.0996 —2.9412 1.5460 —1.2172

4.6212 —6.0523 —3.6922
—8.9343 3.1917 6.6329
443.5596  —6.8396 —54.3618 | |
—3.5335 52.7222 5.6962 ’
—52.3059 —1.8684  —215.8087
—0.1951  215.7976 —2.4064
0.8462 0.9509 ] - _
0 0 3 11 = 0
0.8462  0.9509 |; Dg; = [ —1.7620e — 012

B; =

—0.1762e — 011

2.6433
2.4925
—1.6170
—1.3420
—0.3726
0.5474

; Ba =

oo oooOo

—1.7251¢ — 012
D1z = [ 0.01

3

Dyy = | —1.7251le — 012 |.

Devido ao fato do uso de um acelerometro na bancada experimental, o modelo de ele-

mentos finitos deve fornecer como saida para o controlador e como saida de desempenho um

sinal de aceleragao. A aceleracao do grau de liberdade onde o acelerometro foi posicionado

foi determinada através da equacao do movimento daquele grau de liberdade.
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Figura 7.13: Diagrama de bode do modelo de elementos finitos obtido entre a entrada de controle
e a salda de aceleragao.

E importante salientar que, do ponto de vista fisico, o sinal de controle foi adotado como
sendo um dos sinais de desempenho com a finalidade de limitar sua amplitude. De forma
iterativa, adotou-se o valor de 0.01 na segunda posicao de Dis para ponderar o sinal de
controle e evitar que este apresentasse valores em amplitude que levassem a saturacao dos
atuadores utilizados no experimento. Ja do ponto de vista numérico-computacional, o sinal
de controle foi adotado como sendo um dos sinais de desempenho com a finalidade de tornar

o problema nao-singular.

7.3.4 Simulacao Computacional e Implementacao Experimental

Todos os controladores utilizados na simulagao e na implementacao experimental foram
obtidos no tempo continuo e posteriormente discretizados através da transformagao bilinear
[67] (método de tustin) com um tempo de amostragem de 0.5 ms. Ressalta-se que o tempo
de amostragem foi escolhido de forma a satisfazer o critério de Nyquist [58] (frequéncia de

amostragem deve ser pelo menos 2 vezes superior & maxima frequéncia considerada no modelo
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do sistema a ser controlado).

O controlador H,, de ordem completa apresentado neste capitulo foi obtido através do
uso do comando hinflmi do aplicativo MATLAB. Tal comando reproduz os procedimentos
apresentados em [29] para a obtengdo do controlador e utiliza um enfoque de solu¢ao por
LMIs.

Os controladores de ordem fixa apresentados neste capitulo foram obtidos através da
estratégia apresentada no capitulo 6. Os critérios de convergéncia e os parametros para a
obtencao de todos os controladores de ordem fixa na solugao dos problemas de minimizagao
foram:

p=15 C =1le—10I, A°=0, e =1e—3.

Para o projeto de todos os controladores (tanto os de ordem fixa quanto o de ordem

completa), os mesmos filtros de ponderagao foram utilizados (vide Figura 4.2), ou seja,

~ 50s + 100000 ~400s + 40000

= e W, = T W, = 0.01.
g s+100 5 + 4000

Tais filtros de ponderacao foram projetados iterativamente levando-se em consideracao

que:

o W, deveria ser um filtro passa-baixa com o objetivo de atenuar disturbios na faixa de

frequéncia de interesse;

e IV, deveria ser um filtro passa-alta com o objetivo de eliminar o sinal de controle

existente fora da faixa de frequéncia utilizada para o projeto dos controladores;
e W, deveria ser um ganho escalar com o objetivo de escalonar o ruido de medicao.

No intuito de prever os resultados a serem obtidos na pratica, os controladores foram
avaliados através do SIMULINK (vide Figura 7.16). A planta a ser controlada nas simulagoes
é denominada planta real e possui 7 modos (vide Figuras 7.14 e 7.15). Os modos da planta
real sao localizados em 2.2 Hz, 12.5 Hz, 35.0 Hz, 71.2 Hz, 118.0 Hz, 176.0 Hz e 245.0 Hz.
Ressalta-se que nas simulagoes adota-se um ruido de medicao aleatério com média nula e

desvio padrao unitario.
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Vale ressaltar que, embora a planta real apresente o modo de 2.2 Hz (presente dentro da
faixa de frequéncia de interesse), este nao foi levado em consideragao nas andlises devido ao
fato de o acelerometro utilizado no experimento atuar em frequéncias acima de 10 Hz.

Tanto no SIMULINK como durante a implementacao experimental, aplicou-se como en-
trada um sinal de Schroeder (com espectro em frequéncia de 0 a 156 Hz e periodo de 16.383
segundos) e se obteve a saida de desempenho tanto do sistema sem controle quanto do sis-
tema controlado. Com isso, foi possivel obter a Funcao de Resposta em Frequéncia para o
sistema sem controle e para o sistema controlado e verificar a mudanca de comportamento

do sistema em malha fechada em relacao ao sistema em malha aberta.
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Figura 7.14: Diagrama de bode da planta real entre a entrada de distirbio e a saida de aceleracao
com 7 modos.

Sao apresentados a seguir os resultados obtidos com cada controlador utilizado e posteri-

ormente é apresentado uma tabela com o resumo dos resultados obtidos.

7.3.5 Controlador de Ordem Completa 8 x 8

Um controlador de ordem completa 8 x 8 foi projetado com base no modelo de elementos

finitos contendo 3 modos e dois filtros de ponderacao de primeira ordem foram utilizados.
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Figura 7.15: Diagrama de bode da planta real entre a entrada de controle e a saida de aceleracao
com 7 modos.

O modelo de estados do controlador obtido é:

—3.1789 447.4708 —0.0090 0.0646 0.0185 —0.0010 —0.0449 —0.0189 0.0080
—447.5073 —3.0862 0.0060 —0.0357 0.0100 —0.0037 —0.0280 —0.0146 —0.0093
0.0028 —0.0021 —89.2623 —100.6153 102.7984 14.4661 854.1972 —36.6044 —5.2404
A — 0.0132 0.0256 5.0013 —119.7109  —98.7526 29.1691 394.4757 116.5444 . B — 60.3584 .
K= 0.0135 —0.0061 0.7108 0.9473 —23.7741 —214.8641 51.2070 20.7852 ’ K= —44.8241 ’
0.0087 —0.0055 1.3976 —6.5734 198.1569 3.0551 60.4542 35.9050 —47.5508
—0.0645 0.0360 —4.2533 8.8387 123.8499 —28.8360 —347.3605 293.8773 285.8644
—0.0737 0.0416 —7.2732 25.6223 138.9773 —38.9327 —820.9158  —173.8892 300.4465
Cig = [ 1.6126e — 005 1.0137e — 005 3.7946 0.3604 0.0714 0.0168 0.8445 —0.0268 ] , Dg = [ 0 } .

A Figura 7.17 mostra a Fungao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK para o
sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H., foi minimizada de 1.00 dB
para —7.85 dB.

A Figura 7.18 mostra a Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente
para o sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H,, foi minimizada de
1.00 dB para —7.80 dB.

A Figura 7.19 traz em um dado periodo de tempo a aceleracao na extremidade nao en-
gastada da viga para o sistema sem controle e para o sistema controlado quando da aplicagao

do sinal de Schroeder. Verifica-se que a aceleracao da extremidade livre da viga foi atenuada.
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Figura 7.16: Esquema para simulagao do sistema de controle no SIMULINK.
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A Figura 7.20 mostra o sinal de controle gerado, onde se verifica que o sinal de controle

apresentou um valor maximo em maodulo de 2.6 V.
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Figura 7.19: Aceleragao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 8x8 (ordem completa).

7.3.6 Controlador de Ordem Fixa 4 x 4

O modelo de estados de um controlador de ordem 4 x 4 obtido é:

—211.2859 —19.3699  46.8668 57.7668 —228.2972
Ay = 81.9568  —218.5316  88.4789  —172.5508 | By — 428.5988 |

—523.6150 —82.9906 —399.3660 —365.5594 |’ 83.8517 ’

663.5320 88.5084 377.8130  267.5952 132.3989

Ck = [ —50.4708 —63.3408 56.5925 80.6813 |, Dy = [ 0.9913 |.

A Figura 7.21 mostra a Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK para o
sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H,, foi minimizada de 1.00 dB
para —5.00 dB.

A Figura 7.22 mostra a Fungdao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente
para o sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H,, foi minimizada de

1.00 dB para —5.90 dB.
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Figura 7.22: Funcgao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 4x4 (ordem fixa).

A Figura 7.23 traz em um dado periodo de tempo a aceleracao na extremidade nao en-
gastada da viga para o sistema sem controle e para o sistema controlado quando da aplicagao
do sinal de Schroeder. Verifica-se que a aceleracao na extremidade livre da viga foi atenuada.

A Figura 7.24 mostra o sinal de controle gerado, onde se verifica um valor maximo em

modulo de 4.4 V.

7.3.7 Controlador de Ordem Fixa 3 x 3

O modelo de estados de um controlador de ordem 3 x 3 obtido é:

—117.0756 —20.0127  10.5884 —220.2285
Ag = | —138.8801 —53.6498 136.9063 |; Br = | —143.0709 | ;
141.6953 —32.1255 —142.3729 28.2432

Cr = [ 7.7204 —40.0622 19.1661 |, Dy = [ —8.1286 ] .

A Figura 7.25 mostra a Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK para o

sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H., foi minimizada de 1.00 dB

para —6.30 dB.
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Figura 7.23: Aceleragao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 4x4 (ordem fixa).
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Figura 7.24: Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 4x4 (ordem fixa).
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Figura 7.25: Func¢ao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 3x3 (ordem fixa).

A Figura 7.26 mostra a Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente
para o sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H,, foi minimizada de
1.00 dB para —7.60 dB.

A Figura 7.27 traz, em um dado periodo de tempo, a aceleracao na extremidade nao en-
gastada da viga para o sistema sem controle e para o sistema controlado quando da aplicagao
do sinal de Schroeder. Verifica-se que a aceleracao da extremidade livre da viga foi atenuada.

A Figura 7.28 mostra o sinal de controle gerado, onde se verifica um valor maximo em

modulo de 0.56 V.

7.3.8 Controlador de Ordem Fixa 2 x 2
O modelo de estados de um controlador de ordem 2 x 2 obtido é:

I

A =

~101.2673  35.0768 | o [ 516.1587
~1.0931 —113.1115 |’ K 7| 371.5016

Ck =[ 04892 6.1644 |, Dy = [ —1.4653 |.

A Figura 7.29 mostra a Func¢ao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK para o
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Figura 7.26: Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 3x3 (ordem fixa).
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Figura 7.27: Aceleragao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 3x3 (ordem fixa).
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Figura 7.28: Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 3x3 (ordem fixa).

sistema, sem controle e para o sistema controlado. A norma H., foi minimizada de 1.00 dB
para —7.00 dB.

A Figura 7.30 mostra a Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente
para o sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H,, foi minimizada de
1.00 dB para —9.15 dB.

A Figura 7.31 traz em um dado periodo de tempo a aceleracao na extremidade nao en-
gastada da viga para o sistema sem controle e para o sistema controlado quando da aplicagao
do sinal de Schroeder. Verifica-se que a aceleracao na extremidade livre da viga foi atenuada.

A Figura 7.32 mostra o sinal de controle gerado, onde se verifica um valor maximo em

modulo de 1.62 V.

7.3.9 Controlador de Ordem Fixa 1 x 1

O modelo de estados de um controlador de ordem 1 x 1 obtido é:
Ag = —257.9154 |; Bg=[435.7875|; Cx=[73239 |, Dgx=[ —32254].

A Figura 7.33 mostra a Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK para o
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Figura 7.30: Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle

e sistema com controlador de ordem 2x2 (ordem fixa).
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Figura 7.31: Aceleragao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 2x2 (ordem fixa).
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Figura 7.32: Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 2x2 (ordem fixa).
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sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H,, foi minimizada de 1.00 dB

para —7.20 dB.

Resultado Simulado

Magnitude [dB)]
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i| — Sistema controlado

| | i | | | |
20 40 60 80 100 120 140
Frequéncia [Hz]

Figura 7.33: Funcao de Resposta em Frequéncia obtida no SIMULINK - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 1x1 (ordem fixa).

A Figura 7.34 mostra a Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente
para o sistema sem controle e para o sistema controlado. A norma H,, foi minimizada de
1.00 dB para —9.20 dB.

A Figura 7.35 traz, em um dado periodo de tempo, a aceleracao na extremidade nao en-
gastada da viga para o sistema sem controle e para o sistema controlado quando da aplicagao
do sinal de Schroeder. Verifica-se que a aceleracao da extremidade livre da viga foi atenuada.

A Figura 7.36 mostra o sinal de controle gerado, onde se verifica um valor maximo em

modulo de 0.85 V.

7.3.10 Resumo dos Resultados Obtidos no Controle da Viga

A Tabela 7.1 apresenta o médulo do esforco de controle méaximo obtido experimental-
mente e a atenuacao da norma H,, obtida com cada controlador em simulacao e também

experimentalmente.
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Figura 7.34: Funcao de Resposta em Frequéncia obtida experimentalmente - Sistema sem controle
e sistema com controlador de ordem 1x1 (ordem fixa).
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Figura 7.35: Aceleragao da extremidade livre obtida experimentalmente - Sistema sem controle e
sistema com controlador de ordem 1x1 (ordem fixa).
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Figura 7.36: Sinal de controle obtido experimentalmente - Controlador de ordem 1x1 (ordem fixa).

Ordem do | Atenuagao da norma H., [dB] | Médulo do esforgo de controle méximo [V]
Controlador | Simulado Experimental Simulado Experimental
1x1 8.2 10.2 0.97 0.85
2x2 8.0 10.1 1.03 1.62
3% 3 7.3 8.6 1.55 0.56
4 x4 6.0 6.9 3.10 4.40
8 x 8 8.8 8.8 1.17 2.60

Tabela 7.1: Atenuacao da norma H, e esfor¢o de controle experimental maximo obtidos com
cada controlador testado.

Através da Tabela 7.1, verifica-se que:

e A maior atenuagao da norma H,, obtida em simulacao foi com o uso do controlador de

ordem 8 x 8, conforme esperado.

e A maior atenuagao norma H,, obtida experimentalmente foi com o uso do controlador

de ordem 1 x 1.

e A maior diferenca entre os resultados simulado e experimental para a atenuacao da

norma H,, foi verificada quando do uso do controlador de ordem 2 x 2 (diferenca de

2.1 dB).
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e O maior esforco de controle obtido experimentalmente e em simulacao foi verificado

com o uso do controlador de ordem 4 x 4.

e O menor esforco de controle obtido experimentalmente foi verificado com o uso do
controlador de ordem 3 x 3. Ja em simulacao, o menor esforco de controle foi obtido

com o uso do controlador de ordem 1 x 1.

e Analisando apenas os resultados simulados, verifica-se que o controlador de ordem
completa (8 x 8) apresentou a maior atenuagao da norma H,,. Tal fato ja era esperado
porque a obtencao de controladores de ordem completa é um problema convexo com
solucao tnica e global. Ja no projeto de controladores de ordem reduzida, como nao ha
garantias de que o 6timo encontrado seja global, ainda podem ser obtidos controladores
que fornecam maiores atenuacgoes. Isto explica os resultados simulados obtidos na
Tabela 7.1 onde, por exemplo, o controlador de ordem 4 X 4 apresentou uma atenuagao

menor do que aquela obtida pelo controlador de ordem 1 x 1.

As diferencas encontradas entre os valores simulados e os valores experimentais podem ser
explicadas devido ao fato de a planta existente na bancada experimental apresentar incertezas
em relacao a planta utilizada nas simulagoes computacionais.

Por fim, vale salientar que todos os controladores aqui apresentados foram efetivos no
sentido de minimizar a norma H., do sistema em malha fechada e evitar o fenéomeno de

spillover.
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Capitulo 8

Conclusao

Este trabalho consistiu na obtencao de controladores H,, de ordem fixa voltados para o
controle ativo de estruturas flexiveis.

O método de elementos finitos foi empregado para a obtencao do modelo de estados de
estruturas flexiveis para a posterior aplicacao da teoria de controle robusto. Realizou-se uma
breve introdugao sobre a teoria de controle robusto H, e sobre o uso de filtros de ponderagao.
Além disso, o método Lagrangiano Aumentado foi apresentado e discutido.

A obtencao de controladores de ordem fixa apresenta a dificuldade de ser um problema
nao-convexo devido ao fato de que X! deve ser igual a Y para que exista um controlador
de ordem k < n [29]. Quando a ordem do controlador desejado é igual a ordem da planta
(k = n), o problema se torna convexo. No problema de sintese do controlador H,, inclui-se a
restricao de igualdade XY —I = 0, que, junto com outras trés restricoes LMIs, caracterizam
um problema de otimizac¢ao cujo objetivo é minimizar a variavel ~. E importante ressaltar
que a restricdo de igualdade nada mais é do que uma forma de forcar X' = Y. Para
contornar a dificuldade de tratar a restricao de igualdade no problema de otimizacao, esta é
incluida na funcao objetivo usando a técnica do Lagrangiano Aumentado. As restrigoes LMIs
sao mantidas explicitas no problema de otimizagao para que possam ser utilizados algoritmos
de programacao semidefinida atualmente disponiveis em aplicativos tais como o MATLAB.

Trés exemplos de aplicagao foram realizados com o intuito de tornar os assuntos discutidos
mais claros e mostrar a eficicia da metodologia proposta.

A implementacao experimental de 4 controladores H., de ordem fixa e 1 de ordem com-
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pleta foi realizada com sucesso para uma viga flexivel. Os resultados praticos obtidos demon-
straram que os controladores de ordem fixa 1 x 1 e 2 x 2 forneceram uma atenuacao da
norma H,, do sistema em malha fechada bastante satisfatéria e até mesmo maior do que
aquela obtida com o controlador de ordem completa. O modelo de elementos finitos utilizado
para o projeto dos controladores e para a realizacao das simulagoes se mostrou valido no sen-
tido de que os controladores obtidos funcionaram na pratica e geraram resultados préximos
aos encontrados em simulagao. As incertezas existentes entre o modelo de elementos finitos e
o modelo real foram responsaveis pelas diferengas encontradas entre os resultados simulados
e os resultados experimentais. Apesar das incertezas, todos os controladores testados foram
robustos o suficiente para garantir a estabilidade do sistema em malha fechada durante a

implementagao pratica.

De uma forma geral, os resultados numéricos apresentados demonstraram que o método
aqui proposto pode ser aplicado com sucesso. No entanto, é importante ressaltar as principais

dificuldades encontradas na realizacao deste trabalho:

e O resultado final do algoritmo de obtengao dos controladores de ordem fixa (valor de =)
varia de acordo com os critérios de parada adotados e de acordo com os parametros A°,
C° e p adotados no método do Lagrangiano Aumentado. Dessa forma, existe uma certa

subjetividade na solucao do problema e a melhor solugao é obtida de forma iterativa;

e O algoritmo para a obtencao dos controladores de ordem fixa contém um problema
de programacao semidefinida que deve ser resolvido para se encontrar uma direcao de
descida. Este problema pode envolver LMIs de dimensoes grandes, o que acarreta um

grande esforco computacional;

e A escolha de filtros de ponderacao adequados foi uma tarefa iterativa um tanto quanto
trabalhosa, ja que os filtros adotados devem ser capazes de gerar controladores que
garantam a estabilidade robusta e fornecam um desempenho satisfatério para o sistema

em malha fechada;

e A montagem da bancada experimental consumiu um certo esforco devido a dificuldades
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tais como problemas de funcionamento de equipamentos, aterramento inadequado das

instalagoes do laboratério, e outras.
Algumas propostas para trabalhos posteriores sao:

e Melhoramento do algoritmo de obtencao de controladores de ordem fixa no sentido de
minimizar a subjetividade existente na escolha dos parametros de penalidade e dos

multiplicadores de lagrange do método Lagrangiano Aumentado;

e Aprimoramento na metodologia de escolha dos filtros de ponderacao de forma que esta
escolha nao dependa exclusivamente da experiéncia do projetista, através da proposicao

de algum critério mais objetivo;
e Extensao da metodologia proposta neste trabalho para controladores Hy e misto Hs/ Ho;

e Aplicagao de controladores de ordem fixa no controle de outros tipos de estruturas tais

como placas e treligas;

e Comparagao do método deste trabalho com outros métodos de obtencao de contro-

ladores de ordem reduzida, como por exemplo o de [25].
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Apeéendice A

Deducao do Modelo de Estados de
Estruturas Flexiveis

Neste apéndice, é apresentado uma formulacao em modelo de estados para sistemas
dinamicos regidos por equagoes de segunda ordem. O comportamento dinamico de tais

sistemas pode ser descrito pela seguinte expressao:
Mg+ Dqg + Kq =T, (A.1)
onde:

e M é a matriz de massa do sistema;

K é a matriz de rigidez do sistema,;

D é a matriz de amortecimento do sistema;

e f ¢ o vetor das forcas externas que atuam no sistema.
A expressao (A.1) pode ser reescrita como:
G=-M"'Kq-M 'Dg+M'f (A.2)
Definindo o vetor de estados como x = [ 3 1, o modelo de estados de uma estrutura
flexivel pode ser escrito como:
x = A x + B f, (A.3)
y = C x, (A.4)
onde:
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0 I
A= { ~-M'K -M"'D ]

0 , . :
B = [ AL | S onde s; é uma base que seleciona uma dada componente ¢ do vetor

de forgas externas f;
C é a matriz de saida do sistema;
I é uma matriz identidade de ordem compativel;

y € o vetor de saidas.
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Apeéendice B

Observacoes sobre o Método de
Elementos Finitos

O elemento finito pode estar inclinado com relacao ao sistema de coordenadas global,
como mostrado na figura B.1. Neste caso, as matrizes de rigidez e de massa de cada elemento
requerem uma transformacao de coordenadas. A relacao entre os deslocamentos no sistema

global (u1, v1 e ;) e no sistema local (1, 1 e ;) é dada pela equacio que segue [44]:

Figura B.1: Elemento inclinado com relagao ao sistema global.
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Uy ) [ cosB@ sinfB 0 0 0 071 ( w ) (uy )
U1 —sinf3 cosfB 0 0 0 0 V1 V1
o | 0 0 1 0 0 0 0 | 6,
uy [ 0 0 0 cosB sinf 0 Us (=L uy [’ (B.1)
Uy 0 0 0 —sinfg cosfB 0 Vg Vg
L 02 | 0 0 O 0 0 L] {6 ) [ 02 |
onde:
o d=— { uy V1 01 ug vy Oy }T representa o vetor de deslocamentos do elemento no sistema

de coordenadas global;

= Y .
d= { Uy U1 01 Uy Uy O } representa o vetor de deslocamentos do elemento no sistema

de coordenadas local,

(3 é o angulo formado entre os sistemas local e global (vale lembrar que estdo sendo

considerados apenas problemas bidimensionais neste trabalho);

L é a matriz de transformacao, a qual relaciona o sistema local ao sistema global.

Em notagao simplificada, a expressao (B.1) pode escrita como:
d =Ld. (B.2)

A energia de deformacao de cada elemento no sistema de coordenadas local é dada por
21]:
S R
U, = 5dTK d. (B.3)
Substituindo a expressao (B.2) na equagao (B.3), pode-se escrever a energia de deformagao

de cada elemento no sistema global:

U, = %dTLTI_{eLd. (B.4)

Comparando-se as expressoes (B.3) e (B.4), verifica-se que a matriz de rigidez de cada

elemento no sistema de coordenadas global pode ser escrita como segue [44]:
K =L"KL, (B.5)
onde:
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e K é amatriz de rigidez de um determinado elemento no sistema de coordenadas global;
e K° ¢é a matriz de rigidez de um determinado elemento no sistema de coordenadas local.

A matriz de massa de cada elemento independe do sistema de coordenadas. Em outras
palavras, a matriz de massa no sistema de coordenadas local é igual & matriz de massa no
sistema de coordenadas global.

Apés a obtengao das matrizes de massa e de rigidez de cada elemento finito, torna-se
necessario gerar as matrizes de massa e de rigidez da estrutura como um todo. Isso é possivel
somando-se os elementos das matrizes em posicoes adequadas. Como exemplo, a figura
B.2 mostra como as matrizes de massa e de rigidez, de uma estrutura formada apenas por
dois elementos finitos, podem ser montadas. Esta operacao é conhecida como assembly dos

elementos [44, 21].
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U, Vy, 8[ Uy, Vo 82 US'V3' 83

U, v, 68,4, v, 8 U, v, 8, U; v, B,
S0 000 007 FTMx % X % x %7
sl 0O0O000O0 S % %X XX
| 000000 L B Bl B B
5 O0O000O0 T X X X X X X
sl O0000O0 Tl X X X X X X
ol 000000 a:‘f_xxxxxx_

u v, 8 u, v, 6, u, v, 8,

O00000
X X X®@®@0 00
X X X®@®®0 00
X X X®@®®0O00O0
MM HELH W R

B, v u, B,v,u, 6 vy,
X X X X X X

X X X X XX

Figura B.2: Esquema de associacao das matrizes de massa e de rigidez de cada elemento com a
finalidade de gerar as matrizes de massa e de rigidez da estrutura como um todo (assembly).
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Apendice C

Exemplos de Calculo da Norma H

Como ilustracao, apresentam-se dois exemplos de célculo da norma H., com funcoes de

transferéncia:

1) [le™"* || = supw Ve ivTenT = 1;
2) || 55 lloo = su ! L. 1
s+a oo — Dw CL+]U} a_jw_ pw\/m_a7

onde a > 0, s = jw e w = 0 para o maior valor.

Apresenta-se agora um outro exemplo de cdlculo da norma H,, com uma matriz de
transferéncia, onde o conceito de valor singular ¢ usado.

Seja uma matriz de transferéncia:
1
— 0
A= 1]
s+1
Fazendo s = jw, tem-se:

. 1 0 1fj112) 0
A(Jw) = [ lijw 1 ] = l 1+0w 1—jw ] .

1+jw 1+w?
1+jw 0
A matriz complexa conjugada transposta de A(jw) é: A*(jw) = { HO“’Q 1w }
14+w?
Com isso, obtém-se um par de autovalores de A*(jw)A (jw) iguais a 7=, ou seja:
7(A) = VAR GuIAGE)) = /(1) = 1
1 4+ w? 1+ w?
Portanto, para w = 0 obtém-se o maximo valor singular possivel:
|A(jw)||oo = Supy o(A(jw)) = lim =1=04dB. (C.1)

w—0 1 + w?
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A figura C.1 mostra o diagrama de valor singular da matriz A(s), onde se verifica que a

norma H, (valor de pico neste diagrama) corresponde a 0 dB, conforme obtido em (C.1).

Singular Yalues
0 T

S0k

Singular Yalues (dB)

20 -

el - 1 1 1 L T R
10 10 10
Frequency (radizec)

Figura C.1: Diagrama de valor singular da matriz A(s) gerado com o comando sigma do MATLAB.
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Apeéendice D

Exemplo de Uso de Filtros de
Ponderacao

Seja a planta nominal de um sistema massa-mola-amortecedor de 1 grau de liberdade que

segue:
4

Ps)=— -
(5) = 00054

O modelo de estados de (D.1) voltado para o problema H,, pode ser escrito como:

0 1 0 0 0
A:[—Al —0.02}’ Bl:[4 0}’ BQ:L}’

10 00 0
Cl_|:0 O:|7D11_|:0 O:|7D12_|:00117

Co=[10]; Dyuy=[0 1]; Dp=[0].

(D.1)

Utilizando o comando hinflmi do MATLAB é possivel projetar um controlador H,, de
ordem completa para este sistema. O controlador obtido é dado pela seguinte funcao de

transferéncia:

—124900s — 6965
s2 4+ 13555 + 19420

K(s) =

Através da Figura D.1, verifica-se que o controlador (D.2) minimizou o valor de pico

(D.2)

no diagrama de valor singular da malha fechada com a planta nominal. A norma H., foi

reduzida de 40 dB para 0.391 dB.
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Diagrama de Valor Singular
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Figura D.1: Diagrama de valor singular do sistema nominal sem controle (linha tracejada) e do
sistema nominal com o controlador Hy, de ordem completa (linha continua).

Considere que na pratica, o sistema em questao apresente uma incerteza dinamica multi-

plicativa da forma como segue:

s+ 0.72s + 324

I(s) = . D.
()= 3035 1228 (D-3)

Portanto, a planta real é escrita como:

452 + 2.885 + 1296
Po(s) = P(s)I(s) | . D.4
(8) = Fals)(5) = G5 5555 4 22057 + 5.75 5 900 (B4

A Figura D.2 traz uma comparacao entre o diagrama de Bode das plantas nominal e real.

Verifica-se que a planta real apresenta um modo a mais que a planta nominal.

Quando o controlador (D.2) é colocado para controlar a planta real, verifica-se que o

sistema em malha fechada se torna instavel. Os pélos de malha fechada obtidos sao:

—1340.50
—9.80 + 17.99%
—9.80 — 17.99%
+2.7+16.80¢
+2.7 —16.80:
—0.2
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Diagrama de Bode
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Figura D.2: Diagrama de bode da planta nominal (linha continua) e da planta real (linha tracejada).

Com isso, é necessario realizar o projeto de um controlador H., que seja capaz de controlar

a planta real. Para isso, utiliza-se o esquema apresentado na Figura 4.2 onde se adota:

_ 0.0001s+0.1.
® Wp = st5 )

—0.000015-+0.0001 .
o W, = 51100 ;

e W, =0.01.
Vale ressaltar que Wp, W, e W,, foram escolhidos por tentativa e erro de forma a

assegurar a estabilidade robusta do sistema (expressoes (4.32), (4.33), (4.34) e (4.35) s@o

satisfeitas), evitando o fenémeno de spillover.

A planta aumentada tal qual descrita pelas expressoes (4.8), (4.9) e (4.10) pode ser obtida:
0 1 0 0 00 0
-4 —0.02 0 0 4 0 1
G _ . RG _ . RG _ :
AT = 0 0 —100 O |’ B/ = 0 0|’ By = 0.03 |’
0.3154 0 0 -5 00 0

“ 10 0 —0.030 0 0 0
C{=[1000]; Df=[0 001]; D=

e [to 0 0354] o [00] o [ 0O 1
CS ; D= P DB =10 00001 |
0.
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Utilizando a planta aumentada e o comando hinflmi do MATLAB, obtém-se o seguinte

controlador H..:

B —13275% — 1.485€0055% — 1.853e0065 — 1.029¢007

K,
(s) %+ 147.552 1 50385 + 1403

(D.5)

Através das Figuras D.3 e D.4 é possivel verificar a estabilidade robusta (expressoes (4.32),
(4.33), (4.34) e (4.35) sao satisfeitas). Conforme se pode constatar, ndo existe intersec¢ao
entre 7W1§1 e as curvas de Ny e Ny. Verifica-se também que nao ha intersecgao entre YW, !
e as curvas de N3 e N,. Dessa forma, diz-se que o controlador obtido é capaz de assegurar

a estabilidade robusta.

Diagrama de Valor Singular

10 .

Valores Singulares [dB]

10' 10

Frequéncia [rad/s]

Figura D.3: YW 5! (linha pontilhada), Ny (linha tracejada), Ng (linha continua).

Quando o controlador (D.5) é colocado para controlar a planta real, os seguintes pdlos

sao obtidos para a malha fechada:

—96.4503

—18.5501 + 66.0799¢
—18.5501 — 66.0799¢
—0.0960 + 18.4929:
—0.0960 — 18.4929:
—7.0313 + 6.0336¢
—7.0313 — 6.0336¢
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Diagrama de Valor Singular

\alores Singulares [dB]

10’ 10
Frequéncia [rad/s]

Figura D.4: YW, ! (linha pontilhada), N3 (linha tracejada), N4 (linha continua).

E possivel verificar que todos os polos de malha fechada estao no semi-plano esquerdo do
plano complexo, e, portanto, a malha fechada é estavel.

A Figura D.5 traz a resposta a um distirbio aleatério gaussiano de média nula e desvio
padrao unitario do sistema real sem controle e do sistema real controlado. Verifica-se que o
distirbio é atenuado devido ao controle.

Portanto, é possivel verificar que, neste caso, o uso dos filtros de ponderagao foi vital
para a obtencao de um controlador H,, que estabilizasse o sistema em malha fechada com a

planta real.
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Figura D.5: Resposta do sistema real sem controle (linha tracejada) e do sistema real controlado

(linha continua).

115



Apeéendice E

Verificacao da Funcao Objetivo
d.(x,A) na Forma Matricial

Afim de tornar mais compreensivel a passagem de (6.2) para (6.44), realiza-se um exemplo

onde:
cc 0 0 O
I A _ Al Az - 0 o 0 O
XY I_|:7’2 T4:|’A—|:)\2 )\4:|’C_ 0 OC30
0 0 0 «
Com isso, os termos presentes em (6.44) podem ser encontrados:
A1+ Aara Air3 + Aor
ATIXY —T) = 171 22 A173 al'g | |
( ) [ Asry+ Agro Asrz 4+ Agry |7
Tr(AT(XY — 1)) = Airy + dara + Agrg + A7y (E.1)
vee XY —1) = [ L To T3 T4 ]T§
vec! (XY —1I) Cvec(XY — 1) = ;7% + cors + c3r3 + cyr5. (E.2)

Verifica-se que, conforme esperado, os resultados obtidos em (E.1) e (E.2) sao concor-

dantes com o uso da expressao (6.44).
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Apeéendice F

Exemplo Numérico da Derivada de
uma Matriz Simétrica

A derivada de uma matriz simétrica E em relacao a seus préprios elementos é dada pela
matriz T, a qual mapeia o triangulo inferior vetorizado de uma determinada matriz em sua

completa representacao vetorial.
1

2 3

e sua representacao vetorial completa é vec(U) =

Tomando-se como exemplo a matriz de dimensao 2 x 2 simétrica U = [ 1 , 0 triangulo
inferior vetorizado de U ¢ [ 1 2 3 ]T

[ 1 2 2 3 }T. Dessa forma, deseja-se encontrar T tal que:

N
T|2 | =
3 2
3
Com isso, obtém-se:
1 00
010
T= 01 0 (F.1)
0 01

Vale ressaltar que, caso a matriz E nao apresentasse qualquer estrutura especial, T seria
uma matriz identidade com a mesma dimensao de E.

Afim de tornar mais clara a compreensao de (6.48), (6.49) e (6.50), a seguir sao fornecidos
exemplos de uso de tais féormulas. Sejam:

S i BRSSP BB A R P B Bl
e T conforme definido em (F.1) (note que E apresenta dimensao 2 x 2).
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Usando (6.48), calcula-se:

5 1 4 9 29 3 6 9
s 135 6 w0 |15 31| oo
A@B) =1¢ 5 g 4| |46 8 12|=A ®B,
9 15 12 20 9 10 4 20

onde A ® B denota o produto de Kronecker entre A e B, ou seja, cada elemento de A é

multiplicado pela matriz B.

Como exemplo de uso de (6.49), obtém-se o seguinte desenvolvimento:

AEB — 2131 + 71’2 + 61’3 T+ 71’2 + 101’3 :| _ |: ll l3 :|

6271 + 171‘2 + 12%3 3I1 + 19]32 + 20.%’3 lg l4

vec(AEB) = [y Iy I3 I ]"

_8l1/8x1 811/8x2 8l1/8x3 2 7 6
_8l4/8331 8l4/8x2 8l4/8x3 3 19 20
[2 4 3 6 1 0 0 2 7 6
0 AEB T 6 8 9 12 010 6 17 12
OE =B eAT=1, 5 10 01 0| |1 7 10 (F.3)
| 3 4 15 20 0 0 1 3 19 20
Conforme esperado, verifica-se que (F.2) e (F.3) sao iguais.
Para a expressao (6.50), faz-se:
Tr(AEB) = 5x1 + 26xy + 26x3 = 11 + 14
8(11 + l4)/8$1 5
Tr(AEB
% — | Al +14)/0zs | = | 26 (F.4)
8([1 + l4)/8$3 26
ror | 5 18
A'BT = | 8 26
0 Tr(AEB) (1000 55; y
—E T vec(ATBT)= |0 1 1 0 8| =26 (F.5)
| 00 0 1 9% 26

Conforme esperado, verifica-se que (F.4) e (F.5) sao iguais.
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Apeéendice G

Exemplo de Calculo do Gradiente e
da Hessiana de ®.(x, \)

Com a finalidade de tornar mais compreensivel os desenvolvimentos para a obtencao

do gradiente e da hessiana de ®.(x,A), a seguir é realizado um exemplo onde se calcula

APy + §3)/0X, 0*( D) + By)/0X? e (D) + By)/0XIY.

Sejam:
cgc 0 0 O
T1 T2 Y1 Y2 Al A3 0 cg 0 O
X = , Y= , A= , C= ,
[@ I3] [?/2 y3] [Az >\4] 0 0 ¢z O
0 0 0 ¢

. 11 + TolYg — 1 T1Y2 + T2Ys . T T3
XY —-1I= = 7
Toy1 + X3y LYo + T3ys — 1 Ty T4

Logo, obtém-se:
Q1 =7 4+ M(z1y1 + 22y2) + Aa(@ay1 + 23y2) + As(@1y2 + T2ys) + Aa(@aye + 23y3),  (G.1)

1
b, = é(clr% + cory + c3rs + cyry). (G.2)

A derivada de (G.1) em relagao a varidvel matricial X é:

0%, 0P, /014 AY1 + Asyo
X = 0P, /0zs | = | My2+ Aayr + Asys + \aya | - (G.3)
0, /0xs AoYo + A4y3
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Através da férmula (6.50), obtém-se:

AMy1 + A3y Ay + Asys

AY =
Aayr + Aay2 Aaya + Aays |
A A
oo, 10 0 07 | T My + Ay
— =T ec(AY)=]0 1 1 0 20177 b2 Ay + A2y + A3ys + Aaye
ox 00 0 1[Nt Aoz + Aays
A2Y2 + Aays
(G.4)
Conforme esperado, os resultados em (G.3) e (G.4) sao iguais.
A derivada de (G.2) em relagao a varidvel matricial X é:
00y /014 C1T1Y1 + C373Y2
0D,
X = | 09y/0xy | = | c1r1ya + Carotn + C3T3ys + carays | - (G.5)
Oy /03 CaT2Y2 + CaT4Y3
Através da férmula (6.49), obtém-se:
92 to ool e o
2 TT(Y®D)CveeXY-I)= |0 1 1 0 o 92 22|
X 000 1 v2 0 ys3 O 33

0 v 0 ys CqTy

c1m1Y1 + C37r3Y2
= | 7Y + Coroyr + C3T3Y3 + CaTaly2 | . (G.6)
CaT2Yo + C4T4Y3

Conforme esperado, os resultados em (G.5) e (G.6) sao iguais.

Utilizando (G.4), calcula-se:

0*P
=0,
0X
pois (G.4) nao depende da varidvel matricial X.
A partir de (G.6), encontra-se:
82(132 82(132/637% 82®2/8$1$2 62(132/8371]73
W = 82(1)2/8372231 82(1)2/8.1’% 82(1)2/8372.1’3 =
82(1)2/81’3I1 82(132/8.7)31'2 82(132/6%3
a1yi + 3y CLy1Ys + C3Yays 0
= | e+ csipys YT+ cays +eys Fesys Canye + calals | - (G.7)

0 Cot1 Y2 + Calfals Cous + Cay3
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O resultado (G.7) pode ser obtido através do uso de (6.56):

yi y2 O
0 w1 w0
YoIT = ,
( ) y2 y3 O
0 22 ys
9% o,
—— =T (YD) C(YRIDT =
=T Y eno(Ye
ay; + csys 1Y1Y2 + C3Y2y3 0
= | iy + Cspys  Couf + CaYs + CrY5 + €3y CotiYe + Catoys | - (G.8)
0 CoY1Y2 + CaY2ly3 coy3 + cay3
A partir de (G.4), calcula-se:
52D, 0*®1/0x1y1 O*Po/0x1ys O*Po/Ox1ys3 A1 A3 0
aan = 82®1/8$2y1 82(1)2/8.’1323/2 02<I>2/8x2y3 = )\2 )\1 -+ )\4 )\3 . (Gg)
82<I>1/8963y1 82(1)2/81’33/2 82<I>2/8x3y3 0 )\2 )\4

Com o uso de (6.57), obtém-se o mesmo resultado que em (G.9):

A A3 00
e A 00
Toh=1"0 0 A x|
0 0 X M\
oo o[22 0 RT[e] [ a
TTIoA)T =[]0 1 1 0 5 5 N 001 0| = M
1 A3
00 01 0 0 A A 00 1 0 Ao A4
(G.10)
A partir de (G.6), obtém-se:
92, O*®y/0x1yy O*®o/Oxrys 0*Po/Dx1ys3 hi hy hy
3X8Y: (92(1)2/85323/1 32@2/8952?/2 82‘1)2/351522% = | hy hs hg |, (G-ll)
0Dy /0x3yr O*Po/Ox3ys 0°Po/0x3ys hs he hg

onde:
o hy = c1(2z1y1 + woye — 1);
e ho =cix1ys + 02(2$23/1 + $3y2)5

o h3 = comalp;
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o hy = c1ay1 + c3(221y2 + Tay3);

o s = 127292 + T1y1 — 1) + caw3ys + c371Y3 + ca(222y2 + 3y3 — 1);
o hg = ca(273y2 + Toy1) + CaTays;

® I = C3Tays;

o hg = c3(272y3 + T1Y2) + CaT3Y;

o hg = cs(2x3ys + w2y2 — 1).

Utilizando a expressao (6.57), encontra-se o mesmo resultado obtido em (G.11):

€1 €4 €7
TINYRDCIAX)T= | e e5 es |,
€3 €g €9
onde:
® €1 = C1T1Y1;
® ey = C1T1Y2 + CaT2Y1;
® €3 = Cal2Y2;
® ¢4 = C3T1Y2 + C1T2Y1;
® €5 = C1T2Y2 + C2T3Y1 + C3T1Y3 + C4T2Yo;
® €5 = C4T2Y3 + C2T3Yo;
® €7 = C3T2Y2;
® eg = C3T2Y3 + C4T3Y2;
® €9 = C4T3Y3.
E finalmente,
c c S1 S4 S7
S = [Cl 63 1 , T"A@ (So (XY -D)T = | so s5 s5 |,
2 4 S3 Sg So9

onde:
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o 51 = ci(ziyr + w212 — 1) = 17y

o 5y = Co(Tay1 + T3Y2) = Cara;

o s3=0;

o sy = c3(T1y2 + Tays) = c373;

o 55 = ci(T1y1 + wayp — 1) + ca(woyo + 3y — 1) = 17y + cars;
® 56 = Co(Tay1 + T3Y2) = Cala;

o 57 =0;

o sz = c3(T1y2 + Tays) = c373;

o s9 = cy(mays + x3ys — 1)cyry.

9% @, hi hy hy
oy~ DY eDCIeX) + Ie (S (XY ~D)IT=| h hy hs |, (G12)
hs he hyg

onde h; = e; + s;.

Por analogia, a extensao do exemplo em questao para as demais componentes da matriz

hessiana de ®.(x, A) pode ser realizada sem grandes dificuldades.
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