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RESUMO

Este trabalhe analisa a conveccgao natural laminar
em placa plana vertical sujeita a uma distribuigaoc arbitraria

de temperatura.

Primeiramente, & feita uma transformacdo de varia
veis nas equagdes diferenciais parciais que descrevem o feno
menc: conservacao da massa, 22 lei de Newton e CONSErvacao
da energia, reduzindo o sistema para duas eguacgoes diferen
ciais parciails acopladas. Para a solugdo destas equag¢des, as
derivadas em relacic a uma das duas variaveis independentes
sao aproximadas por diferengas finitas, obtendo-se um siste
ma diferencial ordinaric accplado, gue & resolvide por inte
gracio numérica pelo método de Adams-Moulton. Como ha a ne
cessidade de condicgdes iniciais para a aplicagae do matodo
e o problema a ser resolvido & do tipo condigao de contorno,
s50 necessArias estimativas iniciails, tendo-se desenvolvido
uma metodologia adeguada para esta finalidade. Essas estima
tivas sdoc corrigidas a cada passo da integragdo peloc método

de Nachtsheim & Swigert.

Ds resultados sdo apresentados para diversos tipos:
de distribuicio da temperatura na superficie da placa, inclu
indo~se casos de funcdes continuas, com derivadas continuas

ou descontinuas, e de funcgées com descontinuidade.
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ABSTRACT

A procedure has been developed for the analysis of
laminar free convection from a vertical flat plate with an

arbitrary temperature distribution.

By applying appropriate variable transformation the
governing mass conservation, momentum and energy eguations
are expressed as a set of coupled partial differential
eguations. This system is solved by approximating the deriva
tives related to one of the two independent wvariables by
finite differences, resulting in a set of coupled ordinary
differential equations, that can be integrated by the Adams-
Moulton method. An initial condition is necessary to apply
this method to the problem, which is a boundary value problem,
and a technigque for such has been developed. The estimates
are corrected at sach step by the Nachtsheim & Swigert

procedure.

Computation can be performed for several temperature
distributions, continuous and discontinuous functions beling
considered with or without discontinuities in thelr deriva-

tives. Several result are presented and discussed.
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CAPITULO 1

INTRODUCAD

A convecgdo natural em placa plana vertical é um
dos problemas basicos em transferéncia de calor. A mailoria
dos trabalhos publicados sobre o assunto, no entanto, refe
re~-se a condi¢des de contorno uniformes ao longo da altura,
ou seja, temperatura de parede constante ou fluxo de calor
constante, correspondendo ao chamado escoamento similar. Pa
ra © casc de condigdes de contorno nio uniformes, como nesta
tese, poucos trabalhos foram realizados. O interesse pox
este tipo de problema surgiu da necessidade de se modelar
condi¢des de contorno em eguipamentos de transmissio digi
tal, objeto do convénio Telebras-Unicamp, para o estudo das
caracteristicas de transferéncia de calor na chamada Mecani
ca Vertical Padrdoc. Este sistema se caracteriza pela coloca
gao alternada de placas de blindagens no sentido vertical,
sendo estas dispostas horizontalmente. O conjunto é alojado
em um compartimente chamado sub-bastidor, conforme a Figura
1.1, os gquals sac agrupados e montados lado a lado, de cos

tas para outros sub-~bastidores, conforme a Figura 1.2,

Inicialmente, Carvalho {11 fez o modelamento das
condigbes de contorno externas da Mecinica para placas de cir
cuito impresso dissipando uniformemente ac longo da altura,
corregspondendo o problema & situacac de temperatura uniforme
ao longo das paredes dos sub-bastidores. Dando sequéncia a
pesquisa, houve a necessidade de se determinar condicdes de
contorno externas correspondentes aoc caso de dissipacds nao
uniforme ao longe da altura, o gue sugeriu o estudo da con
vecgao natural em placas planas verticais sujeitas a uma dis
tribuicdo genérica de temperaturas, incluindo o casc da dis

tribuicac em degraus de temperatura.
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HA um numero reduzido de trabalhos publicados sobre
o assunto. Um dos primeiros trabalhos publicades sobre con
‘vecgdo natural para superficies ndc isotérmicas fol o de
Sparrow e Gregg {2}, o -qual faz uma analise da solugdo por
similaridade da sobretemperatura de parede, ou seja, a dife
renca entre a temperatura de parede e a temperatura ambiente,

pertencentes a duas classes de distribuicac de temperatura:
a) Ty~ Te = BxXP ¢

b) Ty — T = M eP% |

Mais tarde, Yang [3] fez uma analise mais generalil
zada sobre solucgdes de similaridade para convecgao natural
laminar, englobandc os casos comentados anteriormente £ apre
sentando as condic¢des necessarias e suficientes para gue se
possa aplicar solucdo de similaridade para placas e cilin
dros verticais. Certos tipos de funcgdes para a variagao de
temperatura de parede, no entanto, nao admitem solucoes por
similaridade. Assim, a partir do método de similaridade lo
cal, no gqual cada solggéo & localmente autdnoma, foi desenvol
vido o método de nao~similaridade local, a gual incorpora to
das as derivadas gque sio descartadas quando se aplica a simi
laridade local. Inicialmente, Sparrow et al [4] aplicaram
este método para resolugdo da equagdo da gquantidade de movi
mento na convecgao forgada, guando se tem condigoes de escoa
mento que ndo podem ser resolvidas por similaridade local.
Uma extensio deste método foi feita por Sparrow e Yu [5] pa
ra solucio da eguagdo da energia com o mesmo tipo de proble
ma. A partir dos deis trabalhos citados anteriormente, Min
kowycz e Sparrow (6] propuseram uma solugio para a Convecgao
natural em cilindros verticais pelo método da nAo-similarida

de local.

Scherberqg [7] utiliza o método integral para resol
ver o problema da distribuicao arbitraria da temperatura de

parede, tendo analisado o caso:

T o= 1 4 7{x) (1 ~ Yfﬁ)z
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onde 1(x) & uma fun¢ao de x, y & a coordenada normal & pare

de & § a espessura da camada limite,

Para o caseo de descontinuidade da temperatura ao
longo de uma placa plana vertical, o primeiro trabalho publi
cado se deve a experiéncia realizada por Schetz e Eichhorn
[B}, para somente uma descontinuidade de temperatura ac lon
go da altura da placa, cobrindo seis valores diferentes da
relacdo entre as temperaturas anterior e posterior & descon
tinunidade. Os resultados sdo apresentados em termos do per
fil de temperaturas para algumas posigdes ac longo da altu
ra, apdés a descontinuidade e, também, em termeos de fluwo de
calor na parede. Motivados pelo assunto e a fim de lhe dar
um tratamento conceitual, Hayday et al [9] fizeram uma anali
se tedrica, na gual as derivadas em relacdo a uma das varia
veis independentes s3o aproximadas por diferencas finitas,
transformando ¢ problema em um sistema diferencial ordinaric
e acoplado, resolvido por integracac numérica., Jeng et al
[10] analisaram a descontinuidade de temperaturas em cilin
dros circulares scb regime de convecg¢do forgada. As variaveis
dependentes, obtidas na transformacdo de variaveis, sac expan
didas em séries de potenciais e & feito uso de fungoes uni
versais para resolucdo do problema. O termo "fungoes univex
sais® se deve ao fato gue essas fungbes sdo independentes de
certos coeficientes gue aparecem nas equagdes & serem resol
vidas., Kelleher {111 faz ums andlise das descvontinuidades de
temperatura em convecgdo natural no mesmo tipo de probliema
analisado por Hayday et al [9], usando series assintoticas
para os perfis adimensionais de velocidade e temperatura, ci
tando como método seguidoe o desenvolvido por Goldstein [12}
para o estudo da esteira do escoamento em uma placa placa no

regime de convecgac forcada.

Kelleher resolveu o problema para dois dominios: o
primeiro para valores pequenos da variavel independente nox
mal & placa e o segundo para grandes valores desta. Os resul
tados obtidos sdo interpclados nos pontos de separagao dos
dois dominios, obtendo-se assim a solugdo para os perfis adi
mensionais de temperatura e velocidade. Uma anélise semelhan
te a esta foi utilizada anteriormente por Kuiken [13], para

uma temperatura de parede do tipo:



Ty = T + v (%},

onde

r {(x) = rg x 8 {1+ ay XM 4 g, x 2W 4 vae)
sendo

x =  xfL;

L == comprimento;

ayg = comstantes e

= temperatuvra constante.

Kelleher e Yang [14] sugeriram uma Unica série para

a resolugao do problema. Eles utilizaram séries do tipo Gor

o

tler, uma extensdo da série usada por Gortler [15] para
convecgao forgada em cilindros de configuracioc arbitriria. A
anadlise de Kelleher e Yang & feita para fungdes continuas e

os resultados apresentados para variacaoc do tipo:.

Tw - 'Ilm

Gw‘;GwU = I+ ¢ {x,"L)p .

Tyy - Te

onde G € o numero de Grashof, €y, € o numerc de Grashof na
borda de atague, ¢ e p sA0C constantes e L o comprimento da
placa. Meena e Nath [16] analisaram o mesmo tipo de funcao
utilizando o método de diferencas finitas implicito, citando
como método utilizade o desenvelvido por Marvin e Sheaffer
[17]. Uma das conclusdes tiradas & que para esse tipo de fun

¢ao a transferéncia de calor aumenta ao longo da altura da

placa.

Dos trabalhos analisados acima, pode-se notar que
a andlise de condig¢des de contorno ndc uniformes ao longo da
altura da placa € feita para um determinado tipe de variacgio
de temperatura de parede. Com a idéia de apresentar um méto
do mais geral na abordagem do problema, Kao et al [18] intro

dugiram uma nova transformacgio de varidveis na gual o sistema
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de eguages diferencials resultante & fungdo de um parimetro
dependente das condi¢les de contorno empregadas. A andlise &
feita usando-se similaridade local como primeira aproximacio
e fungdes universais para um melhoramento adicional. 0s resul
tados sdc apresentados para variagbes de temperatura de pare
de do tipo senoidal e exponencial e para variagbes linear e
exponencial do fluxo de calor na parede. Yang et al [19] uti
lizaram a mesma transformagao de varidveis proposta anterior
mente, apresentando um método alternativo para solugdo dessas
equagbes, empregando séries do tipo Merk, usadas anteriormen
te por Chao e Fagbenle {20} para convecc¢do forcada, para os
perfis de velocidade e temperatura, transformando as equagdes
diferenciais parciais gue regem o escoamento numa seguéncia de
equagoes diferenciais ordindrias acopladas, as guais sdo re
sclvidas por integracdc numérica. Os resultados saoc do  mesmo
tipo dos apresentados por Kao et al [18]. Uma consideracao fei
ta por Yang et al &€ gue a distribuicido de temperatura ou do
fluxo de calor na parede deve ser continua, descartando assim
problemas com descontinuidades da temperatura de parede. Vedha
nayagam et al {21] fizeram transformagfes similares as intro
duzidas por Kao et al, considerando também o caso de injegdo
de massa pela parede; o sistema de eguagbes diferencials par
ciais assim obtido apds a transformagdo de varidveis & fungao
de dois coeeficientes, um relacionado com o perfil de tempera
turas na parede e outro com a injecaoc de massa ao longo des
ta. Tendo como parametros esses dois coeficientes, € feita a
apresentacdo de uma tabela gue contém duas variavelis adimen
sionais, uma correspondente ap fluxo de calor na parede e
outra a tensao de cisalhamento nesta. Mais recentemente, Ha
san e Mundel [22] analisaram o problema da variacao de tempe-
ratura na parede, utilizando a mesma transformacgae de varié
veis introduzidas por Kaoc et al {18] e aplicando o métodc de
expansac em séries de poténcias desenvolvido por Ishizawa [23
e 241. Os resultados sd3c aplicados para variac¢des de tempera
tura do tipo exponencial e senocidal, além daguela apresentada
por Meena e Nath [16]. Uma das condi¢fes regueridas para apli
cagao desse método & gue a fungac gue da a distribuigao de
temperatura na parede Ty(x) Seja infinitamente diferenciavel.
Na [25] utilizou eguacdes adimensionais para CONvVecgao natu

ral com temperatura de parede variando ao longo da altura,
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transformando essas equacdes através de uma nova transforma
¢do de varidveis. O sistema de equagbes diferenciais parciais
resultante & resolvido pelo método das diferencas finitas, no
gqual as equagdes ndc lineares sdo linearizadas pelo metodo
apresentado por Bellman e Kalaba [26], j& utilizadas anterior
mente por Radbill [27] para o regime de conveccgao forgada. O
sistema algébrico resultante & entdoc resclvido por uma técni
ca de fatorac¢@o bloco-tridiagonal. Nesta andlise, Na incluiu
o caso de descontinuidades de temperaturas na parede, além de
analisar funcoes do tipo exponencial e sencidal, além do tipo

apresentado poxr Kuiken [13].

Negte trabalho é desenvolvido um metodo geral para
o calculo do coeficiente de pelicula na convecgao natural ao
longo de uma placa plana vertical para o casc de variagac ar
bitraria da temperatura de parede. Nao serac analisados os ca
sos de injecdo de massa pela parede ou de variacao do fluxo
de calor ao longo desta, embora seja de se esperar gue 0 méto
do seja aplicavel a esses casos, com apenas algumas modifica

coes.

Ao sistema de equacgdOes que rege o escoamento laminar
ao longo de uma placa plana vertical, sob o regime de conveg
¢do natural, aplica-se uma transformagao de variaveis, que
reduz o sistema de equacbes originais a um sistema de duas
equacbes diferenciais parciais acopladas, mais as respectivas

condicdes de contorno. A derivada em relacBo a uma das varia

veis independentes & aproximada por diferencas finitas, e ©
sistema diferencial ordindrioc resultante desta aproximacgaoc &
integrado numericamente pelo método de Adams-Moulton. Comoe ©
esguema de integracao utilizado £ do tipo gue necessita de

condigdes iniciais e o problema a ser rescelvido € deo tipo con
dicio de contorno, estimativas iniciais sdo feitas e reavalia
das a cada passo da integragdoc. Um procedimento adegquado foil
desenvolvido para tanto, dando flexibilidade a metodologia pro
posta, © que permite aplica~la para distribuicoes de tempera
tura de parede gené€ricas, incluinde descontinuidades da fun

cdo efou de sua derivada.



CAPITULO 2

EQUACIONAMENT(O DO PROBLEMA

Para gue se possa chegar as equagdes gue regem o
escoamento e a transferdncia de calor no problema em guestdo,
as equagbes das leis basicas obedecidas pelos meios continuos
sa0 apresentadas inicialmente, sendo as simplificag¢les devi

das feitas a seguir, ordenadamente. As leis basicas SA0
Conservacio da Massa (Equacao da Continuidade};

Sequnda Lei de Newton (Equagao da Quantidade de

Movimento) e

Conservacio da Energia (Primeira Lei da Texrmodi-

namical .

2.1 EQUACDES FUNDAMENTAILS

A obtencic das eguacgdes fundamentais ndc € discutida
neste trabalho, em gue elas s&oc inicialmente apresentadas em
seu formato mais geral. Maiores detalhes podem ser encontrados
por exemplo, em [28] e [29]. O sistema de coordenadas adotado

pode ser visto na Figura 2.1.

Para aplicag¢doe no estudo da convecgao natural em pla

ca plana vertical, a forma mals adequada para as equagdes &

. Equacdo da Continuidade:

Do, 2 %.9% = o (2.1)
bt

onde:
Do . 2o +—11§£ + v %o + 1g§£
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% = 1;1 + v 5 + ‘cz
P . 21 A% o4 Ay
ax gy a3z
. Equagac da Quantidade de Movimento:
D;E!: e 6 >
— = F - VP + VeV 2.
P o U {
onde:
F o= gzg = forga de campo por unidade de volume
. Bquacao da Energia:
DT > 2o Dp
C - = V¥V , {KVT + B T == + ¢ (2.
pLp T { ) q BT = L
onde:
g™ = energlia gerada por unidade de volume;
BT %E = efeitos de compressibilidade;
1 3
Bo= - = (=) (2.
o aT P
ue Z  dissipacao viscosas
Bu_2 av, 2 gw 2 &y du, 2
¢ = 2 GG+ (55} + (570 + ('55+5§)
w 3v du aw
(gg'fgg) (g; g;)
2
ﬁ,g"(ﬁ‘_“_,;.ﬂ_;_?ﬁ) {2,

2)

3}

4)

5}
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Devido ze fato do movimento do fluido dentro da ca
mada limite ser causado por diferenca de densidade e sendo
esta provocada por diferencas de temperatura, temos um acopla
mento entre as equacdes, as quals precisam ser resolvidas si
multansamente. Deve-se, portanto, introduzir hipdteses simpli
ficadoras para gue as equag¢des sejam mais acessiveis para se

trabalhar. As hipGteses iniciais adotadas g3o:

- Regime Permanente;
. Auséncia de Geragao de Energia e

. Escoamento Bidimensional nas Coordenadas {x,y).

Mesmo com a introdugl@o dessas hipdteses simplificado
ras, as equac¢des ainda sdo de tratamento dificil, pois se esté
considerando a possivel variacdo das propriedades yu, k, Cp, B
e p. Assim, para solucionar este problema, introduz-se a apro

ximagdo de Boussinesqg, a gual considera gue:

. A densidade é constante, exceto quando causa di

retamente forgas de empuxo;

. Todas as outras propriedades do fluido sac cons

tantes,

A primeira hipdtese implica em considerar a incompres
sibilidade na equag¢do da continuidade; a densidade, no entan
to, & considerada varidvel no termo gravitacional da eqguacéo
da guantidade de movimento. Uma andlise mais acurada guanto a
validade da aproximagio de Boussinesyg pode ser- encontrada em

Gray e Giorgini [307.

Com a introdugac dessas simplificagdes nas egquagoes
2.1 84 2.3 e sendo este um problema de placa plana vertical,

onde:

tem-s5e gne:
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§§-+~§-§= 0 (2.6)
p {u 25 + v %ﬁ) = - %E + u (§§§-+ %2%) - P g (2.7}
p(ug-§+v—:~3)=—%§—+u(§%+§i§) {2.8)
pcwu«gwgwmg+§§%a+w“ (2.9)

onde &; & obtideo aplicando as mesmas hipdteses & eguacgao 2.5:

2 2 2
sy=2 1+ DT e & (2.10)
9% oy % 3y

Figura 2.1 - Sistema de coordenadas adotado



Nas equagSes (2.7) e (2.8}, pode-se decompor

sio local P como sendo a soma

3Py
ax

aP3

P = Po + Py
onde:

P =

Pa &

Assim:

0] 3P

. =3 T +

oK g%

aF 2P

3y 9y

A pressdo hidrostatica de repouso pode ser

das eguagdes

onde nao ocorre escoamento.

(2.7) e

2y

{2.8) considerando um ponto

G

pressac hidrostatica de repouso

pressac dinamica.

Assims

Pen B

de dois termos:

e

no

] Jm

a pres

(2.11}

(2.12}

obtida

espago

(2.13}

(2.14}
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Assim, substituinde {2.11) & (2.14) nas equacsces

{(2.7) e {2.8) resulta:

du au 3Py 3%u 3%u
{ dv . Bv) 8P4 . 3%y 3%y (2.16
U. —— —_ = e + L
d 3 v 3y ay AP ay* )

Conforme pode ser visto em [31l] a densidade p. pode

ser egorita:

- 3 _ 1 8% 5
fle = D + ( P (Tm T) + 21 3-1.2}? (Trx:r - T) “+ P

PR S R S Ay D N

ar 21 "3pEioy
aPaT

Fazendo-se agora uma estimativa para o valor maximo
da velocidade caracteristica de convecgldo Uc, ou seja, consi
derando somente a forca motora do escoamento e desprezando as
forras viscosas, tem~se, igualando a energla adicionada ao

longo do eixo X A energia cinética por unidade de volume, gue:

pa
p Ue g x (b ~ D) (2.18)

#H

[

Admitindo um fluido nao-viscoso, tem~se, aplicando a
eguagdo de Bernoulli entre um ponto dentro do escoamento e um

ponto no espag¢o onde ndo ha escoamento:
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Da equacgao (2.18):
P - P = gxn {px - p) {(2.19)
Substituindo (2.4) e {(2.19) em (2.17) wem:

2 i
b ~ 0 = pB (T - Ta) + 2Bl (1 o1y + .,

21
2
3 1,82
+ (gf;)T {gxm—p)} + (5"15%}T {gx(pm“ w:{ + o
Gl gX (Ppe = 0) (T — T) | + (2.20)
3PaT b « e ’

Para que se possa simplificar esta série, deve-se

considerar:

B AT - Tw) << 1 {2.21)

(%%)T £ X << 3 . (2-22)

Isto implica que © termo:

2
39 {gx{pm“ﬁ) (Tm"*T)J "“'B(T“Tw)-('z'%) gxiﬁwwﬂ)
T

araT

fica sendo bem pegquanc.

Com as hipdteses (2.21) e (2.22) vé-se que somente
o primeiro termo da serie (2.20) e importante, sendo exigido

termos adicionais somente se houver diferencgas muite grandes

de temperatura. Portanto:
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P = P = pB (T~Tw) {2.23)

Substituindo a equacgao {2.23) na equacao (2.15) vem:

3u du 3P4 3%u . 3%y
p (o — + v —) = — = 4 e b ) T - Te
x Sy} x| " (sz Byz) L )
ou
3u 3u 1 3Py 3%u Bzu) : 5 22
Ut ¥V = m i b V() T ~ Tw .
% dy po8x (3x2 ay< gt ( ) ( )
2.2 ANALISE DE ESCALA

De posse das eguagdes acima, € feito uma analise de
escala para se lecalizar os termos nac predominantes. Na rea
lidade, & feita uma aproximacido de camada limite, ja gue este
conceito considera que os efeitos viscosos no escoamento estao
restritos & uma camada de fluide adjacente a superficie.
Assim, considerando gue a dimensfo caracteristica ao longo do
eixo % seja L e a espessura da camada limite térmica so longo
do eixo ¥ seja &y, o campo do esceoamento esta restrito an

espago delimitado por:

Lo
HRY
g

1A
s

o}
A
g
a8
i
1

Considerando que §; << L, tem-se:

. Equacao da Continuidade

aw gy

ax ay
ou

il v



.

Vo — u {2.25%}

onde *~" significa "da ordem de grandeza de",

Equagdc da Quantidade de Movimento

- direcac x:

Ju 3u 1 3Pq (82u Bzu} 6 (T - T
B e I € D i o - To
e Y 3y pax ax?  dy? &
{2.24)
Tendo em mente a relagac {2.25):
u "'2’}'1 U.E U . E’
X : L - L = 4 {2.26)
v 2 (u‘~£) = g . =
Portanto, os dois termos do lado esquerdo da
equacao (2.24) sao ~ f(u . %) '
3%y 4 (Bu} 1 u s
E o e
ax® _ oBx o Bx’ . Lo L oo Py o<1 {2.27)
32u 3 bu 1 u L
oy 3y 4y & 7 8¢
- direcao y:
av By Py a%v 3%y
Y 4 ZZY = o Bl it 2.16
p {u o T ay) ; B (ax2 Byz) { }
_ P 2 z
R AP . S U PP AP 2 (2.28)

v e R
S 3y p 8y ax? By*



u v u A ﬁ1§£ 3 t.u EE
3% L L LR
- = ] 1
v Ot by Sg
Y% g e
a2y 5 3y 101 ¢
e i o’ R
= = = (=) << 1
3%y 5 3v 1 1 O¢
2 EE = s w
3y 3y ¥y §y O L
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{2.29)

{2.30)

Conforme Bejan [28], a pressao em gualquer ponto

do escoamento &, em geral, fungao de x e de y.

Assim, a sua diferencial total é:

an 8P4

dPg = -
4 N dx + 3y dv

Derivando em relagdo a x:

dPg aPg 3Pgq dy
+ AR

dx ox 3y dx

Das relagdes {2.26} e (2.29) obtem-se:

1 BFg u?
o adx B L
e
. _ 5
i aPg ) u 6t
p 3y L2

Comparando os termos da equagado {2.31):

8Pg dy u?8y 8y
gy dm P L 5, 2
- — = ( —— ) << l
aP3 uZz L

-Bx P 1

{2.31)

{2.32)

{2.33)
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Assim:
arg g4
dx ax £2.34)

Da igualdade (2,34) pode-se concluir gue a presg

sado Pg dentro da camada limite & praticamente

igual a pressio imediatamente exterior & esta:

Pg = Pae
{2.35)

dPg AP gee
dx dx

no fluido em re

Entretanto, Pge. esta localizada
O termo

pouso no meic ambiente €, neste caso,

de
——  pode ser desprezado.

dx

Equacao da Energia:

Das equagbes {2.9) e {2.10}):

3T 3T 32T | 3%t v Ju, 2 Ju, 2
R I G B TR P B G R G
ek TV 3y (Bx2 Byz) Cp (Bx) (By)
2
PRGN {2.36)
g oy
onde g = —— & a difusividade termica do fluido.

p.Cp

Da andlise do primeiro termo do lado direto da

equagae (2.36) resulta:
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32T 5 a7 1 7T
= D ==
p's 3x 94X L L 8¢ 2
E=1 -~ = ( -—---) €« 1
8*T 22T 1T L
Byz 3y By 5y ' 6y

0 termo da transferéncia de calor na direcao y &,

portanto, predominante em relagdo ao da direcgao x.

oT T T
_— [ O u -
ax L L

~ _ = 1 {2.37)
aT de T T
v o 11 wenmne e o
ay L d¢ L

Introduzindo na equacgac (2.36}) gue:

- - T -1
— v fe s
s y=L; T2y V=T o8 s

L ’JR uR TR"TGQ

|
H
ML

onde ugp e Tgp Sao, respectivamente, a velocida

de e a temperatura de referéncia obtem-se:

a
3

s
]

|

- - 1 (a"’s aze) Ec , (aa‘}z (av)z
Y = + Fap—— N s R
h V%% Re.pr 9%2  8¥?  Re 3% oY

]

-
CAZR i % (2.38)

I 0¥

Como para conveccao natural Eec << 1, pode-sa des
prezar o termo da dissipacao viscosa. De fato,
segundo Eckert [29], deve-se ter velocidades da
ordem da velocidade do som e diferencas de tempe

ratura da ordem de 100°C para gue Ec - 1.

Assim, considerando todas as simplificagbes aci
ma, as equagdes gue governam o escoamento sobre
uma placa plana vertical em regime de convecgdo
natural, no sistema de coordenadas da Figura 2.2

SAQ:
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ax 3y
31 du 3%y

R R i 4 g {T ~ Tu 2.40
Uy Y 5y g8 ( ) { }
" 3 2

w2 2T {2.41)
8% ay a8y

Associada & estas equagles, estio as sequintes

condicdes de contorno:

v {x, 0) = { H v (x, 8 = 0

(2.42)
T (%, @) = Tw(x)
11111 U(X, y) - O ; },im T(K: Y) = Tm (2‘43)
Yoo Y o

Osg cascs a serem analisadog consideram gue
Ta(x) ~ Tw 2 0 . Possivels casos guando Ty(x) ~Tm<0
devem ser analisados segundo © sistema de coorde

nadas apresentado na Figura 2.3.
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Figura 2.2 — Bistema de coorde
nadas bidimensio

nal para Ty(x)-Te20
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Figura 2.3 - Sistema de coorde
nadas bidimensig

nal para
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2.3 TRANSFORMACAO DAS VARIAVEIS

As equagoes (2.39) a (2.41) sujeitas as condig¢bes de
contorno {2.42) e (2.43) nadc estdo em um formato adeguado pa
ra sua resolugao. Assim, ama técnica j& desenvolvida é a de
se fazer uma transformacao de variaveis para reduzir © nume

ro de equacdes e o nlimero de varidveis dependentes.

O primeiro passo a ser dado & a introdugac do concel

to de funcac corrente, onde:

w o= 2 va=- (2.44)
ay ax
Observando a Figura 2.4, onde A e B sidc linhas de

corrente, verifica-se que ndo pode haver fluxo de massa cor
tando estas linhas. Assim, do triadngulo infinitesimal da Fi

gura 2.2, onde

dy = 40 = wvazdo velumétrica infinitesimal

tem—se:

dy = udy -~ vdz {2.45}

v

4

Figura 2.4 - Linhas de Corrente
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Mas, come ¥ = % {x,y) pode expressa-la por:

LA P gﬁ.dy ' (2.46)

4 e
v gx 3y

Comparando as relagbes {2.45) e (2.486) pode-se con

cluir gue:

o 2 e v o= - v
3y 8x
Substituindo este conceito nas eguagoes {2.39) a

(2.41), vé-se gque a eguacao da continuidade {2.3%) & igual
mente satisfeita. Das equacoes da quantidade de movimento e

da energia, tem—-se:

52y 2 3
A T B Ry (2.47)
3y dydx ax 3y 3y

e
2
Zp 2T _ 2 2T, 3T (2.48)
gy % ax By 3y
O sistema de coordenadas a gue estdo sujeltas as

equacgdes (2.47) e (2.48) nao &€ conveniente para sua resolu
cid0. Recorre-se assim ac artificic de uma transformagao de
coordenadas. O processo a ser aplicado & o desenvolvido por
Kao et al [18], semelhante ao utilizado por Kelleher e Yang
[141, e antericrmente desenvolvido por Gortler [15] para a

conveccao forcada.

O novo sistema de coordenadas proposto é constitui

do pelas coordenadas £ e n, tals que:

E = F{x) dx {2.49)
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1/2
no= O PO g (2.50)
£

onde, para o caso de temperatura de parede varijdvel:

F(X) = Tw(x) ~ T f2,51)
e
g /4
c, = (Z%f} (2.52)

A fungdc corrente e a temperatura, sdo adimensiona

lizadas através das relacdes:

R
£pm o= (2.53)
A Cl v £
T - Ta
8 (E,n) = P (2.54)

Comparande o formato de {(2.50), {2.53) e {2.54) com

o sugerido por Yang [3] para regime permanente, cu seja:

» G ¥
Y(x,y) 6(n) = {(x,¥)

= . ' + = =
n ¥ o« gy {x) () by () e G ()

onde

G = n% de Grashof

Verifica-se gue estas eguacOes estao nun formato ge
ral, pois foi intrcduzida uma segunda variavel independente
{£) para permitir a considerac¢ac de variagoOes nas condigdes
de contorno. Problemas com solugado por similaridade seriam

resolvidos, fazendo-sa:

fne&) = f(w e 8(n.&) = 8{(nj



S

Substituindo (2.53) e {2.54) nas eqguacgdes (2.47) e
{2.48), com as novas varidveis independentes (2.49) e (2.50),

- obtem~se, conforme detalhadoc no Anexo 1, que:

3 z 2
§;§-+ 3-29) .f ggg Y S [ af B &

9%f  af
- e, E2 2.
5nZ " 3F } {2.55)
e
2 .
§—g~+ (3 ~20) Pr £ . 28 4prpe o4y £ . 3L 88
3n an an an  3&
L8 A (2.56)
an aE
onde
0 = § dF{x
F{x) dx
Estas egquagoes estdo sujeitas as condicdes de con
torno:
c ot _ -
(8,0 = ¢ p o (£,0y = Q0 » 6{£,0) = 1 {2.57)
7
e
lim of : &
rim anteem = 0 ) Lim 6(g.n) = O (2.58)

De posse destas equagbes, © passo seguinte € a  sua

solugao pela aplicacdoc de um método de cdlculo adeguado.
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CAPITULO 3

METODO DE SOLUCAO

3.1 REDUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES A UM SISTEMA DR EQUA
COES DIFERENCIAIS om)m&z_zms

A solucade do sistema de equacdes diferenciais par
ciais nao linear e acoplado, gque descreve o problema tratado

& obtida via um método numérico adequado.

Para simplificar a notacgac das equagdes (2.55) e

{Z2.56}) ao longo do texto, adota-se:

Assim, as equacdes (2.55) e (2.56) ficam:

FM 4 (3 -20).f, £ - 2(f‘)2 + 8 = 4E £ £ f"gﬁ
. £, Y 2L

(3.1}
=
B+ (3 - 20) Prfe'~ 4QProf' = 4 Prg. f"%" ¢ g%
{3.2)
onde:
r dF{x) {3.3)

T dx
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As condigbes de contorno sao:

FEH = 00, 75,00 = 0, 8(£,0) = 1 {3.4)
lim ff(im) = 0 s lim 5(5:“) = D (3'5)
Tbim rﬁvm

O metodo de solucdo adetade & baseado nos trabalhos
de Smith e Clutter [32 e 33] e Smith e Jaffe [34] para reso
lugdo das equagdes da camada limite em regime de convecgao
forcada. Mais tarde, Hayday et al [9] utilizou o mesmo proce
dimento para resolver o problema da descontinuidade de tempe
ratura ac longo da altura de uma placa plana vertical em con
vecgae natural. Este procedimento motivou a extensio do méto
do adotado para outras geometrias, inclusive para o caso de
fungtes que descrevem a tempsratura de parede gue sejam con
tinuas, mas que tenham descontinuidade de derivada ao longo

do seu dominio,

A idéia basica consiste em aproximar a derivada em
relacac a uma das varidvels independentes por diferencas fi
nitas, resultande um sistema de eqguagOes diferenciais ordina

rias gue pode sexr resolvido por integragac numerica.

Observando as equacgOes (3.1) & (3.2}, nota-se gue
somente ha derivadas de 12 ordem.sdo em rela¢dc 3 E, engquanto
derivadas de ordem superior sdc regueridas em relacd8o a yn.

Dessa maneira, a aproximacdo da derivada é& feita em relacao a

variavel & . Smith e Clutter {32} analisaram a aproximacio
das derivadas de primeira, segunda e terceira ordem, obser
vando que as aproximacgtes de segunda e terceira ordem s&0

mais precisas e estaveis., Smith e Clutter [33] concluiramgue
a aproximacac de terceira ordem ndo acrescenta uma precisao
gque compense a sua utilizacgdo. Assim sendo, optou-se pela
aproximac¢ido da derivada pela f6rmula Langrangeana de segunda

ordem:
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3k 1 1 -
) = + K
3£ n ['En = £n~1 En - En—g ] 2

¥

En ™ En-y o
- ¥
(En - El’l—l) (Eﬂ“"l - En—-z) -l
n 7 Fos | (3.6)
: Ko .
_ (gn - gnwg) {gn—l - gnwz) n-2

onde "n" representa a n~ésima localizacado ao longo de & @

K" representa f, £' ou 6 . .

O erro associado a esta aproximacldo & dado por:

. (55} - gn-—]} - (En - in_z) 83 E(t}})
}i: - 6 3;53 ’ (3-?)

onde ¢ & um valor de &£ situado no intervalo (Eg = Epn) -

Pela relacao (3.6}, nota-se que & necessario o}
conhecimento prévic de dois valores da varidvel, ou seja,
Ky € Kyp. Assim, para gue esses valores sejam obtidos
deve-se usar a aproximacaoc de primeira ordem para o primeiro

incremento na diregdo £, a qual & dada por:

¥ Kn - Kn«—1
{é_]_{_} o {3.8)
BE Ti gn - £n«»1

Observando atentamente o formato das eguac¢des {3.1)
e (3.2}, nota-se gue no primeiro pontc ao longe da direcaot,
ou seja, em & =0, os termos do lado direito dessas equagbes
desaparecen, resultando um sistema diferencial ordinario da

do por:

2
FM o4 (3 -20) £FY - 2(f") +8 = { {3.5)

=]
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" 4 (3 - 2§) Pr £8' - 40 Pr 8F' = 0§ {3.10}

sujeito &s condicdes de contorno (3.4) e {3.5).

Resgolvendo o sistema {3.9) e {(3.10) obtem-se 63 va
lores no primeiro ponto ac longo da direcdo £:( = Ei. Aplican
do em seguida a aproximagio de primeira ordem para a deriva
da {equacdc 3.8) as equacgdes (3.1} e (3.2), obtem-se os valo
res para 0 segundo ponto em £ = £2 . Em seguida, usa-se a
aprozimacao de segunda ordem {equacldc 3.6) até a posicio &

na gual se deve para a integracio.

Ainda nas eguagoes (3.1} e (3.2) nota-se a presencga
do coeficiente Q. Como este coeficiente & dependente de F{x),
o seu valor poderid variar com © incremento nos valores de £,
dependendo do tipo de funcao a ser analisade. Isso leva este
coeficiente a ser uma particularidade para cada tipo de pro

blema. Para ¢ casoc de temperatura de parede isotérmica, por

exemplo:
F{x) = Ty(x) ~ Tw = C

onde €C = constante, e
=~ 9 . 9 o= o0,
dx

e p sistema se reduz & conhecida eguag¢doc da convecgao natu

ral de solucao por similaridade:

2
£ 4+ 3E£FY - 2(£Y) + 8 = O {3.11)
8" + 3 Pr £ = () {3.12)
O formato final das egquagbes a serem integradas e

dado por:
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aproximacio de primeira ordem da derivada:

y/
4+ (3 - 2qp) £ 68 - 2(85) + 8y

£1 - iy fo = famg
= 4 F i ( IS PAR
n » an - 5:1*1 B En E»n*'}
{3.13)
=]
Gg +‘(3”'2ﬁn) Pr fn Bé - 4 Qn Pr &, fé
4D Y {en - enwl) o1 (fn - fnnl}
= r £q . i st } B —
B 1 En Tosn-g n En gnwl
{3.14)

aproximacdc de segunda ordem da derivada:

2
EMa (3-20y) Ep £y - 2} + 8y

4 Ep - [fg.(A,fg+B.fg_l+c.fﬁ_z>

- £5. (A.fn+5.fn_l+c.fn_2)] {3.15)

B + (3-20y) Pr fy 84 = 40y Pr 6y £

1]

b £y PT . [f;, c (AL.By + B8+ C.Bpy)
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- Oy v (A fy + B fh, +C'fn“2):i {3.16}
ongde
A = L + 1 )
En - Eﬁ”l En - gﬂnz
5nw2 - &n
B = e
(gn - gﬂ“l) . (gnql - gn—z)
tn ~ fn-y
C ==

(in - gn_g) . (gﬁml - 51‘]—2)

e, também:

oy = e {3.17)
TP ax ey '

Condicdes de contorno:

n=40: f£,=0 , fi=0 , 8,=1 (3.18)
lim fa =0 s iim Bp = 0 {3.19}
n"im ]"}‘Ftﬂ

Nota-se nas equacoes {3.15) e {(3.16) gque os termos
nos pontos {(n-1) e (p—2) sao coeficientes para o ponto (n)
e o sistema diferencial ordindrio acoplade é resolvido nume

ricamente por um método de integracao conveniente,
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3.2 METODO DE INTEGRACAD

Dentre os varios métodos de integracio numérica, po
de~se citar o método de Runge-Kutta de guarta ordem, © gqual
foi muito usado em varios trabalhos. Fsse método tem a vanta
gem de ser aunto-inicializado, ser estavel e de fornecer boa
precisioc [35]. Néo"farnece, todavia, uma estimativa da preci
sd0 a ser atingida que permita avaliar se o intervalo no pro
cesso de integracdc estd adeguado; tem também, a desvantagem
de necesgsitar de guatro cdlculos de derivada por intervalo de
integragdo. Ja& os métodos de predigio-corregdc fornecem uma
estimativa automatica do errc em cada intervalo, permitindo
selecionar um valor Stimo do intervalo de integracao, além de
terem a vantagem de serem mais rapidos, pois requerem somen
te dois calculos de derivada por intervalo de integracgdo.
Entretanto, estes métodos ndc sio auto-inicializados, devendo
ser usado, por exemplo, o método de Runge-RKutta para a esti
mativa dos valores iniciais necessarios. Opfou-se pelo uso
do método preditor corretor de Adams-Moulton, embora o meto
do preditor corretor de Milne também pudesse ser usado. Este
método, no entanto, se bem gque apresenta um @rro menor do
que o métedo de Adams-Moulton, em alguns casos esti sujeito
& instabilidades numéricas. Sequndo Granziera {36], além dos
meétodos de predicdc correcdo indicarem a grandeza do  erro ,
eles sac muito efeicientes e, atualmente, muitos trabalhos os
utilizam. A formulagdo utilizada no método de Adams-Moulton
estd apresentada ne Anexe 2. Uma descricao mais detalhada po
de ser vista, por exemplo, em Conte [35] ou em Carnahan et
al [371,

Como © sistema de equacgbes (3.1) e (3.2} & de Sa
ordem, necessita-se de cinco condicbes iniciais para gue se
possa iniciar o processo de integracgdo. Entretanto, das con
digbes de contorno (3.4) e (3.5}, nota-se gue ha somente trés
condicdes iniciais. Assim, & necessario uma avaliacao das
duas condigbes iniciais restantes para gue O pProcesso de
integracao se inicie. Como estas estimativas nac sac Ya prio
ri" conhecidas, & necessarioc fazer correcdes para gue elas

se aproximem do valor correto.



-34~

3.3 METODO DE CORRECAQ DAS ESTIMATIVAS IRICIAYS

0 método de correcdo adotado & uma extensio do tra
balho publicade por Nachtsheim e Swigert [38] e utilizado
por Hayday et al [9]. Como notagio para estas duas estimati

vas iniclais serid usado:

7 L3 32f ’

fo = BT (50 = o (6,0 (3.20)
v r 36

% = 8 (0 = = (5,0 (3.21)

Como nao temos conhecimento desses dois valores,
uma estimativa preliminar & feita, nio se podendo utilizar
valores aleatdrios. Na realidade, estes valores devem ser
préximos da solucdo, sendo gue o processo para sua obtencio

é comentado na secdo subsequente.

De posse desta primeira estimativa para f7 e 85, o©
processo de integrac¢ao propriamente dito se inicia e a técni
ca desenvolvida em [38] & utilizada. Com as equagdes integra
das até mne , utiliza-se a aproximacio de Newton-Raphson para

as condigoes de contorno (3.5} :

im f) = 0= £ + —0 AfI + —2 ap! (3.22)
N n sey o oy ©
(=
_ 36, 88,
Tim Bn = {3z 8‘{1 + "é'%—-'-; }_\fg + _Z;éT i}@é {3,233}
Th*oe Q
onde f} = £’ (E,na) © §#==B (£,5w) sdo valores obtidos pe

1o processo de integracio e AfY e AB. 830 as corre¢des & se
rem feltas nas estimativas iniciais. Na notacic acima, oo

significa o valor méximo de n onde serioc admitidas as condil

¢oes de contorno {3.5).
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1 s iy ry

sf Bfn 38n Bﬁn
afN 208

Para obter os valores de

L4

€
N T 28]

deve-se diferenciar as equacbes {3.13) e (3.14) ou (3.15) e

{3.16) em relacio a £ e 8] .

Assim:

Diferenciacao das equacdes {3.13}) e (3.14):

B! af gf 3f! 39
n 3 & e} n
ot 320 Gy £+ £ —3) - 4f) — 3 D
af " ne Tpgn TmoTmo gl noogEn e
Af! 2F1 - £ BEY  F - £
A B oy JEJPCPL ) (LU

Bfg En — gn_l Bfg € — En_l

1] a fn
3]
o Bf0
- (3.243}
£n En-1
agn af af M af! a0
n 2! 2 1. s n n
- s -+ - 4 f F
865 + 3 ZQIJ (aeg fn fn 38é) 4 noogal ag!
H 14) -
s 4.k Bfn {Zf; - fé“l _ ot (fn fn—l)
. . - T -
" 38, tn 7 fnmy 39, En ~ fnmy
en of,
3} a e;
S — {3.25)
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30 af 36 3f!
I n n n
—+t (3203 Pr (8! ——= 4+ f. —2) - 40 Pr (8, ~——
8£ B Boagl o m CEN o Tooagy
. g
T 1
By 2y By - By, n 3
+ £ EET’): 4 £, Pr. in { Y+
o o &n ‘fn-1 En En-}
afy
881’1 £, - fn—1 n af.(‘)’
Ty R — (3.26)
o n n-1 £ Ty}
aaM af aa! aft
n n n o
 + {3~280_ Y Pr (8! = —e3 - 4 0 Pr {8 —
T
28] n no3el T ge) n D 3el
36 9f) 8. - 6. _ n g
+ £! W—ae?) =4 o Pr 3; (-2 —ETly ©
o o gn - En~1 ‘En - 511»-1
207 f - £ n 38’
- ‘: { n Brly © (3.27}
S tn ™ Enmy
Diferenciacdo das equacdes (3.15) e {3.16}
afw™ af af ¥ af! a8
n n n n n
+(3-20y) (=5 £ 4 £, —5) - 4f) —0 =
BEY S TI T noREY B
af} B
L 1 1] L]
= 4 En » 'é"‘f?! . (A, fn -+ Bfl‘l—l + Cfn__z) -+ Afﬁ "é"‘;f'“;;
o o
AE ! B
- *é"jf";; {&fn + Bfn_ + Cfn__z) - Afn —E;}%:? {3.28)
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of ] af]
= — ¥ T '
4F Y (Afn -+ Bfi’l-l -+ Cfn_z) + Af;l —8“5“;‘
O [8)
Bfl‘": of
. _n A - )33
il CE N S S T (3.29)
8] [s]
agly of ag! af!
L - : B = Dy o
3f;;+ {3 291’}) Pr (Bn afé‘ “+ fn Hf:;) 4 'Q'D Pr . {81'.1 'é-i*jg;
25 af!
v Dy —r
+ f.n Bfg) 4 En Pr. ’afé' {A 811 + Ben_l
Ben 38.;!
X
+ O ﬁn 2) + Afn mﬁf;}' - wi}f" {A fn + B fn-—z + C fn—z)
[
afn
ae, =2 (3.30)
]
agn af 38’} 3f!
Tk 11 I Fed
-+ (3-203 Pr (8! ——m + —_—3 -~ 40 _ Pr ., {8, —
T T Y )
880 n 380 n 38;} I o 39;)
! E]E)n Bf;l
+ e =
£l ae{;} 4E, Pr 76] (ae + B8, , +CB,..)
g a6l gf
.y sl 1 f ud
+ Afn "é'"é"g*‘é“gg (Afn+Bfn~1+Cfn—2)mA‘ n‘gé*;
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As equagles {3.24) a {3.31) estdo sujeitas 3s se

guintes condig¢des iniciais (n = 0)

L O e W
t Fd
BED 88! aEl a8 26!
38, 88, 28l . 532
et ey = et (= -
af ! 36 BET
BEY 80, .
afFr 38!
(43 &

Assim, as eqguacgoes {3.13), {(3.14) e (3.24) a (3.27),
ou, alternativamente, as eguacdes (3.135), (3.18} e {3.28) a
{3.31) séo integradas simultaneamente, resultando um sistema
de 6 equag¢bes diferenciais parciais acopladas. Conm isso,
obtem~se todos os valores que s&0 necessarios para o calculo

dos incrementos &fg e ae;.

Para garantir gue nas equacgdes (3.22) e (3.23y, f¢
{£3,M0) & B(E) Taw) aproximem~se de zerc assintoticamente,
excluindoe assim a possibilidade de se obter resultados incor
retos, o método de Newton-Raphson & modificado e aplicado de
modo a achar MY e A9) que satisfaca ndo somente £ =0 e
8, = 0, mas também a condigio f§=:8 e ﬁ;:=0; pelo metodo

de minimos quadrados. Assim:

af af "
s "o w £ I 1
3}._::? fnw—O = f;:+“5~f—:;;&fé,+“§“é€ﬂ80 f3‘33}
&
. a8} T
Lin ) = 0 = 6y + o 460 + 2 48 (3.34)

- a o
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A expressdo do erro do método dos minimos quadrados

& dada por:

t SEE 2
E. o= (f + To oy oy n 880 )
_ : ,
n n Bfg o 26, o
_ 28, a8, 2
e n L '
+ (B, + S MY+ o0 A8 )
" TN 2
VS i RV S SPTSR
n el To ae, " ©
_ 38 M Z
Lh] " ¥
+ B!+ E??* pEY) ggg 48] )] (3.35)

Para minimizar o erro E,, deve-se diferencia-1o em

relacdo a af; e Aﬁé e estas derivadas devem ser igualadas

a zero.

Assim, tem-se © seguinte sistema:

alq
/EFH P, oF, ar, /Pn * SFV
Q

ok e ot w ok t
/ 3f ) af ] 3f ) 38
i
| AN
. ABT
BPn BPn Bln BPn o] L . BPn
¥ * ok ?
Bfg 88& 885 885 \\ 38,
.

(3.36)
onde o vetor P, = (£}, B, , ?; ., 8') e o simbolo (*) represen
ta o produto interno. Os detalhes de obtencdae do sistema
{3.36) podem sey vistos no Anexo 3. Resolvendo o sistema

{3.30), vem:
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(? a?n) (aPn a?n) i (P aPn) (apn B}?n)
B~ . ) == =T
30) ] \afy ~ 46} nt g/ \sel " sel

AED =

3
(apn aPn) (apn aPn) (Efzz Bl’n)
367 © 367 S50 T BEl BE7 T 3.
(3.37)
[

( BPH>(B?H BPn) ( aPn>(3Pn BPH>

P - . - P . '!& r\.

. Y30 A CYSURFY] n ot ger ) \afr " By

4]

7
(aPn 8P, ) (aPn 5P, ) ( 3P, aF
a6, ' o6l / \ 3£y ' agd Ty

Com a obtenc¢do destes dois valores, uma correcac é

feita nas estimativas iniciais, de forma que:

(G+13 - ) (37
(£ by = CEX Y4 agy (3.39)
=
¥ (‘I'{'l . . 1+
( 85 By o= ey 4 s oaer G (3.40)
onde a notagao ™j" significa a j~ésima iteracdc dentro da

n-ésima localizacldoc em £.

O nimerc de iteracdo necessarios a cada passo em £
£ dependente da ordem de grandeza de AfY e A8l . Comentarios

a respeito serao feitos mais & frente.

Satisfeita a condigao:

E,[,1 5 f(erroc maximo) , {3.41)
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o processc se repete para um novo valor de E:

Engy = En * A (3.42)

A condicao na gual todo processo de integracado deve

réd parar & imposta em cada problema, de forma gue, guando:

{3.43}

En = Emax

o processo termina.

A titulo de comentério, observa-se gque Adams @
Rogers [39] obtem as derivadas das equagdes (3.22), (3.23) ,
{3.33} e (3.34} usando diferencas finitas, ou seja, & feito
a primeira integracdo com o para de valores (£, 8]}. Poste
riormente sac feitas mais duas integragoes, uma com um par

ol £ ]
H, + €, 8)) e outra com (f],

mento pequenc. Obtidos os valores das variaveils, as deriva

B, + €), onde € & um incre

das saoc aproximadas por diferencas finitas. Como este proce
dimento constitui uma aproximacgdo, o métode apresentado ante
riormente & mals preciso, pols reqguer somente uma integra
gdo por passo e as derivadas em relaglc a 8] e £ nac sao

aproximadas.
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3.4 ESTIMATIVA INICIAL DE fg E o)

Como foi visto, hd necessidade de se ter uma hoa

estimativa inicial de £5 ¢ © peois nao ocorrendo isto, a

o !
integracao pode levar a resultados errdneocs ou mesmo a uma
ndo convergéncia. Como ndo hd um método geral, no qual se
inclui este tipo de problema, a solucdc do mesmo & particu
lar e obtida, na pratica, pelo uso de integracéc numérica. O
método utilizado tem por base o desenvolvido por Hayday et
al {9], além de consideracgdes fornecidas pela pratica ac
longo do desenvelvimento do trabalho. Para se ter uma idéia
da influéncia dos valores de fog & 8 , considere-se a so
lucgaoc do sistema de eguagdes (2.11) e {3.12), analisado em
[38]. A Tabela 3.1 apresenta estimativas sucessivas e conver
gentes destas dunas incOgnitas. A influéncia destas estimati
vas sobre os perfis adimensionais da temperatura e da veloci
dade pode ser analisada nas Figuras 3.1 e 3.2, onde os nime
ros de 1 a 7 estao em correspondéncia com a ordem em que foi
feita a estimativa {Tabela 3.1). A analise destas figuras
comprova o gue foi comentade anteriormente, ou seja, que va
lores ndo préximos do resultado procurado dificultam a solu
¢ao numérica. Observe-se, além do mais, gue a analise de
Nachtsheim & Swigert [38] foi feita para um sistema diferen-
cial ordinario, sem levar em conta a variagdo das condigdes
de contorno ac longo de x. Quando analisadas as equagbes
{3.1} e (3.2} o problema causado pela estimativa inicial nas
varidveis da eguagdc se torna mais critico ainda. Constatada
a importancia de um bom métode de escolha para os valeres
iniciais 3 serem integrados, descreve-se a seguir o procedi

mento desenvolvido com tal finalidade.

O primeiro passo é a selegac de um par de valores

o £ T .
de fﬂ e 80.

pd o= (£, 80 (3.44)

onde "j% representa o j-ésimo valer do par (£} . 8)) na n-8si

ma localizacdo £, .



Figura 3.1 -~ Perfil adimensional de temperatura em fungao
das estimativas iniciais. Pr = 0,7333

1.6 T T H T T ¥ T T i T 1 H T T ¥

1,8 i ]

1.2+ 1

Figura 3.2 ~ Perfil adimensional de velocidade em funcao
das estimativas iniciais. Pr = 00,7333

Tabela 3.1 — Valores das estimativas £" (0} e &' {0)
conforme as corregoes feitas. Pr=0,733

Iteracaoc | Correcao N £ {0} 8 {0}
1 2,0 1,0 -1,0

2 1 2,0 0,61735605 | -0,59008297

3 2 8,0 0,62211384 | -0,57655550

4 3 8,0 0,66725925 | -0,52593128

5 4 8,0 0,67387305 [ ~0,50%16398

& 5 8,0 0,67412049 1 ~0,50790411

7 o 8,0 0,67412438 | -0,5078%8273

7 0,67412438 | -0,50789273
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A escolha do par 'ﬂg & feita pela combinagao de va

lores de fg e Bé, de forma gue:

- {3.45)

f“ (fg )max

L)

"
{fo )min

i
[

{85 )min Sc') = (85 )méx (3.46)

Assim, da posse de ngy valores de £ e de nyg valo

res de 6, , obtem-se nf x ng z oy pares de valores Pg.

FPara um dade par de valores Pﬁ?f as equagoes do sis

tema sao integradas de forma gue:

al A porgao inicial dos perfis de velocidade £ tempera

tura sejam fisicamente razoavelis, e

b} Para todo n £ 1, os valores absolutos [E" {£,,n)] e

<
for(e,.m] < M

Por consideracgdes praticas, Havday et al [9] propdem

M= 5.

Durante a aplicagdc do método proposto, deparou-se
com o problema de gque alguns pares de valores Pg satisfaziam
as condicbes a) e b}, criando o problema de se escolher o me
lhor entre eles. Da andlise pratica do comportamento de
£ (Egsn) e 8 (E5.m), optou-se pela escolha da condigao em
gque, apds satisfeitas a) e b), o par Eg deveria apresentar o

menor valor da soma:

iR
=
174

sd o= J&" Enw |l o+ | enw] . 01 (3.47)

Assim, obtida a estimativa inicial PJ , as equac¢les
do sistema sio integradas e o método de correcdo dessas esti

mativas, apresentado em 3.3, & aplicado.
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3.5 CONSIDERACOES A RESPEITO DOS INCREMENTOS E DE ne

A precisdo das variaveis obtidas pelo processc de
integracdo e a convergéncia destes valores dependem em gran

de parte da escolbha de An, AE & T

0 incremento An € na realidade o passo h do método
de integracao. Como se pode ver no Anexo Z, o erro associa

do ao métode utilizado & da crdem de h3:

Erro = o (h%) {3.48)

Assim, o incremento An deve ser tao pequenc guanto
se possa fazé-lo, até um ponto no gqual a diminuic¢do de sen
valor ndo afeta mais a precisBo desejada. Esse valor influil
no tempo de computacdo e, consequentemente, deve ser feita
uma ponderacdc entre precisdoc e tempo de computacao. Nachts
heim e Swigert [38] usaram An = 27%.No problema em gquestao,
optou~se pelo uso de An = 0,05, tendo-se verificado que valo
res abaixo deste nfo acrescentaram uma precisac gue compen

sasse o tempo de computagdo necessario.

Com relacgdoc ao incremento AE no sentido do escoa
mente, Smith e Clutter [32] e Smith e Jaffe [34] analisaram
o fato de gue nic basta gque En se aproxime de zero para gue
o erro associade & solucgio das eguagdes seja diminuido; o

que deve ser levado em conta & o fator:

£
v (3.49)

obtido guando se faz a aproximacgao por diferencas finitas.

be fato, guando foi feita as aproximacgoOes (3.6) e
(3.8), guando AE se aproxima de zero, AK também deveria se
aproximar de zerc. Entretanto, guando na pratica & feita uma
integracio por computador, erxros existem © 05 MEsSMOS San
multiplicados pela quantia (£/AE). Smith e Clutter [33] con

cluem gque guando (EfAE) se torna muito grande, © Processo
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de integragd0 se torna sensivel as estimativas iniciais.

Smith e Jaffe [34] propde o valor limite de:

£z oy4s | (3.50)

Esse valor depende de cada problema, sendo determi
nado na pratica pelo uso do computador. Smith e Clutter [33]
propde EfAE = 50 enguanto o valor proposte em [321 & EfAE = 25,
Hayday et al [9] propOe EfAE = 40, No trabalho en questao,
esse valor depende do tipo de funcgac de temperatura de pare
de a ser analisado, situando-se desde E/AE = 10, para varia
cao senoidal, até E/AE = 50, para descontinuidades de tempe
ratura

A influéncia de ne. pode ser observada nas Figuras
2.3 e 3.4, provenientes da analise apresentada em [38] para

a solucdo das equacdes {3.11) e {3.12}).

e /f/
J/JE<1& E<LO
WA emiane™

RN Had)] [
/ |

f€<am \ }

™
™,
)
N
™~
T

2z W2,
7 i NS R Y A

f{’Mw““
AN
S~

o,8
\. -~ !/{
N 7 £=¥ 48 +1 +8'
1,0
1,2
0.2 o, 0.8 6,8 1,2 1.8 O,4 0,8 0,8 1,0 1.2
't o 71 ¢

Figura 3.3 ~ 5o = 2 Figura 3.4 -~ ne.= 5
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Como se pode constatar pela andlise dessas figuras,
a faixa de estimativas iniciais que produzem um determinado
erro E da equagdo (3.35) & muito maior para valores menores
de fne . Para grandes valores de nw, OUu Seja, ne > 8, & cur
va fechada due produz um errc E < 1 reduz-se a um ponto e
as estimativas iniciais s&c limitadas ao valor correto des
tas., Assim, selecionando um valor muito peguenc para ne PO
de ndo ocorrer soluglo por convergéncia assintStica dentro
da precisaoc requerida; selecionando um valor muito alto, po
de resultar uma divergéncia do processc de integracio ou
mesmo uma convergeéncia demorada, tornando-se muito caro  em
termos de computacdc. Dos valores testados na pritica, optou

~5e pelo uso de:

e ™ 7 a 10 {3.51}

3.6 OTIMIZACAD DO METODO DE ESTIMATIVA DE fg E Bé

Conforme se pode verificar pelo exame das Figuras
3.3 e 3.4, a regido gue contém o par de estimativas £ e
8, vai se restringindo a medida que aumenta ne e diminui o
erro E. Neste trabalho usocu-se ¥ = 1098 Isso levou ao desen
volvimento de uma técnica de reavaliagao das estimativas ini

ciais descrita a seguir.

Apds ser obtida uma estimativa inicial, conforme o
item 3.4, o método de corregdo das estimativas iniciails -
(item 3.3} & aplicado para um n ;. ou seja, um valor de n
compreendido entre 0 € ne , gue pode assumir valores diferen
tes em cada passc da integragio. Esse valor de Tnax & obti

do num ponto determinado de n para o qual:

L £ (Eqam) | > W (3.52)

ou

{3.53)

e

[ 8! (gn,m) | »
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Com o valor das variaveis dependentes obtidas no
ponto mng... & correcac do item 3.3 & aplicada, repetindo-se

o mesmo procedimento até o ponto:

= T {3.54)

Tax

Para o presente problema, a regiic dos valores das

estimativas para E < 107® & t83o restrita que variacBes de:

AN = o (10710) (3.55)
ou

A8 = o (10710) (3.56)
afetam o valor das variaveis dependentes, preijudicande a

convergéncia dos resultados em U = Nw.

3.7 PROGRAMA DE COMPUTADOR

A fim de rescolver as equagoes do sistema, um pro
grama de computador foi desenvolvido, baseado em Nachtsheim

e Swigert [3B]. O programa consiste basicamente de 3 partes:

a) Uma sub-rotina gue contém o método de integracgio
utilizado. No programa, essa sub-rotina & chamada

"ADAMS® ;

b} Uma sub-rotina que contéem as eguacoes diferenciais
do sistema. No programa, essa sub-rptina & chamada

“DIFF";

cl O programa principal, o gual contem o método da
estimativa inicial e de sua correcac. Este progra

ma controla as duas sub-rotinas anteriores.
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Com relagao & sub-rotina "Adams™ nota-se que a
integragic & feita pelo método de Runge-~Rutta para os pri
meliros trés pontos apds o0 que € aplicado o método de Adams~
Moulton {Anexo 2.

A sub~-rotina "Diff" contém as equacgdes diferenciais
do gistema, conforme o Anexo 4, incluinde as relativas as
diferencials em relacdo a fy e 8. Esta sub-rotina contéem
treés partes principails: a primeira relativa aos termos do
lado esquerdo das equagOes do sistema; a segunda relativa a
aproximacio de primeira ordem das derivadas em relagido & &
dos termos do lado direito das equagdes e a terceira gue con
tém a aproximacao de segunda ordem das derivadas. A escolha
da aproximacgao de primeira ou segunda ordem das derivadas &
feita no programa principal e esta condicao é testada na sub

rotina.

No programa principal & estabelecida a base do pro
bhlema a ser resolvideo, explicitando~se a geometria do pro

blema. Ele controla as sub-rotinas citadas anteriormente e,

além disso, contém duas rotinas basicas do sistema: uma re
lativa ao item 3.4, na qual sac feltas as estimativas ini
cials de £J e G; , incluindo tocdas as condicgoes comentadas

neste item:; a ocutra & relativa a correcac das estimativas,
de acordo com o eguacionamento desenvelvide no item 3.3. Nes
ta rotina, nota-se gue certos coeficientes sao multiplicados
pela fator 10710, procedimente adotado pelo seguinte motivo:
como foi comentado na seccio anterior, o valor das varidveils
dependentes & sensivelmente afetado pelas estimativas ini
ciais £ e 8] . 5Se estas variaveis apresentarem um valor
grande, mesmo gue as estimativas iniciais sejam boas, devido
a4 gensibilidade das varidveis, comentada anteriormente, o
valor numérico dos coeficientes excederia a capacidade de me
méria reservada, mesmo com o uso de dupla precisao em nota
cao exponencial e o problema nac mails se resolveria. Assim,
adotou~se este artificio para resolver o inconveniente; cComo
se pode notar no programa, os valores de A] e A9] nao 50
frem alteracdes peloe seu usc. O programa faz o teste de En
da equacao (3.35} para a condicao de convergencia.

ainda com relacdo as estimativas inicials da secgao

UNICAME
BLIOTECA CERTRAL
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3.3, a certos problemas correspondem incrementos (Af), e
(a8).  pequenos quando se caminha ao iongo da diregdo £.

Assim sendo, aplica-se um teste para verificar a magnitude
destes incrementos; constatando-se gue oS mesmos Sao pegque
nos, a estimativa inicial seguinte & feita igual a estimati

va correta anterior.

O programa principal também controla os dados de
entrada e salda do sistema, apresentando os resultados em

um formato adeguado.

O programa completo & apresentado no Anexo 5, &
contém comentarios ac longo das linhas de programacgan, o

gque facilita seu entendimento.
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CAPITULO 4

APRESENTACAC E DISCUSSEO DOS RESULTPADOS

0 método de solugdo apresentado na solucho anterior
foi aplicado a diversos tipos de funcgdes de tenperatura de
parede e os resultados obtidos foram comparados com valores
disponiveis na literatura, quando possivel. Foi mantida uma
coeréncia com estes trabalhos relativamente a forma na qual
foram apresentados os resultades. Os pardmetros usados 830

comentados nas seccles correspondentes a cada gituacao.

Para a obtencdo dos resultados foi usade um computa
dor VAX e o tempo de computagdo necessdrio & dependente do
tipo de funcao a ser resolvido. Problemas com distribuicdes
da temperatura de parede na forma de fun¢les continuas e gue
possuen derivadas continuas sdoc rapidamente resolvidos, sen
do gue 0s casos com fungoes descontinuas ocu derivadas descon
tinuas necessitam um tempo maior. O tempo para a solucio com
pleta do problema e a precisfoc desta dependem do tipo de com
putador utilizado, de sua capacidade de memdria e do tipo de
variaveis utilizadas. No problema em guestdo, devido ao co

mentado na seccao 3.4, usou-se dupla precisao.

Foram estudadas, como exemplo, neste trabalhc as sze

guintes distribulg¢oes de temperatura:

1. Distribuicdes de temperatura na forma de fun

coes continuas e com derivadas continuas.

N Distribuicac Sencidal:
. Pistribuicac Exponencial.
2, Distribuicoes de temperatura na forma de fun

¢oes continuas mas com descontinuidade de deri

vada .

. Distribuic¢do Linear em Dois Trechos, sendoc
gue no segqundo trecho a derivada pode ser

negativa, positiva ou nula {(Figura 4.8).
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3. Distribuicio de temperaturas na forma de fun
¢oes descontinuas,

- Um Degrau de Temperaturas

Varios Degraus de Temperatura.

4.1 DISTRIBUICAC DE TEMPERATURA NA FORMA DE FURCOES CON

TINUAS E COM DERIVADAS CONTINUAS

4.1.1 Variacac Senoidal da Temperatura de Parede

Como primeira aplicacdo do método, estudou-se

a va
riagdo da temperatura de parede dada por:
F{xy = Tw(x) -~ T = A . sen x {4.1)
Dai:
b4 ¥
E = j' Fix) dx = j A.senn dx
o o
= A (1 - cosx} (4.2}

0 = £ dF{x) . A. (1l - cosx) 4 (A . sen %)
2 N 2
Fi{x) dx {& . senx) dx
cos x

(4.3
1 + cosx



-5

Os para@metros adequados para a apresentagdo dos re
sultados sdc -8{£,0) ¢ x, 08 guais permitem comparacdes com

‘outros trabalhos.

De fato, pode~-se observar gue:

hy, #
Nug = = (4.4)
ondes
T = - K 331 = . X EE
* (To{x) - To) 8y ly=0 F(x) a3y |y=0
S on
F{x} oanin=0 2y
K s (et (Fx)+Ta an
F{x) an n=0 3y
N K , L/2  gp M/4 —1/a
T F(x) &' (£,0) . F{x) (é va)
1/2 IS WA
- SR P 8 (6,00 B 4.5)
4 v
Portanto:
1/2 gh 1/x  ~1/n
Mu, = =~ F{x} 87 (£,0) (ngg) £ . X {(4.6)
Também:
— 3
88 Moy m T %7 L B 4 g 2 (4.7)

s = &
X Ny 4 \}2
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Dai:
Nuy B' (£,0) (Ty(x) = Tw) % 174 (2.8)
Y % :
sz 'VE“ I {Tw(x} - Te) dx

&)

Para variacao sencidal de temperatura de parede:

Nuy @' (£,0) X senx 1/4
i7g & 0~ ' (4.9}
Gr VZ—' (L - cosx)

X

A variacao de -0'(£,0) com x pode ser vista na Figu

ra 4.1.
[N : T T T I T T
~g1§,0}
i . o
0.8l e ﬂ
0,44 TwiX}-Tw =SEN. % N
£5TE  TRABALHO
g KAO ET AL [13]
& YANG ET AL [19]
oz o HASAN £ MUNDEL [Eﬁj .
+ Mo [213
0,0 i 4 i i
0,0 &.4 0,8 1,2 1.6 5.0 z.9 ¥

Figura 4.1 - Varia¢ao de -8'(£,0) em funcido de x para

F{x} = senx, Pr = 0,7



-G

Como se pode ver, & feita uma comparacao dos resul
tados obtidos com os apresentados em outros trabalhos, COm
boa concordincia. Pode-se notar gue em tornc do ponto x = 2,44,
~-8*(£,0) =0,0 que significa que a placa esti numa condicio na
qual nao ha fluxo de calor pela sua superficie. Pontos de =x
acima deste valor configuram a condigdo na qual a placa estéa
recebendo calor do ar proximo a parede. Isto pode ser explica
do observando o grafico da Figura 4.2, onde estd represzsentada

a funcac sen x.

SEN (R} H Y T
1,0

T
H

o4l §

1
o0 3.0 2,0 30

!{radj

Figura 4.2 - Grafico da fungao senx

Como se pode observar, esta fungido € decrescente no
intervalo 1,57 < x < 3,14, o gue resulta numa temperatura de pa
rede decrescente no intervalo, resultando que, num dado ponto
£nr haja maior transferéncia de calor para o fluideo do gue
numa posicaoc posterior a este. Como a temperatura de parede
estd decrescendo e o fluido recebeu uma guantidade de calor
maior, haverd um pontc no gqual o ar previamente aguecido na
posicao £, atingird uma temperatura maior do que a tempera
tura da parede na posigac £p41 « Este comportamento pode ser
observado na curva 3 da Figura 4.3. pode-se ainda observar na

figura gue ha um processo de diminuigdo da espessura da cama
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da limite, pelo motivop comentado anteriormente., Isto também
pode ser constatado na Figura 4.4 gue apresenta o grafico de
f'(E,n) ; pois a velocidade na diregac do esceoamento {u) & di
retamente proporcional a f'(&,n), conforme foi visto no capitu
lo 2.

aif.

1,08,

Twi{X)—Tas = SEN. X E

1 — X = 0,0
2 — X ¢ 2,4

3 — X
.8

.6

G4

0,2 "
00 o—

Y3 50

Figura 4.3 - Perfil adimensional de tempera

fura para F{xj] senx, Pr = {,7

0Os calculeos foram feitos para me =8 e, por se tra
tar de uma funcdo continua, com derivadas continuas, usou-se
como técnica para aceleracdoc dos cilculos das estimativas ini

ciais gue, conforme {3.38):

n+1 = 7T {4.10)

onde



9,30 1
' ? ;'llf

.28

4,20

0,101

0,054

4,00

TwiX)~Twm

-5

FPigura 4.4 — Perfil adimensional de velocida

4.1.2 Variacao Exponencial da Temperatura de Parede

de para Fi{x}) =senx, Pr = 0,7

Meste caso:

F(x) = MeP*
Dal:
N
£ o= = (e™ - 1)
m

—~inE

(4.11)

(4.12)

{4.13}
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08 paradmetros empregados sao os mesmos do item ante

Da relacao (4.8):

Nu, o' (5,00 [ moxe™ V4
7E T TTIER T e | T {4.14)
Gry V? (e ™ 1)

A variagdoc de - @8'(£,0) com x & mostrada na Figura
4.5. Novamente, os resultados obtidos estdo em boa concordan
cia relativamente aos trabalhos j& publicados. Pode-se obser
var no graficc o resultado obtido por Sparrow et al [2], onde
foi considerada a solucao por similaridade, resultando no wva

lor constante —8%{E, D) = 0,735,

X

Twi{X} - Ten = &

ESTE TRABALHD

“““““ sparROW ET AL |ez]
v kA0 ET AL [18]
0,55 N YANG ET AL [19] |

HASAM £ MUNDEL [25]

OL.50

Figura 4.5 — Variagao de —~8'(f,0) em fungac de x para
Fi(x) = ¥ , Pr = (4,7
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De fato, conforme o comentdrio de Gebhart e Mollen
dorf [40], a solugdo por similaridade de Sparrow et al {21 e
uma selugdo assintdtica, para guando x tende a infinito, ou
para © caso da borda de atagune da placa localizada em x = ~w.
Conforme a analise feita no atual trabalho, pode~se concluir
que para uma placa plana vertical finita a solugido & nao~-simi
lar. Para o caso em que m = 0, o problema se reduz & uma pla

ca plana vertical isotérmica.

A disgtribuicac de temperatura 8(f,n) em Funclo de n &

apresentada na Figura 4.6.

1,0 H T H T
g2, %1}
g.rl \ TwiX} — Teo =£)f
i
i A, S+ W &
0.8

Figura 4.6 - Perfil adimensional de tempera

tura para Fi{x) =e¥X , Pr = 0,7

Como se pode ver neste caso, ha um aumento da espes
sura da camada limite ao longo da altura. O mesmo comportamen
te pode ser visto na Figura 4.7 para o perfil adimensional de

velocidade. Conforme o comentado anteriormente, estes perfis
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assumem um comportamento assintdtico para x + w.

0,30 T T ¥ T

Tw{X}~Tew 2 &

f{f%?

5 e B ® (5,4}
8,28

0ED

0,18

0,10

0,054

o00l ; : : ;
0,0 1.0 2,0 3.0 %,0 50

1

Figura 4.7 - Perfil adimensional de velocida

de para Fi{x) =eX , Pr = {,7

Os resultados foram obtidos para ne =9 e & mesma

técnica das estimativas iniciais comentada anteriormente foi

usada.

4.2 DISTRIBUICAQ DE TEMPERATURA NA FORMA DE FUNCAC CONTT
NUA E COM DESCONTINOIDADE DE DERIVADA A0 LONGD DA
ALTUREA

Para este tipo de comportamento da temperatura de pa

rede naoc hé& trabalhos publicados.

Foram analisados trés tipos de fungdoc, conforme a Fi

gura 4.8.
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LOCRELO8 , Twl{ X 3T 5 X

1 Yol Xi~Top z20,8X 40,28
05X LL,0 ,J2 Twiki-Tm 0,5
3 TwlX)-Tw ¢« 1w X

Twi{Xi- tm

Figura 4.8 - Distribuicio de temperatura com

descontinuidade de derivada

Para 0,0 = x £ 0,5, tem—se gue:
Fix) = x {4.13)
Dai:
2
X
E = — 4.16
- 2 ( }
1
Q= - 4.1
3 _ { 7}

Da relacaoc (4.8}
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Nu, 8" (£,0)
O (4.18)
Gr, {2)

Para efeitc de notacdo, relacionar-se-a;

- (Twl(x) - Tw} PARA 84,0 £ % £ 0,5
. {Twz(x) - T) PARA 0,5 <« x £ 1,0
Dessa forma, o comportamento das varifveis para

3,0 5 x £ 0,5 € 0o mesmo para o8 trés casos descritos a sequir.
: g

Nesses problemas, usou-se 7. = 8,0 .

A titulo de comparagdo, a Tabela 4.1 apresenta o8
valores de -8{£,0) em func¢do de x para Ta(xy) — Tw = x, 0,05 x =

1,0.

Tabela 4.1 — Valores de —0°(£,0) em funcac de x pa

ra Tyiy} — Te = x , Pr = 0,7
x -0* (£,0)
0,0 G,6339
0,2 0,6326
0,4 0,86317
0,6 0,6306
0,8 0,6297
1,0 80,6287
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4.2.1 Analise para Ty,(x) - Te =~ 0,5x + 0,25

Esta distribui¢lo corresponde a curva 1 da Figura
4.8. Como esta fungao é dividida em dois dominios, para
.5 < x5 1,06:

F{x} = 0,5 x+ 0,25 (4,18}
Dais
0,5 X
£ = * dx + {0,5 x + 0,25) dx
0 0,5
= 0,25 %% + 0,25 x - 0,062% {4,20)

0,125 “24~O,125 -0,03125
o o= A - = 2 (4.21)
(0,5 = + 0,257

Agsim:

Nuy 8' (£,0) 0,5 x% + 0,25 x /4

e {4.22)
Gr ‘E? 0,125%x%+0,125x%x~0,3125

A variagao de -9'(£,0) em funcdo de x € apresentada

na Figura 4.9. Pode-se notar que no ponto proximo a interfa

ce, no gual se verifica a descontinuidade da derivada, ha
uma gueda brusca no valor de -8%(£,0). O efeito da desconti
nuidade de derivada neste problema, no entanto, nao é taoc

forte a ponto de haver reversao no sentido do fluxo de calor

na parede. O gue ocorre € uma diminuicd3c de -8{£,0) até o
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ponto x = 0,75, seguido de uma variacao mais suave ao longo
da altura da placa. Na realidade, estd havendo um ajuste no

‘escoamento para as novas condi¢gdes de contorno.

2.6% T ] T f

-@'1§,0)

0,61} .

58 -

g/x ;0,6 € XL 08
0,57 - Tw{d] -~ Tm :{ o
i

Lmsx+ox5;ms<xg1ﬁ

o0 G2 0.4 0.6 0.8 1,0

Figura 4.9 ~ Variacdo de —8'((,0) em funcgac de x

Para Ty,(x) — Te = 0,5%x + 0,25, Pr = 0,7

A Figura 4.10 apresenta o perfil adimensional de
temperatura para dois niveis de altura na placa. Como se po
de notar, ha somente uma peguena diferencga entre as duas
curvas. Ja na Figura 4.11, pode-se observar uma maior wvaria
¢ao nos valores de f£'(f£,n), notando-se ¢ estreitamento da ca
mada~limite, J& que a placa esta sendo aquecida na reglao

0,5 <« x £ 1,0 a uma taxa menor do gue na regidoc anterior.



Lo T ¥ T T
etd,
!%} ¥ ;0,04 %Xg 0.8

TwlXl ~ Yoo =

OBy O,8% 4 0,258,085 XL Lo
X £0,0

~~~~~~~~ X 0,8

o6} .
13
)
G, 4 3 -
3
3
)
A
2

.

a,2hk & N
o
0,0 ] ; I f
0,0 1,0 2.0 3,0 2,0 5.0

Figura 4.10 -~ Perfil adimensional de tempera

tura para Tuy(xy = G:5x + 0,25,

Pr = 0,7
0,30 I T i i
fifﬂ}u) |{x ;0,0 £ X € 0.5
. TwiX} - Teo 24
o285k 0,8% £ 0.28;08XL1,0

i
=~

0,20 ; -

0,15 ; ! -

0,058

; ! i i i
0,5 1,0 2,0 3.0 4,0 5,0

n

Figura 4.11 - Perfil adimensional de velocida

de para '}.‘Wz(x) — T = 0,5 + §,25,
Pr = 0,7

_65.«,
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Neste caso, tem-se, na regidc 0,5 <x < 1,0:

F{x} = 0,5 {(4.23)
Dai:
0,5 x
£ = ‘g x dx + J- 8,5 dx
0 0,5
= g, x - 0,125 {(4,24)
e
G = 0 {4.25)

Com isso:

Nu, gt (£, 0,5 x 174

-7z ¢ - {4.26)
6r, V2 0,5 x ~ 0,125 |

A Figura 4.12 mostra a variacdo de -9'(£,0) em fun

cao de x. Como era de se esperar, ha uma variacdo mais acen
tuada desta variavel em relagao a gue ocorreuy no item ante
rior. Istc se deve ao fato de que a placa na regildo 0,5< x <
1,0 esta sendo aquecida a uma taxa menor do gue a do item
anterior. Come se pode observar na Figura 4.13, hi tanmbém uma
maior variacgao de 8{f,n), podendo~se verificar o estreitamen
to da camada limite. A Figura 4.14 exibe o perfil adimensioc
nal de velocidade, notando-se o mesmo efeito comentado ante

riormente.
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m@'z}',OJ

0,81

o887

0,53

Y1

.45

Tw{Xi~-Tew =

X, 0 Xg 0,5

6,8, 0,5 < X4 1,0

o,

1
0,2 G, 4 0,8 0,8 4,0

Figura 4.12 - Variacao de - e(£,0) em fungao de x

para ng(x) - Tw = 0,5 4, Pr = 0,7

1,0 ¥ T T T
9{;,1} . X,0 % & 0.8
\ Twi¥ )} —Tm =
A
0,8\, G5 ,08 < ¥5.1,0 .
i}
X X = 0,0
\‘ ~~~~~~~ - % 1,0
0,6} \ .
A
Y
%
\
A
O,4 1 A -
5
Y
\
kY
N
Y
o2k N .
]
Y
ﬁ'""‘--.
OL,0 ] ] ]
0,6 i 2,0 . %4} 4.0 50

FPigura 4.13

- Perfil adimensional de temperatu-~

ra para Twz(x) -~ Fe =0,5, Pr = 0,7

._67.....



f&}qi_

0,30 1

X i 0,0 &% 0.5

TwiX])~Tes =
0,5 0,8< X4 1,0

0,2 5

9,205 i

G160k . .

0,00 ; $ : s
0,0 1,0 2,0 3.0 4,0 5,0

N

Figura 4.14 ~ Perfil adimensional de veloci
dade para Twz(x) — T = 0,5 ,
Pr = 0,7

Analise para Typ(x) ~ Tw = 1 - x

Neste casoc, tem—-se que:

F{x}) = 1 ~ x

Assim:
0,5 %

£ = ¥ dx + {1 - x} dx
0 (.5

It

-0,5 %% + x - 0,25

—-BH-

{4.,27)

{(4.28)
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0,5 %2 -~ x+ 0,25
Q = {1_3{)2 ’ (4.29)

Com isso:

N, et (£,0) 52 - x 14
5 = - (4.30)
Gr, \ ) 0,5 2% - x + 0,25

Como se pode cobservar pela relacdo {(4.29), em x=1,0

ccorre um ponto de singularidade, pois:

lim 0 (4.31)

x+1

]
]

Também pode-se observar a partir da relagao {4.30)

gue guande x = 1,0

—Z L g (4.32)

Assim, na anadlise deste tipo de problema, adotou-se
¢ intervalo 0,5 < x £ 0,9, nao causando assim problemas na

integragao das eguacoes.

A variacdo de —-0'{£,0) em x pode ser vista na Figura
4.15. Como era de se esperar, had uma gueda de — 0"(£,0) & uma
taxa crescente ao longo da altura x. Pode-se notar ainda gue
em torno do pontoe x = 0,73 o fluxo de calor na parede & zero.
Novamente, a partir deste valor, inicia-se a inversao no sen
tido do fluxo de calor, cu seja, a placa comega a receber ca
lor ap invés de ceder calor. A analise desse fendmeno e idén

tica & da seccdo 4.1.1, tendo-se em mente o formato da cur
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va 3 da Figura 4.8.

0,80 ¥ T T T

-@’i?&}

0,404

o000

”“0340 -

= 0,80

H

I/x P 0.0 £ X § 6,5
Twf X} - To =§:
ii\zwx P08 X 0.9

Y

~ 3,20

~ 3,60

T

-2 .00 i ! ] )
G0 4,2 .8 0,6 .8 X

Figura 4.15 -~ Variacao de —-8'(£,0) em funcgao
de x para Tao(zx) = T =1 -x,
Pr = 0,7

O comportamento de 8(E,n) com n & apresentado na

Figura 4.16. MNota~se o crescente estreitamento da camada 1i

mite para' valores crescentes de x, x > 0,5. A inversao no
sentido do fluxo de calor pode tambem ser explicada, obser
vande as curvas para o gqual x = 0,806 e x = 0,875, nas fai
»as compreendidas entre 0 < n<0,6 ¢ 0 <n 20,9 respectiva

mente, nas guais o fluido estd a uma temperatura maior do gue

a temperatura da parede da placa.

A Figura 4.17 mostra o perfil adimensional de velo
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cidades, onde se observa © crescente estreitamento da camada

limite.
@{ 5)"1} ¥ k] H E]
1.4 ™ X008 X 0,8 -
! \ TwiX)~ Tar ¢
,' \ Ll—X;ﬂ.§< R 0.9
142"" \ e ¥ £ 0,000 5
. . e X 0,700
[ v \ ~~~~~~ X 0,800
F %
E’,’ Yo S T
Figura 4.16 ~ Perfil adimensional de temperatu

ra para Ty, (x) = Te = L —~x,Pr=0,7
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i{;ﬂii e \ 1-% ;0,8 <XL0,9

0,20

0,10

2,05

0 50

2
o]
-
o]
"~
o]
w
o
kS

Figura 4.17 -~ Perfil adimensional de wvelocidade

para Ty,(x) = Te = 1 -, Pr= 0,7

Na analise feita nesta seccac, considerou~ss a va
riacao nas condig¢oes de contorno em uma dada altura da placa.
Notou-se, pelo exame dos graficos de - 8'(£,0) em funcao de x
gue ocorre um comportamento assintotico, significando gue a
placa fosse infinita, as condicOes de fluxo encontradas a
partir de uma certa altura seriam ideénticas aguelas da situa

cao em gue teoda a placa estivesse mantida na condicao Fi{x) =
Twz(x) - Ton -

Exemplificande, no item 4.2.2, tem-se a condigao de
temperatura uniforme para 0,5 <x £ 1,0. Assim, se essa placa
fosse infinita, numa posigac suficientemente longe da borda
de atague ela assumiria um comportamento de placa plana 1iso
térmica, sende gque o efeito da condicdo de conteorno  térmica

em £ £ x £ 0,5 deixaria de ser sentido., Dessa formas
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lim  ~87(£,0) = 0,5046 , {4.33)

Areo

que € o valor correspondente de - 0%(£,0) para uma placa pla

na vertical isotérmica, correspondente a Ty, = constante,

4.3 DISTRIBUICAC DE TEMPERATURAS NA FORMA DE FUNCOES
DESCONTINUAS

4.3.1 Descontinuidade de Temperaturas — Um Degrau de
Temperatura

Neste tipo de distribuicio de temperaturas na pare
de, tem-se, conforme a Figura 4.18, dois trechos ao longo da
altura da placa, um com temperatura uniforme Twy € © outrao
com temperatura uniforme Twr « constituindo um degrau de tem

peraturas.

-
*
™

]
&
i)

e N NN SN NN A L

N
N\

PSS ID.

Figura 4.18 - Placa plana wvertical
com descontinuidade
de temperaturas

Nos casos analisados, supls~se gue:

Ty, > Te : 0sEs g,
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O trecho 02 ¢ 5 ¢, corresponde ao caso da placa pla
na vertical isotérmica, e as equactes {2.1) e {3.2}) reduzem-
se as equagdes {3.9) e {3.10), correspondentes & solucdo por
similaridade. Neste trecho os perfis adimensionais de tempe
ratura e velocidade s83c semelhantes e sfo apresentados nas

Figuras 4,19 e 4.20.

Os trabalhos gue analisaram este tipo de problema
utilizaram uma formulac¢do menos geral; a fim de permitir coe
réncia na apresentacdc dos resultados e possibilitar sua com

paracao, adofou-se que:
Fixj = Ty - Te £ constante

ac longo da altura da placa.

Com isso:
T""Tm

8 = - (4.34)
Ty; = T

e as condigdes de contornc relativas 3 6(£,0) transformam-se

em;
8{L,u = & I e = ] . D= =
{£.0) w1l Tor = 1o £ Lo
{4.35)
6{E,D = 8 = . : <
(8,0 w2 — Eao £
- . dF
Alem disso, como ;x) = 0O :
x

1 = 0 {4.36)
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0.2+ -

o,0 i 1 H 1 4 "
2.0 1.0 2,0 3,0 4,0 &0 6,0

Fiqura 4.19 - Perfil adimensional de temperatura para

Pr = 0,72

Assim, as eguacgotes {3.1) e ({3.2) se transformam pa

ras
3F* S5f
Mo JEEY - 2(FD7 4+ 8 = 4 N .3
f 3 {F") £ [- 3t 5E } (4.37)
€
a8 &
" + 3 Prf @’ = 4PrE f‘~—-8‘§i ; (4.38)
1 of

Com as seguintes condigCes de contorno

£(£,0) = O 3 £'(g,0) = 0

]

8(£.0) (4 )
.39
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ltm f'E,n) = 0 ; m 8{E,n) =

TiFes s

Figura 4.20 - Perfil adimensional de velocidade para
Pr = 0,72

As Figuras 4.21 a2 4.23 apresentam os perfis adimen

sionais de temperaturas para as relacdes gig:=0,000;(h503 e
Wi

0,620 comparados com valores experimentais {8]. Os resulta

dos foram obtidos, considerando-se Es = 1.

De fato issc pode ser feito sem perda de generalida
de. Supondo-se gue L seja o comprimento da placa mantido a
Tyy e como para esse problema § =0 , pode-se definir:

¥
= (4.40)

|
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Associando-se a £, o valor L:

P 2oL g (4.41)
0 "L "
Agora, observando o formato das equagdes (4.37) &

{4.38), pode-se concluir gue a substituicio de {4.40) nestas

equa¢des ndo causa variacioc em seu formato, pois L & uma cons

tante.

&,0

Figura 4.21 - Perfil adimensional de temperatura pa

ra B8g,/8y = 0,0, Pr = 0,72

A diferenga entre os valores tedricos e  experimen
tais se deve, em grande parte, a erros experimentais. Tambem,

deve-se levar em conta que a condugio de calor pela placa

faz com gue ggizxn seja menor no experimento.
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e’lz -"'931 = 2,503

3.0

Figura 4.22 - Perfil adimensional de tempera
tura para B‘,zfewl = 0,503 , Pr=0,72

Nas Figuras 4.21 a 4.23, nota-se a pregenca da 13
nha tracejada, a qual indica os perfis assintdticos gue 05
perfis adimensionais de temperaturas tenderiam a atingir. Co
mo se pode observar, hem-se a relacdo (8ys/8y; < 1,0 para os
tres casos, significando que o trecho superior da placa estéa
a uma temperatura mencr do gue a do inferior. Assim, contos
£ proximos & descontinuidade tenderiam a atingir o perfil re
lative ao existente em £ 5 £, , ou seia, o relativo & Figura
4.1%. 0 perfil assintdtico para £ > £, seria obtidoe conside
rando toda a placa a temperatura Ty» . Isse implicaria em se

fazer Flx) = Tws = Ton-
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5.0 50

Figura 4.23 - Perfil adimensional de temperatura pa
ra 6y,/8G, = 0,820 , Pr = 0,72

A relagac entre as varidveis definidas dessa forma

e as da formulacaoc atual seria:

= (—— 4.42
n G n2 ( )
foo (Twz - Tm)lfz . (4.43)
Ty ~ Teo @ )
Ty = Tu
= ] 4.44
g (Twl _ Tw) 2 r { }

onde o Indice T2* indica as varifveis obtidas considerando-

se Fix) = Ty = Tw -«
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Como comentado anteriormente, uma posicdo suficien
temente longe da descontinuidade implicaria em condigdes de
fluxo prdximas aguelas que existiriam se toda a placa fosse
mantida & Ty, . Pode-se também determinar nessas figuras as
posigbes aco longo da altura nas quais a placa esta recebendo
calor do escoamento de ar prdoximo a parede, devido a este

estar com temperatura superior a da placa.

& Figura 4.24 mostra o perfil adimensional de velo
cidades para 6g,/8,, = 0,50251. Pode~se notar que oS pontas
estaoc em boa concordincia com os resultados obtidos por

Hayday [9].

CAQ k] T H F
ik,
; "l’ Bwz /B4y : o,m0251
a ¥/8, s 1023
0,281 - - }/;G 1,94
B v—comemae ;/;Q t 2. A8

4 o B - HAYDAY ET AL[s]

0,05 H]

0,00 ; i : ;
0.0 1,0 2,0 3.0 4.0 5.0

Figura 4.24 - Perfil adimensional de veloci
dade para 8w2!ﬂwl = (3,56251 ,
Pr = 0,72
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Na Figura 4.25 tem-se o grafico de qw,’qe em fungao
de E£/&;, onde gy representa o fluxo de calor na poslgao En >
£ © qaﬂz o fluxe de calor gue existiria se a placsa fosse
mantida a Ty, até o ponto 5. Os pontos nos quais G/
qawl=:6 representam a condicdo na gual ndo hd fluxe de ca
lor através da parede da placa, caracterizando a posicao onde
ocorre reversao no sentido do fluxo de calor. Assim, por
exemplo, para BWR!GWI = 0,503, uma posigio compreendida entre
Lo 5 EfE, £ 1,25 caracteriza uma regifo na gual aplaca esta
recebendo calor, sendo a regifo acima de E/Ey = 1,25 agquela na

gqual a placa estd cedendo calor.

Pode-se notar ainda gue 05 resultados obtidos estio
em boa concordancia com os pontos experimentais, principal
mente para os valores de SW,?.‘{BWI compreendidos entre 0,503 e
1,25.

3.0 ¥ 1 T T T
W
98y |- .

H i H i i
3.0 1.2 3,4 1,6 1.8 2,0 2.2

[ A

Figura 4.25 - Variacao de qghmwl em funcao de

E/ky para Pr = 0,72



w8

4.3.2 Pescontinuidade de Temperaturas - Varios Degraus de

Temperatura
A distribuicgdo de temperaturas em degraus & uma

expansdo de uma descontinuidade de temperaturas para varias
descontinuidades. Nao h& trabalhos publicados sobre o assun
to e o mesmo & de interesse em problemas modelados correspon
dentemente, como o de uma parede vertical com faixas de tem
peratura de parede constante. A formulac¢ac usada neste pro
blema & a mesma da seccfo anterior; nas condigbes de contor

no {4.38} para 6(¢,0) tem-se, no entantc, gue:

6(E,0) = 8y s 0 £E % E,
Buz , to < E 35y
. {4.45)
8wn s E;n—?_ < g =2 gn.—?

Neste trabalho a analise foi feita para trés degraus
de temperatura, conforme a Figura 4.26; casog com mais de

graus seriam resolvidos igualmente.

A Figura 4.27 traz o grafico de qw;q&ﬂ. em fungao

de i/, para a condicdo:

GWE

— = 1,25

By

GW3

g*—- = 0,75 e (4.46)
Wi

fu,,

— = 0,50

B

Wl
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ou seja, a regido "z " estaria com uma temperatura superior
a regidc "1 " e as regibes "3" e "4 " com uma temperatura infe

ricr e descrescente.

NN PIID

VL L L . Vi

Figura 4.26 ~ Placa plana vertical
com distribuicao de
temperatura em degraus

Como se pode observar, na regido 3" os pontos com
preendidos entre 2,00 < £/£, < 2,25 e entre 3,0 < §/E, < 3,53 na
regiao "s" caracterizam uma situagdc na gual a parede da pla
ca estéd recebendo calor do ar proximo a esta. Isso também
pode ser observado e explicado pela andlise da Figura 4.28,
onde as curvas de 0(£,n) para £/§, = 2,025 e E£/E, = 3,025 indi
cam uma temperatura do ar adjacente superior a temparatura
da parede da placa. 0s pontos acima destas regides passam
entac a ceder calor, como pode ser observade nas duas figu
ras. A Figura 4.29 mostra o perfil adimensional de velocida
des para este caso, podendo-se observar gue © mesmo nNac apre
senta muita variacao em seu formato, como no caso da Figura
4.28.

Uma situagdo oposta & esta estd representada na Fi

gura 4.30, onde:
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Bys

— = (3,530 ;

BWI

B3

By = 1,25 e (4.47)
vy 1,50

By ’

Como era de se esperar, somente a regido "2" apre

senta o fenbmeno da reversdo no sentido do fluxo de calor na
parede, gue ccorre em torno do ponto £/f, = 1,27. Como a re
gi&o ™" possui uma temperatura maior do que a regidc "3* no
ta-se gue esta regiaoc apresenta valores de qwiqmn superiores
aos valores relativos a regido "3". A Figura 4.31 apresenta
o perfil adimensional de temperaturas, enguanto a Figura
4.32 mostra o perfil adimensional de velccidades. Pode-se no
tar nestas figuras o efeito causado pela presenca das descon
tinuidades, ou seja, a tendéncia das curvas se aproxXimarem

dos perfis assintoticos comentados anteriormente.
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CAPITULO 5

CONCLUSDES E RECOMENDACOES

Neste trabalho estudou-se a convecgao natural em
placas planas verticais com distribuic¢do de temperatura nao
uniforme ao longo de sua superficie. 0 método proposto para
a solugao do sistema de equacdes diferenciais parciais que

descrevem ¢ fenlmeno, compreende:

- Aproximagace das derivadas parciais em relagado a
uma das variaveis independentes por diferencas
finitas, transformandoc o sistema num sistema de
eqguacoes diferenciais ordinarias, do tipo condigao

de contorno:

. Integragao mummeérica deste sistema pelo metodo
de Adams-Moulton, que sendo um metodo gue neces
sita de condigOes iniciais, reguer um procedi
mento para a avaliagao dos valores iniciails nao

conhecidos;

- Corregao dos valores iniciais admitidos pelo mé
todo de Nachtshein & Swigert, utilizando as con

digoes de contorno especificadas.

Da andalise dos resultados apresentada no capitulo
anterior, pode-se concluir, de uma maneira geral, gue eles
estldo em boa concordancia com os trabalhos ji publicados. A
metodologia apresentada, no entanto, tem a vantagem de ser
aplicavel a problemas que possuem descontinuidades na funcgdo
gue descreve a distribuigao de temperaturas e/ocu em sua deri
vada, além de ser aplicavel aos problemas gue possuem fungdo

¢ derivadas continuas.

Os resultados apresentades permitiram avallar o com
portamento do fluxo de calor através da parede da placa, tan

to gualitativamente, ou seja, analisar guestOes come o senti
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do do fluxo, perfis de velocidade e de temperatura, existén

cia ou nao de regides de reversdo no sentido do fluxo, etc.,

como guantitativamente,

Problemas semelhantes ac apresentado na seccao 4.2.3,
ou seja, gue possuem singularidades, devem ger analisados pri
meiramente antes de se fazer a integracio, determinando-se os
limites para os valores da variivel independente ou entic os
valores maximos que estas deverdo atingir em fungio do inte
resse especifico de cada problema. A omissido desta analise po

de trazer consequéncias numéricas indesejidveis.

0Os problemas estudados nas seccbes 4.2 e 4.3.2 ainda
n&o foram tratados na literatura. Como os resultados apresen
tados em outras secgoes estio em boa concordincia com os tra
balhos j& publicados, pode-se concluir gue os resultados cor
respondentes seguem a precisac do método proposto, ficande a

sugestdao de uma possivel comprovagdo experimental.

Com relacao ac tempo de computacdc necesséario 3 so
lugdo completa do problema, deve-se levar em conta a preci
sac desejada e a capacidade do método resolver o tipo de pro
blema em interesse. A metodologia de escolha das estimativas
iniciais apresentado na secgdo 3 reguer um certo tempo de
computagao mas, no entanto, torna o métode capaz de resolver

problemas mals gerais.

Problemas com condicoes de contorno gue envolvem
filuxo de calor ao inveés de temperatura podem ser igualmente
tratados, sendo gue para tanto deve~se fazer a seguinte my

danca na definigdo de F(x), conforme {[18]:

bs 1/5
F(x) = 03/% 5 ;o0 ax {(5.1)
6 4]
onde:
Guwix) o
Ciy . K

dwiyx) = Tluxo de calor na superficie da placa.



3

Assim, as estimativas inicials necessarias seriam
as de 8(g,0) e de F"™ {(£,0) e os incrementos necessadrios pa
ra a correcdao dessas estimativas seriam os de AB(L,0) e de
AE™ (E.0) .
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ANEXO 1

TRANSFORMACAC DE VARIAVEIS NAS EQUACDES FUNDAMENTAIS

Sabendo que:

X
§ = w{- F{x} dx . 3E . F{x)
o a%
o P
1/2 n 1 x
“1“01?(%);1% e gy T TR
. . oF(x) dF {x)
Fix} = Ty(xy = To .. - = o
o8 1/u
T g

De (2.533} e (2.54}, tem—-se que:

3/’4

4 C} W E f(E:ﬂ}
lf.’ (39}?) = 1{2
F{x)

T {,y) = F{x)} . 8(L,n) + Tu

Com isso em mente e lembrando que:

5 _ B ano o3 @ e
ay 3 dy 5% ¥ on 8y

pois x €& independente de y, tem-se que:



aj

Equagao da

%y

3y ~ dyex
W _ 2 dn
8y  dn @y

32y 3 Ay
dydx  IX Dy

af 3
Bn‘

!
-
5 £

3/4
+ £

i

"é""“*ﬁrc.l\; "‘“(f;_

4"31\) .
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Quantidade de Movimento {2.47):

ay 8% a3y
— — 8 —
pe " oyl g8 Fi{x) 8 + v 5y
v /2 ~1s V2
401vE af - af
N 2 o R e macive A
F{x} an an
3 2 1/2 2 1/2% 5f 3E
= e () ® — {40 — 4 PRy Sotal Sl
(—) ™ {(4Cy vE ) €y v (& Y (3 Y. -

{ 1/2) 3k Ve 3 af
: Ly L 4cf - LS
“'"“'"é"'gw R 3.‘&) = 4 Cy v (L CFEey 5t (Bn)
2 f
2 e
an
3/% 1 =32 dF(x)

-2 Yu
LELF(Y )Y s ACy v e L f .(~*~ F{x)}

~Y2  af  3E -y 3(£3gu) 3E
< F(x) .(Eg .“*)-bf Fix) .(mwgg—* 5;)
(- 5 FG) £k S IS ey g0 X

-u}jl_‘_

2
2 . F{x). £ . ¢ )




3%y 3 By 3 3. an 5 2 32f Z - Yu
— RTINS LI B o f e}l oz iﬂ [ I . .
il e Gy 3y e A Al

i

/2 1/y4 82§
£ .

#
e
(]

—
Lot
ki
b
e
o

Y2 Yug3g ~ 14

3 ik
== ACTvF{x) & . CyLF ().
v an

|
|
]
|
J:

Substituindo os termos na equaclo, tem-se:

5 Yz 3 af 1 ~Vz opf
4cf\;;§l’mi§—.4c1‘?vv(€ F(x) — {—) + — £ — . Fix) )
an 58 8n 2 31

-3z b . 2 4
- 401 v (- -J: F{x) f EBX 4F () + F?}{} 53! Ef—
2 dx af

32f

n

3
4

+

2 -1/ 4 2 Yu
s f g ).a.cva?}:)g

a2

3 n aaf
g8 F{x) 6 + 4 C1 Ve F(x) *éf‘“"'i“
"

I

Dividindo os termos por (4 C; v? Fi{x)), resulta:

f' " Bf - 2 ‘E d 3 82 -
s 2l 0B oy 350, B AT
3 8F Bn an FIX) dx an?
a%f  3f A%y r i Sy
§ ~— — -~ 3f - —£ 6+ ——



Chamando
q = i dF (x)
F{x) dx

¢ lembrando que

g B _ g8 - 1
C- 2
byt A(jﬁ%}v

tem-se, reagrupandoe os termos, gue:

a’f aef af 2
— b (3-20) f e - 2 (— +
P { ) P,y (an)
3f 9 5 3%f  9f
= GE( = L ) -t o)
¢y of a1 an 3k
b} Eguacao da Energia:
3y 3T B 3T 32T
S T T T
ay 3% 8% 3y -
3T a a5 BE
= e {H L F + T = ¥ s . — 8,
ax ax ¢ () ) () 3k XK
2 38 dF {x)
= Z‘{X).‘,gg-i- = A
BT 8 g
= B L F(x) 4+ Te) = o (8 . F(x) 4 Tal
: 3y an

dF{x)
dx

a1

gy -

..9';?....
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28 -1/ 2 I 2 AT
= F{x) .— . C;. F(x}. ¢ = F{x) Cy £ —
3n an
3T 8 3T 3 8T, 8n 3 /2 ~i{b 38 Y2 ~ys
g oo ) = e ) e = o (R C — 3. L5 F £
ay? ay v Bncay) gy an ¢ ?/X} 1 E Bn) 1 FG &
2 2 'y 3B
= F{u} . C .
( } 1 E an
Substituindo os termos na egquagdo:
2 2z 3f 2, 89 dF (%) 1 =¥2  ¥% ar(x)
4 C — o {F{x) — + 8 =220y 4 - — Fix) frs
1 v E - {F{ ) Y . ) 1\)( 2 {x) £ dx
¥z w5 3 Y2 —Yu Y2 Y4 3p
+FZX)E s b - Fx) E £) . F{x) Cy & —
oF on
—,2 “1}{2 328
=0, F(X) N (41 - E’; anz
o 2 z  TVz
Dividindo por (F(x) . Cy £ v} e lembrando que:
W
o = ——
Pr
tem-se gue:
d ag - arF of dF a &
@girm+a’ig &) i_+2i aFx) o 28
an BE F (%) dx an F (%) dx a1
58 af 38 !
- &k ST 3 f . e .
dn 8t n Pr  an?
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dF (x
Como = : (x) ; reagrupando os termos vem:
F(zx) dx
~——~—328+ {(3-20) pr £ o9 4 Pr 0 8 i
- T e - T e
an? an an
3f 38 a8 gf
= 4EPr (o — — =)

an 3¢ an 9
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ANEXO 2

METODO DE ADAMS—-MOULTON

0 método de Adams~Moulton consiste na integragido de
uma dada fungaec num ponto escolhido, fornecendo uma estimati
va ou predicdc dos valores deseijados. De posse desses valo
res & feita uma avaliacgio da derivada desta funcado neste pon
to, a gqual & aplicada para obter os valores corrigidos da
predicao. O métodc &, por isso, classificado como sendo  do

tipo preditor~corretor e sua formula basica é:

P . h d *

Yi+y = }’i**gg[ﬁ f§“59f§«1+37fiw2“9fi—3]

L - hof F % % -

};i+1 = yi+~2~z-:[9 f?:(i+1,yi+l)+lg fi."5f1w1+fi._2
onde:

h £  passo de integracao ou incremento, e

£ = 3

0 erro associado a esta formula € dado por:

. 19 5 =V

Eg= = —— | h” | Ay,

™ 7920 ¥ (A

cnde

Xp.p £ A E Eygg

L - , -
Com o novo valor %14, , € feita uma nova avaliacao

da derivada e a funcdo & novamente integrada até que:
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£ C
6"1+1)j+1 - G’ii'l}j

L
(Y14~l)j

onde

i % j-ésima iteragio e

erro relarvivo.

Er

Como se vé, o método ndo € auto-inicializado, pois
envolve a avaliagdo da derivada no ponto {1-3) . Assim, pa
ra os trés primeiros pontos, deve-se usar um outroc método de
integra¢ac, que seja auto-inicializado como, por exemplo, ©
método de Runge~Kutta de 48 ordem, o gual foi utilizado nes

te trabalho.

Sua formula basica é:

Fia :§i_+% [K1+2K2+2K3+K;4:|
onde

Ky = h.f%{x; 3 93

Kz = hef(xi4h/2 5 Yitkys)

Ky = hof" (834h/2 5 Yi4Rys) e

Ky = h.of*(X44h 5 Fi4Ra)-

O errc associado a esta formula & da ordem de ho; &
extensao do método de Adams-Moulton para um sistema de equa

coes & dada por:

£ - h % # % ‘
Fi+1 = ¥itop [-55f§ R R T S W S - & S ]

B
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h * * * *
Zi 41 “Zi*g};[ﬁ 8 ~ 39 Bi~1 *+ 37 812 ~ 9 gi.3

WL - h P P

Vi1 = Vit oy |»9f*<}<i+1 s Yi41 5 Zi4p s eee) F l9f§~5f’§-z+f§~2]
e - h * P 2F * #* *
2341 = 24 F 3% [985Xi+1 » Vil » 4430 ~-0)+ 3885 - Spiy 4 gion ]

O mesmo procedimenteo aplicado ao métode de Runge -
Kutta produz:

- - 1
¥i41 = ¥w; + ‘g {K1+2K2+2K3+KQJ
- - 1 I "
Zg 41 T 74 + s Lﬂ} + 280 4+ 283 4+ &y
onde:

* -
Ky = h.f (x5 ; vy{) :
Ry o= hegt (x5 Bp)

Ky = hof (xq4n/o Yi4+Ryz)
& -~
3 0= h.g (%¢{ 3+n/2 3 214—£y2) H



= hnf*(Xi+h/2 P ViaRyn) s

= heg (xian/2 3 Zi4 8y ) 3

hof (x4 4 Yi+Krz ) i

H

* %,
heg (Ri4h 3 Zi+23) g

~103~
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ANEXO 3

MINIMIZACRO DO ERRO Ej

0 erro & dado por:

-y

- 9ty 3ty 2 38 aan 2
— ? T L] J————
En = (£ + af.(‘.; SIS Te’ A8 )+ {8 + maf“ AEL + 76 A8, )
R BE! 3E 2 CEM a§‘ 2
Ju Vo e + + o A Y AB
* i 31“&f b6l 485 (e 3El O ?sé o
Assim, desenvolvendo:
7 . af] . 8} At 2
F, = {f!y + 2 £, g AET + 2 £ . e ABY 4+ — 3 (&f;;)
T Ti n afov [ Ti r}@;} ] Q’f:;
pf)  Bf) af}
42

—— AfD AR +-(uuu)2 (aa*;z + (8B )2
rY S 58] 38} o n
i3]

. B8 26, o 38, 2
+ 2 81‘1 " oaf nt Eg? a6, + (“"}:’;;} (&fg)
o
B‘é’ﬂ 8 " . ae 2 . 2 _ 2
snemannans —_— + il 5 3
+ 2 Hfg; . 380 ,ﬁf AgL + {88') (gaﬁ} ({n:}
....n afﬁ’ a"i_;; 2 2
mD AR 2 BN AR (o AT
+ 2 j:}.'} af!! rf 2 Beé {Bf“) ( O)
0
2y 3E) 21" 2 2 2B,
" ¥ [
gftr 88‘ f 2\{3 + ("é"{;{'}’) (590} + (el‘t} + 2 P

T Bf;t &fz)} +

O

-
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? 58} 28} 2 2 85; 38, 38‘ 2 9
¥t .

+ 2 811 "a*—';“ ﬂe (“é—g“",) (ﬁfﬂ Y 47— af“ 38‘ f’g} QB‘ ("‘“‘“‘“) (ﬁﬁé)

Diferenciando En em relacloc a Af) e igualando a

zero, tem-se gue:

3E 3f! af' af! Bf} 30
b1 ot n n Il
e w3 o= 2 EL e 2(~—) f"+'ﬁ-~.-——ae'+za
3 n ¥
BAEY af BEY BEN 0! af;;
86, 2 88, a8, _ Bf;; 3 2
+ 2 {—m : wé@'+2f” 4+ 2 (2 g1
(Sf“) o TN af;; (af") bty
AEN BED 38 86} 2 38) 38,
jud n n 3l
2 e T A0+ 28] —) AN 22, 2 nge
BEN 36 af" {Bf") af " agl O

Reagrupando os termos, resulta:

f BEY 2 38, 2 MEN 2 88! 2 !
Gow Y GEY * Gt Gew | A%

8F] 9F' 9B, 88,  9fr afr 2Bl @'
4 e D Dy B Dy, o m T,

. . A
1% 7 ¥ ¥ - 1 £
3fy 88 af" 3e) 8fy a8 JEL 86

_ 3F} 38, BE 98 |
= . ¥ L1 LI
) L{“'af" B af"”(f f“)+<n 8‘“‘) ]

Pefinindo o vetor P, como sendo:
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e usando como notagdo "+" para representar o produtoc interng,

tem—se:

PP 5P 5P 3P 2P
(2 2y 8" 4+ (=25 =Dy 487 = (P —2)
ey " ey’ TSN T Y ° YL

Diferenciando agora B, em relac3o & 48] e igualando

1
a zero, wvem:

+ 278, 22” + 2 (2%)2 480 + 2 ’Z%E"Z“Z‘? AfY
o o o o

+ 2?;f§§§-+ 2(;2%3 465 + 2 §§€~ ggg bEG

+ 28} 2—% + 2 (2—2%32 480+ 2 32‘ g{j BES

Reagrupando os termos:

AR 38 7 SE N 387 2 |
() ) 4 () 4 (23 | as?
a6 88 38 38 ©

)+ A . YA

r 1 T r T Bt )
o OB R e aey o sTy AR B da;)_l“”
DEN T G6.  Cefn ool | Cafr’ aey | ‘afn mer o

i
[
i n 5 i o )
(fn . ‘é'-é‘-\;-) 4 (en . 3o+ (f.:, 36!} -+ {8;1. } l

{ Y 0o BE " 38
L [0 £y £ o 3
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Utilizando a definigac do vetor P e do produto

interno:

3P 3P 3P
B! 4 (2 . — Iy AFT = . o(p. , 2
} A o (ch,; ES 38(’)) a ( n % aaé}

EPn ab
(o g
38{’) 380

Agrupando as duas equac¢des e usando a notacdo matri

cial, tem-se:

BP}:}. EPn E!Pn BPn 0 BPn
% P 1t R 1 ok s
af:; Bfo afo 380 Ag Bfo
o
&9(')
BPn BPn BPI‘I aPn BPB
% " 1 ok wpt
Bfo 3(‘3;) 380 38{} 38{3




EQUACOES DIFERENCIAIS PARA

ANEXO 4

O ESQUEMA DE INTEGRACAO

Conforme se pode ver no Anexo 2, é necessario

. . 5 & Ce ~ -
liar as derivadas (f, d, ...} das varidveis (v, 2.

pontos consideradoes.

Assim, definindo o vetor y({X) comc sendo:

v(l} = f
y{3) = £°©
vi{3) = &
af?
vy =
Bf;
a8
v {8} = oFn
o
af
v{11} = YY)
o
afﬂ
¥{13} = fég—;
o
og?
v{15) = W
o

As derivadas necessdrias & integragaoc pelo

do Anexo 2, definindo-se inicialmente o vetor derivadsa

sendo:

. E
by (K} = an

¥ (K}

L

ey

v(2}

y{4)}

v(6)

v{8)

v{10}

y(12)

v {(14)

1

it

f?

Bf
REN
Bf"
BEDN
28’
AEN
BE "

B,

8o
80!
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ava

I nes
metodo
come



Dy (1)

Dy (2}

Dy (3}

Dy {4}

Dy (%)

Dy (6}

by (7}

Dy (&)

Dy {9}

Dy (18)

Dy (11}

Ty (12}

Dy (13)

H

It

{3.30}

8
— 1y = — f = £' = {2}
y (1) - ¥
f“ = y (3)
£ = eguac¢ac (3.13) ou {(3.13)
8’ = v (5)
av = equagao (3.14) ou (3.16}
af?’
= v {7)
E}fé’
af?!
= y{(8)
Ry
3£1|t -
— = eguacac (3.24) ou {(3.28)
Efo
ag’t
3t .
— eguagao {3.26) ou
Bfo
AET
=y (12)
Beé
af ¥
— = y {13}
a%o
Bf'”

28!

Hl

equagac (3.25) ou

{3.28)

-10%~
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Dy {14) 6 {15}
y ber 7
aan -
Dy (153) = —— = eguacac {(3.27) ou {3.31}

26!
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ANEXO 5

PFROGRAMA DE COMPUTADOR

wi PROGEAMA PRINDIPAL %
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DIMENSTON YY(S, 564,37, Y45, YA(E),YAals) DY (L0, uoies

DOUBLE PRECISTON YY, Y, A, YA, DY, ML ETA, X, Z, 0,081, W, DELX, DEL Y

AT, AR, A28, 022,81, B8, DEM, &Y
EXTERNAL DIFF
LOMMON PR

N8 PARAMETROS “H,PR,ETAEND™ PODEM SER HMUDALOR

H=0 ., DD
PR=D .7 OED
GS1A=Q, 0
ETAEND =, 60E9
TEGT=1 . 0RF~04
e

Beity, O

0= .6

DO 36 M1, 164
DO O30 L=,
YY (L, M, 300006

METODO DAS ESTIMATIVAS INICIALS -  KEK=f -3 SIN
KK =G S HAN

TF (KKK LEG.Y GOTD 58
SEL)
e
=
TD=g
IX=0
b §
K71

ALTERAR, GUANDO NEDESSARIO, , U8 VaLORES DR TGSILa7

Q=8 , @200
QG E=@ ., GG
P =@, @hhe
AN O

Hlm- 18, D0

MODTFIOAR WONY, GUANDD HOUVER PROBLEMAY COM DESTORTINUIDADE S

Wiy =1.2500
WDy =0.70ba
W@ 50D
B



4¢

&%

TH=0

IMTag

TT 14

TFCKLEQ.Q) BOTD 60
IFOIJ.EG.8 GOTO 68
B, 0510

TFCLEG.2) B0TD 45
TYM=INT CLL5/DL )+
TTM=INT(20.0/DL)+1

GOTO 55

DOF=0F /G4

DDT=0T/G1

DL, 92

Y=

ITI=1
IMH=THT (ABS (DDF®Q/DL) 242
ITH=INT(ARS(DOT#OQ /DL 1 +2
PFCILHELBY BOTO Se

3

IFDF . LE.Q.0) KXm—t

K7=1

TF(DT.LE.0.0) KZ=-i
AX=YY(E, 4, 1 -DL

HP YYD, 8, LD

I8

Th=e

DO 115 TU=IVI, TV

LR=9

120

TX=TXHTD

TFOTX.GE.3Y GOTD 120

DO 449 IT=ITI, ITH
TZ=IZ7+18

IFIZ.6E.37 BOTO 145

T &

XXk TURDL K
T T4+ ] TRDLKZ
TECKIILEQL LY GUTH 59

pO7ee TL=1,13

Wigymt

XYY (3, 4,8

ZEYY (S, £, 2

XG=@, PeuTL

COF=C0S(XE) /(DS IXGI 1)

OSI=({-COS(XE)) /3. 1416

0=081-0514

TECTLLLELG)Y BOTD 68

Bt 0/ RS I-Q8TAY+1. 0/ 105T~0RTAN)

B (GSINA-A8T )/ ((QST-QBTA % (Q51A-0ETAAT)
U= QST ~QBIAY /{LAST-QHTAM M (RETA-GHIAARD)

S

-112~



&8

7@

£

78

j 80

14d

165

1ia
150
e

1348

A

Mex

Efmg. 0000

B0 79 L=l L5
YOl y=0@,000%
Y{3I=X

Y4yl CRND
Y{Hy=d

Y (=1 .540a
Y(15i=4.66D8

DO B L=, b

YY (L, 4, 3y=Y L3
Yasdh y=YYol 4,57
Yadlr=YYoL, 4,2
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Pall ARAMSIH, ETA, 6,7, DY, DIFF, YA, Yah, 081, 6, COF, AL, L
L &Dﬂﬂﬁ(H,ETﬁ,i,Y,DY,DIFF,YQ,YQQ,QSI,Q,QUF,Q,B,C}

IRETE ]

DG fe9 L=i,3

YY (L M, 3=y LD
Yams(l =YY L, M, 10

YOl osY T (L, M, &)
IFCRKK.EQ. @) GOTO 130
IFCILER. @) BOTO 1359
PR Q.6 GOTD (3¢
TFCIC EQ.8y BUTO 1eh
IFCETAJAT.EAY GOTO 165
IF(ETALBT . EAr GOTD 10
NEES IRE

Ki=Y¥Y{d,1,27

FA=YY(5, 1,87

Iﬁ{ﬁﬁBS(Y(SP).Gﬁ,HQQDQ,ﬁR,Q&BQ{Yiﬁﬁ3hﬁﬁyﬂn®ﬂﬁ} 37y iie

GuGeRARSLY (F1Y+DABSIY LT )
IF(ETALLT..3.9D0) GOTO 76

LF(8.6T.50) BOTD 110
GaH=E

TX=@

170

IB=1

101
X$=YY{3,4,2)
ZimYY (5, 1,2
CONTERLE
CONTINUE
X4

£ 4]

AT

GOTO 40

I?(DQHS{Y{S}?.GE,SQQUQ.GﬂuﬁﬁBS{Tiﬁi}»bmnﬁmﬁﬁﬁﬁ GOITG 240
TFLETALLTWJETAENDY GOTO Y0
ﬁiimY{?)%ﬁﬁ+Y{8)%%ﬁ+Y{?)%%E¢Y(i@)ﬂ%?
ﬁiQﬁY(?)%Y(12}+Y(8}%Y(13)+Y(?)ﬁ?(iﬂ>+Y£i@E%Y(iﬁ)



156

148

i7e
188

L8

"

Ao f=nld
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PREY LI RRREY ULA I FY (R A Hu2 Y (10 e
Bim— Y@y {73+ Y {RInY (O #Y (4 nY (P)+YLHaY L0

Baw- (Y (ZI%Y (3

DY (I AY (ISR LAY (LAY (O RY (45

Afd=i . eb-texall

AZR=L LG

AR SRLTE M

ALR=L LBl Lona LY

AZE=E L 00
IF{pnR

1a#aRd
G (ati Y LGELEL8DLY

SAND L DARS (AR LOE . 1. @RIV

TF(QQE (ALY GE.L.0R19) GOTO 154
Edeni L eadd 100l

1 i (DEMLLT. L. 80138 GOTD 1056

DELX=(Bisna Bﬁﬁﬁi 2y AR

DELZ= (B2

it i-BLxA2L Y /DEH

DELX= . @R-18%BILX

DELZ= 0D~ 10xDELY

FoY (@yus 2+ Y (3o Y {4 und e (5 rinndd

GOTH {49

Keda g, BuBELY

A, BudELY

QUTG 48

PFODEIYL LT, 1. 004, AND DELZ LT e eb-14) GOTO 170
Tl

GOT0 18

ITH=TM+1

IFCIMGEG. 1S aND BT,

¥aX+0ELX
L ELY

IF(DOBSDEL/ X W GT.TEST.OR

TFELLTTEST
GOTO A8
WRTTECD2Z, 8382
WMRITE(ZE, 8150
MEITE(22,81¢)
WRITE (3¢, 829
WRITE(RG, 810
WRITE(3®, 8307
WRITE (G, 8297
WRITE(S, 836
RBRITE(S, 8459
DO Zo@ M=

Fo.7.@00 GOTO 196

DABS(DELZ S LBTLOTESTY GOTG 40

LOYD 199
X, 2

o
s

Q5]
S
KB
X

Q571
X d
HE
.44, 4

T e HH
WRITE(SR , BeDYETA,YY L, M, 3, YY {2, M, 37, YO, ML, 3y, YA, M, B YYD LN
37
TFREKHE LEQ.@) BOTO 235
GG
]f{ LOE LAY G=0.00ahe
J*L
I?'"(Y‘((f,’ié P,iY.Fa. 80000y GDTO 128

=1
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IE(DABSCIYY (S, £, 2)=YY (5, 4, 430/77Y (5,4, 13 7.L7.e.8200) S
R TFOJGNE 23 GOBTO 240

WimNRN

TFONNLEG. 4 GOTO 12¢@

I L

ey

drd

Deth, G20

D=, 85
AR BY TK=0

AT

14=8

ThR=9

IM=e

DFE=YYLE,4,2)-YY(4, 4,0

DT=YY (5, 4,23-¥YY (5, 4,47
S35 R 249 M=l 164

DO 240 L=4,0

YY L M, AdsYYLL, HL D

VYL, M, =YY O, M, 30
2t Y'Yl M, 3i=0. 0000

G8TéAa=00LEA

G Ta=aR]T

FO6 CONT IHUE
5o9 FBRHﬁTiiX,FQuQ,SX,DiQ,ﬁ,SK,ﬁi@n4;3x,Diﬁ"4;ﬁx,ﬁiﬁ“%;ﬁxjﬁi@nﬂk
SRR FGRHﬁT{ix,’Qﬁlm'sDii"Q,/,iX,'ET&‘,QX,‘F‘,iBX,‘F%

L ’,SK,‘F%%‘,?X,’TET&',iQX}’TETﬁ%’J
BLO FORMOGT LK, "¥=,DLi. 47
B2@ FORMATUIXY, £, 38X, TGBI=",041.43
AL FQEM&T(iX,’Fﬁ%(Qiﬁ‘,DiQnﬂ,/,iﬁz’TETﬁ%(QEﬂ’,Qi@a@?
1oy B
£ w¥% SUBROTING PaRA CALCDULD DAL DERIMaDaAL w#

SLIBROUTINE DTEECETA,Y, YA, Yan, DY, 081, 4, 00F, A8, 02

DOURLE PRECISION ETA.Y, YA, YAH,DY, Q51

DIMENSION Y043, YALL),YAAL), DY L)

COMMON PR

DY (=Y R

DY{2I=¥{3}

&T(3)ﬂE“@D@%T(E}%%E"{Qnﬁﬁﬁwﬁ,ﬁﬁﬁ%ﬁﬁﬁ}%Y(i}%T(RBMTiﬁﬁ

DY (43=Y {503

DYiﬁB:{{Q“QQG%CQFM3"®D®§%Y(1E*Y($}+4.@DQ%CBF%Y{E}MYEQ}EWPH

DY Cay=Y (7

DY {7 =Y {8}

D?(ﬁ}wﬁﬂ@ﬁ@ﬁY(E)%Y{?ﬁw(ﬂuﬁﬁ@m2ﬁ@D®*GﬁP)%(TEH}%?{é)@?
O Y{gyi-y(%;

DY (Sr=yYii8)

Y (iR (2. ODEHCNOF 3. 8080 (Y L{SH2sY (447 (13 RY CRay e, BRGNP«
0 CYLFIRY LAY (R2IRY LR ) PR

DY ¢4 =y osa:

{4 5%
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DY Ldy=Y L3}
DY (A8 g SRy (2 uY {42y~ { 3. 8D6-2.000x00F yn (Y {3y (il y+Y{iiun
£ Yiimi-yoiasn
DY (LA Y 38D
LY (4 sl (2. anoxDE -3, 0D@)w {Y{SruY (L4 eY (L) xvV il y+ 4., QDGO
0 (Y CiRYey L4+ L20nY {143 Y nPl
TF{OG8T . FR. 6.9 OTO 26e
TFEaLMELG. 0y LGOTO 160
DY (AIaDY (314 000800 T*x (Y L3 (Y (2 )-YAal2yy-Yi{30nrii -yl
L0
DY =nY (S +A, ODOsPREGE I (Y (23#(r{Ar-Yaid y-v Gy 10y -Ya(Ls
DA I P &
DY R Y=Y L8+, ODERGETw{Y (7 {2, 0Dow (I -V 2 )~y {Ernl{yii)-
O YAy -y ey uy (3 /,a
GY (18 =DY (L8 + 4, 000 PR¥GEIH Y {730 (Y (4 r=Ya A+ Y (20uY (§) -
Y4y Ld-Yadiy i~y o ueY{s63) /70
DY {48y=DY {11+ 200xQE I (YLl e (D, 0Dy {2 ~-Ya{23F-Y {18 n{
YLy -YACL Y -l RY LAY /G
DY (A4S DY 4544, OREEPRHGSIH Y A2y n (Y (A= ra a4 b4y (2 ay {140 -
£V eREyRIY (A -YALL Y=Y IS uY (L1000 /0
GOTO 200
90 Oy (A=Y R+, 0D@nGS s Y (2w (anY (2 +RaYA {2+ 0V A% 25 -
O Yy oy (L Y4By ALY+ EeEYANTL ) B
Y (S DY ES )+ AL BDORPESGETRLY (23 (AT (A e BaY S A 0aY A {40 1
O VS uianyY LR +ReYA Ui +CxYAACLD D
DY (R Y=DY (Y4, BDORGS TR (Y L7 3 {ARY (2348 a7A (21 F0¥YAA (20 Fraw
OV RY (- R (ARY Ll reERYACL ) DAY AR LI ) -GV (XY 046G
GY (S0 =Y 10y +4, a0 GRT#PRe (Y {7y (AnY{A+BaYa {3 +0aYan {40 1+0H
DYDY YL YDA ARY L YR RYACL )RR YAAL L)) A Y IR Y (A )

DY (LA DY (1344, 0D0ROR T (Y ({22 {AxY (23 +BuY Al +ORYAMID Y FrauY L
O 0¥y iRy~ Yaayu(AXY (L3 +RxYA{I I +OAYARCL Y Y- ARY (B Y LLLy)
DY (45 =0T (45143, QDOGE THPRe (Y (423 % {ARY (AR YALAIH0TRTARTAT ) 00

CoYIDI Y (44 - YOS R(ARY (L4 BaY AL )+ 0 YAA L)Y P-maY LHrev (i L)
e RE TUHM
D
L s# SURROTING PARA INTEGRALAD DO SISTEMA DE EQUATIED
DIFERENCIALSE PELD METODO DF alaMS-MOHLTON i

T

SUBROUTIMNE ADAMBH, X, ESET Y, DY, F, ¥, Yan, 081, 0,80, A, B, 0)
£ Yan
DYMENSTION YO43, YA, DY (L), POAB) L YROIS) DYRCLIEY, BYLOAS)  DYLL 015G
PLDYLLLOLS Y, 02080, 03008, 080800, VRaadhs
TFLIBETBT.60 GO0TD &
W=l
CALL FLX,Y, YA, YAL, DY, GRT.,G,COF, A B, 10
RETLIRM
GOTO (7, F 140, K
7 gl

GOTO 18

P
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& =3
GOTO i@
K foem g
ig DO fe8r I=4,43
iget PCE)=Y O+ (/2,000 DY (L)
COLL FOX+MHA2.808, P, Y0, YAA, 02, 48T,4,00F, &, 8,0
DO 19¢8 I=t1,45
1682 Popas¥ (M 2 abeyala (1)
il FOXeH/72.0D0, P, YA, Yan, D3, Q816,001 a4, 8, L
DO 199 T=1,10
1603 RSN ESNEA L INCEN
Coatl, FOXH, P, Yo, Yan, 04,881, G, 00F, a.8,0)
BEy 16048 T=4 10
i9g4 YREDY =Y LI+ {H/ 6. 0Dy (DY (I )+2 6ROl 2 (1242, DOxE2 1)+ 040 )
DALL FUXaH, YR, YA, YAS,DYR, 81,6, 00F, A, 8,07
GOTH 12
ii D101 Isd, 40
1101 PO ymY el i+ (HM/ @A, 008w (G5, DO#DY {1 -0% . Do YL (1 )+ aleelyyi L o1 s
o ~f.obexlYLLLIT
DALL FOXH, P, Y0, Yan, DYR,G8T, G, C0F, A, B, 02
P 482 T=31,19
fied VRO =Y I Y+ CHAZ4. 000 % {9, @OxDYR LI Y +19, l9xDY (I3 -0 0BGxD YL 0T x40
R & Y O A I
bl PR, YRLOYALC YA, DYR, Q8T, G, E0F, AL, B, 03
1e KA
DO OI2e8 Isg, 40
YL =YR{T)
DYLEL AT 2=DYLLTIS
DYLi (X =YL {L3
DYLety=hivits
12ed YL y=DYRL5S
RETUEN
N
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NOMENCLATURA
Ay Constantes.
A, B, C Coeficlentes da aproximagdo de segunda ordem da deri
vada.
A Constante da funcao senx .
b Expoente de x.
B Constante.
g (1/4
C Constante S .
1 * byl )
Lo Calor especifice & pressao constante do fluido.
E Erro.
4z

Ee Numero de Eckert, E. = R .

Cp (T = Te)
Ep ¥rro do método dos minimos quadrados.
£ Variavel dependente adimensional.
£t Derivada primeira da variavel f.
£ Derivada segunda da varigvel f.
£ Derivada rerceira da variavel £.
£ Derivada de metodo de Adams-Moulton.
F Yorga de campo por unidade de volume.
Fix} Sobhretenperatura de parede, Tw(x) = T
g Aceleracac da gravidade.
Gy, Nimere de Grashof, gfAT x3/v2,
Gye NMiumere de Grashof na parede.
Gigo Numere de Grashol na parede, na borda de atagque.



Kl) KE! K3B KL}{
2-1, Rz, 2431 .Qvt{s

Pr

LA

Yo

i

ri{x)

g

Passo de integragao.
Coeficiente de transferencia de calor.
Condutividade térmica do fluido.

Simbolo que representa f, f' ocu 6.

Fungao do método de Runge-Kutta.

Comprimento da placa.

Expoente da fungac exponencial.
Expoente da fungcao ri{x).
Constante da funcao exponencilal,
Valor pumérico de comparagao.
Nimerce de Nusselt, hx/K.
Pressac.

Prezsac dindmica.

Pressac hidrostatica ambiente.
Numero de Prandtl, w/a.
Expoente de {x/L).

friergia gerada por unidade de volume.
Fluxo de calor na parede.

Funcao dp fluxo de valor.

Vazao volumétrica.

Temperatura come fungac de x.

Temperatura counstante.
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) upl
Humero de Reynolds, _;“ .
Expoente de X.
Temnpo.
Temperatura.
Temperatura de referencia.
Temperatura da parede da placa,
Temperatura da parede da placa, na borda de ataque.

Temperatura ambiente,

Componente vertical da veloclidade.

Velocidade de referencia.

u/ug.

Velocidade caracteristica de convecgao natural.
Componente horizontal da velocidade.

v/up.

Velocidade.

{oerdenada espacial vertical.

/L.

Coordenada espacial horizontal.

v/L.

Variaveis do método de Adams-Moulton.
Componente da velocidade na direcao da coordenada z.

Coordenada espacial normal ao plano =y.
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Indice

n n~esima localizacae ao longo de £.
W na parede da placa.

o ambiente.

$imbolos Gregos

It Difusividade térmica do fluide, K/p Cp-
g Coeficiente de ewpansao volumétrica.
& Egspessura da camada limite.

Ay Espessura da camada limite rérmica.
£ Incremento.

z Congtante.

T VYaridvel independente.

3] Temperatura adimensional.

8’ Derivada primeira de B,

ar Derivada segunda de €.

U Viscosidade dinamica.

W Viscosidade cinematica.

£ Variavel independente,

H £.L.

& hensidade do fluido.

T{x) Uma funcac de x.

By {x}. $20(x) Fungoes de %.

%, ¥ Fungao dissipacac viscosa.

W Funcag corrente.

& Parametro, “jim dF (x}

F(x) dx



[2]

{3]

{41}

[51

6]
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