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Resumo

Cravo, Anderson Gabriel Santiago, Andlise de Problema de Anisotropia Plena 3D com Sub
Regioes Utilizando o Método dos Elementos de Contorno. Campinas, Faculdade de
Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2008, 78 p. Dissertagao
(Mestrado).

Este trabalho apresenta uma ferramenta para anélise de sub-dominios utilizando o
Método dos Elementos de Contorno 3D (MEC3D). Para a implementagao sao considerados
elementos retangulares, quadréticos e continuos, isto é, os nés compartilham graus de liber-
dade e assim, h& a necessidade de uma formulacao adequada para o tratamento de quinas
entre as sub-regides. As matrizes [H] e [G] s@o calculadas independentemente do programa
de sub-regices. Isto permite um tratamento computacional eficiente, tendo em vista que
atualmente os microcomputadores contam com mais de um processador, viabilizando a com-
putacao paralela. Também é apresentada a implementacao e o estudo da solucao fundamental
para anisotropia plena utilizando a Transformada de Radon. Esta formulagao é especialmente
atraente devido a sua simplicidade de programacao, entretanto, ela apresenta uma integral
numérica no nucleo do problema o que compromete sua aplicacao em problemas de grande
porte. Assim, sao propostas estratégias para a melhoria do desempenho computacional,
como um esquema de interpolacao para obtencao das func¢oes de deslocamento e forcas de

superficie.

Palavras chaves:

Elementos de Contorno, Sub-regioes, Anisotropia 3D
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Abstract

Cravo, Anderson Gabriel Santiago3D Anisotropic Problems Analisys with Sub Regions
Using The Boundary Element Method. Campinas, 78 p. Mechanical Engineering
Faculty, University of Campinas, 2008. Dissertation (Master Degree).

This work presents a tool for sub-domains analysis using the 3D Boundary Element
Method (BEM3D). For its implementation are considered rectangular, quadratic and con-
tinuous elements, which means that the nodes share degrees of freedom and so, a proper
formulation to deal with corners and edges between the sub regions is required. The matrices
[H] and [G] are computed independent of the sub regions program. This makes possible an
efficient computational treatment, since the actual computers have more than on processor,
and parallel computing is used. Also presents the implementation and the study of the fun-
damental solution for anisotropic elasticity using the Radon Transform. This formulation is
especially attractive due to its simplicity for computational implementations, but it requires
a numerical integration in the kernel and then, some strategies are proposed to improve the

computational performance.

Key words:

Boundary Elements, Sub-regions, 3D Anisotropy
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Capitulo 1

Introducao

Anisotropia de um material diz respeito a variacao das propiedades em fung¢ao da direcao.
Materiais compoésitos podem ser citados como exemplos deste tipo de material. Neles, suas
caracteristicas dependem fundamentalmente de trés fatores: o tipo de fibra empregado e sua
orientacao, e a matriz utilizada. A fibra, na maioria das vezes, fornece maior resisténcia
mecanica, enquanto a matriz é necessaria para protecao das fibras contra o meio externo e
por mante-las unidas.

Se as fibras sao particuladas, este tende a exibir um comportamento isotrépico. Entre-
tanto, se é constituido por fibras curtas ou continuas, ele exibe graus de anisotropia mais
acentuados. Materiais com fibras continuas unidirecionais, ou seja, dispostas sempre em
uma Unica dire¢ao, podem ser modelados como transversalmente isotropicos. Ja quando as
fibras sao dispostas em varias direcoes, ha a necessidade de uma formulagao mais geral, que
possibilite a modelagem de materiais anisotropicos.

A aplicagao deste tipo de material decorre da necessidade de se obter propriedades par-
ticulares para um determinado propésito, seja condutividade térmica ou elétrica, rigidez,
resisténcia mecanica ou densidade. Estas caracteristicas sao alcancadas variando seus mate-
riais constituintes, fibra e matriz, a quantidade de cada um e o tipo e orientagao das fibras.
Visto que os compositos apresentam maior relagao rigidez por densidade (rigidez especifica) e
resisténcia por densidade (resisténcia especifica) (Albuquerque, 2001), é possivel desenvolver
modelos 6timos para uma determinada aplicagao, seja na construgao civil, em bioengen-
haria como na confeccao de proteses otimizadas, na industria aeroespacial como nas asas
e fuselagens e em reparos das estruturas, e também na industria automotiva, encontrados
principalmente em pneumaticos, onde as fibras metélicas unidirecionais sao revestidas por
uma matriz de borracha, garantindo uma resisténcia superior na direcao de solicitacao da
pressao circunferencial.

Este tipo de material também é muito encontrado na natureza, os chamados compdsitos



naturais. Alguns exemplos sdo a madeira, que é constituida por fibras de celulose revestidas
em matriz de lignina e também o material 6sseo, em o0ssos corticais, ou densos, que sao fibras
de colageno revestidas por uma matriz mineral.

Para a anéalise dessas estruturas, sao necessarias em geral, a utilizagao de métodos numéri-
cos, ou aproximados, uma vez que as geometrias tendem a ter formas complexas, o que torna
impossivel uma solu¢ao analitica, ou fechada. Alguns dos métodos mais robustos e difundidos
atualmente sao o Método dos Elementos de Contorno, o Método dos Elementos Finitos e o
Método das Diferencas Finitas. Os dois primeiros sao métodos que aproximam a formulacao
integral do problema, enquanto o tdltimo parte da discretizagao diretamente das equagoes
diferenciais que governam o problema. Os trés métodos sao discutidos no Capitulo 2, onde
sao apresentadas as vantagens e desvantagens de cada um.

O emprego do Método dos Elementos de Contorno possui uma formulagao mais complexa
que o Método dos Elementos Finitos, isto porque é necessério ter o que se chama de solugao
fundamental. Também deve-se notar que para o tratamento de problemas que envolvam mais
de um tipo de material, é necessario o emprego de técnicas como sub-regides, onde o dominio
¢ dividido em sub-dominios. E possivel empregar solucoes fundamentais especificas para estes
problemas, mas estas podem ser bastante complexas (Gaul et al., 2003). Hartmann (1989)
mostra que é possivel desenvolver uma formulagao alternativa que evita o uso de sub-regices,
entretanto é necessario o calculo das forcas de superficie separadamente e nao permite que
as matrizes [H] e [G] sejam calculadas separadamente.

Este trabalho faz parte do desenvolvimento de um moédulo de analise por elementos de
contorno 3D - E-Con3D, desenvolvido por Noritomi (2000, 2006) para analise de estruturas
isotropicas e transversalmente isotrépicas, contando também com um moédulo de remod-
elagem ossea para estudo de problemas em bioengenharia. Este programa usa elementos
continuos bi-quadréaticos de oito nés e também triangulares linear, e assim, o desenvolvi-
mento deste trabalho foi todo baseado em elementos continuos, o que implica na adoc¢ao de

uma abordagem para tratamento de cantos entre as sub-regioes.

1.1 Objetivos

e Objetivos gerais: Implementar um modulo para tratamento de sub-regioes em proble-
mas 3D e a solugao fundamental para anisotropia plena em um codigo de elementos de

contorno para modelagem de problemas de elastostatica.

e Objetivos especificos: Estudar o comportamento da solu¢ao fundamental para anisotropia
plena mediante a variacao de parametros, testar métodos para otimizacao do célculo e

verificar a robustez do programa desenvolvido para sub-regioes.



1.2 Estrutura do Trabalho

Este texto conta com sete capitulos assim estruturados:

Capitulo 1: Introducao. O propoésito deste capitulo é fazer uma breve explanacao sobre o

tema, justificativa do método escolhido e fornecer uma visao geral do problema.

Capitulo 2: O Método dos Elementos de Contorno. Aqui serdao apresentados os conceitos
bésicos do método, a formulacao, comparacao com outros métodos numeéricos, vanta-

gens, desvantagens e aplicagoes.

Capitulo 3: A Solucao Fundamental Anisotropica. Aqui é discutida a formulagao e im-
plementacao da solugao fundamental para problemas anisotrépicos 3D e as estratégias
adotadas para tornar mais eficiente seu calculo. Também serao apresentadas as formu-

lagoes para o caso isotropico e transversalmente isotrépico.

Capitulo 4: Sub-regices. Apresentacao do método, formulaciao, vantagens e limitacoes.
Tratamento de cantos na interface das sub-regioes e aplicagao das condigoes de con-

torno, estudos de casos e exemplos numeéricos.

Capitulo 5: Implementagao Computacional. Neste capitulo é discutido o programa E-

Con3D e a implementagao do método de sub-regioes.
Capitulo 6: Conclusoes.

Capitulo 7: Trabalhos Futuros.



Capitulo 2

O Método dos Elementos de Contorno

Para a solugao de certos problemas sao necessarios métodos numéricos, ou seja, solugoes
aproximadas. Isto devido a complexidade do problema, ou até mesmo a impossibilidade de
uma solucao analitica.

A maioria dos fendmenos fisicos pode ser descrita por equacoes diferenciais ordinarias,
envolvendo apenas uma dimensao, ou parciais envolvendo duas ou mais dimensoes. Para
a solugao numérica de equagoes diferenciais podem ser citados o Método dos Elementos de
Contorno (MEC), Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método das Diferengas Finitas
(MDF). A seguir sao descritas vantagens e desvantagens relacionadas a cada método (Kane,
1994; Pouzada, 1999):

e Método das Diferengas Finitas:

— Vantagens:

Extremamente geral;

Extensivamente usado em Mecanica dos Fluidos;
Nao requer integracao numérica;

Matrizes esparsas;

Trata nao homogeneidades;

A AT o B o

Menor tempo para desenvolvimento de formulagao.
— Desvantagens:

1. Requer malhas estruturadas;

2. Nao é apropriado para tratar dominios infinitos;
3. Requer malhas refinadas;
4

. Dificuldade em modelar contorno e condi¢oes de contorno.

4



e Método dos Elementos Finitos:

— Vantagens:

1.

SIS

Tecnologia bem desenvolvida;

Usado extensivamente em Mecénica dos Solidos, Térmica e Fluidos e Eletro-

magnetismo;

Integracao de fungoes simples;

Matrizes esparsas;

Modela contornos e condi¢oes de contorno naturalmente;

Nao requer malhas estruturadas e possibilita mesclar varios tipos de elementos.

— Desvantagens:

1. Necessita de malhas de dominio;

. Requer relagoes integrais de funcionais ou residuos ponderados na sua formu-

lagao;

3. Dificuldade em se tratar de dominios infinitos;

. Resolucao dos gradientes de resposta bastante relacionado ao refinamento da

malha.

e Método dos Elementos de Contorno:

— Vantagens:

1.
2.
3.

6.
7.

Modela contorno e condigoes de contorno naturalmente;
Requer apenas malhas de contorno;

Usado em Mecanica Estrutural, Térmica, Actustica, Elastodinamica, Mecanica

dos Fluidos e Eletromagnetismo;

. Ideal para dominios infinitos;

. Resolucao do gradiente de resposta nao relacionado ao refinamento da malha

do volume;
Matrizes esparsas em blocos, se utilizado sub-regioes;

Unica alternativa para certos problemas.

— Desvantagens:

1.

Requer relagoes integrais, além da transformacao para equagoes de contorno

usando solugoes fundamentais;



2. Requer integracao numérica de fungoes complexas;
3. Matrizes nao simétricas em geral;
4. Tecnologia em desenvolvimento;

5. Dificuldade em se tratar nao homogeneidades.
Nas proximas secoes serao apresentadas a formulagao para as Equacoes Integrais de Contorno

(EIC’s) e a formulagao do MEC.

2.1 Formulacao das Equacoes Integrais de Contorno

Para problemas de elasticidade linear, trés equagoes descrevem o equilibrio do corpo e

outras trés a compatibilidade cinematica. A saber:

0ij.5 + bl = 0 (21)
1
ey = 5 (Ui +uj) (2.2)

Na Equacao 2.1 b; sao as forcas de corpo resultantes do peso proprio, de reagoes quimicas
no corpo ou devido a campos eletromagnéticos, e ;;; € o divergente do tensor de tensoes ;.
O vetor u; na Equagao 2.2 é o vetor de deslocamento linear.

Ha também as equagoes constitutivas, que relacionam as tensoes com os deslocamentos.

De uma forma geral, sdo escritas da seguinte forma (Fung & Tong, 2001):

Oij = Cz‘jkﬁkl (23)
1
Cijkl§ (kg +w k) = Cijrite (2.4)

A Equagao 2.3 é também conhecida como Lei de Hooke generalizada. Em relacao ao tensor
Ciji , devido a simetria de tensoes e deslocamentos, ¢ possivel escrever as Equagoes 2.5 e 2.6
respectivamente, enquanto pela forma quadratica da energia de deformagao, permite escrever

a Equacao 2.7.

Cijt = Cjinl (2.5)
Cijm = Cijn (2.6)
Cijtt = Chuj (2.7)



Assim, tendo a simetria do tensor Cj;i;, ao invés de oitenta e uma constantes, restam

apenas vinte e uma componentes a serem determinadas e a Lei de Hooke é escrita na forma:

011 ) Ciinn Crze Cuss Ciiz Ciizs Chine ( €11 )

022 Co2z2 Chazz Chaiz Chaza Charo €22

033 _ Cs3z3 3313 C33pz Cszio ) €33 (2 8)
013 sym Ciziz3 Cizez Clziz €13 '
023 Cozaz Chzio €23

012 | i Cla12 i | f12 )

Outra equagao fundamental para a Mecanica dos Sélidos é o Tensor de Cauchy. Ele deter-
mina as forgas de superficie em uma determinada direcao t; em um dado ponto, relacionando

o estado de tensdo descrito pelo tensor o;; (x) com o versor normal n; (x):

t,‘ = 04Nyj (29)

Neste ponto, é interessante descrever algumas ferramentas matematicas que serao usadas
para o desenvolvimento da formulagao das EIC’s.

O Teorema do Divergente, ou Teorema de Gauss, relaciona integrais de dominio com inte-
grais de contorno utilizando relagoes diferenciais (Butkov, 1988) como mostra a Equagao 2.10

e a primeira identidade de Green, Equacao 2.11:

/in,idQ:/FfmidF (2.10)

/(g'f,ii_f'g,ii> dQ:/(g'f,i_f'g,i)nidF (2.11)
Q r

Para a obtencao das EIC’s, a Equagao 2.1 é ponderada por uma funcao w qualquer e

integrada no dominio 2. Assim:

/ (Uijyj + bl) ~wd) =0 (212)
Q

Como o indice livre i representa trés equagoes distintas, estas devem ser ponderadas por

fungoes diferentes. Desta forma, a Equacao 2.12 fica:

o5+ b)) w;dQ) =0 2.13
Jrj
Q

Integrando por partes o primeiro termo da Equacao 2.13:



/Uz‘j,jwidQ = / <[Uz’jwi] = Oijwi,j> dQ (2.14)
Q Q J
Utilizando o Teorema de Gauss, o primeiro termo do lado esquerdo da igualdade fica:

/(aijwi)de:/Uijwmde (215)
Q b2

r

Substituindo as Equacoes 2.15 e 2.14 em 2.13 e rearranjando os termos:

/Uijwinde_/Uijwi,de+/biwidQZO (2.16)
r Q Q

Por fim, aplicando o Teorema de Cauchy no primeiro termo da Equacao 2.16:

r Q Q

A Equagao 2.17 pode ser interpretada como uma equagao integral de equilibrio. Lem-
brando da Equagao 2.4, escolhendo a funcao w; = v}, onde u; é um campo de deslocamentos

arbitrario, e integrando por partes o segundo termo da Equacao 2.17:

/Cijkluk,zuf,jdf? = / Cijii [(uku;“j) - ukuzjl] A (2.18)
Q Q ’

Substituindo 2.18 em 2.17 e aplicando as relagoes 2.1, 2.9 e 2.10:

/(tiu;‘—tfui) dF—i—/ (bju; —biu;)dQ = 0 (2.19)
r Q

A Equacao 2.19 é o analogo em Mecénica dos Solidos da segunda identidade de Green,
também conhecido como Teorema de Betti (Gaul et al., 2003).
Fazendo b; = 0:

r Q

Como ja discutido, o objetivo do MEC ¢, em tultima analise, evitar o calculo de integrais
no dominio do problema. Para que isto aconteca, deve-se escolher uma fun¢ao ponderadora

tal que, dado um operador diferencial L:

Lw! =z —¢) (2.21)

(2

Sendo que ¢ (x — z;) é a representagao Delta de Dirac e possui as seguintes propriedades



e ¢ representado graficamente pela Figura 2.1:

o(x—x;) = (2.22)

/00 0(z—x)de = 1 (2.23)

o0
[e.9]

f@)d(z—ax)de = f(xy) (2.24)

—0o0

} O(x-a)

a - X
Figura 2.1: Representacao do Delta de Dirac

A funcao w} é chamada solugao fundamental e constitui um desafio e algumas vezes um
limitante para o desenvolvimento de uma formulacao analitica para método. Telles & Gus-
mao (2000); Vera-Tudela & Telles (2005) apresentam tratamentos numéricos para a solu¢ao
fundamental. Para problemas de elasticidade isotropica, a solucao fundamental para deslo-
camentos e conseqlientemente para forgas de superficie, é obtida resolvendo o problema de
Kelvin (Kane, 1994), no qual uma das abordagens classicas para a solu¢ao do problema é
a aplicacao do vetor de Galerkin, que é usado para desacoplar as equagoes diferenciais. Ja
para problemas transversalmente isotrépicos, ou seja, isotropicos por planos, Pan & Chou
(1976) apresentam uma formula¢do geral para o problema posteriormente trabalhada por
Loloi (2000) para implementagdes computacionais e tratamento de singularidades. Este equa-
cionamento utiliza escolha de diferentes funcoes para a composicao da solucao fundamental
de deslocamentos e de forcas de superficie. Mais detalhes sobre estas solugoes fundamentais e
a formulagao para problemas com anisotropia plena serao discutidos com maior abrangéncia

no Capitulo 3 desta dissertagao.



Neste momento, deve-se observar que, em conseqiiéncia da aplicagao de uma forga qual-
quer F' na direcao ¢, implica em um campo de deslocamentos u;, entao, se as forcas sao
aplicadas nas trés dire¢oes simultaneamente, os deslocamentos sao a superposi¢ao das com-

ponentes referentes a cada excitagao (Carrion, 2002):

* * * *

Uy = Up€1t Upp€2 + Upzes
x * * *
* * * *

O conjunto de Equagoes 2.25 pode ser generalizado para uma direcao qualquer, sendo
ny o versor associado a esta dire¢ao e o sub-indice ¢ a dire¢ao na qual esté aplicada a carga

pontual:

= ujny (2.26)

Escolhe-se b; = d (x — &) ng, que é a representacao de uma carga pontual de modulo
unitario aplicada na dire¢ao ny e £ é o ponto onde esté aplicada a carga (ponto de colocagao).
O tensor de tensoes passa a ser um tensor de ordem 3, isto porque para cada carga pontual

by, ¢ associado um estado de tensao o7;, e assim o Tensor de Cauchy fica:

tik = O3k (2.27)

Substituindo os termos u; e t; em 2.20 por seus respectivos tensores (u]; e tj):

T Q

Usando a propriedade 2.24, a Equacao 2.28 fica:

/ (tjuy; —ujts;) dl = / d(x — &) u;dQ
r Q
/F (t]u; — U]t;;) dF = Uj (£> nj (229)

Agora, alinhando o vetor n; com os eixos coordenados cartesianos, o termo w; (§) n; passa

a ser apenas u; ({) pois apenas j-ésima componente na direcao do eixo z; nao é zero. Assim
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a Equacao 2.29 passa a ser apenas:

/ (tjuy; — usty;) dU = w; (€) (2.30)
T

Observando a Equacao 2.30, chamada de Identidade de Somigliana, nota-se que a integral
no dominio do problema desaparece, porém agora é necesséario obter o valor para a funcao

A propriedade 2.24 permite determinar o valor de u; (§) em duas situagoes:

0i (€) = dij sef €l (2.31)
0 sel¢Q

Resta determinar para a situacao quando & € I'. Kane (1994) mostra que, para um

material isotropico e contornos suaves, o valor de u; (¢) é dado por:

u; (§) = —%5@“@' (2:32)
Definindo ¢;; (&) u; = u; (§):
0 £¢Q
(€ = {5, eo (2:33)

—30;; & €T (contorno suave)

Hartmann (1989) mostra o desenvolvimento adequado para contornos nao suaves e Mantic

& Paris (1995) apresentam a formulagao para o tensor de para meios anisotropicos.

2.2 Discretizacao do Problema em Elementos de Con-

torno

Todo o desenvolvimento das EIC’s até agora ¢é feito de forma exata, isto é, nenhuma
simplificagao foi feita ou nenhum valor foi aproximado. Entretanto, para problemas reais
de engenharia serao necessérias aproximagcoes para que se possa descrever o modelo fisico
e geométrico. A discretizacao do fenémeno analisado e da geometria do problema é feito
utilizando fungoes de forma. Neste trabalho, as fung¢oes de forma sao continuas (os elementos

compartilham nos) e quadraticas de oito nos.

11



O uso de elementos continuos implica num resultado mais refinado que se usado elementos
descontinuos e a geracao de malha também ¢é mais simples, uma vez que podem ser usados
modelos empregados em elementos finitos. A maior dificuldade estd na montagem da matriz
[H], que fica mais complexa que se usado elementos descontinuos.

As funcgoes de forma N; (£,1) devem obedecer aos seguintes requisitos!:

Ni (& m5) = 6 (2.34)
ZNn(f,U) =1 (2.35)

Tendo em vista as propriedades 2.34 e 2.35, as fungoes de forma para o elemento em

coordenadas intrinsecas mostrado na Figura 2.2 sao:

Nim = ;-0 -n)(-E-n-1)

No(en) = ;-0 +n)E—n-1)

Ny(6m) = ;O+O0+n)E+n-1)

NiEm) = (1= 1+ (~E+n-1) (2.36)
Ns(&n) = %(1—52)(1—77)

Ne (&) = %(1—n2)(1+§)

No(en) = 5(1-€)(+n)

Ns(&m) = %(1—772)(1—5)

I N ;1050 nimero de nos presentes no elemento.

12
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@ L @
(Oa'l)

Figura 2.2: Representacao de um elemento de oito nés no sistema de coordenadas intrinseco

A Figura 2.3 ilustra os graficos das fungdes N; e Ng.

14 14
a I
|
054, o
T o Ly
05— mameET 05— '
T g B i 8 o
a5 e gr " 05 . T
AT i

" 3
0% 0%
=0 = .
05 a8
|L 3
1 408 08 44 82 0 02 04 06 OB 1 1" 48 06 04 02 0 02 04 06 0A 1
% 3

Figura 2.3: Gréficos para as fungoes de forma N; e Ny

O conjunto de Equagoes 2.36 é usado para mapear tanto o fenémeno fisico quanto a
geometria do problema. Se o mesmo conjunto de equagoes é usado em ambos os casos, este
é entao chamado de elemento isoparamétrico.

A quantidade interpolada é expressa da seguinte forma:

8
v = ZvnNn (2.37)

n=1

Na Equagao 2.37 v pode ser tanto as coordenadas nodais como forcas de superficie ou
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deslocamentos. O somatoério varia de um até o ntmero de nds presentes no elemento, no
caso, oito.
Para um problema 3D, existem seis incognitas por no: trés forgas de superficie e trés

deslocamentos, assim, a grandeza vetorial pode ser expressa em forma matricial:

(U%\

vy
Uy Nt 0 0 ... Ny 0 0 3
v, ¢=| 0 N, 0 ... 0 Ny 0 : (2.38)
v, 0 0 Ny ... 0 0 Ng 8

v5

\Ug

Vg

Desta forma, a Equagao Integral de Contorno para N elementos pode ser escrita como:

= f: 28: </ n (&) tf — 155 Nn (€5m) U?dfe) (2.39)

e=1 n=1

Sendo t} e u} constantes em I'e, a Equagao 2.39 é reescrita na forma:

) u; §N:<Z/ §ndFu>:

e;l :
> (Z /F ul N, (€,1) dFJ}?) (2.40)
e=1 n=1 e

Definindo:

Hf = Z/ o (€,1) dTe + cij (€) (2.41)

ij = Z/ u;k]Nn (5,77) dl’; (242)
n=1 e

A Equagao 2.40 passa a ser:

Z Hus = Z Gite (2.43)

E em forma matricial:
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[H] {u} = [G]{t} (2.44)

Os vetores {u} e {t} contém deslocamentos e forgas de superficie prescritos e incognitas.
Desta forma, as condigoes de contorno em {u} e {t} podem ser multiplicados pelas respectivas
colunas de [H] e [G] e agrupados em um tnico vetor {b}, enquanto as incognitas do problema
sao reagrupadas em um outro vetor {x}. As colunas das matrizes [H] e [G] também sdo
reordenadas e o sistema final ¢ escrito na forma [A] - {z} = {b}.

Observando a Figura 2.4, é possivel perceber que, em um problema bem condicionado,
hé sempre um numero igual de incognitas, tanto em deslocamentos e forcas de superficie,
quanto de condigdes de contorno. Isso é importante, pois mostra que a matriz [A] sempre

serd quadrada e o sistema possivel de ser resolvido.

Figura 2.4: Modelo de problema bem condicionado em elementos de contorno 2D
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Capitulo 3
A Solucao Fundamental Anisotrépica

Como citado na capitulo anterior, a solugao fundamental é a peca chave para o desen-
volvimento do MEC. Neste capitulo serao mostrados o tratamento de problemas isotropicos,
transversalmente isotropicos e a solugao para anisotropia 3D.

3.1 Solugao Fundamental Isotrépica
Para um problema isotropico, a Equacao 2.8 pode ser escrita como se segue:

Oij = ANOij€rk + 21€i (3.1)

Sendo A e p as constantes de Lamé e podem ser escritas como:

Ev
A= (1—2v)(1+v) (3:2)
E
Y FReS! (3.3)

Substituindo a Equacao 3.1 em 2.1, obtém-se as Equagoes de Navier-Lamé:

1
Eumj + ,uui,jj + bi =0 (34)
O problema de Kelvin consiste em encontrar o vetor w; sendo b; = § (x — &) e; (ou sim-
plesmente b; = 6 (z — &) d;5).
A Equacao 3.4 é uma equacao diferencial de segunda ordem acoplada, ou seja, cada uma
das trés equagoes é escrita em fungao de todos os trés deslocamentos. Um dos métodos mais

difundidos para solugao deste problema é a aplicagao do vetor de Galerkin.

16



Os deslocamentos sao expressos em funcao do vetor de Galerkin:

* Gk,ik
u; = Gz,kk - 5 (1 — I/) (35)
Substituindo 3.5 em 3.4:
WGy — s Grogs + o Gy — 59 ) L5, —&) =0 (36)
TR (1—w) T (=) T 2(1 - )

Sabendo que Gk,ikjj = Gk,jjki; Gijkjj = Gk,jjki (§ Gk,jkij = Gk’jj]ﬂ', 3.6 pode ser escrita

CO1no:

,uGi’kkjj + 5Z (I — f) =0 (37)

Substituindo F; = Gk, tem-se:

g+ 0 (x —§) =0 (3.8)

Para problemas 3D, Aliabadi (2002) mostra que o vetor F; é:

1
E o vetor de Galerkin:
Gi— (3.10)
i o a6 )
8T
Sendo d = \/(Q?Z — fl) (ZU]‘ - fj) 513
Substituindo 3.10 em 3.5:
1 1
= — |dpe; — ————d; 3.11
U, 871 kK€ 21— 1) k€k ( )

Deve-se notar que d;; = (0 — dﬂd,j)d*l e dipy = 2d~! e desta forma, 3.11 pode ser

simplificada, ficando somente:

. 1
U e (=) d O )0+ dadgle (3.12)

Lembrando da Equacao 2.26:

1
= (3= 4v) 0y + dd, 1
ulj 1671',[1, (1 o l/)d [(3 V) J + s »]} (3 3)
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O tensor de tensoes ¢ obtido aplicando a relagao de deformacgao-deslocamento em 3.12 e
em seguida aplicando 2.3. Por fim, com 2.9, a solu¢ao fundamental para forcas de superficie

é:

. —1 od
ti = m {6_n [(1 — 2V> (52']‘ —+ 3d7id,j] - (1 — 21/) (’I”Ljdyi — Tlidyj)} €; (314)
O termo 0d/0n significa a contragao do gradiente de d com o versor normal n. Novamente,

relembrando a relacao 2.27:

= Wl_y)d” (d g [(1 = 20) 65+ 3dpd ) + (1 — 20) [dym; — dymg]} (3.15)
Neste ponto, deve-se observar que a solugao fundamental para t;; apresenta singularidade
de ordem O (d?) e pode ser tratada no sentido do Valor Principal de Cauchy (Carrion, 2002).
Para uma formulagao alternativa para este problema, que é adotada por Noritomi (2000),
deve-se lembrar que tanto para o desenvolvimento das EIC’s, quanto para o desenvolvimento
do MEC, nao foi, em momento algum, citada a aplicacao de nenhuma condi¢ao de contorno.
Sendo assim, a Equagao 2.44 é uma equagao que descreve o estado geral do modelo analisado,
sem nenhuma suposicao quanto as condicoes de contorno. Em outras palavras, depende
apenas da geometria e das caracteristicas materiais do problema.
E possivel aplicar deslocamentos que nao induzam forgas de superficie, ou seja, {t} = {0}.
Este procedimento é conhecido como argumento de corpo rigido. Sem perda de generalidade,
para ilustrar o calculo dos valores singulares da matriz [H], supondo um modelo discretizado

em elementos constantes, a matriz [H] é dada por:

Hll H12 H13
[H]* = | Hyy Hay Hos (3.16)
Hsy Hszy Hss

A matriz do sistema global fica:
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Hyy Hio Hys Hin-2) Hin-1 Hy,
Hoy Hy Hys -+ Hypnoy) Hy1y Hsp,
Hs, H3o H3s H3(n—2) H3(n-1) Hs,
[H] = : : (3.17)
Hipng)1 Hn-2)2 Hn-2)3 Hip)(n-2) Hmn-2)n-1) Hn-2)n
Hpoyn Hpz Hpens -0 Hocym-2) Ho-ym-1) Ha-n
| Hu Hyo Hys Hyn-2) Hyn-1) Hyno ]

t
Para aplicagao do argumento de corpo rigido, aplica-se u = { 1 00 } em cada n6 do

sistema

[H]S i ¢ =I[G]{0} (3.18)

\

Assim, o valor singular Hy; é calculado como:

Hy =— (H13 + Hypg+ -+ H1(n—2))

Estabelecendo a mesma relagao para as outras linhas do sistema, é determinado o primeiro
elemento de tcada bloco da diagonal. Para a segunda e terceira coluna, sao aplicados u =
{ 010 } , U :{ 0 01 } respectivamente.

3.2 Solugao Fundamental para Problemas Transversalmente

Isotrépicos

Esta formulagao é utilizada para o tratamento de problemas como modelagem de ossos
e madeira, uma vez que ambos sao materiais compositos constituidos por fibras continuas
imersas em uma matriz como mostra a Figura 3.1. Alguns autores apresentam solugoes
alternativas para o problema transversalmente isotropico, entretanto, estas sao condicionadas

a certos requisitos e portanto, muito limitadas.
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Figura 3.1: Fibras ao longo de um modelo de osso e uma haste de madeira

Pan & Chou (1976) apresentam uma solu¢ao bastante geral, que posteriormente foi tra-
balhada por Loloi (2000) para implementagbes computacionais. Esta, quando comprada a
formulacao para anisotropia plena, se mostra de dificil programacao, pois envolve uma se-
qiiéncia de chaves de escolha, para determinar o conjunto de equagoes a serem utilizadas em
um determinado caso.

A solucao para deslocamentos é:

3
uj; =y apF (3.19)
n=1
Segue que:
3 ..
u = o FLY (3.20)
n=1

A solugao para forgas de superficie é obtida utilizando a relagao entre deformacgao-deslocamentos
em 3.20, aplicando a Lei de Hook e por fim, o tensor de Cauchy.
Os coeficientes «,, sao contantes, e podem ser encontrados em Loloi (2000), onde o autor

também aponta que sao possiveis as seguintes situacoes que devem ser consideradas:

1. 141 # 1o: Problema nao degenerativo;

2. v; = vp: Problema degenerativo.

Para a primeira situacio, as funcdes F\''! sdo:

Lij=1,2
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y 5 d.d.
gl — i i
n R:  R,R:?
. d.
FU) = sign(d :
. sign( 3)RnR2§
1
FB = — 3.21
o - (3:21)
o L &
R;  RsRj
e - L 4
R; R3Rj
did
2 pen Gl
3 3 Rs Ry
Sendo:
R, = \/d}+d}+ v2d} (3.23)
R: = R, + sign(d3)v,ds (3.24)
E
-1 ds <0
sign (d3) = ’ (3.25)
1 ds >0

As derivadas em relagao aos eixos x; e xy do conjunto de Equagdes 3.21 em notagao

indicial:
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Em relagao ao eixo x3:

11
Fyy’
22
Fyy)

12
Fyy)

2

didy

_ 3 2 n
R, R?? N R2R3 i

Ry,

. 1 d? R,
sinds) | 7o~ e (U )
d;
7
d; 20,9 d; R3
_ —d _ 1
RoRE® {R?,R; R%R;?( +R3)]
di 2511 dz R3
_ _d 1
RRy {Rng RIR ( - )]
@en  didy didad;
F3i = 2 3
’ ZRgR;) R3R§

d

ds
= + Vnszgn(d3)> +

2

d;d,; [1/ 2ds

(R.R:2) | R, I

) + v, R, sign dg):|

—+ Vgsign(dg))

2 *2

(R3R3?)

|

Rs

2

*

vsds Vgsz-gn(dg)) n (dﬁ { ds (1 + R;) + VgRgsign(dg)}

Rs

& vid 1—}—E + v3R3sign(ds)
(RgR) 303 Rs 33signias

+2R; (1/§d3 + VgRgsign(dg))]

Para o segundo caso, o conjunto de equacoes fica:
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ds
R? 4+ 2R, R ( ° +Vnsign(d3))}

(3.27)



g Sii dods
F(U) _ Y9y %Y
! R R
RO 0ij  did;
Ri  RiR?
, d.dsv
F(zS) _ 13
! R
F® = 0 (3.28)
1
JACONNS
1 R,
3
33 _  dgv

Suas derivadas em relacao aos eixos 1 e x, sao dadas por 3.29%, enquanto em relacao ao

eixo x3 por 3.30:

FO) Cdidy  dy <R3 —3d?)
" R3 R} Ry
iy d:d:s 1 d? R*
F(’LJ) _ _ (i5) —d. o 7 2 ey
20 R, "|RIR? R:R? TR
, 1 d?
F(13) = 2d. [ = — 3=
1,2 Vl 3 R:;, Ri)
A9~ 0 (3.29)
@y 4
B = I
d;
F(is) _3d3]/4_1
2 3 IR?

3 33) - - . .
2R o F®® nao sdo consideradas, pois o
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’ 5 d: 3
(9 3 ( _ (5%)
b “ RE\R?

£y = ——L + sign(ds)vy | + vds + 2R} Ryvisign(ds)
’ R’{ R1 Rl
i 1 &
Fl(é))) = 1/12d’L <R3 3 12R5)
F2(§>> -0 (3.30)
d
RY = -dig
1
1472 2
33 Svids d3
E )

3.3 Solucao Fundamental para Anisotropia Plena 3D

A solugao fundamental para anisotropia plena 3D possui apenas termos integrais, o que
torna inviavel uma solugao fechada. O uso de varidveis complexas foi proposta a principio
por Cruse & Sweldlow (1971) para problemas 2D, sendo a partir de entao, extensamente
utilizada para estes tipos de andlises (Sollero & Aliabadi, 1993; Albuquerque & Sollero,
1997; Deb, 1996; Deb & Banerjee, 1990). Schelar (1994) apresenta uma solugao utilizando a
Transformada de Fourier para problemas 3D, assim como Vogel & Rizzo (1973) e Wilson &
Cruse (1978) também apresentam uma formulagdo para dominios tridimensionais.

Entretanto, essas formulacoes implicam em um grande esfor¢o computacional para o cal-
culo da solugao fundamental, o que ¢ indesejavel, uma vez que a montagem das matrizes [H|
e [G] tomam grande parte do tempo de processamento da anélise. Em contrapartida, é pos-
sivel obter uma solugao eficiente utilizando a Transformada de Radon como apresenta Gaul
et al. (2003). A Transformada de Radon, na qual a representagao Delta de Dirac (§ (x — &))
age como um filtro no dominio, e tem diversas aplicagoes no processamento de imagens e de

raio-x. A expressao para a transformada e sua inversa sao dadas pelas Equagoes 3.31 e 3.32:

f(a,xi) = R{f(x;)} /f x;) 0 (o — ziw;) dQ (3.31)
) o2 i
fz) = R_l{f(a,xi)} = / | .21% dr (z) (3.32)

As Figuras 3.2e 3.3 ilustram o plano onde é efetuada a Transformada de Radon e a casca
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esférica de raio unitario para a transformada inversa:

X34
Zi

O = XiZi

X2

X1

Figura 3.2: Plano onde ¢é efetuada a Transformada de Radon

Z3

Zizi=1

72

Z]

Figura 3.3: Esfera de raio unitario sobre a qual é efetuada a transformada inversa de Radon

A propriedade de homogeneidade e a transformacao de derivadas sao dadas pelas Equagoes 3.33

e 3.34:

1

R{f (ka,kz)} = WR{f (o, 20)}
o f B I"R{f}
Mangn) = g
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A solugao fundamental para deslocamentos é obtida aplicando a Transformada de Radon
a Equacao 2.1, que escrita em fungao dos deslocamentos v, fica :
0%u*
Cijhia—2 = —5306 (0, 3.35
e, (z,€) (3.35)
Desta forma, usando a propriedade 3.34, tem-se a seguinte equacao diferencial no dominio
de Radon:

82u:nk: (047 ZTL)
da?

Sabendo que o = z;d;, onde o vetor d; representa a distancia do ponto fonte ao ponto

Cijklzlzj =9 (Oé) 5zm (336)

campo, e pode ser expresso como d; = ||d;||d?, sendo [|d;|| a norma euclidiana do vetor, a

Equagao 3.36 pode ser reescrita com ajuda da propriedade 3.33 como:

o%ur 1
]klleJ aag ||dzH (Z 7,) ( )
Definindo:

Mi: = M (2) = Cijuaiz; (3.38)

A Equagao 3.37 fica:

O*uk . (a, zp) 1 1

e = 221706 (2! 3.39
a2 AT (M7 (Z z) ( )

A solugao fundamental para deslocamentos é obtida aplicando a transformada inversa a

Equacao 3.39:

(92u* (Oz Z, ) 1
* -1 mk ) N zz1—1 0
=R = 1) Zd dl 4

Uk { 9 2 } 8 QH le zizifl[ mk] (Z z) (3 O)

A Figura 3.4 ilustra a intersecao do plano definido pelo versor d? com a esfera de raio

unitario onde ¢é efetuada a transformada inversa, definida pela igualdade z;z; = 1:
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A7Z3

Tio

2

Figura 3.4: Intersegio da esfera de raio unitario com o plano definido pelo versor 79

O versor z; deve ser determinado de forma que seu produto interno com o versor d? seja
nulo, isto ¢, z;d? = 0 para que o integrando da Equagao 3.40 nao se anule (propriedade 2.22).
A Figura 3.5 mostra o plano II, definido pelo vetor d; e dois versores, o; e [3;, que junto com
d? formam uma base ortonormal. O versor z; ¢ entdo, determinado como uma combinagao
linear entre «; e (3; para cada ponto da circunferéncia de raio unitario em um dado angulo ¢

como mostra a Equagao 3.41.

di

Zi

IT

Figura 3.5: Versor z; como combinacao dos versores «; e [3;

2 = q;jcosp + B;sing (3.41)

Deve-se observar que devido a propriedade 2.24, a integral deixa de ser efetuada sobre a
superficie da esfera e passa a ser calculada na interse¢ao entre o plano definido por d; e a

casca esférica de raio unitéario z;z; = 1, ficando:
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1 _
0

2

O vetor d; pode ser escrito em coordenadas esféricas como:

t
di=r; = 1"{ sinBicosly  sinbisinl, cosb; } (3.43)
ro=|ldi] (3.44)
E:
T t
&) = r)= o= { sinficosby sinbisinb, cosb, } (3.45)

Os versores «; e [3; sao dados em coordenadas esféricas pelas Equagoes 3.46 e 3.47:

t
a; (01,05) = {sm02 —cosbs O} (3.46)

t
Bi (01,02) = {00391003«92 cosb sinbsy —sz’n@l} (3.47)

Os angulos 6; e 05 e o raio r estao ilustrados na Figura 3.6:

v A

(€15 &)

(X1,X2,X3)

<Y

Figura 3.6: Sistema de coordenadas esféricas

Assim, a expressao 3.42 fica:
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Sendo:

Ly

1

= (M) (M,’;ZZ + M;ZZ) (MZ2)"

Mz 0
an = anqujTl

Finalmente, a solucao fundamental para forcas de superficie é dada por:

x *
tij - Cijmkumk,sns

Sendo ng o vetor normal ao elemento calculado sobre o ponto fonte.

A Equagao 3.42 pode ser escrita como:

1
Upy, (1,01,02) = ;Gumk (61,02)

2
u 1 zZzZ 11—
Gmk (91702) = @ [Mmk] ! d¢
0
E a Equagao 3.52 como:
* 1 t
tmk - ﬁGmk,s (91?92) Mg
2
1 22\ —1
Grops (01,02) = Cijmk@% [—7’2 (M) +st¢]} do

0
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3.4 Estratégias para o Calculo da Solugao Fundamental

Como visto na Secao 3.3, a solucao fundamental para anisotropia plena possui uma inte-
gragao numérica no nucleo. Isto é indesejavel, pois torna o processo de obtencao das matrizes
[H] e [G] ainda mais dispendioso. Nesta se¢ao serao apresentadas estratégias para melhorar
o desempenho do processo de obtencao da solu¢ao fundamental.

A integracao numérica é realizada utilizando quadratura de Gauss-Legendre. Para isto,

os limites de integragao sao normalizados no intervalo [—1, 1]:

/ () de = / 11g<c> ¢ (3.57)

A integral 3.57 é aproximada por um somatorio:

1

1 N
/ 9(¢) d¢ =Y wng (Ca) (3.58)
- n=1
O ponto ¢, é a n-ésima raiz do polinomio de Legendre (Hughes, 2000):

1 ay

P (Q) = i gev - (3.59)
E os pesos, w, sao obtidos:
w, = . (3.60)
[(1=¢2) Py (G)]
/ d
Py(¢) = —Pn () (3.61)
) ac e,

A quantidade de pontos de Gauss utilizada para a integracao numérica varia de acordo
com o grau de anisotropia do problema. Para um material isotropico sugere-se entre 6 a 8
pontos de Gauss. As Figuras 3.7 e 3.8 ilustram os graficos para as componentes G, e G

para o ago, com constantes elasticas £ = 200G Pa, v = 0.29.
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Gl - 4 Portos e Causs F3q- RPOMDEES G

Figura 3.7: Comparagao dos graficos para a componente G4, obtidos usando diferentes quan-
tidades de pontos de Gauss para um material isotropico

G‘2:: 4~ 4 Pontos de Gauss G!N ,-6 Pontos de Gauss
13 - a3 a

Figura 3.8: Comparagao dos graficos para a componente Gég,l obtidos usando diferentes
quantidades de pontos de Gauss para um material isotropico

Para um material transversalmente isotrépico, obtem-se valores razoaveis com o uso de
16 a 25 pontos de Gauss. Para um material transversalmente isotropico (kevlar-epoxi) com
constantes elasticas dadas pela Tabela 3.1, as curvas para G, e Gb;, sao mostradas nas
Figuras 3.9 e 3.10.
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Propriedade  Valor

E, 80G' Pa
B, 5.5GPa
2 0.31
Vs 0.021

Tabela 3.1: Constantes elasticas para um composito de kevlar-epoxi

GY, - 14 Pontos de Gauss G;2 - 16 Pontos de Gauss
" =

Figura 3.9: Influéncia dos pontos de Gauss na componente Gy, para kevlar-epoxi

] ]
Gn‘ - 14 Pontos de Gauss G23.1 - 16 Pontos de Gauss

31
231

1

G‘z:s 1" 20 Pontos de Gauss G!"M - 25 Pontos de Gauss

231

1

Figura 3.10: Influéncia dos pontos de Gauss na componente Gt2371 para kevlar-epoxi

A Tabela 3.2 mostra uma comparagao quantitativa da variacao da quantidade de pontos

de Gauss na qualidade de resposta. Os valores de G4, e GY3, foram calculados no ponto
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(61, 02) = (37/4,37/4).

Pontos de Gauss G, (x1071) A (%) G A (%)
8 0.193381 - —0.019819 -
14 0.193206 0.0908 —0.021524 7.9192
16 0.193209 0.0017 —0.021488 0.1665
20 0.193209 0.0001 —0.021496 0.0355
25 0.193209 0.0000 —0.021494 0.0070

Tabela 3.2: Comparacao quantitativa da influéncia dos pontos de Gauss na integracao para
um material transversalmente isotrépico

Neste trabalho, foram considerados erros percentuais da ordem de 10~%, no entanto para
uma analise mais refinada, o grafico da Figura 3.11 mostra a convergéncia do erro com até
doze casas decimais para o tensor G; e também pode ser observado que para o tensor G,
sao necessarios mais pontos de Gauss para um erro percentual menor que 10712,

Variagio do Erro para Gh'

) s
g N
-

10 1| S o

i i i | i i i i i O
8 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Pontos de Gauss
Varia¢do do Erro para G}] i
™ T T T T T

10" .\.\x' ==
o At
g T T
= o =

107 SRR

1 1 1 1 1 - =
5 10 15 20 25 20 35 40 45 50
Pontos de Gauss

Figura 3.11: Convergéncia do erro para kevlar-epoxi.

Para materiais com um grau ainda mais acentuado de anisotropia, sao sugeridos de 20 a
30 pontos de Gauss para a integragao do tensor G5 e de 30 a 40 pontos para a integragao
do tensor ij’k. As curvas de convergéncia de erro para grafite-epoxi (monoclinico), séo
mostradas na Figura 3.12 e uma comparagao qualitativa da componente G%, pode ser feita

observando a Figura 3.13.
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Variaglio do Erro para G}"

i
T T T T T T
\_/‘-.‘\
0 =~
10 i .-'Jl NP
v \ / RV
a . L
§J \\}( .\.\_// .\'\,-'/ N WO e
\’ \, \ JJz-\
I i i i i 1 v
10 20 30 40 50 60 70
Pontos de Gauss
Varia¢do do Erro para Gf] i
" T T T T T T
(N
< / S/ D
§ v \\-/\\\. - P -
= S _\/ v =R i
\ \ \l'. 3
i \ f N
1 L L L 1 1 VI
10 20 30 40 50 60 70
Pontos de Gauss

Figura 3.12: Convergéncia do erro para grafite-epoxi.

Gy, - 14 Pontos de Gauss
a

G, - 20 Pontos de Gauss

Gy, - 30 Pontos de Gauss

Figura 3.13: Influéncia dos pontos de Gauss para grafite-epoxi.

Nota-se que mesmo com o uso de 20 pontos de Gauss, a curva ainda apresenta oscilagoes
que passam ser mais suaves com 25 pontos:
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Gy, - 20 Pontos de Gauss G,, - 25 Pontos de Gauss

Figura 3.14: Comparacao entre o uso de 20 pontos e 25 pontos na integragao do tensor G;‘]

t

u
Deve-se observar que os tensores G, e G,

nao dependem de r, isto é, o céilculo dos
tensores nao depende das propriedades geométricas do problema, apenas das constantes elas-
ticas. Gaul et al. (2003) sugere que pode-se obter de forma antecipada os valores para G,
e ank’s para diferentes valores de 0, e 65 para um mesmo material para uma posterior inter-

polacao. Os valores de #; e A variam da seguinte forma:

As integrais sdo realizadas para cada par ordenado (6, 6s). Tal abordagem pode parecer
confusa em um primeiro momento, sendo que, dependendo do refinamento da malha de
elementos de contorno, o processo para obtengao dos valores de G, (61,02) e G, (01,02)
pode se tornar mais dispendioso que realizar a integragao diretamente no ntcleo do problema.
Entretanto, uma vez obtidas as malhas para um determinado material, estas poderao ser
utilizadas em qualquer outra anélise para geometrias diferentes, fazendo com que o céalculo
de uj; e tj; passe a ser apenas um processo de interpolagao. Um exemplo de malha para

interpolacao pode ser vista na Figura 3.15:
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25- q
%

+* # * * + + +*
2+ -
=
15T * - - * + * + 4l
1k -
+ * * + * + + #*

06+ q

Figura 3.15: Esquema para interpolacao linear

Neste trabalho, a interpolacao é feita usando a fungao interp2.m do software MatLab e os
métodos de interpolacao disponiveis, aproximagao por valor mais proximo, linear e por spline
cubica, foram comparados com o resultado usando integracao numérica com 80 pontos de
Gauss. Os resultados para kevlar-ep6xi com uma malha de 400 x 400 pontos, sao mostrados
na Tabela 3.3.:

5 (x107%) A (%)

Integragao numérica 1.9320 -

Aprox. valor mais proximo 1.9244 0.3944
Interp. Linear 1.9322 0.0094
Spline ctbica 1.9320 0.0000

Tabela 3.3: Comparacao entre os tipos de interpolacgao e a integragao direta para kevlar-epoxi.

Novamente, o grau de anisotropia é decisivo para determinar a quantidade de pontos na
malha de interpolac¢ao. Para materiais isotropicos, sugere-se que cada vetor {0;} e {62} com
80 pontos igualmente espacados. Os valores obtidos por interpolagao linear e por integracao

direta podem ser observados na Tabela 3.4:
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by (x1077%) A (%) Gy A (%)

Integracao direta 0.755453 - —0.0297199 -
80 x 80 0.755456 0.0003 —0.0296103 0.3689
100 x 100 0.755450 0.0003 —0.0296799 0.1345
200 x 200 0.755453 0.0000 —0.029702 0.0583

Tabela 3.4: Comparacao entre os valores para G, e G‘;&l usando interpolacao e integracao
direta para um material isotrépico.

No entanto, para materiais com alto grau de anisotropia, sao necessarios de 200 a 500
pontos para cada vetor. A Tabela 3.5 mostra os resultados para um compodsito de kevlar-

epoxi:

5 (x1077) A (%) Gh,  A(%)
Integragao 0.193209 - —0.021488 -
100 x 100 0.193222 0.0066 —0.021479 0.0414
200 x 200 0.193212 0.0015 —0.021480 0.0352
400 x 400 0.193210 0.0003 —0.021486 0.0087
500 x 500 0.193210 0.0002 —0.021488 0.0016

Tabela 3.5: Comparacao entre os valores para G4, e G‘;&l usando interpolacao e integracao
direta para um material anisotrépico.

Pode-se observar tanto pela Tabela 3.4 quanto 3.5 que o tensor G, é menos sensivel

t

a uma malha mais esparsa que o tensor G, ..

. t u
Desta forma, as malhas para G, . e G
t

podem ser geradas separadamente, com um maior nimero de pontos para G, .

Isto implica
que os processos podem ser realizados em paralelo e é necessério menor espaco em disco para

armazenamento das malhas.

3.4.1 Validagao

Para a validacao do modelo desenvolvido, foram comparados os resultados usando a
solucao transversalmente isotrépica e isotropica.

Os modelos analisados sao mostrados nas figuras a seguir:
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Figura 3.16: Modelo com propriedades isotropicas

N
4

FZ/\

>
|

X

Figura 3.17: Modelo de um cubo com propriedades transversalmente isotrépicas

As propriedades para cada modelo sao dadas pela Tabelas 3.6 e 3.7:

Propriedade  Valor

E 200G Pa
v 0.29

Tabela 3.6: Propriedades para o modelo isotrépico
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Propriedade Valor

FE; 2G Pa
Es 1GPa
vy 0.3
Vs 0.2

Rotacao 30°

Tabela 3.7: Propriedades para o modelo transversalmente isotropico

A soluc¢ao fundamental para anisotropia é calculada usando o esquema de interpolagao ap-
resentado. Os resultados obtidos para um problema transversalmente isotropico sao mostra-

dos nas Tabelas 3.8 e 3.9, enquanto para o problema transversalmente isotrépico nas Tabelas 3.103

e 3.11%

FZ Fy FZ

Iso. —0.5560 —0.3899 —0.9630
Aniso. —0.5560 —0.3899 —0.9630

A (%) 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 3.8: Resultados para forcas de superficie em um problema isotrépico

Uy Uy Uy
Iso. —0.0728 —0.0728 0.4710
Aniso. —0.0728 —0.0728 0.4710

A (%)  0.0000 0.0000  0.0000

Tabela 3.9: Resultados para deslocamentos em um problema transversalmente isotropico

30s valores foram calculados no né de coordenadas (0,0, 0))
40s valores foram calculados no né de coordenadas (1,1/2,1)
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F, F, F,

Trans. Iso. —0.4585 —0.6104 —1.0215
Aniso. —0.4585 —-0.5962 —1.0181

A (%) 0.0003 2.3209 0.3379

Tabela 3.10: Resultados para forcas de superficie em um problema transversalmente
isotropico.

Uy Uy U,

Trans. Iso. —0.3300 0.0000 0.7185
Aniso. —0.3972 0.0000 0.7646

A (%) 16.9298  0.0000 6.0226

Tabela 3.11: Resultados para deslocamentos em um problema transversalmente isotropico.

40



Capitulo 4
Sub-regioes

O método de sub-regioes ¢ empregado em problemas nos quais as propriedades materiais
variam ao longo da estrutura ou quando é necessaria uma otimizacao do armazenamento dos
elementos das matrizes [H]| e [G], uma vez que, como serd apresentado mais adiante neste
capitulo, estas matrizes exibem esparsidade por blocos. Um modelo de sub-regiao pode ser

exemplificado como mostra a Figura 4.1, onde o dominio é dividido em dois sub-dominios.

Figura 4.1: Corpo composto por dois materiais sujeito a carregamentos e vinculagoes

Para o equacionamento do método de sub-regioes, seré considerado a principio, o uso de
elementos descontinuos e em seguida, a formulacao seré estendida para elementos continuos.
Supondo entao que o modelo apresentado seja discretizado por elementos constantes, as
matrizes [H| e [G] podem ser escritas para cada dominio individualmente, sendo cada uma

delas uma matriz quadrada!:

[H], {u}, = [G], {t} (4.1)

1Cada ponto ponto fonte gera um conjunto de seis equagdes com seis incognitas (trés deslocamentos e trés
forcas de superficie).
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[H]y {u}, =[G, {t}, (4.2)

Cada matriz pode entao, ser dividida da seguinte forma:

), = | Hp oH (4.3)

S

[G}s = [GE GI} (4.4)

S

O sub-indice F representa os elementos que nao estao na interface, ou seja, as variaveis
que pertencem apenas a uma sub-regiao, I o conjunto de variaveis relacionadas aos elementos

da interface e s a sub-regiao em questao. O sistema modificado fica:

Ug te

[HE : HI} z[GE : GI] (4.5)

S

Uy tr
S S

Na interface, é possivel escrever relacoes de equilibrio de forcas e de coompatibilidade de

deslocamentos:

{tf}l + {tl}z = {t}A (4-6)
{ur}, —{ur}, = {u}, (4.7)

Sendo {t}, e {u}, condi¢bes pré-estabelecidas de forcas de superficie e deslocamentos
impostas na interface. Neste trabalho, supoe-se que estas condigoes sao nulas e desta forma,

as Equagoes 4.6 e 4.7 podem ser escritas como:

{tryy, = —{ti}, = {ts} (4.8)
{urt, = {urty, = {ur} (4.9)

Neste ponto, podem ser adotadas duas formas para a solucao do problema:

1. Pré-multiplicando 4.5 por [G]S_l, 0 que equivale a encontrar a matriz de rigidez [K] no
MEF:
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(K], = [G]S_l[HE : HI] (4.10)

K], = [KEE KEI] (4.11)
Kie K |,
U te
K], - — (4.12)
Uy tr

Esta operacao é realizada para s = 1, 2. Os dois sistemas sao acoplados, ficando:

Kpp Ky 0
[Kl=| Kip Kp+Ki Kig (4.13)
0 Kl Kiy

Os termos de 4.13 sao rearranjados de forma a separar incoégnitas de condicoes pre-

scritas.:

[K]{x} = {f} (4.14)

. Nesta segunda abordagem, as matrizes das sub-regices 1 e 2 sao acopladas aplicando
as Equacoes 4.8 € 4.9 em 4.3 e 4.4:

th ul
GL Gl o t HL H! 0 s
I = Uy .
0 -G &% o 0 H? H2 2
E E

Deve-se notar que, ao contrario do que ocorre no MEF, as contribui¢oes dos elementos/
no6s da interface nao sao somadas.
As colunas de [H], e [H]; ainda s@o rearranjadas de forma a separar as incognitas em

{t} e {u} das condigoes de contorno impostas:
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( tlE ) ( UlE 3\
AN ulD
GL G Gto0 o0 f HL H H 0 0 b
I = ur
0 0 —G% GQEN G2E e 0 0 H? H%D H?E oD
E Ug

7 ([ uh )

(4.16)

Onde o super indice N e D se referem as condi¢oes de contorno de Neumann e Dirichlet
respectivamente.

Por fim, as condi¢oes de contorno sao impostas e as colunas de 4.15 rearranjadas ficando:

\
1
tE'

tr
GL G' 0 —H. —H' o0 2 QW 0 HYP 0
0 G2 6% 0 —H2 —H:|) u 0 -G 0 H
Uur

2
Ug

(4.17)

Como mencionado anteriormente, ao observar 4.14 e 4.17, as matrizes resultantes s@ao em
geral, esparsas.

Neste trabalho foi adotado o segundo método por nao utilizar inversao matricial e deter-
minar as incognitas da interface diretamente.

Todo o equacionamento elaborado até agora, levou em consideracao dois fatores funda-

mentais:

1. Os elementos sao descontinuos, portanto, os nés nao compartilham graus de liberdade

e as matrizes [H] e [G] de cada dominio sdo quadradas;

2. Nao existem quinas ou cantos nas interfaces: as superficies de contato sao suaves e

continuas.

Para elementos continuos as relagoes desenvolvidas acima continuam véalidas, entretanto,
como os nos passam a compartilhar graus de liberdade, a matriz [G] deixa de ser quadrada,
pois cada ponto da malha de elementos de contorno, gera um conjunto de trés equagoes, mas
as forcas de superficie podem ser descontinuas entre um elemento e outro? e desta forma, sao

adicionadas mais varidveis no sistema de equagoes.

2A normal calculada sobre um né de um determinado elemento pode ser diferente da normal calculada
sobre o mesmo né para um elemento adjacente.
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O uso de elementos continuos implica em uma série de vantagens, como a continuidade
do fendmeno entre um elemento e outro e maior facilidade de geracao de malha, mas também
resulta em uma série de dificuldades como: a montagem das matrizes, aplicagao das condi¢oes
de contorno e, quando usado em analises de sub-regioes, ha a necessidade de se tratar de
quinas e cantos nas interfaces.

Outro fator importante no emprego de elementos continuos em sub-regioes, é a complex-
idade em acoplar as matrizes. Embora a formulagao seja simples, (Paiva, 2000) ressalta que
a implementagao ¢ um processo extremamente complexo, sendo necessario um tratamento

prévio de dados.

4.1 Tratamento de Cantos entre as Sub-Regioes

Outro ponto fundamental quando aplicado elementos continuos em analises usando sub-
regioes, é a presenca de cantos na interface.

Observando a Figura 4.2, percebe-se que para um ndé comum a trés elementos, exis-
tem nove componentes de forca de superficie para um mesmo nd, ou seja, trés vetores
t = { e 1, 1. }, cada um deles associado a uma normal n;, ny e ng. No entanto, as
equacoes integrais de contorno fornecem apenas trés equagoes para um noé. Para solucionar

este problema, (Beer, 2001) aponta quatro possibilidades:

[n's n3
E3

n1
E1 °

Figura 4.2: Cantos entre duas sub-regioes

e Usar uma normal média, isto é, uma média entre todas as normais associadas ao ponto;
e Usar elementos hibridos, continuos/ descontinuos;

e As forgas de superficie sao calculadas por extrapolacao dos nos adjacentes ao né do

canto;
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e Gerar equagoes adicionais para completar o sistema.

O primeiro método nao é aconselhavel, uma vez que a geometria também sofreré alteracoes,
principalmente em casos extremos como o mostrado na Figura 4.2.

O segundo método é valido uma vez que é possivel gerar equacoes adicionais e permite uma
solucao elegante do problema, mas isto implicaria em um sistema maior e como os pontos de
colocagao (pontos onde o elemento é descontinuo) sdo muito proximos um do outro, poderia
ocasionar em um sistema numericamente instavel.

O terceiro método é relativamente simples de ser implementado, no entanto sua precisao
depende fortemente da dimensao dos elementos adjacentes ao no.

A quarta possibilidade, formulada por (Gao & Davies, 2002), é adotada neste trabalho.

Para determinar a forma das equagoes adicionais a serem usadas, considera-se inicialmente

a Equagao 2.9:

ti = O'ijnj

Agora, definindo um sistema de eixos cartesianos no sistema de coordenadas local, com

/ / ! . ~
x,, T, tangentes ao plano e x; normal ao plano, pode-se definir um tensor de transformacao

L;; tal que:
Portanto:
t; = Lijt, (4.19)
O tensor L;; é:
oz,
L = — 4.20
J axj ( )
Substituindo 4.19 em 2.9, tem-se:
ot,, 00,
SATS WL
Oz, g oz, "
ﬁai]—
4.21
ami J ( )
Por equilibrio:
8aij
— =0 4.22
oz, (4.22)



Isto implica que:

ot

— =0 4.23

o (4.23)
Sabendo que tanto o fenémeno analisado quanto as coordenadas nodais podem ser escritas

usando as fungoes de forma N,, (£,7), como fungdes interpoladoras®:

NTLOS

ri=Y No(&n)al (4.24)

n=1
. ~ !/ ~ . ; . .
As diregoes z; para cada elemento sao definidas pelos versores v*, tangenciais ao elemento

. . ~ ro,
e calculados sobre o n6 comum aos elementos. A diregao x; ¢ calculada tendo 1 = constante:

10z 1 X 0N,
V= —— = —, 4.25
J1o6 i ; 73 (425)

2

Com J; = \/(U%) + (1) + (v})?. A direcdo 2, ¢ dada pelo vetor v* como:

v? =0v' xn (4.26)

A Equacao 4.23 pode ser reescrita em termos do sistema intrinseco de coordenadas como:

’ ot ot
O _ 08 9y | On % (4.27)
Oxy,, Ory 0§ Oxy On
’ oty ot
Ot _ Xy, On Oty (4.28)
0y, Or, 0§ Oxy On
Onde:
o _ 1 O Lot 0E_ 0 On_ 1 (4.29)
or, L or,  Jy sinf Ty Oxy  Jpsind '

O angulo # é medido entre o eixo n e o versor v; como mostra a Figura 4.3:

3N,0s Tepresenta o nimero de nés presentes no elemento.
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Figura 4.3: Sistema de coordenadas intrinseco para definicao das componentes tangenciais

Usando as fungoes de forma, as derivadas das forcas de superficie em um né j podem ser

calculadas como:

ot

23

ot

23

NZ ONw (&:115) v
n=1 ag
o aé} 2n

otk

ot

15 aN 5]777]
8?7 N Z oy !

272 Z aN 51777] 22 S )y
on

(4.30)

” (4.31)

As componentes do vetor t; sao obtidas pela projegao do vertor ¢; sobre o vetor tangente

(UN

Definindo:

9¢ ON,

on ON,

~ Ox, O¢

dx, On

9¢ ON,

on ON,

A T

As Equagoes 4.30 e 4.31 podem ser escritas como:

otk
ozl

oty

%
0xy

Nnos

Z antlllf1 =0
n=1

Nnos

th/’“ =0

(4.32)

(4.33)

(4.34)

As equacoes auxiliares sao obtidas multiplicando a,, e b, pelos versores v; e vy respecti-

vamente:
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3

e _ anVi a7 apvl (4.35)
bvt byvs b3

Sendo o indice e referente ao elemento onde é necessaria as equagoes auxiliares.
As matrizes [a]; s@o acopladas como as tltimas linhas da matriz [G] e a matriz [H] ¢

completada com linhas nulas para satisfazer as Equacoes 4.33 e 4.34.

4.1.1 Validagao

Para a validagao do modulo de sub regioes, foram propostos dois problemas:

1. Dois cubos superpostos com um elemento em cada face como mostra a Figura 4.4;

2. Dois poligonos superpostos simulando uma barra engastada, com um canto na regiao

da interface como mostra a Figura 4.5.

1
-l

Im

Figura 4.4: Modelo para o problema 1
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F.=1IN

ey

Im

e

Figura 4.5: Modelo para o problema 2

2m

Os modelos foram pensados de forma a testar o algoritmo de sub-regioes, ou seja, a
permutacao das colunas e a formulacao para tratamento de cantos.Cada funcao desenvolvida
foi testada separadamente e depois inserida no programa principal. Para um maior controle,
os modulos de elasticidade dos dois materiais que compoe as sub-regides foram considerados
iguais e de valor unitario (Fg = Esx = 1Pa) e os modulos de Poisson nulos (v = vg = 0),
pois se trata de modelos simples, possiveis de serem validados usando a teoria de Mecanica
dos Sélidos.

Os resultados obtidos foram comparados com os resultados analiticos usando a equagao
para deslocamento em uma barra, 4.37, que é obtida integrando a Equagao 4.36, considerando
secao transversal constante e desprezando tensoes de contato entre as superficies (Popov,
1978):

du, F,
= 4.
dz EA(z) (4.36)
F
= _—=AL 4.

A comparacao entre a solugao analitica e a solugao obtida usando o programa desenvolvido

¢ mostrada nas Figuras 4.6 e 4.7:



Comparagfio entre os resultados obtidos e a seluco analitica

1.8

1.2

Az-(m)

0.8

086

0.4

02

o2

——Solugdo Analitica
© MEC - Sub-Regides ||

0.4 06 08 1 12 1.4 16 18 z
Z-(m)

Figura 4.6: Comparagao entre a solu¢ao analitica e os resultados obtidos para o problema 1

Comparacio entre os resultados obtidos e a solugdo analitica para o problema 2

09+

0.8

0.5

Az-(m)

0.4

0.3

02

01

——Solugdo Analitica
© MEC - Sub-Regides ||

o2

0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2
Z-(m)

Figura 4.7: Comparacao entre a solugao analitica e os resultados obtidos para o problema 2
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Capitulo 5
Implementacao Computacional

Para a implementacao do moédulo de sub-regioes, foi usado como moédulo para calculo
das matrizes [H] e [G] o programa E-Con3D. Também foi inserido o médulo para o célculo
da solucao fundamental para anisotropia 3D. A Figura 5.1 mostra um diagrama contendo as

principais etapas do programa desenvolvido.

Leitura de dados

Y Solugio Fundamental para
Cidlculo das matrizes [H] e [G] | > E-Con3D > Anisotropia Plena 3D

Y

Armazena os dados para o calculo
de sub-regides

b4

Verifica a presenca de cantos na | Gera equagées
s 7y > 1 2
interface das sub-regides auxiliares

Y

Reordena as matrizes [H] e
[G1 de cada sub-regiio

Y

Aplica as condigfes de
contomno de cada sub-regiio

Y

Monta o sistema

[Alix} = {b}

v

Resolve o sistema

Figura 5.1: Diagrama do programa para analise de sub-regioes
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A seguir serao detalhados cada um dos principais modulos desenvolvidos.

5.1 Leitura de Dados e Calculo das Matrizes [H] e |G]

Para a leitura de dados, é necessario um arquivo contendo o diretoério com as informagoes
do problema 1 e 2 e também um arquivo contendo os elementos pertencentes a interface de
cada sub-regiao. Estes dados sao entao, usados para a chamada do programa E-Con3D que
gera as matrizes [H] e [G] de cada sub-regiao. Apos este processo, sao armazendas as varaveis
de interesse para o modulo de sub-regioes refentes a cada dominio. Para nao sobrecarregar
o escopo das fungoes, estas varidveis foram armazenadas em estruturas, que permitem o
agrupamento de dados em uma tunica variavel (Hanselman & Littlefield, 2003) e sao listadas

a seguir:

e Condigoes de contorno de forcas de superficie nao nulas e os elementos em que estao

aplicadas;

Condigoes de contorno de deslocamentos e os nos onde estao aplicadas;

Conectividade nodal dos elementos da interface;

Coordenadas nodais dos elementos da interface;

e Nos comuns & interface;

Quantidade de elementos em cada sub-regiao.

5.2 Verificacao de Cantos na Interface

A presenca de cantos entre elementos é feita pela verificacao do produto interno entre
as normais calculadas sobre um mesmo noé e é realizada apenas se ha mais de um elemento

comum a interface. A Figura 5.2 mostra trés elementos conectados por um mesmo no.
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Figura 5.2: Trés elementos conectados a um tnico n6

Para o exemplo acima, a verificagao é realizada da seguinte forma:

ny — n2
ny — n3

NnNg —— N3

O ntmero de verificagoes necesséarias, V' f, é dado pela combinacao da quantidade de

elementos conectados a um mesmo noé (N.) tomados dois a dois:

N

Vi= 21(N, — 2)!

(5.1)

Se o produto interno entre as normais é menor que 0.90, é considerado que naquele né
hé um canto e entao é gerado um conjunto de trés equagoes auxiliares conforme descrito no
Capitulo 4, caso o no pertenga a mais de um elemento mas nao seja um canto, as colunas
referentes a este nd sao somadas vetorialmente.

No exemplo da Figura 5.2, sao gerados dois conjuntos de seis equagoes, um quando a

normal n; é comparada com a normal nsy e outro quando n; é comparada com ns.

5.3 Reordenamento das Matrizes [H] e [G]

As matrizes [H] e [G] sao reordenadas separadamente. Como a matriz |G| diz respeito as
variaveis de forgas de superficie, ou seja, os nés de um determinado elemento nao compar-

tilham graus de liberdade com outro elemento adjacente, esta matriz é formada tendo um
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conjunto de colunas relacionadas a um tnico elemento. Desta forma, pode-se encontrar as

colunas referentes a um determinado elemento usando as seguintes expressoes:

linf = (numero de nés por elemento) x (graus de liberdade) x (numeragao do elemento) —
((numero de nés por elemento) x (graus de liberdade) — 1) (5.2)
lsup = (numero de nos por elemento) x
(graus de liberdade) x (numeragdo do elemento) (5.3)

Isto é, a localizacao da primeira coluna relacionada a um determinado elemento na matriz
[G] é dada por 5.2 e a ultima coluna dada por 5.3. Com esta informagao, é possivel reorganizar
a matriz [G] de forma a satisfazer a Equagao 4.5.

A reordenagao das colunas da matriz [H| é um processo mais complexo, sendo necessario
saber a quantidade de nos compartilhados entre as sub-regioes e sua ocorréncia na matriz
de conectividade. Para obter tal informagcao, é feita uma verificagao de cada ndé da matriz
de conectividade dos elementos da interface e assim, cada né comum a interface tem suas
respectivas colunas realocadas. Também é necessério saber se ha condigoes de deslocamento
prescrito em algum dos noés da interface, como seréa explicado na se¢ao seguinte. As colunas

de [H] sao localizadas basicamente, usando relagoes analogas as usadas para a matriz [G]:

linf = (graus de liberdade) x (numeragdo do né) — (graus de liberdade — 1) (5.4)
Isup = (graus de liberdade) x (numerac¢ao do no) (5.5)

As matrizes, apos terem suas colunas rearranjadas, sao acopladas umas as outras e para
aproveitar a esparsidade do sistema, é utilizada a funcao sparse.m, que armazena apenas os
termos nao nulos.

Como mencionado no Capitulo 4, o uso de técnicas para armazenamento de estruturas
esparsas provenientes do emprego de sub-regioes torna o armazenamento das matrizes mais
eficiente. Para o modelo da Figura 5.3, o espago necesséario para armazenamento das matrizes
[H] e [G] é mostrado na Tabela 5.1, onde sdo comparados o armazenamento com e sem o uso

da funcao sparse.m.
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Figura 5.3: Barra discretizada em elementos de contorno usando sub-regioes

Bytes

matriz esparsa 276284
matriz cheia 345600

Tabela 5.1: Comparagao entre os tipos de armazenamento das matrizes [H] e [G]

5.4 Aplicacao das Condigoes de Contorno

Para a aplicacao das condi¢oes de contorno deve-se levar em consideracao as seguintes

situacoes:

1. Ha condig¢oes de contorno, tanto em forcas de superficie quanto em deslocamentos,

aplicadas nas duas sub-regioes, Figura 5.4 (a);

2. As condigoes de contorno de forgas de superficie estao aplicadas a uma sub-regiao

enquanto as de deslocamentos estao aplicadas a outra sub-regido, Figura 5.4 (b);

3. H& condigoes de contorno de forgas de superficie e de deslocamentos em apenas uma

sub-regiao, Figura 5.4 (c);

56



(a) Exemplo 1 (b) Exemplo 2 (¢) Exemplo 3

Figura 5.4: Possiveis modelos para aplicacao das condig¢oes de contorno

As fungoes de entrada de dados do programa E-Con3D foram alteradas para tratar do
segundo e terceiro caso.

As condigoes de forca de superficie sao aplicadas por elemento, enquanto de deslocamento
sao aplicadas por nos. Isto porque para dois elementos adjacentes é possivel ter duas normais
distintas para um n6é comum e isto implica em dois vetores de forcas de superficie diferentes,
enquanto o deslocamento é inico para o n6. As matrizes sdo entao, separadas em trés sub

matrizes como mostra a Figura 5.5, onde a matriz [M] se refere tanto a matriz [H] quanto a

[G]

[Mi] [M2] [M3]
Figura 5.5: Divisao das matrizes [H] e [G] para aplica¢ao das condi¢oes de contorno

A primeira matriz, [M;] se refere a primeira sub-regido, enquanto a matriz [M;] a segunda
sub-regido. A matriz [M,] contém os elementos comuns & interface, e portanto, nao estao
sujeitos a nenhuma condigao de contorno.

Novamente, a aplicacao das condicoes de contorno para deslocamentos é um processo mais

complexo que para forgas de superficie e exige um tratamento de dados prévio. Se algum né
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da interface esta sujeito a um deslocamento prescrito, as colunas associadas ao no e a diregao
restrita, nao sao realocadas para a matriz [M,] (Kane, 1994).

Apos a aplicagao das condigdes de contorno, as colunas remanescentes de [H] e de [G] sao
reagrupadas para formar a matriz [A], dando origem ao sistema [A] {z} = {b}.

Por fim, o sistema é resolvido usando o solver do software MatLab.
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada a implementagao da solu¢ao fundamental para anisotropia
plena 3D usando a Transformada de Radon, junto com técnicas de interpolagao para melhoria
do desempenho de seu calculo. Também foi apresentada uma implementagao do método de
sub-regioes para elementos de contorno 3D usando elementos continuos.

Para a validagao da solu¢ao fundamental, foram simulados modelos transversalmente
isotrépicos e isotrépicos e estes foram comparados aos resultados disponiveis na literatura
mostrando boa concordancia.

Em relacao ao tempo de processamento e memoria requerida, o esquema de interpolacao se
mostrou muito eficiente, podendo ser empregado principalmente a problemas que apresentem
elevado grau de anisotropia e necessitem de uma quantidade razoavel de pontos de Gauss
para a integracao numeérica.

A validagao do algoritmo para sub-regioes foi realizada por simulagoes de modelos simples,
como barras engastadas, visando testar a permutagao de colunas das matrizes [H] e [G] e a

aplicagao das condigoes de contorno e se mostrou robusto e eficiente.
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Capitulo 7

Trabalhos Futuros

Para continuacao dos trabalhos nesta linha de pesquisa, sugerem-se os seguintes temas:

Reescrever o c6digo em uma linguagem mais eficiente, como Fortran, C ou C+-+,

visando melhorar o tempo de célculo;
Estender o cédigo de sub-regices para o tratamento de n regioes;

Modificar o codigo do programa E-Con3D e o médulo de sub-regioes possibilitando
analises com malhas com varios tipos de elementos, isto é, uso de elementos quadrilat-
erais e triangulares em uma mesma malha, facilitando a geracao de malhas para futuras

analises;
Inclusao de um modulo para tratamento de problemas dindmicos 3D;

Uso de elementos hibridos, ou uso de diferentes tipos de elementos para interpolar os
deslocamentos e as forcas de superficie. Por exemplo, usando elementos hibridos para
forcas de superficie que é descontinua entre as sub-regides e elementos continuos par

adeslocamentos, que sao inicos em um ponto.

Criacao de um banco de dados para a solucao fundamental para anisotropia plena, a
serem empregados no esquema de interpolagao para obtengao dos tensores Gy e Gfm
para diferentes materiais, variando a quantidade de pontos de Gauss e refinamento da

malha de interpolagao mediante ao grau de anisotropia do material;

Desenvolvimento de um poés processador que permita visualizar campos de tensoes e

deformagoes e que também leve em consideragao as sub-regioes;

Implementacao de um gerador de malha que possibilite a modelagem de geometrias

complexas.
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