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RESUMO

Esle trabalho trata da analise nio lincar de um Rotor Laval simples passando pela sua ressenancia,
sob agdo do atrito seco de Coulomb. Introduz-se o atrito no sistema atlravés de um mecanismo anxi-
liar independente, de forma que este atue principalmente nas direcoes perpendiculares e transversais
ao eixo do rotor. Através de simulagido numérica observou-se alteragdes dinamicas interessantes na
resposta do sistema quando da variacio de determinados pardmetros , de onde surgiram algumas
recomendagbes construtivas importantes. Verificou-se que, desacoplando o sistema auxilar apds a
velocidade critica, ocorre uma redugio da amplitude de vibragdo na ressonancia, ou seja, o atrito
seco, neste caso, atua como forga amortecedora do movimento vibratdrio.



ABSTRACT

The non-linear analysis of a simple Laval Rotor crossing its resonance under Coulomb dry friction
action is studied. This friction is introduced in the system through an auxiliary mechanism so
that it works mainly on the perpendienlar and transversal directions of the rotor shaft. Interesting
dynamical changes on the system response are observed through numerical simulations when some
parameters are varied. Scme important constructive requirements appcared from these numerical
studies. It could be verified that disconnecting the auxiliary system after the critical speed, a
vibrational amplitude reduction occurs on the ressonance, i.e., in this case the dry friction works
ltke a damping force of the vibratory motion.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A passagem de um rotor flexivel pela sua velocidade critica temn sido amplamente cstudada ao
longo dos anos, apresentando este assunto wma vasta bibliografia, inclusive na forma de tescs de
Mecstrade ¢ Doutorado {13,19,25]. '

Um dos trabalhos mais citados data de 1932 guando F.M. Lewis [16] cstudou uma solugao exata
para o problema ndo-linear de passagem pela ressonéncia.

Em scguida, Dorning (1959) [5] e Bodger (1967) [3] ampliaram este estudo analisando de forma
mais detalhada a passagem pela ressonancia nos casos acelerado e desacelerado.

Yanabe e Tamura (1971, 1972) estudaram métodos computacionais para a solugio das cquagdes
nao-lineares de um rotor Laval, obiendo resultados satisfatdrios na parte experimental e na analise
simulatéria pelo mélodo de Runge-Kutta {28]. Feito iste, observou-se que a vibragio transiente
durante a ultrapassagem da ressonancia pode ser dividida em trés regides distintas ne domimo do
tempo {29}, conforme sera visto no Capitulo 3.

Matsuura {1975) [20] e Aiba (1976) [1] buscaram solugdes exatas através da integral de Fresnel,
comparando-as com as obtidas através do método computacional Runge-Kutta-Gill.

Em 1977, Matsuura [21] formula uma condigic tedrica que testa se um rotor é capaz de realizar
uma ultrapassagem no minimo lenta pela sua velocidade critica.

Trabalhos mais recentes como o de R. Gasch, R. Markert ¢ I. Pfitzner (1979) [10] aplicamn toda
a teoria anterior em problemas mais complexos de eixos reais. Num estudo especial, mosiraram que
o eleito torsional sobre o comportamento vibracional de flexao é despresivel.

Em 1980, Yanabe e Tamura [30} exiendem suas cquagdes aproximadas para rolores com dois
graus de liberdade (dois discos) analisando a reciproca influéncia entre as duas rolagdes criticas em
diversas condigdes.

F. Ehrich ¢ D. Childs (1984) rcalizaram estudos sobre instabilidades de sistemas auto-excitaveis,
que restringem o desempenhbo de turbomdquinas, cavnsando dificuldades de projeto e operagia. Lste
problema é causado por forgas de equilibric tangeneiais devido a um fluido ou mecanismo de fricgaoc.
O fendmenc oeorre na frequéncia natural € a amplitude passa a aumentar progressivamente com a
velocidade de rotagao {16]. Este fenomeno é muito semellante ao aqui descrito no Capituloe 4.

§. Ganapathy e M.A. Parameswaran (1986) desenvolveram um trabalho sobre a traunsiggo pela
ressonancia de um sistema vibratorio desbalanceado, verificando reguisitos de poténcia minima
necesséria [8].

V. Marchis e F. Vaila (1985} obliveram resultados vumdéricos inleressantes para sistenmas
mecanicos com atrito de Coulomb [18§].

Também em 1986, S.W. Shaw [24] cstudou sistemas com atrito seco. Ambeos estudos moslram



que a diferenciagio entre os coeficientes de atrito estdtico e dinAmico atua de forma mais significativa
em baixas rotagdes.

O trabalho mais recentemente descnvolvido por Z. Viderman e I. Porat (1987) {27) trata de um
método de controle étimo para amplitude na ressonancia. Sao proposios trés métodos de controle:

1 Mola como forga linear oposta a deflexao do eixo.
2 Mola como forga linear perpendicular & deflexdc e oposta a rotagio.

3 Amortecimento viscoso, onde as forgas sao lincares e opostas a velocidade de vibragio.

Com relagio a amplitude na ressonincia, os métodos 2 e 3 s3o muito superiores ao método 1,
sende ainda o amortecimento viscoso a melhor solugdo tedrica.

Vé-se que é uma literatura extensa, contando ainda com livros texlos consagrados como: Re-
tordynamik Gasch, R. & Pfiitzner, H., Vibrating System with Limited Power Supply Kononenko,
V.0., Vibrations Magnus, K. e outros.

0O que se pretende no presente trabalho é analisar um mecanismo de redugio de amplitude de
vibrago na ressonancia baseado no principio do atrito scco como forga amortecedora. Iste sistema
deve aluar somente nas faixas de grandes amplitudes, podendo ser acoplado efou desacoplado ao
rotor estudado.

Desta forma, feito o modelamento e equacionamento do sistema, passou-se & andlise dos resulta-
dos obtidos através do método computacional Shampine-Gordon {23] para integragio das equagdes
de movimento. Este método é muilo eficienie uma vez que ele préprio define o passo de integragao,
que por sua vez é variavel durante o processo. A solugio para cada ponio é calculada em varias
etapas, havendo uma interpelacao dos resultados para fornecer a solugdo final. Este processo fornece
maior estabilidade para o método e precis@io nos resultados.

Inicialmente, fez-se uma revisio sobre andlise linear e ndo-linear de um rotor Laval, procurando-se
ajustar as melhores condigdes de integragio, uma vez que o métode utilizado fora recém-implemen-
tado na época.

Em seguida, verificaram-sc efeitos provocados pelo atrito seco como as instabilidades e a redugao
de amplitude na ressonancia, procurando as melhores condiges de engate e desengate do mecanisme
auxiliar.

Fez-se uma equivaléncia entre atrito seco e viscoso para o estudo tedrico de estabilidade do
sistema, complementando-o com a determinacao dos autovalores.

Dai surgiram algumas recomendactes construtivas come a rigidez do sistema adiclonal e a mon-
tagem opcional para elevadas forgas de atrito (Capitulo 4).

Apds um breve estudo sobre o caso desacelerado, verificou-se condigdes {avoraveis de alinhamento
dos roletes sobre os eixos do sisterna de coordenadas de forma a ndo prejudicar a atuagao do
mecanismo amoriecedor.

O escopo deste trabalho limita-se apenas & andlise simulatdria. Sugere-se para estudos fuluros
uma realizagio experimental para verificagio dos fenémenos aqui descritos, para entao serem con-
sideradas aplicagbes praticas.



Capitulo 2

TIPOS DE DISPOSITIVOS
AUXILIARES PARA
AMORTECIMENTO DE
VIBRACOES DE UM ROTOR

Objetivando-se reduzir a amplitude maxima de vibra¢io na ressonancia quando procura-se tra-
balhar com fonte de aciocnamento minima possivel para ultrapassi-la, introduziu-se num sistema
teoricamente simples ¢ conhecido, um amortecimento adicional que utiliza o principio do atrito seco
como forga aplicada contriria ao movimento vibratério.

Sabe-se que a passagem da ressonancia pode ser efetuada com amplitude reduzida quando se
dispbe de aceleragao suficieniemente ¢levada para que o sistema néo tenha tempo de aumentar sua
amplitude, que no case da andlise estacionaria de um sistema sem atrito, tende ao infinito. Todavia,
é objetivo deste trabalhio analisar esta situagio numa condi¢do de torque préximo do minimo torque
necessario a ultrapassagem.

Por outro lado, a introducae do amortecimento viscosc no sistema estd sujeila a limitagoes
intrinsecas que, freglientemente, ndo resolvern o problema. Neste trabalho é proposto um sistema
mecanico adicional que, a partir de um cerlo instante, introduz um amortecimento por atrito seco no
sistemna, ou seja, pode ser engatado e desengatado atuando apenas nas faixas de grandes amplitudes
de vibracdo, e cuja funcaoc corresponde a redugho da amplitude.

Com & finalidade de estudar os efeitos provocados pela introdugio do atrite seco mo sisieina,
imaginou-se inicialmente um sistema de amortecimento seco composto por quatro roletes de material
sinlético que apresentasse alto coeficiente de atrito em contato com o ago. Estes roletes vem dispostos
sobre o disco de um rotor Laval posicionado verticalmente, diametralimente opostos ao longo dos
eixos y e z, conforme IFig.2.1,

Os roletes estdo fixos nas diregdes y e z, porém tém rotagio livre no sentido da rotagao do disco,
evitando introduzir torques contrérios ao acionamento.

Entretanto, deste modelo decorrem algumas limitacoes:

s A dificuldade de realizar nin engatefdesengate perfeitos de forma a nio provocar pequenas
inchinagBes do disco, o que modifica de forma significaliva a operagio pretendida.



¢ Limitagao da forga normal aplicada, pois ela deve ser exatamente igual em todos os roletes.
Além disso, esforcos clevados podem causar deformagbes indesejdvels ou excessivas na su-
perficie dos roletes.

Partiu-se, entdo, para uma formma construtiva que se imaginou mais eficiente, considerando guatro
pares de roletes nas mesmas posigdes, os guais podem se abrir ¢ fechar sobre o disco. Este modelo
apresenta duas variagbes tedricas com relagho & fixagho externa do sistermna mecanico adicional,
podendo ser flexivel (Fig.2.2) ou rigida, fazendo-se K, — oo.

O sistemna flexivel apresenta no seu modelamento cinco graus de liberdade: yy, zu, ¥, 2., @, €
como se verd posteriormente, possui um comportamenio dinamico muito inleressante.

Aurnentando-se a rigidez do sistema adicional, K., notou-se uma pequena methora dos resuliados,
até que para uma freqiiéncia natural do sisterna adicional cerca de cinco vezes maior que a freqiiéncia
natural do rotor, o comportamente do sistema é praticamente andlogo ao do sistema adicional
quando fixado rigidamente.

Oplou-se entdo, leoricamente, pelo sistema adicional rigido, o que simplificou razoavelmente o
problema reduzindo dois graus de liberdade no equacionamento geral, ou scja, o sistema global volta
a ter trés graus de liberdade g, 2y, .

Entretanto, no modelo rigido, K, deve tender ao infinito ou a massa do sistema adicional deve
ser praticamente nula, o que s80 condigdes nfo realizaveis na pratica. Faz-se, para o caso em estudo,
a recomendagio construtiva para que K, seja tal que w, > 5w, pols teoricamente este sisteina tem
o comportamento andlogo ao caso rigido. Deve-se observar que este valor limite de K, ainda nao
pode ser generalizado para sistemas que apresentem outras caracteristicas dinamicas.

Estes tipos de modelo para atrito seco introduzem acentuadas instabilidades no sistema apds
a ressonancia, sendo que no modelo rigido linearizado surge uma matriz N assimétrica de forcas
dependentes do deslocamento. Nos capitulos que seguem, verificou-se ser esta matriz N a responsdvel
pelas instabilidades do sistema lincarizado.

Tentando minimizar o efeito insiabilizanie desta matriz, uma nova variagio do modelo foi idea-
lizada, sendo que neste caso tentou-se trabalhar com os roletes inclinados, ou seja, a forga de atrito
total ndc atua mais diretamente nas diregdes y e z, mas sim com uma inclinagio relativa as mesmas.
As forgas atvantes em y e s serao doravante projegoes da forga total de atrito nestas direcSes.

A Fig.2.3 mostra uma vista superior do disco do rotor com os roletes inclinados.

Foram simulados em computador exemplos correspondentes aos trés modelos apresentados que
serdo discutidos e analisados no decorrer do trabalho.

Ainda estdc em aberto discussdes quantc a detalhies construtivos de possivels realisacoes expe-

rimentais. -
- No capitulo scguinte faz-sc uma breve revisio do modelamento de um Rotor Laval simples
e linearizado, analisando-se, de forma mails extensa, o comportamento nio linear para o mesmeo
sistema, a fim de verificar as mudangas nas respectivas respostas quando da introdugio do atrito
seco para o casc nac-linear e atrito viscoso equivalente para o caso linearizado.
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Figura 2.1: Modelamento inicial do dispositivo adicional

Figura 2.2: Sistema adicional com fixacio flexivel.




Figura 2.3: Vista superior do sistema adicional com roletes inclinados.




Capitulo 3

MODELAMENTO
MATEMATICO DE UM ROTOR
LAVAL CRUZANDO A
RESSONANCIA

Pode-se analisar grande parte dos fendmenos existentes em maquinas rotativas através do Rotor
Laval, que consiste de um eixo flexivel sem massa e de um disco, neste caso, rigidamente fixado ao
meio.

O rotor é posicionado verticalmente, podendo-se desprezar a agao da forga peso.

A medida que a velocidade de rotagio do eixo aumenta, ou seja, quando o rotor é acelerado, as
forgas inerciais atuantes no sistema devido a uma excentricidade € também aumentarn [9], causando
deflexdo do eixo do rotor (Figs.3.1 e 3.2).

Esta excentricidade pode surgir devido a fatores como nao homogencidade do material do disco,

forma de fixagio do disco ao eixo etc. _
Para a Fig.3.2 tem-se a seguinte notagao:

s O = centro do eixo imagindrio que une os mancais.

« W = centro do disco por onde passa o eixo.

s 5 = centro de massa do disco.

e ¢ = excentricidade.

* m = massa do disco.

e I, = momento de inércia polar do disco.

e L = constante eldstica do cixo em todas as diregdes radiais.
s ¢ = dngulo de rotacdo do disco.

® Yy, I = coordenadas Inerciais do ponto W.



s T = torque liquido aplicado.

o k

yus Kz, = forgas de restituicio nas respeclivas diregoes gy € zw.

4%

N

Figura 3.1: Rotor Laval.

Z i

&J’

Figura 3.2: Rotor Laval - Coordenadas Inerciais.

Muitas vezes, as fregiiéncias naturais do rotor em dois planos perpendiculares sdao iguais ou muito
préximas. O movimento forgado de um sistema com duas {reqiiéncias naturais idénticas, préoximo
4 ressonancia, geralmenle caracteriza-se pelo fato que a parte predominante contém harmoénicas
com a freqiiéncia da forca de excilacho. Portanto, é convenienle separar ¢ analisar as condigées de
freqiléncia nas respectivas dire¢des. Assim, a fregiiéncia natural simples atua cm duas coordenadas
do sistema juntamentie com a equagio que governa o fornecimento de encrgia, perfazendo trés
equagdes difcrenciais para o sistema [14].

Na formulagio que segne, os mancais foram considerados rigidos comparados ao eixo ¢ desprezou-
se inieialmente qualquer amoriecimente {Fig.3.2).

10



Pela Lel de Newton:
my, = —kyy (3.1)

mE, = —kzy (3.2)

Analisando os pontos W e S obiém-se a relagio de coordenadas:

Yo = Yu + ecos( — 90) = yy + csenyp (3.3)

z, = 2, + €sen(p — 90) = z,, — €cos g (3.4)

Como as forgas nos mancais dependem da excentricidade, substitui-se (y,, 2;) por (Yu, 2w J¢ suas
respeciivas derivadas:

My + kYo = Un(((lb)zscn(p — (P €05 ‘P) (35)

miy, + kzy = cm((p)? cos p + Hsenyp) (3.6)

onde: w? = k/m = freqiiéncia natural do sistema,
A equacao de momento cm relagho ao centro de massa de sistema:

Ipp =T + ek(z, seng + yo, cosp) (3.7}

3.1 Analise Linear

Nesta analise, simplifica-se a equacgo de momento (3.7), considerando-se regime estacionario ou
T = 0. Desta forma, o acionamento é o necessdrio para vencer as resisténcias, pois o torque liguido
aplicado é a diferenga entre o torque do motor (T},) e o lorque resistivo devido & perdas inerentes
ao sistema (Tp).

T=T,-T, (3.8)

Pade-se escrever o momento de inércia I, em fungao do raio de giragao g

I, = mp? (3.9)
Substituindo (3.9) em (3.7) para T = 0, ven:
“ < .
o= p—g—(.‘-:wsemp + Y €OS @) (3.10)
Comno €, iy, 2w < p len-se praticamente g = 0 e ¢ = 0 = cle. Portanto: ¢ = Qt + 3.

O &ngulo # pode ser anulado escolliendo-se convenientemente a origem dos lempos.
Passa-se, entdo, a trabalhar com dois graus de liberdade:

My, + by, — €szsen(Qi + 8) (3.11)

mEy + ke = —em® cos{Q2t + B) (3.12)

11



A solugio homogénea das equagoes (3. 11) (3.12) é transitéria, tendendo a desaparecer com a
introdugic de um amorlecirnento externo viscoso.
Na solugaoe particular da equagio completa, o sistema responde de '1c0rdo com a excitagiio gerada

pelo desbalanceamento.
Yw = Ypsen(§H 4 B} (3.13)

w = —Zp cos(§H + ) (3.11)

Yw € Zy 530, enlio, as respostas permanentes do sistema desde que {1 # w. Yy e Zp, que neste caso
possuem o mesmo valor, sio as amplitudes médximas de vibragio, ou melhor, as deflexdes miximas
do eixo nas respectivas diregoes y e z.

<

02
SIS
A trajetéria do ponto W é, entio, uma circunferéncia cujo raio tende ac infinito quando Q) = w,

estando o sislema num estado de ressondncia.
Um raciocinio anilogo pode ser aplicado ao centro de massa S.

Y =Zp = (3.15)

ys = Yysen(Q + fF) (3.16)

s = — 2, cos(SU + ) (3.17}

‘2

onde: Y = Z ;‘2_1—22
Relacionando as coordenadas dos pontos W e 5, verifica-se que os pontas O, W, 5 (I'ig.3.2)

situam-se sobre uma reta. _
Yo _ ¥ _ t.an(Qi + ) (3.18)
I s
Portanto, na andlise linear do sistema nio amortecido, a deflexdo do eixo é estatica e nao
influenciada pela velocidade de rotago, nio existindo tensbes alternativas de momento fletor no
eixo. Na passagem pela ressonancia, o ponto S sofre um giro de 180° em torno do ponto W,
desencadeando-se um processo de autocentragem do eixe & medida que a velocidade de rotagao
aumenta.

3.1.1 Comportamento do modelo linear na passagem pela ressonincia

Sabe-se que € necessario ter a disposicao um certo lorque de acionaimento para que o 1otor possa
ultrapassar a ressonancia.

Considcrou-se para este estudo um rotor com amortecimento externc viscoso para anilise da
deflex@o do eixo na rotacdo critica.

Mie + cthe + ke = emQZsenQt (3.19)
mE, 4 ety 4 kzy = —em$ cos Q1 (3.20)

Na forma complexa: r, = 2, — iy,
Fu -+- 1“, 4 wiry, = —eQlettY (3.21)



A solugdo completa é:

ro = e (Rt 4+ Rpe 1)+ R e'™ (3.22)
N _VA o | S
homogénca particular
onde:
o b= —3i = amortecimento externo.

w1 = wy/1 — £2 = freqiiéncia de vibragio transiente.

e £ = —5— — £ — fator de amoriecimenio externo viscoso.
Eorid 2mw

s § = freqiéncia de excitagio.
¢ w = freqiiéncia natural.

Para condigBes iniciais: 7, (0) = 0 e 7, {0) = 0, obtém-se R, e Ry:

1 —i
Ry = —(§+(5”—1%2))R,,
LR G Rk 35
_(2 (2 1—6"‘))}?” (3.23)

Na ressonancia, para pequeno amortecimento: =1, € 1, w; mw = Q.

I

Iy

rel{t) = Rpe' (1 — ™) (3.24)
onde: R, = 2‘72
ro(t) = -255-(1 Lty gitwda/2) (3.25)

parte oscilatéria

Para t — oo, 0 raio da trajetéria de W cresce inicialmente tendendo depois para um valor
constante (Fig.3.3). Set — oo:

re — — (3.26)

Para o caso niic amortecido na ressonancia, vem:

Pu (t) — E;_Ee—fwt B:'(wf+1rf2) (327)
parte oscilatdria
cwl wi-r
T (t) |e=0 = "—2—8'( t+x/2) (3.28)

O pontc W se move, neste caso, numa trajetdria espiral de dentro para fora, na ponta de um
vetor girante com velocidade de rotagao constante, que cresce com o tempo. Este crescimento é
proporcional a ¢ e w (IFig.3.4).
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Figura 3.3: Trajetéria de W na ressonéncia - sistema amortecido

Figura 3.4: Trajetdria de W na ressonancia - sistema nao amortecido.

14




3.1.2 Torque minimo necessirio a ultrapassagem da velocidade critica
em rotores sem amortecimento exierno

Partiu-se da equagéo de momento {3.7), fazendo ¢ = 0, ou s¢ja, o acienamento ¢ suficiente para
manter a velocidade de rotagio constanle. Tem-se, entio, o equilibrio:
T = —ck(zy5en9 + Y cO5 ) (3.29)

Como ¢, Y, 2w 540 peguenos, ocorre uma pequena variagio periddica de T, que na ressonancia
assume valores consideravels.
Separando a cquagao (3.28) nas coordenadas y,, e z,:

t 1
Yo = —%scn(wt +7/2)= —-(-g— cos wi (3.30)
€l cwi
Zy = '—Q—COS(wf. + 7 /2) = -—Tsenui (3.31)
Substituindo as expressdes (3.30) e (3.31) na equagao (3.29):
kot
7="° 2“" (3.32)

que é 0 MiNimo torque necessario para manter a condigdo ¢ = 0. O sistema somenle conseguird
passar a Iessondncia se possuir uma energia de acionamento superior ao valor dado pela equagao
(3.32).

3.2 Analise Nao Linear

A andlise lincar feita até aqui explica muito do comportamento dos sistemas oscilatérios. En-
tretanto, alguns efeitos nioc sao explicdveis ou possiveis de analisar pela teoria linear. Esta dltima
relaciona linearmente causa e efeito, oun seja, dobrando-se a carga, a resposta tem sua amplitude
dobrada. Na analise linear também prevalece o principio da superposigic das sclugbes homogénea
¢ particular.

Em sistemas nfio lineares a relagio causa e efeito deixa de ser proporcional e nao prevalece o
principic de superposi¢ao na solucao das equagdes.

No caso do Rotor Laval, o bem conhecido efeito stalling do sistema, quando o lorque € insuficiente
para uma ulirapassagem da critica, nao pode ser estudado por analise simplificada.

3.2.1 Comportamento do modelo nao linear na passagem pela res-
sonancia

De acordo com as Figs.3.1 e 3.2, as equagdes gerais do movimento, ji vistas inicialmente, sio:

Fu +win, = —€(($)? cosip + Gseny)
B + iy = c(($) seng — P cos @)
L =T + ke(zwseny + yu cos )

15



cujas solugdes sdo obtidas por inlegragio das equacdes, utilizando-se o método computacional
Shampine-Gordon [23], partindo sempre de condigdes iniciais nulas.

O torque liquide forneeido ao sistema na equagio (3.7) & inicialmente considerado constante. O
rotor analisado corresponde a uma realizagao experimental j3 existente ¢ que apresenta as seguintes
caracleristicas:

» w=12566rd/s

o k= 31580N/m

o m = 2kg

s I, = 0,0056kgm*
s ¢=0,00lm

A excentricidade do centro de massa introduz nio linearidades no sistema, as quals dissipam
energia mais rapidamente, pois o eixo passa a girar flefido (whirfing) e esta deflexao tende a aumentar
muite na ressonéncia, transformando parte da energia de rotagao em encrgia de deformagao,

As Figs.3.5, 3.6, 3.7 mostram a existéncia de duas regites distintas quando um rotor atravessa a
ressonancia, caracterizadas pela notavel mudanga no comportamento da velocidade de rotagio em
sistemas ndo amortecidos [6,10,16,28,2%,30].
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Fignra 3.5: Velocidade angular (1) x tempo.

A primeira regio vai desde o inicio da aceleragio do rotor aié se aleancar a velocidade eritica
(tempo 1.). A velocidade angular cresce praticamente de fonma linear (Fig.3.5) ¢ a aceleracio se
mantém constante (Fig.3.6). A amplitude de vibragdo cresce lenta ¢ g
critica, quando entdao anmenta rapida e acentuadamente (Fig.3.7).

Quando a velocidade de rotacho ultrapassa a ressonéncia comega a segunda regiao.
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A amplitude de vibragio atinge um valor maximo a uma velocidade préxima i critica, apés o que
a forga de excitaclo, ou deshalanceamento, pode extrair um pouco da energia de deformagio que
colocou no sistema e, ndo havendo amortecimento, o sistema continua vibrando numa amplitude
um pouce menor que seu valor mdximo, A vclocidade de rotagio mantém-se por algum tempo
em torno da velocidade critica para depois continuar anmentando ¢ a aceleragio, apds uma ligeira
queda, passa a oscilar em torno do scu valor inicial. A vibra¢iio transiente ainda se divide om trés
partes no dominio do lempo:

» Antes de atingir a ressonancia: tem-se vibragho forgada pelo desbalanceamento, cuja frequéncia
de vibracao é igual & freqiiéncia instantinea da forga externa.

¢ Duranle a ultrapassagem da ressonéncia: mneste caso a freqiiéneia de vibragio é igual 3
freqiiéncia natural do sistema.

» Apos a ulirapassagem: a vibragdo, entdo, resulta de uma atuagao conjunta das vibragdes livre
e forcada.

3.2.2 Modelo nao linear com amortecimento externo viscoso

Introduziu-se, inicialmente, amortecimento externo viscoso que pode ser imaginado atuando
aerodinamicamente sobre o rotor. No equacionamento, este amortecimento é representado incluindo-
se os termos ¢/m ik, e ¢/m 2, & esquerda das equagdes {3.5) e (3.6), respectivamente.

Neste caso, a amplitude médxima de vibragdo, durante a ultrapassagem da velocidade critica, sera
afetada, pois esta amplitude serd menor para sisternas amortecides em relagao aos nio amortecidos.
E, ainda, o decréscimo da amplitude na ressonéncia depende do fator de amortecimento (£), pois
quanto maior for este fator, menor sera o pico na ressonéncia.

As Figs.3.8, 3.9, 3.10 ilustram o efeito do fator ¢ sobre o deslocamento y(1).

O aumento do amortecimento viscoso sobre o sistema estd sujeito a limitacSes intrinsecas que
freqientemente nao resclvem o problema de aumento de amplitude na ressonancia. Nos capitulos
seguintes scrd estudada a influéncia do atrito seco no comportamento do rotor, quando atuando
sobre o disco nas dire¢des y e z. Deste estudo serd apresentado um sistema adicional que atua
somente na faixa de elevadas amplitudes de vibragio, isto é, sua funcio corresponde a reduzir a
amplitude maxima nas proximidades da velocidade critica do sisterna,

3.2.3 Torque minimo necessirio a ultrapassagem da velocidade critica
em sistemas nio lineares e n&o amortecidos

H4 um torque liquido mfnimo atuante no sistema abaixo do qual o rotor nio consegue ultrapassar
a ressonéncia, pois a energia fornecida ao sistema nfo ¢ suficiente para superar perdas devido a
deformagie do eixo e demais perdas intrinsecas ao sislema, nio restando energia de rotagio suficiente
para aceleragio além da ressonéancia [1,8,20].

Quando isto ocorre, o rotor ¢ acelerado até a velocidade critica, quando entdo a velocidade de
rotagdo permanece flutuando em torno ou ligeiramente abaixo da mesma. Este fendmeno é conlic-
cido como stalling ou beat phenomenon {batimento da velocidade de rotagio com a velocidade
critica do rofor). Conseqiientemente, a amplitnde méxima cresce indefinidamente e o motor é dito
msuficiente para a ultrapassagem (Figs. 3.11, 3.12, 3.13).

No caso de o motor ser suficiente ou fornecer o torque necessirio a ulirapassagem da critica,
verificam-se dois casos de passagem pela ressonancia: passagem lenta e passagem rapida.
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Quando o torque fornecide é o minimo necessario para o sistema ultrapassar a ressoningia, a
passagem sera lenta. Assim, a vclocidade de rotagio cresce quase lineanmente ate o valor critico,
onde surge um pafamar , o que sighifica que o sistema permanece um tempo na velocidade eritica
antes de ultrapassa-la (item 3.2.1) Fig.3.14. Neste patamar, ocorre uma queda na aceleragio angular
do sisterna e a amplitude de vibragio cresce notavelmente (Figs.3.15 e 3.16).
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Figura 3.14: Velocidade de rotagao (1} x tempo, Toyin = 0,6Nm.

A medida, que o torque de acionamento supera o valor de Thun, 0 palamer da velocidade de
rotacdo val diminuindo, até desaparecer. Tem-se, entdo, um acionamento de alta poténcia ou
passagem rapida. Nesle caso, o rotor é acelerado através da ressonancia sem que o sislema tenha
tempo de fomar conhecimento (Figs.3.17, 3.18, 3.19).

Matsuura [21] formulou em 1977 uma expressio aproximada para verificar a condicio em que ¢
rotor pode efetuar uma passagem lenta pela ressonéncia.

Sua dedugao parte do principio proposto por V.O. Kononenko [14] de que o sistema ultrapassard a
ressonéncia se o torque do motor 7, for maior que o torque dindmico (Ty) devido aos deslocamentos
Yw € 7w do centro do disco, conforme a equagao (3.7), quando as perdas do sistemna forem despresivers.

Esta diferencga apresenta-se critica na regido de ressonéncia onde 3, e 2, assumem valores
elevados, sendo portanto a diferencga eutre T,,, e Ty menor nesta regiao da que no percurso restante.
Isto pode explicar porque numa situagio onde se dispde apenas do torque minimao (Tinin) a velocidade
estacione um certo tempo neo valor critico, bem como o acentuado aumenio da amphinde ueste
intervalo de tempo. A medida que se aumenta o torque de acionamento, esta diferenca (T ~ 14)
também aumenta até que Ty passa a ser insignilicante para um certo valor de T, onde entao ocorre
o jd visto acionamento de alta poténcia,

O autor obteve uma expressiao gendrica para analisar um rotor vibrande em duas dire¢des per-
pendiculares de vim plano, ou scja, o sistema pode ultrapassar a ressonancia quando for satisleita a
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condigdo (3.33):
B = 20p1 o GPmar < 1,0 (3.33)

onde:

_ ¢
* H =MPo T

um =mfM.

s € = excentricidade da massa m.

» [, = momenio de inéreia polar do disco do rotor.
o m = massa deshbalanceada (disco).

* A = massa total do sistema {disco + eixo).

* ¢ = coeficiente de accleragao = f2/h.

fn = frequéncia natural em ciclos/s.

- . . ]
o i = aceleragao angular cru ciclos/s".

L

Pmar = 3,78,/7 para sistemas ndo amortecidos.

Determina-se, eutio, o valor de I para os casos das Iigs.3.13 ¢ 3.16,
Para o sistema descrito e 3.2.1 tem-se:



e 7 =3,57 x 1074
* jr, = 0,92,

Na condigao de torque insuficiente T = 0,59Nm (Fig.3.13), determina-se para ¢ = 125,60rd/s
ou f, = 20ciclos/s*:

$ = 50rd/s* ou h = 7, 96ciclos/s*
Porlanta:
g = 50,25 e prnr = 26,80

O valor de B = 2,78 > 1,0 que indica, conforme a simulagdo, que o motor ¢ insuficiente para
ultrapassar a ressonancia.

Para torque minimo T = 0,6Nm (Fig.3.16) e » = 125,66rd/s, vem:
$ = 100rd/s” ou h = 15,92ciclos /s> g = 25,13 € praz = 18,95

Portanto, B = 0,98 < 1,0 sendo o torque 0,6 Nm considerado suficiente para ulirapassagem da
ressonancia.

Nota-se que quando a {aixa de velocidade de operagdo estd acima da rotagio crftica, quanto
maior o torque de acionamento em relagdo a Tiin, menor a amplitude de vibragio na ressonancia
e menor também o efeito stalling do rotor.

Pode-sc fazer a mesma observa¢io reduzindo a excentricidade ¢ ou aumentando o amortecimentio
externo {c¢/m).

3.3 Torque liquido de acionamento

Deve-se ter exn mente que o torque liquido que atua no rotor € a diferenga entre o torque do motor
¢ o torque de perdas, conforme analise linear, equagdo (3.8). A consideragdo de que o acionamento é
feito por um motor corrente continua atuando ne sistema com torque constante depende, portanto,
da ordem de grandeza do torque de perdas em relagio ao torque minimo de acionamentio do motor
e da influéncia da diferenca T,,, — T, na resposta do sistema.

Esta diferenga geralmente ndo é constante {10] mas depende da velocidade de rotagdo o(t).

Para motores corrente continua, as curvas caracleristicas foram consideradas Lals como esquema

da Fig.3.20, onde:
¢ Tn1 = curva de torque para motor;.
e T2 = curva de torque para motors,

e w = velocidade eritica do rotor.

tq1 = velocidade na qual o motor; atinge sua poféncia nominal.

* w2 = velocidade na qual o motors atinge sua poténcia nominal.
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Figura 3.20: Esquema de curvas caracleristicas para motores DC.

Para velocidades de rolagao acima do valor nominal do motor, a poléncia do motor (arca sob a
curva T X (1)) permanece constante. Para isso, se a velocidade de rotacdo aumenta, o torque do

motor deve diminuir gradualmente.
Neste estudo, considcrou-se trabalhar nas condigbes do motors, para evitar casos em que a

poténcia fornecida pelo motor na velocidade critica seja inferior & poténcia munima necessiria &
ultrapassagem da mesma, pois o motor seria insuficiente como no caso do motor, {Fig.3.20).
Antes, porém, de desprezar o torque resistivo, fez-se um levantamento da curva de perdas a fim

de verificar sua ordem de grandeza.
Este levantamento foi feito experimentalmente para a bancada do rotor jd descrito no item 3.2.1

deste capitulo:

e 1 motor corrente contipua KUPER 2T-M1 1/2 hp com variador de torque.
e 1 motor DC Kuper K57,12 3.300rpm.

* rotor Laval.

s 1 sensor de velocidade de rotagio Magnetic Transducer Type MMO0002 B & K.

s 1 tacometro B & K type 5586.

A saida do tacometro foi ligada ac 1P 9845 64K que fez a coleta de dados durante a queda de

velocidade a partir de um valor acima da ecritica.
Por ajuste geoméirico obteve-se a equagio (3.34) para a curva de velocidade em fungao do tempo

(Fig.3.21).

&,(1) = 8575,51( + 150,65)~0.7210 (3.31)

com um ceeficiente de correlagio igual a 0, 989.
Tsolando-se o tempo na equagiio (3.34) e derivando-a para obter a desaceleragiio angular:
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Figura 3.21: Queda de velocidade de rotagio no tempo.

1,3869

= M — 150,65 (3.35)
Pq(t)

B.{1) = —6183,34(t + 150,65)" 7210 (3.36)

Substituindo (3.35) em (3.36) e multiplicando o resultado por Ip:

Tp = Ly = —1,3665 x 1075(¢p,) > (3.37)

Obtém-se, entdo, o grifico para o tarque resistivo em fungdo da velocidade de rotagao, conforme
Fig.3.22.

Em muitos casos pratices, T, varia muito lenta e suavemente com o tempo, de forma que na
regido de ressondncia, pode-se considerar o lorque liguido aplicado constante.

No intervalo eonsiderado, a variacio do torque resistivo é da ordem de 107N m.

Para ¢ = 0,001in, o torgue minime para a ultrapassagem € aproximadamente 0,68 m. Neste
caso, ¢ aceitdavel a consideracio feita inicialmente que o torque liquido atuante sobre o rotor ¢
constante, .

Tomando-se unia excentricidade mener, ¢ = 0,000, o torque ininimo do motor serd aproxima-
damenie 0,029Nm, e neste caso, leva-se em conta o torque resistivo, notando-se pequenas variagdes
no comportamento do sistema, conforme Figs.3.23, 3.24 ¢ 3.25.

A drea sob a curva da Fig.3.26 ¢ a poléncia liquida atuante sob o rotor quandoe é levado em
conta o torque resistivo. Esta poténcia ¢ a minima necessiria & ultrapassagem da ressonancia para

e = (0,0001m.
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A fim de simplificar ¢ traballhe computacional, utilizou-se ¢ = 0,001m, reduzindo de forma
significativa o tempo de processamento, wma vez que se utiliza cerca de 10 vezes menos o nimero
de pontos de integragio para umn mesmo passo de integragio. Além disso, no caso em estudo, nio
sera comum trabalhar com motores cujo torque seja da ordem de 1072N m.

No capitulo 4 serde discutidos comportamentos de um Rotor Laval sujeito & agao do atrito seco,
buscando sempre a solugio que melhor atende ao problema inicialmente proposto da redugio da

amplitude de vibra¢do durante a passagem pela ressonancia.
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Capitulo 4

ESTUDO DA PASSAGEM PELA
RESSONANCIA DE UM
ROTOR LAVAL COM ATRITO

SECO

Considercou-se aqui o atrito proposto por Coloumb [11,12], segundo o qual a forga de atrito
independe do valor da velocidade de escorregamento, apresentande médulo constante dirctamente
propoercional a forga normal atuante, variando apenas de sinal.

O atrito de Coloumb aplicado em sistemas mecénicos introduz fortes ndo linearidades devi-
de a uma descontinuidade da fungdo forga de atrito nas proximidades do repouso (velocidade de
escorregamento nula) [18].

Antes de um corpo iniciar um movimento sobre uma superficie rugosa, a forca de atrito aluante é
a de atrito eslatico, cujo coeficiente € representado por g,. Apds iniciado o movimento, numa certa
velocidade ndo nula, a for¢a de atrito sofre uma ligeira queda em seu valor, permanecendo constante
a partir de entdo (comportamento tedrico mais comum). Esta é a forga de atrito dinamico, cujo
caeficiente é g (Fig.4.1), onde adotou-se F, = forca de atrito e N = forga normal. A curva tracejada
esquematiza um possivel comportamento real do atrito, com uina queda acentuada do valor estatico
para ¢ dinamico, seguida de uma curvatura suave para depois aumentar mais rapidamente, sendo
que este aumento depende dos materials das superficies em contato € da rugosidade.

Verificou-se em estudos anteriores {24] que a diferenciagio dos coeficientes estatico e dinamico
atua de forma significante abaixe da ressonéncia e em baixa rolagio.

Nesie estudo, assumiu-se que o5 coeficientes de atrilo estatico e dindimico apreseniam o mesmo
valor uma vez que o sistema oscila periddica e rapidamente em torno do centro O e atinge sua
velacidade ¢ritica numn curto intervalo de tempo, permanccendo muite pouco na regiao onde esta
diferenctagao se faz importante. Conforme o modelo tedrico da Fig.4.1 aproxima-se a curvatura
por uma reta de valor constante, limitando-se a trabalhar fora da regizo ande o airito comecga a
aumentar. O modelo tedrico para a forca de alrito, a ser introduzida & direita das equagdes (3.5),
(3.6) e (3.7), serd aquele proposto pela Fig.4.2.
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4.1 Sistema Adicional com Fixacao Flexivel

0O modelamento matemadtico bascia-se na Fig.2.2 do Capitulo 2 que para facilidade de comu-
ntcagio passa a se chamar modelo 2.2.

Uma vista superior do modelo (Fig.4.3) indica a localizagao dos roleles sobre uma circunferéncia
de didmetro 2L, sendo os pontos A, B, €, D representantes dos pontos de contato entre os roletes
¢ o disco, estes inicialmente em repouso.

Tem-se as equagdes, basicas e bem conhecidas, de um Rotor Laval nao amortecido:

mi, + ky, = em((p) senp — Geos )
miy + kzw = —cm{{p2 cos p + Pseny)

I @ =T 4 ck(zysenp + yy cos )

A inclusdo do atrito seco exige um estudo prévio de seu comportamento, principalmente guanto
ao sinal, de acordo com as velocidades resultantes nos pontos de contato, para depois integra-la as
equacbes Iniciais.

Define-se para a Fig.4.3:

s A B ,C,D = pontos de contato entre os roletes e o disco.

o L = raic da circunferéncia sobre a qual estdo os roletes.

» r; = distincia entre o centro do disco (W) e os pontos de contato.

e 3., 2w = velocidades de vibragio do ponto W nas respectivas diregoes y e z.
e ¢» = velocidade angular ou velocidade de rotagao do disco.

As demais varidveis j& foram descritas no Capitulo 3 (Fig. 3.2).

Fez-se, entdo, um estudo de sinal de acordo com as velocidades resultantes nos pontos 4, B, C,
D da Fig.4.3, dadas pela equagao

vi=v, o xry 1=1,2,3,4 (4.1)

onde:

s »; = velocidade resultante no ponto de contato t.

s vy = velocidade do centro do disco W ( Gy, Zw)-

s ¢ = velocidade angular ou de rotagio do disco.

s r;1=1,2,34 = distincia do ponto W aos pontos A,B,C, I}, respectivamente.

As distancias r; sdo, vetorialmente:

ry = (L — yw)éy - zp€;

rg = —yyby +{L— 2u}é; (4.2)
rg3 = ~(L+yu)éy — 2w,

ra = —yYuby — (Lt 2w)é.
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Portanto, para o ponto A tem-se:

éz éy z
1 :(g}wéy-i-z'wé;}—{— det @ 0 0
0 (L—1wu) Zw

v = (Yo + 920 ey + (fu +P(L - yo)les

Analogamente, para os pontos 5, C, D:

vy = (wa - ‘P(L - zw))éy + (3w - ﬁbyw)éz
v3 = (Y +Pz0)éy + (20 — S(L + 1w))é: (4.3)
vy = (Yo +O(L + 20))8y + (2w — 1 w)Ez

A estas velocidades devem-se subtrair as velocidades relativas do sistema adicional que, possuindo
fixacdo flexivel, possui velocidades de vibragao g, e z, nas respectivas diregoes y e 2.
. i -
As velocidades resultantes v; serdo, portanto:

v = (o + 97w — )by + (G +9(L — vu) — 2)é
vy = (fu— P(L = 2u) = Ge)éy + (G — Pl — 2c)és
vy = (G + Pow — Ge)by + (w — PL + vu) — 20)é: (4.4)
v = (Gu+ (L +20) — §)Eg + (Gu — U — )

onde:
¢ U, 2. = velocidade de vibragao de sistema adicional nas respectivas direcoes y e z.

f 4 . + - .
Os pontos A e C (v, e vy} localizam-se sobre ¢ eixo y. Assim, suas velocidades resultantes em
£, se relacionam com a rotacio dos roletes, sendo desprezada sua influéncia sobre a forga de atrito.
Para estes pontos, o sinal da forca de atrito ¢ dade pela componente em é,:

(gw‘i'&;’zw_!:’c)((] Fav>0
(T + ¥z — yc) =0 Fa,, =0 (1.5)
(ﬂﬂ' + ‘:bzw - yc) > ] Fa, < {

. PR - ! ’
O mesmio raciocinio se aplica aos pontos B e D (v, € vy)

(Gu — pyo —2) <0 Fy >0
(::'w - 'r":"tw - zc) =10 Fa, =0 (*16)
(iw_(;byw_éc)>0 Fa,‘<0

Desta forma, inclui-se o atrito seco nas equagdes {3.9) e (3.6), bem cemo o momento gerado por
cstas forgas na equagio (3.7):
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iy + kyw = 2Fs, + em{{$) senp — @ cos @) (4.7

miy, + kzy, = 2F,, — cm(($)? cos o + Pseny) (4.8)

I = T+ ch(zu 50n0 4+ Yy <05 9) + 2Fa (20 — 08 p) = P (g + csng)  (4.9)
mie + key. = —2F,, (4.10)

mz, + kez, = —2F,, (1.11}

Como o sistema adicional ¢ flexivel, as forgas de atrito em y e z transmilem movimento vibratdrio
ao mesmo, dai o aparecimenio das equagdes (4.10) e (4.11) excitadas apenas pelo atrito.

As equagdes (4.7) a (4.11) serdo igualmente integradas pelo método computacional Shampine-
Gordon, sendo as caracleristicas do rolor as mesmas descritas no Capitulo 3.

4.1.1 Resultados obtidos

O modulo da forga de atrito aplicada ao sistema foi obtidoe por uma equivaléncia entre a energia
dissipada pele amortecimento viscoso (¢/m) e a energia dissipada pela forga de atrito seco aplicada
sobre o disco do rotor (Apéndice A).

Iniciou-se o estudo numa condigac de torque minime necessario a ultrapassagem da ressonancia
em sistemas nao amortecidos (Capitule 3, item 3.2.3). A rigidez do sisterna adicional (k.) foi
inicialmente escolhida de forma que sua velocidade critica () fosse cinco vezes maior que a crilica
do rotor (w): w, = Buw.

Aplicou-se uma forga de atrito em mdédulo igual a 12,4N sendo o rotor acionado por um torgue
constante de {,6Nm.

Nota-se ndo haver grandes variagdes no modelo para ¢{t)} < w. Entretanto, a partir da velocidade
critica o sistema sofre mudangas acentuadas. Como foi visto no Capitulo 3, este torque 0,6Nm
era suficiente para ultrapassagem da ressonancia. Com a introdugio do torque da forga de atrito
na equagao {4.9), os torques dindmicos ou inerentes ao sistema superaram o valor do torque de
acionamento. Deve-se observar uma tendéncia da aceleragdo angular, que sofre uma queda apos
atingir a velocidade critica, em oscilar em torno ocu préxima a zero (Fig.4.6). Com esta queda da
aceleragio, ocorre conseqiiente perda de encrgia de rotacio e a velocidade angular, apds ultrapassar
um pouco a critica, sofre mna ligeira queda, entrando em batimento na ressonancia (Fig.4.4). Como o
sistema adiclonal retira mats energia de rotagio do rotor, ou dissipando-a pelo atrito ou transferindo-
a ao sistema adicional na forma de vibragao, estacionando o rotor na ressonéncia, ocorre um jé
esperado aumento acentuado e progressivo da amplitude de vibragao (Fig.4.5), ou seja, este torque
nao € mais suficiente para ulirapassar a ressonancia.

E interessante notar o comportaniento da velocidade resultante em g, dada pela equagio (4.5),
a qual atinge um valor maximo ac mesmo tempo em que a velocidade de rotagio apresenta um pico
muito suave (Figs.4.4 e 4.7}. Quando a velocidade de rotagio do rotor cai e esfaciona no seu valor
critico, a velocidade resullante também sofre uma queda, passando a oscilar num nivel mais baixo
de amplitude.

A velocidade de vibragao do sistema adicional (Fig.4.8) tem uma influéneia ténue neste caso,
pois sua ordem de grandeza é bem imenor que as demais parcclas da velocidade resultante lalvez
nela relagio we = Hw ser decorrente de um elevado valor de k..
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Figura 4.4: Velocidade de rotagzo ¢(t) x tempo (T'= 0,6Nm e F, = 12,4N}).
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Figura 4.5: Deslocamento y{t) % tempo (I' = 0,6Nm e F, = 12,4N).
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Figura 4.7; Velocidade resultante V!; x tempo (T = 0,0Nm e F, = 12,4N).
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Figura 4.8: Velocidade de vibragao do sistema adicional g(1) x tempo (T' = 0,6Nm e F, = 12,4N).
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Figura 4.9: Velacidade de vibragao do rotor g(t) x tempo (7' = 0,6Nm e Iy = 12,4N).
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A medida que sc fornece mals energia ac sistcma, ou seja, ammentando-se o torque de aciona-
mento, a velocidade de rotagao passa a alcancgar valores mais elevados apds ultrapassar a critica,
demorando mais para cair e cstacionar na ressonancia. A Fig.4.10 mostra a velosidade de rotagio
para uma acionamento de 1,2Nm e 1, 5N m, respectivamente.

10

1,5 N.m

B NN,

20 AL

_/'\_/-\_m\\_/’_\ \ \/\
N

)
'é—: / o S A
1 f Py / 1,2 N.m
e
0 N 1 3 t (s}

Figura 4.10: Velocidade de rotagio ¢(t) x tempe(F, = 12,4N}.

O comportamenio geral descrito até aqui permanece o mesmo.

O mesmo efeito pode ser obtido enrigecendo-se o sistemna, ou aumentando-se o valor de k., ou
seja, quanto mais rigido for o sistema, melhor serd a curva de velocidade de rotacio que passard a
atingir valores mais elevados, pois menor serd a energia de rotagdo perdida para o sistema adicional
na {forma de vibrag3o.

As Figs. 4.11, 4.12, 4.13 mostram o comportamento do sistema adicional (y.) para diversos
valores de rigidez (k.), tais que w, = 3w, bw, 10w, respectivamente (F, = 12,4N).

Quanto maior ¢ valor de k., menor a vibragio do sistema adicional e melhor a curva de velocidade
de rotagao do rotor, conforme Fig.4.14.

Contudo, esta melhora no comportamento de velocidade de rotagao nao elimina a instabili-
dade gerada pela forga de atrito, ¢ & amplitude de vibragdo continna aumentando indefinidamente
(Fig.4.15).

A seguir, mostra-se que o comportiamente de sistema global quando a fixagho do sistema adicional
¢ rigida, é praticamente o mesmo que para fixagio flexivel com w, = bwe 10w,

Passa-se, entdo, a trabalhar com sistema rigido, que fornece resultados melhores pois a rigidez
ke é maxima. Além disso, reduz-se dois graus de liberdade no equacionamento matemitico, o que
simplifica consideravelmente o trabalho, bem coino reduz o tempo computacional.
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Figura 4.11: Velocidade de vibragdo do sistema adicional v.(1) x tempo (T = 1,5Nm e w, = 3w).
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Figura 4.12; Velocidade de vibragdo do sistema adic #:(1) x tempo (T = 1,5Nm ¢ w, = dw}.
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Figura 4.13: Velocidade de vibragao do sistema adicional g.(1) x tempo (T = 1,58 m e w, = 10w).
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Figura 4.14: Velocidade de rotagio &{t) x tempo (T = 1,6Nm e F, = 12,4N).
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Figura 4.15: Deslocamento y(t) x tempo (T = 1,5Nm, w, = 10w, F, = 12,4N).

4.2 Sistema Adicional com Fixacao Rigida

Neste caso, faz-se K, tender a infinito no modelo 2.2, desaparecendo com isso o cardter vibratdrio
do sistema adicional (#., z.). O sinal da forga de atrito é, agora, dado pelas expressdes de velocidade
resultante nos pontos de contato A, B, C, D, conforme equagio {4.3).

Para os pontos A e C (v, e v3):

(G +P20) <0 Foy >0
(o +020) =0 Fo, =0 (4.12)
{the + 920} >0 Fq, <0

Analogamente, para B e D (v2 € va):

(iw_ﬂéyw)((] FG:>0
(Go — $) =0 Fo, =0 (4.13)
(24 — $9u) >0 Fo, <0

As equagdes de movimento sio idénticas &s equagdes (4.7), (4.8}, (4.9), sendo que doravante
trabalha-se novamente com trés graus de liberdade.

4.2.1 Resultados obtidos para regime estaciondrio

Inicialmente, fez-se um estudo em regime estacionario (7 = ) para sistema nfo linear, com
velocidade inicial de rotagdo igual & critica. Compara-se o comportamento do sistcma nio ainorte-
cido com o do mesmo sislema quando sujeilc ao atrito seco, nesle caso acoplado desde o inicio do
movimento {f = 0) (Figs.4.16, 4.17, 4.18).
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12,4N.
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No sistermna nio amortecido, a velocidade de rotagao permanece oscilando em torno da velocidade
critica. Quando se introduz o atrito seco no sistema, a vclocidade de rotagao deixa de oscilar e
seu valor passa a cair suavemente (Fig.4.16). A aceleragao angular, que no caso nao amortecido
apresenta ténue oscilagdo em torno de zero, permanece constante ¢ nula no caso com atrilo seco
{Fig.4.18), sendo a queda da velocidade de rotagao devido & dissipagio de energia causada pelas pao
lincaridades impostas pelo atrito.

A Fig4.17 mostra uma atuagio favoravel do atrito seco com relagio a reducio de amplitude de
vibragio na resscnincia em regime esiaciondrio, pois neste caso esta redugdo foi de cerca de 50%.

Estudon-se, também, a influéncia do atrito scco no comportamento do sislerna quando este €
introduzido num instante qualguer, ndo nulo (t # 0). O comportamento do sistema passa ime-
diatamente do caso a) para o caso b) das Figs.4.16, 4.17, 4.18 anterjores, sendo que a aceleragac
angular apresenta pequenas perturbagbes, nao sendo mais perfeitamente nula (Fig.4.21), enguanio
que a eficiéncia do amortecimenio é muilo inferior av caso anterior, pois a redugdo da amplitude
de vibracio é muito pequena. Uma vez que ocorre um choque instantdneo no sistema quando da
introducdo do atrito, pode-se considerar a hipdtese de que isto prejudicaria a atuagio do mesmo
como amortecimento, nio permitindo reduzir de forma significativa o nivel de vibracdo do rotor
(Fig.4.20).

Para este estudo, imaginou-se o acoplamento do sisiema adicional parai = 1s (Fig. 4.19).
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Figura 4.19: Velocidade de rotago ¢{t) x tempo (F5 = 12,4N em t = 1s}).

Assim, deve-se procurar iniciar o movimento com o sistema adicional ja acoplado, a fim de obler
melhor eficiéncia do amortecedor.
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Figura 4.21: Aceleragiio angular ¢(1) x tempo (Fp = 12,4N em { = 15).
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4.2.2 Resultados obtidos quando da aceleragao através da ressonancia

O primeiro passo desta analise foi verificar a semelhanga de comportamento entre este sistema e
os sistemas correspendentes com amortecedor fixado de forma flexivel para w, = 5w e 10w. Verifica-
se esta semelhanga através das simulagdes obtidas a seguir.

102

w b == — —
1
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Figura 4.22: Velocidade de rotagho (1) x tempo (T = 1,5Nm e F, = 12,4N).
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t (s}

Figura 4.23: Deslocamento y(1) x tempo ("= 1,58 m e F, = 12,4N}.

Analogamente ao itemn 4.1.1, obscrva-se o aumento do nivel de oscilagao da velocidade resul-
tante {Fig.4.25) juniamenie com o crescimento da velocidade de rotagao (Fig.4.22) apds cruzar a
ressonancia, e sua posterior queda para um nivel de oscilagio bem mais baixo quando a rotagio do
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Figura 4.25: Velocidade resultante Vy, x tempo (T = 1,5Nm e Fy = 12,4N).
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Figura 4.26: Deslocamento angular (1) x tempo {T' = 1,5Nm e F, = 12,4N).

elxo estaciona em sua velocidade critica.

0 mesmo comportamento anterior verifica-se para a aceleragao angular ¢(t), cujo valor médio
cal progressivamente até que num dado instante passa a oscilar em torno de zero (Fig.4.24). Neste
instante a velocidade de rotagao é igual a critica do rotor e, como o torque dinamico do sistema
deve ter aproximadamente o mesmo valor do torque de acionamento {aceleragdo em torno de zero),
a velocidade permanece, entao, na ressonancia.

Um efeito semelhante ao da variagio do torque de acionamento Fig.(4.10) pode ser obtide pela
variagao do mddulo da forca de atrito, ou ainda, variando-se a for¢a normal. As Figs.4.27 a 4.31
mostram este efeito para forgas de atritc de 6N e 24N,

Comparando-se as curvas entre si e também com os resultados obtidos anteriormente para atrito
de 12,4N, vé-se que o aumento da for¢a de atrito acentua seu efeito instabilizante sobre o sistema
bem como a dissipagio de energia, pois a velocidade de rotagao cal mais rapidamente para o valor
critico (Fig.4.27b) influenciando a velocidade resultante que sofre uma reducao do seu valor méiximo,
caindo mais rapidamente para o nivel inferior de vibragao (Fig.4.30b). Conseqiientemente, o avango
do angulo de rota¢io ¢ mais lento (Fig.4.31b) devido & deficiéncia causada & aceleragdo angular,
que passa a oscilar com frequéncia muilo maior préxima ou logo abaixo de zero (Fig.4.29b). b
interessante que a instabilidade do movimento vibratério, apesar de mais acentuada, aparece com
um pequenc atraso apds a ultrapassagem da ressonancia {Fig.4.28b}. Da mesma forma, a redug¢ao
da forca de atrito diminui a dissipagio de energia e, conseqiientemente, as instabilidades sdo muilo
ténues (Fig.4.28a), embora aqui j& aparcqam duranie a passagem pela velocidade eritica. Neste
caso, quanto menor a forga de atrito, mais o comportamento se aproximard do caso nie amortecido
e menores serio as instabilidades. Porém, deve-se notar pelas Figs 4.28 e 4.23 que, no instante cm
que o rolor alcanga a velocidade eritica {I.), a amplitude de vibragio y(i} sera menor quanto maior
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Figura 4.27: Velocidade de rotagiio (1) x tempo (T = 1,5Nm}): a) Fy = 6N; b} F, = 24N
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for a forqa de atrito, Surge dai, um compromisso cntre a forga de atrito, amplitude de vibragao
na ressonincia e velocidade de rotagio, ou seja, o valor da forca de atrilo nao pode ser muilc
baixo a ponto de niio provocar amortecimento satisfatério, nem muito alto a ponto de prejudicar
a accleragio do sistema e conseqiientemente a velocidade de rotagio. Maiores considerages a este
respeito sero feitas adiante. Deve-se acrescentar que, como mostram as simulagoes anteriores, o
efeito da variacio da forga de atrito ndc obedece um critério de lincaridade.

4.2.3 Efeito do amortecimento viscoso sobre o sistema sujeito ao atrito
seco

Estuda-se aqui o efeito de um amortecimento viscoso (¢/m) bem pequeno, atuando sobre o ¢ixo
do rotor e analisa-se sua influéncia sobre o sisiema sujeito ao atrito seco.

Para tanto, utilizou-sc um fator de amortecimenio viscoso £ = 0,005, sendo este amortecimento
proporcional as velocidades de vibragao do ponto W ($, 2w ), nas diregbes y e 2.

As Figs.4.32 a 4.34 mostram os resultados obtidos para um torque de 1,5Nm ¢ uma forca de
atrito de 12,40,

2
3 10
'_|ﬁ J—\.f'-w‘-m—"' Rl
l v f \v‘\’\’\w
o2y —
)
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0 L I L 1 L 1 oy i
0 1 5 t (s}

Figura 4.32: Velocidade de rotagdo ¢(f) X tempo (T = 1,3Nm, F, = 12,4N, £ =0,005).

A agio conjunta do atrito seco com um pequeno amortecimento viscoso, apesar de nao modificar
as caracteristicas gerais do sistemna, minimiza os efeitos instabilizantes do atrito (Figs.4.23 e 4.33),
dissipando menos encrgia, pois a queda da aceleragao angular é mais lenta dentro do mesmo intervalo
de tempo considerado (Figs.4.24 e 4.34). Conseqitentemente, a velocidade nao chega a estacionar
na ressonancia neste periodo (Figs.4.22 e 4.32).

Comoe nio foi considerado wm efeito amortecedor dos roletes, pols cstes na realidade o introduzem
no sistema, pode-se esperar um melhor comportamento do rotor do que es simulades aqui.

58

uNICAR TP 'l
aIBLIDTECA rENTREL ;



5t (s)

Figura 4.33: Deslocamento y(t) x tempo (T = 1,6Nm, F, = 12,4N, £ = 0,005).
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Figura 4.34: Accleragio angular () x tempo (T = 1,5Nm, F, = 12,4N, £ = 0,005 }.



4.2.4 Atrito seco atuando somente na regiao da ressonancia

Teniou-se aqui climinar as instabilidades geradas no sistema acoplando e desacoplando o sistema
adiconal na regido da ressonancia ou apenas desacoplando-o apds a velocidade critica no caso de estar
acoplado ja em{ = 0. Ao conirario do caso estaciondrio, o controle de acoplamento/desacoplamento
do alrito seco sera feilo pela velocidade de rotagdo e nao pelo tempo, pois € muito mais cocrente
definir a regiao de ressonéncia pela velocidade de rotagio.

Foram simulados dois casos:

caso a) o amortecedor ¢ acoplado a w, = 100rd/s e desacoplado a wg = 140rd/s.

caso b) o amortecedor é engatado desde o inicio do movimento (¢ == 0) e desengatado também em
wq = 140rd/s (Figs.4.35, 4.36, 4.37).
10?
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Figura 4.35: Velocidade de rotagao ¢{t} x tempo (T = 1,58 m).

Conforme o caso estaciondrio (Figs. 4.19, 4.20, 4.21), o choque provocado pelo engate da forga
de atrito a uma dada velocidade prejudica a eficiéncia do amortecedor (Fig.4.36). Além da redugao
da amplitude de vibragio ser maior no caso b), nota-se que no caso a} surgem oscilagdes mais
acentuadas em 1,. Quando o amortecedor é engatado em 1 — 0, estas oscilagbes somente serio
visivels graficamente apds a ressonancia. A aceleragdo angular também apresenta um nivel de
vibragdo menor no caso b), Fig.4.37.

Quando se retira ou desacopla a forqa de atrito do sistema, as instabilidades sdo climinadas.
Quanto mals préximo & velocidade critica for desacoplado o amortecedor, menor sera a amplitude
de vibragdo resultante, Porém, existe um valor limite para a velocidade de desacoplamento {wa)
tanto do ponte de vista pratico como da simulagiio. Nos resultadoes obtlidos, verificou-se que para
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Figura 4.37: Aceleracio angular $(1) x tempo (T = 1,5Nm}.
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desacoplamentos em rotagoes abaixo de 140rd/s ndo se obtém melhora de comporiamento, ou seja,
nao se consegue maior redugio da amplitude de vibragao. Na prdtica, lorna-sc dificil pensar numa
realizacio experimenial com acoplamento efou desacoplamento dentro de faixas muito estreitas,
pois a variagdo entre a velocidade critica ¢ a velocidade de desacoplamento, no caso 140rd/s, ocorre

em razdo de segundos.
Cahe comentar que aumentando-se a for¢a de atrito, consegue-se melhor redugio da amplitude

de vibracao, embora isio imnpligue ern possiveis problemas construtivoes.
Observa-se nas Figs.4.38 e 4.39 a reducio de amplitude de vibragao para uma forca de atrito de
24N e acionamento T = 1,5/Nm.

1072

{m)

v (&)

Figura 4.38: Deslocamento y{t} x tempo (sistema ndo amortecido}.

Neste caso, ¢ amortecimento foi cerca de 50% aproximadamente. No exemplo da Fig.4.36b, a
redugdo foi de cerca de 36%.

Além das limitagdes fisicas jd expostas em 4.2.2, existem algumas limitagdes construtivas para o
caso de aumento da forga de atrifo. Existe um valor maximo admissivel para o esfor¢o normal sobre
os roletes de forma que nio ocorra esmagamento de sua superficie, o que acarretaria problemas como
deformacdo permanente, efeitos de plasticidade ou atrito de rolamento. Este tltimo, prejudicando
muito o sistema, pois introduziria mais torques negativos na equagao de momento, dissipando maior
energia cindtica de rotagao, efeito este nio considerado no modelamento.

Se o valor do coeficlente de atrito fosse p# = 0,6 para produzir uma for¢a de atrito de aproxima-
damentle 12N seria necessirio um esfor¢o normal de 20N, Isto significaria, para cada par de roletes,
um csfor¢o normal de 10N por rolete, o que ja é um valor razodvel, dependendo, contudo, das
dimensdes dos roletes. Seguindo o mesmo raciocinio, para uma for¢a de atrito de 24NV necessitar-
se-ia de 40N de esforco normal, o que representaria 20N/rolete. Neste 1iltimo caso, o valor talvez
seja um lLante excessive, pois os roletes nae podem ser muito espessos wina vez que no modelamento
considerou-se apenas um ponto de contato para cada rolete. Nestes casos, pode-se optar por uma
forma construtiva com maior nimero de roletes nas diregdes y e = {Fig.4.40). Nesta figura tem-se:

e A, Ay, Ar... = pontos de contato dos roletes & direita do eixo y.

« C,C4, Co... = pontos de contalo dos roletes & csquerda do cixo y.

62



e efc ...

As respectivas distancias dos roleles ao centro & do plano yz néo interferem no equacionamnento
para este modelo, conforme equagdes (4.7), (4.8), (4.9), nein nas velocidades resultantes responsaveis
pelo sinal da forga de atrito (equagdes (4.12), {4.13)). Esta é, portanto, uma possivel solugao para
o problema.

No Capitulo 5, faz-se um estndo de estabilidade do sistema, bascando-se numa relagao de
equivaléncia cnire atrito seco e alrito viscoso {Apéndice A). Uiilizou-se o método proposio por
Miiller [22], complementando a anilise com o calculo de autovalores para sistemas fixados flexivel
ou rigidamente.
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64

t (s)



Capitulo 5

ESTUDO TEORICO DE
ESTABILIDADE

Este estudo é interessante no sentido de fornecer informagdes sobre tendéncias de comportamento
do sisterna, permitindo uma comparagio de resultados com os obtidos nas simnlagdes do Capitulo
4,

5.1 Descricao do Método

O méiodo de andlise utilizado é o proposto por Peter C. Miller [22] para sistcmas M — D — G —
K — N. Sabe-se que, numn modelo completo, a equagio matricial homogénea é:

[M)E(2) + [D + Gle(®) + [K + N]z() =0 (5.1)
onde:

M = matriz de massa do sistema.

e D = matriz de amortecimento (simétrica).
e ( = matriz de forgas giroscdpicas (anti-simétrica}.
e

e K = matriz de forgas conservativas dependentes da posigio (stmétrica).

s N = matriz de forcas nio-conservatlivas dependentes da posi¢ao (anti-simétrica).

z{1), (1), 3(t) = vetores deslocamento, velocidade e aceleragdo, respectivamente.
Segundo Miiller, o sistema M — D — & — K — N apresenta cstabilidade assintética quando:

K=FKt>0 .
D=D">d, >0 (5-2)

onde:

o K* D' = transposias das matrizes K e D.
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s | = mairiz identidade.

o d, = %:f:f,f(gmaz + V054 + AMimazkmin).

sendo:

Mmar = mazd{M) i=1,..., f.

Trnaz = m-az)\i(Gf) 1= 1,... ,f.
bmin = min;(K) i=1,...,f.

Tnar = maezX(N;) i=1,...,J.

maz, min A($) = méximo ou minimo autovalor da matriz (Al — 5).

e f = ndmero de graus de liberdade,

Sabe-se, ainda, que una matriz henmitiana real (H = H') é positiva definida, ou H = H* > 0,
se todos o5 scus autovalores X;(J/} sio positivos e no nulos [15].

Antes de aplicar o método proposto, faz-se uma linearizagdo do ststema com amnorlecimento
viscoso equivalente.

5.2 Amortecimento Viscoso Equivalente

Utilizou-se o mesmo modelo 2.2 proposto no Capitulo 2, sendo que, ao invés do atrito seco,
introduziu-se atrito viscoso no sistema. Este dltimo é representado por um coeficiente de atrito
viscoso f, que multiplica as correspondentes velocidades de escorregamento resultanies nos pontos
de contato A, B, C, I}, da Fig.4.3.

5.2.1 Amortecimento por atrito viscoso com fixagao flexivel

. t i ] ] - -
As velocidades resultantes Vi, Vo, V,, V, foram dadas no sistema de cquagdes (4.4).
Multiplicando-se estas velocidades pelo coeficiente fo € lembrando-se que ¢ alrito viscoso tem sinal
contrario ao das mesmas, oblém-se as equagdces de movimento do sistema, neste caso:

Mt + ki = ~2Fa (G + P20 — #e) + em(($) senp ~ G cos ) (5.3)
miy 4 by = —2fal30 + Py — 3c) — em((p)” cosp + seny) (5.4)
Mo + ke = 2faltho + 70 — ¥e) (5-5)
mee + keze = 2falfw — P = e) (5.6)

I = T+ ke(zy seng + yu c0s @) = 2 fo (G + P70 — e )7 — € cos @)+ 2 falZu — P — o) (e +esCNE)
(5.7)
Linearizando-se para T = {:
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- € 2fa . . . 2f. ,. . .
B = S (rwsenp-t s 005 )% = 2% (G + 1) (70 —€ 005 0)+ L2 (G + $70 — §) (s +cs0np)
P mp® mp
(5.8)
Como ¢, Yy, 2w & p, pode-sc adotar aproximadamente ¢ = (. Neste caso, ¢ = & = cle ¢
=044
As equagdes lincarizadas sao:
iy + Ry = 200w + Q2w — ge) + em$sentlt
Mz, + kzy = =2fo(2y — Oy, — 2.) — omQ? cos (U 59
?ncﬁc +keye = Qfa(l}w + sz - yc) ( ’ )
Meie + keze = 2fa(Zw — QY — 20)
Rearranjando-as:
My + 2fatiw — 2fa¥e + kyw + 2faQ2y = emQZsenQ
Mete — 2fothw + 2fatte + keye — 2f202y =0 (5 ]U)
My + 2 0w — 2fote + b2y — 2f. 04, = —cnid® cos U :
mcgc - ‘zfaiw + zfaéc + kczc -+ Zfagyw = 0
Maftricialmente, tem-se:
[m 0 0 0 Yw 2fa -2fc 0 0 Yuw
0 m. 0 0 e —2f.  2f. 0 0 Y.
0 0 m 0 B (T o 0 2t —2f | ) g ( OV
| 0 0 0 m E 0 0 —2fa  2fa Ze
[k 0 2.5 0 Yo senCH
[] kc _QIQQ 0 yc — 2 0
tolene 00 k0 | a (T —cost
| 250 O 0 ke Ze 0

Identificam-se, entdo, as matrizcs, determinando os autovalores:

m 0 0 0
0 . 0 0

M= 0 n[; m 0 Az =m dsa=m
0 0 0 m,

2fa  —2fe 0 0
ot —21, 21 0 ]
D=D=1 0" 0 a5 —ar

0 0 —2fs  2fa

Ao =21, Az=0 Ay =4,

k0 20,0 0
. B 0 ko —-20,0 0
(K+N)=1| o0 0 ¢ 0
2.0 0 0 ke



. It necesséario aqui separarmos as matrizes X (simétrica) e N (anti-simétrica). Como toda ma-
triz pode ser escrita como sendo a soma de uma roatriz siméirica e uma anti-simétrica, procede a
solucio:

k 0 2faﬂ 0 k 0 ) A 0 G —Xa I
0 ke 2,0 08 | 0 ke oy O n 0 0 iy, 0O
—2f0 0 k 0 {7 |21 »n k D e -~y O 0
2f.00 0 0 ke o 00 k. —z2 0 0 0
onde:
L = 0
o zy = —2f,0
oy =y = —fufd
e 21 = fofd
. 2= _.faQ
Portanto,
I 0 0 f.&
b0k -2 0
E={ o o & o
fo2 0 0 k.
0 0 2,0 —f.Q
N 0 0 —F£0 0
—2f.Q f.Q 0 !
faf2 0 0 0

Contudo, a matriz D possui um autovalor nulo, sendo os demais positivos. Desta forma, é uma
matriz positiva semi-definida de acordo com a defini¢do dada no item 5.1, ndo se enquadrando nas
condigdes propostas pelo método em (5.2), onde as matrizes I e D devem ser positivas definidas.

Como esta € uma condigio necessaria e nao suficiente, nada se pode afirmar quanto a estabilidade
deste sistema.

Porém, realizon-se um estudo de aniovalores do sistema para dois diferentes valores de rigidez
tais que we = 3w ¢ Hw. O calculo foi feito por um programa ja existente que pede como entrada de
dados as matrizes M, (D + G), (K + N}, nesta forma.

Considerou-se a massa do sistema adicional flexivel (m.) ignal & massa do disco (m) e adotou-se
o valor do coeficiente de atrito equivalente f, = 6,283 (Apéndice A). As demais caracterfsticas do
sistemna s@io as mesmas descritas no Capitule 3, ftem 3.2.1).

As Tabelas 5.1, 5.2, 5.3 contéin os autovalores obiidos nos dois casos de rigider K, nas proxi-
midades da ressonancia {(w = 125,66rd/s).

Qs dois primeiros autovalores sao referentes as coordenadas do disco (yu, 2, ) enquanto que os
dois 1ltimos sic referentes ao sistema adicional (y.,z.). O valor imaginirio corresponde & parte
oscilatéria do movimento ¢ o valor real, ao amortecimento. A andlise ¢, entdo, feita sobre a parte
real do autovalor, pois quando csta ¢ negaliva, o sistema ¢ assintoticamiente estével e quando é
positiva, o sistema ¢ inslavel.
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w, = dw = 376,98rd/s we = bw = 628,30rd/s
~6,2607 & 125,704 —6,2591 = 125,67i
—4,155 x 1072 £ 125,661 | —4,154 x 10=2 + 125,661
—-8,1494 & 376,03i " —3,1497 £ 628, 27:
—3,1484 & 376,89; —3,1496 & 628, 251

Tabela 5.1: € = 124rd/s estével,

we = 3w = 376,98rd/s we = bw — 628,30rd/s
—6,3022 4+ 125,701 —6,3007 £ 125,67

1,5259 x 10_5i125,665 2,130 x 10~° + 125,662
—3,1494 & 376,934 -3,1498 + 628, 27¢
—3,1483 + 376,894 —3,1465 X+ 628, 254

Tahela 5.2; §1 = 125,0606rd/s instavel.

Das Tabelas 5.1, 5.2, 5.3 obscrva-se que a instabilidade surge muito ténuc na velocidade crfiica,
acentuando-se 3 medida que a velocidade de rotagio aumenta além da ressonancia, em ambos os

CAB0E.

Verifica-se ainda que, para w, — bw, a instabilidade é menos acentuada na velocidade eritica
($t = 125,66rd/s), pois o autovalor é menos positivo neste caso.

Isto vem de encontro s conclusSes anteriores de que quanto mais rigido for o sistema, melhores
serdo as respostas obtidas. Nota-se, ainda que o sistema adicional nfo é afctado nesta faixa de
rotacdo, pois 0s autovalores praticamente ndo mudam (movimento estével).

Em seguida, o mesmo estudo serd aplicado ao sisterna adicional com fixagdo rigida, comparando-
s¢ os resultados.

5.2.2 Amortecimento por atrito viscoso com fixagao rigida

Neste caso, as velocidades de escorregamento resultantes Vi, Va, Va, V; foram dadas pelo sistema
de equacdes (4.3}, sende as equacdes de movimenio:

Wiy + kyw = ~2fa(P + 92w ) + an(($) seng — Geos @) (5.12}

My + ko = ~2faf — %) — am(($) cos g + Bseny) (513)

LG =T+ ke(zy scnp+ Yy €05 0) = 2f o (G + 920 (7w — € €05 ) + 2£5 (24 — Gl ) (B + cseR0) (5.14)

w, = 3w = 376,98rd/s we = bw = 628,30rd/s
—@,3609 4 125,707 06,3504 L 125,67¢
5,8676 x 102 £ 125,667 | 5,8680 x 10~ %+ 125,667
—3, 1494 £ 376,937 —3,1498 4 628,277
—3,1483 £ 376, 89¢ -3, 149006 + (628, 251

Tabela §.3: @ = 128rd/s instdvel.
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Fazendo T = 0 e desprezando-se os torques dindmicos das forgas de restituicao e das forgas de
alrito viscoso, obtém-se as equagdes lincarizadas:

M + ke = —2fa(f + Qzw) + omQEsenft (5.1

My + k2w = ~2fa{tw — Syw) — em? cos Q 5.15)
Rearranjando as equagoes:

ndhe + 2fathw + Ftw + 22020 = cmQZsen(lt 516

mi:'w + an-é'w + .L’Zw - 2fle':"J"t.i.r = —emQ? cos (U ( . )

Escrevendo-as matricialmente:

m 0 o 2fs 0 Y k 2f.8 Yo | _ sen{di
[o m]{ by }”[ 0 2fu]{ by }+[—2faﬂ ko ]{zw }—‘mm{ —cosQi}

(5.17)
Jdentifica-se, portanlo, as matrizes:
m 0
=7 al
_|2fa O _

E 0
I{Z[O k]z\l,2=k>0

[ o 2n0
N_[-—Zfaﬂ 0 ]

De acorde com o método descrito em 5.1 as matrizes simétricas A e IJ sdo positivas definidas:
K=Ki>0eD=D>0.
Passa-se, entfio, ac calculo de d,:

(Af—ﬁ{):[)\-am AEm]:()\v—-m)g:(} Alz=1m Mgy =m
ar-r=[ 2 oE O[S0 0 hamk k=
(M —iN) = [ Qf*m Aot ] SN 4f207 20 A = 2f0 A= —2/aR Ppnes = 2£,0

"-rn(lr ; "
dO - 41?"‘“101""’”1!‘“ pOIS gniﬂl‘ = 0

- 2’“‘"]“‘"



28 - 2fu82
dy, = ok Viam == (5.18)

De acordo com o crilério de estabilidade:

_pi—[% O =0 ]
pop= [ 0 ][ L |—arno

w

Portanto, para f, #0: 2f, > %ﬂ

Q<w (5.19)

Ou scja, o sislema apresenta estabilidade assintdlica somente para rotagdes abaixo da velocidade
critica. Para @ > w, o sistema lorna-se instavel, conforme as Figs.5.1, 5.2, 5.3.

Para rotagdes abaixo da velocidade critica (Fig.5.1) a atuagho do amortecimento por atrito
viscoso € praticamentie desprezivel do ponto de vista da amplitede de vibragio, que permancce a
mesma. Entrelanto, a curva lorna-se mals suave com o amortecimento.

Por outro lado, este mesmo atrito viscoso causa forte instabilidade no sistema quando funcio-
nando além da ressenancia (Fig.5.3).

Fez-se aqui o mesmo estudo de autovalores visto em 5§.2.1 nas proximidades da ressonancia
(Tabela 5.4).

w = 124rd/s estavel
—6,2584 £ 125,661
—~4,1526 x 10~% & 125, 66i
w = 125,66rd/s instdvel
—6,3000 £ 125,667
2,8610 x 10~° £ 125,664
£ = 128rd/s instavel
—6, 3587 + 125,66{
5,8661 x 162 + 125,66

Tabela 5.4:

E interessante comparar este resultado da Tabela 5.4 com aqueles obtidos nas Tabelas 5.1, 5.2,
5.3 para w, = bw, referentes a y, e z,. Confirma-se, desta forma, a recomendagao construtiva de
w, = bw para o sistema em quesldo, pois os autovalores sdo praticamente os mesmos P " esle caso
e para o caso flexivel.

5.3 Estudo de Autovalores para Sistema Nao Linear com
Atrito Seco

Fez-se aqul o mesmeo cédlculo de autovalores feite em 5.2. Porém, como as equagdes nio sio
lineares, o cdlculo dos autovalores foi feito ponto a pento para valeres de v, ¢ ¢ Fy - As equagdes
(4.7), (4.8), (4.9) [oram escritas matricialmente da seguinte forma:
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Figura 5.1: Deslocamento y(t) % tempe (v = 50rd/s): a) fo = 0; b) f = 6,283.
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Figura 5.3: Deslocamento y(1} X tempo (w = 250rd/s): a) f. = 0; b} fo = 6,283,



m 0 emcose Y 0 0 —compseng Vw
0 m emseny 2w ¢+ | 0 0 ompcosyp Zy 4 (5.20)
| 00 Ip P 00 0 )
[ k 0 0 Yuw 20,
0 k 0 Zy ¢ = 2F,,
| —kecosp+2F,, —kesenp —2f,, 0 7 T — 2F, ecosp — 2F,, csenyp

O exemplo estudado € o referenie as Fig.4.22 a 4.26 com acionamento 1,0 m ¢ forca de atrito
12,4N. As matrizes de entrada sdo:

2 0 0,002cos¢
M=10 2 0,002senyp
0 00,0056

0 0 —0,002pseny
(D+G)=10 0 0,002¢cosyp
00 0

31580 0 0
{(K+N)= 0 31580 0
—31,58cosp + 2F;, -31,58senp —2F,, 0

Determinam-se os autovalores atribuindo os valores das varidveis das matrizes em cada ponto
Integrado préxime a critica. A tabela 5.5 mostra os resultados obtidos para os antovalores.

PONTOS AUTOVALORES
¢ = 1055° —1,846 x 1072 4 125,671
P =99rd/s | —5,9307 x 10~ & 125,66¢
Fa, = —12,4N 3,6951 x 10~2
F,, =12,4N 0
p=1107° —~1,0073 x 10~% + 125,667
p»=101,7Trd/s | —6,2167 x 1673 4 125, 66i
F,, =12,4N 1,2486 x 10~*
F,, = —12,4N 0
» = 1289° 3,4034 x 1075 £ 125,661
o =109,7rd/s | —6,038 x 1073 4 125,664
Fo, = 12,4N 1,2013 x 102
Fo, = —12,4N 0
@ = 1553° 2,2169 x 10~2 £ 125,667
p=120,4rd/s | 4,7088 x 10~° £ 125,661
Fa, = —12,4N 4,4324 x 1072
Fo., =12,4N 0
Tabela 5.5:

Obscrva-se para os dois primeiros valores referentes ds coordenadas (i, 74 ) que a instabilidade
. aparece, embora ténue, para uma rotagio de 109rd/s, um pouco abaixo da eritica, tornando-se mais
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acentuada & medida que sc aproxima da ressonéncia (¢ = 120rd/s), pois os autovalores ficamn cada
vez mals positivos,

Os dois dltirmoes autovalores correspondem ao &ngulo de rolagao ¢, dal o fato de possuirem apenas
a parte real, O autovalor nulo indicaria um modo de corpo rigido, que pode ser devido as linhas e
colunas nulas nas matrizes (D + G) e (K 4+ N).

No Capilulo 8, algumas consideragbes foram fcitas para o caso de desaceleragio através da
ressonancia, principalmente quande devido as perdas ou torque resistivo.




Capitulo 6

DESACELERACAO -
RESULTADOS

O preblema da desaceleragio de uim rotor através da sua velocidade critica tem recebido pouca
alengdao em vista do correspondente problema da aceleragio através da ressondncia.

Como as maquinas mais se danificam na tentaliva de aceleragio além da critica, o que j3 ocorre
bem menos na desaceleragao, esta ltima tem sido de menor interesse.

Faz-se importante aqui a andlise da desacelera¢io de um rotor devido somente & acio das per-
das (equagdo (3.37}). Considera-se o sislema em movimento além da ressonincia, assumindo-se
as condigdes inicials neste instante. Retira-se, entdo, a fonte de energia ¢ dcixa-se o sistemna
movimentar-se Jivremente. O efeito das forgas resistivas faz com que a velocidade comece a de-
creseer, comno ja foi visto no Capitulo 3, item 3.3.

Alguns trabalhos anteriores {3,5,14], mostram que na desaceleracio através da ressondncia a
amplitude de vibragéo cstd associada & variagdo da velocidade angular da mesma maneira que
na aceleragao. Desta forma, a amplitude aumenta quando a rotagio é ignal & velocidade critica,
atingindo um valor maximo. Quando a velocidade cai abaixo da critica, o sistema continua vibrando
com uma amplitude um pouco inferior ao valor maximo atingido. As Figs.6.1, 6.2, 6.3 mostram o
comportamento do mesmo sistema estudado até aqui, ndo linear e ndo amortecido, quando sujeito
4 agao das perdas (torque resistivo) e tamhém para o caso de uma desaceleragio de —0,6Nm a fim
de facilitar a visualizagdo do fenéimena,

No caso b) a passagem pela ressonancia ocorre em menor intervalo de tempo que no caso acelerado
(T = 0,6Nm) das Figs. 3.14, 3.15, 3.16. A velocidade de rotagio permanece menos tempo na
ressonéncia (Fig.6.1b), o que ndo da tempo ac sistema para aumentar muilo sua amplitude de
vibragdo (Fig.6.2b). Neste caso, a amplitude mdxima de vibragio para desaceleragio de —0,6/N m
€ menor que para aceleragao. _

Entretanto, o torque resistivo é, na maioria das vezes, 10 pequeno que o sistema pode ser conside-
rado operando em estado de equilibrio dindmico em todas as velocidades, ou seja, o rotor desacelera
lentamente através de estados de equilibrio sucessivos. A importancia deste estudo infinitamente
lents é devido & dificuldade pratica de realizé-lo em curto intervalo de tempo.

Bodger [3] desenvolveu mma anélise baseando-se em que a qualquer instante a energia Lotal do
sistema ¢ a soma das energias cindlica e potencial de um roter flexivel desbalanceado em rotagio.

Assumiu-se o sisterna como lincar com amortecimento viscoso {c/m),

Tem-se as j& conhecidas equagdes semelhantes as do Capitulo 5:

]
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Mify + cthe + ki = meQZsenlt (6.1
My + Ch + kzy = —meQ? cos U 1)
Analisou-se a diregao z, pois y € andloga.
A solugdo particular da equagao, no equilibrio, é:
2
2 = — - (6.2)
V(1 - 1%)? - (2n)
onde:
s = g = razdo de velocidades.
s w = velocidade critica.
s £ = cxcenlricidade.
s { = fator de amortecimento viscoso.
Fazendo-se pt = ———L———= vem
# V(i-n? P -(2n)
1y = pen® (6.3)
A energia total do sistema, segundo Bodger:
1. 2
£ = 5&9
N e
energia de rotagdo
1
+ §m(€+ 73 ) 0P (6.4)
| U —
energia adicional de rolagio devido ao desbalanceamento
1
+ 51{325‘,
S

energia potencial de deformagio

O caso nao amortecido pode ser analisado fazendo-se £ = 0 em (6.3).
Bodger obteve, apds alguns artificios matematicos, uma expressio para energia total adimen-
sional em fungao da razdo .

De acordo com a Fig.64, a energia decresce com a queda da velocidade, aumentando na res-
sonancia, para depois decrescer novamente. Néio hé energia suficiente no sisterna para provocar uma
grande amplitude de vibragio, enquanto mantendo a velocidade critica. Dal porque a amplitude
maxima de vibragdo na desaceleragio por torque resistive (Fig.6.2a) nio é maior que no casc da
passagem Jenta ou aceleragdo com torque minimo através da ressondncia (Fig.3.15).

Quando atrito seco ¢ introduzide no sistema, no caso da desaceleragao devido as perdas, ocorre
uma mclliora nos resultados simulados, pois a velocidade cai mals rapidamente (Fig.6.5} e a am-
plitude maxima de vibragdo € menor, sendo que sen valor vai decrescendo continuamente (Fig.6.6).
Neste caso, a forga de atrito aplicada foi de 12,4N a uma velocidade inicial de 140rd/s.

No Capitulo 7 desenvolveu-se o estudo de uma varianle do modelo 2.2, girando-se os roletes de
um angulo a e verificando-se problemas de alinhamento dos roleles sobre o eixo em que atuam, bem

como a influéncia da distdncia dos pontes de contato ao ceniro do disco no comportaimenio geral
do sistema,
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Figura 6.1: Velocidade de rotagho (1) xtempo: a) torque resistivo (o = 140rd/s); b} T = —0,6Nm
($0 = 250rd/s).
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81



(rd .s-l)

(@(t)
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Capitulo 7

DISPOSITIVO AUXILIAR COM
OS ROLETES INCLINADOS

Este estudo fol desenvolvido baseado na Fig.2.3, na tentaliva de minimizar o efeito dos {erios
2£.02,,, 2f,Qy,. na matriz N assimétrica, estudada no Capitulo 5.
Os roletes sofrem um giro ¢, sendo entdo suas coordenadas (y ,z ) conforme Fig\.?.l.

;

. \EWHN(L-YW
T . € T
St A w o2, '
o $ ywinzw o R
i 1 yw -H'l zw

v

1|
[ R yw HifLEEw
NSy w

o o el

R I . . . -
Figura'7.1: Esquema para roletes inclinados - velocidades resultantes.
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As novas velocidades de escorregamento resultantes serao as respeclivas projegdes daquelas vistas
no Capitulo 4 (Fig.4.3).
Escreve-se a matriz de rotagao R dos eixos (y, ) para (y ,z ).

f

1 G 0
R=|0 cosee sena (7.1}

0 —seno cosa

As velocidades resultantes nas coordenadas (y z’] sa0 obtidas rmulliplicando-se matricialmente
a matriz de rotagao pelas velocidades resultantes em (y, z) dadas pela equagbes (4.3). Por exemplo,
para ¢ ponto A:

1 0 0 0
Var=R.Vi=| 0 cosea sena (B + P20)
0 -—sena cosa (2w + (L — 20)
¢
Ver = (P + Pz ) coso + (2 + (L — yu))sene (7.2)

(Y + Pru)sena + (iy + $(L — yu)) cosa

Analogamente, para os pontes B, C, D:

Var = (o +$ou)cosa + (o + (L - go))senalé, +
(=G + 920 )5610 + (o + PL ~ ) c05 ),
Ver = [(dw — &L — 2u))cosa + (Zu — Py }sena]eyr
[—(3w — #(L — zy))sena + (2, — ¢yu ) cosale, (7.3)
Vos = [{tw +$2u)cosa+ (2y — @(L+ yu))senalé, +
[— (o + brw)sena + (Zw ~ @(L + yu)) cos c]é,-
Vas = (G +H(L + 7)) 005 &+ (du — Pp)senolé, s +

[— (0o + &(L + 2, ))sene + (2, — 9y, ) cos alé,

Para os pontos A e C, o sinal da forga de atrito na diregio y sera dado pelas componentes de
Vo1 e Ves em €yt
Ponto A:
<9 Fay; >0
[(Jw )COSQ + ( y + ‘P(L yw))scna] =9 Fay:_ =0 (?'4)

>0 F <0
ayl

Fonto C:
<0 F >0

ayy
[(B.'w +@zp)cosa + (fy — &(L + :ffw))“”“} =0 Faya =0 (7.5)
>0 F <90

ays

Nos pontos de contato B e D (Va2 e Vgq), utilizaram-se as componentes em &.-.
“Ponto B

[(2w + ¢yw) cosa = (fhy — P(L — 2y ) )sEnQ] =0 F =0 (7.6)
>0 F . <0

az,



Ponto D:

<0 F“: >0
[(3w ~ $wu) cos e — (o + (L + zu))sena] ¢ =0 F 0 =0 @)
>0 FM: <0

Contudo, as forgas de atrito geradas nesle caso atuam nas diregdes (y’, zr). Como as equagdes
de movimento estdo escrilas nas coordenadas (y,z) € necessdrio reverter as forgas de atrilo para
estas direcoes a fim de introduzi-las nas equagdes de movimento. Para tanto utiliza-se a inversa da
matriz de rotagio R~1.

z x
y p=R7¢ ¢ (7.8)
Z z,
onde: ~
1 0 0
R1=|0 cosa —senn

0 sena cosa

Aplicando-se a equagio (7.8) para os casos (7.4) a (7.7) vem:

1 0 0 ] 0
Foyo=| 0 cosa —sena Fay, | = F,s cosaé, +Fay-l senaé, (7.9)
0 sena  coso | ] b ?
1 0 0 0
Fargo =10 cosa —sena 0 =—F  senaé, + F,r cosa€, (7.10)
v 2, ]
0 sena cosa az, ! o
As equagdes (3.5) e (3.6} tornam-se:
mijy + by = (Fyr + Fay;) cos o — (FM:2 + Fu:‘)sena- + em{(p)* sena — p cos a) (7.11)
1
My + kg = (Fpy + FoyJsena + (Fpr + Fyy)cosa = an(($)? cos a — ysena) (7.12)

A equagio de momento é bem mais comiplexa. Chamou-se T3 i = 1...4, o momento para cada
ponto de contato A, B, C, D, respectivamente.

T = rsi X Fai (7.13)

onde: rg; = distancia do ponto § aos ponios de contato A, B, €, D (anilogo &s equagdes (4.2)).
Para o ponte A:

é ey e:
Ty =rsy x F o = det 0 (L—ysg) —zg = [Fay: sena L — ys) + Iy cos azg)és
! 0 F,rcosa F,rscna ! !
1 1
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Analogamente para B, C, D:

T, = [—FM; cosays + Fugsencx(L ~ zg)]éz
Ty = [—Fay;scna(fﬂi—ys)-i-ﬁ'ny; cos 25 (7.14)
Iy, = ['"Faz: cosays — Faz:SEHQ(L + sz]éz

Somando-se os momentos Ty, Ty, T, Ty e acrescentando-os ao Jado esquerdo da cquagao (3.7):

fp(jﬁ = T4 [(Fay'l + Fay;) cos o — (FM; + Faz:).«scna]zs (7.15)
_.[(FM; + Faz:)cos o — (Fag’, + Fay;)sena]yg
+(Fay; - Fay; +Fo Py }sena
Fek{zyseng + vy c0s9)

Nota-se das equagdes (7.11), (7.12) e (7.15) que quande as forgas de atnto em y oucm z
apresentarem sinais diferentes (£ = —F g ou Fop = —F_,+,) desaparece o atrito seco nas
direcBes y e z, respectivamente, sendo que na equagio de momento somente atua a parcela que
multiplica a distdncia L. Ja para forgas com o mesmo sinal (F,,r, = Fpyrg ou Fiory = Fmrj),
o tnico termo que é eliminado ¢é justo aquele dependente de L. Seguindo adiante, as equagoes
(7.11}, {7.12), {7.15) sao igualmente integradas pelo método Shampine-Gordon, observando-se uma

dependéncia do sinal das for¢as em y e z com relagao ao angulo a.

7.1 Resultados Obtidos

Inicialmente, para o mesmo exemplo das Figs.4.22 a 4.26 (T" = 1,5Nm e F, = 12,4N) com
fixagao rigida, adotou-se uma distancia L = bem para rotagbes o = 1°, 5%, 10°, 20°.

A medida que o angulo de inclinagao dos roletes anmenta ocorre um atraso na instabilidade do
movimento conforme Figs.7.3. Em a = 10°, o sistema ja nio ¢ mais instéavel dentro da faixa de
tempo simulada. Nota-se também que a instabilidade é mais intensa (amplitudes maiores) quanto
menor € o dngulo a. Porém, no caso da velocidade de rotagio {Figs.7.2) nota-se que até certo ponto
a aceleragao aumenta com o angulo e, pois a velocidade de rotagdo atinge valores mais altos.

Para angulos mais elevados {a = 20°)} apesar do sistema nao ser instavel, a aceleragao piora,
pois a velocidade de rotagio atinge valares menores dentro do periodo considerado (Fig.7.2d). Umsa
explicagio para este comportamento fol que durante a simulagao notou-se que quando se inclinam
os roletes, as forcas de atrito em y e 2 passam a ter sinais opostos, anulando-se em y e z durante um
certo intervalo de tempo que se torna cada vez major com o aumento de «. Por exemplo, na Fig.7.3a
as forgas de atrito se anulam até ¢ = 127rd/s. A partir deste valor elas apresentam o mesmo sinal,
e o movimento passa a ser instdvel. Na Fig.7.3b estas forgas se anulam atéeg 2= 215rd/s, passando o
miovimento a ser instavel a parlir de entdc. Daf o atraso de instabilidade com o aumento de «. For
outro lado, para o = 20° nota-se que a acclerag@o do sistema € pior que para a = 10°,

Unia vez que nos dois casos o efeito de atrito seco se anula durante todo o percurse, analisa-se
o termo em L da equagio (7.15) de momento. Como este termo nmliplica sena, quanto maior o
angulo de inelinagio, majores serdo os bindrios correspondentes na dire¢ao do torque de acionamento,
sendo nesle caso em sentido conirdrio ao mesimo, desacelerando ainda mais o sistema (Fig.7.2¢c e d).
Ou scja, apesar de afastar as instabilidades, a inclinagdo dos rolctes prejudica a atuagdo do atrito
seco como o amortecedor de vibragbes mma vez que este se anula num certo mnlervalo dependente
de a@.
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Surge dai uma outra questio: deve haver uma inclinago maxima permissivel na montagem dos
roletes de forma a nao prejudicar a atuagio dos mesmos como amertecedor, isto ¢, um valor maximo
de « cuja resposta do sistema scja semelbante dquelas do Capituloe 4.

Para o excmplo em questao este angilo é de 2,4, variando de acordo com vs demais parametros
do sistema (Iigs.7.4 ¢ 7.5). Nesle caso, o atrito fol desacoplado a 140rd/s (comparar Iigs.4.35b e
4.36b).

10°
5}
HI-\
I
m -
o 4
X
2,
lS}LU _________
d ' |
3 I
,'/’/ :
0 . 1 '1 L L i i 1 1

2t(s)

Figura 7.4: Velocidade de rotagio ¢{t) X tempo{amaer = 2,4!, L = 5em).

Um parametro geométrico que afeta diretamente este valor maximo de o ¢ a distancia L, ou raio
da circunferéncia sobre a qual estao os pontos de contato dos roletes.

Para as mesmas condi¢bes de acionamento e atrito anteriores (I’ = 1,5Nm e F, = 12,4N)
adoteou-se uma distancia L = 2,5¢m para o = 5°.

Nota-se que quanto mais préximos do centro O estiverem os roletes cu, quante mencer a distancia
L, menor scra o atraso da instabilidade (Figs.7.3b e 7.6). Desta forma, o desvio maxime permitide
¢ também maior que para L = 5em, sendo neste caso amgz = 4,8 . Na Fig.7.7 o sistema adicional
também foi desacoplado a 140rd/s.

Observou-se das siiulagdes que, reduzindo o torque de acionamenio e mantendo a forga de
atrito, ou o inverso, mantendo o mesimo acionamento ¢ aumentando o valor do atrito, as condi¢bes
de alinhamento dos roletes lornam-se mais rigidas, isto €, o desvio mdximo permitido é cada vez
INEnor.

De forma a nio se obter win {uturo modclo experimental muito caro, se aconselhara inicialmente
gue a montagem dos roletes sobre o disco fosse a mais proxima possivel do eixo do rotor, pois quanto
menor esta distancia mais folga se tem para um possivel desvio a dos roletes.
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Capitulo 8

CONCLUSOES E
PERSPECTIVAS
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‘ Apesar de ndo se Ler alcangado um nivel excepcional de redugao de amplitude na ressonaneia, o

| resultado obtido de uma reducao de 50% na amplitude é bem razoavel, podendo evitar uma colisao

‘ do roter no caso de este estar envolvido por uma superficie externa limitante.

i Para o caso estudado, fica a recomendagao para rigidez &, do inecanismo auxiliar tal gue w, = 5w.

| Além disso, para futuras realizagdes experimentais, aconselha-se que a montagem dos roletes seja a

| mais préxima possivel do eixo, com a devida precisio no alinhamento dos mesmos.

‘ Prosseguindo com os estudos, torna-se necessirio aplicar 0 método a sistemas com caracteristicas
diversas de forma a verificar qualquer tipo de padrao se for ¢ caso, seja no nivel de amortecimento,

| nas recomendagbes construtivas efc.

: Além disco, antes de considerar possiveis aplicacdes, vé-se a necessidade de uma realizacdo

‘ experimental de forma a observar os fenédmenos estudados, bem como verificar a compatibilidade

| tedrica e pratica dos resultados.
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Apéendice A

AMORTECIMENTO
EQUIVALENTE

A.1 Amortecimento Viscoso

A influéncia principal do amoriecimento nos sistemas oscilatdrios é a de limitar a amplitude
de resposta na ressonéncia, sabendo-se que este tem pequena influéneia nas regides afastadas da
ressondncia.

No caso de se aplicar amortecimento viscoso num Rotor Laval, obtém-se as equagdes linearizadas
para T =

miw + cfw + kyw = em§Zsen(it (A1)

miw + ciw + kzw = —emQ? cos QU (A.2)

Como tais equagoes sao desacopladas, apresenta-se aqui a solngao para a equagio (A.1), sendo
andloga a solucio da equagio (A.2):
Considerando-se:

o yw = Yysen(fil — ay)

e w = Yy Qcos(Q — a,)

o jjw = —Y,Qsen(fU — ay)
Substitui-se na eguagio (A.1):

~ Yo WP sen(Q — ay) + %YWQ cos(£2 — a, ) + w Yo sen(Q — ay) = Q7 senflt (A3

Descenvolvendo as diferengas o seno e cosseno, chega-se &s seguintes igualdades:

[(w2 - Q"!]Yw cos ory + i}’w Qsenaylsenlt = e senQt (A.4)
[- (w:‘} — Qz)Yw senay + r—;—Yw cosay)cos (M = 0 (A.5)
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Da equacio (A.5) oblém-se o angulo de fase entre a excitagdo c resposta do sistema (Fig. A.1):

m L 2n
tan oy = priarcrie 1= (A.6)

onde:

.
£

[ ]
P
I

)

(1]

fl

Ceorit T Zmw

(1-7%)

2Em

Figura A.1: Angulo de fase.

Reescrevendo a cquagdo {A.4):
[(1 — 7%) cos oy + 26nsenay]Yu = e’ (A7)

Da Fig. A.l obiém-se cosay e scnay que substituidos na equagio fornecem a expressdo da
amplitude de vibragao:
e’
Y, = — (A.8)
VI~ 97)? + (260)7
Na ressonancia, tem-se 3 = 1 na equagao (A.8), e portanto, a amplitude maxima amortecida na
ressonancia é:

[

}'wzg—&,

(A.9)

Nao existe expressdo tio simples para oulros tipos de amortecimento, E possivel, entretanto,
aproximar-se do mesmo valor de amplitude na ressonancia enconirande o valor de um amortecimento
eguivalenie cujo efeito seja semelhante ao amortecimento viscoso na regiao da ressonfncia.

Para isto, iguala-se a encrgia dissipada pelo amortecimento viscoso com a dissipada pela forga
de amortecimento ndo viscoso com movimento harméunico suposto [26].

A energia dissipada por ciclo pela agio de uma forga de amortecimento Fy € dada por:

1, =%Fddyw (A.10)

=
n



A for¢a de amortecimento neste caso é Fy = cyw, onde:
yw = Yy, Qcos(SU — ay)

A equagao {A.10) torna-se entao:

Wy = jécyw dyw (A.11)
Sabe-se que:
. dy
T
Entao:

We = fc(ﬂw)z di

= 2042 2
Wd:/ eY, Q2 cos™ (0 —ay) di {A.12)
5
Resolvendo a integral [4] na expressio (A.12) temn-se:
W, = c}'jn?% = 7Y 20 (A.13)

que ¢ a energia dissipada por ciclo pela for¢a de amortecimento viscoso.

A.2 Amortecimento por atrito viscoso

Parlindo-se das equagdes vistas no Capitulo § (item 5.2.2) fez-se o desenvolvimento semelhante
ao anterior:

{ o 4 wlyw = — s (fw + Q2w) + €Q¥senlt A 14
fw ot wlzw = — e (Gw — Quu) — €02 cos (A.14)
ou
o+ Hagu + wlyw + %‘sz = eQ?senQt
{ Zw + ggéw +wlzw -~ %-T[“’-Qyw = —ef}? cos (U (A.15)
Adotando:

yw = Arsen{Qt — 1) zw = — Az cos{Q2 — 5)
yw = A1 Q cos(Qf — B) fw = AxQsen(fit — Bo)

gw = —A1Dsen(U — f1) Fw = A20% cos(SU — fy)

Substitui-se nas equagdes (A.18);

, 2 . 27,
— A1 sen(fit - ,81)+Al§2% cos(fN — B1) +w Ay sen{Si — ;) — ?{1 QA2 cos(Q ~ f2) = Q% senllt
' (A.16)
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2fa

5 .
AsS¥? cos(Qt — B2} + Agﬂﬁscn(ﬁt —fy)— w? As cos(SU — Br) — ;QAlsen(Qt -f1) = ~cQ? cos

Desenvolvendo os termos em seno e cosseno e ignalando-os em ambas expressées, vem:
Da expressio (A.16):

[(w? — Q%) A4, cos fy + A, Q2asendy — A0z senfy) =
—{w? - Q%A senfy + Aiﬂ%‘- cos — AQQ%{:’ cosfBa =10

Da expressao (A.17):

[(w? — Q2)Ag cos Bo + A2QHrsenfy — A QHesenf)] = Q2
(w? — Q1) Arsenfy — Azﬂ—'{} cos By — /—'1152—“11i cosfy =0

Fazendo-se fy = B2, A = A e Ay = —A igualam-se as expressdes cm (A.18) e (A.19):

(w? — Q%) Asenf ~ 222 QAcos f =0
(w? — Q) Acos B+ 22QAsenf = e?

Obtém-se os angulos de fase B e B (Fig.A.2)
2=q

tan ff = (w—QiT?)

(™ %)

2(2 fa /i)

Figura A.2: Angulo de fase.

QO valor da amplitude A é, entao:

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)



Na ressonéancia, {2 = w na expressao (A.22):

cw? €W
A= I = A {A.23)

Tem-se, portanto:
yw = Asen(Qt — 3)
2w = Acos(f2t — 8)

Passa-se, enlao, ao cdleulo da encrgia dissipada por ciclo para Fy = 2f,(3w + Qzw):

Wy = f(g o) (G + Q2w) jw dt (A.24)

onde: yw = AQcos(Q2 — f).
Substituindo g, e 2, na integral (A.24):

iE

Wy = /0“(25)2,4292 cos(Q — ) dt (A.25)
Resolvendo a integral (A.25);
Wy = (2 fo)QA?Q?% = 7(2f,)2A7Q (A.26)
que é a energia dissipada por ciclo pelo atrito viscoso.
Para encontrar um valor de f, satisfatério, basta igualar os valores de W; deduzidos nos itens
Ale A2

Para isto, adotou-se £ — 0,05, que é um valor razoavel na pritica, conforme Figs.A.3 e A4,
obtendo-se a amplitude maxima na ressonfincia para amortecimento viscoso {equagio A.9):

Nota-se bea redugdc da amplitude méxima de vibragdo na ressonancia em relagdo ao sistema

nao amortecido visto na Fig.4.17 a).

Qcorre uma ligeira queda da velocidade de rotagio neste caso devido & energia dissipada pelo
amortecimento viscoso (Fig.A.8).
Procede-se, entdo, ao calculo de um valor de f,; equivalente a £ = 0,09, igualando-se as equagoes
(A.13) e (A.206):
*(2[,)247Q = 7eylQ (A.27)

como: £ = w, entdo ¥y, = A = 0,01m resultando: 4f; = ¢

fo= < =6,283N.s/m A28
1

que foi o valer utilizado no estudo de estabilidade do Capitulo 5.
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A.3 Amortecimento por atrito seco

Aplicando-se a mesma linearizagao as equagdes (4.7), {4.8) e (4.9) do Capitulo 4, obtém-se:

(A.29)

mijw + kyw = 2F,y, + emQ%senfl
wmiw + kzw = 2F,, — em{2 cos U

Neste caso, como o alrito seco nio apresenta termos em seno e cosseno, nao haverd uma de-
fasagem entre cxcitagio e resposta, mas somente uma alteragiao no valor da amplitude maxima de
vibragao,

Assim, pode-se adotar:

yw = Aysen{lt

2w = A, cos M

Resolve-se o caso para yw, pois a solugdo em zw é analoga.
A expressao para encrgia dissipada pelo atrito seco é:

Wy = j)' 2 F g dyw (A.30)

Porém, sabe-se que a forga de atrito seco muda de sinal durante um ciclo. Portanto,

Wy = 55 2F 11

= a=
Wa = 2F3, Ay [— cos§i di + / cos U dt] (A.31)
Resolvendo as integrais:
Wy = QFGUA&,Q% = 8Fgy Ay (A.32)

que e a energia dissipada por ciclo pelo atrito seco,

Para obter um valor de Fi,, equivalente a { = 0,05 ou f, = 6,283 basta igualar as expressdes
(A.13) ou (A.26) a expresso (A.32)
BF. A, = wey R

como:
Ay =Y, =00lm
c=25,132Ns/m

= w = 125,66rd/s

TCYyw

Fay = =12,4N (A.33)

o que corresponde a uma forga normal de 20, 7N para = 0,6.

Este valor de atrito seco foi aplicado aoc mesmo sistema nao Iinear no Capitulo 4. Noton-se
razodvel redugao da anplitude maxima de vibragio (Fig.4.17 b), bem como uma ligeira queda de
velocidade de rotagio devido & energia dissipada conforme Fig. 4.16b.
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Figura A.3: Velocidade de rotagdo ¢(f) % tempo, sistema nao linear, T = 0, w = 125,606rd/s,
£=10,05.

Nt i,{ AARAMARAMMAY
7 ) 5t (s)

Figora A.4: Deslocamento y(f) x tempo, sistema nio lincar, T = 0, w = 125,86rd/s, £ = 0,05,
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Apéendice B

METODO COMPUTACIONAL
SHAMPINE-GORDON

B.1 Estrutura do integrador

A integragio pelo método computacional Shampine-Gordon € feita através da chamada, pelo
programa principal,da subrotina DE, que por sua vez chama as subrotinas STEP, INTRP e
MACHIN.

A subrotina DE integra sistemas de até vinte equagdes diferenciais do tipo:

D = 1,41),v(2) .. vlnean) (8.1)

Esta subrotina integra desde o tempo inicial do intervalo até o tempo final, que seria no caso o
produte entre o niimerc de pontos e ¢ espagamento entre eles,

DE chama dois subprogramas importantes: o integrador STEP e a rotina de interpolacac INTRP.

STEP usa as equagbes de Adams-Bashforih (prediclor) para predizer o valor e as de Adams-
Moulton (correcior) para corrigi-lo posteriormente, também conhecido como méiodo PECE. A
propria subrotina STEP ajusta a ordem do polinémio interpolador, bem como o tamanhe do passo
de integragio para controlar o erro. Desta forma, para um mesmo ponto deveria se esperar scmpre
um mesmo resultado independentemente do espacamento utilizado.

Por razdes de eficiéncia, DE integra além do tempo final internamente, chamando a subrotina
INTRP para ebter a solugao neste ponto.

Os pardmetros de DE sda0:

e F': fungio F(t,y,yp) para avaliar as derivadas y, = %1

o NEQN : ntmero de equacies a serem integradas.

¢ y: vetor salugao no tempo.

T : tempo inicial {p (serd alterado durante a integracio).

TOUT : ponto final do intervalo de integracao.

RELERR, ABSERR : crros ou tolerdncias relativa e absoluta.
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e IFLAG : indica o estado de integragao.

Na primeira chamada, o programa principal deve fornecer os scguinices dados: namero de
equacdes NEQN, o valor inicial de T, RELERR, ABSERR.

Deve também jnicializar IFLAG = 1 e as condigbes inicials através do velor y(i}, dimensionado
no programa principal.

A funcio F' deve ser decizrada e um comando EXTERNAL , criando-se a subrotina F'(1,¥,4p).

O valor de TOUT, inicialmente nuls, é definido, a cada integragio, através de um comando Do
variando do valor um até o numero total de pontos descjados. Em cada passo faz-sc:

TOUT =TOUT + XINCR

onde: X INCR = cspacamento desejado cntre os pontos.
Por sua vez, a subrotina DE tem como saida:

o y(7) : vetar solugdo no lempo.
e T : iltimo ponio alcangado na integracio. Portante T = TOUT se o retorno ¢ normal.

s IFLAG : este controlador pode ter seu valor variando entre 2 e 6.

2 - retorno normal, continua integragdo,
3 - tolerancias muito pequenas, deve-se aumentar ABSERR e RELERR.

4 - sao nccessarios mais passos do que os definidos em DE.

5 - equagbes rigidas, precisa-se diminuir as tolerdncias.

6 - entrada de parametros invilida (erro fatal).

Nas chamadas subseqiicntes, DE retorna com todos os valores necessarios para prosseguir com
a integracao.

A tnica constante que depende da mdquina utilizada é o erro de roundoff unitério U/, que é
o menor nfimero positivo tal que (1,04 U) > 1,0. Este valor de U ¢ determinado pela subrotina
MACHIN eé utilizado para verificar s¢ o tamanho do passo de integragao necessario ou a tolerdneia
do erro sio muito pequenos para a precisio da maquina, estando o usnario neste caso exigindo
precisao demais.

Deve-se ressaltar aqui que a subrotina STEP, durante a integracao, avanga um passo a cada
chamada e a extrapolacio local ¢ feita de maneira a se obter estabilidade € precisao.

B.2 Espacamento entre pontos

O valor de XINCR que, de acordo com a estrutura do programa, nio deveria influenciar o
resultado emn pontos equivalentes, acaba por interferir na resposta de forma significativa.

A fim de evitar o aparccimento de instabilidades numéricas na simulagio, o salto da forga de
atrito foi modelado como uma reta muito inclinada num intervalo quase zero da velocidade de
escorrcgamento (Fig.B.1).

Feito isto, notou-se que, dependendo da escolha do cspagamento entre os pontos, obfinha-se
diferentes respostas para um mesmo problema. Nestes exemplos temese 7' = 1,2Nm, Fo=12,4N
e w, = 3w, com fixacho flexivel.

No {tem a) das Figs. B.2, B.3, B.4, o sistema se comporta como estavel, sujeito a aceleragio
aproximadamente constante. J4 o flem b} mostra uma desaccleragiio do sisteina comn comportamento
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instével da amplitude de vibragio. No item c) tem-se o comportamento mais cocrente das curvas,
ou seja, movimento instavel com crescimento inicial da velocidade de rotagao ¢ posterior queda para
a rotagio critica.

Quanto maior o espagamento entre os pontos, menor o nimero de pontos sobre a rcta inclinada
da Fig.B.1 ¢ menor a precisao dos resultados. Para XINCR = 10~4, obleve-se 0 mesmo resultado
de XINCR = 10~3. Desta forma, para maior seguranca, utilizou-se um espagarnento de 10~* entre
os pontos, considerando as instabilidades como sendo proprias do sistema e geradas pelo atrito seco.
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Figura B.1: Modelo para atrito seco a ser introduzido no programa.
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Figura B.4: Aceleragao angular ({) x tempo: a} XINCR

XINCR =103

107

10
5
[ - {a}
N"“ \\/ -h__‘._.-‘v“"'.-f"v"ﬂ_,/'\\/"\
' ©
¥
Z -5
o
=10
4] 1 2 t (s}
102
5 ' boof
L [l L.y (i)
A ](*"N Jv /V'Il” }kfy . ’ :r j’;[
Tl SV
g ¥ ] r| | i
= i
o
Sy
o ¢ 1 2 b (s)
llJ2
5 .
L4 =
o e e ity T ™, iy a4 A
o ", A P :
I“ ! \ adt ‘ [ "_ [
3 0 S S ¥ ;
el ‘-..! |= :, e
RS ]
s \.iJ; I ;II L Ju
"ré’; -3 P . ..: :l!
-10 [
J 0 1 ;£ (e

= 1071 b) XINCR = 1077 ¢)



Bibliografia

[1] Aiba, S. On the Vibration of a Rotating Shaft Passing through the Critical Speed. Bulletin of
JSME, Vol.1¢, n.128, 1976, pp.95.

[2] Beer, F.P. e Johnston, E.R. Resisténcia dos Materiais. McGraw-Hill do Brasil, Sao Paulo,
1982.

[3] Bodger, W.K. Deceleration of an Unbalanced Rotor through a Critical Speed. Transactions
ASME, Series B, Journal of Engineering for Industry, Vol.83, n.d4, 1967, pp.082.

[4] Boulos, P. [niredugao ao Céleulo. Vol 11, Ed. Edgard Bliicher Lida, 530 Paulo, 1974.

[5] Dorning, A. Trenstenis in Simple Undamped Oscillatiors under Inertial Disturbances. Trans-
actions ASME, Journal of Applied Mechanics, Vol.26, n..2, 1958, pp.217.

[6] Ehrich, F. e Childs, D. Self-excited Vibration in High-performance Turbomachinery. Me-
chanical Engineering, May 1984.

[7] Ernst, R. Deutsch/Portugiesisch - Warterbuch der Industriellen Technik. Band VII, Brand-
stetter Verlag Wiesbaden, 1963.

§] Ganapathy, S. e Parameswaran. M.A. Transition over Ressonance and Power Reguire-
P q
ments of an Unbalanced Mass-driven Vilratory System. Mechanism and Machine Theory,

Vol.21, n.1, 1986, pp.73.
[9] Gasch, R. e Pfutzner, H. Roferdynamik. Springer-Verlag, 1975.

[10] Gasch, R., Markert, . e Pliitzner, H Acceleration of Unbalenced Flezible Rotors through
the Critical Speeds. Journal of Sound and Vibration, Vol.63, 1.3, 1979, pp.393.

{11} Halling, J. Principles of Tribology. The MacMillan Press Ltda., London and Basngstone,

1975.

[12] Harris, C.M. e Grede, G.E. Shock and Vibration - Handbook. and odition, MeGraw-lill
Book Company, 19706.

(13} Hollburg Das Verhalten von Elckirisch Angelricbcnen drehund biege-elastischen Roforen beim
Hochlauf ., Berlim, 1981.

[14] Kononcnko, V.0, Vibrating Systems with Limited Power Supply. London 1iffe, London, 1469

[15] Krcysaig, E- Malemdtice Superior £. Livros Téenicos e Cientificos Editora S.A., Rio de
Janciro, 1984,

108



[16] Lewis, F.M. Vibrefion during Acceleration through e Critical Speed. Transactions ASME,
APM-54-24, 1532, pp.253.

[17] Magnus, K. Vilrations. Blackie & Son Limited, London, 1965,

[18] Marchis, V. ¢ Vatta, F. A Numerical Approach on the Combined Viscous and Counlomd
Friction Molion. Mechanisin and Machine Theory, Vol.20, n.3, 1985, pp.171.

19] Markert, R. Resonanzdurchfehrt unwuchliger biegeelastischer Rotoren. Berlin, 1980.
¥ ]

[20) Matsuura, X. 4 Study of Vibration and Velocily Characleristics of an Accelerated Unbalanced
Rotor. Bulletin of JSME, Vol.18, n.125, 1675, pp.1226.

[21] Matswura, K. A Melhod for Estimating the Condition thet a Rolor Can Puss through Reso-
nance. Bulletin of ISME, Vol.20, n.145, 1977, pp.801.

[224] Miiller, P.C. Stabilitdt und Mairizen. Springer-Verlag, Berlim/Heidelberg, 1977.

[23] Shampine, L.F. ¢ Gordon, M.K. Compufer Selution of Ordianry Differeniial Equeiions -
The tnitial value problem. W.Il. Freeman and Company, San Francisco, 1975.

[24] Shaw, §.W. Ou the Dynamic Response of a System with Dry Friction. Journal of Sound and
Vibration, Vol.108, n.2, 148G, pp.305.

[25] Szewypielski Dynamisches Verhalten cines schncll drchenden Rotors bei Anstreifvorgdngen.

ETH Zirich, 1986.
[26] Thomson, W.T. Teoria da Vibragao. Ed. Interciéncia Lida., Rio de Janeiro, 1978,

[27] Viderman, Z. e Porat, I. An Optimal Control Method for Passage of a Flexible Rolor through
Resonances. Transactions ASME, Journal of Dynamic Systems, Measurement and Control,
Vol.109, 1987, pp.216.

[28] Yanabe, S. e Tamawa, A. Vibration of a Shefl Passing through a Critical Speed. Bulletin of
JSME, Vol.14, n.76, 1971, pp.1050.

29] Vanabe, S. e Tamura, A. Vibration of e Shafl Passing through a Critical Speed {279 report.
3 > 2 g 7 |
Bulletin of JSME, Vol.15, n.89, 1972, pp.1364

[30] Yanabe, S. e Tramuira, A. Vibraiion of @ Rolating Shaft Passing threugh Two Critical Speeds.
255/80 Cambridge, 1980, pp.29.

109



