ESTE EXEMPLAR CORRESFONDE A REDAGAO FINAL DA

TESE DEFENDIDA POR ... 2.2 5 Ui L
T Bl i U £ DA
PELA COMISS/.2 JULGADORA EM ... 2., 1.8 14223
1 3%
e

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

Uma Implementacio do Método dos Elementos
de Contorno Indireto Baseada em uma Solucio
Viscoelastodinamica Estacionaria Nao-Singular

Autor: Josué Labaki Silva
Orientador: Euclides de Mesquita Neto

52/2008



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

Uma Implementacao do Método dos Elementos
de Contorno Indireto Baseada em uma Solucao
Viscoelastodinamica Estacionaria Nao-Singular

Autor: Josué Labaki Silva
Orientador: Euclides de Mesquita Neto

Curso: Engenharia Mecanica
Area de Concentra¢do: Mecanica dos Sélidos e Projeto Mecanico

Dissertacdo de mestrado académico apresentado a comissdo de Poés-Graduagdo da
Faculdade de Engenharia Mecanica, como requisito para a obtencdo do titulo de Mestre em
Engenharia Mecanica.

Campinas, 2008
S.P. - Brasil



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA E ARQUITETURA - BAE - UNICAMP

Silva, Josué Labaki
Si38i Uma implementac¢do do método dos elementos de
contorno indireto baseada em uma solugao

viscoelastodinamica estaciondria ndo-singular / Josué
Labaki Silva. --Campinas, SP: [s.n.], 2008.

Orientador: Euclides de Mesquita Neto
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica.

1. Métodos de elementos de contorno. 2.
Viscoelasticidade. 3. Interacdo solo-estrutura. I.
Mesquita Neto, Euclides de. II. Universidade Estadual
de Campinas. Faculdade de Engenharia Mecéanica. III.
Titulo.

Titulo em Inglés: An implementation of the indirect boundary elements method based
on a stationary, non-singular, viscoelastodynamic solution

Palavras-chave em Inglés: Boundary elements method, Viscoelasticity, Auxiliary state

Area de concentragio: Mecénica dos Sélidos e Projeto MecAnico

Titulagao: Mestre em Engenharia Mecanica

Banca examinadora: Oscar Antonio Braunbeck, Renato Pavanello

Data da defesa: 31/07/2008

Programa de Pés-Graduagao: Engenharia Mecanica

i1



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

DISSERTACAO DE MESTRADO ACADEMICO

Uma Implementacio do Método dos Elementos
de Contorno Indireto Baseada em uma Solucao
Viscoelastodinamica Estacionaria Nao-Singular

Autor: Josué Labaki Silva
Orientador: Euclides de Mesquita Neto

S
> V= TN

Prof. Dr. Euclides de Mesquita Neto, Presidente
UNICAMP - Universidade Estadual de Campinas

Prof. Dr’.’ (&car Antonio Braunbeck
UNICAMP — Universidade Estadual de Campinas

_‘
.(I:/.I"/.;J'iu.j‘ {,/é/\_

Prof. Dr. Renato Pavanello
UNICAMP - Universidade Estadual de Campinas

1ii

Campinas, 31 de julho de 2008



Como tudo que faco na vida, dedico este trabalho
a ruiva do meu coracgdo, que significa mais pra mim do
que € capaz de imaginar.

v



Agradecimentos

Agradeco imensamente ao meu orientador, Prof. Euclides de Mesquita Neto, pela paciéncia

infinita e por apostar em mim mais do que eu mesmo.

A minha familia, que abriu mao de muitas coisas por mim. Em especial a minha mae, por

me amar além do que eu mereco.

Aos professores, funciondrios € companheiros da pés-graduacao da Unicamp. Em especial
aos grandes Fldvio Nunes Pereira e Alberto Kury Oehlmeyer, que sdo o cerne da minha turma e

com os quais formamos (conjugacao no presente) um belo e imbativel time.

Aos companheiros do Laboratério de Mecanica Estrutural Computacional, Luiz Thomazo,

Amilcar Ogaz e Ronaldo Carrion pela ajuda sempre presente.

Agradeco ao governo brasileiro por incentivar e acreditar em jovens pesquisadores,
fornecendo auxilio financeiro por meio de sua Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de

Nivel Superior (Capes).

E finalmente, como jé agradeco todos os dias, também aqui agradeco ao Grande Gedmetra

por me incluir em seu design.



A memoria dos sete grandes gedmetras cristdos ou agnosticos:

Descartes, Pascal, Newton, Leibnitz, Euler, Lagrange, Comte,

(Allah se compadeca desses infiéis)

E a memoria do inesquecivel matemaético, astronomo e filésofo mugulmano,

Buchafar Mohamed Ibn Musa Al Kwarismi,

(Allah o tenha em sua gléria!)
E também a todos os que estudam, ensinam ou admiram a prodigiosa ci€ncia das grandezas,
das formas, dos nimeros, das medidas, das fun¢des, dos movimentos e das forcas, eu, el-hadj

xerife

Ali Iezid 1zz-Edim Ibn Salim Hank Malba Tahan

(crente de Allah e de seu santo profeta Mafoma)

Dedico esta desvaliosa pagina de lenda e fantasia.

De Bagd4, 19 da Lua de Ramada de 1321.

Malba Tahan

O Homem que Calculava

vi



Resumo

SILVA, Josué Labaki, Uma Implementacdo do Método dos Elementos de Contorno Indireto
Baseada em uma Solucdo Viscoelastodindmica Estaciondria Ndo-Singular. Campinas:
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2008. 113 p.

Dissertacdao (Mestrado).

Estados auxiliares s@o solucdes analiticas ou numéricas para operadores matematicos,
sujeitas as condicoes de contorno de um determinado problema da fisica matemética. Embora a
solucdo de tais estados tenha aplicacdo pratica limitada a problemas elementares, pode ser
utilizada para resolver problemas reais de engenharia através de formulacdes como o Método dos
Elementos de Contorno (MEC). Neste trabalho, usa-se a linguagem Fortran para implementar
uma formulacdo indireta do MEC, utilizando um estado auxiliar viscoelastodindmico ndo-
singular, com o objetivo de analisar problemas de dominios limitados ou ilimitados, sujeitos a
carregamentos estaciondrios, discretizados somente no contorno por elementos retangulares,
constantes e descontinuos. Valida-se minuciosamente uma implementacdo para este estado
auxiliar, e para isso desenvolve-se um estudo sobre quais s@o, como utilizar e quais as limita¢des
das fontes de validacdo disponiveis para este tipo de problema. Ao fim, compara-se alguns
resultados obtidos com o programa em Fortran frente as respostas cldssicas da bibliografia para

problemas dinamicos de barra, viga e dominios ilimitados.

Palavras-Chave

Método dos Elementos de Contorno Indireto, Viscoelasticidade, Estado Auxiliar.
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Abstract

SILVA, Josué Labaki, An Implementation of the Indirect Boundary Elements Method Based on a
Stationary, Non-Singular, Viscoelastodynamic Solution. Campinas: Faculdade de
Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2008. 113 p. Dissertacio
(Mestrado).

Auxiliary states are numerical or analytical solutions for mathematical operators, subjected
to the boundary conditions of a given problem. Although the solution of these states has its utility
limited to elementary problems, it can be used to solve a more real sort of engineering problems
through formulations such as the Boundary Element Method (BEM). This work describes an
implementation of BEM’s Indirect formulation, based on a non-singular, viscoelastodynamic
auxiliary state, aiming the analysis of both limited- and unlimited-domain problems, subjected to
stationary loadings. The problem is modeled by means of constant, discontinuous, rectangular
boundary elements. The present implementation for the viscoelastodynamic auxiliary state is
carefully validated. For this purpose, this work also describes a study on validation sources for
this kind of states, including their uses and limitations. The final program, written in the Fortran
programming language, is used to analyze classic elementary engineering problems, such as bars

and beams, and also the case of unlimited domains.

Keywords

Indirect Boundary Elements Method, Viscoelasticity, Auxiliary State.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo de todo o dltimo século, dezenas de métodos numéricos t€m sido criadas para
resolver problemas da fisica matemdtica cuja soluc@o analitica € dificil ou inatingivel. Por
exemplo, o Método de Elementos Finitos (MEF), de Diferencas Finitas e de Volumes Finitos.
Outro método, o de Elementos de Contorno (MEC) comegou a ser desenvolvido por Cruse e
Rizzo (1968) e Brebbia (1978), essencialmente como uma formulagdo discretizada das Equagdes
Integrais e Equagdes Integrais de Contorno consolidadas pelos trabalhos de Fredholm e Helmholz
(Courant e Hilbert, 1989, Arfken e Weber, 2005).

O MEC faz parte do grupo de métodos que envolvem alguma discretizagdo, isto €, o
problema grande e complexo € dividido em problemas menores cuja solugdo é obtida mais
facilmente. Depois de obtidas, as solu¢des desses problemas menores sdo arranjadas
adequadamente de forma a compor a solu¢do aproximada do problema grande e complexo, que
pode ser de natureza estrutural estdtica, dindmica, térmica, elétrica e eletromagnética, quimica,
etc.

E comum comparar o MEC com o Método de Elementos Finitos, que é apresentado
primeiro aos estudantes de engenharia.

Embora possuam formulagdes matemdticas completamente distintas, eles sdo algo
parecidos em outros aspectos matematicos: a solu¢do de problemas passa por uma fase de
discretizagdo do problema em termos de elementos, pela atribuicdo dos dados do problema em
valores nodais, pela integracdo numérica sobre os elementos, pela montagem de uma equacdo
matricial que representa a contribui¢cao das pequenas solugdes dos elementos para a solucdo do
problema geral, e pela solu¢do numérica desse sistema final de equagdes.

Uma diferenca entre os métodos é que o MEC pode nao exigir a discretizacdo de todo o
dominio do problema, somente de sua fronteira. Quando a melhor solu¢do para um problema é
obtida somente apds sucessivas remodelagens, processo que demanda muito tempo de trabalho
humano, essa passa a ser uma vantagem do MEC. Algumas formula¢cdes do MEC ainda exigem
alguma discretizacdo do dominio, como serd mostrado adiante, mas esse nao € o caso da usada

neste trabalho.



A solucdo obtida pela andlise do contorno também permite recuperar dados do dominio do
problema. Porém, enquanto pelo MEF isso se da por interpolacdo, no MEC € usada uma técnica
de integracdo semelhante a usada na solu¢ao dos pontos da fronteira.

O Meétodo dos Elementos de Contorno apresenta algumas formulagdes distintas,

classificadas em dois grandes grupos: a formulacao direta (MEC-D) e a indireta (MEC-I).

1.1 Formulacdo do MEC para a equacao homogénea de Laplace baseada na solucao

fundamental do operador de Laplace
Seja um dominio €, delimitado por uma fronteira I}, (Figura 1.1), no qual o
comportamento de uma grandeza u(x) € descrito pela equacdo homogénea de Laplace (Equacao

1.1).

Vu(x)=0 (1.1)

Figura 1.1: Dominio €}, delimitado por um contorno I,

Seja ainda uma relacdo de reciprocidade entre dois estados u (x, X,) € u(x), tal como a
Segunda Identidade de Green (Brebbia e Dominguez, 1992, Kane, 1994).

du(x)

ou’ (x, %)

on

[ (0 (e 2) Vi) —u(0) Vi (x,5,) ) dQ = | (u*(z,&)) u(x)

Q, Fb

j dl'(x)

(1.2)



Na Equagdo 1.2, o estado u (x,x,) é chamado de estado auxiliar, e é uma caracteristica
fundamental do Método dos Elementos de Contorno. O Capitulo 2 traz alguns exemplos de
estados auxiliares, mas um exemplo classico é a solu¢do do operador de Laplace quando o

dominio € € ilimitado (Figura 1.2):
V' (x, %) =—0(x, %) (1.3)

Este estado diz respeito a aplicacdo de um carregamento unitdrio concentrado (distribui¢ao
Delta de Dirac) no ponto Xg, sujeito a condi¢do de que seu efeito desapareca em um ponto x

infinitamente distante de xo. Ou seja,

lim u'(x,x,)=0 (1.4)

|| >0

O ponto-fonte xy, no qual se aplica o estado auxiliar, e o ponto-campo X, onde se mede o
efeito desta aplicacdo, também sdo conceitos fundamentais do MEC, assim como a derivada do

estado auxiliar em relacdo a uma direcdo normal n a ser definida adiante:

du (x,x,)

=4 @) (1.5)

q(x-xq)

Figura 1.2: Caso particular de estado auxiliar: solucao fundamental.



Este caso particular de estado auxiliar € chamado de solucdo fundamental do operador de

1 . L. ~
Laplace’, cujas caracteristicas sao:

1. O estado auxiliar € a solucdo do operador de Laplace do dominio ilimitado iy,
apresentando um termo nao-homogéneo definido por um Delta de Dirac e

2. Satisfaz a condi¢ao de contorno expressa pela Equacgao 1.4.

A solugdo fundamental u”(x, x,) apresenta a seguinte importante propriedade matematica:

J (W@ Vo' (x.x) ) dQ = [ ~(u(x) 8(x.5,)) dQ=u(x,) (1.6)

Q, Q,

Substituindo-se (1.6) e (1.1) em (1.2), tem-se:

| ' (x,,) Viu(x) u(x) () V' (x,5,) |dQ = [ (-u(0)[-8(x-x)] ) dQ=u(x) (1.7)

Q -8(x-x,) Q

Aplica-se (1.7) ao lado direito da Segunda Identidade de Green (Equagdo 1.2) para se obter

a seguinte Equacdo Integral de Contorno:

+u(x) = | (u*@,zo)a”@ —u(z)mjdrw (1.8)
on on

T

Como a posicao do ponto-fonte xo € qualquer, ele pode ser posto no contorno do problema,

onde a Equacdo 1.8 torna-se andloga a Identidade de Somigliana, mas para o operador de

Laplace:

C(x)u(x,) =

'_Jq_.

(u a”(x) () a”*@’%)jdrm
on

(1.9)

" Ou também, “Funcio de Green do Espaco Completo™.



Esta equacdo é a base do MEC-Direto cléssico e sua formulacido pode ser encontrada nos
mais variados livros-texto sobre o Método dos Elementos de Contorno.

Contudo, a Equacdo 1.9 ndo encerra sobre si o MEC. Trata-se de uma Equacgdo Integral de
Contorno na qual integrais de linha devem ser determinadas ao longo de um contorno finito e
continuo como o I'y, da Figura 1.1, e cujo resultado expressa de maneira absolutamente exata o
comportamento da grandeza u.

A diferenca entre a solu¢do exata da Equacdo 1.9 e o MEC estd em um processo de
discretizacdo. Segundo este método, a fronteira I}, € discretizada por meio de elementos de
fronteira I'° (Figura 1.3), e admite-se que a solu¢do do problema todo é representada por uma

aproximacao da solucdo nos elementos, como:

W)= uh(0:  q@x)=2 ghx) (1.10)

Assim, a Equacdo 1.9 aplicada aos elementos torna-se:

Clxyu(x) =2, [ ' (s ) (2 )T () + 2, [ 6 () ()T ()

re re

(1.11)

7

@2x

Figura 1.3: Discretiza¢do do contorno I'y, que dd origem ao MEC-D.



1.2 Formulacdo do MEC para a equacao homogénea de Helmholtz baseada na solucao

fundamental do operador de Helmholtz

De forma andloga ao que foi feito com o operador de Laplace, € possivel escrever uma

Equacdo Integral de Contorno para o operador homogéneo de Helmholtz (Kane, 1994):
Viu(x)+k’u(x)=0 (1.12)
Neste caso, também se define uma solu¢do fundamental por:

ViU (2, 3) + kU (x, %) = ~5(x, %) (1.13)

Utilizando as Equagdes 1.12 e 1.13 em conjunto com o lado esquerdo da Segunda

Identidade de Green (Equacao 1.2) obtém-se:

f(—”(£>[—5(£—£o)] )dQ = +u(x,) (1.14)

Q,

Finalmente, chega-se a uma Equacdo Integral de Contorno para o operador de Helmholtz
substituindo-se (1.14) no lado direito da Equagdo 1.2:

{u*(x,J)a”(x) u(z)%jdﬂz)
n

(1.15)

Atente-se para o fato de que novamente o problema € completamente descrito por integrais

no contorno I%.



1.3 Inconveniéncias do MEC-Direto

O que ocorre quando se pretende formular uma Equacdo Integral de Contorno com uma
solucdo fundamental que ndo corresponde ao operador em questao?

Para ilustrar isso, considere o operador de Helmholtz (Equacgdo 1.12):
Viu(x)+k’u(x)=0 (1.12)
e a solu¢do fundamental do operador de Laplace (Equacao 1.3):

V' (x, %)) =—0(x, x,) (1.3)

Aplicando as Equacgdes 1.3 e 1.12 na expressdo da esquerda da Segunda Identidade de

Green (Equagdo 1.2), chega-se a:

[ (' (2 5) V@) -u@) V' (x,5) ) dQ =u(x) - [ (4 (x, %) Cu(x) dQ (1.16)

Q, Q,

Finalmente, chega-se a uma equacgdo integral para o operador de Helmholtz baseado em

uma solu¢do fundamental alternativa substituindo-se (1.16) no lado direito da Equacdo 1.2:

(u*(z,m () —u(z)deF(szz [ (' @x)uw) dow)
on on

Q,

<
—~
L=
N
Il
o l—

(1.17)

Ao contrério do que se observa nas Equacdes 1.9 e 1.15, a Equag@o 1.17 contém ainda uma
integral que deve ser resolvida em todo o dominio, envolvendo a solu¢do fundamental de Laplace
u(x, X,) € avaridvel do problema, u(x).

Este desenvolvimento pode ser feito para outras combinagdes de operadores e solucdes

fundamentais. De qualquer forma, se ndao ha uma solu¢do fundamental que corresponda



exatamente ao operador diferencial em andlise, sempre serd necessdrio realizar uma integral de
dominio — o problema nunca poderéd ser descrito completamente por uma Equagdo Integral de
Contorno (Wrobel, 2002, Aliabadi, 2002).

Porém, de forma andloga ao conceito que levou a Equagao 1.17, também se pode formular
um problema eldstico anisotropico a partir de uma solucdo estética isotrdpica, e a integral de
dominio remanescente serd responsdvel por corrigir esta diferenca. Da mesma forma, uma
solucdo elastostdtica pode ser usada na formulacao integral de um operador elastodinamico, e as
componentes inerciais serdo representadas na integral de dominio (Wrobel, 2002, Aliabadi,
2002).

Além disso, a discretizacdo formulada pelas Equacdes 1.10, baseada em superposi¢do, faz
com que o MEC seja adequado para tratar problemas lineares, mas problemas nao-lineares
podem ser tratados pela inclusao de uma integral de dominio (Wutzow, 2003).

H4 trés abordagens principais para resolver as integrais de dominio.

Uma delas € discretizar o dominio por meio de células (Figura 1.4), sobre as quais se faz
uma integracdo. Existem técnicas eficientes de resolver tais integrais, entre elas a de Wutzow
(2003), que as transforma analiticamente em integrais de contorno relativas as células, mas de
qualquer forma causam a perda de um dos principais atrativos do MEC: a possibilidade de

discretizar somente o contorno.

Figura 1.4: Discretizacdo do dominio £, em células de dominio €2..

No Método de Reciprocidade Dual (DRM), as integrais de dominio sdo aproximadas por
uma soma de integrais de contorno onde existe um conjunto de fungdes de ponderagdao

distribuidas em pontos do contorno, e eventualmente do dominio (Brebbia e Partridge, 1992,



Mesquita et al, 2002). Um esquema de pontos de suporte para as func¢des auxiliares da DRM é
mostrado na Figura 1.5. A escolha do tipo das fun¢des auxiliares, o nimero de pontos de
colocagdo destas funcdes, bem como sua posicao, tanto sobre o dominio como sobre o contorno
sdo varidaveis que necessitam ser pesquisadas para cada implementacdo do método. Esta técnica
pode ser implementada de forma eficiente e competitiva, mas dependendo das opgdes feitas

existe um acréscimo de memoria necessdria bem como de tempo de processamento.

Figura 1.5: Pontos de suporte para as func¢des auxiliares do DRM.

Por fim, o Método da Miuiltipla Reciprocidade (MRM) transforma a integral de dominio em
uma soma de uma série de integrais de contorno, utilizando uma familia de solucdes auxiliares
para o operador em andlise (Mesquita et al, 2002). O método tem o inconveniente de exigir uma
familia recorrente de fun¢des auxiliares, e também exige um estudo do nimero de elementos da
série que produz convergéncia nos resultados. Deve-se considerar ainda o aumento do custo
computacional do MRM.

Técnicas como estas viabilizam o MEC-D mesmo sem a existéncia de uma solugdo
fundamental correspondente ao operador analisado, mas sempre dependem de alguma operacao
sobre o dominio do problema. A conseqiiéncia € que problemas envolvendo dominios abertos ndao
possam ser tratados pelo MEC-D, a menos que haja uma solu¢do fundamental capaz de formular
uma Equacio Integral somente de Contorno.

A Figura 1.6 ilustra um caso de dominio ilimitado Qi,;. Como as técnicas de divisao
celular, DRM e MRM sdo capazes de tratar somente o dominio limitado, sdo ineficientes se o
fendmeno envolve a propagacdo da grandeza para além do espaco €. Fendmenos como a
transferéncia de calor em meios abertos, a acustica de oceanos e da atmosfera e o

eletromagnetismo em ambientes abertos sao exemplos tipicos de problemas de dominio ilimitado.
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Figura 1.6: Dominio ilimitado Qi,r € dominio limitado €, discretizado por células €.

Outro desafio, que surge no tratamento da propagacdo de ondas em meios geofisicos, € a
necessidade de respeitar a Condi¢ao de Radiacdo de Sommerfeld (CRS) (Sommerfeld, 1957,
Gazetas, 1983, Richart et al. 1970). Essa condi¢do estabelece que a energia se propaga das fontes
préximas para o infinito e ndo vem do infinito para a regido analisada.

O MEC ¢ capaz de lidar com estas situacdes se existir um estado auxiliar que satisfaga o
operador, a0 mesmo tempo em que satisfaz a CRS. Para problemas eldsticos em meios
isotropicos ou anisotropicos, existem solucdes fundamentais no dominio da freqiiéncia. Existe
expressao analitica para o caso isotropico dada por Dominguez (1993). Para o caso anisotrépico,
as solucdes podem ser fornecidas numericamente (Dravinski e Niu, 2003). Os problemas
viscoeldsticos lineares estaciondrios podem ser resolvidos pelo Principio da Correspondéncia
Eléstico-Viscoelastico (Christensen, 2003), segundo o qual a solu¢do do meio viscoeldstico pode
ser obtida a partir da solucdo do dominio eldstico, desde que se substitua os parametros
constitutivos eldsticos pelos viscoeldsticos.

Problemas viscoeldsticos transientes, por outro lado, necessitam um estado auxiliar
viscoeldstico transiente genérico, que satisfaca qualquer equagdo constitutiva viscoeléstica linear.
Nao existe tal solu¢do (Gaul, Antes e Fiedler, 1992, Gaul e Schanz, 1999, Gaul e Schanz, 1997,
Schanz e Antes, 1997, Schanz, 1999, Schanz, 2001, Mesquita et al, 2002).

Ha duas técnicas principais para modelar dominios infinitos sujeitos a CRS. Pode-se
sintetizar estados auxiliares aplicdveis ao MEC, que respeitem a CRS, ou simular a CRS no

Método dos Elementos Finitos (Mesquita e Pavanello, 2005). Esta dltima técnica foi abordada
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por Marques de Barros et al (1995) por meio de Elementos Finitos Infinitos, e por Givolli (1992)
pelo mapeamento Dirichlet to Neumann (DtN).

A abordagem do MEC-D baseada em solucdes fundamentais singulares traz consigo ainda
um ultimo inconveniente que é a necessidade de tratar as singularidades da solugdo. As
singularidades fracas podem ser integradas numericamente com boa precisdo; as fortes precisam
ser integradas segundo a abordagem do Valor Principal de Cauchy (Kane, 1994); as
hipersingulares exigem técnicas mais sofisticadas, como a Parte Finita de Hadamard (Guiggiani

et al. 1992, Krishnasamy et al. 1992).

1.5 Formulacoes alternativas do Método dos Elementos de Contorno

Até aqui, denominou-se solu¢dao fundamental ou Funcdo de Green do Espaco Completo a
solucdo que obedecia a condi¢do de contorno da Equacdo 1.4. Funcdes de Green especificas
podem ser designadas para satisfazer outras condi¢cdes de contorno além dessa.

A Figura 1.7 mostra um exemplo de funcdo de Green especifica para um semi-espago.
Neste caso, uma for¢a concentrada tz=90(x, z) € aplicada na origem do sistema de coordenadas e
na direcdo de Z, e a funcdo de Green deve satisfazer as seguintes condi¢cdes de contorno: tz(x # 0,
z=0)=0etx(x#0,z=0)=0.

Funcdes de Green especificas com estas caracteristicas sdo chamadas de Func¢des de Green

para o Semi-Espaco.

rs tz(x) s l tz(x)
Xj‘! - N ™y
r HS i
Qfs Xi .y Q y Oxxz.
* - XZ - I
h vr] ¥ ; h
| Ozxz I
Tk ez
Y z Y z
(@) (b)

Figura 1.7: (a) deslocamentos e (b) tensdes descritos pela funcido de Green para o semi-espaco.
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Quando se descreve a interagdo de uma estrutura rigida com o semi-espaco pela fun¢do de
Green para o semi-espago, somente a interface solo-fundagdo precisa ser discretizada, uma vez
que as demais condi¢des de contorno da superficie ndo-carregada ja estdo satisfeitas a priori por
essa fungao.

A Figura 1.8a ilustra esse exemplo. A interface I't sob a fundacgdo € discretizada, enquanto
o resto da superficie livre ilimitada Iy do semi-espaco obedece as condi¢des de

contornot, (I x1>a,z=0)=1, (IxI>a,z2=0)=0.

O mesmo problema, se descrito pela Funcdao de Green do Espagco Completo, exige a
discretizacdo de toda uma superficie Iy na qual se impde as condigdes

t,(Li+a>x>a,z=0)=t, (L, +a> xI>a,z=0)=0 (Figura 1.8b). Este esfor¢o de criagdo da

superficie livre I'; que se estenda para além da interface solo-fundagdo I'y; € um dos custos do uso
da solucdo fundamental. A superficie I's deveria se estender infinitamente além de Iy, mas na
pratica € truncada a uma distancia (Ls + a) do centro da fundacdo. Este truncamento introduz uma

aproximacao na discretizacao e sua influéncia necessita ser avaliada com cuidado.

2a Ls 2a L
o | | |
. - 1/—1 X T l/—\ X
rs—inf FfS rinf X rs-inf FfS FS//F 5
Uz e VRS
(a) (b)

Figura 1.8: Discretizag¢des para funcdes de Green (a) do semi-espaco e (b) do espago completo.

Considere agora que o problema a ser tratado seja uma camada horizontal Q disposta
sobre uma camada rigida (Figura 1.9a). Pode-se sintetizar uma funcao de Green especifica sujeita
as condicodes da superficie livre e deslocamento nulo no fundo de €;, e somente a superficie I's

deve sofrer discretizacao (Figura 1.9b).
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Abordar o mesmo problema pela funcdo de Green do Espaco Completo exige a
discretizacdo de todas as superficies, ['sinf € I'y, como mostra a malha da Figura 1.10a (Carrion et

al, 2007).

FS tZ(X) 23
Xj 3 e /
[ Xi Ds.inf I'ss T.
]._" Uxz inf
H 7 inf
QL - | /ru
S S S S

——_—— )

(a) (b)

Figura 1.9: Func¢do de Green especifica para camada sobre base rigida e discretizagdo.

No entanto, o maior empecilho vem da falta de generalidade dessa técnica. Se o problema
for, por exemplo, a fundacdo sobre base rigida cuja malha € mostrada na Figura 1.10b, serd
necessdrio o trabalho extremamente dificil, sendo impossivel, de construir uma fun¢do de Green

especifica capaz de satisfazer as condi¢des de contorno presentes neste problema.

() (b)
Figura 1.10: malhas para camadas sobre base rigida para fundagdo (a) sobre a superficie, sobre

camada horizontal e (b) engastada, sobre camada ndo-horizontal.
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1.6 Estados auxiliares nao-singulares

Uma alternativa as funcdes de Green, relativas a esfor¢os concentrados, é a sintese de
estados auxiliares ndo-singulares. Estados sintetizados assim tém a vantagem de ndo serem
singulares proximo ao carregamento, € de poderem ser incluidos em formulac¢des diretas (Barros
e Mesquita, 2001) ou indiretas (Thomazo, 2004) do MEC.

As Figuras 1.11a e 1.11b mostram exemplos de estados auxiliares nao-singulares para

carregamentos distribuidos de amplitude constante e linear, aplicados sobre a superficie do semi-

espaco.
2a ” 2a 3
tz1 't t
[ 27 oy ‘22 _ s o 2
X1 Xj X2 X F lvl Y >
r X1 X~ Xz X
QHS iy J
v——Uxz HS r :
‘ rh Q ] Uxz h
Uz I
Uzz
Y z
Y Z
(b)
(a)

Figura 1.11: Semi-espagos com carregamentos distribuidos (a) constante e (b) linear.

h 1h
o I o I
' . 2a . 2a
FI i 'J ¥y pZ(X) . rl T =] pX(X) > 3
&N ¢
T 3 X' O xxx
v l' \J
2 ' 2 - O
o Uzl'z Q! zzx >
Y Z Y Z
(a) (b)

Figura 1.12: Estados auxiliares ndo-singulares para carregamento (a) vertical e (b) transversal no

interior do espago completo.
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As Figuras 1.12a e 1.12b mostram exemplos de estados auxiliares ndo-singulares para
carregamentos vertical e tangencial, aplicados no interior do espaco completo.

Estados auxiliares ndo-singulares muito simples podem ser resolvidos analiticamente.
Crouch e Starfield (1983) fizeram isso para o estado auxiliar da elastostatica bidimensional.
Estados mais complexos, como da elastodindmica iso- ou anisotrépica exigem solu¢do numérica.

O Capitulo 2 trata com mais detalhes da sintese de estados auxiliares nao-singulares.

1.7 Formulacoes singular e nao-singular do MEC

Independente de o estado auxiliar ser singular (solu¢do fundamental) ou ndo, a formulacdo

do MEC pode ainda ser abordada de maneira singular ou nao-singular.

A Figura 1.13a mostra um exemplo da abordagem nao-singular do MEC, embora a solugao
fundamental utilizada seja singular. Isso é conseguido fazendo-se com que os pontos de
colocagdo xg; se disponham sobre uma superficie auxiliar I, distante da superficie real
discretizada I's, de forma que os integrandos da solucdo fundamental nunca sejam singulares. A
distancia entre as fronteiras I',yx € I's deve ser otimizada para cada tipo de problema.

A Figura 1.13b mostra o oposto: um estado ndo-singular aplicado em uma formulagao

singular do MEC, exatamente sobre o contorno discretizado.

XO-' on raux xOl / rs -7---'-"""---7._
_LQ . 4 ol * * L 2 X "_.LE:[UI % — X
n i T
e i LT e i
! > o o 9 / U)( j' o %) : Ux
SN ‘ =i [N
, ¢ 0.8 § Is Y "ﬂ—'—.—’—.—.—\l.
) *——o 1o 4
Cinf Finf
z l U, z lUZ
(a) (b)

Figura 1.13: (a) Estado singular com formulacao ndo-singular do MEC. (b) Estado ndo-singular

com formulac¢do singular do MEC.
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1.8 Revisao bibliografica

Este trabalho se enquadra em uma linha de trabalho de um grupo de pesquisa deste
Departamento de Mecanica Computacional, na qual se desenvolve estados auxiliares por meio de
técnicas analiticas e numéricas, geralmente envolvendo alguma transformacio analitica de
Fourier, Radon ou Hankel, e sua transformacao inversa operada numericamente.

Outra vertente do grupo, na qual se inclui este trabalho, se ocupa de aplicar tais estados
sintetizados em métodos como o MEC direto ou indireto para a solu¢do de problemas da fisica
matematica.

O primeiro trabalho do grupo foi realizado por Mesquita (1989) e consistiu em desenvolver
um estado auxiliar ndo singular para semi-espagos bi- e tridimensionais. Neste caso o0s
carregamentos eram de amplitude constante e aplicados na superficie do semi-espaco. As
respostas eram dadas no dominio da freqii€éncia, caso estaciondrio, € o solo era considerado
1sotropico e viscoeldstico.

Os trabalhos de Romanini (1995) e Mesquita e Romanini (1992) estendem a formulagao
para o caso de uma camada viscoeldstica apoiada sobre uma base rigida, bem como uma camada
apoiada sobre um semi-espago. Aqui a andlise era bi-dimensional e no dominio da freqiiéncia, e o
meio, isotropico. Uma extensdo para um meio transversalmente isotrépico, viscoeldstico e
bidimensional foi realizado por Barros (1999). Barros tratou tanto de espacos completos como de
semi-espacos, sendo que nestes ultimos casos as dire¢des principais dos solos ndo
necessariamente coincidiam com a orientagdo da superficie livre.

A aplicac@o das solugdes desenvolvidas por Romanini para a superficie do semi-espaco
foram incorporadas no chamado “Substructure Deletion Method’ para incorporar o efeito do
engastamento das fundacdes sobre semi-espacos (Mesquita et al. 1995). A interacdo estrutura-
solo-estrutura utilizando as mesmas funcdes foi realizada por Betti et al (1996). O trabalho de
Barros e Mesquita (2001) aplica as solugdes de espaco completo transversalmente isotropicas e
nao-singulares no ambito do MEC-Direto para tratar problemas de interacao ttinel-solo.

Solugdes bidimensionais com diversos tipos de carregamentos distribuidos, tais como
lineares, quadriticos e mesmo carregamentos com singularidade, foram desenvolvidos e
aplicados para descrever a interacdo solo-estrutura (Barros e Mesquita, 2000, Barros e Mesquita,

1999b). Solucdes bi- e tridimensionais axissimétricas para multiplas camadas horizontais em
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meios transversalmente isotrépicos no dominio da frequéncia foram desenvolvidas por Marques
de Barros (2001).

Diversos trabalhos foram empreendidos pelo grupo para tratar de problemas transientes.
Aprimorando as técnicas de integracdo no dominio da freqiiéncia e utilizando a transformada de
Fourier, pode-se analisar a resposta dindmica transiente de semi-espagos (Mesquita et al. 2002,
Thomazo, 2004) bem como de camadas sobre bases rigidas (Mesquita et al. 2003).

Com as andlises bidimensionais em um bom patamar de resultados e eficiéncia
computacional, as anélises comecaram a ser estendidas com estados auxiliares tridimensionais.

Romanini (2008) sintetizou a solu¢do de um estado auxiliar tridimensional, composto por
um carregamento retangular inserido em um espaco completo isotrdpico, viscoeldstico, no
dominio da freqiiéncia. A ferramenta numérica utilizada por Romanini foi a transformada integral
de Fourier.

Mais recentemente, Adolph sintetizou solu¢cdo semelhante utilizando a transformada de
Radon (Adolph 2006, Adolph et al, 2007). As solugdes sintetizadas por Adolph incluiam
carregamentos retangulares de amplitude constante aplicados na superficie de um semi-espaco

(Adolph et al. 2007) ou no interior do espaco completo.

1.9 Objetivos do trabalho

De posse de uma solu¢do numérica de um estado auxiliar dindmico estaciondrio para
deslocamentos e tensdes para um meio continuo, tridimensional, viscoeldstico, sujeito a um
carregamento continuo distribuido numa area retangular, objetiva-se aplicar o conceito do MEC-
Indireto para resolver problemas de mesmas caracteristicas fisicas, de dominios fechados ou
abertos, estaticos ou dindmicos estaciondrios, discretizados no contorno por elementos constantes
retangulares.

A implementagdo final, feita em linguagem Fortran — uma linguagem compilada,
fortemente tipada, de alto nivel e alto desempenho, é planejada para admitir futuramente a
inclusdo de outros tipos de andlise, como multidominios, problemas envolvendo a presenca de
corpos rigidos, e melhorias nas técnicas numéricas de integragcdo e algebra, além de programacao

paralela.
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Adicionalmente, desenvolve-se um estudo analitico abrangente do comportamento que as
componentes do tensor de tensdes para meios continuos apresentam ao longo de vérios planos e
eixos coordenados, usando para isso a formulacdo da Lei de Hooke generalizada, e também um
estudo das fontes disponiveis de validacdo para estados auxiliares desenvolvidos numericamente,

e suas limitagdes.
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Capitulo 2

Estados auxiliares

Estados auxiliares sdo solugdes analiticas ou numéricas para operadores matematicos,
sujeitas as condi¢des de contorno de um determinado problema da fisica matemética. Solugdes
fundamentais s@o casos particulares de estado auxiliar, em que o carregamento € singular, dado
pela fungdo Delta de Dirac, como mostrado no Capitulo 1.

A solugdo de tais estados por si sO freqlientemente tem aplicagdo prética limitada a
problemas elementares, embora dé valiosas informacdes sobre o comportamento dos meios
quando sujeitos ao respectivo carregamento ou mesmo carregamentos semelhantes. A grande
utilidade dessas solucdes vem quando elas sdo aplicadas por métodos como o dos elementos de
contorno para resolver problemas reais de engenharia.

Solugdes analiticas ou numéricas para estados auxiliares dos mais diversos tipos sao
descritas pela bibliografia; algumas delas sdo resumidas a seguir. Neste trabalho, utiliza-se uma
solucdo numérica estaciondria ndo-singular, desenvolvida por Adolph (2006) em seu trabalho de

doutorado.
2.1 Viscoelastodinamica

Em muitos problemas mecanicos, o estado de tensdao é também funcdo do tempo, e ndo
somente do estado de deformacdo (caracteristica puramente geométrica). Isto €, muitos
problemas nao sdo rigorosamente eldsticos, mas sim viscoeldsticos. Quando essa verdade é
descrita com mais precisao na modelagem do problema, obtém-se maior semelhanca entre o
comportamento sugerido pelo modelo e a realidade, no que tange a dissipacdo de energia
(Adolph, 2006, Christensen, 2003).

Uma forma de descrever o comportamento viscoeldstico de um meio € pelo Principio da
Correspondéncia (Christensen, 2003), segundo o qual as propriedades do meio sdo tratadas como
entidades complexas. Por exemplo, Ayiscoelistico(®) = A(1+iM(®)), em que 77 é o coeficiente de

amortecimento do meio, particular de cada uma das constantes, ¢ A € a constante de Lamé.
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O amortecimento pode variar com a freqii€éncia, ou ser uma constante. O primeiro modelo €

chamado de amortecimento viscoso e o ultimo de histerético, e € o modelo usado neste trabalho.

2.2 Solucao de Kelvin para carga concentrada e espaco tridimensional

Kelvin determinou o comportamento que um meio eldstico tridimensional infinito,

homogéneo e isotrpico apresenta quando sujeito a uma carga pontual estdtica (Figura 2.1).

Figura 2.1: Cargas pontuais no espago tridimensional infinito.

Sendo o meio infinito, a solu¢do do problema ndo muda quando se considera, para fins de
simplificacdo, que as cargas pontuais estdo aplicadas sobre a origem, alinhadas com os eixos
coordenados.

Para contornar o problema da inconsisténcia fisica que € a forca pontual, pode-se considera-
las como sugerem os conceitos do delta de Dirac: a for¢a pontual € o caso limite de uma forca de
corpo fj atuando sobre uma esfera, tal que f; aumente quando o raio da esfera tenda a zero, de
forma a manter constante a carga resultante P.

A carga aplicada nessa esfera deve ser tal que, quando confrontada quando as forgas de
superficie na dire¢do X;, ndo altere o equilibrio da esfera (Figura 2.2). Isto é, a somatdria das

forcas na diregdo x; deve ser nula:
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> F,=0=P+[tdl @2.1)
T

Figura 2.2: Carga concentrada P e tragdes na direcdo de xs.

O desenvolvimento dessa equacdo de equilibrio usando o conceito do vetor de Galerkin, a
formula de Cauchy e a equacdo de elasticidade de Navier ¢ mostrada em detalhes por Kane
(1994), mas conduz as expressodes analiticas de deslocamento e tensdo para um ponto qualquer do

espaco tridimensional infinito, dadas por:

P . X, X
L = 3—-4v)o, +~L—L 2.2
uzk 16,[17[(1—1/)’0 |:( V) zk+ppi| ( )

_Pl1-2v] 2{5,,-&—5 X o X3 xixjxk} 03

o, =—t"1 g L
8 (1-v) Ko Mp o1-2v p

em que os indices i, j e k referem-se as dire¢des 1, 2 e 3. ujx representa a componente de

deslocamento na dire¢do i devido a carga na direcdo k e O a componente de tensdo oj; devido a
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carga na direcdo k. A intensidade da carga concentrada € representada por P e o material é
definido por suas propriedades v (razdo de Poisson) e p (constante de Lamé, equivalente ao

modulo de elasticidade transversal G). O ponto X = (X;, X, Xx) € ponto do espago em que se
calcula a solugdo, e sua distancia da origem é dada por p =,/x” + x> +x,” . A fungdo &y, o Delta

de Kronecker, € definido por:

5= {1, i=j
Y0, i#E g
E fundamental observar que as expressdes do problema de Kelvin ndo apresentam
descontinuidades, embora algumas componentes sejam singulares na origem do sistema de
coordenadas.
Esta solucdo pode ser usada para validar um estado auxiliar dindmico tridimensional, desde
que a freqiiéncia utilizada seja muito baixa (emulagcdo da caracteristica estdtica da solucdo de
Kelvin) e a drea carregada seja muito pequena (emulagdo da caracteristica concentrada). Porém,

deve-se atentar para o fato de que as descontinuidades que eventualmente ocorram no estado

auxiliar ndo serdo mostradas por esta solu¢cao de Kelvin.

2.3 Solucao de Crouch e Starfield para carga distribuida e espaco bidimensional

Figura 2.3: Esquematizagdo de cargas distribuidas no espago bidimensional infinito.
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Crouch e Starfield (1983) utilizaram a solucdo de Kelvin do espago bidimensional para
determinar o comportamento que um meio eldstico bidimensional infinito, homogéneo e
isotropico apresenta quando sujeito a um carregamento estitico constante, porém desta vez
distribuido sobre uma linha de comprimento 2A (Figura 2.3).

Se esse carregamento € centrado na origem do sistema de coordenadas, as expressdes de
deslocamentos e tensdes em qualquer ponto do espago bidimensional sdo dadas por Crouch e

Starfield (1983) como:

lyy = 5—2‘;[(3 w)f+z-f,]

P
Uy, _Z[ z fz:l

i)G 2.4)
Upy == —2 fx:|

2G
Uzz = 2PG (3 4V)f+Z fz]
GXXX:PX[(?’_zV)f,X"'Z'f,XZ:l
GXZX:PXI: ( )fz+z fzz:l
GZZX:PXI:_(l 2V)fx foz:l

(2.5)

Oxxz = P. [2Vf,z +Z'f,zz]
Oxzz :Px[z(l_v)f,x _Z'f,xz]
Oz :RCI:(l_ZV)f:Z _Z'f,ZZ]

nos quais uy representa a componente de deslocamento na direcdo i devido a carga na
dire¢do k e Gjjx a componente de tensdo Gj; devido a carga na dire¢do k. Os indices i, j e k
representam as dire¢des X e Z. Px e Pz representam as intensidades das cargas distribuidas nas
direcdes X e Z. O material é definido pelas propriedades v (razdo de Poisson) e G (médulo de
elasticidade transversal). A funcdo f(x,z) mostrada nas Equacdes 2.4 e 2.5 e suas derivadas sdo

dadas por:
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-1
f““’—m[

(arctan —arctan

7
x+A

A)ny(x=A)’ + 22 +(x+A)In(x+A) +2 }

fy(x,2)= [ n,/(x—A) e —In(( x+A }
fr(x2)= {arctan - arctan
_ 1 4 B 4
fXZ(x’Z)_‘l (1-v) (x—A) +z (x+A)2 2| ©
1 x—A x+A
Fooli2)= fZZ(x’Z)_“ (1-v) (x A)2+ (x+A)2

Ao contrdrio da solugdo de Kelvin para carga concentrada, estas expressoes sdo capazes de
descrever tanto o comportamento descontinuo quanto as singularidades que as componentes de
tensdo apresentam em algumas circunstancias.
descontinuidade que a componente G777z apresenta sob a superficie de carregamento, e a

singularidade que a componente 67zx apresenta proximo a borda do carregamento (isto €, quando

X —=A).

Componente Szzx(x)

- —d L __

Szzx(x)

S N

S T

(a)

Figura 2.4: Exemplos mostrando descontinuidades e singularidades que a solu¢do de Crouch e
Starfield é capaz de prever (A=1m,G=1Pa,Px=Pz=1N,v=025,Xe [-2,2]m,Z— 0").

e
o
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Como exemplo, a Figura 2.4 ilustra a
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Esta solucdo pode ser usada para validar a solu¢do de um estado auxiliar tridimensional
dindmico, cujo carregamento se distribui sobre um plano e ndo sobre uma linha (Figura 2.5). Para
tanto, € necessdrio que a freqiiéncia utilizada seja muito baixa (emulagdo da caracteristica estatica
da solugdo de Crouch e Starfield) e a largura de carregamento B na terceira dimensao seja muito

maior que A (emulagdo da caracteristica bidimensional).

v Z

Figura 2.5: Pode-se emular um problema bidimensional fazendo » muito maior que 1.

2.4 Estado auxiliar viscoelastodinamico estacionario nao-singular

A solucdo para um estado auxiliar tridimensional viscoelastodindmico ndo-singular foi
desenvolvida por Adolph (2006). A solug¢do refere-se a um carregamento de intensidade
constante no espaco, dindmico estaciondrio, distribuido sobre uma area retangular de lados 2A ao
longo de X e 2B ao longo de Y (Figura 2.6).

Um problema de elasticidade € descrito por quinze grandezas: trés deslocamentos u;, seis

deformagoes € e seis tensoes ;. Quando o meio € isotropico, a solucdo para este tipo de
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problema pode ser obtida por meio de quinze equagdes: as seis relacdes de Hooke entre tensao e

deformacao,
0, = A0,€, +2UE; (2.6)
as seis relacoes de Cauchy entre deslocamento-deformacao,
€y :%(ui,j +u,) (2.7)

e trés equagdes de equilibrio,

o, +f=0 (2.8)

Z
L

Figura 2.6: Carregamento distribuido no interior do espaco infinito tridimensional.
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Embora a rigor as grandezas €;; e 6;; englobem nove valores, por simetria tem-se que & = €j;
€ Gjj = Cj-
Pode-se reescrever a Equacdo 2.8 em termos dos deslocamentos. Para tanto, substitui-se a

Equacido 2.6 nesta ultima:

[ﬂ&ljskk + Zﬂel.j.]’j +f,=0

AS,E, +2uE, ;+ f,=0 (2.9)

y.J

Substitui-se (2.7) em (2.9):

ﬂé(uw +uy )+ 2u %(ui,_,.j. +u, )+ f,=0 (2.10)
Mas

ﬂé(uk,kj tuy )= A, (2.11)
Portanto,

Aug o+ pu, +pu,, + f,=0 (2.12)

Observando que u; ; =u, ,; , tem-se a Equacdo de Elasticidade de Navier:

pu, +(u+A)u; + f,=0 (2.13)

i jj

Ou ainda, aplicando a Segunda Lei de Newton ao termo de forcas internas fj, tem-se

finalmente:
Hu,; ; +(/1+:U)”k,ki = pii;
(2.14)
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Embora descreva completamente o problema, o operador linear da Equagdo 2.14 tem
solucdo analitica dificil de ser determinada. Trata-se de uma equagdo acoplada, isto é, coexistem
nela os trés componentes de deslocamento, uj, u; e us.

Adolph usou em seu trabalho uma estratégia de solucdo que envolve uma transformagao
analitica da Equacgdo 2.14 para o dominio de Radon, e outra transformagdo de Fourier também
analitica. As equacOes resultantes puderam entdo ser resolvidas algebricamente neste novo
espaco de equacdes, € a solu¢do no espago real vem com as transformagdes inversas, desta vez
numéricas, de Fourier e Radon. Este processo € sintetizado pela Figura 2.8.

As expressoes de deslocamento e tensio obtidas sdo mostradas em sua tese (Adolph, 2006).
Sdo nove componentes de deslocamento u;; € dezoito componentes de tensdo Gijk, €m expressoes

como as seguintes:

- %
1 —5(1 xcos(8)+ysin(8
= ’ a6 a 2.15
Uzz = Az oz J; .[/ ¢ ( )
€
1 1 5 7 6t
o - S i6E(xcos(0)+ysin(6 d@d 216
222 = 4o /—27[ _J;_ié o, € ég ( )

em que uyzz € a expressao para o deslocamento na dire¢do de Z devido ao carregamento na
mesma direcdo e Gzzz a componente de tensdo Gzz devido ao carregamento vertical. O meio é
definido pelas propriedades [ e A (constantes de Lamé) e pela massa especifica p, e a intensidade
do carregamento oscila harmonicamente com freqiiéncia ®. As func¢des Guzz € Sszz sdo dadas
por:

1
‘/fzrl - ‘//1F2

~oayz|

—Ye

G, = sign (&) 6 _5“2‘1‘} e

INJ{I//ze
1
Wzrl_W1F2
[, =0 (A+2u) +idAy, ;

S, =sign(&)sign(z) & }V’{Fll/lze_‘sw“z‘ —1“21//16_5“2‘1‘} , em que:

T, =-a, (A+2u)+icAy,;
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o (A+2u) - u+1
b e (A+2u)

_ o (A+2u)-Eu+l
T ide,(A+2p)

' 12 [N
—c'y—4Jc'y—4c' ¢
0‘1=\/ 3 3 165,

' b
2c,

o

—c'3+«/c'32—4c'lc'5
a, = : ;

2c, ’
¢\ =Au+2u;
c',=2E—4E 1 + A+3u;
¢'s=&Au+28 1 - EA-38u+1;
k
fzg;

k: variavel resultante da transformada de Fourier;

S=wp e

X =(x, Y, z): ponto do espaco em que se calcula a solucao.

Passo até cntério parada

® @
Cp / Cs
/\ Ap s
\/vvu\/vvv

EY /N
=M

: ‘ Ag

Guzz
Sl

Figura 2.7: Método de integracao utilizado na solugao deste espaco auxiliar.
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Para solu¢do de tais integrais, Adolph utilizou uma combinag¢do entre um algoritmo
adaptativo de quadratura de Gauss com refinamento préximo de regides singulares, e o algoritmo
do tipo “procedendo para infinito” quando o termo dissipativo se sobrepde ao termo oscilatério

fazendo-o decair harmonicamente (Figura 2.7).

Conjunto de equacdes no sistema cartesiano
Condicdes de contorno para semi-espago

'

Tranformada de radon bidimensional
(xy)—>(s5)

'

Equagdes no dominio de Radon

A

Rotacdo do sistema de coordenadas
desacoplamento do problema

\

Primeiro problema auwaliar Segundo problema auxiliar
Estado plano de deformacéo Cisalhamento no anti plano
Y
Transformada de Fourier Transformada de Fourier
Y Y
Solugdo Solugéo
4 y
Transformada inversa de Fourier Transformada inversa de Fourier

NS

Rotacdo do sistema de coordenadas
Acoplamento dos problemas auxiliares

{

Transformada inversa de Radon

Y
Solugdo do semi-espaco 3D

Figura 2.8: Procedimento utilizado por Adolph para solucao da Equacdo 2.14.

30



A implementacdo computacional destas integracdes foi feita usando a linguagem Fortran
sob o paradigma procedural, estrutura 90/95, com formato fixo e em forma de subrotinas,
totalizando 348 subrotinas.

O programa principal exige como dados de entrada a freqiiéncia ®, a densidade p e o
coeficiente de amortecimento 1| do meio, as larguras de carregamento A e B, a razdo de Poisson v
e a constante |l de Lamé. Adicionalmente, deve-se informar os erros absoluto e relativo admitidos
na integracao e o critério de parada, além do ponto (X, Y, Z) onde se deseja conhecer a solucao.

Como saida, sdo dados as nove componentes complexas de deslocamento u;; e as doze
tensdes Ojjx € Oiz (0 devido aos carregamentos na dire¢do de X e Z), de forma que as

componentes Gijy devem ser obtidas por meio de uma transformagdo de coordenadas apropriada.

2.5 Tensoes devido ao carregamento em Y

A implementa¢do de Adolph para a solu¢do do estado auxiliar descrito acima nao calcula as
componentes de tensdao devido a um carregamento distribuido na dire¢do de Y, somente na
direcdo de X. Contudo, é possivel calcular estas componentes por meio de uma transformacao
tensorial do tensor Gijx.

Como se pode observar pela Figura 2.9, analisar as tensdes em um ponto P; devido ao
carregamento em Y € andlogo a analisar as tensdes em um ponto P, devido ao carregamento X,
desde que o valor das larguras de carregamento A e B sejam invertidas (A <— B e B «<— A). Essa
analogia s6 € vélida quando o meio € isotropico, ou a0 menos transversalmente isotropico.

A matriz [B] de transformacdo de coordenadas de um sistema 1 para outro 2 tais que a

relacdo entre 1 — 2 é um giro de —90° em torno do eixo Z é:

cos(—90°) —sin(=90°) 0| ro | o
[B]=| sin(-90°) cos(-90°) 0|=[-1 0 0 (2.17)
0 0 1 0 01

tal que P, = [B]-P;.
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Figura 2.9: Posi¢do dos pontos P, e P frente aos carregamentos nas dire¢oes X e Y.

Assim, para que se obtenha as tensdes [0] = O;v(P2, A, B), pode-se fazer [6] = o;x(P1, B,

A), sendo que:

0 1 0|(P,) [P,
P=[-1 0 OJP,}t=1{-P, (2.18)
0 0 1|(P, P,

Alguns testes foram feitos para conferir se a transformacao acima € correta. Por exemplo,
deseja-se determinar o tensor Ojy em um ponto P, = (5, 1, %2), em um espago sujeito a um

carregamento de larguras A = %2 e B = Y. Os outros dados do problema sao:

Tabela 2.1: Dados utilizados para testar a transformacdo de tensdes.

Parametro Valor utilizado
Freqiiéncia ® 1 rad/s
Fator de amortecimento 1 0,01
Raziao de Poisson v 0,25
Constante de Lamé 1 N/m”
Massa especifica do meio p 1 kg/m’
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Segundo a transformag¢do mostrada acima, essa componente deveria ser igual a Gjjx quando

calculada em Py = (1, =5, %2), com B =2 e A = Y4. A Tabela 2.2 mostra a relagdo o;x(Pi, B, A) +

Gijvy(P2, A, B) para este ponto.

Tabela 2.2: Razdo entre o;x(P1, B, A) e o;v(P2, A, B).

Componente | 6;x/Cijy
O 0.935
Oy 0.916
Oz 0.914
vy 1.022
Oz 0.794
o 1.009

Para uma transformacao ideal, essa razdo deveria ser igual a 1 para todas as componentes.

A diferenca vem do fato de que a resposta do estado auxiliar ndo é uniforme no que diz respeito a

precisdao de integracdo. Por exemplo, como a solucdo vai piorando quanto mais préximo dos

eixos coordenados estd o ponto, € mais “facil” calcular P; = (1, -5, ¥2) que estd mais distante do

eixo X, do que P, = (5, 1, Y2), que estd mais proximo.

Para mostrar isso, as Tabelas 2.3 e 2.4 ilustram a mesma razao Gjx(P1, B, A) + o;v(P2, A,

B) para pontos mais distantes dos eixos coordenados, regido onde a precisao do cdlculo é mais

uniforme.

Tabela 2.3: Razdo entre o;;x(P1, B, A) e 0;y(P2, A, B) para o ponto P, = (7.75, 12, =3.22).

Componente | 6;x/Cijy
Oxx 1.025
Oxy 0.997
Oxz 0.995
Gyy 1.003
Gyy 0.999
Gyz 1.014
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Tabela 2.4: Razdo entre o;x(P1, B, A) e ojv(P2, A, B) para o ponto P, = (73.5, 102, 4).

Na Figura 2.10, duas componentes de o;x(Pi, B, A) sdo plotadas juntamente com suas
respectivas Ojjy(P2, A, B), para um tal P, = (X, Y, Z) em que somente X varia. Assim, pode-se ver

graficamente o efeito da proximidade do eixo X sobre a divergéncia entre os valores de Cjjx €

Componente | 6;x/Cijy
Oxx 1.001
Oxy 0.999
Ox7 1.002
Gyy 1.003
Gyy 1.000
67 1.004

Oijy-
Sxzx
: — SijX(P1, B, A)
0.000f s e | — Sij¥(P2, A, B} |-
0.002
x |
] :
H ; i
2 | ;
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Coordenada x

Figura 2.10: Comparagao entre G;x(P1, B, A) e 6ijv(P», A, B) para P, = (X, Y, Z), variando X.

O Capitulo 3 relata um estudo detalhado de como essas dificuldades de integragdo se

Componente x

-0.003

" SiX(FL, B, Al
. SijY(P2, A, B)

[ 111+ | E R

o
o
=]
=)

0.001

\ 4
0.002 : : \/

Coordenada x

desenvolvem ao longo do espaco geométrico e de parametros.
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2.6 Soluciao alternativa

Romanini (2008) desenvolveu uma solugdo para exatamente o mesmo estado auxiliar
mostrado na sec¢do anterior (Romanini 3D) e também para um estado similar, porém
bidimensional (Romanini 2D) (Romanini, 1995). A diferenca da solu¢do de Adolph para a de
Romanini 3D é que todas as transformacdes de espaco utilizadas no desenvolvimento de
Romanini sdo de Fourier.

A principio, pretendia-se usar esta solucdo neste trabalho, mas durante o processo de
validacdo descobriu-se que ela tinha ainda muitos problemas de implementagdo, era instdvel, e
funcionava em um espago geométrico pequeno demais.

De qualquer forma, dentro de um espago limitado e com parametros nao muito criticos, a

solucdo funciona e foi usada por Adolph para validar sua solugao.

Neste capitulo foi visto o que s@o solucdes fundamentais e estados auxiliares, juntamente
com alguns exemplos para carregamentos dinamicos e estdticos, e diferentes meios. Viu-se que
tais estados podem ser desenvolvidos analitica ou numericamente, mas que de qualquer forma
tém pouca aplicagdo pratica. No Capitulo 4, serd visto como o estado viscoelastodinimico

descrito na Secao 2.4 se aplica para resolver um problema real de engenharia.
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Capitulo 3

Validacao do estado auxiliar

Em seu trabalho de doutorado, Adolph (2006) fez uma minuciosa validacdo do estado
auxiliar desenvolvido por ele.

Alguns exemplos da validacido de deslocamentos para o caso estitico podem ser vistos nas
Figuras 3.1 e 3.2. Como parametro de validag¢do, foi usada a solu¢do de Kelvin para carga
concentrada no espaco tridimensional, entdo a freqii€ncia utilizada teve que ser baixa (emulacao
da caracteristica estdtica da solu¢do de Kelvin), e a largura do carregamento, pequena (emulacao

da caracteristica concentrada). A Tabela 3.1 mostra os dados utilizados nesta comparagao.

Tabela 3.1: Dados utilizados nas comparagdes nas Figuras 3.1 e 3.2.

Parametro Valor utilizado
Freqiiéncia ® 0,01 rad/s
Largura de carregamento A 0,025 m
Largura de carregamento B 0,025 m
Fator de amortecimento 1 0,01
Razao de Poisson v 0,25
Constante de Lamé 1 N/m”
Massa especifica do meio p 1 kg/m’
Coordenadas Y e Z I m
0.045- T~ e
0.040 /—_ --\ 0.008 1
0.035 [/\ qop= ,
~ 0.0304 Nl N o
§ 0.025 )\ . ' % nond 1
0.020 = ool
0015 oo
0.0107 — - —Estatica
0.005 : : , . 0001
0 1 2 3 4 — . .
X 0 1 2 3 4

X

Figura 3.1: Comparagdo das componentes uzz € uxy com a solucdo de Kelvin 3D estética.
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Figura 3.3: Comparagao das componentes uzz € uzy com a solu¢do de Romanini 3D.
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Figura 3.4: Comparacdo das componentes uxx € uyz com a solucdo de Romanini 3D.
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As Figuras 3.3 e 3.4 mostram quatro casos da validacdo de deslocamentos para carga

dinamica, nos quais a comparacao € feita com a solu¢do de Romanini 3D. A Tabela 3.2 mostra os

parametros usados na comparacao.

Tabela 3.2: Dados utilizados nas comparagdes nas Figuras 3.3 e 3.4.

Parametro Valor utilizado

Freqiiéncia ® 2 rad/s

Largura de carregamento A I m

Largura de carregamento B I m

Fator de amortecimento 1 0,01

Razdo de Poisson v 0,25

Constante de Lamé 1 N/m”

Massa especifica do meio p 1 kg/m’

Coordenada Y I m

Coordenada Z Sm

Finalmente, as Figuras 3.5 e 3.6 mostram exemplos das validag¢des estéticas e dinamicas de

tensdo, comparadas respectivamente com as solu¢des de Kelvin e Romanini 2D. Para a primeira

comparacao, usa-se os dados da Tabela 3.3.

Tabela 3.3: Dados utilizados nas comparagdes na Figura 3.5.

Parametro Valor utilizado
Freqiiéncia ® 0,01 rad/s
Largura de carregamento A 0,025 m
Largura de carregamento B 0,025 m
Fator de amortecimento 1 0,01
Razao de Poisson v 0,25
Constante de Lamé 1 N/m”
Massa especifica do meio p 1 kg/m’
Coordenada Y 2m
Coordenada Z I m

Para a comparacdo dinamica, além de utilizar freqiiéncia ® de 2 rad/s, foi necessario emular

a caracteristica bidimensional da solucdo de Romanini 2D fazendo B =20 e A = 1, e calcular a

solucdo somente no plano Y = 0.
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Figura 3.6: Comparacdo das componentes Gxxx € Ozzz com a solu¢do dindmica de Romanini 2D.

Contudo, embora tal validagao tenha servido ao propdsito de mostrar a validade da teoria
desenvolvida por Adolph, a confiabilidade do resultado das integragcdes e a correta
implementacdo dos sinais das expressoes, foi insuficiente quando o objetivo € usar tal solugcdo
para resolver um problema fisico pelo MEC-Indireto. Isso sequer fazia parte do escopo do
trabalho. Essa valida¢ao foi insuficiente por trés motivos principais:

Aspectos importantes dos parametros de validacdo foram ignorados. Por exemplo, a
solucdo de Kelvin para carga concentrada no espaco tridimensional € incapaz de prever as
singularidades e descontinuidades do tensor de tensdes. J4 foi dito na Se¢iao 2.3 que componentes
como Ozzz € Ozzx apresentam descontinuidades e/ou singularidades em vdrias circunstancias. Um

exemplo tipico é ao longo da linha X € [-2A, 2A], com Y = Z = 0 (Figura 2.4). A solucdo
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bidimensional de Crouch e Starfield descreve perfeitamente esse comportamento, mas a solugcdo
de Kelvin 3D, usada por Adolph em sua valida¢do, ndo descreve. Por exemplo, a componente

o777 de Kelvin, dada por (Equacgdo 2.3):

T A L

O, =
8 (1-v)

¢ nula em todo o plano Z = 0.

Assim, o resultado da validacgdo feita por Adolph s6 € valido longe da superficie carregada,
onde nao ha descontinuidades nem singularidades.

O segundo aspecto € que, como se vé€ pelas Figuras 3.1 a 3.6 e nos demais resultados de sua
tese, a validacdo s6 € feita para valores positivos de X, Y e Z — somente em um dos oito
quadrantes do espacgo tridimensional. Estes resultados talvez indiquem que os valores das
solucdes, em mddulo, estejam corretos em todos os quadrantes, mas nao garantem a correcao dos
sinais das solugdes.

Por fim, ndo se avaliou quais valores dos parametros do problema (freqiiéncia, geometria
do carregamento, etc.), do meio (amortecimento, densidade, razdo de Poisson, etc.) e da
implementagdo (erros de integracdo) podem ser aplicados no programa. H4 uma limitacdo de
valores para a maioria destes parametros, que nao decorre das caracteristicas do estado auxiliar, e
sim da implementacdo das integracdes.

Assim, fez-se uma nova, mais profunda e exaustiva validacao da solu¢do de Adolph com o
objetivo de identificar todos os pormenores no comportamento de deslocamentos e tensdo, bem
como as limita¢des da solugdo, tudo com o intuito de aplicar a solugao com confianga através do
MEC-Indireto.

Para tanto, foi necessdrio primeiro estudar as principais fontes de validacdo disponiveis na
bibliografia e suas caracteristicas de aplica¢do, descritas no capitulo anterior: a solu¢io de Kelvin
para carga estdtica concentrada no espaco tridimensional, a solucdo de Crouch e Starfield para
carregamento estitico distribuido no espaco bidimensional e a solucdo de Romanini para o

mesmo estado auxiliar.
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3.1 Validacao mais abrangente
O valor e o sinal da solu¢ao de Adolph para estado auxiliar sio comparados com a solug¢do
de Kelvin 3D. Para esta comparagdo, é necessario emular as caracteristicas de carga concentrada

e estdtica da solucdo de Kelvin, como mostrado na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Dados utilizados na validagao estédtica de deslocamentos.

Parametro Valor utilizado
Freqiiéncia ® 0,0001 rad/s
Largura de carregamento A 0,001 m
Largura de carregamento B 0,001 m
Fator de amortecimento 1 0,01
Razao de Poisson v 0,25
Constante de Lamé p 1 N/m*
Massa especifica do meio p 1 kg/m’

Para garantir a correcdo dos sinais de todas as componentes no espaco tridimensional, foi
necessdrio fazer a comparacao ao longo de linhas que atravessassem todos os oito quadrantes do
espaco. Inicialmente, observou-se que a componente uxy tinha sinal invertido em qualquer
andlise que se fizesse. Esse sinal foi corrigido dentro do cédigo, e alguns dos resultados sdo

mostrados a seguir.

xle-8 Real{Uxx)

Aﬂolph
e e Kelvin

ey

Jl|'-]2.CI -15 -1.0 -05 0:0 05 1.0 1.5 20
Coordenada ao longo da linha

(as (b)
Figura 3.7: (a) Linha X € [-2, 2], Y =2, Z = 2. (b) Componente uxx ao longo desta linha.
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1.0

Coordenada ao longo da linha

(a)

1.0
-15.0 15 -li.D 0‘5 0?0 05.5 li.O 1:.5

xle-8

a5

Real(Uyy)

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 20

Coordenada ao longo da linha

(b)

Figura 3.8: (a) Componente uxz € (b) uyy ao longo da linha X € [-2,2], Y =2,Z=2.

(a)

a5

xle-8

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 20

Real{Uxx)

Coordenada ao longo da linha

(b)

Figura 3.9: (a) Linha Z € [-2, 2], X =-2, Y =-2. (b) Componente uxx ao longo desta linha.

Lixz

1.0pF

RealiUxz)

-15 -1.0 -0.5 0.0 05

1.0

15
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(a)

xle-8

RealiUzz)

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 20

Coordenada ao longo da linha

(b)

Figura 3.10: (a) Componente uxz € (b) uzz ao longo dalinhaZ € [-2,2], X =-2,Y =-2.
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e Kelvin

X ;
4 et
L5 38 w95 00 05 10 15 70
yA Coordenada ao longo da linha
(a) (b)

Figura 3.11: (a) Linha Y € [-2, 2], X =2, Z =-2. (b) Componente uxx ao longo desta linha.

—_— Real(Uxz) —_— Real(Uyy)

i Adolph
e Kelvin_

[ Adolph [
J__....g.....-.-a.._...‘__\ L |§§_Iyi_r]_

0.0 05 10 15 20 The s 10 05 00 05 10 15 20
Coordenada ao longo da linha Coordenada ao longo da linha

(a) (b)
Figura 3.12: (a) Componente uxz e (b) uyy ao longodalinha Y € [-2,2], X =2,Z=-2.

As Figuras 3.7b e 3.8 mostram a parte real das componentes uxx, Uxz € Uyy ao longo da
linha X € [-2, 2], Y =2,Z =2 (Figura 3.7a).

As Figuras 3.9b e 3.10 mostram a parte real das componentes uxx, Uxz € uzz ao longo da
linhaZ e [-2, 2], X =-2,Y =-2. (Figura 3.9a).

As Figuras 3.11b e 3.12 mostram a parte real das componentes uyz, uxz € uyy ao longo da
linhaY € [-2, 2], X =2,Z =-2. (Figura 3.11a).

Adicionalmente, quatro testes foram feitos para linhas cruzando mais de um quadrante
simultaneamente. As Figuras 3.13b e 3.14 mostram a parte real das componentes uxx, Uxz € Uzz

ao longo da linha X € [-2, 2], Y = X, Z = X. (Figura 3.13a).
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Figura 3.13: (a) Linha X € [-2, 2], Y = X, Z = X. (b) Componente uxx ao longo desta linha.
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Figura 3.14: (a) Componente uxz € (b) uzz ao longo dalinha X € [-2,2], Y =X, Z=X.
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Figura 3.15: (a) Linha X € [-2, 2], Y ==X, Z = X. (b) Componente uxx ao longo desta linha.
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(a) (b)
Figura 3.16: (a) Componente uxz e (b) uzz ao longo da linha X € [-2,2], Y =-X, Z=X.

As Figuras 3.15b e 3.16 mostram a parte real das componentes uxx, uxz € uzz ao longo da
linha X € [-2, 2], Y ==X, Z = X. (Figura 3.15a).

Fez-se uma andlise estatica semelhante para as tensdes, com os dados mostrados na Tabela
3.5.

Andlises preliminares mostraram que as componentes Gxxx € Ozzz tinham sinal invertido
em qualquer situacio, e as componentes Gxzx € Oyzx tinham sinal invertido quando a coordenada
Z era negativa. Estes problemas foram corrigidos dentro do cddigo, e alguns dos resultados

obtidos depois disso podem ser vistos a seguir.

Tabela 3.5: Dados utilizados na validacdo estdtica de tensdes.

Parametro Valor utilizado
Freqiiéncia ® 0,0001 rad/s
Larguras de carregamento Ae B | 0,025 m
Fator de amortecimento 1 0,01
Razdo de Poisson v 0,25
Constante de Lamé p 1 N/m*
Massa especifica do meio p 1 kg/m’

As Figuras 3.17b, 3.18 e 3.19 mostram a parte real das componentes Gxyx, Oyyx, Ozzx,

Oxxz € Oyzz ao longo da linha X € [-6, 6], Y =2, Z =1 (Figura 3.17a).
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(a)

Figura 3.17: (a) Linha X € [-6,6], Y =2,Z=1.
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Figura 3.18: (a) componente Gyyx € (b) 67zx ao longo da linha X € [-6,6], Y=2,Z=1.
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Figura 3.19: (a) Componente 6xxz € (b) Gyzz ao longo da linha X € [-6,6], Y =2,Z=1.
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Como o sinal de todas as componentes ja estava correto, ndo era mais necessario que a
validacdo para o caso dindmico também fosse feita em todos os quadrantes. O objetivo agora era
somente observar a concordancia do comportamento das amplitudes com outras solugdes da
bibliografia. A fonte de validacdo utilizada para este caso foi a solu¢do de Romanini 3D, com os

seguintes dados:

Tabela 3.6: Dados utilizados na validacao dinamica de tensdes.

Parametro Valor utilizado

Freqiiéncia ® 2 rad/s

Larguras de carregamento A e B I m

Fator de amortecimento 1 0,01

Razdo de Poisson v 0,25

Constante de Lamé p 1 N/m*

Massa especifica do meio p 1 kg/m’

Coordenada Y Im

As partes real e imagindria das componentes uxx, Uxy, Uyz € Uzz ao longo da linha X € [-6,
6], Y = 2, Z = 1 sdo mostradas respectivamente pelas Figuras 3.21a e 3.21b, Figuras 3.22a e
3.22b, Figuras 3.23a e 3.23b e Figuras 3.24a e 3.24b. Os pontos verdes da solu¢do de Romanini
que estdo completamente fora da curva quando X = 1 surgem porque, por problemas de ordem
computacional, esta solu¢do nao funciona quando X = A (exatamente sob a borda da superficie

de carregamento).

(1,1,1)

y4
(a) (b)
Figura 3.20: (a) Linha X € [-10,10], Y=1,Z="%. (b) LinhaX € [-6,6], Y=1,Z=1.
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Re{Uxx)

ImiUxx)

Linha ao longo de x Linha ao longo de x

(a) (b)
Figura 3.21: (a) Parte real e (b) imagindria da componente uxx ao longo da linha X € [-6, 6],

Y=2,Z=1.
Quanto as tensoes, as partes real e imagindria das componentes Gxxz, Oxzz, Oyyx € Oxzx a0

longo da linha X € [-10, 10], Y = 2, Z = %2 sdo mostradas respectivamente pelas Figuras 3.25a e

3.25b, Figuras 3.26a e 3.26b, Figuras 3.27a e 3.27b e Figuras 3.28a e 3.28b.

Re(Uxy) Im{Uxy)

Marco |

Linha ao longo de x Linha ao longo de x

(a) (b)
Figura 3.22: (a) Parte real e (b) imagindria da componente uxy ao longo da linha X € [-6, 6],
Y=2,Z=1.

Nao € possivel afirmar qual das duas solugdes estd correta quando ocorrem desvios como o
da componente Gxzx. Isto porque ndo ha solug¢do analitica nem uma fonte experimental de
validacdo para este tipo de estado auxiliar, com as quais Romanini pudesse validar sua solugao

numérica.
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Figura 3.23: (a) Parte real e (b) imagindria de uyz ao longo da linha X € [-6,6], Y =2,Z=1.
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Figura 3.24: (a) Parte real e (b) imagindria de uzz ao longo da linha X € [-6,6], Y =2,Z=1.
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Figura 3.25: (a) Parte real e (b) imag. de 6xxz ao longo da linha X € [-10, 10], Y =2, Z ="A.
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Figura 3.26: (a) Parte real e (b) imag. de 6xzz ao longo da linha X € [-10, 10], Y =2,Z="1A.
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Figura 3.27: (a) Parte real e (b) imag. de 6yyx ao longo da linha X € [-10, 10], Y =2, Z ="
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Figura 3.28: (a) Parte real e (b) imag. de 6xzx ao longo da linha X € [-10, 10], Y =2,Z="1A.
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3.2 Limitacoes da solucao

Uma vez validado os sinais da solucdo de Adolph e comparado seu comportamento com
outra solug@o similar, resta ainda uma questdo: que valores dos parametros como amortecimento,
freqiiéncia e erro de integracdo a solucdo € capaz de tratar?

Evidentemente, equagdes como 2.15 e 2.16 exprimem o estado auxiliar para quaisquer
valores desses parametros, mesmo que tais valores ndo existam na natureza. Isto €, a verdade
matematica expressa em tais equagdes nao tem qualquer compromisso com a consisténcia fisica
dessas grandezas.

Por outro lado, a implementacdo computacional estabelece algumas limitagdes aos valores
que podem ser utilizados, pela natureza dos métodos de integracao utilizados.

Uma dificuldade neste estudo de limitagdes € o nimero de parametros envolvidos. Exceto
uma das coordenadas, que sempre varia para ilustrar o desenrolar de alguma componente (Como
na Figura 3.28, em que Oxzx se desenvolve ao longo de X), restam os seguintes parametros a

serem analisados:

e Freqiiéncia, o;

e Coeficiente de amortecimento, 1;

e Razdo de aspecto da superficie carregada, A/B;
e Razdo de Poisson, v;

e Constante de Lamé, ;

¢ Erros de integragao;

e (Coordenadas restantes, Y € Z.

E fécil concluir que, se cada um destes pardmetros assumir apenas cinco valores diferentes,
haverd um rol de 32.678 casos diferentes para analisar, para cada uma das nove componentes de
deslocamento e cada uma das doze componentes de tensdo. Em suma, a rigor tem-se no minimo
688.128 casos a serem analisados.

Além disso, como nao ha fonte de validacdo para dizer-nos que determinado valor de um

parametro responde por um desvio inaceitdvel no resultado da solucdo, somente a consisténcia
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fisica do resultado pdde ser usada para dizer se tal valor pode ser ou ndo utilizado. Assim, o

método para determinar as limitacdes da solugdo foi:

1. Escolhe-se um parametro P; qualquer (freqiiéncia ®, amortecimento 1), constante [L, erros
de integragdo relativo, absoluto ou critério de parada, larguras de carregamento A e B,
coordenadas X, Y, Z, etc.) para ser variado, e os demais se mant€ém fixos;

2. Varia-se P; observando a consisténcia fisica da resposta, e estabelece-se como limites
inferiores Pinm € superiores P para Py os valores para os quais a resposta comega a
ficar inconsistente;

3. Escolhe-se um novo parametro P, para variar. Todos os outros sdo mantidos fixos, e P; é
mantido fixo em um de seus valores criticos, Pjnsx ou Py € repete-se o passo 2 para Py;

4. Se o espago Prnsx — Pomm for muito pequeno comparado com Pjysx — Pimin, diminui-se o
espaco util do parametro P; em prol de P»;

5. Estas iteracdes sdo repetidas para dos os parametros do problema, até que um “espaco

confidvel” seja definido para todos eles.

Seriam necessdrios varios meses para definir com precisdo este espago confidvel, e ainda
assim, o espaco em que os N parametros poderiam ser variados nao seria um prisma N-
dimensional, e sim uma figura de geometria muito complexa.

Para exemplificar, considere que a validag@o s6 envolva dois pardmetros: a coordenada X e
a freqiiéncia m. Talvez o espaco confidvel para estes dois pardmetros seja uma elipse hachurada

como mostrada na Figura 3.29a ou outra forma mais complexa.

v
v

(a) (b)

Figura 3.29: (a) Espaco confidvel real. (b) Espaco confidvel assumido.
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O preco pago para tornar factivel esta parte da validacdo em tempo habil foi admitir perda
de parte do espago confidvel. Assim, admite-se que o espaco confidvel € dado por uma figura
muito mais simples — um prisma N-dimensional (no exemplo de dois parametros da Figura 3.29b,
um retangulo).

Alguns exemplos da aplicagdo do método para determinacdo das limitacdes do programa

podem ser vistos nas figuras seguintes.

Variando (b) AO: Exu

1013 ; : : ! : ; ;
60 70 80 90 100 110 120 130 140

Figura 3.30: Mdédulo de uxx para X =Y =Z € [40, 80].

Variando (c) AO: Ezv
0.030 r —— T = T

0.025

0.020
0.015} /-
0.010

0.005

Figura 3.31: Médulo de uyz para X € [-3,3], Y =—Z="a.
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Na Figura 3.30, vé-se como se comporta 0 médulo da componente uxx de acordo com os
dados da Tabela 3.7, para vérios valores da freqiiéncia ®. Esta € uma combinagdo factivel de
parametros, porque o comportamento da componente € fisicamente consistente: a amplitude da
componente diminui com o afastamento da origem, e diminui mais acentuadamente com o

aumento da freqii€éncia e tem comportamento senoidal-amortecido.

Tabela 3.7: Dados utilizados na validagao dindmica de tensoes.

Parametro Valor utilizado

Freqiiéncia ® 2 rad/s

Larguras de carregamento A e B I m

Fator de amortecimento 1 0,01

Razdo de Poisson v 0,25

Constante de Lamé p 1 N/m*

Massa especifica do meio p 1 kg/m’

Erros de integracao 10°°

Outro efeito da variacdo de ® pode ser visto na Figura 3.31, mostrando o comportamento
do médulo da componente uyz para os mesmos dados da Tabela 3.7. Esta combinagdo também ¢é
aplicavel. O comportamento desta componente, que ndo € singular nem descontinua (como
qualquer componente de deslocamento) pode ser comparado com a resposta do problema de
Kelvin.

Tabela 3.8: Dados utilizados no estudo da Figura 3.32.

Parametro Valor utilizado

Freqiiéncia ® 1 rad/s

Largura de carregamento A I m

Fator de amortecimento 1 0,01

Razao de Poisson v 0,25

Constante de Lamé 1 N/m”

Massa especifica do meio p 1 kg/m’

Coordenadas Y e Z Sm

Erros de integracao 10°°

A Figura 3.32 exemplifica outra fase do teste, em que se deseja determinar os valores
méximo e minimo da razdo B/A. Os parametros usados sdo mostrados na Tabela 3.8. Conforme

aumenta a razdo B/A mantendo A constante, também aumenta a drea carregada e por
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conseqiiéncia a carga. Assim, € fisicamente consistente o aumento da amplitude da componente
uzz conforme aumenta a razdo B/A. Além disso, a amplitude da componente também diminui

com o afastamento da origem. Este € outro exemplo de combinacao de parametros aplicavel.

Variando (b) B: Ezw
10 ! ! !

102

103
10

105

-6 : : : ;
e 0 20 40 60 80 100

Figura 3.32: Médulo de uzz para X € [5, 100], Y =Z =5.

Variando (e) AO: Exw
0,07 ! 1 ! ! '

0.06

0.05
0.04 =
0.03
0.02

0.01

0.00

Figura 3.33: Médulo de uzz para X € [-3,3], Y =—Z="a.
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Variando (c) B: Exu

107
— 1.0
— 4.0
— 6.0
102

103 -

4| ; ; ; :
e 0 20 40 60 80 100

Figura 3.34: Mddulo de uxx para X € [5, 100], @=5rad/s, Y =Z=5,v=0,25,p=1 N/mz, p=
1 kg/m’ e erros de integracdo de 107°.

Por outro lado, as Figuras 3.33 e 3.34 mostram casos de combinag¢des de parametros fora do
perimetro confidvel. As anomalias na Figura 3.33 indicam que o amortecimento utilizado € baixo

demais para o programa quando se usa os dados da Tabela 3.9.

Exu
103 .

—— Erro = 1le-6
— Erro = le-8

-4 ; ] : } ] } |
10560 580 600 620 640 660 680 700 720

Figura 3.35: Componente uxx para X =Y € [400, 500], Z = 150.

56



Tabela 3.9: Dados utilizados no estudo da Figura 3.32.

Parametro Valor utilizado

Freqiiéncia ® 1 rad/s

Largura de carregamento A e B I m

Fator de amortecimento 1 107

Razdo de Poisson v 0,25

Constante de Lamé 1 N/m”

Massa especifica do meio p 1 kg/m’

Erros de integracao 10°°

Em outro exemplo, a Figura 3.34 mostra que para uma freqiiéncia tao alta quanto 5 rad/s,
mesmo valores moderados de B/A, como entre 1 e 6, sdo elevados demais.

Também héd um limite para o erro de integragao possivel de ser usado. Ao contrario do que
se esperava, a implementacdo de Adolph passa a apresentar resultados discrepantes para valores
muito baixos de erro de integracdo, ou simplesmente deixa de funcionar. A Figura 3.35 ilustra
essa limitac@o. Sao usados 1 = 0,005 e ® = 2 rad/s.

Em resumo, o espacgo confidvel para uso da solucdo de Adolph é:

e Espaco geométrico: —500A < X,Y < 500A, —150A < Z < 150A, exceto na casca esférica
de raio 10°A centrada na origem;

e Valores de freqiiéncia ® entre 0,1 e 2 rad/s;

e Valores de amortecimento 1 entre 0,01 e 0,1;

e RazdoB/Aentre 1/7e7e

e Erros de integracio iguais a 10~ ou 10°°.

Como foi mostrado anteriormente (Figura 3.29), este é o espaco minimo, definido por um
prisma 7—dimensional. H4 outras combinag¢des fora deste perimetro em que a solu¢ao poderia ser
calculada.

O mesmo estudo comecou a ser feito para as respostas de tensdo, como mostram os dois
exemplos das Figuras 3.36 e 3.37. Na primeira, um exemplo de combinagao de parametros dentro
da faixa confidvel, e na dltima, um exemplo de combinac¢do em que o amortecimento 1 = 0,005 j4

¢ baixo demais.
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Tensoes (b) B: Sxyx

% ; : : :
A0 0 20 40 60 80 100

Figura 3.36: Componente 6xyx para X € [0, 100], Y =Z=2,1n=0,01, ®=0,1 rad/s, erros de

integracao de 107 , A =1 m, variando B/A.

Tensoes (h) CAl: Syyx
102 T T T

10°

Figura 3.37: Componente Gyyx para X € [3, 60], Y =Z =2, ® = 0,5 rad/s, erros de integracao de

10_6, A =B =1 m, variando n.
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O espaco confidvel que comecou a ser visualizado era complexo. Aparentava ter a forma de
uma elipse de revolucdo esticada ao longo de Y para carregamento transversal em X, exceto um
estreito paraboldide hiperbdlico ao longo de cada eixo coordenado, e de um cubo centrado na
origem para carregamento vertical. O tamanho dessa elipse e cubo, além de pequeno demais, era
funcdo da freqiiéncia, e provavelmente também o seria dos outros parametros, € 0 espaco
confidvel final seria a intersecao de tais solidos N-dimensionais.

Sendo assim, foi necessdrio desenvolver outra estratégia de obtencdo da solucdo de tensdes

do estado auxiliar, baseada na solu¢@o de deslocamentos, mais confidvel e abrangente.
3.3 Tensoes-D

Uma forma de calcular o valor da solug@o de tensdes no espago infinito € por aproximagao

numérica, a partir da solu¢do de deslocamentos.
Seja um ponto X o = (x,, ¥,,Z,) NO espago, no qual se deseja calcular a solugéo de tensdes, e

seis pontos distintos em torno dele. Por exemplo, segundo a distribuicdo mostrada na Figura 3.38:

oF

vZ

Figura 3.38: Sistema de coordenadas mostrando os pontos A, B, C.... e X.
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Z:()C()"'Ax’yo’zo)

§=(x0 —Ax, ¥y, 2,)
Z')z(xo,y0 +Ay,zo)
D = (%, 3~ Ay, 7,)
E:(xo,yo,z0+Az)
F = (%, yy: 20 —Az)

As componentes de deslocamento nesses seis pontos podem ser dadas por seis matrizes na

forma u;j, em que i € a dire¢do do deslocamento e j a dire¢do em que se aplica o carregamento:

uXX uXY uXZ
uUA.B.(?.D.E,F Uy Uy Uy (3 . 1)

uXZ uZY uZZ A,B,C,D,E,F

Figura 3.39: Pontos usados para interpolacdo ao longo de X.

O desenvolvimento dessas componentes ao longo dos eixos coordenados pode ser
aproximada por meio de um polindmio quadratico. Pelo polindmio interpolador de Lagrange,

tem-se (Figura 3.39):
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(=x)(x=x,) (=x)=1) |, (=x)ams)

O nse = 0T ) T ) =) P Ty ) G =)
(3.2)

(y=yc)(y=¥p) i, (O) (y=2)(y=yp) (D) (y=2)(y=yc)

(yo =2 )(yp = ¥5)

(e =) (e =)

[/ ( )Lagmnge = i (X )
e i (¥o =) (Yo —e)
(3.3)

(z—2)(z—2)
(ZF _ZE)(ZF _Zo)
(3.4

(z—z:)(z—z;) (z-2,)(z-2,)
(me)a-z) P lema)e—g)

uik (Z)Lagrange = uik (XO)

A Equagdo 3.2 descreve qualquer uma das componentes u;j ao longo do eixo X, a Equagdo

3.3 descreve qualquer uma das componentes uj; ao longo do eixo Y e a Equacdo 3.4 descreve

qualquer uma das componentes u;j ao longo do eixo Z.

Com estas fungOes interpoladoras, pode-se escrever a derivada das componentes Ui,

aplicadas no ponto Xy ou qualquer outro. Por exemplo, a derivada na direcdo de X é dada por:

(%= x,) (% —=x,)

N Py TP

(3.5)

0 1 1
—u, (X =u, (X (A
axuzk( O)Lagmnge uzk( 0)|:(X0—XA)+(X0—XB):|+MI]<( )(XA_XO)(XA_XB)

A partir das derivadas de todas as componentes, determina-se a matriz gradiente devido a

cada direcdo de carregamento k:

[Ou, Ou, Ou, |
ox dy 0z
ou,, ou, Odu, Jdu,
L= = | = 3.6
[u'k”} l:axj:I ox dy 0z (5.0)
ou, Jdu, Odu,
| ox dy dz |,

da qual se obtém o tensor de deformacdes,
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e, ] _ 1| Oy Oy 3.7)
) ox, o '

Aplica-se a equagdo constitutiva da Mecanica dos So6lidos para determinar o tensor de
tensdes a partir do tensor de deformagdes. Para um meio continuo homogéneo e isotrépico, essa
equagdo envolve apenas dois pardmetros independentes. Por exemplo, as constantes A e | de

Lamé:

o A+2u A A 0 0 0 |[&y
Oyy A A+2u A 0 0 O0||&y
ox| | A A A+2u 0 0 0 ||g,
Oy 0 0 0 2u 0 0]|le,
oy, 0 0 0 0 2u 0||g,
o). | 0 0 0 0 0 2ulle,],

(3.8)

Dessa forma, por meio de um procedimento essencialmente numérico, obtém-se o tensor de
tensdes em um ponto Xy devido a cada direcao de carregamento k. Essas tensoes, calculadas por
meio de interpolacdo e derivacdo numérica das solugdes de deslocamento, sdo chamadas neste
trabalho de “Tensdes-D”.

A distancia entre os pontos A, B, C, D, E e F e Xy, e principalmente sua distribui¢do em
torno de Xy sdo parametros que podem ser ajustados para melhorar o resultado das tensdes-D.

H4 alguns valores do tensor de tensdes conhecidos a priori, que podem ser usados como
parametros de validagdo. Sabe-se que a componente 6777(0, 0, 07) = -Y2 (Adolph, 2006). Esse
valor decorre das condi¢des de contorno do problema, e € um exemplo de valor que pode ser
usado para aprimorar a distribuicao dos pontos em torno de X,.

Um aspecto que exige atencdao sdo as descontinuidades, como a da componente Gzzz na
linha X € [-2, 2], Y =0, Z — 0O (Figura 2.4b). Se a distribui¢do de pontos mostrada na Figura

3.38 for usada para determinar o valor dessa componente exatamente sobre o ponto X = Al =1,

! Nido confundir a largura de carregamento A com o ponto de interpolagio A, em negrito.
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haverd um problema porque a interpolagdo feita a partir de u;;(Xo), ujj(A) e u;(B) ndo representara

nem Gzzz(X —> A+), nem Gzzz(X — A_)

Componente Szzz(x)

08 : ' : : 1 ' :
e o y=A i i i i i
XA ; ; ; 1 ;
. ; ; ; 1 ;
& x=h=t 2 i | | i |
= s T s
220 : - - : :
y=nA o = A
. ' : | | 1 |
y | | | 1 |
4 H H H | H
X " i i i i i i i
2 -1.5 1 -0.5 0 05 1 1.5 2
X
vz
(a) (b)

Figura 3.40: (a) Linha X € [-2,2], Y =0,Z — 0", com A = 1. (b) Componente G777 nesta linha.

Uma alternativa € redistribuir os pontos em torno de Xy como mostrado na Figura 3.41. Isso

garante que a interpolagdo seja capaz de representar adequadamente a0 menos Gzzz(X — A").

Componente Szzz{x)

05 : : ' : : :
0 e e
P R - f S S S—
o A B % |
A i i i i i i
2 -1.5 05 0 05 1 1.5 2
x
(a) (b)

Figura 3.41: (a) Distribuicdo alternativa de pontos e (b) sua distribuicdo em torno de X = A = 1.
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A distribui¢do utilizada neste trabalho € a mostrada na Figura 3.38. A estratégia usada para
tratar descontinuidades ¢é aplicar um pequeno desvio D em relagdo ao ponto onde ha
descontinuidade, e garantir que a distancia dx entre Xy € os demais pontos ao seu redor faca com

que todos eles caiam sobre “o mesmo lado” (Figura 3.42).

Componente Szzzi )

Figura 3.42: Ampliagdo de trecho da componente 677z mostrando como garantir uma boa
representacao da descontinuidade.

A Figura 3.43 mostra dois resultados obtidos com Tensao-D, comparados com a solugdo de
Crouch e Starfield bidimensional. O objetivo desta comparagdo é somente mostrar que a técnica

de Tensao-D € capaz de representar singularidades e descontinuidades.

O mau resultado observado nestes graficos deve-se ao fato de que a emulacdo do estado

auxiliar de Crouch e Starfield pela solucdo de Adolph leva os parametros B/A e ® a valores
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criticos para a implementacdo de Adolph: 7 e 0,01 rad/s, respectivamente. Valores de Z muito

proximos de zero em conjunto com X nulo também sdo criticos.

Syzz Szzz
i L] i & = Tensoes-0 : : ¢ | « @»Tensoes-D
o) i Crouch i . i Crouch
0z 4 } ! :
H .n i 0.6 H H H
: i . } -
0.0 : .
02 | | . T
02 gl :
i L 1
. H N )
i 00| AR .. : 3”“
3 1§ . 4 B ae ™
i ] L ]
V4 F] = ] 7 [ 0ig F] - ] 7 a
Linha aa longo de y Linha aa longo de y
() (b)

Figura 3.43: (a) componente 6yzz € (b) 6zzz ao longo dalinha Y € [-5,5],X=0,Z—0".

Outra comparacdo com a solugdo de Kelvin tridimensional, desta vez com parametros

longe da regido critica (Tabela 3.10), pode ser vista na Figura 3.44 para as componentes Gxyy €

Oz77.

Tabela 3.10: Dados utilizados no estudo da Figura 3.44.

Parametro Valor utilizado
Freqiiéncia ® 0,01 rad/s
Largura de carregamento A e B 10 m
Fator de amortecimento 1 0,01
Razao de Poisson v 0,25
Constante de Lamé p 1 N/m*
Massa especifica do meio p 1 kg/m3
Erros de integracao 107
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%1210 Sxyy x1e-10 szzz

+—s Tensoes-0 : +—s Tensoes-0
e Kelvin 3D Kelvin 3D
! : £ 0.3 : 4 :
T t ¢ £ t ¢ £
z £ VT | I
: : 05
o " 7
-2 ; i :
: : 0.7 : :
"1—"“5
: : : i : : ;
20 a3 10 05 0.0 0.5 10 15 2.0 20 13 10 05 0.0 0.5 10 15 2.0

(a) (b)
Figura 3.44: (a) componente 6xyy € (b) 677z ao longo da linha X € [-2,2], Y =-2,Z ="1A.

Neste capitulo, a implementag¢do de Adolph para o estado auxiliar descrito na Sec¢ao 2.4 foi
estudada a fundo. O objetivo era garantir que as respostas de seu programa nao tinham qualquer
sinal errado, embora a escassez de fontes de validacdo dificultasse avaliar quao bons eram os
resultados gerados.

A investigacdo das limitacdes do programa levou a concluir que o espaco confidvel para as
solucdes de tensdo eram pequenos demais, e isso exigiu o desenvolvimento de uma forma
alternativa de determiné-las: Tensdes-D.

Agora, tendo descrito o estado auxiliar viscoelastodindmico e estudado as limitagdes da
presente implementagdo, pode-se discutir como tal estado se aplica, pelo MEC-Indireto, para

resolver um problema de engenharia.
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Capitulo 4

Formulacao do MEC-Indireto

A partir do programa de Adolph (2006), obtém-se a solu¢do numérica no dominio da
freqiiéncia, para deslocamentos e tensdes no espaco completo continuo, homogéneo, isotrépico,
viscoelastodinamico, devido ao carregamento unitdrio uniformemente distribuido sobre uma
superficie retangular de lados 2A e 2B paralelos aos eixos coordenados X e Y, respectivamente.
Essa solugdo € utilizada em um procedimento baseado no Método dos Elementos de Contorno
Indireto (MEC-I) para determinar os deslocamentos e forcas de superficie em um problema
tridimensional, aberto ou fechado, discretizado no contorno por elementos retangulares

constantes, descontinuos, conformes ou nio.

4.1 Deslocamentos

Para um dado ponto-campo ?i =(X,.Y.,Z,), o deslocamento na dire¢do k devido a um

carregamento uniformemente distribuido q; na dire¢do [ é dado por:

uy(X0.X . on.v.1.AB.p) =G, (XX .ovn.v.u.AB.p) 4 (X)) (4.1

em que X, =(X,Y;,Z;,) ¢ o ponto-fonte onde se aplica o carregamento dinadmico de

intensidade q; e freqii€ncia m, sobre uma superficie retangular de lados 2A e 2B, em um espaco
tridimensional infinito com propriedades de amortecimento 1, médulo de elasticidade transversal
1, densidade p e coeficiente de Poisson v. Os termos Gy sdo as componentes de deslocamento na
direcdo k no estado auxiliar, devido a um carregamento unitdrio na direc¢do / (solu¢dao do estado
auxiliar).

Tomando como exemplo o carregamento vertical q, mostrado na Figura 2.6, os

deslocamentos no ponto X; em relacdo ao sistema de coordenadas da figura sdo:
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uy, (XX ) =Gy, (X1.X)) 4, (X))
u, (X1.X1)=G,, (X. X)) 4, (X)) 4.2)
U, ()_(.i’)_(.j):GZZ ()_(.i,)_(.J)'qZ (Y])

As demais varidveis que ndo X e Xj sdo suprimidas para simplificar a notagao.

Analogamente, para carregamentos transversais nas dire¢des de X e Y tem-se:

e (X0, X 1) =G (X1.X ) 4 (X))
i (X0 X ) =G (X1 X )4 (X)) 4.3)
iy (X0 X 1) =G (X1 X)) 4, (X))
uy (X0 X) =Gy (XX ) 4,(X))
uy (X1.X1) =Gy (X1 X)) -4, (X5) (4.4)
iy (X0.X1) =G,y (X0 X)) 4, (X))

Em um caso geral, em que ha excitagdao nas trés dire¢des, o deslocamento resultante na
direcdo k qualquer é dado por uma combinacdo linear dos deslocamentos devidos a excitagdo em

cada uma das dire¢des [:

0 (B0 %)) =Gy (X0K)) 4 (B)4Gy (%K), ()4 6o (%K) g, (%)
0 (X0 5)) =G (%0 %)y (%)) G (%1% ) (%)) 46 (%K) 4, (X))
(50X )) =G (XK)) -y (X)) 4G (XK ) gy (X)) 46, (%05 ) 0, (X))

Esta superposi¢do pode ser feita linearmente pela natureza linear do operador de Navier,

que da origem aos termos Gy (Equacdo 2.14).
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De forma matricial, reescreve-se (4.5) como:

GZ

MX()_(.I',)_(.]') _GXX(YI',X]') GXY(YI',Y]') GXZ(Yi,Yj) (]X()_(.j)
”Y(Yi’yj) = GYX()_(."’)_(.J') GYY()_(.”)_(.j) GYZ(Y”?/) qY(Y/)

>
—_—

(4.6)

Em um problema discretizado, em que todos os deslocamentos e tensdes de um elemento j
sdo representados no seu ponto central X; e analogamente para um elemento i e seu centro X; a
Equagdo 4.6 representa os deslocamentos do elemento i nas direcdes x, y, 7/ do sistema de

coordenadas do elemento j (mostrado na Figura 4.1).

o
. -
®
®
o g
’ Y

«
X

Figura 4.1: Exemplo de problema discretizado, mostrando os elementos j (carregado) e i (onde

se mede os deslocamentos).

Este deslocamento é o correspondente somente ao carregamento aplicado no elemento j. O

deslocamento real do elemento i € obtido por meio de uma superposi¢ao dos efeitos de todos os
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carregamentos efetuados em todos os elementos dessa discretizacdo, que sé pode ser feita se os
deslocamentos do ponto i devidos a cada elemento j estiverem descritos no mesmo sistema de
coordenadas.

Para tanto, elege-se como referéncia o sistema de coordenadas do préprio elemento i.
. . - —G =) .
Sendo [ B’ ] a matriz de transformacdo de coordenadas tal que V :[ B’ ]v , sendo V' o

vetor descrito no sistema de coordenadas do elemento j ¢ V¢ o mesmo vetor em relacdo ao
sistema de coordenadas global, pode-se obter os deslocamentos em relacao ao sistema global de

coordenadas por:

)_('i,ij) ZI:IB‘i] MY(YZ‘,Y/) (47)

0 (BF)] [on(B5) 60 (%.X)) 60 (X5)][0.(%)
0, (X5 =[] 6n (B0F)) Go(X0F) 6, (%.%) g, (%))
0,ET) |6a(TT) 6,(TuT) 6,(%F) || (T)

(4.8)

—_— —

na qual sz(X i, X ‘,-) ¢ a matriz dos estados auxiliares para os deslocamentos, pré-

multiplicada pela matriz de transformacdo de coordenadas do sistema de coordenadas do

elemento j para o sistema global. Usando notagdo indicial, pode-se escrever:

U, (Yi,}i)ZEkl (Yi,}i)ql (Yz) (4.9)
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Sendo [ ,B’J a matriz de transformagdo de coordenadas do sistema do elemento i para o

sistema global, obtém-se finalmente os deslocamentos em relagdo ao sistema de coordenadas do

elemento i por:

Mki(yi,yj) :[,B’JT Uy ()_(.i’)_(.f):[ﬁi]T Gu (Yi’ij)q’ (Y’) 4.10)

em que Gu (X i, X j) ¢ a matriz dos estados auxiliares para os deslocamentos em relagdo ao

sistema de coordenadas do elemento i.

Assim, calcula-se a influéncia do carregamento em um elemento j sobre os vdrios

elementos i = 1, M por meio de:

u, (Y1,Yj):5kl (?1,?1‘)% (?1)

u(X2.X )= Gu(X2.X ) q,(X5) @.11)

—

M,Xj)zakz YM,Y,‘)QZ ()_(./)

—

=
Tl

Por outro lado, o deslocamento real de um ponto i devido a influéncia dos vérios elementos

j=1,M é dado por:
u, (fi)zak,(z,fl)q, ()_(’1)-%51(1 ()_(’i,)_(’z)ql()—()2)+...+akl()_(’i,)_(’M)ql(YM) 4.12)

Ou, descrevendo a relagdo de deslocamento de todos os M = N/3 elementos do problema,

tem-se:
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Uy ( X1 ) )
_ 511 511 611 512 612 612
Hy (Xl) —11 =1 =1 —12 —12 —12
u, (Xl) 511 511 611 512 512 512
uX (X 2 ) 621 621 521 522 622 522
u, ()_('2 ) 521 521 521 522 522 522
- —21 —21 —21 —22 —22 @ —2
u, ( X, ) G G G G G G
; ENl ENI ENI ENZ ENZ ENZ
Ux (XN) —N1I —NI —NI —N2 —N2 —N2
- G G G G G G
Uy (XN) ENI 5N1 51\/1 61\/2 51\/2 ENZ
u, (Xx)|

na qual G = E(Y,,Y j ), para simplificar a notacao.

A Equacao 4.13 pode ser resumida por:

na qual:

—IN
—IN
—IN
—2N
——2N

—2N

—NN

—NN

NN
G

—IN
—IN
—IN
—2N
—2N

—2N

—NN
—NN

—NN

G

—IN
—IN
—IN
—2N
—2N

—2N

—NN
—NN

—NN

G

= 9 o)
> N ~
ol

S}

3
o

=] Tl

<]

ol

ol

(4.14)

{u (Y, )} : vetor Mx1, contendo o deslocamento nas direcdes X, Y e Z do ponto central de

todos os elementos, expresso no sistema de coordenada de cada elemento i;

[E()_(',,Y ,-)J: Matriz MxM, gerada a partir de transformacdes de coordenadas sobre

componentes do estado auxiliar, G,, (Yi,Yj, ,n,v, U, A,B,p) ;

{q()? ,)} : Vetor Mxl1, contendo o carregamento ficticio a que cada elemento i se sujeita

quando outro elemento j é carregado. Este vetor € expresso no sistema de coordenadas de cada

elemento j.”
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4.2 Tensoes

A solugdo para tensdes devido ao carregamento unitidrio em cada direcao X, Y e Z no
espaco completo também ¢é dada por Adolph, ou calculada pela estratégia de Tensdes-D (Secao
3.3). Ponderando-se pelas amplitudes de carregamento correspondentes qx, qy € qz, obtém-se o

tensor de tensdes em um dado ponto (Figura 4.2) por:

Oxx Oxy Oy
Oy Oy Oy |=
Ox Oz Oy

Hyw Hyy Hyy Hyyy Hyy Hyy Hy, Hy, Hy,
=\Hyxy Hyy Hyy |9x+|Hyy Hyy Hyy gyt Hy, Hy, Hyylg,
H,y H,y H,y H,, H,, Hy H,, H,, H,,

(4.15)

Figura 4.2: Esbogo do carregamento no interior do espaco completo, mostrando as principais

componentes de tensdo no ponto-campo X;.

73



Pela solu¢do de Adolph determina-se estas 27 componentes dos estados auxiliares de
tensdo. As componentes Hxxx, Hxyx, Hxzx, Hyyx, Hyzx € Hzzx sdo devido ao carregamento
transversal em X, de intensidade qx. As componentes Hxxy, Hxyy, Hxzy, Hyyy, Hyzy € Hzzy sdo
devido ao carregamento transversal em Y, de intensidade qy. As componentes Hxxz, Hxyz, Hxzz,
Hvyyz, Hyzz € Hzzz sdo devido ao carregamento normal em Z, de intensidade qz. As nove demais
componentes das matrizes de influéncia sdo dadas pela simetria intrinseca do tensor de tensdes:
Hijx = Hjik.

Em notacdo indicial, pode-se simplificar a Equacao 4.15 como:

o, (X.X,)=H,,(X.X)q,(X)) (4.16)

rsm

O tensor de tensdes mostrado estd descrito nas coordenadas locais do elemento j, que € o
sistema de coordenadas sobre o qual se alinham os carregamentos ficticios qm. E necessario fazer
a mesma manipulacio que foi feita para os deslocamentos, reescrevendo-o em termos do sistema
global de coordenadas e depois em relacdo ao sistema de coordenadas do elemento i.

Contudo, como se trata de um tensor, essa transformacdo se dd de outra forma. Considere

as seguintes transformacgoes:

W =[] N (4.17)
i=[p]T (4.18)
em que:

[ B -’] : matriz que transforma um vetor descrito no sistema de coordenadas local de j para o

sistema global de coordenadas;
N®: vetor normal ao elemento, que aponta para fora do dominio, descrito no sistema de
coordenadas global e

TC: vetor de forca de superficie que atua no elemento j, descrito no sistema global.
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Substituindo (4.18) e (4.17) na Equagdo de Cauchy, ¢, = o,n;, tem-se que:

(AT T =0T N ou

T =[p o[ g ] N (4.18)
Isto é,

E()_('i,)_('j):[ﬁf]a()_('i,)_('j)[ﬁff (4.19)

em que E(X i, X j) representa o tensor de tensdes em um ponto X; qualquer do espaco,

descrito em relacao ao sistema global de coordenadas.

Aplica-se essa transformacgdo a Equacao 4.16 para se obter:

(4.20)

em que H . sdo as matrizes de influéncia de tensdes, em relacdo ao sistema global, devido
a cada direcdo de carregamento .
Pela Equagdo de Cauchy, pode-se determinar o vetor for¢ca de superficie sobre um elemento

i em relagdo ao sistema de coordenadas global:
7 (X))=o(X.X,)N" (X)) 4.21)
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3

-3

EYXXN +Hyny +nyzN HYXYNX+EYYYNY+EYZYNZ EYXZNX +EYYZNY+EYZZN

|

T,
Hx xx Ny, +HXYXN +HXZXN HXXYNX+EXYYNY+EXZYNZ EXXZNX +EXYZNY+EXZZNZ
EZXXN + HZYXN + HZZXN HZXYNX +EZYYNY +EZZYNZ EZXZNX +EZYZNY +HzzN

Em termos das fun¢des de influéncia, a Equacao 4.21 fica:

—

fc (?i):ﬁX (yi,fj)ﬁG (Yi)qx (Xj)+

Expandindo os termos, tem-se:

Ty (Yl) Hxox Hxx Hixx Ny (Yl)
TY (?,) = ﬁyxx EYYX EYZX NY ?l) qx t
T, (?1) ﬁzxx EZYX ﬁzzx N, }’1)

~ =
AA

EYXZ EYYZ Hyzz
ﬁzxz H zvz ﬁzzz

x|
<

EXXY EXYY EXZY N
+ EYXY EYYY EYZY N

EXYZ EXZZ NX(
EZXY EZYY EZZY N ()_(')

3
=] Tl Tl

Desenvolvendo as multiplicagdes:

S—

><1 =< Tl
1]

Ou, resumidamente,
7(%.)= (%%, )4(%))
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Para fins de implementacao, é mais fécil considerar a Equacdo 4.25 de tal forma que:

A(Y[,Y,’) = Al ()_(.i,)_(.j)‘l‘Az (Y[,Yj)+A3 ()_(.[,)_(.j) (4.26)
em que:
Hyx Hxnx Hxx T Nx (Yl)
A(XiX))=| Hoe Hwe Hwx |{N,(X:)H{1 0 0}
EZXX EZYX EZZX 1IN, ()_('l )
_EXXY EXYY EXZY HIRE (Yl)
A(X.X;)=| Hoo Hw Hwr |{N,(X:)H0 1 0} (4.27)
_EZXY EZYY EZZY 1IN, ()_('l )
_ﬁxxz EXYZ ﬁxzz HIRE (Yl)
A, (?i,?]‘): Hw, Hw: Hryz N, (?1) {fo o 1}
_EZXZ EZYZ Ezzz 1N, (}’1)

Essa técnica de implementacdo se baseia unicamente em multiplicagdes sobre as matrizes ja
existentes, e evita os erros que facilmente ocorreriam durante a digitacdo da Equagdo 4.24.

A Equagao 4.25 descreve o vetor forca de superficie atuando sobre o ponto X resultante do
carregamento gy, nho elemento j. Aqui, gy, € descrito em termos do elemento j, enquanto T e [A],
em termos do sistema global de coordenadas.

Por fim, obtém-se a for¢a de superficie sobre o elemento i em termos tangenciais € normais

por meio da matriz [ B i] de transformacdo de coordenadas:
i(x)=[pT] T°(x)) (4.28)
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Portanto, de (4.25) tem-se:

7(?i):[ﬁf]TA(i,?j)‘&(?;) (4.29)

E(Y, X))

Assim, calcula-se a influéncia do carregamento em um elemento j sobre os vérios

elementos i = 1, M por meio de:

(4.30)

Por outro lado, a for¢a de superficie real de um ponto i devido a influéncia dos varios

elementos j = 1, M € dada por:

t, ()_(.1) :Ekl (?i,Y1)q[ (}1)+§kl (Y,‘,Yz)ql ()_(.2)+...+§/<1 ()_(.i,)_(.M )q, (?M) 4.31)

Iy (Y1) ) . qx (Yl)
. =11 =11 =1l =12 §12 —12 —IN  —IN §1N .
fy (Xl) Ell §11 Ell §12 §12 §12 §1N Euv §1N U (Xl)
t; (Yl) =11 =11 =1l =12 §12 —12 —IN  —IN §1N q; ()_(.1)
ty ()_('2) §21 §21 §21 Ezz Ezz Ezz §2N §2N §2N dy ()_('2)
t, (}’2) §21 §21 §21 §22 Ezz Ezz §2N §2N §2N 4 ()_(‘2 )
— - —21 —21 =21 =22 =22 =22 —2N  —2N /2N —
l‘Z(Xz) S' 5 S_ qZ(XZ)
_) §N1 §N1 §N1 gzvz gzvz gzvz §NN §NN §NN _.
Ix (XN ) —Nl  —=N1 —=NI ENZ —N2  —=N2 —NN —NN —=NN x (X N )
Iy (YN) —Nl  —NI —NI —N2 —N2 —N2 —NN  —=NN —AN || by (YN)
_ B S S S S S e S S S ] _
acyy a.(X»)

(4.32)
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A Equacio 4.32 desenvolve a Equacdo 4.31 para todo o conjunto de M = N/3 elementos do
problema, na qual s’ = E(Y,- X ) , para simplificar a notacao.

De forma resumida, escreve-se:

(4.33)

na qual:

{t ()_('l )} : vetor MX1, contendo a forca de superficie atuante nas direcdes X, Y e Z no ponto

central de todos os elementos, expressa no sistema de coordenada de cada elemento i;

[E()?,-,f ,-)J: Matriz MxM, gerada a partir de transformagdes de coordenadas sobre

—

componentes do estado auxiliar, H,, (X i,}i, o,nv, U A B, p) :

{q()? ,)} : Vetor Mx1, contendo o carregamento ficticio a que cada elemento i se sujeita

quando outro elemento j é carregado. Este vetor € expresso no sistema de coordenadas de cada

elemento j.
4.3 Relacao forca de superficie X deslocamento

Foi obtido que os deslocamentos e forcas de superficie devido aos carregamentos ficticios g

sdo dados por:

(7)) =[ (%% fo()} 1o
(+() =55, ol ) a3

Como as matrizes de influéncia G e S sdo invertiveis, manipula-se a Equacao 4.14 para

isolar o termo relativo ao carregamento distribuido:
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(o) [al7. )] ={ol ) 4

Aplica-se (4.34) a (4.33) para se obter:

ST )45

(4.35)

A Equacgdo 4.35 é similar a equacdo final também encontrada no Método dos Elementos

Finitos, em que a matriz de rigidez [K] € dada por:

k(X X)]=[5(%. %) 6% X)) (436)

(55 ) ={ ()

(4.37)

A diferenca do equacionamento do MEF € que suas expressdes sdo dadas em termos de
forcas externas nodais equivalentes, e nao forcas de superficie distribuidas.

Assim, a solu¢do do problema discretizado por elementos no contorno pode se dar como no
MEEF, pela solu¢ao da Equacdo 4.35. Como isso implica na inversdo de uma das matrizes de
influéncia e esse processo € computacionalmente caro, adota-se outra técnica de solucdo das
Equacodes 4.14 e 4.33 (Secao 4.4).

Como neste trabalho a discretizacdo € feita por elementos descontinuos, é uma boa
estratégia fazer as superposicdes dos termos de influéncia no sistema de coordenadas do sistema
i. Em um problema discretizado por elementos continuos, em que um né responde por mais de

um elemento e deve representar diferentes valores e orientacdes de uma grandeza, ¢ necessdrio
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do ocorra em termos do sistema global de

Ao para que a superposic

reescrever esta formulag

coordenadas.

4.4 Método de solucao
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e constantes, com somente um grau de liberdade por nd, na direcdo do vetor normal n; dos
N4

elementos, conforme mostra a Figura 4.3a.

(b)
icag

(a)

(a) discretizacao de problema por trés elementos e (b) apl

ao de carregamento.

3

4

Figura

(4.38)
(4.39)

9
q,
q;

—12 =13
G G G
—n —23
G G G {
—31 =3 —33
G G G

L
2
I
u,
u,
Uy

Para este problema, as Equagdes 4.14 e 4.33 sdo reescritas como
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Considere ainda a aplicacao de restricdo de deslocamento nos nés 1 e 2, e de uma carga T

sobre 0 n6 3 (Figura 4.3b), de forma que as condi¢des de contorno passem aseru; =u; =0e t3 =

T. Como o vetor q € o mesmo nas Equagdes 4.38 e 4.39, reescreve-se essas equagdes separando

condic¢des de contorno e incognitas da seguinte forma:

—11

—12 —13

u, G G G q,
—21 —=22 —23
=G G G |iq, (4.40)
t3 §3l ESZ §33 q3
De forma reduzida, a Equacao 4.40 fica:
b=[0]q
(4.41)

em que:

b: vetor envolvendo os valores conhecidos de deslocamento e forca de superficie;

q: vetor de carregamentos ficticios;

[Q]: matriz cujas linhas sdo baseadas nas matrizes G e S, de acordo com as condi¢des de

contorno.

Resolve-se o sistema da Equacdo 4.41 para determinar o vetor de carregamentos ficticios, e

finalmente a seguinte multiplicacdo para descobrir as incégnitas do problema, tj, t; € us:

—11

S S q, I
—21 —22 —23
S S S g, =14 (4.42)
531 632 —33 q3 l/l3
De forma reduzida, a Equacgao 4.42 fica:
[QCOMP ] q =bcomr
(4.43)
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em que:

bcomp: vetor envolvendo os valores desconhecidos de deslocamento e forca de superficie;

[Qcomp]: matriz complementar de [Q], cujas linhas também sao dispostas de acordo com as
condic¢des de contorno, mas em combinacgdo oposta de [Q].

A técnica ilustrada neste exemplo reduzido também pode ser aplicada para resolver
qualquer problema tridimensional e com trés graus de liberdade por né. A Figura 4.4 ilustra o

procedimento geral da técnica.

Entradas: Matrizes w
[S] e [G] + cond. de contorno

v

Montar [Q] e {b} de acordo com > Resolver o sistema linear
as condicdes de contorno [QKq} = {b}

{q}

b
[ Saidas: ]< Pcoup? Operar a multiplicacdo
t; e u; desconhecidos [QcompKa} = {Pcomp?

Figura 4.4: Fluxograma da técnica de solucao das Equacdes 4.14 e 4.33.

Este procedimento substitui a inversdo das matrizes de influéncia pela solu¢do de um

sistema linear e uma multiplicagdo matricial.

4.5 Implementacao

A formulagdo do MEC-I descrita neste capitulo foi implementada computacionalmente
usando a linguagem Fortran. A linguagem foi escolhida porque € a utilizada por Adolph para
implementar sua solu¢do do estado auxiliar. Este fator ndo € proibitivo: outras linguagens
poderiam ser escolhidas para codificar o MEC-I, mesmo com a solu¢do de Adolph escrita em
Fortran. Escolheu-se Fortran também por ser uma linguagem de alto nivel, bem documentada, de

alto desempenho e multi-plataforma.
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O programa foi escrito sob o paradigma procedural, estrutura 90/95, com formato fixo e em
forma de subrotinas, totalizando 21 subrotinas, um programa principal e um médulo relacionados
ao MEC-I, que se somam as 348 subrotinas escritas por Adolph e uma subrotina para solucao de
sistemas lineares.

No cddigo atual, a interacdo com o usudrio se resume ao fornecimento de quatro arquivos
de entrada contendo as propriedades do material, a geometria do problema, a relacdo de
incidéncia entre os elementos e as condi¢des de contorno aplicadas. O Apéndice mostra um
fluxograma de como o algoritmo opera sobre estes dados até obter a resposta de deslocamentos e
forca de superficie.

Além do cddigo escrito em Fortran, diversos programas auxiliares foram escritos em
Python. Trata-se de uma linguagem open-source de proposito geral, interpretada, multi-
plataforma e de altissimo nivel, que por sua sintaxe clara permite desenvolver em pouquissimo
tempo diversos programas auxiliares necessdrios neste tipo de trabalho computacional. Alguns
exemplos da utilidade de Python neste trabalho:

e Os arquivos de saida dos programas de Adolph, Romanini e outros t€ém formatos
completamente diferentes. Com Python, foi possivel ler todos eles adequadamente e gerar
graficos comparativos rapidamente;

e Durante a validagdo, € necessdrio criar dezenas de pastas com arquivos de entrada
parecidos, porém diferentes. Esse processo manual que levaria horas pdde ser feito em
Python automaticamente;

¢ Freqiientemente, ¢ mais rapido escrever um programa em Python para gerar a malha de
elementos de contorno para ser usada no processo de validacdo do que escrever a malha
manualmente ou ajustar a malha gerada por outros softwares comerciais;

¢ No sistema operacional Linux, a compila¢do de programas em Fortran exige a compilagdo
de cada subrotina individualmente em seu respectivo objeto. Ao final, cada um desses
objetos deve ser incluido no comando de compilac¢do. Para um programa como este, que
tem 371 subrotinas, esse processo manual pode levar em torno de uma hora para ser feito
sem erros, € um programa escrito em Python faz esta tarefa instantaneamente sem
interferéncia do usudrio, lendo automaticamente as subrotinas que devem ser compiladas.

O Apéndice traz uma explicagao sobre como fazer compilag¢do de Fortran em Linux;
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e Diversos outros pequenos programas foram feitos para geragdo de gréficos, solu¢ao de
sistemas lineares, multiplicacdo de matrizes, etc.

Em resumo, embora sua caracteristica de altissimo nivel faga de Python uma linguagem

lenta demais para ser utilizada no cerne de um algoritmo do MEC-1, a linguagem se mostrou uma

excelente ferramenta auxiliar.

Neste capitulo, estudou-se como as respostas de um estado auxiliar tridimensional qualquer
sdo aplicadas para resolver um problema de engenharia. Esta formulacdo é muito geral, e também
vale para o estado auxiliar viscoelastodinadmico descrito na Secao 2.4.

Mostrou-se também uma estratégia de solucdo das equagdes finais visando um bom
desempenho computacional, e comentou-se que, de acordo com a tecnologia dos elementos
empregados (continuos, descontinuos), a formulacdo pode ser modificada para que a
superposicdo dos termos de influéncia e a descri¢do das condi¢des de contorno sejam feitas no
sistema de coordenadas global.

Resumiu-se a implementacdo deste equacionamento em Fortran, com base no estado
viscoelastodinamico, destacando-se o uso de Python como ferramenta auxiliar.

Neste momento, o programa final é posto a prova ao resolver problemas elementares.
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Capitulo 5

Resultados e Discussao

O objeto executdvel final gerado pela compilagdo do programa, IMECC, € utilizado para
resolver alguns problemas fisicos, estaticos e dindmicos.
Dada a natureza dos problemas estudados, dois critérios fisicos devem ser satisfeitos a

priori: a simetria e o equilibrio, analisados a seguir.
5.1 Simetria

Seja um cubo de aresta 2A = 1, discretizado por meio de seis elementos quadrados, tais que
(Figura 5.1):
¢ Elemento 1: definido pelos vértices 6, 2, 7 e 1, e paralelo ao elemento 2;
¢ Elemento 2: definido pelos vértices 3, 5, 4 e 8, e coincidente com o plano XY;
¢ FElemento 3: definido pelos vértices 3, 2, 6 e 5, paralelo ao elemento 4;
¢ Elemento 4: definido pelos vértices 4, 1, 7 e 8, e coincidente com o plano YZ;
¢ Elemento 5: definido pelos vértices 5, 6, 1 e 4, e coincidente com o plano XZ;
¢ Elemento 6: definido pelos vértices 7, 2, 3 e 8, e paralelo ao elemento 5.
Cada um destes elementos tem seu sistema local de coordenadas, mostrados na Figura 5.1.
Este problema pode ser visto como uma barra ou viga “encurtada”, em que o comprimento
€ reduzido para ser igual ao seu comprimento e altura.
Como tal, este cubo deve satisfazer as mesmas condi¢des de simetria a que uma barra ou

viga estdo submetidas. Sejam as seguintes situacdes:

Situacao 1

Aplica-se um carregamento qualquer na direcdo Z do elemento 6 (Zs) enquanto se bloqueia
o deslocamento na direcdo Z do elemento 5 (Zs). Como resposta, pode haver deslocamentos nas
direcdes —X, X2, —Y3 € Y4 porque o cubo estd sendo encurtado, € no maximo em —Z, —Z,, —Z3 €

—Z4, com amplitudes iguais, pelo efeito de Poisson. Por outro lado, por simetria, ndo deve haver
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deslocamentos, nem aparecimento de forcas de superficie, nas direcdoes Y, Yo, X3 e X4, ou

mesmo Xg € Y¢, € X5€ Ys.

Situacao 2
Aplica-se um carregamento qualquer na direcdo Z de todos os elementos, isto €, simula-se
um caso de dilatagdo volumétrica uniforme. Nenhuma outra dire¢do de qualquer elemento deve

apresentar, como resposta, deslocamentos nem forcas de superficie em qualquer outra direcao.

Situacio 3

Aplica-se um carregamento qualquer nas dire¢des Y, -X3, -Y2 € X4, como se o cubo
estivesse “girando” em torno de um eixo paralelo a Ygrosar. Nesta situagdo, ndo devem surgir
deslocamentos ou forcas de superficie em X;, Y3, X, ou Y4, assim como em nenhuma das

direcdes dos elementos 5 e 6.

3

Figura 5.1: Cubo discretizado no contorno por seis elementos quadrados constantes.
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Inicialmente, observou-se que o programa IMECC nao satisfazia muitas destas condicdes
de simetria. Um estudo minucioso revelou: a assimetria ocorria porque a técnica Tensdes-D ndo
era capaz calcular as componentes de tensdo com a precisao necessaria quando elas deveriam ser
nulas (como na Figura 3.43). Foi necessdrio predizer analiticamente a ocorréncia destes zeros e
instruir o codigo para assumir estes valores a priori quando isso acontecesse, € entdo se
conseguiu que o programa satisfizesse o critério de simetria.

O Apéndice mostra a andlise de quais tensdes sdo nulas em quais planos e eixos

coordenados.
5.2 Equilibrio

Este ultimo critério fisico diz respeito a mecanica conservativa, e estabelece simplesmente
que nao deve haver forcas externas resultantes nas anélises.

Considere novamente a Figura 5.1, da qual se engasta o elemento 5. Ou seja, os
deslocamentos do elemento sdo nulos em todas as dire¢des.

Quando se traciona o elemento 6 na direcdo —Z¢ com um carregamento distribuido de
. . N . ~ . ~ . 2
intensidade F e freqiiéncia ®, a reagdo no engaste, na direcdo —Zs, deve ser igual a F +mu, @°,

em que m € a massa do cubo e ugzs o deslocamento do elemento 6 na direcao Zs.

Atualmente, o IMECC nao é capaz de satisfazer este critério com perfei¢do. Ao calcular o
caso acima, por exemplo, a reacdo no engaste ainda apresenta um desvio de 10% do valor
correto. As investigacdes hoje se baseiam na solucdo de Adolph para o estado auxiliar, que
possivelmente apresenta algum desvio grande demais para componentes de tensdao ou

deslocamento, ou mesmo sinais trocados para alguma dessas componentes.
5.3 Problemas dinamicos

O primeiro problema que pode ser analisado e comparado com a bibliografia é o de uma
barra, carregada estdtica e dinamicamente.

O problema em estudo aqui € ilustrado pela Figura 5.2, em que uma barra de largura e
altura unitdrias e comprimento sete vezes maior € engastada em uma extremidade enquanto

carregada com carregamento unitario distribuido na outra.
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Vista tridimensional

Vista bidimensional

-

Figura 5.2: Barra usada para validagao do IMECC.

A discretizagdo € feita por trinta elementos quadrados de 1x1 m (Figura 5.3). Os graus de
liberdade X, Y; e Z; sdo bloqueados, enquanto se aplica for¢a de superficie unitdria em —Z3.

Problemas como este sdo dificeis para esta implementa¢do do estado auxiliar lidar. Isso
porque, em relagdes como entre os elementos 8 e 28 (Figura 5.3), torna-se necessario calcular a
resposta deste estado em uma situagdo em que X e Y sdo muito maiores que as larguras de
carregamento A e B enquanto a coordenada Z € nula. Ocorre que nesta situagdo de Z = 0, as
expressoes que definem o estado auxiliar (por exemplo, Equacdo 2.16) assumem uma
configuragdo em que o algoritmo “procedendo para infinito” utilizado por Adolph na
implementacdo (Figura 2.8) torna-se ineficiente.

Por ora, contorna-se o problema fazendo com que todos os carregamentos ficticios ndo se
apliquem exatamente sobre a face dos elementos, e sim com um pequeno afastamento AZ na
direcdo de Zjocar. Uma ilustracdo bidimensional desse afastamento pode ser vista na Figura 5.4.

Dessa forma, assume-se uma formulacao nao-singular para o MEC-I como ilustrado pela Figura

1.13a.
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T~

(a) (b)

Figura 5.4: Exemplo bidimensional do afastamento AZ aplicado na direcao de —Zj ocaL.

A Figura 5.5 mostra a fun¢do de resposta em freqii€éncia, na qual se plota o médulo do
deslocamento na extremidade livre da barra (deslocamento na dire¢do —Z3() contra a freqiiéncia ®
€ [0.025, 2], para os dados da Tabela 5.1. Na FRF da Figura 5.6, a unica diferenca ¢ AZ = 0,05m.
O efeito observado com o aumento de AZ é uma pequena diminui¢do na amplitude da FRF; a
determinacgdo das freqiiéncias naturais nao € prejudicada. Os resultados sdo comparados com a

andlise por elementos finitos do software AnSys® e usando o MEC-Direto (Carrion et al, 2007).
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Figura 5.5: FRF da barra, com AZ = 0,02 m.
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Figura 5.6: FRF da barra, com AZ = 0,05 m.
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Tabela 5.1: Dados utilizados para calcular as FRF das Figuras 5.5 e 5.6.

Parametro Valor utilizado

Altura e largura da barra/viga I m

Comprimento da barra/viga 7m

Fator de amortecimento 1 0,05

Razdo de Poisson v 0,25

Constante de Lamé p 1 N/m”

Massa especifica do meio p 1 kg/m’

Afastamento AZ (Figura5.5¢5.8) | 0,02 m

Afastamento AZ (Figura 5.6) 0,05 m

Erros de integragcao 107

Segundo Craig (2006), as n freqiiéncias naturais para uma barra unidimensional sdo dadas

por:

. Y
o 2 1),{5} 5.1)

em que L é o comprimento da barra unidimensional, E é o mdédulo de elasticidade
transversal e o resultado m, refere-se a enésima freqii€ncia natural da barra.

Embora seja o resultado para uma barra unidimensional, a Equagdo 5.1 permite estimar as
freqii€ncias naturais para o s6lido da Figura 5.2 quando ele se comporta como uma barra. Para os
dados desde problema (Tabela 5.1), as trés primeiras freqii€éncias naturais se aproximam dos
resultados observados nas Figuras 5.5 e 5.6:

o, =0,3548 rad/s;

o, = 1,0644 rad/s;

3 = 1,7740 rad/s;

Estuda-se ainda a funcao de resposta em freqiiéncia da viga mostrada na Figura 5.7, para os
mesmos dados da Tabela 5.1. O resultado € comparado com a FRF de um sélido de mesmas

propriedades e dimensdes, calculada pelo software AnSys®, e mostrado na Figura 5.8.
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Figura 5.8: FRF da viga, com AZ = 0,02 m.
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Como relata a Secao 1.7, a estratégia de aplicar um afastamento AZ nao € novidade no
Método dos Elementos de Contorno. Ela € aplicada com sucesso na formulagdo ndo-singular do
MEC, e a distancia AZ € um parametro cujo valor deve ser ajustado de forma a obter a melhor
correspondéncia fisica com o problema analisado.

Aqui, contudo, ndo € possivel ajustar AZ para obter o melhor resultado, e sim ajusta-lo para
que as integracdes do estado auxiliar possam ao menos ser realizadas. Neste tipo de formulacao
por elementos constantes, em que todo o elemento € representado por seu né central, este tipo de
afastamento € ainda mais critico porque, se for grande demais, pode até mesmo descaracterizar a
geometria do problema.

Assim, 0 maximo que se consegue com o programa IMECC hoje, baseada na atual
implementacdo de Adolph para o estado auxiliar, € ilustrar o comportamento mecanico dos

problemas, e ndo gerar resultados confidveis.

r¢ r° r° r¢ r° r°
Y Yy ® | ® | ®

e

2A

Qinf

Figura 5.9: Vista bidimensional do semi-espaco, tipico problema que pode ser tratado pelo

MEC-I com discretizagdo somente na fronteira.

O grande destaque do MEC-I em relacdo aos demais métodos, que € a capacidade de tratar
dominios ilimitados, fica nublado por esta limitacdo, e esta talvez seja a pior conseqiiéncia da
técnica inadequada de integracio.

Seja por exemplo o semi-espacgo ilustrado pelas Figuras 5.9 e 5.10, que o MEC-I seria

capaz de tratar por meio de discretizagdo somente da fronteira.
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Este € um dos problemas mais criticos para o método de integracdo utilizado no estado
auxiliar. Em relagdes como entre os elementos 6 e 36 (Figura 5.10), é necessdrio calcular
deslocamentos e tensdes num caso em que X € Y sdo muito maiores que as larguras A e B,
enquanto Z € nulo.

Foi feito um experimento para este caso de dominio ilimitado, com discretizagdo de 121
elementos semelhante a da Figura 5.10, com n =0,01,v=0,25,p =1 kg/m3 eu=1 N/m%. O
afastamento AZ aplicado foi muito grande, 0,1 m, os erros de integracdo foram muito tolerantes,
107, calculou-se apenas 20 valores de freqiiéncia diferentes, € mesmo assim o programa

demorou quase trés semanas para rodar, em maquinas Intel® Xeon quadcores 2 GHz, de 64 bits, 8

GB de memoria RAM, sistema operacional CentOS (Linux).

a4

Figura 5.10: Vista tridimensional do dominio ilimitado mostrado na Figura 5.9.

O resultado obtido, por outro lado, estd longe de representar a realidade. A Figura 5.11
compara o médulo do deslocamento vertical do elemento central da malha versus freqiiéncia de
excitacdo com a resposta obtida por Carrion et al (2007) para o mesmo problema, por meio do
MEC-Direto. Novamente, o resultado obtido com o IMECC somente ilustra o comportamento do

problema: a amplitude do deslocamento decai com a freqiiéncia.
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Figura 5.11: Mdédulo do deslocamento do elemento central, em termos da freqii€éncia .

Neste capitulo, foi analisado o desempenho do aplicativo IMECC frente ao desafio de
resolver problemas reais de engenharia.

Estabeleceu-se dois critérios fisicos — a simetria e o equilibrio — que todo programa deste
tipo deve satisfazer, e foi relatado que a principio o IMECC nio satisfazia nenhum dos dois. A
simetria pdde ser satisfeita posteriormente, enquanto o equilibrio é um problema com o qual se
lida atualmente.

Encerra-se o capitulo com a resposta do IMECC para alguns problemas cldssicos na
bibliografia, e observa-se que os resultados unicamente ilustram a resposta de tais problemas; o
programa ainda ndo pode gerar resultados confidveis. A principal causa para isso € a estratégia de

integracdo inadequada usada para implementar o estado auxiliar viscoelastodinamico.
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Capitulo 6

Conclusao e desenvolvimentos futuros

Como a validagdo de sua prdpria tese mostrou, a solucdo de Adolph (2006) realmente
exprime o estado auxiliar correspondente ao operador de Navier para um meio infinito
tridimensional viscoelastodinamico. A implementacdo, cujas integracdes sdo baseadas em uma
combinacdo de um algoritmo adaptativo de quadratura de Gauss e algoritmo “procedendo para
infinito”, funciona em vdrias situacdes, podendo os pardmetros fisicos variar dentro de um
intervalo considerdvel de valores.

O que ndo se previu, na escolha da estratégia de implementacdo, eram as situagdes
peculiares a que o estado auxiliar se submete quando € utilizado para resolver um problema fisico
pelo MEC-Indireto. Destacam-se dois aspectos. O primeiro € o fato de que as coordenadas X e Y
se anulam com freqiiéncia: basta que os pontos X; (ponto-fonte) e X; (ponto-campo) estejam
alinhados. A Figura 6.1 mostra dois exemplos: como o elemento 1 é o ponto-fonte, X serd nulo
quando o estado auxiliar for calculado no elemento 9, e Y serd nulo quando se calcular a
influéncia sobre o elemento 3. O segundo aspecto, ainda pior, é que a coordenada Z também se
anula eventualmente, como ja discutido no Capitulo 5, e nesta circunstancia o algoritmo

“procedendo para infinito” deixa de funcionar.

Y1

S
N

X

Figura 6.1: Exemplos de casos em que as coordenadas X e Y se anulam.
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Indicios como o aspecto das FRFs do Capitulo 5, que embora nao concordem
completamente com a bibliografia, ilustram o comportamento esperado dos problemas fisicos,
mostram que a implementacdo do MEC-I esté correta.

Virios esforcos foram feitos neste trabalho atacando os pontos fracos da solucao numérica
do estado auxiliar, como Tensdes-D (Se¢do 3.3), a abordagem ndo-singular do MEC-I (Figura
5.4) e a predicdo de tensdes feita para corrigir a assimetria (Secao 5.1 e Apéndice). Remediar os
problemas de implementagdo dessa forma, além de consumir tempo demais, tem introduzido uma
complexidade no algoritmo do MEC-I que nao tinha sido observada nos trabalhos anteriores em
que aplicagdes semelhantes foram feitas para o caso bidimensional (Thomazo, 2004).

Hoje, percebe-se que a melhor abordagem € repensar a forma de integrar numericamente as
equagdes que definem o estado auxiliar, como as Equagdes 2.15 e 2.16.

Uma possivel estratégia € pela tecnologia de Redes Neurais. Treinando uma rede neural
para resolver integrais com as caracteristicas das Equacdes 2.15 e 2.16 para um dado rol de
parametros, pode-se determinar com muita eficiéncia o resultado das mesmas integrais para outro
rol de parametros.

Quanto ao programa, pode-se tornd-lo mais rdapido reescrevendo-o em programagao
paralela, para ser executado simultaneamente por multiplos processadores, e/ou usar a tecnologia
de programacao em Unidades Graficas de Processamento de Propésito Geral (GP-GPUs).

Mesmo o desenvolvimento analitico desde a Equacdo de Navier até a solu¢do do estado
auxiliar pode ser melhorado em prol da generalidade. Tanto a drea carregada (retangular) quando
a forma da funcdo de carregamento (constante) podem ser generalizadas e assim tornar o
programa apto a tratar de um problema muito mais geral.

Uma licdo que se tira deste trabalho é que hd um preco alto a pagar por ndo ter que
desenvolver um estado auxiliar correspondente a cada operador de cada problema. Este preco é a
dificil integragdo numérica dos estados auxiliares, que exige técnicas especiais e alto desempenho
computacional. Com a répida evolucao do aparato computacional que vem ocorrendo, tem-se que
a formulagdo indireta do Método dos Elementos de Contorno é uma drea de conhecimento

promissora, na qual se deve investir pelos préximos anos.
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Apéndice
A.1 Analise de tensoes

Como foi dito na Secdo 5.1, os erros de cdlculo do mecanismo Tensdes-D sdo
especialmente indesejaveis quando o resultado deveria ser nulo para algumas componentes de
tensdo. Tensdes nulas sdo responsaveis por cancelar elementos na solucao dos sistemas lineares, e
se nao cumprirem este papel, surgem assimetrias nos problemas fisicos.

Foi necessario estudar analiticamente as componentes de tensdo para varios planos e eixos
coordenados a fim de prever quando elas se anulam, e instruir o programa para assumir estes

valores a priori.
Prevendo tensoes fora da area carregada

Embora a solucdo de Kelvin 3D (Equagdo 2.3) ndo seja capaz de representar singularidades
e descontinuidades por sua caracteristica de carregamento concentrado, ela € um bom parametro

para prever tensdes fora da drea carregada, isto é, quando IXI > A e Y| > B.

P[1-2v] _ X X, X, 3 xxx
%kZST ’ 6; =0, __5ki_]_1_2 .
z(1-v) p Tp Tp vop

(2.3)

Respeitando esta restri¢do, tem-se as previsdes de tensdo mostradas pelas Tabelas A.2.1 a

A23.
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Tabela A.2.1: Tensdes devido ao carregamento em k = X.

Componente E nula quando:
_Pll-2v] X X =0
W8 (1-v) o -
pPli-2v] [ X
= —Y— =
M 8x(1-v) 1-2v ,03} Y=0
pli-2v] L[ 3 XZ]
= —Z— =
O 8x(1-v) 1-2v p* | 2=0
pli-2v] 3 17X |
= —X— =
8 (1-v) { 1-2v p’ x=0
P[1-2v] 3 Xxvz
T8 (1-v) (1-2v) p° X=0,00Y=0,0uZ=0.
o —M 2 _y — 3 Z°X X=0
8 (1-v) 1-2v p’ o
Tabela A.2.2: Tensdes devido ao carregamento em k=Y.
Componente E nula quando:
_Pl-v] L 3 XY Y0
8 (1-v) 1-2v p’ B
_PI=w] Ll 3 vX X0
8 (1-v) 1-2v p? -
- _ P[I-v] 3 Xyz X 20 ouY =0.007 <0
O 8x(1-v) (1-2v) p° —hontERona=t
pli-2v] | 3 (vY
= = -Y - — Y =
8z (1-v) 1—21/(,0] 0
pli-2v] , 3 YZ]
= —Z— =
o 8x(1-v) 1-2v p* | 2=0
P[1-2v] e d
77V T 5 1 - = 3 Y=0
87 (1-v) 1-2v p
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Tabela A.2.3: Tensdes devido ao carregamento em k = Z.

Componente E nula quando:

M ‘2|:_Z_ 3 XQZ} 7 =0

Oz :87r(1—v) 1-2v p’

- _ PlI-wv] 3 xvz
B2 8x(1-v) (1-2v) p°

X=0,o0uY=0,0uZ=0.

Pl1-2v] 3 72°X
= -X - — =
Oxzz 87w (1-v) { 1-2v p’ X=0
pli-2v] [ 3 YZ]
G, = p?| 7 =
e 87[(1—1/)'0 i 1-2v p’ | z=0
pli-2v] L[ e d
Oy =————p | -Y - Y =
“osr(l-v)t | 1=2v p 0
Pli-2v] [ 3 (zY
B i = —0.
Ozt 87[(1—1/)'0 1—21/(,0} £=0

Em resumo, em todo o plano X =0, IY| > B, tem-se:

O O-XYX O-XZX O-XXY 0 0 O-XXZ O 0
Oix =| Oy 0 0 Oy = 0 Oyy Oyy |€0;, = 0 Oy, Oy,
GZXX O 0 0 GZYY O-ZZY O O-ZYZ O-ZZZ

Em todo o plano Y =0, IX| > A, tem-se:

Owx 0 Oy 0 0Oy O Oxwz 0 Oy
O =| 0 Oy 0 |,0y =| Oy 0 oy leo,=| 0 0Oy 0
Ouny 0 Oy 0 o, O P

Em todo o plano Z =0, IXI > A e Y| > B, tem-se:

O-XXX O-X Yx O O-XX Y O-X Yy 0 0 O O-XZZ
Oix =|Opx Owx 0 [0y =0y Oy 0 |eo,=| 0 0 o,
0 O O-ZZX 0 O O-ZZY GZXZ O-ZYZ O
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Prevendo tensoes no eixo Z

Conforme mostra a solu¢@o de Kelvin 3D, as componentes Gjjx serdo nulas em qualquer dos
planos coordenados, sempre que i # j # k # 1. De acordo com a solucdo de Crouch e Starfield
(Equacgao 2.5), tem-se ainda que as componentes Gxxx, Ozzx, Oyyy, Ozzy, Oxzz € Oyzz também
sdo nulas neste eixo. A equagdo constitutiva (Equagdo 3.8) ajuda a prever mais duas

componentes:

Oxrx =2l Expy = 2:“(”)()(,1/ tiyy x )

Quando se aplica uma carga na direcdo de X, o deslocamento uxx € uma fungdo par ao
longo do eixo Y, de forma que a derivada uxx y € nula. Por compatibilidade cinematica do espago
completo, tem-se ainda que a componente uyx € nula nao sé no ponto X = 0, mas em todo o eixo

X, de forma que a derivada uyx x também € nula. Assim, oxyx = 0 no eixo Z. De forma andloga,

a componente Oy, =2 E,,, = 2,u(u xyy Ty X) também € nula neste eixo. Assim, em todo o

eixo Z, vale:
0 0 o Oy O 0 Oyw, 0O 0
Oix = 0 oy 0 Oy = 0 0 oy e O, = 0 Oyyz 0
O,y 0 0 0 o, O 0 0 o,,

Prevendo tensoes na origem

Este € um caso primordial na predicdo de tensdes; esta situacdo ocorre em qualquer
problema analisado pelo MEC, sempre que o ponto-fonte é também o ponto-campo.

A origem € simplesmente um caso particular do eixo Z calculado acima, na situa¢do em que
Z também € nulo. Por simetria e compatibilidade cinematica, na origem observa-se que as
componentes Cyyx € Oxxy também sdo nulas. Além disso, o valor da maioria das componentes
restantes decorre das condi¢des de contorno do problema (Adolph, 2006), de forma que na
origem tem-se:

0 0 my 0 O 0 Oyw, O 0
ox=0 0 0 |,0,=|0 0 mfleoc,= 0 o, 0
0 Img 0 07 lomy 0] [0 0 my
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A.2 Fluxograma do cédigo

A implementacido do IMECC pode ser resumida pelo seguinte fluxograma:

“wioo )

props )
\/\_/
Ler Nel, Nvert,
v, L, ®, EITOS
'Ler COORD| |Ler INCI | [Ler CONT |

| | i
Calcula
saida CENTROS
[ FIM ) 1

Calcula
BETA
\
v
‘ |=1 H i=i+1 ’(7
=1
Separa {u} e {t} Calcula
de bcowr G(XI,X]) j=j+1
1 !
Multiplica Calcula
[Qconrq}=bconr S(Xi,Xj)
T L
Monta Monta S(Xi,Xj)
[Qoowr] e G(Xi,Xj) nas
matrizes totais
Solver:
[QHg}={b}
Monta
[Q] e b} lago principal

Figura A.1: Fluxograma do programa IMECC.
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A.3 Compilacio e execu¢io em Linux

A compilagdo para Linux de programas escritos em Fortran na forma de subrotinas segue
dois passos: compila-se todas as subrotinas individualmente em seus respectivos objetos de
extensao .0, e compila-se o programa principal incluindo-se na sentenca todos estes objetos.

Considere por exemplo um programa no qual o arquivo principal chama-se main.for,
contendo duas subrotinas sbr1.for € sbr2.for. A compilacdo usando o compilador gfortran ou
similares seria:

gfortran -c sbrl.for Sera criado um objeto sbrl.o
gfortran -c sbrz.for Sera criado um objeto sbr2.o
gfortran main.for sbrl.o sbr2.o0 -o progl Sera criado um executavel progl

O parametro -o deve preceder o nome do executdvel que o programa final devera ter, e o
parametro -c indica que este passo de compilacdo nao deve gerar um executavel (Cenapad, S. d.).
O processo é 0 mesmo para programas de extensao .for e .f.

Se o programa tiver muitas subrotinas, esse processo todo pode ser demoradissimo. Para
evitar este trabalho, pode-se usar o seguinte curtissimo algoritmo em Python, que identifica todas
as subrotinas presentes no diretério atual e compila todas elas, juntando os objetos finais para
compilar o programa principal. Para implementar este c6digo, pode-se digitar python na linha de
comando do Linux que o interpretador da linguagem Python serd aberto (qualquer distribuicdo

Linux traz Python instalada).

import os

a = os.listdir('./")
rotinas = " '

for 1 in a:

—if i[-3::].upper()=='FOR' and i != 'programa_principal.for'

o\

——0os.system('gfortran -c %s' i)

——rotinas = rotinas + ' ' + i.replace('.for','.0o")

os.system("gfortran programa_ principal.for %s -o executa" %rotinas)
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Deve-se substituir a sentenca programa_principal. for pelo nome do programa principal,
executa pelo nome desejado para o executdvel final e os termos .for por .f se o programa tiver
esta ultima extensdo. O simbolo — indica que a tecla TAB deve ser pressionada uma vez neste
ponto para endentar o cddigo.

Ao final, o programa pode ser executado por address/executa, €m que executa € 0 nome
do executdvel, e address seu endereco no sistema de diretérios. Se o diretério atual € onde se

encontra o executavel e os arquivos de entrada também estdo 14, pode-se simplesmente ordenar:
. /executa

O resultado da execugdo do programa aparecerd na tela, com a vantagem de que o usudrio
pode acompanhar seu desenrolar, e com a desvantagem de que o usudrio ndo podera fazer logoff.
Contudo, pode-se conseguir que o programa continue executando, mesmo trocando de usudrios,

com o comando nohup:
nohup ./executa

A desvantagem agora passa a ser que nao se pode mais acompanhar a execucdo do
programa na tela. Alguma linha de comando deve ser incluida dentro do algoritmo para que ele

eventualmente imprima seu progresso em um arquivo de texto.
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A.4 Deduciao detalhada da Equacao Integral de Helmholtz

De forma andloga ao que foi feito com o operador de Laplace, é possivel escrever uma

Equacdo Integral de Contorno para o operador homogéneo de Helmholtz (Kane, 1994), que ¢é
dado por V?u(x)+k’u(x)=0 (Equacdo 1.12). Este operador também tem sua respectiva solugio
fundamental dada por V’u"(x,x,) +k’u’(x,x,) = —5(x, x,) (Equagdo 1.13).

Utilizando as Equagdes 1.12 e 1.13 em conjunto com o lado esquerdo da Segunda

Identidade de Green (Equacao 1.2) obtém-se:

I (u*(g,ico)vzu(ic)—u(g)Vzu*(z,ﬁ)) ) dQ + I (u*(g,ﬁ))kzu(z)) dQ— I (u*(g,ﬁ))kzu(z)) dQ =

Q,

J ] ) [ ViU +Ku(x) | J Q- [ (' (x.5) Fu(x)) d+

[ (@ V' (2. x) ) dQ- [ (u@ku’ (x.x5) ) dQ+ [ (u@ku (x,x5,) ) dQ=

| u*<z,;co>[vzu<z>+k2u@]J Q- [ (' (x.3) K u(x) dQ+

0

[| @[ ViU ) + Ko’ (2, x) ] |4+ [ (w0ku’ (x.3) ) d2 =

Q,

=0(x-x)

—[ (0" o x) Ku(x)) dQ+ [ (w(0k'u’ (x,x,) ) dQ+

0

[| @[ Vi (. 2) + 80" (2, 5) | [dQ= [ (-u()[-6(x-x5)])dQ = +u(x,)

Q, Q,

*J(ILLCO)

(A.1)

Finalmente, chega-se a uma Equacdo Integral de Contorno para o operador de Helmholtz
substituindo-se (A.1) no lado direito da Equacao 1.2, como ja visto na Secao 1.2:

du(x)
on

u(x)

au*(g,&))jdl—‘(l) (1.15)
on

—u(x,)= | {u*(z,;co)
r

b
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A.5 Deduciao detalhada da Equacao 1.17

O que ocorre quando se pretende formular uma Equacdo Integral de Contorno com uma

solucdo fundamental que nao corresponde ao operador em questao? Para ilustrar isso, considere o
operador de Helmholtz (Equacdo 1.12), Vu(x)+k’u(x)=0, e a solu¢io fundamental do
operador de Laplace (Equagdo 1.3): V’u'(x,x,)=-5(x,x,) -

Aplicando as Equagdes 1.3 e 1.12 na expressao da esquerda da Segunda Identidade de

Green (Equagdo 1.2), chega-se a:

[ (" (xr2) V() —u(0) Vi (x,x,) ) dQ =

[ (1 (2 ) V(@) +u’ (x5 Ku() =1 (2, 1) K u(x)) dQ— [ (u(0) V' (x, %)) dQ =

[lu'xx, [V u(x)+k2u<x)] ' (x,x,)k u(x)} dQ— I(u(x)vzu (x,%,) }dQ—

Q, M -3(x.%)
[ (=1 (@ x) Fu(n) d— [ —(u(x) 8(x,x,))dQ =

—u(xy)
u(x) - [ (' (x,5)Ku(x) dQ
b (A.2)

Finalmente, chega-se a uma equacgdo integral para o operador de Helmholtz baseado em

uma solu¢do fundamental alternativa substituindo-se (A.2) no lado direito da Equacdo 1.2:

_ J‘(u*(x,_o)au(x) ¢ m) (x,d)jdm)%zI(u*(l’%)u@) 1900
r on Q
b b

(1.17)
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