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Resumo

Paulino, Leonardo Pereira, Método de Continuacio Baseado em Programacdo
Matemdtica na Mecdnica Estrutural Ndo-Linear. Campinas, Faculdade de
Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

2004, 100 p., Dissertagdo (Mestrado).

Em muitos problemas nao lineares na mecénica estrutural é necessério o emprego de métodos
de soluco que controlam os deslocamentos e o nivel de carregamento simultaneamente. Um
dos métodos mais conhecidos para estas situacdes é o método do arc-length. Este método
consiste na introdugéo de uma restrigio ("esfera generalizada”, por exemplo) & equacio de
equilibrio ndo linear do problema. A solugfo do problema de equilibrio juntamente com
a restri¢do "esférica” mantém o deslocamento limitado, evitando a divergéncia durante o
processo de resolugdo. O método cldssico do arc-length apresenta certa complexidade por
envolver duas fases de cdlculo, predicio e correcio da solugdo, além do fato de que mais de
uma solucdo satisfaz as equagdes envolvidas, sendo necessério o emprego de alguns critérios
ainda ndo suficientemente robustos para a escolha da solucio adequada. Prope-se neste
trabalho o estudo de uma formulagio alternativa para o método do arc-length através do
emprego dos conceitos de programagio matemética, onde um problema de minimizacdo com
restrigbes € formulado, minimizando-se uma fungéio objetivo que caracterize o problema de
equilibrio e esteja sujeita a restri¢des que garantam o controle dos deslocamentos. Além
disso, uma restrigdo adicional é imposta ao problema para buscar a unicidade da solucdo. A
verificagdo do desempenho da metodologia proposta é feita através da solugéo de problemas
de estruturas reticuladas envolvendo efeitos de grandes deslocamentos. A implementacéo foi
feita em Matlab pela facilidade e disponibilidade de ferramentas computacionais tais como

as fungbes do "toolbox™ de otimizacio.

Palavras chaves: Arc-length, Anlise Estrutural Nao Linear, Programacio Matemdtica,

Métodos de Continuagio.



Abstract

Paulino, Leonardo Pereira, Continuation Methods Based on Mathematical
Programming in Nonlinear Structural Mechanics. Campinas, Faculdade de
Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas,

2004, 100 p., Dissertagao (Mestrado).

Non-linear problems in structural mechanics in general require the use of solution methods
that control the displacements and the load level simultaneously. One of the most popular
method used in these cases is the arc-length method. The arc-length method introduces one
additional constraint equation to the non-linear equilibrium equations of the problem. The
solution of the equilibrium equations with the additional constraints should keep a limited
displacement to avoid numerical divergence during the solution procedure. The classical arc-
length method involves two solution phases, prediction and correction. A difficulty of this
method is that it can re-compute a solution already determined, requiring the use of some
criteria that are not robust enough to choose the adequated solution. This work proposes
an alternative formulation for the arc-length method using the concepts of mathematical
programining, where a constrained minimization problem is formulated. The objective func-
tion is established in terms of the equilibrium residue and the arc-length constraint should
ensure displacements and load level control. Besides this, an additional constraint equation
is employed to guarantee the uniqueness of the solution, improving the solution path com-
pared to the classical arc-length method. To verify the proposed methodology computational
performance some problems involving the effects of large displacements in truss structures
are presented. The implementation was done in the software Matlab due to its facility and

the computational tools that are available, such as the optimization toolbox functions.

Key words: Arc-length, Non-Linear Structural Analysis, Mathematical Programming,

Continuation Methods.



Sumario

1 Introdugao W 14
1.1 A necessidade e aplicacdo dos métodos de

comtinuagdo . . . ... L L 15

1.2 Descrighodotrabalho. . . . . . ... . 19

2 Nao linearidade geométrica em estruturas 21

2.1 Principio da minima energia potencial total . . . .. ... ... ... .. . 21

2.2 Residuo e matriz de rigidez tangente - néo linearidade geométrica . . . . . . 25

2.2.1 Elemento de trelica com grandes deformagdes . . . . .. .. ... .. 30

2.22  Equagcdo de equilibrio (residuo) - elemento de trelica. . . . . . . .. . 37

2.2.3 'Transformacdo de coordenadas e montagem das matrizes

elementares . . ... .. ... ... 38

2.3 Método de Newton-Raphson . . . . . . ... ... .. .. .. . ... . .. . 40

3 O método arc-lenght sob o ponto de vista de minimizagao 43
3.1 Emergiapotencialtotal . . . ... ... .. . ... .. .. ... ... . .. . 43
3.2 Aspectos da formulago usual do método arc-length . . . . .. . ... .. .. 44
3.3 O método arc-length como problems de minimizagio . . .. ....... .. 51

4 Implementagao computacional 57
4.1 Otimizaglo restrita . . . ... . . . ... .. ... ... ... . ... 57
4.2 Programacdo seqiiencial quadratica - SQP . . . ... . . .. .. ... ... . 58
4.3 Algoritmo do método proposte . . . . ... ... ... ... 62
44 Alguns comentérios sobre a implementacio neste trabalho . . . ... .. . . 64

BIBLIOTECA CENTRAL
DESENVOLVIMENTD ;

9

L A st e o i



4.5 Algumas limita¢des do método proposto . . . . . . . . ... ... L

5 Resultados e discussio
5.1 Sendide . . . ...
5.2 'Ireliga com 2 graus de liberdade . . . .. .. ... .. ... .. ... . . ..
5.3 Trelica com 6 graus de liberdade . . . . . ... ... . ... .. ... ... ..
54 Trelica de 14 grausdeliberdade . . . . ... ... ... .. . .. .. ... ..
5.5 Trelica com 3 graus de liberdade . . . . . . .. ... ... . ... .. _ .
5.6 Trelicacom 5grausdeliberdade . . . . .. .. ... . ... .. .. .. . .

6 Conclusoes e sugestoes para préximos trabalhos

6.1 Comclusdes . . . . .. .. ...

A Dedugao analitica para o exemplo de trelica com 2 graus de liberdade

10

90
90
92

97



Lista de Figuras

1.1

2.1
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1
4.2

4.3
44

5.1
5.2
5.3

Hustragéo dos fendmenos "snap-through” e "snap-back”. . ... ... . ... 16
Esquema de um elemento de trelica bi-dimensional. . . . . . ... ... . .. 30
Esquema de um elemento de trelica bi-dimensional inclinado. . . . . . . . . . 39
Restricdo esférica e suas limitagdes. . . . . . . ... ... ... ... . ..., 45
Ilustragdo de um método tradicional para se evitar o "snap-back” e o 7 snap-

through”. .. . .. oL 48
Esquema do arc-length visto como um problema de programacio matemética
(h(-) = 0 € a restri¢io de igualdade esférica, g(-) < 0 é uma restricio de
desigualdade que busca garantir a unicidade da solugo). . . ... ... ... 52

Ilustracéo da determinagio do vetor normal no caso inicial e em um caso geral. 55

Possivel falha onde duas solugdes so possfveis. . . . . . . . . ... ... ... 66

Possivel falha identificada no método onde grande parte do caminho pode ser

perdido. . . .. 67
Possivel falha onde o método ndo encontraria solugdo. . . . . ... ... ... 68
Possivel falha onde o método ndo encontraria solugdo. . . . . . ... ... .. 68
Resultados obtidos para a funcdo sendide. . . . . ... .. .. ... .. ... 71
Exemplo de trelica com 3 nds e 2 graus de liberdade. . . . . ... ... ... 72

Solugdo analitica e solugio numérica para o deslocamento na direcdo y do né

2 da estrutura mostrada na figura 5.2. . .. . ... ... .. ... ... ... 73
Exemplo de trelica com 5 nés e 6 graus de liberdade. . . . . ... .. . ... 75
Deslocamento do né 5 na diregdo y para a trelica da figura 5.4. . . . . . ... 76

il



5.6 Deslocamento do né 2 na dire¢io x para a trelica da figura 5.4. . . R 77

5.7 Deslocamento do né 2 na dire¢do y para a trelica da figura54.. .. ... .. 78
5.8 Exemplo de trelica com 9 nds e 14 graus de liberdade. . . . . . . . . . .. . . 80
5.9 Deslocamento do né 7 na dire¢iio x para a trelica da figura 5.8. . . . . . . . . 81
5.10 Deslocamento do né 9 na diregio y para a trelica da figura 5.8. . . . ... .. 82
5.11 Exemplo de trelica com 4 nés e 3 graus de liberdade. . . .. . ... . . .. . 83
5.12 Deslocamento do né 1 na dire¢dio x para a trelica da figura 5.11. . . . . . . . 84
5.13 Deslocamento do né 2 na dire¢do x para a trelica da figura 5.11. . . . . . . . 85
5.14 Deslocamento do né 3 na dire¢do y para a trelica da figura 5.11. . . . . . . . 86
5.15 Exemplo de trelica com 6 nés e 5 graus de liberdade. . . . . . . ... . . .. 87
5.16 Deslocamento do nd I na dire¢do x para a trelica da figura 5.15 .. ... .. 88
5.17 Deslocamento do né 5 na diregio y para a trelica da figura 5.15 . . . . . . . 89
Al Esquema da treliga para solucdo analitica. . . . .. . .. ... . ... ... . a7

A.2 Bsquema da formulagao simétrica usada para solucdo analitica da trelica com

2grausde liberdade. . . . . .. ... 98
A.3 Equilibrio entre forgas externas e internas. . . . .. .. .. ... .. ... .. 99
| BIBLIGTECA CENTRAL
| PEIENVOLVIMENTO
5 COLECED
i § UNICAMP




Lista de Tabelas

5.1 Dados de desempenho computacional do método para a funcio sendide. . . |
5.2 Dados de desempenho computacional do método para o problema da figura 5.2.
5.3 Dados de desempenho computacional do método para o problema da figura 5.4.
5.4 Dados de desempenho computacional do método para o problema da figura 5.8.
5.5 Dados de desempenho computacional do método para a trelica da figura 5.11.

5.6 Dados de desempenho computacional do método para a trelica da figura 5.15.

13



Capitulo 1

Introducao

Em muitos problemas da mecénica estrutural, o comportamento nio linear das estruturas
passa a ser relevante e deve ser considerado nas respectivas anélises. Isto vem sendo motivado
pelo interesse em se projetar estruturas mais leves e para as quais os fatores de seguranca
usualmente empregados devem ser menores, tornando os produtos mais competitivos. Os
primeiros trabalhos que tratam da nfo linearidade no contexto do método dos elementos
finitos datam do inicio da década de 60 (Crisfield, 1991a), impulsionados principalmente pelo

grande desenvolvimento e popularizagio dos computadores.

Neste sentido, as formulagGes numéricas e computacionais tém ganhado espaco e se
mostrado eficientes na solugéo de problemas de grande porte, particularmente através do uso
do método dos elementos finitos que possui atualmente grande difus&o no meio académico
e industrial. Particularmente, as andlises lineares sao utilizadas sem maiores dificuidades
pela maioria dos usudrios dos programas comerciais de elementos finitos. Por outro lado,
as analises nao lineares envolvem um conhecimento especifico para a selecdo dos vérios
parametros requeridos pelos aplicativos, bem como um melhor julgamento critico pelo usuério
em termos da qualidade da resposta obtida. A tftulo de exemplo, pode-se citar o caso de
andlises estruturais no regime de grandes deslocamentos, grandes deformagdes e no regime
pléstico onde parametros como niimero de incrementos de carga e tipo de formulacio devem
ser adequadamente escolhidos (Crisfield, 1991a). O responsavel pela anilise deve possuir

formag@o especifica nas teorias e nos modelos envolvidos, bem como nos métodos de solugéo

14



para que venha a obter resultados satisfatérios e consistentes.

1.1 A necessidade e aplicacao dos métodos de
continuacao

Problemas com n&o linearidades ffsicas (de material) ou geométricas freqiientemente se carac-
terizam pela presenca de pontos criticos com os fenémenos de "snap-through” e "snap-back”
na resposta da estrutura. Estas instabilidades estruturais ou de material normalmente levam

a uma ineficiéncia dos métodos de solugéio numérica tradicionais (Geers, 1999).

A maioria dos métodos de solugdo para problemas estruturais nio lineares é baseada no
método de Newton-Raphson, que na sua formulagio cldssica nio é capaz de ultrapassar os
chamados "pontos limites” (pontos criticos) da curva forca por deslocamento. Isso ocorre pelo
fato de que a matriz de rigidez tangente torna-se singular nestes pontos (Crisfield, 1991a). O
método de Newton-Raphson modificado também é bastante popular e utilizado em muitas
situagdes (Zienkienwicz and Taylor, 1991). A diferenca bésica em relacdo ao método de
Newton-Raphson € que a matriz de rigidez tangente néo é continuamente atualizada, porém,
esse método continua incapaz de ultrapassar os "pontos limites” que possam VIT a Surgir em

uma curva de forca por deslocamento.

Na figura 1.1 séo apresentadas algumas curvas de forca por deslocamento tipicas de pro-

blemas nao lineares com pontos limites.
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Figura 1.1: Hlustracio dos fendmenos ”snap-through” e "snap-back”.

Observa-se que no primeiro grafico da figura 1.1 existe a presenca de um ponto limite, A.
Nestes pontos limites existe uma certa dificuldade em dar continuidade no acompanhamento
da curva, e a tendéncia é que se salte para o ponto A, fendmeno conhecido por "snap-
through”, ou que simplesmente haja uma divergéncia neste ponto da solug@o. J4 no segundo
grafico da figura 1.1, existem trés pontos criticos, os pontos B, C e D. No caso do ponto
critico representado por B, o fenémeno "snap-through” levaria o método ao ponto B. No
caso do ponto critico C, o fendmeno conhecido por ”snap-back” o levaria ao ponto C, e em
ambos 0s casos o processo de solugdo deixaria de representar a curva completa de forga por
deslocamento (Crisfield, 1991a). Procedimentos numéricos especiais sio necessirios para se

ultrapassar estes pontos criticos {Geers, 1999).

As andlises de respostas nio lineares de estruturas séo freqiientemente dificultadas pela
presenca de pontos de instabilidade critica ou curvas de equilibrio instdveis. O estudo apro-
fundado desses problemas tem sido tema de pesquisas nas tltimas décadas, o que acabou
levando ao surgimento de uma grande variedade de procedimentos de solugdo. Uma das
maiores dificuldades envolvida nesses estudos é a passagem pelos pontos criticos nas curvas

ndo lineares (Geers, 1999).
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Muitos métodos tém sido propostos para contornar o problema dos poz:;tos criticos que
é inerente & andlise ndo linear de estruturas. Um dos métodos mais diretos é o método da
supressao das iteragoes de equilibrio préximo dos pontos limites. Este método foi apresentado
com sucesso por Bergan, (Bergan, 1979), que utilizava o pardmetro de rigidez atualizado para
detectar a necessidade da supressdo das equagdes de equilfbrio. Um outro método também
conthecido € o método da "mola-artificial”, inicialmente proposto por Wright and Gaylord,
(Wright and Gaylord, 1968). Este método faz com que a matriz de rigidez tangente volte a
ser positivo definida, pela adicio de uma mola linear artificial. Este método s6 se mostrou

eficiente para problemas que manifestam o fenémeno de ”snap-through” (Geers, 1999).

Um método que acabou por se tornar bastante popular é o método do controle direto dos
deslocamentos. Este método foi primeiramente apresentado por Argyris, (Argyris, 1965), e
consiste basicamente em se determinar um parémetro de controle como sendo um compo-
nente unitdrio do deslocamento e para cada deslocamento pré-determinado um nivel de carga
correspondente € calculado (Batoz and Dhatt, 1979). Outra proposta neste sentido foi feita
por Haisler, (Haisler et al., 1977), que propds um método de ” auto-correcio” que se utilizava
de incrementos no deslocamento para tragar a curva de resposta nao linear de uma estrutura.
Contudo estes métodos baseados em incrementos no deslocamento sio limitados e tendem a

falhar na presenga de ”snap-backs” (Geers, 1999).

Para contornar este tipo de dificuldade, surgiram métodos que controlam simultanea-
mente o nivel de carregamento e os deslocamentos. Basicamente estes métodos introduzem
uma condigio de contorno & equagdo governante de equilibrio (ndo linear) do problema,

procurando evitar a divergéncia da solugio (Feng et al., 1995).

Riks, (Riks, 1972), foi um dos primeiros a incorporar uma equagao de restricio no pro-
cedimento iterativo de solugdo do método de Newton-Raphson. Estas equacdes de restrigao
sao geralmente formuladas em termos da norma do vetor dos deslocamentos e de um fator

de carga adimensional, A.
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A partir daif, uma importante classe de métodos surgiu e se popularizou como métodos

do arc-length.

Crisfield, (Crisfield, 1981), foi o primeiro a propor uma restricio quadratica que gerava
uma esfera (arc-length esférico) ou um cilindro (arc-length cilindrico) em um espago de n+1
dimensdes, onde n € correspondente 3 dimensdo do vetor dos deslocamentos e 1 se refere ao
parametro de carga A, que neste caso também é uma varidvel do problema. Porém, apesar
da eficiéncia em analise de néo-linearidades geométricas, a restrigio quadratica sempre apre-
senta duas solugbes possiveis das quais uma deve ser escothida. Um critério para selecdo da
solugao adequada também foi proposto por Crisfield mas o método ainda é deficiente nas
vizinhangas de pontos criticos com n#o linearidades acentuadas. Uma melhoria foi proposta
por Hellweg, (Hellweg and Crisfield, 1998), mas a resposta definitiva para o problema de
escolha da solugéo da restricdo quadrética ainda ndo foi dada (Geers, 1999). Qi e Tiangi, (Qi
and Tiangi, 1995), também propuseram methorias para a restricao quadritica no algoritmo
do arc-length deslocando a superficie da restricio no hiper-espago de n + 1 dimensdes com
o objetivo de reduzir o nimero de possiveis solugdes. Ainda com o objetivo de solucionar
o problema de multiplas raizes no arc-length, alguns autores propuseram uma classe de res-

trigdes linearizadas baseadas no principio da ortogonalidade.

Qutra dificuldade com o método do arc-length é a inconsisténcia das dimensées fsicas
utilizadas na equagio da restrigio esférica, que se d4 principalmente devido a diferenca entre
as dimensdes dos deslocamentos e do nivel de carga. Isto foi abordado em vérios traba-
lhos e foi, sem duvida, um dos principais argumentos para justificar uma nova classe de
métodos chamada de: métodos baseados em energia (Geers, 1999). A base desses métodos é
acrescentar ao arc-length um esquema de incrementos de trabalho externo e controlar estes
incrementos de trabalho. Widjaja, (Widjaja, 1998), propds a supressio da energia residual

para tragar a curva de equilibrio utilizando estes métodos de controle da energia.
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A solugéo dos problemas néo lineares geralmente & associada & métodos de solucédo que
requerem que o ponto Xp seja conhecido e seja suficientemente préximo da solugdo x*, tal

que algum processo iterativo convirja, por exemplo:
Entl = Xn + Ax. (11)

onde n denota o nimero de uma dada iteracio e Ax representa um incremento.

Na prética, encontrar um ponto inicial x, aceitdvel, nesse dominio de ” atracdo”, espe-
cialmente em problemas de maiores dimensdes, pode ser impossivel. Também, mesmo que
se tenha esse ponto inicial, mau condicionamento, pontos de sela, etc, podem fazer o pro-
cesso iterativo invidvel computacionalmente (Richter and DeCarlo, 1983). Em problemas de
maiores dimensdes, estas dificuldades se tornam mais freqiientes. Qutra dificuldade ocorre
quando se pretende obter todas as solugSes possiveis para este tipo de problema. Fregiien-
temente acontece que em teoria todos os pontos podem ser obtidos bastando uma selecdo
adequada do ponto xg. Porém, na pratica, a nfio ser que se tenha muita sorte, apenas algu-

mas das solugdes seréo encontradas (Richter and DeCarlo, 1983).

1.2 Descricao do trabalho

Neste trabalho propde-se, formula-se e implementa-se um método de continuagio, baseado
nos conceitos de otimizagio e de programacio matemadtica, capaz de tragar curvas de forca
por deslocamento de estruturas néo lineares, ultrapassando os pontos criticos presentes nes-

sas curvas para a maioria dos casos.

No Capitulo 2, apresenta-se uma descricdo de problemas com néo linearidade geomeétrica

em estruturas, particularmente para o caso de estruturas de trelicas.

O Capitulo 3 faz uma introducio & visdo do arc-length como método de otimizacio e a ne-

cessidade de métodos robustos capazes de acompanhar curvas com grandes n#o linearidades.
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Neste capitulo também € mostrada toda a formulagiio do método de continuagao proposto e

a formulagso de um problema da mecinica estrutural como um problema de ctimizacgdo.

O Capitulo 4 apresenta como o problema de otimizacio formulado neste trabalho foi
resolvido. Uma descri¢do do método de programacio seqiiencial quadratica é feita, e 0 algo-
ritmo proposto € descrito. Algumas de suas limitagSes so também discutidas.

No Capftulo 5 sfic apresentados exemplos numéricos usados para validacdo do método
e os resultados obtidos em modelos de elementos finitos de trelicas com ndo-linearidade
geométrica.

No capitulo 6, as conclusdes e proposices para trabalhos futuros sio apresentadas.

Finalmente, as referéncias usadas no trabalho sio apresentadas.
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Capitulo 2

Nao linearidade geométrica em
estruturas

2.1 Principio da minima energia potencial total

A energia potencial total de um sistema mecénico qualquer pode ser escrita como sendo a
soma da energia de deformagéo, do trabalho das forgas de volume, do trabalho das forcas
de superficie e do trabalho das forcas concentradas. A equacio que representa a energia

potencial total estd escrita abaixo (Cook et al., 1989):

II= i('/ £ DedV ~ / EtDSidV~§—/ glodV) — / u'SdV — f u'pdA — a'f, (2.1)
2°Jv v v v A

sendo que os trés primeiros termos, integrais no volume, representam a energia de deformagao
U do sistema. O quarto termo, integral de volume, representa o trabalho de forcas de volume
$ ou forgas de corpo. O quinto termo, integral de 4rea, representa o trabalho de forgas de
superficie ¢ e o dltimo termo da equagio representa o trabalho das forcas concentradas f.
Nesta equagdo e nas demais deste trabalho o sobre-indice ¢ denota transposicio de matrizes

ou vetores.

Uma forma sucinta de se representar a equaco da energia potencial total de um sistems
¢ dizer que ela € equivalente a soma das energias e dos trabalhos envolvidos no sistema, ou

seja:
N=U+W. (2.2)
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A relagdo entre a tensgo o e a deformacio ¢ pode ser escrita da seguinte maneira:
T = D(E - 8@) + oy, (23)

sendo que ¢; € a deformacio inicial & qual o corpo j4 estava sujeito, o; é a tensio inicial jé
presente no corpo, e D ¢ uma matriz que representa o comportamento do material, ou seja,

matriz que relaciona diretamente as deformacdes s tensdes (Cook et al., 1989).

Qutra relagao importante, é a relagio entre o campo de deslocamentos e os deslocamentos
nodais de um sistema. Esta relagdo s6 depende das funcées de forma usadas no problema. As
fungBes de forma tém exatamente este papel, descrever o campo de deslocamentos a partir

dos deslocamentos nodais da estrutura. Sendo assim, pode-se dizer que:
u = Na, (2.4)

sendo N € uma matriz que contém as fungdes de interpolacio, ou fungdes de forma, que rela-

cionam os deslocamentos nodais, a, ao campo, u, de deslocamentos da estrutura.

E interessante definir uma relaciio entre a deformacio, =, e os deslocamentos nodais, a,

da estrutura. Para tal parte-se de que a deformacéo é a derivada dos deslocamentos, ou seja,
€ = 0u, (2.5)

sendo que ¢ representa um operador derivativo.

Substituindo a equagio (2.4) na equacio (2.5), obtém-se:

g = §(Na),
€ = {Na,
£ = Bpa, (2.6)



sendo,

A matriz By € a matriz das derivadas das funcBes de interpolagio. Através da relacdo
(2.6) entre deslocamentos nodais e deformagdes, pode-se reescrever a equacio (2.1) da energia

potencial total da seguinte maneira:

=1 / ‘B DBoadV — f a'BiDe,dV + f a'Blo,dV) — f
2 v v v

v

a'N'SdV — / a'NlpdA — a'f.
A
(2.8)

A matriz de rigidez K, e o vetor de carga aplicada no elemento r, também podem ser

definidos em funcio da matriz By (Zienkienwicz and Taylor, 1991; Cook et al., 1989):
v

r, = / BiDedV — / Bio,dV — / NSV — f NigdA. (2.10)
v v vV A

Definindo uma forga resultante igual a soma de r. e f, ou seja, r =1, + f a equacdo da

energia potencial total agora se resume a:

1
= 5a‘KGa — a’r. (2.11)

Finalmente, pelo principio da minima energia potencial total, que garante um ponto de

equilibrio da estrutura, pode-se dizer que:

dlt
Eg-—{):Kga—rzﬂ. (2.12)
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Note que a equagao (2.12) representa a equagio usual de equilfbrio de problemas estéticos.

No caso de problemas néo lineares, € preciso rever a equagdo de equilibrio. Neste €aso, o

diferencial da energia potencial total é dado por:

dll =dU +dW = / de*odV — rida. (2.13)
v

Substituindo a equagio (2.6) em (2.13) tem-se:
dil = / da’BiodV - da’f =
v

dll = ( ] BiodV — f)ida =
1%
dil = 'da, (2.14)

onde

W= f BiodV - f. (2.15)
Vv

Pelo principio da estacionariedade de II:

dll = tda = 0, (2.16)

e portanto:

W= / BlodV — f=0, (2.17)
v

que € a equagdc que expressa o equilfbrio entre as forgas internas e as forgas externas da
estrutura. ¢ é conhecido como o residuo da equagéo de equilibrio, (Zienkienwicz and Taylor,

1991}, e é equivalente ao gradiente da energia potencial total I1.

BIBLIOTECA CENTRAL
DESENVOLVIMENTD
COLECAD
UNICAMP
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A partir daf, outra defini¢do de grande importancia no estudo de estruturas com respostas
ndo lineares € a matriz de rigidez tangente K;, definida como sendo o gradiente do residuo

1, ou seja, ¢ a matriz hessiana da energia potencial total:

2.2 Residuo e matriz de rigidez tangente - nao lineari-
dade geométrica

A equacio do equilibrio representa a diferenca entre as forcas internas de reacio da estrutura
e as forcas externas aplicadas sobre a mesma e, num ponto em equilibrio, deve ser igual a

zero. Este conceito nao é alterado no caso de respostas néo lineares da estrutura.

Para o caso de estruturas com nfo linearidade geométrica, é necessdrio levar em conside-
ragio os efeitos desta na formulagio do problema. Para tal é possivel generalizar a matriz das
derivadas das funcdes de forma By para estes casos. B necessério que se introduza agora um
termo relacionado aos grandes deslocamentos e grandes deformacdes. Estes efeitos podem
ser representados em uma nova matriz Byy que seréd somada a matriz By do caso linear.

Desta forma, define-se:
B =B+ By, (2.19)

onde € importante ressaltar que By é fungdo dos deslocamentos a. Conseqiientemente, o

residuo, equacdo (2.17), passa a ser:

%= f Bodv - £ (2.20)
v

A matriz de rigidez tangente K;, como foi definida na se¢io 2.1, é o gradiente do residuo

1. Entdo para escrevé-la explicitamente é feita a diferenciacio do residuo em relacio aos
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deslocamentos a, como segue:

dp = f dB'odV + / B'dodV = K,da. (2.21)
v 14
Pode-se dizer que:
do = Dde = DBda = D(B, + By, )da, (2.22)
e
dB' = dBuy, (2.23)

pois By, que € relacionado a formulagao linear, nfo depende dos deslocamentos.

Sendo assim, substituindo as equagdes (2.22) e (2.23) na equacdo diferencial do residuo

(2.21), obtém-se:
dy = / dBodV + f (Bo +Bn.)'D(B; + By )dadV = K,da =
v v

difp = /V dB, odV + f BLDB,dVda -+ / (B{DBy, + BY,, DB, + B, DBy, )dVda.
1’4 14
(2.24)

Na equagéo (2.24), pode-se identificar trés diferentes componentes da matriz de rigidez

tangente. De uma forma mais sucinta podemos escrever o diferencial do residuo como sendo:
d?,/} = (Kg -+ Ko- -+ KL)da == tha, (2.25)

onde a matriz Ko € a matriz de rigidez da analise linear, (2.9), K  é responsével pelos efeitos
de grandes deslocamentos na estrutura e é normalmente chamada de "large displacement

matrix” (Zienkienwicz and Taylor, 1991), sendo escrita como:

K= / (B{DBy; + BY, DB, + BY,, DBy;)dV; (2.26)
1%
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e finalmente, o terceiro termo da matriz de rigidez tangente, a matriz K, que é denominada

de matriz de rigidez geométrica, que satisfaz a seguinte relagéo:

K,da= / dBY,,odV. (2.27)
v

As deformagoes, incluindo os efeitos néo lineares, passam a ser escritas da seguinte

maneira:
£ =gy +¢g, (2.28)

onde £g € o termo linear correspondente s pequenas deformacdes e ¢;, é o termo néo linear

correspondente as grandes deformacdes e definido como:

£r = %AB, (2.29)
e
1 1
de = 5dAf + - Adf = Adb, (2.30)

pois dAf = Adf (Zienkienwicz and Taylor, 1991), onde 6 é definido como a seguir:

82
=146, |, (2.31)
0.
e cada um de seus termos pode ser escrito de acordo com a equagio (2.32):
du
ax
du
f,=| & | =2 .
dx dx (2 32)
dw
ax

A matriz A € construida com termos das derivadas dos deslocamentos em posicdes es-

pecificas de forma a recuperar os termos de &, conforme equacio (2.29) (Zienkienwicz and
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Taylor, 1991). Esta matriz é apresentada de forma explicita para trelicas na‘segéo 2.2.1.

A relagao entre campo de deslocamentos e deslocamentos nodais, equacéo (2.4), permite

que a equacgdo (2.32), para 6., seja reescrita como:

d dN
Qz = g}«;(Na) = -?i;{"a, (2.33)
e analogamente pode-se definir os termos 8, et
dN
gy = 'Ei—i;’a,
dN

Outra defini¢éo conveniente é a da matriz G que contém as derivadas parciais das funcdes

de forma em rela¢do a cada uma das direcdes no espaco:

G = 6N, (2.35)

Assim, utilizando-se das equacBes (2.31), (2.33), (2.34) e da equagfio (2.35), pode-se

reescrever a equagdo de € de uma forma mais sucinta:
= Ga, (2.36)
e conseqglientemente,

9 = Gda. (2.37)
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Reescrevendo-se a equagdo (2.29) em funcio da matriz G, obtém-se:

deg = Adf =

dep = AGda =

dEL = BNLda, (238)
ou seja:

By, = AG. (2.39)

Através de (2.39) as matrizes K, e K, podem ser calculadas.

Substituindo a equagio (2.39) na equagdo de K., (2.27), pode-se escrever o seguinte:
K.da= / dBY odV =
v

K,da = / GidA'c. (2.40)
v

O produto dA*s pode ser definido em fun¢do das tensdes de um elemento e em funcio

do vetor df, (Zienkienwicz, 1971):

Opl 7zl 7.1
dAlc = Tyel o1 7.1 | d6 = 8d8, (2.41)
Tl Tyl 0.1

com

Ol 7ol 7.1
S=1 nel o 7,1 (2.42)
Teel Tl o1

e I é uma matriz identidade de dimensdes compativeis.
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Substituindo a relagac da equagéo (2.37) em (2.41), obtém-se:

dA’c = SGda, (2.43)
e através de (2.40) tem-se:
K.da= / GSGda. (2.44)
v
Conseqiientemente:
K, = f G'SG4dV. (2.45)
v

Na préxima segio deste trabalho, os vérios termos definidos nesta secio sio determinados

explicitamente para elementos finitos de trelica.

2.2.1 Elemento de trelica com grandes deformacoes

Para verificar a formulaciio proposta neste trabalho sio empregadas estruturas de elementos
de trelica que levam em conta os efeitos nio lineares devido & deformacdo. Esta formulagéo

sera descrita a seguir para trelicas bi-dimensionais.

y
y EAJ
4 V.
f o %
[7m X

Figura 2.1: Esquema de um elemento de trelica bi-dimensional.

A deformagio em um elemento de trelica s6 acontece na respectiva direcéo axial. Considera-

se que todos os esforcos em uma treliga sdo de tragio ou de compressio em sua diregio
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longitudinal. Ent&o, a deformacio de um elemento de trelica, como mostrac-io na figura 2.1,

pode ser definida da seguinte maneira (Chen and Saleeb, 1982): -

=2 () (@)] 25)

Pode-se escrever a relagio entre campo de deslocamentos {¢,v), e deslocamentos nodais

(u1,v1, ug, ¥2), para elemento de trelica como:

Uy
U v
N0 N0 !
“[O N, 0 N2J< s (2.47)
v Ug
\ Ug Py
sendo as fungdes de forma iguais a:
NI = ] — ":;:,
z
Ny = 7 (2.48)
Sabe-se da equagdo (2.32) que:
du
ar
g =
dy
dz
e
f = Ga, (2.49)
e portanto pode-se dizer que:
(ug )
Bl (% 0% 0]
= ] q > s (2.50)
\ vz J/




ou seja,

I8
NI |
ra
<
gl

gl
=]

=0
<

i

Uz

U1

Us

U2

7

(2.51)

Pode-se definir os termos de deformagio relativos is parcelas linear e nio linear. O termo

de deformacao linear sera:

Ep =

e a partir dai defini-se a matriz B, como sendo:

t

Uz

Vg

1
Bo=7[-1010].

Portanto:

Eg = Bga.
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U1

Uz

Us

p =

(2.52)

(2.53)

(2.54)



A parcela de deformagéio responsével pela resposta néo linear sera:
1 d’b’, 2 d'y 2 1 1 %
-3 Py + = = - = - QH @
T {(do:) | (m) } A=51%8 &1y, ¢ (2.55)

Nota-se nesse caso, que:

A =6 =a'G (2.56)

Substituindo a equagdo (2.56) na equagdo (2.29), e usando (2.49), obtém-se:

£ = -;-athGa. (2.57)

A matriz By representa a derivada de £7, em relacdo aos deslocamentos nodais. Assim,

pode-se escrever a matriz By da seguinte forma:

BNL = athG, (258)
onde de (2.35) e de (2.48) obtém-se:
-1 0
1 g -1
G = 711 o (2.59)
0 1

Calculando By de forma explicita através de (2.58), tem-se:

-1 0
N 110 ~1]1[-1 0 1 0
BNLm[ul M Uz Ug]:ﬂ: 1 0 ?[O _—101}#
0 1
1
BNLWEE[Ug'"uQ Uy~ Up—1U '02“?11:!~ (2.60)
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Para a moioria das implementagbes em elementos finitos, torna-se conveniente que se
escreva a matriz de rigidez tangente de forma explicita, ou seja, escrevé-la em funcao dos
pardmetros fisicos referentes & trelica. Para maior simplicidade no desenvolvimento das
equagdes cada uma das matrizes Ky, K1 e K, ser4 escrita separadamente. Convém lembrar
que a matriz de rigidez tangente para um elemento de trelica é igual a soma de todas estas

matrizes.

Matriz K,

A matriz Ko € a matriz de rigidez eldstica linear do elemento de trelica, como definido na

equagdo (2.9). Substituindo nesta equacio 08 termos referentes a By, da equacdo (2.53),

tem-se:
-1
. 11 0 | 1
Ko= [ B{DBydV = [ - E-[-1 01 0]Adr=
v o L | 1 !
0
1 0 -1 0
EA|1 0 0 0 0
Ke==1_10 1 o (261)
0 0 0 0
onde
{
[de/Adm=Al,
v &
D=E (2.62)
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Matriz K,

Para a matriz K pode-se escrever:

-1
‘DB s = 1 0 1
BO NL—-'Z' 1 Eﬁ[ul—-t@ Uy — U Uy — U Uz-?]l]:#'
0
U — Uy U2 — Vr U — U U — Up
E 0 0 0 0
& — .
BoDBr; = By up—~u v1—v Up=~u vr—1 |’ (2.63)
0 0 0 0
Ug — Uy 0 U3 — Un 0
Ejlwvw-—v 0 vy—vy 0
t . T 2 1 17 V2
BuDBy=g5 | ST 7 T E (2.64)
M — U2 0 Uy — 1 0
(u1 — uz)? (w1 —u2)(vy ~12) {uz —uo)(up — wa) (ws — ug)(ve — vy)
Bt DB, = £ | (m—ue)(v —vy) {v1 =~ v2)® (01— v2)(u2 —u1)  (v1 — v2)(v2 — 01)
NEEEET R (w —ug)(ue ~ ug) (vr = ) (g — ) (U2 — u1)? (u1 = ug)(vz — 1)
(w —u)(ve —w1) (o1 —wa)(vp —v1) (w2 — up)(n — 1) (v2 —w)?
(2.65)
Usando a equagéo (2.26) tem-se de forma explicita:
Uy — Uz Vo~ Up U ~—Us U — Uy Ug—uy O up —~uy 0
_EA 0 0 0 0 Vg — 0 Vi — U 0
KL_mif?m Up = Uy V1 ~Vs Up—U; Up— 1y ™ U ~uy 0 ug—u; 0 T
0 0 0 0 vy —v 0 vp—u; 0O
(ug = ug)? (ur —up)(v1 ~v2) (w1 —wo){ug —w) (wg ~ ug)(ve ~ 1)
§5} (ur — ua)(v1 — ) (v1 = vg)? (v —wa)(uz — 1) (v1 = va)(va —v1)
B (w—udua—w) (v —w)(ue — ) (uz — w)? (uz ~ ug)(vz — vy)
(v —ua){vz ~v1) {(v1—w)(va —v1) (w1 — up)(vn ~v1) (v2 — 1)
(2.66)
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Matriz K,

Sabe-se da equacio (2.45) que:
K, = / GiISGdV. (2.67)
Vv
Para um elemento de treliga, onde existe uma tnica componente de tensdo, pode-se dizer

que:

S=o0=FEe= E(fo -+ EL). (268)

Reescrevendo as equacdes (2.54) e (2.57) para um elemento de trelica, tem-se:

U
1 v 1
Ep = Bga = “j“ [ -1 01090 } 'U.;lg = -l*('LLg - ul), (269)
Uz
e
t
Ui -1 0 Uy
__5 ot ___1_ (51 }:’ 0 -1 _1_ -1 0 1 0 "
L= 35 GGa_Q up (7} 1 0 || 0 -10°1 Uy =
Vg O 1 g
1
er = ollue —w)” + (v~ )] (2.70)

Reescrevendo-se a equacdo de K, e substituindo os termos de deformagio linear, equacéo

(2.69) e ndo linear, equacgio (2.70), encontrados, obtém-se:

i
K, = E(EQ + EL)GtG/ Adr =
0

1 6 -1 0
EA EA 0 1 0 -1
KO. = {—f—f—-(u;) - ul) -+ "é’ﬁ"[(l&g e u1)2 + (Ug - 'Ul)z]} -1 0 1 0 (271)
0 -1 0 1
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A definigdo mostrada na equagdo (2.71) é a forma completa em que se apresenta a matriz

K, porém, algumas simplificacdes sdo usuais (Przemieniecki, 1968). Sio elas:

EA EA

b [(u2 — w)® + (v2 —0))*] < *72—(%&2 — uy);
Pl EA

Ug — Uy EEE—w>P=“E—(u2—?£1);

onde P é a carga axial sob a qual o elemento de trelica est4 submetido.

Portanto:
1 g ~1 0
LPl o 1 0 -1
=T 0001 o 2.72)
0 -1 0 1

Além disso, os termos K,,;, K, 5, Ko, e K,,;, se sobrepdem acs termos de K, e na
soma de Kg e K, surgem termos do tipo 4 + £ Porém, para problemas préticos, em geral,

AFE > P. Portanto, uma aproximacdo usual para K, é:

0 0 0 0
_Pl0 1 0 -1
k=710 0 0 o (2.73)
0 -10 1

2.2.2 Equagdo de equilibrio (residuo) - elemento de trelica

Com os termos de deformagio linear e néo linear definidos na secéo 2.2.1 pode-se definir a

fungéo residuo também de forma explicita para um elemento de trelica.
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Partindo da equagéo (2.20) e escrevendo a deformacBo total, considerando os termos

lineares e néo lineares definidos nas equagdes (2.69) e (2.70) tem-se:

E=¢gy+ep = —(ug —up) + == {(uz — w)? + (v2 — v1)?). (2.74)

2!2[

.ot ) . . .
A matriz B também pode ser reescrita de forma explicita, somando-se as matrizes Bo,

equagio (2.53), e By, equagBo (2.60):

B’ =B+ B,
-1 Uy — Ua

=t 0 1 U — Us

B = { 1 - ﬁ Uo - U (275)
0 Vg — 1

Considerando-se a relagio (2.68) entre tensao e deformagfo e substituindo as equacBes

(2.74), (2.75) e (2.68) na equagdo (2.20), obtém-se:

-1 U — U ffrl
_ 1] 0 1] v —w 1 1 2 fr
T I 1 Bl B B R e e
0 Vg — U Juz

(2.76)

que representa a equagdo de equilibrio de um elemento finito de trelica incluindo os termos

néo lineares da deformacio.

2.2.3 ‘Transformacao de coordenadas e montagem das matrizes
elementares

Todos os procedimentos de célculo vistos nas segdes 2.2.1 e 2.2.2 para o célculo da matriz de
rigidez tangente e para o célculo do residuo sio vélidos para a condigio de que o elemento de
trelica esteja posicionado com seu eixo longitudinal alinhado com o eixo z do sistema de coor-

denadas. Como isso néo ocorre na maioria dos casos, é preciso conduzir uma transformacéo

% RIBLIOTECA CENTRAL
% DESENVOLVIMENTO
| coLecho g
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de coordenadas que leve em conta a inclinagio do elemento finito (Kwon and Bang, 1997)

conforme na figura 2.2.

Figura 2.2: Esquema de um elemento de trelica bi-dimensional inclinado.

A matriz de transformagcio T ¢ definida em termos de senos e cossenos do angulo o que

o elemento de trelica faz com o eixo horizontal e é escrita da seguinte maneira:

cos{a)  sen(a) 0 0
_ | —sen{a) cos(a) 0 0
T= 0 0 cos(a) sen{a) |’ (2.77)
0 0 —~sen(a) cos{a)
e os deslocamentos locais sdo relacionados aos deslocamentos globais por:
Qocal = Taglobal- (2‘?8)

Da mesma forma, a matriz de rigidez tangente local se relaciona com a matriz de rigidez

tangente global por:

th!abui = Tth!ocatT' (2-79)
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Mostrou-se como sao calculadas as matrizes de rigidez tangente e o residuo para apenas
um elemento, mas, quando se tem estrutura.s com mais de um elemento é necessirio que
se tenha apenas uma matriz de rigidez tangente e um residuo para a estrutura. Para isso
utiliza-se da soma das matrizes e vetores calculados para cada elemento individualmente de
forma que se considere a influéncia de cada elemento nos respectivos graus de liberdade da

estrutura (Kwon and Bang, 1997).

Como exemplo, para uma estrutura com dois elementos de trelica, com dois nds cada
um e dois graus de liberdade por né, pode-se representar a montagem da matriz de rigidez

seguinte maneira:

e depois da operagdo de "soma” (montagem), tem-se:

a b 0
Ktestrutura = b c + d €
0 e f

2.3 Meétodo de Newton-Raphson

Uma das técnicas mais empregadas na solucio de problemas ndo lineares é o método de

Newton-Raphson (Zienkienwicz, 1971) que é brevemente descrito a seguir.

Uma expansao em série de Taylor, considerando até termos de primeira ordem, em torno

de um ponto ag para a condi¢o de residuo nulo é:

¥(a) = B(a) + T0 | (ay — 20) = 0. (2:30)
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Contudo, usando a equagio (2.18) tem-se:
¥(a) = ¢(ao) + Ke(ag)(a: — a0} = 0, (2.81)
ou ainda

Ki(ag)(a1 — ap) = ~1)(ap). (2.82)

Simplificando a notagdo escreve-se que:

Ky = Kt(aé):
Aaz = a1 —ay,

1/)11 = ¢(ai)-
que permite reescrever a equagdo {2.82) na forma
Ky Aa; = —y;, (2.83)

que representa a equagio iterativa do método de Newton-Raphson.

Um algoritmo genérico do método de Newton-Raphson é dado a seguir.

1. Calcular a solucéo linear eléstica:
Kyay = £
2. ¢ =0 (contador de iteragdes).
3. Montar a matriz de rigidez tangente para o ponto a;:
K= Kt(&;)
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4. Calcular o residuo no ponto a;:

5. Resolver o sistema linear de equacdes:

Kyda; = —1;.
6. Calcular o proximo ponto:

a11 = a; + Aay.

7. Teste de convergéncia. Se nao convergiu faga ¢ = i + 1 e volte para 3.

Observa-se que 0 método de Newton-Raphson requer o cdlculo do residuoc e da mairiz de
rigidez tangente a cada iteragdo, bem como a solugdo de um sistema de equages. No sen-
tido de evitar a necessidade de atualizar a matriz de rigidez tangente em todas as iteragdes,
existe o método de Newton-Raphson modificado que nfo atualiza esta matriz, ou a atualiza
somente algumas vezes, com o objetivo principal de ganhar tempo computacional. Contudo,
o tempo fina] dependerd do tipo de problema, pois o niimero de iteragbes poderd aumentar

significativamente.

Qs métodos de Newton-Raphson e Newton-Raphson modificado, embora muito utilizados
na solu¢do de problemas néo lineares néo séio capazes de tratar situacdes onde existem pontos

limites.
Algumas alternativas procuram adaptar estas metodologias no sentido de que venham

a ser capazes de ultrapassar os pontos limites incluindo mecanismos de controle, como por

exemplo nos trabalhos de (Batoz and Dhatt, 1979) e (Powell and Simons, 1981).
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Capitulo 3

O método arc-lenght sob o ponto de
vista de minimizacao

Neste capitulo s&o apresentados os principais aspectos do método do arc-lenght e como este
pode ser formulado como um problema do ponto de vista da otimizacio. O objetivo é seguir
a curva de equilibrio de uma estrutura que apresenta comportamento nio linear, assegurando

o residuo nulo.

3.1 Energia potencial total

Uma importante vantagem de se adotar o ponto de vista da energia potencial total é que ele
permite a introdug8o de vérios algoritmos de solugo desenvolvidos no campo da programacéo
matemadtica. Rigorosamente, essas técnicas ndo sdo aplicveis diretamente & vérios problemas
estruturais, tais como os que envolvem plasticidade e t&m a solugio dependente do caminho.
Apesar disso, é possivel obter beneficios adotando alguns algoritmos de solucio que derivam

da aproximagéo por energia, (Crisfleld, 1991a).
O problema de andlise nfo linear pode ser visto como um problema de achar o minimo

da energia potencial total II, que é uma fungdo dos deslocamentos a. Expandindo-se esta

funcdo em uma série de Taylor, pode-se escrever o seguinte:
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m@+@pﬂmm+w@&+§w&@m@+w (3.1)

O principio da conservagio da energia potencial total requer que, para o equilibric em um

deslocamento a,

¥(a) = = =0, (3.2)

I

enquanto que, para que a energia seja minima e para que o estado de equilibrio seja estével,

da’K,{a)da = «5&%%63. > 0, (3.3)

ou seja, matriz de rigidez tangente {(hessiana) positivo definida.

3.2 Aspectos da formulacao usual do método arc-length

O método do arc-length é muito usado na solugéo de problemas nao lineares pelo fato de per-
mitir a determinagdo da curva de forga por deslocamento em situagdes onde existem pontos

limites.

A formulagao do método do arc-length pode ser considerada, de certa forma, complexa,
envolvendo uma fase inicial de predicao e uma fase de corregio da solucéo a cada iteracéo.
Além disso, mais de uma solugio satisfaz as equacdes do problema, sendo necessirio o em-
prego de critérios ainda ndo suficientemente robustos para a escolha da solugio adequada

{Hellweg and Crisfield, 1998).

O método do arc-length consiste em resolver o sistema de equacdes nao linear que carac-
teriza o problema de equilibrio com urma restricio adicional para controlar os deslocamentos
e o nivel de carregamento, possibilitando assim a ultrapassagem dos pontos limites. A res-

trigao imposta € usualmente uma ”esfera generalizada” no espago das varidveis do problema.
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A figura 3.1 ilustra o conceito do método arc-length e algumas de suas limitacoes.

A figura 3.1-a mostra a situacdo mais freqlientemente encontrada quando se utiliza o
método do arc-length. Neste caso, quando se impde a restricdo esférica duas solucdes possiveis
satisfazem as equagGes do problema. Uma delas, py41, indica o caminho que deve ser seguido
(solucio desejada) e a outra, pr_;, leva a um ponto do trecho j4 computado anteriormente

da curva forca por deslocamento.

Na figura 3.1-b, onde hd uma nfo linearidade mais acentuada, ocorre uma situacio inte-
ressante, onde tanto o ponto pryj quanto o ponto pe_; estéao a esquerda de py, situagio que

dificulta a determinacdo do caminho a ser seguido através de critérios geométricos.

Na figura 3.1-c a dificuldade é ainda maior. Pode-se observar que existem quatro pontos

diferentes que satisfazem a restrigio esférica.

Nota-se facilmente a dificuldade associada ao problema da escolha do préximo ponto da
curva forga por deslocamento. Por esses motivos, a questdo da escolha da direcio a ser
tomada pelo método do arc-length, a cada iteracio, vem sendo objeto de pesquisas, e ainda
existem limitagdes nas metodologias que garantam sempre a escolha da dire¢éo correta, po-
dendo ocorrer a divergéncia da solugéo pelo fendmeno conhecido por “double-back” (Feng

et al., 1995).

De forma bastante geral pode-se escrever a equagio de equilibrio da seguinte forma:
v{a,A) =fi(a) — M =0, (3.4)

onde f; sdo as forcas internas que dependem dos deslocamentos a, o vetor f é um vetor de
carga externa e o escalar ) é o pardmetro de controle do carregamento. Porém na equagio
(3.4), perto de um ponto limite, pode ndo existir a interseccéo da equacdo de equilibrio e o
plano A=constante que representa o proximo nivel de carregamento. A partir daf surgiram

0s métodos que passam a controlar tanto o carregamento quanto o deslocamento.

46



A esséneia do método do arc-length é que o pardmetro de carga, A, se torna uma varidvel.
Portanto, o problema terd n-+1 varidveis, n dos deslocamentos e uma para A. Para solucionar
este problema, tem-se n equagoes de equilibrio e uma equacio adicional que é a restricdo que

representa uma esfera generalizada, ou bola, dada por:
h{a,\) = Aa‘Aa + AN — ]2 (3.5)

onde Aa = a — ag, AA = X — Aq.

Este problema pode ser resolvido para as n+ 1 varidveis, utilizando diretamente o método

de Newton-Raphson com as equactes de equilibrio e a equacéo de restricdo (Crisfield, 1991a).

A equagdo (3.5) define uma superficie de restricio esférica pela introdugio do compri-
mento de arco [, que é mantido fixo durante um incremento. Esta formulacio é normalmente

chamada de arc-length esférico.

Uma outra forma de restricéo é obtida quando uma superficie cilindrica ¢ definida, ou seja,
& influéneia do carregamento é desprezada (Crisfield, 1983). Esta formulagio é normalmente

chamada de arc-length cilindrico, cuja restrigio é:
R (a,A) = Aa*Aa ~ AL (3.6)

Um dos critérios usuais para evitar que o ponto anteriormente computado seja também
solucdo do sistema e, por conseqiéncia, re-computado é selecionar a raiz que formard um
menor &ngulo com o vetor tangente da funcio no ponto anterior, ou seja, a nova solucio deve
ser aquela que forma um menor dngulo com o vetor tangente da fun¢io no centro da restricio

esférica (Crisfield, 1983). A figura 3.7 ilustra como funciona este critério, ou seja,

ZApPL  Apy, = deve ser minimo. (3.7)
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Figura 3.2: Ilustragao de um método tradicional para se evitar o ”snap-back” e o "snap-

through”.

Descreve-se a seguir os principais aspectos do equacionamento de uma das formulacdes

usuais do método do arc-length (Crisfield, 1991a; Crisfield, 1991b).

A condigao de residuo nulo pode ser escrita de forma linearizada como:

=1y +%5a+%5)\ = iy + K,0a — fdA = 0.
da 7))

A equagao da restri¢do esférica também pode ser linearizada na forma:

h=hg-+ Qﬁéa + ?—@—5)\ = hy + 2Aada 4+ 2AMF5N = 0,
da 173
com
Oa ;00a ;
'3; = 2Aa _—8;.'— = 2Aa s
da JAN
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As equagdes (3.8) e (3.9) podem ser escritas como o seguinte sistema de equacdes:

{ e 2A—,\fﬁf} { gi }z{ :;fs } (3.12)

Este sistema de equagdes caracteriza o chamado método consistente e tem a desvantagem

de nao ser simétrico.

A formulagdo conhecida como nédo-consistente néo lineariza a equacao da restricdo. Neste
caso, da equagdo (3.8) juntamente com a equacdo da restricho, escreve-se o sistema de

equagoes:

K,da — f6) = —ify,
Aa*Aa + AN =2 (3.13)

que pode ser resolvido para obter (da,dA).

A solucdo deste sistema no método do arc-lenght é usualmente feita da seguinte forma.

A equagdo (3.8) é reescrita na forma:

ba= ~K; o — K7 o\ = & + da,. (3.14)
onde
6a = —K; 14y (3.15)
a; = K 'f, (3.16)
e consequentemente,
ba = da -+ dAda,. (3.17)
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A equagio (3.15) pode ser resolvida iterativamente através do método de Newton-Raphson
para 0& e caracteriza a fase conhecida como prediggo ("predictor”). A equagfo (3.16) carac-

teriza solucdio conhecida como solugdo tangencial.

E possivel escrever as seguintes equacdes incrementais para o deslocamento e para o nivel

de carregamento:

a; = ag + Z da, = ag + Aay, Aay = }: day, (3.18)
k &

Aag, = Aay -+ dag, (3.19)

M=Ro+ D A=+ Ak, Ak=3 8, (3.20)
kE k

Ada1 = Adg + GAp. (3.21)

A equacao da restri¢ao para o ponto k + 1 pode ser escrita como:

Aal  Aagy + AN Ff =2 (3.22)

Substituindo as equacgbes (3.19) e (3.21), e omitindo o sub-indice k para simplificar a

notagéo, obtém-se:
6X%(6alda, + F'f) + 6A(2Aa%5a, + 264tda, + 2ANFE) +

+(Aa‘Aa + Aa’da + Aa'da + da'da + AN — %) =0 (3.23)

que representa uma equacao de segundo grau em §), correspondendo entdo a 6X;. Deve ser

escolhida a raiz correta para o bom funcionamento do método. Viérios critérios tém sido
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usados, contudo, ainda com dificuldades de robustez para aqueles casos de curvas mais com-

plexas.

Com a determinacdo correta de dA; retorna-se & equagdo (3.17), que caracteriza a fase
de correcdo {"corrector”). Estes processos iterativos sdo repetidos para a determinacio dos

varios pontos sobre a curva for¢a por deslocamento.

3.3 O método arc-length como problema de minimizacao

O método do arc-length pode ser visto como um problema de otimizacéo, onde se deseja en-
contrar um ponto de residuo nulo (ponto de equilibrio - valores das forcas internas iguais aos
valores das forgas externas aplicadas). Este problema pode ser formulado como um problema
da programacio nao linear onde uma funcio objetivo associada ao residuoc é minimizada, e
sujeita & restricdo de que o ponto deve satisfazer uma restricio de controle do deslocamento

(por exemplo, estar sobre a regido esférica).

A unicidade da solugdo pode ser buscada através da imposicao de restricbes adicionais tais

como a de que o deslocamento deva pertencer a um semi-espago, como ilustrado na Figura 3.3.

Este tipo de ponto de vista, onde o problema é formulado como um problema de pro-

gramac#o nao linear e com uma restrigido adicional para escolher a raiz mais adequada, € o

principal interesse deste trabalho.
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esta naregidio
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Figura 3.3: Esquema do arc-length visto como um problema de programacio matemdtica
(h(-) = 0 é a restrigdo de igualdade esférica, g(-) < 0 € uma restrigio de designaldade que
busca garantir a unicidade da solugéo).

Para resolver este tipo de problema, as ferramentas da programacio matematica, especi-
ficamente da programacao nio linear, constituem uma base sélids de anilise (Luenberger,
1984; Bazaraa et al., 1993), onde o problema é formulado classicamente como um problema
do tipo:

Minimizar: vy(a, Af)
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Sujeito a: gla, Af) < 0
h{a, M) =0
sendo que y(a, Af) é uma funcdo objetivo que ao ser minimizada conduz & situacio de resfduo

nulo, por exemplo,
Y(a, M) = (B:(a) — MY (f(2) — A (3.24)

onde f; é a forca interna; h(a, Af) = 0 é uma restrigio de igualdade que garante o controle do
deslocamento e do nivel de carga, por exemplo, uma regido esférica; e g(a, Af) representam
restricdes adicionais que devem ser impostas ao problema no sentido de buscar a unicidade

de solugdo, por exemplo, criando-se semi-espacos que contenham a solucio desejada.

Como j4 foi dito anteriormente, o método do arc-length tradicional, apesar de garan-
tir que os pontos limites de uma curva forga por deslocamentos sejam ultrapassados, tem
como desvantagem a maior complexidade envolvida em sua implementacio, que requer fases
de predi¢do e corre¢do e a adogdo de critérios para a escolha das rafzes. Por esse motivo,
este trabalho explora a idéia de uma formulacdo que usa a restrigio esférica generalizada do
arc-length, mas que seja de implementacio mais simples, pelo menos quando se conhece as
ferramentas da programacdo matemadtica. Um primeiro passo neste sentido é dado guando

se passa a olhar o problema como um problema de otimizacao.

O que se propoe ¢ definir uma nova restricio, adicional, fazendo com que o problema
passe a ter apenas uma solugdo possivel. A restrigdo adicional que se propde nesse trabalho
é uma restrigdo que define um semi-espaco a partir de um plano definido por um vetor que

aponte na direcdo de interesse da curva forga por deslocamento, figura 3.3.

Sabe-se que, em problemas da mecénica estrutural, deve haver o equilfbrio entre as forgas
externas aplicadas ¢ as forgas internas de reagao da estrutura. Isto significa que o residuo da
estrutura, como definido no capitulo 2, deve ser igual a zero. Sendo assim, a funcfio objetivo
deste problema de otimizago serd a funcio residuo da estrutura ao quadrado, pois, desta

forma o minimo da funcéo objetivo serd sempre zero.
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Uma restrigio esférica generalizada, como dito anteriormente, é uma restricdo de igual-
dade que posiciona o centro de uma esfera generalizada no ponto computado, ou ponto de
partida. Com o centro e o raio definidos, tem-se a completa definicio desta primeira restricio,

que tem o papel de controlar simultaneamente os deslocamentos e o nivel de carga.

Do ponto de vista geométrico, a restrigao esférica generalizada define o lugar geométrico
onde todos os pontos sdo eqiiidistantes de um ponto central. Entfo, para este caso, onde um

ponto é definido pelos deslocamentos nodais e pelo vetor de carga, tem-se que:

a ay 2
- ==
A Aof
a—ag 2
==
(A — Ao)f
(a—ag)i(a—ag) + (A — Ag)*ff =1~ (3.25)

que é exatamente a restrigdo ja apresentada.

E possivel definir uma restricio de desigualdade do semi-espaco que ird diminuir a regiao
factivel do problema no sentido de se encontrar uma solucgio dnica. Para definir o plano
separador que define o semi-espaco de interesse, € preciso do vetor normal a ele e de pelo
menos mais um ponto pertencente ao plano. O ponto pelo qual passara o plano é o ponto

que define o centro da restricdo esférica, figura 3.3. Com isso a esfera fica dividida ao meio.

O vetor normal do plano pode ser definido como sendo o vetor diferenca entre o centro da
restricdo esférica e o ponto anteriormente computado. Isso caracteriza uma escolha bastante
simples e eficiente computacionalmente pelo fato destes pontos ja serem conhecidos. No
caso da primeira iteragdo, quando ndo hd um ponto anteriormente computado, utiliza-se a

solucdo linear do problema para determinar o primeiro ponto {pi1, A1) e a partir dele define-se
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o primeiro vetor normal. Ou seja, resolve-se o sistema linear
Kpa; = Arf, (3.26)

e com o ponto encontrado e o ponto inicial define-se o vetor normal

n= - . (3.27)

com (ag, Aa) = (0,0).

D

Figura 3.4: Ilustragdo da determinac@o do vetor normal no caso inicial e em um caso geral.

A utilizacdo da solugdo linear para solugdo desta primeira iteragdo nao compromete a
fidelidade do método mesmo no caso de andlise de estruturas com resposta nao linear. Este
procedimento é feito s6 para determinar a dire¢Bio que a resposta da estrutura ird tomar no
infcio dos cdleulos. O fator de carga utilizado nesta primeira iteracdo é adotado pequeno, o
que diminui bastante a influéncia de qualquer que seja o fator nao linear presente no pro-
blema. Nas préximas iteragoes, o vetor normal é calculado da mesma maneira com a Unica

diferenca de ndo mais necessitar de uma aproximacao linear para o problema.

55



Com o vetor normal determinado, a equagio de um plano separador pode ser escrita da

seguinte maneira:

n’ =0 (3.28)

Um semi-espago que restrinja a regido factivel do problema assegurando que o ponto
desejado seja unicamente determinado pode ser escrito como:
a—ap

n' >0 (3.29)
A= Ag

Desta forma, um problema de otimizacio da forma:

minimizar:
v = P,
sujeito a:
a-ag
n’ >0
A= Ag
(a—ag)'{a—ag) + (A — A ff = 1%, (3.30)

terd como solugdo um ponto sobre a curva de residuo nulo e que esteja no semiplano de
interesse e sobre a esfera de interesse. Para a maioria das situagdes, o ponto obtido como
solucdo deste problema de minimizagio com restrigbes é o ponto desejado sobre a curva forga

por deslocamento.

Esta metodologia proposta foi verificada neste trabalho através de problemas de estruturas

reticuladas com resposta n&o linear devido a no linearidade geométrica.
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Capitulo 4

Implementacao computacional

Uma breve descricdo da formulacdo de um problema de otimizagfo restrita nos moldes da
Programagio Seqiiencial Quadratica sera feita neste capitulo. Em seguida, a implementagéo

utilizada neste trabalho serd descrita.

4,1 Otimizacao restrita

Nos problemas de otimizagao restrifa, o objetivo geral é o de transformar o problema em
um sub-problema mais facil que pode ser resolvido e usado como base de um processo ite-
rativo. Alguns métodos transformam um problema de otimizagao restrita em um problema
bésico irrestrito usando fungdes de penalidade para as restrigdes. Desta maneira, o problema
de otimizacdo restrito é resolvido utilizando-se uma seqiiéncia de problemas de otimizagao
irrestritos, que no limite da seqiiéncia de iteragdes, tende & solugdo do problema restrito.

Dentre estes métodos estdo o método da Penalidade e da Barreira (Luenberger, 1984).

Qutra categoria de métodos, considerados mais eficientes, exploram as condigbes de Kuhn-
Tucker (Bazaraa et al.,, 1993). As equagbes de Kuhn-Tucker sdo condicBes necessérias de
otimalidade na solugao de um problema de otimizag8o restrito. Se o problema for um pro-
blema de programacao convexa, onde a fungdo objetivo e as restricbes s&o convexas, entao
as equacdes de Kuhn-Tucker s&o necessdrias e suficientes para garantir um ponto de solugao

global.
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A solugao das equagdes de Kuhn-Tucker é a base de vérios algoritmos de programacio
ndo linear tais como os métodos lagrangianos. Nestes casos, o emprego de métodos do tipo
Quase-Newton garantem boa convergéncia por acumular informacdes de segunda ordem re-
ferentes as equagdes de Kuhn-Tucker. Uma classe destes métodos é formada pelos Métodos
de Programacio Segiiencial Quadrdtica (SQP - "sequential quadratic programming”), que

resolvem sub-problemas de programagao quadréatica a cada iteragio (Bazaraa et al., 1993).

Neste trabalho, para resolver o problema de otimizacdo restrito foi utilizado o método de
programacio quadratica seqliencial ji disponivel no "toolbox” de otimizacdo do aplicativo

Matlab. Este método é brevemente descrito a seguir.

4.2 Programacao seqiiencial quadratica - SQP

Segundo Schittowisk (Schittowski, 1985) que implementou e testou uma versdo que superou
todos os outros metodos testados em termos de eficiéneia, precisio e porcentagem de sucesso
em suas solugdes, os Métodos de Programagio Seqiiencial Quadratica representam o estado

da arte no que se refere aos métodos de programagio nio-linear (Branch and Grace, 1996).

O conceito basico do método SQP ¢ fazer uma aproximagio quadratica para a funcio
lagrangiana do problema e linearizar as restri¢des, dando origem a um problema quadratico.
Este problema quadratico pode ser facilmente resolvido pelas técnicas de programacio quadrética.
Particularmente, nas formulagdes usuais dos métodos SQP, a matriz hessiana da funcio la-
grangiana € atualizada usando os conceitos dos métodos de Quase-Newton. Uma breve

descrigfo dos aspectos mais importantes dos métodos SQP é apresentada a seguir.

Seja um problema de minimizagio:
minimizar  f(x)
sujeito a h(x) =0,
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onde x representa o vetor das varidveis de otimizagio, e h{x) é o vetor das restrigdes, neste

caso de igualdade para simplificar as deductes matematicas.

A fungio lagrangiana correspondente a este problema de minimizacio é:

L{x, p) = f(x) + #'h(x), (4.1)

sendo u o vetor dos multiplicadores de Lagrange.

As condigdes de Kuhn-Tucher para este problema sfo (Bazaraa et al., 1993):
Vf(x)+pVh{x)=0; h(x)=0. (4.2)

sendo que V representa o operador gradiente.
As condigbes de Kuhn-Tucher representam um sistema de equagles em x e em yu, que
pode ser escrito como W(x, u) = 0. Este sistema pode ser expandido e aproximado em série

de Taylor como:

W (i ) + VW (o5, ) { jz } - (43)

sendo que VW denota a matriz jacobiana, dada por:

V2L(x) Vh'(x:) }

VW(Xk,;.tk} = ’: Vh(xk) Q

(4.4)

e V2L(xx) = V2 f(x) + ' V?h(xx) é a matriz hessiana da funcio lagrangiana com relacio a

varigvel x.

O sistema de equagdes (4.3) pode ser reescrito de forma iterativa como:

(o d= {0 - oot @

que caracteriza uma equagio da iteragdo do método de minimizacio de Newton. Um passo
de busca unidimensional o pode ser introduzido no sentido de melhorar a convergéncia e

robustez do método, ou seja,

{ :Z:i } B { zz } — VW™ (s, 1) W (X, pie)- (4.6)
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A equagho (4.6) representa uma seqiiéncia tipica de processo iterativo de minimizagio,
inclusive permitindo que VW™1(x,, 1) seja estimada diretamente pelas férmulas usuais dos

métodos Quase-Newton tais como DFP ¢ BFGS (Luenberger, 1984).

Usando (4.2) e (4.4) € possivel reescrever {4.3) como:

V2L (%) (% = i) + VRO (%) (1 — i) = =V f(xx) — VR (i) o,

Vh(xk)(x - Xk) == th(xk).

Definindo d = x — x; pode-se reescrever:

V2L(x)d + Vh! (x)p = —V f(x5),
Vh(x;)d = ~Th(xy). (4.7)

Um problema quadrético em d que possui as mesmas condigdes de otimalidade {Bazaraa

et al., 1993) dadas em (4.7} pode ser formulado como:

minimizar f(xi) + Vi (xp)d + $dV2L(x,)d
sujeito a h(x;) + Vhi(x;)d = 0. (4.8)

Este problema quadritico pode ent@o ser resolvido sucessivas vezes, caracterizando a
metodologia conhecida como SQP. Nota-se que as restrigdes sdo linearizadas dentro de cada

problema quadratico.
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Verifica-se também que a funcio objetivo do problema (4.8) pode ser substituida por
uma aproximagdo quadrética da funcfo lagrangiana, caracterizando-se o seguinte problema

quadrdtico, que também possui as condigbes de otimalidade desejadas:

minimizar L(xg) + VL (xp)d + 1d*V2L(x:)d
sujeito a h(x,) + Vhi(x,)d = 0. (4.9)

A solugfo de um problema quadratico é facilmente encontrada do ponto de vista da pro-

gramacio matematica.

O problema da equagio (4.9) pode ser reescrito na notagdo padrio de um problema
quadrético como:

minimizar  f(d) = 3d'Qd +d'c (4.10)

sujeito ¢: Ad=b=Ad-b=0 (4.11)

As condicGes de otimalidade de Kuhn-Tucker (4.2) para este problema permitem obter o

seguinte sistema de equagbes:

{ Qd+c+Afu=0 (4.12)

Ad-b=0

que pode ser escrito de forma matricial como:

2 w1

Note que o sistema de equacdes (4.13) permite obter a solugio do problema quadrético

diretamente. Outro ponto de vista que pode ser usado é empregar alguma metodologia de
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minimizagdo para resolver o problema (4.9), cuja solucio sera facilmente encontrada, a menos

de dificuldades relacionadas ao condicionamento da matriz Q.

Uma extensao para o caso de restrigdes de desigualdade pode ser encontrada em (Bazaraa

et al., 1993).

Sumarizando, pode-se dizer que o método SQP envolve uma aproximacio quadratica para
a funcéo lagrangiana do problema original, juntamente com uma linearizacio das restri¢des.
Isso gera um problema quadrédtico padréo que pode ser resolvido facilmente. Esse processo é
repetido sucessivas vezes atualizando-se a matriz hessiana da funcéo lagrangiana através de
uma férmula do tipo Quase-Newton e atualizando a linearizacio das restrigdes em torno do

novo ponto obtido.

4.3 Algoritmo do método proposto

Tendo em vista que se deseja resolver o problema de minimizacio (3.30) para determinar cada

ponto da curva forga por deslocamento, o seguinte algoritmo foi proposto neste trabalho:

1. Considerar o ponto de partida ag = 0, Ay = 0;
2. Resolver o problema linear:
Kgag = )\gf

com Ay pequeno (por exemplo A; = 0.01) para que possa se aproximar a solucdo Linear

da solugdo nao linear.

3. Calcular a direcdo normal do hiperplano separador:
-5 _J a0
= {015
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. Formular o problema de otimizacéo:

minimizar:

sujeito a:
a-—ag
n' >0
A—Ag
(a—ap)'(a—ag)+ (A — A)*Ff =12

. Resolver o problema de otimizacdo. Utilizou-se o método de Programacio Segilencial

Quadriética, {detalhes na segdo 4.2), obtendo o novo ponto (a;, A;).

. Caso o resultado da minimizagao tenha sido insatisfatério, por exemplo, v > ¢;, entdo,

reduza o raio pelo fator ¢ ({ = ¢ x I, 0 <t < 1) e volte para o passo 4.

= {5 )-{%]

. Redefinir o centro da esfera, ou seja, ag = a;, Ag = A;.

. Atualizar a direcio normal:

. Voltar ao passo 4 para determinar o préximo ponto.

A solucio do problema de otimizacBio empregou o método de programagic quadritica

seqiiencial implementado no " toobox” de otimizac¢do do Matlab, mais especificamente através

da funcéo frmincon que resolve problemas néo lineares de minimizagio com restrigdes.

Qs critérios de convergéncia empregados na resolugiio do problema de otimizacio foram

considerados em termos da variacdo da funcdio objetivo entre duas iteragio sucessivas (e2) e

em termos da diferenca absoluta do componente de maior variagio das varidveis de otimizacgio

(deslocamento / nivel de carga) entre duas iterages sucessivas (e3). O parAmetro usado para

verificar a factibilidade das restrigbes é chamado de ¢4. Os gradientes da funcio objetivo e
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das restrigdes foram estimados usando diferencas finitas com maior variacio de 108 e menor

variacdo de 10712,

4.4 Alguns comentarios sobre a implementacao neste
trabalho

No caso da formulagiio proposta neste trabalho, fol criada uma rotina principal responsével
pela atribui¢do de todos os pardmetros fisicos e de geometria de todos os elementos presentes
na estrutura a ser estudada. Esta rotina principal é responsével também pelo célculo da ma-
triz de rigidez eléstica da estrutura e pelo célculo de todos os parimetros iniciais necessérios

para que se dé a partida no método.

Além das atribuicbes acima especificadas, a rotina principal ainda é responsével pelo
controle de todos os pardmetros relacionados & otimizacdo. E aqui que os critérios de con-

vergéncia e de parada s@o definidos, assim como o fator de reducéo do raio.

Foi criado, também, um sub-programa responsavel pelo cdlculo da funcio objetivo. Neste
sub-programa estao presentes as formulacSes mostradas no capitulo 3 para o cdleulo do

residuo e da fungao objetivo em si, gue é o residuo ao quadrado.

Outro sub-programa foi criado com o objetivo de definir as restricdes as quais o problema,

estard sujeito. Nele, a formulacdo da restri¢éo esférica, capitulo 3, est4 implementada.

A restrigio de desigualdade que define o semi-espago factivel da solugéo, por ser uma
restri¢io linear foi definida no programa principal, devido & funcdo fmincon do Matlab ter

um argumento especifico de entrada para restricdes lineares.

E importante notar que com a formulacio do problema em termos de um problema de

minimizagao de uma fungdo objetivo, néo houve a necessidade de célculo da matriz de rigidez
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tangente da estrutura em nenhum passo do algoritmo, embora o gradiente do resfduo esteja
sendo estimado indiretamente por diferengas finitas. Acredita-se que o fato de nio com-
putar a matriz de rigidez tangente caracterize um aspecto computacionalmente relevante da

metodologia proposta.

4.5 Algumas limitacoes do método proposto

O método proposto neste trabalho apresenta algumas limitagdes. Algumas destas situagdes

sd0 brevemente discutidas nesta secio.

Como j4 foi dito, o problema de se encontrar a solugio correta que deve ser adotada no
método do arc-length caracteriza uma das dificuldades deste método. Embora este trabalho
procure evitar que solugdes inadequadas sejam obtidas através da imposicio de uma restricio
adicional, ainda existem casos em que mais de uma solucio pode existir ocasionando uma

escolha indevida.

A primeira limitagdo da formulacdo proposta é ilustrada na figura 4.1. Existem duas
solugdes possiveis que satisfazem as condigdes de otimalidade do problema, ou seja, residuo
nulo, ponto sobre a restrigao esférica e no semi-espago adequado delimitado pelo hiper-plano

separador.
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Curva & ser seguida) i

Figura 4.1: Possivel falha onde duas solugbes sio possiveis.

A dificuldade ilustrada na figura 4.1 é que dois pontos podem ser considerados como
solugGes do problema de otimizagdo, mas somente um deles define o caminho correto pelo
qual o método deve seguir. Caso a solugéo obtida no problema de minimizacio seja a inade-
quada, parte da curva de equilibrio ser perdida e a definigio da nova direcio normal poders

comprometer a continuidade do processo de solucio.

Outra situagdo onde é possivel que ocorra falha do método proposto estd ilustrada na

figura 4.2.
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Figura 4.2: Possivel falha identificada no método onde grande parte do caminho pode ser
perdido.

A situagdo ilustrada na figura 4.2 € similar 4 ilustrada na figura 4.1. Neste caso, a mesma
situacdo onde mais de um ponto satisfaz as condigbes de otimalidade do problema é presente.
Este caso se torna mais critico devido & acentuada presenca do fendémeno de ”snap-back”.
Nota-se que a escolha indevida do ponto desejado pode representar a perda de boa parte
da curva de equilfbrio, inclusive com pontos criticos que seriam importantes em uma anélise
estrutural. Uma alternativa para contornar este tipo de situagio é calcular a solucio com

diferentes ralos e verificar se a curva obtida é a mesma.

A redugdo do raio é empregada no sentido de evitar a situacio mostrada na figura 4.3.
Note que, com o raio original a solugio que corresponde ao residuo minimo dentro da regido
factivel (sobre a esfera e & direita do hiperplano separador) nfio estard sobre a curva de
residuo nulo. A solugéo da minimizac8o neste caso serd ou o ponto p; ou o ponto ps. Neste
caso, o residuo néo serd proximo de zero, e uma redugéo do raio é adequada para buscar uma

situagdo em que um novo ponto factivel esteja sobre a curva de residuo nulo.
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Figura 4.3: Possivel falha onde o método néo encontraria solucio.

Neste caso, a redugao do raio caracteriza uma alternativa que contorna o problema. Con-
tudo, um caso limite, como o mostrado na figura 4.4 pode ser encontrado, e o processo de
reducdo de raio ndo sera capaz de contornar esta dificuldade, fazendo com que a formulacio

proposta ndo seja capaz de superar esta dificuldade.

Nio hi solucbes

Curva a ser seguica

Figura 4.4: Possivel falha onde o método ndo encontraria solucéo.

Neste caso, observa-se a presenga de um ponto de inflexfo muito agudo. Existe a possi-
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bilidade, ainda que remota, de que o centro da restricio esférica esteja exatamente sobre o
ponto de inflexdo. Se isso acontecer, o problema de otimizagio ndo ters soluco, pois nio hé
nenhum ponto pertencente & curva que satisfaca a restri¢io de igualdade esférica e satisfaca
a condigdo estabelecida pela restri¢io do hiper-plano separador. Mesmo com o recurso de
diminuigio do raio para a busca de uma solugio, o método proposto ndo encontraria um outro

ponto sobre a curva, e tenderia ao centro da restricao & medida que o raio fosse diminuido.
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Capitulo 5

Resultados e discussao

Neste capitulo, s&o apresentados alguns exemplos e os respectivos resultados obtidos com a

formulagéo desenvolvida neste trabalho.

Os exemplos procuram avaliar a capacidade do método proposto em ultrapassar pontos
limites para problemas com diversos graus de liberdade (ou diversos niimeros de varidveis
de otimizagio). E apresentado um teste para uma funcio senoidal e véarios exemplos para

estruturas formadas por elementos de trelicas.

Alguns critérios e pardmetros séo definidos com o objetivo de permitir a reproducéo dos
resultados. Estes pardmetros sdo: o raio (I) usado na restricao esférica; os critérios de parada:
a variagao dos valores da varidvel de otimizacdo (e3) € a variagdo do valor da funcio objetivo
(€2); o pardmetro para verificacdo se o residuo ac quadrado estd suficiente préximo de zero
(e1); o pardmetro para verificac@o se as restrigbes podem ser consideradas satisfeitas ou nio
(es); e o fator de redugéo do raio (t). Estes pardmetros foram usados na implementagio

computacional feita neste trabalho, ver secdo 4.3.

O equipamento usado nos testes foi um micro-computador com processador Pentium 4

de 3 Giga-hertz e memoria RAM de 1047 Mega-bites usando a versdo 6.5 do software Matlab.
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5.1 Sendide

A funcdo seno pode ser considerada um bom exemplo para verificagdo da capacidade do
método proposto em ultrapassar pontos limites. Este exemplo representa um sistema ficticio

onde as forgas internas correspondem a uma funcdo senoidal, ou seja:

¥ = sen(a) — Af. (5.1)

L. % .
g8k - . . . . .

18 . 41

04 6 . 51 . 46 -

o2 21 : 6 . -

sonfa}
[
=y

46 * a1 "

26 71

Figura 5.1: Resultados obtidos para a fungio sendide.

Foram computados 100 pontos e pode-se observar na figura 5.1, que tanto os pontos
criticos superiores quanto os inferiores presentes na curva senoidal foram ultrapassados sem
qualquer problema. O raio utilizado foi de [ = 0.1, e os demais parimetros foram: ¢; = 1078,

€ =10"8 e3=10"% ¢, = 10"% e t = 0.9.

A tabela 5.1 mostra alguns dos pardmetros relativos ao desempenho computacional do

método deste trabalho sob as condi¢les especificadas neste exemplo.
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Tabela 5.1: Dados de desempenho computacional do método para a funcio sendide.

Tempo de Nimero méximo de Menor raio e Norma do residuo
processamento iteracdes do SQP respectivo ponto (pior caso)
10.7s 130 (trecho do 0.0729 (trecho do 1.3108 x 10—
ponto 51 ao 52) pento 12 ao 13}

5.2 Trelica com 2 graus de liberdade

Neste exemplo procurou-se wm problema de pequenas dimensdes, ou seja, um problema que
contivesse um pequeno nlmero graus de liberdade para que o problema numérico também
fosse reduzido, e que ainda tivesse uma solugéo analitica para fins de comparacio (Bathe,
1982). Optou-se entao, por um exemplo cldssico no caso de estruturas nfo lineares como

mostrado na figura 5.2.

=1m
E=0.75e3NIm2
A=0.01m2

Forga
aplicada

elements 1 glemento 2

nq1\\ 3159 nG 3

Figura 5.2: Exemplo de trelica com 3 nds e 2 graus de liberdade.
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Deslocamento

Figura 5.3: Solug&o analitica e solugdo numérica para o deslocamento na direcio y do né 2
da estrutura mostrada na figura 5.2.

Na figura 5.3 a curva de linha continua é a solugio analitica conforme deducio mostrada
no anexo A. Os pontos numerados na figura 5.3 s30 os pontos obtidos pelo método imple-
mentado neste trabalho para o mesmo problema. E ficil perceber o bom desermpenho do

método em seguir uma curva nio linear.

Na formula¢o empregada neste trabalho utilizou-se a deformacdo com os respectivos
termos ndo lineares, equagiio (2.46), e a descricdo lagrangiana do problema. Contudo, a
solugdo analitica usada considerou a deformagdo pequena, mas o equilibrio na posico de-

formada, motivo pelo qual observa-se uma pequena diferenca entre os resultados na figura 5.3.

73



Na solugdo nurmérica foram computados quarenta pontos e utilizou-se um raio { = 0.02,
sendo que quando a solugio néo atingia o objetivo de residuo pequeno, o raio é reduzido pelo
fator ¢ = 0.9. Os demais critérios estabelecidos foram: ¢; = 107%, e = 10710, ¢ = 10~ ¢

€4 = 10710,

Na tabela 5.2, estdo mostrados os pardmetros de desempenho computacional obtido pelo

método implementado na solugéio do problema ilustrado na figura 5.2.

Tabela 5.2: Dados de desempenho computacional do método para o problema da figura 5.2.

Tempo de Ntmero méximo de Menor raio e Norma do residuo
processamento iteragtes do SQP respectivo ponto (pior caso)
24.47s 61 (trecho do 0.0131 {trecho do 3.4363 x 10~°
ponto 2 ao 3) ponto 33 ao 34}

5.3 Trelica com 6 graus de liberdade

Com a metodologia proposta validada para um caso relativamente simples, problemas mais
complexos e com maior ndmero de graus de liberdade podem ser testados. O primeiro dentre

estes exemplos é o mostrado na figura 5.4.
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elemento 1 ng5 elemento 2

nd 2 al no 4

2 115 v .

{

06 1 f=tm nG 3

N E=0.7563Nim2

A=0.01m2

Figura 5.4: Exemplo de trelica com 5 nés e 6 graus de liberdade.

Neste exemplo existem trés nds dos quais se espera uma resposta néo linear, o nd 2 e seu
simétrico, 4, e 0 né 5. Aplicou-se a formulacdo proposta para a solugio deste problema e

obteve-se excelentes resultados, mostrados nas figuras 5.5, 5.6 ¢ 5.7.

Para uma melhor visualizacio e conseqiientemente um maior poder de andlise preferiu-se

tracar a curva de cada grau de liberdade separadamente.
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Figura 5.5: Deslocamento do nd 5 na diregao y para a treliga da figura 5.4.

Observa-se que a metodologia proposta, mais uma vez, ultrapassa com sucesso 0s pontos

criticos presentes na curva forga por deslocamento.
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Figura 5.6: Deslocamento do né 2 na dire¢do x para a trelica da figura 5.4.

Observa-se na figura 5.6 uma ndo linearidade bastante acentuada para o deslocamento do
né 2 a diregdo x, € que vérios pontos criticos foram ultrapassados com a metodologia deste

trabalho.
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Figura 5.7: Deslocamento do né 2 na diregio y para a treliga da figura 5.4.

O gréfico da figura 5.7 corresponde ao deslocamento em y do né 2 da estrutura. Neste

Apesar da dificuldade associada a solugéo deste tipo de problema, com a formulagéo do

Na solugfio deste exemplo critérios similares aos usados no exemplo anterior foram uti-

caso também hé um comportamento que apresenta uma grande nio linearidade.

criticos presentes na curva ndo linear deste exemplo.
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método proposto, consegue-se com relativa facilidade transpor quaisquer que sejam os pontos

lizados. Também foram computados quarenta pontos e o raio usado é [ = 0.02. Quando

a solugdo ndo atingia o objetivo de residuo pequeno, o raio é reduzido pelo fator ¢ = 0.9,



automaticamente. Os demais critérios estabelecidos foram: ¢; = 1078, ¢, = 10710, g5 = 10~10

B €y = 10_10.

A tabela 5.3 mostra o desempenho computacional do método implementado frente a

solucdo do problema proposto na figura 5.4.

Tabela 5.3: Dados de desempenho computacional do método para o problema da figura 5.4.

Tempo de Nimero méximo de Menor raio e Norma do residuo
processamento iteragdes do SQP respectivo ponto (pior caso)
80.27s 184 (trecho do 0.0146 (trecho do 3.2249 x 10™°
ponto 36 ao 37) ponto 20 ao 21)

5.4 Trelica de 14 graus de liberdade

Neste exemplo procurou-se verificar o método proposto frente 4 um problema de maior di-
mensao, embora ainda pequeno do ponto de vista da mecénica estrutural. Neste caso, sdo
dezoito elementos de trelica formando uma estrutura com 14 graus de liberdade. A figura

5.8 ilustra a estrutura.

Foram computados vinte pontos e o raio usado é [ = 0.04. Nos casos em que 0 residuo ao

quadrado era maior que ¢ = 107% o raio era reduzido pelo fator t = 0.9.

Os demais pardmetros de convergéncia foram e; = 10710, 3 = 1070 ¢ ¢4 = 10710,
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Figura 5.8: Exemplo de trelica com 9 nés e 14 graus de liberdade.

Todos os elementos de trelica da figura 5.8 tém o mesmo modulo de elasticidade e a mesma

srea da secio transversal.
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Figura 5.9: Deslocamento do né 7 na direcdo x para a trelica da figura 5.8.

O grafico da figura 5.9 mostra o sucesso da metodologia proposta ultrapassando os pontos

limites presentes na curva.

Mais uma vez, percebe-se uma grande néo linearidade na resposta da estrutura que con-

segue ser representada com bastante precisfio pelo método.
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Figura 5.10: Deslocamento do né 9 na diregdo y para a trelica da figura 5.8.

Para o nd 9 na direcdo y (figura 5.10) é esperada uma resposta similar & obtida no exem-

plo da trelica da se¢fo 5.2. Percebe-se que a forma da curva é a esperada.

A tabela 5.4 fornece algumas informagoes sobre o desempenho computacional da metodolo-

gia proposta neste trabalho.
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Tabela 5.4: Dados de desempenho computacional do método para o problema da figura 5.8.

Tempo de Numero méximo de Menor raio e Norma do residuo
processamento iteragGes do SQP respectivo ponto (plor caso)
144.5s 237 (trecho do 0.0360 (trecho do 4.3948 x 10~
ponto 12 ao 13 ponto 3 ao 4)

5.5 Trelica com 3 graus de liberdade

Um outro exemplo testado, com uma configuragio diferente, é a estrutura mostrada na figura
5.11, que também tem curvas de forca por deslocamento com presenga de pontos limites para

todos os seus graus de liberdade.

4/ A
nd 4
f=1m
E:g:g?;.';mfmz elemento 3 !
Yy
neg (B |
9]
o3
2
. . elemento 2
Forca 107 eiemento 1 “0\%
aplicada 'WUU Ué%b X

f ! iz |

H

Figura 5.11: Exemplo de trelica com 4 nds e 3 graus de liberdade.

Os resultados obtidos estdo mostrados nas figuras 5.12, 5.13 e 5.14.

Foram computados 40 pontos utilizando-se um raio I = 0.08, um parametro ¢; = 10~8
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para verificagdo de residuo ao quadrado pequeno. Os demais pardmetros de convegéncia sao

€9 = 10-—10} €3 = 10_19, €g == 10710 ¢ £ = 0.0.

1.2 r T

0.8+ o

21

carregamento
<
=9
13
i

0.2 . . ’ .

41 26

0.5 1 1.5
desiccamenio

Figura 5.12: Deslocamento do né 1 na diregdo x para a trelica da figura 5.11.
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Figura 5.13: Deslocamento do né 2 na diregfo x para a treliga da figura 5.11.
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31
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i

26 . 41

-0.4 ! ! H !
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
deslocamento

Figura 5.14: Deslocamento do né 3 na direcfo y para a treliga da figura 5.11.

Observa-se que a metologia proposta fol capaz de ultrapassar os pontos limites com sucesso

para este exemplo.

A tabela 5.5 apresenta alguns resultados computacionais deste exemplo.

Tabela 5.5: Dados de desempenho computacional do método para a trelica da figura 5.11.

Tempo de Numero maximo de Menor raio e Norma do residuo
processamento iteragdes do SQP respectivo ponto {pior caso)
22.3s 68 (trecho do 0.0583 {trecho do 4.2517 x 10~°
ponto 22 ao 23) ponto 21 ao 22)
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5.6 Trelica com 5 graus de liberdade

Este exemplo tem como objetivo resolver o problema da estrutura mostrada na figura 5.15.

Foram calculados 40 pontos da curva de equilibrio usando os seguintes parametros: raio

] =0.08, ¢ = 1075, €3 = 10710 &3 = 10710, ¢, = 1071 e t = 0.0.

¥ 1 =T
=im s
E=0.75e3Nim?2 no 8
A=0.01m2 ele 5 I
né &
3 T R W
mwt a2 no3 nad  ees (2
Forga » ele 1 ™ gle2 ™~  gleld T, —t
aplicada i s "=y o X
| ! 5 ! | ! L f2 |

Figura 5.15: Exemplo de trelica com 6 nds e 5 graus de liberdade.

Observa-se na figura 5.16 o desloamento do né 1 na diregdo x. Nota-se que a metodologia

proposta funcionou adequadamente ultrapassando o ponto limite.
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Figura 5.16: Deslocamento do né 1 na dirego x para a treliga da figura 5.15

Na figura 5.17 tem-se o desloamento do né 5 na diregdo y. Nota-se, novamente, que a

metodologia proposta funcionou adequadamente ultrapassando os pontos limites.
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Figura 5.17: Deslocamento do né & na dire¢dio y para a trelica da figura 5.15

A tabela 5.6 apresenta alguus resultados em termos de desempenho computacional para

este exemplo.

Tabela 5.6: Dados de desempenho computacional do método para a trelica da figura 5.15.

Tempo de Nimero méximo de Menor raio e Norma do residuo
processamento iteragbes do SQP respectivo ponto (pior caso)
343.03s 538 (trecho do 0.0472 (trecho do 6.2623 x 10~°

ponto 171 ao 172) ponto 102 ao 103)
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Capitulo 6

Conclusoes e sugestoes para préximos
trabalhos

6.1 Conclusoes

Tendo em vista a importéncia e aplicagdes do estudo de fendmenos nao lineares em estruturas
mecanicas, € a complexidade envolvida nestes problemas, considera-se de interesse gualquer

investigacdo que se faca & respeito deste assunto.

Neste trabalho procurou-se explorar formas mais simples para a implementacao do método
do arc-length tradicionalmente utilizado na anélise de estruturas nao lineares, e que fossem

capazes de ultrapassar pontos limites de curvas de forga por deslocamento de forma eficiente.

Com este objetivo, um problema de otimizagdo (minimizacdo) que buscasse a situacdo de
equilfbrio foi proposto. O residuo ao quadrado foi definido como fungé@o objetivo. Este pro-
blema de otimizacéo considerou como restri¢io para assegurar o controle simultaneo do nivel
de carregamento e de deslocamentos a restrigao esférica usual do método do arc-length. Uma
restricdo adicional com o objetivo de definir de forma tnica a solucfo desejada fol imposta
na forma de uma desigualdade que representa o semi-espago da soluggo procurada. Com esta

restricdo adicional, uma maior robustez do método proposto é conseguida.

No que diz respeito a formulagio e implementag8o, considera-se este ponto de vista mais

simaples do que 0 método tradicional do arc-length usado na solugio de problemas estruturais
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com resposta ndo linear. Certamente esta maior simplicidade pressupde o conhecimento de

metodologias de otimiza¢io e de programacéio ndo linear.

De acordo com os resultados obtidos e mostrados no capitulo 5, observa-se a boa capaci-
dade do método proposto para determinar curvas de forga por deslocamentos onde estavam
presentes grandes efeitos ndo lineares. Isto comprova de forma satisfatéria a validade da
formulagio proposta. Salienta-se, contudo, que existem situagbes onde o método proposto
apresentaréd dificuldades para seguir a curva de equilibrio, como por exemplo aquelas discu-

tidas na segdo 4.5.

Tendo em vista a simplicidade, no que diz respeito a formulagio e implementagao, em
relagiio & outros pontos de vista, os resultados obtidos sdo bastante relevantes e inspiram
outros estudos e investigagbes no campo da programacio matemadtica aplicada & solugo de
problemas da mecénica estrutural, como por exemplo, a inclusdo de restrigdes adicionais que

venham a superar algumas das limitacdes existentes na formulacio proposta.

Nota-se que a formulagfo proposta trabalhou somente sobre o residuo da equagho de
equilibrio. Isso dispensou o cilculo e atualizaciio da matriz de rigidez tangente, o que pode
caracterizar uma vantagem em termos computacionais. Salienta-se, contudo, que o gradiente
da funcio objetivo foi estimado através de diferengas finitas e que este poderia ser calculado

explicitamente, envolvendo entao o cdlculo da matriz tangente.

Uma das dificuldades encontradas com a formulagio proposta € associada & compatibili-
dade dimensional da restricao esférica. Esta restri¢ao envolve a variag@io dos deslocamentos
ao quadrado e a variagio das forgas a0 quadrado. Estas grandezas sdo muito diferentes e
dificuldades numéricas podem ser encontradas. Uma alternativa para isso é considerar um
fator de escala na formulacio da restricdo para compatibilizar os termos de deslocamento e

de forca como ja sugerido em (Crisfield, 1991a).
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Uma outra dificuldade estd associada & escolha dos critérios de converééncia, que sao
muito dependentes do problema. Neste sentido, a investigacfio de critérios estabelecidos de
forma relativa entre as grandezas envolvidas no problema é um aspecto importante a ser
investigado, para tornar a metodologia mais independente do problema especifico a ser re-

solvido.

6.2 Sugestoes para préximos trabalhos

Como dito anteriormente, o sucesso obtido com este estudo inicial faz com gue estudos mais
aprofundados sobre o tema sejam propostos. Alguns destes aspectos séo brevemente descritos

& seguir.

A formulac@o deste trabalho pode ser comparada, em termos de eficiéncia computacional
e de capacidade de ultrapassar pontos limites ainda mais criticos, com o método cldssico do

are-length. Isto permitiria avaliar as vantagens e desvantagens de cada formulagao.

Uma outra possibilidade é o estudo para incluir a restri¢éo de desigualdade do semi-espago
na formulacao usual do método do arc-length e avaliar seu comportamento. Uma possivel
maneira para isso, é que a desigualdade seja tratada como uma restri¢do de igualdade através
da introducio de uma varidvel de folga que passa & fazer parte do problema, j& que na for-

mulacdo usual do arc-lenght é resolvido um sistema de equacdes.

Uma extensao evidente deste trabalho é a de se implementar outros tipos de elementos
finitos, estendendo a formulagfo para a solugfo de problemas que envolvam, por exemplo,
elementos de trelica em trés dimensdes, elementos de viga e elementos de cascas com 0s res-

pectivos efeitos ndo lineares.

Pode-se testar a viabilidade de se utilizar outras funcdes objetive. Um exemplo seria a

utilizacdo de uma norma do residuo, por exemplo [¢/|. Neste caso, a funcho objetivo deixa
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de ser quadrética talvez dificultando a solucdo. Mas certamente outras possi};ilidades podem

ser investigadas.

Qutros tipos de restrigdes também podem ser propostas para assegurar que alguns ca-
sos ndo considerados, e que caracterizam limitacgtes atuais, passem a apresentar uma unica

solugao.

Qutro aspecto que necessita estudo e investigagio é um critério para compatibilizar dimen-
sionalmente as restri¢es e pardmetros de convergéncia para que problemas quaisquer possam
ser calculados sem a necessidade prévia de ajustes de escala por parte do usudrio. Talvez
essa seja uma das razdes do emprego da restricao cilindrica ao invés da restricdo esférica em
algumas situactes. Uma comparacgio neste sentido pode ser conduzida. Salienta-se que, par-
ticularmente para os exemplos escolhidos, procurou-se adequar as escalas dos deslocamentos
e das forgas aplicadas no sentido de compatibilizar dimensionalmente os termos da restri¢io

estérica.

A idéia de se trabalhar com outros tipos de néo linearidade também € uma extensao natu-
ral, por exemplo, incluindo efeitos de nao linearidade de material nos problemas formulados.
Pode-se propor a aplicacdo do método em problemas dindmicos, como por exemplo, na de-
terminacio de fun¢des de resposta em freqliéncia ndo lineares (Ferreira and Serpa, 2005) e

em problemas de contato e vibro-impacto que também envolvem respostas nao lineares.
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Apéndice A

Deducao analitica para o exemplo de
trelica com 2 graus de liberdade

Para a estrutura da figura A.1 composta por dois elementos de treliga, € possivel escrever a
func¢do que descreve o deslocamento em fungao da forga aplicada considerando que o problema

é simétrico e portanto pode ser representado pelo esquema da figura A.2.

médulo de elasticidade: E
area da secdo: A

Figura A.1: Esquema da treli¢a para solucdo analitica.
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¥ médulo de eiasticidade: E
area da secéo: A

Figura A.2: Esquema da formulagio simétrica usada para soluc@o analitica da treliga com 2

graus de liberdade.

Portanto, pode-se dizer que:

[?=8+(a-A) = U = /E+(a- D),
e sabe-se também que:

sinld = —;

o} Qe | 82

cos 1 =

Substituindo-se as equagdes (A.2) na equacio (A.1), obtém-se:

I'=+/(lcos15)2 + {Isin15 — A)2 = [ — Al

Pode-se definir Al pela seguinte expressao:

Al = %,
onde:

P=KAI
é a forca axial na barra e

k=2E

(A1)

(A2)

(A.3)

(A.4)

(A5)

(A.6)

(A7)



Para uma posi¢éo em equilfbrio tem-se que:

Figura A.3: Equilibrio entre forgas externas e internas.

Da figura A.3 pode-se escrever que:

senf = £/ = (A.8)
P
R
P= 2senf’ (4.9
Também pode ser dito que:
o—A Isinls—-A
senf = Ty (A.10}
Substituindo a equacdo (A.8) na equagdo (A.5), tem-se:
noP_ R _R_1-A
K 2Ksenf8 2K lsenl5 - A
Al = Rl B RAl -
T 2K(lsenl5 — A)  2K(lsenld — A)
R Rl
Alll =
( T S (lsen1s — A)) 9K (lsenis — D)
Rl 1
Al = =
K -
2K (lsen15 — &) (1 + 2K(zse}:15~.f.x))
Al &l (A.11)

- 2K(lsenlsb — A)+ R’
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Escrevendo a equacao de deformacédo [ — Al e utilizando a equacao (A.li), obtém-se:

RI
- = [ 2 - 5
: 9K (lsenl5 — A) + R V/(lcos15)? + (Isenls — A)? =
Rl R — 2
9K (lsenl — A)+ R = [ — v12c05215 + [25en?15 — 2lsenl5A + A2 =
Rl

=] — +/[2 ~ 2lsenl5A + A?
2K (lsenls — A)+ R v sen =

Rl = (2K (Isenl5 — A) + R)(I — V12 — 2lsen15A + A?) =

Rl = [2K(senl5 — %) + RJ[I(1 - \/1 - g?wsenﬁ + (%)2)] =

A
Rl =2Kl(senl5 ~ ""l"’)[l(l - \/1 - ?ﬂ?—senﬁ + (%)2)] + RI(1 - \/1 - glésenm - (%)2) =

RI[1—-{1- \/1 - -2—?-867’115 + (—?—)2)] = 2Kl(senl5 — %—)[l(l - \/1 - g?—senlfa + (%)2)} =

R (1—y/1-Bsenis+ (3)2)(senls — 4)

=
2Kl \/1 — #senlb + (2)2
R 1 A
55 — 11 }(senld ~ —), (A.12)

\/1 - %ésenls + (%)2

que representa. a relacdo entra a carga R e o deslocamento A (Bathe, 1982).
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