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Resumo

TORSANI, Fernando Luiz, Implementacao do Calculo das Tensoes em Placas Laminadas de
Materiais Compdsitos usando o Método dos Elementos de Contorno, Campinas, Universidade

Estadual de Campinas, 2007. 106 p. Dissertacao de Mestrado.

O presente trabalho tem por objetivo o calculo de tensdes em pontos no interior do
dominio de placas finas anisotrépicas usando o método dos elementos de contorno. As
equacoes integrais de contorno para deslocamentos e rotacoes em placas anisotropicas sao
apresentadas. as derivadas de segunda ordem da equacao integral de deslocamento sao de-
senvolvidas. A partir destas equacoes, sao calculadas as deformagoes e, em seguida, as
tensoes. Por fim sao desenvolvidos procedimentos para o calculo de critérios de falha para
materiais anisotropicos, analisando a falha em cada uma das laminas. Exemplos sao apre-
sentados usando as rotinas desenvolvidas, cujos resultados sao comparados com solugoes
encontradas na literatura. Os resultados obtidos pelas andlises numéricas apresentam boa
concordancia com os resultados da literatura indicando a sua aplicabilidade em problemas

reais de engenharia.
Palavras-chave

Placas, Materiais Compositos, Laminados, Método dos Elementos de Contorno, Tensao,

Critérios de Falha.
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Abstract

TORSANI, Fernando Luiz, Implementation the Computation of Stresses in Composite Lami-
nate Plates using the Boundary Element Method, Campinas, State University of Campinas,

2007. 106 p. Master Degree Dissertation.

The objective of the present work is the calculation of stresses in domain internal points
of anisotropic thin plates using the boundary element method. Boundary integral equations
for displacements and rotations in anisotropic plates are presented. Second order derivatives
of the integral equation of displacement are developed. From these equations, strains and
stresses are calculated. Finally procedures for the calculation of failure criteria for anisotropic
materials are developed, analyzing the failure in each laminae of the laminate. Examples are
presented using the developed routines, whose results are compared with solutions found in
literature. Results for the numerical analysis present good agreement with results from the

literature, indicating its applicability in real engineering problems.

Keywords

Plates, Composite Materials, Laminate, Boundary Element Method, Stress, Failure Criteria.
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Capitulo 1
Introducao

O presente trabalho trata de trés assuntos: as placas, os materiais compdsitos e o
método dos elementos de contorno. A seguir sao apresentadas as razoes para a escolha desses

trés assuntos como objeto de estudo, bem como um pouco de sua histéria.

As placas sao elementos estruturais bidimensionais, assim como as chapas e as cascas.
Sao planas como as chapas, porém sujeitas a cargas perpendiculares ao seu plano médio
enquanto as chapas estao sujeitas somente a cargas paralelas ao seu plano médio. As cascas
também suportam essas mesmas cargas perpendiculares ao plano médio, porém apresentam

curvatura, o que lhes d4 uma grande vantagem estrutural.

As placas tem sido usadas desde muito tempo pelos humanos e ha muito mais tempo
pela natureza para resolver de forma simples alguns problemas técnicos. As asas de uma
borboleta podem ser simplificadas como placas, planas e sujeitas a pressao do ar durante o

seu movimento alternante.

Muitos problemas encontrados em nossa histéria foram resolvidos com o uso de placas:
barragens de rios, silos para graos, telhados, reservatorios retangulares para fluidos, vasos de

pressao, lajes, etc.

A composicao de diferentes materiais visando alcancar propriedades fisicas, mecanicas
ou quimicas nao atendidas pelos componentes isoladamente é uma técnica conhecida desde
antes do entendimento das préprias propriedades. Este material, obtido a partir desta com-
posigao, é chamado de material compésito. Como citado por Paiva (2005) varios povos

antigos, cuja histéria foi registrada na biblia, como os hebreus, egipcios e assirios, mistura-



vam palha de materiais fibrosos ao barro para a obtencao de tijolos com maior resisténcia
mecanica. Outra técnica antiga de construcao utiliza uma malha de bambu ou madeira re-
coberta e preenchida com barro (Figura 1). Enquanto a malha, muitas vezes em camadas
alternadamente na horizontal e vertical, é responsavel pela resisténcia das paredes, o barro
mantém a integridade da estrutura e tem a funcao de vedagao. Esta técnica é até hoje utili-
zada nao somente para a construcao de moradias simples, mas também para construgoes de

maior porte, com varios pisos.

Artificio semelhante é largamente utilizado nas construgoes de concreto onde a malha
substituiu o bambu pelo aco e o barro foi substituido pelo concreto. Atualmente existem
também estudos para a utilizacao de fibras metalicas misturadas ao concreto melhorando a

sua resisténcia a fratura.

Além disso, muitos materiais compostos existentes na natureza sao utilizados com su-
cesso pela humanidade, como a madeira, cuja direcao dos veios apresenta uma resisténcia a
tracao muito superior a direcao transversal as suas fibras. A madeira foi inclusive o principal
material usado para construgao de habitagoes, moveis e até maquinas durante boa parte da
nossa historia. Procurando melhorar ainda mais a suas propriedades, a madeira é cortada
em laminas, que sao coladas alternando-se a direcao das fibras. Desta forma sao obtidas
placas de madeira laminada ou compensada com propriedades mais homogéneas e melhores.
A madeira também é picada e prensada com uma resina ou cola, obtendo-se o aglomerado

ou o MDF, largamente utilizado na indistria moveleira.

Com o inicio da utilizagao dos polimeros para construgao mecanica, a mistura de materi-
ais na forma de fibras ou particulas as resinas para melhora de suas propriedades intensificou-
se, sendo hoje pratica comum na industria. Aos termopléasticos, como o polietileno, sao mis-
turadas fibras de vidro picada e talco para a obtencao de uma melhor resisténcia a tracao bem
como uma maior rigidez. Resinas termofixas como o epdxi sao moldadas em laminas junto
com fibras de vidro longas, boro, fibras de carbono e outras para a obtencao de materiais de

alta performance.

As fibras de vidro laminadas com resinas termofixas tem sido usadas para a fabricacao
dos mais variados produtos, desde tanques e vasos de pressao, até carrocerias de automoveis,
como o Corvette, o Puma e o Aurora. Além de dar origem a um material com boa resisténcia

mecanica e de facil manipulacao, tem um custo altamente competitivo e grande flexibilidade



de design, permitindo virtualmente a construcao de qualquer pega que seja imaginada. Esta
ultima qualidade torna-o altamente competitivo em um mundo que valoriza cada dia mais

as formas arredondadas, organicas e sensuais.

Figura 1: Alguns exemplos do uso de materiais compositos.



Da mesma forma, a fibra de carbono e o kevlar oferecem flexibilidade de design e
facilidade para a fabricagao, além do baixo peso, porém o seu custo é ainda proibitivo para
a maioria das aplicagoes, sendo reservados para aplicagoes de alta performance como naves

espaciais e carros de corrida (Figura 1).

Na Figura 1 sao mostrados a partir do topo: casa de pau-a-pique, com paredes em
barro e bambu, protétipo nacional Aurora 122-C, com carroceria em fibra de vidro, space
ship one, com estrutura laminada em fibra de carbono e McLaren 2006 com chassi, elementos

de suspensao e carroceria, entre outros elementos, em fibra de carbono.

O uso intensivo de estruturas de material compdsito em projetos de engenharia tem
requerido procedimentos numéricos precisos e confidveis para o tratamento de problemas
estruturais em material anisotrépico. Como a anisotropia aumenta o nimero de constantes
elasticas do material, a analise de estruturas em laminados compdsitos torna-se mais dificil.
Particularmente, na formulacao de elementos de contorno, um grande ntmero de variaveis
implica em uma grande dificuldade na derivacao das solugoes fundamentais. Este aspecto
fica evidente na literatura. Nota-se que o numero de referéncias nas quais o método dos
elementos de contorno é aplicado para estruturas anisotropicas é significativamente menor do
que aqueles que tratam de materiais isotrépicos. Contudo, nos tultimos dez anos, importantes
avancos nas técnicas de elementos de contorno aplicados a materiais anisotropicos foram
publicados. Por exemplo, problemas de elasticidade plana foram analisados por Sollero e
Aliabadi (1993), Sollero e Aliabadi (1995), Deb (1996), Albuquerque, Sollero e Aliabadi
(2002), Albuquerque, Sollero e Fedelinski (2003a), Albuquerque, Sollero e Fedelinski (2003b),
Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2004), problemas de elasticidade fora do plano por Zhang
(2000), problemas tri-dimensionais por Kogl e Gaul (2000b), Kogl e Gaul (2000a), Kogl e
Gaul (2003) e placas de Kirchhoff por Albuquerque et al. (2006).

As formulacoes de elementos de contorno tém sido aplicadas a problemas de flexao
em placas anisotropicas, considerando a teoria de Kirchhoff, bem como teorias de placas
deformaveis ao cisalhamento. Shi e Bezine (1988) apresentam uma andlise por elementos de
contorno de problemas de flexao em placa usando a solugao fundamental proposta por Wu
e Altiero (1981) baseadas nos pressupostos de flexdo da placa de Kirchhoff. Rajamohan e
Raamachandran (1999) propéem uma formulagao na qual as singularidades sao evitadas por
pontos fontes colocados fora do dominio. Paiva, Sollero e Albuquerque (2003) apresentaram

um tratamento analitico para integrais singulares e hipersingulares da formulacao proposta



por Shi e Bezine (1988). Placas deformaveis por cisalhamento tem sido analisadas usando
o método dos elementos de contorno por Wang e Schweizerhof (1996), Wang e Schweizerhof

(1997) com a solugao fundamental proposta por Wang e Schweizerhof (1995).

No método dos elementos de contorno para flexao de placas, as integrais de dominio
dificultam a formulacao devido a presenca de forcas distribuidas no dominio. Com o ob-
jetivo de resolver estas integrais, o esquema de integracao por células pode dar resultados
precisos, como demonstrado por Shi e Bezine (1988) para problemas de flexdo em placas
anisotrépicas. Contudo, a discretizacao do dominio em células reduz uma das principais
vantagens do método dos elementos de contorno que é a discretizagao somente do contorno.
Uma alternativa para este procedimento foi apresentada por Rajamohan e Raamachandran
(1999) que propuseram o uso de solugdes particulares para aproximar a discretizacao do
dominio. Entretanto, o uso de solugoes particulares requer a busca de uma funcao aplicavel
que satisfaga a equac@o governante (RAJAMOHAN; RAAMACHANDRAN, 1999). Dependendo

do quao complexa seja a equagao governante, esta funcao pode ser dificil de ser encontrada.

Neste trabalho, integrais de dominio que admitem carga distribuida sao transformadas
em integrais de contorno por transformacao exata usando o método da integracao radial. Este
método foi inicialmente apresentado por Venturini (1988) para problemas de flexao em placas
isotrépicas. Recentemente, Gao (2002) estendeu o método para problemas de elasticidade
isotrépica tridimensional e Albuquerque et al. (2006) para placa de Kirchhoff anisotrépica.
Dois casos de carregamento foram considerados: forgas uniformemente distribuidas e forcas
hidrostaticamente distribuidas. Como mostrado por Gao (2002), este método pode ser apli-
cado para transformar qualquer integral de dominio em integral de contorno. O recurso mais
interessante do método ¢é sua simplicidade, ja que somente a variavel radial é integrada. Para
integrais de dominio que incluem variaveis desconhecidas, o procedimento proposto pode ser
aplicado usando a funcao de base radial como no método da dupla reciprocidade sugerido
por Gao (2002).

Os trabalhos citados tém como foco o célculo da deflexao de placas anisotropicas. Estes
resultados, embora importantes, nao sao suficientes para a andlise e dimensionamento de
estruturas reais, limitando sua aplicagao pratica. Assim, o principal objetivo deste trabalho
é a implementacao de ferramentas computacionais que fornecam os dados suficientes para a
analise e para o dimensionamento de placas construidas de material anisotrépico, em especial

as placas em material compédsito laminado.



Com este objetivo sao complementadas e desenvolvidas as integrais de contorno ne-
cessarias para o cédlculo das deformacoes nos pontos internos de cada placa do laminado,

além de implementadas as rotinas para o calculo das tensoes nesses mesmos pontos.

Visando ainda fornecer uma ferramenta de maior aplicabilidade, foram implementadas
as rotinas para a analise da falha do laminado utilizando o critério de falha de Tsai-Wu.
Desta forma, a ferramenta implementada pretende oferecer ao projetista nao somente valores
de tensao, mas também uma estimativa do coeficiente de seguranca da placa ou indicar os

pontos criticos, mais suscetiveis a falha.



Capitulo 2

Materiais Compodsitos

2.1 Materiais anisotropicos

Os materiais anisotrépicos apresentam duas facetas interessantes e antagonicas. Se por
um lado o grande nimero de varidveis e constantes elasticas necessarias para descrever o seu
comportamento tornam sua andlise extremamente trabalhosa e complexa, por outro essas
mesmas variaveis oferecem ao projetista uma gama enorme de opgoes para a otimizagao do
elemento projetado. As propriedades mecanicas podem ser maximizadas em determinadas
direcoes, justamente aquelas que estarao sujeitas a maiores solicitagoes, sem um aumento
significativo de peso. De forma intrinseca praticamente todo material tem um certo grau de
anisotropia, ou seja, apresentam alguma diferenca entre as suas propriedades nas diferentes
direcoes. FEssa anisotropia pode, em muitos casos, ser ignorada por nao ser relevante para
uma determinada aplicacao. O exemplo mais importante desse comportamento é o aco lami-
nado, no qual é notada uma resisténcia a tracao ligeiramente maior na direcao de laminacao.
Na maioria das aplicacoes essa diferenca nao é importante, porém em outras ela pode ser
determinante. O exemplo mais conhecido de material anisotrépico é, sem duvida, a madeira

com seus veios, cuja direcao determina a sua maior resisténcia.

2.1.1 Material compédsito laminado

Os materiais compositos sao aqueles constituidos por duas ou mais fases bem definidas,
geralmente com propriedades mecanicas bastante distintas. As duas fases sempre presentes

sao a matriz e o reforco. A matriz é um material homogéneo que tem a finalidade de aglutinar



as fibras ou particulas do material de refor¢co. O material de reforco tem a funcao de aumentar
a resisténcia mecanica do elemento. Pode estar na forma de fibras curtas, fibras longas ou
de particulas. As fibras curtas e particulados sao largamente utilizados como reforco em
materiais termoplasticos injetados. Nestes materiais sao acrescentados principalmente fibras
de vidro picadas e talco industrial para aumentar a rigidez e a resisténcia mecanica dos
componentes injetados. Nestes casos busca-se geralmente um comportamento isotrépico e
o controle da direcao preferencial das fibras é quase nulo. As fibras longas, por sua vez,
sao usadas com matrizes de resinas termofixas como o poliéster e epéxi. Permitem um
maior controle das propriedades mecanicas anisotrépicas pelo direcionamento das fibras e

sua proporc¢ao na composicao do material.

2.1.2 Propriedades da lamina unidirecional

Segundo Holmes e Just (1983) as propriedades eldsticas de uma lamina de material
composito refor¢ado com fibras longas unidirecionais (Figura 2) podem ser avaliadas a partir
de uma visao macroscépica, considerando esta lamina como um material homogéneo. Assim,

qualquer propriedade elastica (C') desta lamina pode ser expressa como:

C= C(Ef,yf,Vf,Em,Vm,Vm) (2.1)

onde os subscritos f e m referem-se respectivamente a fibra e a matriz. £ é o modulo de
elasticidade, v é a razao de Poisson e V' é a proporcao em volume de cada componente da

lamina composita.

As propriedades elasticas necessarias para a determinacao do comportamento da lamina,

e posteriormente do laminado, sao:

O médulo de elasticidade longitudinal (na diregao das fibras) (EL).

O médulo de elasticidade transversal (ortogonal as fibras) (Er).

O moédulo de cisalhamento (Grr).

A razao de Poisson (vpr).



Fibras

Figura 2: Lamina compdésita reforcada com fibras longas unidirecionais

e A razao de Poisson (vry).

Os subscritos L e T referem-s respectivamente as diregoes longitudinal e transversal a

direcao das fibras.

Holmes e Just (1983) apresentam as relagdes entre as propriedades dos componentes da
lamina, fibra e matriz, e as propriedades da lamina validas para placas reforcadas unidireci-

onalmente, dadas por:

B, = (Ef—En) Vi + En (2.2)
vir = (V=) Vit (2.3)
EE,
Er = 24
T EnVi+ Ef (1=Vy) (24)
E
vrr, = VLTFZ (25)
GG,
Grr = ! (2.6)

Gme + Gf (1 — Vf)

R — _Bnm
onde Gy = 2(1+vy) eGm = 2(1+vm)’

e m as propriedades da matriz.

sendo que o subindice f se refere as propriedades da fibra

Ainda segundo Holmes e Just (1983), estes resultados tedricos sdo consistentes com

resultados experimentais, desconsiderando os efeitos do tempo de ensaio e da temperatura.



2.1.3 Equacao constitutiva do laminado

Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tensoes em cada lamina podem

ser calculadas a partir das deformagoes como segue:

Oz Qu Qi Qg €z
oy (=] Qa2 Qn O €y (2.7)
Txy @16 @26 @66 Vay
onde a matriz [@} é dada por:
Q] = 1) @[] (25)
A matriz de transformacao [T] é dada por:
cos*0 sin20 2sinfcost
T] = 5in0 cos?0 —2sinfcost (2.9)
—sinfcosf sinfcosh cos*0 — sin0
e a matriz de rigidez [@] é dada, em termos das constates de engenharia, por:
Er virEr
l-vprvrr  l-virvrp
_ v E E
[Q] o 1—£LTTV:;L 1_VL77:VTL 0 <2'1O>
0 0 Grr

As tensoes nas dire¢oes longitudinal e transversal do reforco com fibras podem ser

calculadas por:

(2.11)

Com estas tensoes calculadas em cada ponto de cada lamina, podem ser aplicados



critérios de falha para a avaliacao da resisténcia da placa.

Uma vez definidas as propriedades eldsticas de cada lamina, a equagao constitutiva da

placa laminada é escrita por Agarwal e Broutman (1990) como:

GRE e

onde as matrizes A, B e D sao, respectivamente, chamadas de matriz de rigidez extensional,

A B
B D

matriz de rigidez de acoplamento e matriz de rigidez de flexao e sao dadas por Agarwal e

Broutman (1990) como:

Ay = 3 (@), () (2.13)
k=1
1 & A 2 2

Bij = 5 192:21 (Qij)k (hk - hk—l) (2'14>
Il & A 3 3

D;; = 3 14;2::1 (Q”>k (hk - hk&) (2.15)
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Figura 3: Compésito laminado com quatro laminas
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A matriz de rigidez extensional relaciona as forcas resultantes a deformagao no plano
médio, e a matriz de rigidez de flexao relaciona os momentos resultantes a curvatura da placa.
A matriz de rigidez de acoplamento implica em acoplamento entre a flexao e a extensao de
uma placa laminada. Isto é, forcas normais e cisalhantes agindo no plano médio da placa
resultam em deformacoes nao somente no plano mas também torcao e flexao que podem

produzir a curvatura da placa.

2.2 Critérios de falha

Em engenharia e, mais precisamente no projeto de maquinas e estruturas, o conheci-
mento do comportamento dos materiais utilizados é fundamental. E esse conhecimento que
determinara se um material é adequado ao projeto ou nao, se suportara as solicitacoes a ele

impostas e por quanto tempo suportara.

Em geral, o comportamento de um material é observado e medido experimentalmente,
através de testes como o de tragao, onde amostras padronizadas, os corpos de prova, sao sub-
metidas a esfor¢os uni-axiais de tracao para o levantamento de suas propriedades mecanicas:
modulos de elasticidade, tensoes de escoamento, limite de ruptura e razao de Poisson, dentre

outras.

A partir dessas propriedades obtidas dos testes com os corpos de prova, sao aplicadas as
teorias ou critérios de falha para relaciond-las ao comportamento real de pecas de geometria

complexa sujeitas a carregamentos compostos.

Para os materiais de comportamento isotréopico, ou considerados como tal, alguns
critérios sao bem conhecidos e largamente utilizados. Ja para os materiais compositos re-
forcados com fibra, cujo desenvolvimento é mais recente e apresentam um comportamento
anisotropico, os critérios de falha sao mais complexos, envolvendo um nimero maior de

varigveis.

Abaixo analisaremos um pouco do comportamento destes materiais e de alguns critérios

de falha para eles desenvolvidos.
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2.2.1 Critérios de falha para materiais compdsitos

Devido a sua constituicao, um material compdsito laminado unidirecional, reforcado

com fibra, pode falhar de diversas formas, segundo Agarwal e Broutman (1990):

e Por trincas na matriz (Figura 4), normalmente decorrente de tensoes transversais a

direcao das fibras, quando a solicitagao da matriz ¢ maior.

Matriz

Figura 4: Falha por trincas na matriz

e Por descolamento interfacial (Figura 5), ou seja, um deslocamento relativo entre a
fibra e a matriz, resultante do colapso da interface entre ambas. Uma vez rompida a
ligacao entre fibra e matriz, a carga nao é mais transferida entre esses dois componentes,

reduzindo drasticamente a resisténcia do compdésito.

e Pela delaminagao (Figura 6), ou seja, a separagdo entre as laminas que formam um

laminado. E resultado em geral de tensoes na direcao normal as laminas.

e Pelo descolamento e ruptura das fibras (Figura 7), que é normalmente decorrente da
tensao aplicada na direcao das fibras, situagao em que as fibras sao as responsaveis pela

resistéencia do compdésito.
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Deslocamento
Interfacial

Figura 5: Falha por deslocamento interfacial

Delaminacao

Delaminacdo

Figura 6: Falha por delaminacao

2.2.2 Critérios da maxima tensao e maxima deformacao
Este critério parte da mesma base usada para materiais isotrépicos: a falha ocorre

quando as tensoes maximas na direcao das fibras ou transversalmente as fibras excede a

respectiva resisténcia de tragao ou compressao de corpos de prova com as fibras ao longo do

15



Figura 7: Falha por quebra das fibras

eixo ou transversalmente a ele.

Os limites de falha para o critério da maxima tensao sao dados por (VINSON; STER-

KOWSKI, 1987):
o, < Xyeor <Y;paraopeor >0
lor| > X.e|or| > Y, paraoy e opr <0

onde X e Y representam as tensoes ultimas ao longo e transversalmente a direcao das fibras,

respectivamente, e os subscritos ¢ e t referem-se, respectivamente, a compressao e tracao.

’

E importante salientar que neste caso o e or sao as tensoes ao longo das fibras e

transversalmente a elas e nao as tensoes principais como no caso isotropico.

Adicionalmente a uma trinca iniciada por tensdes normais, as camadas de composito
reforgados com fibras também sao vulneraveis a falhas causadas por tensoes de cisalhamento.

O critério da méxima tensao para cisalhamento é expresso por:

[T < S (2.16)

onde S ¢ a resisténcia ultima ao cisalhamento plano de um corpo de prova sob cisalhamento

puro e 77 é a tensao de cisalhamento na diregao principal do material (ndo a maxima tensao
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de cisalhamento). De forma similar, no critério da maxima deformacao a falha ocorre quando

uma das condices abaixo nao é atendida (VINSON; SIERKOWSKI, 1987):

Xe

5L<5tL:E£eeT<5tT:ELpraraeLeeT>0

C

5L>—5i:—§—L‘e5T>—5%:—EL;para5LeeT<0

erl < vir = g

A Figura (8) apresenta os limites de resisténcia em tragao em fungao do angulo das

fibras para um laminado unidirecional de fibras de boro em matriz de resina epoxi.

Para angulos pequenos a resisténcia das fibras controla a falha. Entre aproximadamente
3° e 42° a falha é controlada pelo cisalhamento. Acima de 42° a falha passa a ser controlada

pela resisténcia da matriz. A drea hachureada em cinza representa a faixa em que o material

nao falha.

3000,0

2500,0

Falha da Fibra
—— Falha da Matriz
—— Falha por Cisalhamento
2000,0 A A
= Resisténcia da Lamina

1500,0

1000,0

Resisténcia a Tragao (MPa)

500,0

e ——

0,0 \ \ \ \ \ \ \ \
0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0 80,0 90,0
Angulo das Fibras (Graus)

Figura 8: Limite de resisténcia do laminado unidirecional

Por serem simples, estes critérios (maxima tensao e maxima deformacdo) nao levam
em consideracao as interacoes entre as diferentes componentes de tensao no mecanismo de
falha. Observagoes experimentais mostraram que essas interacoes podem afetar a falha do

material. Critérios de falha quadraticos, similares ao de Von Mises, podem levar em conta
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essas interacoes entre as tensoes.

Alguns dos mais utilizados critérios quadraticos desenvolvidos sao os critérios de Tsai-

Hill e Tsai-Wu apresentados a seguir.

2.2.3 Critério de Tsai-Hill

Hill (1950) propds um critério de escoamento para materiais ortotrépicos da forma geral:

(G+ H)os +(F+ H)oz+ (F +G) oy (2.17)
—2Horor — 2Goro, — 2Foroz + 2LT%Z + QMTEZ + 2NT£T =0

Este critério pode ser usado como um critério de escoamento, resisténcia mecanica
ou falha, pois estabelece um limite tedérico para o comportamento elastico de um material.
Desta forma as constantes G, H, F, L, M e N, as quais estao relacionadas a resisténcia
ao escoamento em diferentes diregoes, também podem representar valores de resisténcia. O

critério de Hill representa uma extensao do critério de escoamento de Von Mises.

Tsai (1968) aplicou este critério ao caso dos compoésitos laminados, relacionando as
constantes de Hill com os valores de resisténcia X, Y e S das laminas. Observa-se que
quando atuam somente tensoes de cisalhamento, a falha ocorre quando 77 atinge um valor

S. Da equagao (2.18) tem-se:

1
2N = I (2.18)
Similarmente, para situagoes onde sé atuam tensoes o, = X, or = Y e oy = 7
(individualmente), tem-se:
1
1
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(F+G)=— (2.20)

respectivamente.

Para o caso dos laminados, tem-se uma condicao de tensao plana, ou seja: o7 = 77 =
7rz = 0 e especificamente para um laminado ortotrépico: Y = Z. O critério de Hill aplicado

a um composito laminado ortotrépico pode ser escrito como:

2 2 2
5 Tt o= 1 (2.21)

o qual é conhecido como critério de Falha de Tsai-Hill com referencial nos eixos principais
do laminado. Valores apropriados de X e Y devem ser utilizados dependendo do sinal das

tensoes, ou seja, tracao ou compressao.

2.2.4 Critério de Tsai-Wu

Com o critério de falha de Tsai-Wu, procura-se uma melhor correlacao com os dados
experimentais através do incremento do nimero de termos na equagao de aproximagao (me-
lhor ajuste da curva aos dados experimentais). Tsai e Wu (1971) propuseram uma nova
expressao para o critério de falha, a qual tem uma abordagem tensorial para a representacao

das tensoes:

F10'1 + F20'2 + F606 + FHO'% + FQQO’% + F660-g -+ 2F120'10'2 =1 (222)

A expressao (2.22) representa a superficie de falha num espago hexa-dimensional de
tensao. As constantes sao determinadas a partir da analise dos estados de tensao atuando
independentemente. Por exemplo, para o caso de tensao somente na direcao das fibras, com

resisténcia a compressao e a tragao dadas respectivamente por X. e X; tem-se:

i Xy =FX2=1 (2.23)
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FlXc = FllXCQ - 1

A solucgao do sistema de equacoes acima resulta em:

1 1
Fl=— 4+ — 2.24
! XT+XC (2:24)
1
F _
11 XTXC

Similarmente, considerando tensoes na direcao transversal as fibras chegamos a:

1 1
o= —+ — 2.25
5 YT+YC (2.25)
1
Fi=—
11 Y,y

Considerando testes de cisalhamento puro com sinais positivo e negativo, onde os corpos

de prova falham a niveis de tensao de opr = +S5 e aplicando um raciocinio similar aos

anteriores chegamos a:

(2.26)

Considerando resisténcias iguais a tensao e a compressao em cada direcao tem-se final-

mente o critério de falha (simplificado):

0_2 0_2 7_2
X712—|—2F120'10'2+Y722+£ =1 (227)

O qual é muito parecido com o critério de falha de Tsai-Hill, exceto pelo termo Fi,.

Este termo deve ser calculado utilizando um ensaio de tensao biaxial fazendo o,

or = o e todas as outras tensoes iguais a zero. Utilizando a equagao (2.22) tem-se:
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(F1+F2)O'+(F11+F22+2F12)0'2:1 (228)

Resolvendo para Fis :

F—l[(1+1+1+1)+(1+1)2} (2.29)
P T\X T X Ty )T\ T ) |
Assim, o valor de Fiy depende dos valores de resisténcia e do valor da tensao de falha
biaxial s. Observa-se que o critério de Tsai-Wu é mais geral que o critério de Tsai-Hill, ja que
o critério de Wu relaciona mais propriedades mecanicas. O critério de Tsai-Wu apresenta as

seguintes caracteristicas:

e Uma capacidade superior em comparagao ao critério de Tsai-Hill para ajuste de curvas

de dados experimentais.

e O termo Fis s pode ser determinado através de testes biaxiais, os quais sao custosos

e apresentam dificuldade para sua realizacao.
e A formulacao tensorial do critério permite sua facil interpretacao grafica.

e Devido a dificuldade e custos para obter os valores de Fj, além do fato que este
parametro representa uma pequena influencia nos resultados finais, o termo Fj5 pode

ser igualado a zero.

e Assumindo Fiy = —ﬁ o critério de Tsai-Wu se reduz ao critério de Tsai-Hill.
t

1

%% © critério de Tsai-Wu se reduz ao critério de Hoffman, dado
c

e Assumindo Fi; = —

por:

2 2 2
01 0—10_2 0—2 7_12 o
X2 xz Tyt ! (2:30)

2.3 Consideracoes sobre os critérios de falha

Observando os dados apresentados conclui-se facilmente que a falha em materiais compésitos

¢ mais complexa que em materiais isotropicos, pois envolve a andlise de um ntimero maior de
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variaveis. Assim, os critérios tradicionalmente utilizados no projeto de maquinas e estruturas
em materiais com comportamento isotrépico podem nao ser adequados, podendo inclusive

levar o projetista a erros catastroficos, caso utilizadas equivocadamente.

A utilizacao de critérios mais complexos leva a resultados mais precisos, porém a um
custo maior. Os critérios de maxima tensao e maxima deformacao exigem a analise de
trés condigoes distintas de falha para a determinacao do limite real. Esse inconveniente é
eliminado com o desenvolvimento de critérios quadraticos como os de Tsai-Hill e Tsai-Wu.
Enquanto o primeiro (Tsai-Hill) é mais simples de ser utilizado o segundo (Tsai-Wu) apresenta
uma melhor precisao dos resultados. Todos estes critérios porém exigem um nimero maior
de testes do material compésito (laminado unidirecional) do que aqueles exigidos para a

determinacao das caracteristicas de um material isotrépico.
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Capitulo 3

Teoria da Flexao em Placas Anisotrépicas

Finas

Uma placa é um elemento estrutural definido por duas superficies planas e paralelas
(Figura 9) onde as cargas sao transversalmente aplicadas. A distancia entre estas duas
superficies define a espessura da placa, a qual é pequena quando comparada com as outras

dimensoes da placa.

Considerando as propriedades do material, uma placa pode ser anisotrépica, com dife-
rentes propriedades em diferentes direcoes, ou isotropica, com propriedades iguais em todas
as direcoes. Dependendo de sua espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa.

Neste trabalho sera desenvolvida a formulagao para placas finas anisotrépicas.

Figura 9: Placa Fina.
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A teoria de flexao em placas finas anisotrdpicas esta baseada nos seguintes pressupostos:

1. Secoes retas, que no seu estado nao deformado sao normais a superficie média, conti-

nuam retas e normais a superficie média deformada depois do carregamento.

2. A tensao normal o, na secao transversal paralela ao plano médio é nula.

3.1 Relacoes basicas para placas anisotrépicas

Considere um elemento da placa seguindo os pressupostos ja definidos. A Figura 10
mostra este elemento com um estado de tensoes agindo nele e uma forca distribuida aplicada

em sua superficie. Integrando as componentes de tensao ao longo da espessura da placa

podemos definir os momentos e forgas (Figura 11):

9

Figura 10: Tensoes em um Elemento de Placa
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t/2
My = / 0x2dz,

—t/2

(3.1)

(3.2)

Figura 11: Forcas e Momentos em um Elemento da Placa

Do equilibrio de forcas e momentos, podemos escrever:
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04 + aQy

=0 3.7
Omy — Omy, B
B + 3y —q, =0, (3.8)
om,  Omy, B
Jy o q, = 0. (3.9)

Resolvendo as equagdes (3.8) e (3.9) para ¢, e g,, respectivamente, substituindo a

equacao (3.7) e considerando a simetria de momentos (my, = my,), temos:

’m, Pmy,  0*my,
+ 2 = —g.
0x? 0x0y 0y?

(3.10)

Considere as posicoes inicial e final de um elemento da placa dado por abed paralelo ao
plano médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distancia z

do plano médio (Figura 12).

v0+—dy
dy
A u0+/7dy
< > -
A d'
v d c
A
b!
dy A
[4
uo |4
«>f v0+—dx
Vo
Y A Y
a
) dx e
\ u0+ dx
>
X

Figura 12: Deformacao em um Elemento da Placa.
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Assumindo que, durante a flexdo da placa, os pontos a, b, ¢ e d, movem-se para a’, b,
e d', chamando as componentes de deslocamento ug e vy do ponto a nas diregdes = e y

(Figura 12), respectivamente, o deslocamento do ponto b na diregdo = é dado por:

ou
b —b, =u,+ —dz. 3.11
. U +8x T ( )

Entao, o incremento do comprimento dx na direcao z é dado por:

ou
Adr = —d 3.12
T 9 (3.12)
e a deformacao na dire¢ao x é dada por:
Adr  Ou
= —— = —. 3.13
c dx Ox ( )
Da mesma forma, podemos escrever:
ov
I 3.14
gy 8y7 ( )
0 0
= 242 (3.15)

A Figura 13 mostra as posic¢oes inicial e final de uma se¢ao da placa, paralela ao plano
xz, que contém os pontos a, b, n; e ny. A rotacao do elemento any, inicialmente na posicao
vertical, é igual a % (Figura 13). Entao, o deslocamento do ponto na diregdo z, a uma

distancia z da superficie média pode ser escrita como:

u= —zgi). (3.16)

Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na direcao y é dado

por:
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A\ 2

____________________ |
I
N B X
““““ S T A A
T e
_________;\_.\_"a..._\_____C_.l R
e [B"
C'
IWp
U=-z——~
v< I ox
owp
0X

Figura 13: Posi¢oes Inicial e Final de um Elemento de Placa.

(3.17)

Substituindo as equagoes (3.16) e (3.17) nas equagoes (3.13), (3.14) e (3.15) podemos

escrever:

B 9*w
S g

B 9*w
Ey = —287y2,
= o, 0w
i 0xdy

(3.18)

As equagoes constitutivas para materiais anisotrépicos sao dadas por Lekhnitskii (1968):

€x = Q110z + G120y + A16Tey,
€y = G120 + A220y + G26Tyy,
Yoy — Q160 + 260y + A66Try-

Substituindo as equagoes (3.18) nas equagoes (3.19) obtemos:
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0*w 0*w 0*w
. = B B 2B ,
o ( 1182+ 1232+ 6 Dy
0w 0w 0w
= B B 2B
oy (1262+ 2282+ 2686y>’
0w 0w 0*w
oy = B B 2B , 3.20
Tay < 1682‘|’ 2682+ 5 By (3.20)
onde B;; sao constantes dadas por:
B :i(aa —a2) B :l(aa —a2>
1=y (@226 2% 22 = 1 \@1166 16)
B :i(aa — a12066) B :l<aa —aQ) (3.21)
12 = 1 (416026 12066 ) 5 66 =  (@11022 12)> .
1 1
Big = A (a12a26 - CL22CL16) ) Bas = A (CL126L16 - a11a26) )
e
Gl G122 Q16
A= Q12 Q22 Q2 |- (3'22)

Q16 Qa26 Qg6

Substituindo as equagoes (3.20) nas equagoes (3.1), (3.2) e (3.3) e integrando, temos:

O*w O*w 0*w

my = — (Dlla 3 +1712(9 3 +2D168x8y> ;
D*w 0w 0*w

my = — <D128 3 +D228 5 +2D268x3y> (3.23)
O*w O*w O*w

Myy = — (Dlﬁa 5 +DQ6a 5 +2D666xay) ,
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onde

t3

Dz‘j = BZ]E

(3.24)

Substituindo as equagdes (3.23) nas equagoes (3.8) e (3.9), podemos escrever:

[ QPw Pw Pw Pw]

y = — |Dii—= +3Dig=—— D 2D¢s) ——— + Dog——
q _ 153 + oD1e 0220y + (D12 + 66)(%83/2 + Dag ay° |
[ QPw Pw 0w OPw |

(3.25)

A equagao (3.10) pode entao ser reescrita usando as equagoes (3.23) como:

O*w o'w d'w O'w O*w
Dy — +4Dyg—5— + 2(D 2D¢6) === +4Dos——= + Dop——
ot e 0x30y 2D+ 66)8x28y2 Mt 0x0y? Mt oyt

A equagao (3.26) pode ser integrada no plano caracteristico complexo

Z=T+ uy
w=d+ e

=g. (3.26)

(3.27)

onde d e e sao as partes real e imaginéria de p, respectivamente. Usando a equagao (3.28) e

considerando a forgas de corpo nulas, a equagao (3.26) pode ser escrita como:

0*w

0z4

- [D11[L4 + 4D16,u3 + 2(D12 + 2D66)[L2 + 4D26,u + D22] = 0.

(3.28)

A solucdo geral para w na equagao (3.26) depende das raizes i, pe, fiy € iz da equagao

caracteristica dada por:
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Daopt* + 4Dggp® + 2(D1g 4 2Dgs) > + 4D1gpt + Dyp = 0. (3.29)

Cuja validade é condigao para a existéncia de solugoes nao triviais da equacgao (3.28).

As raizes desta equagao, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sdo sempre complexas
para materiais homogéneos. As raizes complexas p1 = di + ey e ps = ds + esi sdo conheci-
das como parametros complexos de deflexao. Em geral, estas raizes sao diferentes ntimeros

complexos.

Uma expressao geral para a deflexao tem a forma:

1. no caso de parametros complexos diferentes (u1 # p2):

w = w, + 2Refw; (z1) + wa(22)]. (3.30)

2. no caso de parametros complexos iguais (p; = po):

w = w, + 2Refw; (z1) + Zwa(21)]. (3.31)

onde wy é uma solucdo particular da equagao (3.26) que depende da forga distribuida ¢ nas
superficies da placa, wi(z1) e wa(22) s@o fungoes analiticas arbitrarias de varidveis complexas

21 =T A Yy € z2 =T+ [2y.

Baseada nas equagoes (3.23) e (3.25), podem ser obtidas expressoes gerais para forgas

e momentos como (para o caso fi1 # fi):

my = my — 2Re[pw”(z1) 4+ paw”(22)],
m, = my— 2Re[qw” (z1) + e (22)],
May = my, — 2Re[riw”(21) + raw”(22)],
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Qr = q; — 2Re[u131w”’(21) + IU/QSQw,//(ZQ)],

q@ = qy—2Re[siw”(21) + spw" (22)]. (3.32)

0 0 0 0. 0% : =
onde my, m,, my,, ¢, € ¢, sao momentos e forcas cisalhantes correspondentes a fungao wo

calculada pelas equagoes (3.23) e (3.25). As outras constantes sao dadas por:

p1 = Dy + D12ﬂ% + 2D pu1, p2 = Di1 + D12M§ + 2Dq6 12,
q1 = Dia + Dagpi} + 2Dag iy, G2 = D1 + Dagpis + 2 Do i,
71 = Dig + Dogui} + 2Dgg i, pa = Dig + Dagpis + 2Dgg i,
Dll 2
51 = m + 3D16 + D12 + Dggpir + Dogpif, (3.33)
1
Dll 2
So = 7 + 3D + D1a + Dggpia + Daglis,
2
1 D2
S1—T=— Sg — T2 = —,
H1 H2
S§1+ 11 = —qii, So + T2 = —(qalis.

Expressoes similares podem ser obtidas para o caso isotrépico onde pu; = ps. Con-
tudo estas expressoes nao serao apresentadas neste trabalho e os exemplos isotréopicos serao

aproximados por materiais quasi-isotropicos.
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3.2 Calculo da resisténcia a flexao em uma direcao ar-
bitraria

Considerando que as constantes de rigidez a flexao de uma placa em um sistema de

coordenadas z, y, z sao dadas por D;;(i,j = 1,2,6) e em um sistema de coordenadas z’, /,

7' rotacionado « com respeito ao primeiro sistema de coordenadas, sao dados por ng(i, Jj =

1,2,6), as equacoes relacionando estas constantes, como mostrado por Lekhnitskii (1968),

sao dadas por:

D', = Diy cos® ¢ + 2(Dyy + 2Dgg) sin? ¢ cos® ¢ + Doy sin ¢ +

2(D1g cos® ¢ + Dog sin® ¢) sin 2¢, (3.34)
D), = Dyysin® ¢ + 2(Dyy + 2Dgg) sin? ¢ cos? ¢ + Doy cos® ¢ +

2(D1g sin? ¢ + Dag cos® ¢) sin 29, (3.35)
D'y = D1y + [Dyy + Doy — 2(Dyy + 2Dgg)] sin? ¢ cos? ¢ +

(Dag — D1g) cos 2¢ sin 2¢, (3.36)

Digg = D + [D11 + Doy — 2(D1a + 2Dgs)] sin® ¢ cos® ¢ +
(D26 - D16) COS 2¢ sin 2¢, (337)
1
Dig = §[D22 sin® ¢ — Dy cos® ¢ + (Dya + 2Dgg) cos 2] sin 2¢ +

D1 cos® ¢(cos® ¢ — 3sin® ¢) + Dyg sin® ¢(3 cos® ¢ — sin” ¢), (3.38)
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1
Dy = §[D22 cos® ¢ — Dyysin ¢ + (D12 + 2Dgg) cos 2¢)] sin 2¢ +
D1 sin® ¢(cos® ¢ — 3sin? @) + Dag cos® ¢(3 cos® ¢ — sin® ¢). (3.39)

As componentes de tensao o, e T,s, tensoes normal e cisalhante, respectivamente, estao

relacionadas com as tensoes o, 0, € Ty POI:

0, = 0ycos’a+ oy sin? o + 27,y sinacos a, (3.40)
Tos = (0, —0,)sinacosa + T,y (cos® a — sin® a). (3.41)

As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos z e y, podem
agora ser reescritas em um sistema de coordenadas genérico n, s (PATIVA, 1987). Os momentos

de flexao referentes as diregoes n e s sao dados por:

M, = mgcos®a+ my sin? o + 2my, sin ac cos (3.42)
Mps = (M, —my)sinacosa + my,(cos* a — sin® ). (3.43)

Similarmente, g, a forca cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:

¢nds = qzds cosa + qydssin o, (3.44)

ou

¢n = Gz COS + @y sina. (3.45)

Com o objetivo de resolver a equagao diferencial da placa dada por (3.26), é necessario
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a imposicao das condigoes de contorno para o deslocamento w e sua derivada g—g. Kirchhoff
(1850) mostrou que as condi¢oes de contorno da forga cisalhante ¢, e momento volvente m;,

podem ser escritas como uma tnica condi¢ao dada por:

OMp,s

0s

Vi, =qn+ (3.46)

Como apresentado em Timoshenko e Woinowski-Krieger (1959), a flexao de uma placa
nao ¢é alterada se as forcas horizontais que resultam no bindrio volvente m,d, agindo em
um elemento de comprimento dy de uma aresta sao substituidas por duas forcas verticais de
magnitude m,s e separadas por uma distancia ds. De tal forma que essa substituicao nao
altera a magnitude dos momentos volventes e produz somente mudancas locais na distri-
buicao de tensoes na aresta da placa, deixando a distribuicao de tensoes no restante da placa

inalterada.

A outra condicao de carregamento no contorno é o momento m,,.
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Capitulo 4

O Método dos Elementos de Contorno para

Flexao em Placas Anisotrépicas

Usando o teorema de Betti, podemos relacionar dois estados de tensao-deformacao de

um material linear como:

/amsmdQ /awa Q. (4.1)

Escrevendo o lado direito da equagao (4.1) na notagao de von Karman, temos:

/ €AY = / OEy + Oy, + 0., + TayVoy + TazVe, + Tyz’yyz) d§Q. (4.2)
Q

Desconsiderando as tensdes normais a superficie média da placa, a equagao (4.2) é

escrita como:

/QO'UE dQ) = / 0., + 0yE, +Tmy’)/zy) dS). (4.3)

Substituindo as equagoes (3.18) e (3.19) na equagao (4.3), podemos escrever o primeiro

termo da integral no lado direito da equagao (4.3) como:

O*w O*w 0*w
| oucian = | [/ (BH s+ By + 2By, ay> (z a:c?) dz] 0. (4.4)
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Integrando (4.4) ao longo da espessura da placa, temos:

0w 0w 0w
/O'IE dQ) = / (DH —|-D12a 5 +2Dlﬁaxa )W = —/ mma 2 (45)

Para obter as equagoes do método dos elementos de contorno, é necessario transformar
as integrais de dominio em integrais de contorno. Considere duas fungoes f(z) e g(z). A

derivada de seu produto pode ser escrita como:

Usando a propriedade de derivagao (4.6) na equacao (4.5), podemos escrever:

.0y 0 ow* ow* Om,,
/anexdﬂ = —/Q [&c (mx 5 ) - ] ds). (4.7)

Usando o teorema de Green, a equagao (4.7) pode ser escrita como:

ow™* Om,,
/ans dQ) = /m;E COS()édF+/ o On ds. (4.8)

Aplicando a propriedade de derivagao (4.6) no segundo termo do lado direito da equagao

(4.8), temos:

2
/O';mf dQ) = /mm oS adF—l—/ l <w*ag%> _w*aaﬂﬂ dsQ. (4.9)
€T X

Depois, usando o teorema de Green, podemos escrever:

* 2
/ O1E,dQ = / (—mxaw cosa + w* -Oma cos a) dl’ — / w* "mq Q. (4.10)
Q r Ox

ox 0x?

Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:
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* 2
/Qoy&:;dﬂ = /1“ (—mya(;; sina 4+ w* aaﬂ;y sin a) dl’ — /Qw* aa;r;de, (4.11)

/ * dQ) / m O’ cos m Ouw? sin o + «OMay sin a+
Tx = —My a— My mno—+ w 1
o = ey r Y oy Y Oz ox

oMy, o*m
g ar — [ 2w 40, 412
w By cosoz) 2w 920y (4.12)

Assim, a equagao (4.3) é escrita como:

/ ©dS) / Y osart sina+ " cosat
oijendQ = — My—— COS & + My ——— Sin & + Mgy —— Cos &
o 7Y r ox Y oy Y oy

mmyaau; Sinoz) dI’ —i—/rw* [(cosoza(;? + ag”;xy> <sinaa£y + ag?;;,)] dl’ —

*m *m ?m
* L)) =Y Y1 do. 4.1
/Qw ( 0x? + 0xdy * oy? )d (4.13)

Substituindo as equagoes (3.8) e (3.9) e usando a equagao (3.45), a equagao (4.13) pode

ser escrita como:

/ Uijgide = —/ My —— COS O + My —— SIN v + Mgy —— cos a+
¢ r O dy Jy

8 *
mxy% sinoz) dF+/Fw*qndF+/ng*dQ. (4.14)

Da relagao entre dois sistemas de coordenadas (x,y) e (n,s) temos:
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ow*  ow* ow*

= CcCos ¥ —

or  On s
ow*  oJw* . ow*
o~ on sin o + 5s S5 (4.15)

Substituindo as equagoes (4.15) na equagao (4.14) temos:

. ow* ow* .
/ O'ijEZ»de = —/ My COS v cos o — sino | +
Q r on

0s

. ow* . ow* ow* . ow*
my sin sin o + COS Qv | + Mgy COS sin o + cosa | +
on Js on s

Mgy SID 0 Y cosa— Ou sin « dF+/w*qndF+/ qw*dSQ. (4.16)
on 0s r Q

Depois de algumas manipulagoes algébricas, a equagao (4.16) pode ser reescrita como:

. ow* 5 g .
/Qaijside = —/F { o (mx cos” & + my, sin” o + 2my,, Sin & cos a) +

3811;* [mxy <C082 o — sin? a) + (my, — my) sin a cos 04} } dl’ +

/w*qndf+/ gw™dS. (4.17)
r Q
Substituindo as equagoes (3.42) e (3.43) na equagao (4.17) temos:
ow* ow*
i,fQ:_/ O 2wt ) dr / “dQ. 4.1
/Qajswd F(m 7 +m P qw)d + ngd (4.18)

Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equagao (4.18),
temos:
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r
? OMps

r Os

/ mns dF My W™ w*dl, (4.19)

I

onde I'y e I'y sao as coordenadas dos extremos do contorno onde a integragao estd sendo

realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a funcao que descreve a curva de
contorno e suas derivadas s@o continuas, o primeiro termo do lado direito da equagao (4.19)

desaparece. No caso onde ha cantos, a equagao (4.19) pode ser escrita como:

ow* Ne Oy
ns——dl = — > Row, — “dr, 4.20
/Fm 0s ; iWei r Os w ( )
onde
R, =m}, —my, (4.21)

e os termos w,,, m,, , M, sao, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos

depois e antes do canto ¢ da placa, N, é o nimero total de cantos no contorno (PAIVA, 1987).

Fator que diferencia as teorias de placas finas e placas espessas.

Das equagoes (4.18) e (4.20), podemos escrever:

* * aw* am'fls * e * *
/Qo-ijgide = /r (qnw — Mg - + 95 > dl’ + ;Rciww + /ng ). (4.22)

Das equagoes (4.22) e (3.46), temos:

/Q‘Tzﬁzng /(Vw mnaa )quLZRCIw +/gw (4.23)

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obtermos a equagao (4.23), o lado

esquerdo da equagao (4.1) pode ser escrito como:
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ow*
/%gwdQ /( o= )dF+ZR wcl+/g wdS. (4.24)

Substituindo as equagoes (4.23) e (4.24) na equagao (4.1), podemos escrever:

: dw* ]
/F<Vnw - >dF+ZRCzw + [ guran -
/ Viw —m;, Ow dF—i—ZR*w +/ g wdSQ. (4.25)
r "on “

A equacdo (4.25) relaciona dois estados de um material eldstico. Para aplicar esta
equagao para resolver problemas de flexao, precisamos considerar um dos estados como co-
nhecido e o outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equacao integral de

contorno, o estado conhecido ¢ ajustado para que a integral de dominio dada por:

/Qg*wdQ (4.26)

desapareca. Usando as propriedades da funcao delta de Dirac §( P, q), de forma que ¢g* = (P, q),

a integral (4.26) é escrita como:

| 8(P.Qu(P)aa(P) = w(Q). (4.27)

onde () é o ponto onde a carga ¢é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o ponto onde

a deflexao é observada, conhecido como ponto campo.

O estado correspondente a um material linear sob carregamento de uma fungao delta de
Dirac é conhecido como um estado fundamental e as varidveis da equagao (4.25) relacionadas a
este estado (w*,V,* e m};) s@o conhecidas como solugoes fundamentais, as quais sdo calculadas

analiticamente a partir da equagao diferencial (3.26).

Considerando o estado ”*”como o estado fundamental, a equacao (4.25) pode ser escrita

CO1Mo:
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K@+ [ Vi@ Pputr) - (0. ) 5P ar(e) + X R: @ () -

on P

Ne

[ [P @) - (P 5@, )| ar ey + 3Ry @) +

/Q g(PYw*(Q, P)dS. (4.28)

A constante K é introduzida para se considerar que a funcao delta de Dirac pode ser
aplicada no dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a funcao delta de Dirac ¢é aplicada

em um ponto onde o contorno ¢é suave, entdao K = 1/2.

Ow(P)
on ?

my(P), e forgas V,,(P). Para uma dada condi¢ao de contorno, algumas destas varidveis sao

momentos

As variaveis da equagao (4.28) sao deslocamentos w(P), rotagoes

conhecidas e outras desconhecidas. Para termos um ntmero de equacoes igual ao niimero de
variaveis desconhecidas, é necessario escrever a equagao integral correspondente a derivada
do deslocamento w(q) em relagdo ao sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de
origem, isto é, o ponto onde o delta de Dirac do estado fundamental é aplicado. As dire¢oes
dos eixos deste sistema de coordenadas sao coincidentes com as dire¢oes normal e a tangente

ao contorno no ponto de origem.

Para um caso particular onde o ponto fonte é localizado em um ponto onde o contorno é
suave, a equagao de contorno correspondente a derivada do deslocamento é dada por (PAIVA,
1987):

1 0w(Q) ov* om?, ow
570 [ |G PatP) = G, G arcp) +

> 05 @, P (P) - /F{V< >Zn1 QP =P | G| parte) +

P+ fotr

)ds2. (4.29)

ZR
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E importante dizer que é possivel usar apenas a equagao (4.28) em uma formulagao de
elementos de contorno usando como pontos fonte os nés do contorno e um numero igual de

pontos externo ao dominio do problema.

4.1 Solucoes fundamentais para problemas de flexao
em materiais anisotrdopicos

A solucao fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado fa-
zendo o termo nao-homogéneo da equagao diferencial (3.26) igual a uma forga concentrada

dada por uma funcao delta de Dirac §(Q, P), isto é:

AAw*(Q, P) = §(Q, P), (4.30)

onde AA(.) é o operador diferencial:

_Dud'() , Did'()  2ADi+2Du) 9'()
D22 81'4 D22 8333/ D22 8x28y2
(D 0'0)  9'(0)
Doy 0203 oy*

AA()

(4.31)

Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a solucao fundamental do deslocamento trans-

versal é dada por:

W (0.6) = S ACRi(p,0) + CoBa(p,0) + Csl51(0.0) — (o O]}, (432

onde

p=1[z—2,)"+ (y—yo)" (4.33)

x e y sao as coordenadas do ponto campo P, xg e yp sao as coordenadas do ponto fonte @),
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0 = arctan 222, (4.34)
T — T,

(di — do)® — (] — €3)

c, = e : (4.35)
~ (di—dg)?* + (e — €3)

Cy, = e, : (4.36)
_ 4(dy — dy)

G = (dy—dy)*+ (e1 +e2)?, (4.38)

H = (di—dy)” + (e1 — ea)?, (4.39)

d; e e; sao respectivamente as partes real e imagindaria das raizes p; da equagao caracteristica
(3.29).

R = p? [(cos& + d;sin0)* — €2 sin® 9} X

2
P : 2 2 .. 9
{log [a? ((COSQ +d;sinf)” + €7 sin 9)] — 3} _

e;sin @

_— 4.4
cosf + d;sin6’ (4.40)

4p*e; sin 0 (cos @ + d; sin 0) arctan

S; = p’e;sinf (cosf + d;sinf) x
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2
p V2 o2 a2
{log [@2 ((0059 + d;sin0)” + e; sin 9)] — 3} +

e;sind

¢ [(cos 0+ disind)” — e sin? 0] avctan =

(4.41)

O indice repetido 7 nos termos de R; e S; nao implicam em soma. O coeficiente a é

uma constante arbitraria tomada como a = 1.

As outras solugoes fundamentais sao dadas por:

2, 0% 2, % 2, %
0*w 0*w 8w>’ (4.42)

0xy MEE Oy?

R O?w* N O?w* N O?w*
c; - gl 81’2 ganay g3 ayg 9

Aw* PBw* PBw* 83w*> B

(4.43)

h h h
ox3 + 28w28y+ 38958@;2 + i oy3

1 *w* *w* *w*
— —_— . 4.44
R <h5 0x? *hs 0x0y i Oy? ) ( )

onde R ¢é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno I'. As demais constantes sao

definidas como:

fi = Duni +2Digngn, + Dign, (4.45)
fo = 2(Dygn’ + 2Dggngny + Dagns}), (4.46)
fs = Dianl + 2Dsgngny, + Dyyn?, (4.47)
g1 = (Diy — Dy1)cos Bsin 3 4 Dig(cos? 3 — sin? 3), (4.48)
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g3

hy

ho

hq

2(Dog — D) cos Bsin 3 + 2Dgg(cos® 3 — sin® 3),
(Dgy — D13) cos Bsin 3 + Dag(cos® 3 — sin? 3),
Dyyng (1 + nZ) + 2D16n2 - D12nxn32;7

4Dygny + Digny (1 +n2) + 4D66nz — DynZn, — 2Dggn,n?

Yy

4D26ny + Dlgnx(l + ni) + 4D66ni — Dggnxni — 2D16niny,
Daony (1 +n2) + 2Dggn? — Dian’n,,
(Dlg — Dll) COSs Qﬁ — 4D16 sin 2ﬁ,

2(D26 - D16) COS Qﬂ — 4D66 sin 26,

(D22 — D12> COS 25 — 4D26 sin 26,

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

e B é o angulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns

o qual tem seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao

contorno no ponto (). As derivadas da solucao fundamental do deslocamento transversal

podem ser expressas pela combinacao linear das derivadas das funcoes R; e S;. Por exemplo:

J*w* 1

0y? 87

0? Ry 0*Ry

9%S, B 0%8,
Oy? Oy? ’

As derivadas de R; e S; sao dadas por:

OR;
ox

2
= 2r(cosf +d;sinf) {log [7“2 ((cos@ + d;sin0)* + €2 sin? 9)] - 2} —
a
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4re; sin B arctan

e;sin @

cosf +d;sin6’

R; : :
r|d; (cost 4+ d;sinbf) — e sin¢| X
aay 2r |d 0 + d;sinf) — e?sinf
2
{log [22 ((COSH + d;sin)® + €2 sin? 9)] - 2} -
4re; (cos O + 2d; sin 0) arctan _ Gsind
‘ ! cosf +d;sin 6’
2p 2
8{951 2log { r [(0089 + d; sin 0)® + €2 sin® 9} }
O*R r?
- 2d;1 0+ d;sind 2sin? 6| § —
920y og { [(cos + d;sin ) + €2 sin } }
4e; arctan __Gsind
‘ cosO + d;sin6’
27 2
88;} (d2 —e; ) log { r [(cos 0 + d; sin0)* + €2 sin? 0} } —
e;sin 0
8d;e; arctan m,
PR, 4 (cosf + d; sin0)
dx? r [(cos 0 + d;sin)” + €2 sin? 0} 7
PR, 4 [d; (cos @ + d; sin ) + e? sin 0]
020y r [(cos 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9} ’
P R; 4[(d? — €?) cos O + (d? + €?) d; sin 0]
Oz dy? r [(cos@ + d;sin0)* + €2 sin 9}
DR, 4[d; (d? — 3e?) cos O + (d} — €}) sin 0]
oy? r [(cos 0 + d; sin 0)® + €2 sin «9} 7
'R, 4 { cos 6 + d; sin ) — e? sin’ 9}
Ozt 2 { + €Z sin® 8]27

r

(cos 0 + d;sin 0)* +
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(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)



O*R;
0x3dy

O*R;
0x20y?

O*R;
Oxoy?

'R,

0S;
ox

0S;

9%S;
0x?

0?S;
0xdy

4 d;
- +
72 { (cos @ + d; sinf)* + e2sin? 6
22 sin 0 cos 6
[(cos 0 + d; sin0)* + €2 sin’ 0} ’

4 { (d2 + ¢3)

72 ((cos 0 + d; sin0)* + €2 sin? 9)

(4.69)

2¢e? cos? 0 (4.70)
{(cos 0 + d;sin0)* + €2 sin® 9}2 ’

4 d; (d7 + €?) B
72 ((cos 0 + d; sin0)* + €2 sin? 9)

2¢? cos 6 (2d; cos 0 + (d? + e?) sin 0) } 7 (4.71)

{(cos 0+ d;sin0)* + €2 sin’ 9} ’
Y Y —
2 | (cosf + d;sinB)® + e?sin” 6
2¢? cos 0 [(3d? — €?) cos 0 + 2d; (d? + €?) sin 0]
. 2 2 .2 2 ’
[(cos 0 +d;sinf)” + €7 sin 0}

(4.72)

2
re; sin 6 {log [7“2 ((COSH + d; sin 0)2 + €7 sin? 9)] — 2} +
a

e; sin @

2 6 + d; sinf) arctan ————
r(cos @ + d; sin §) arctan 050 1 d s

(4.73)

2
re; (cosf + 2d; sin 6) {log [Z ((COS@ -+ d; sin 9)2 + e sin? 6)] B 2} n
a

e;sinf

2r {di (cos@ + d;sinf) — e sin 9] arctan w050 1 dsng’

(4.74)

e;sin @
2arctan ——— 4.75
AN s + d;sinf’ (4.75)

2
e;log { T [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 9] } +

a
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e;sin @

9

|

2d; arctan cosf +d;sin6’
20 2
%;; 2d;e; log { 22 [(cos 0 + d; sin 9)2 + e?sin? 9} } +
2 (d2 = 62) arctan _ Gsind
e cosf +d;sind’
83Si _ 2€i sin 0
03 r [(cos 0 + d;sinf)* + €2 sin? 9} ’
03, 2e; cos
0z20y r [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin’ 6’} ’
38, 2e; [2d; (cos 0 + d;sin @) — (d? — e?) sin )
0x0y? r [(cos 0 + d; sin 0)* + €2 sin® 9}
D3S; 2¢; [(3d? — e?) cos O + 2d; (d? + e?) sin ]
oy? r ((cos 0 + d; sin0)* + €2 sin? 9} ’
0*S; 4e; sin 6 (cos 0 + d; sin 6)
! 72 [(COS 0 + d; sin 0)® + €2 sin’ 0]2’
d'S; 2¢; { 1
930y 2 | (cos @ + d; sin ) + e? sin” 0
2cos 0 (cosf + d; sinf)
{(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 0}2 7
1S, _4eicost[d; (cos ) + d;sin6) + e sin 0]
Oz>0y? 72 {(cos 0 + d; sin 0)® + €2 sin’ 9} ’
s, 2 (d} + €7)
0xdy3 2 | (cos @ + d; sin 0)® + €2 sin” 0
2 (d? + e?) cos O (cos O + d; sin ) — 4e? cos® 0
[(cos 0 + d;sin)” + e? sin 9}
DS de { d; (& + €2)
oy’ 2 | (cosf + d;sinf)? + e?sin® 0
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(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)



cos 0 [d; (d — 3e?) cos 0 + (d} — e}) sin 0]

(4.86)
[(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 9} ’

Como pode ser visto, as derivadas de R; e S; apresentam singularidades fracas (logr),
singularidades fortes (1/7), e hipersingularidades (1/r%) que precisarao de uma atengao es-

pecial durante sua integracao.

4.2 Transformacao das integrais de dominio em inte-
grais de contorno para flexao em placas anisotrépicas

Como pode ser visto nas equagoes (4.28) e (4.29), ha integrais de dominio na formulagao
devido a carga distribuida no dominio. Estas integrais podem ser calculadas no dominio
por integracao direta na drea (2, (veja Figura 9). Contudo, a formulagao dos elementos
de contorno perde seu principal atrativo que é a discretizagao somente no contorno. Neste
trabalho, as integrais de dominio oriundas das cargas distribuidas sao transformadas em

integrais de contorno por uma transformagao exata.

Considere a placa da Figura 9, sob o carregamento g, aplicado em uma &rea €2,. As-
sumindo que o carregamento g tem uma distribuicdo linear (Az + By + C) na area g, a

integral de dominio pode ser escrita como:

/Q quw*dQ) = /Q (Az + By + C)w* pdpdb (4.87)

ou

/Q quw*dQ = //T(Ax + By + C)w*pdpdb, (4.88)
. 0 Jo

onde r € o valor de p em um ponto do contorno I'y.

Definindo F* como a seguinte integral:

F* = /T(Ax + By + C)w*pdp, (4.89)
0

20



podemos escrever:

/ qutdQ = / F*do. (4.90)
Qq 0

Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 14), a relacao entre o comprimento

do arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito como:

Figura 14: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.

do
cosa = —&, (4.91)
52
ou
o = %, (4.92)

r

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitarios n e r, indicados na

Figura 14, podemos escrever:

do = >Xar. (4.93)

r

Finalmente, substituindo a equagao (4.93) na equagao (4.90), a integral de dominio da

o1



equagao (4.28) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

F*
/ qutdQ = / ~ nrdl. (4.94)
Qq r, T
Sabendo que
x = pcosl (4.95)
e
y = psinb, (4.96)

a integral F™* pode ser escrita como:

r ]
F* = /0 g(Ap cosf + Bpsinf + C) [C1 Ry + CaRy + C5 (S1 — S2)] pdp,
(4.97)

onde C, Cy e C3 sdo dados pelas equagoes (4.35), (4.36) e (4.37), respectivamente. A equagao

(4.97) pode ser reescrita como:

s = 81{(ACOS(9+Bsine)/orpZ[ClRl+02R2+CS(51—52)]dp+

™

C/O P [01R1 + CQRQ + 03 (Sl — 52)] dp} . (498)

Seguindo um procedimento similar para obter a equagao (4.98), o termo de dominio da

equacao (4.29) pode ser escrito como:

ow*
Q g ony

dQ) = / G de, (4.99)
%

D2



onde

. 4 ow*
G —/0 (Az + By + C) o pdp (4.100)
ou
1 o [l 2R o
G* = o {(ACOSQ+BSH10)/ [C o, +028 o
051 95, OR; OR 951 95,
C(anl—amﬂd +C/ [Cl +0281 C(anl—anlﬂdp}.

(4.101)

Como pode ser visto, as equagoes (4.98) e (4.101) nado sao dependentes de #. Por

integracao analitica, podemos obter:

4

/ORz-pdp = 146{—16eiarctan

e;sind

w030 + dsing "m0 (cos+ d;sin ) —

[ r? (e? sin? 6 + (cos  + d; sin 9)2>
—7+ 2log 5 X
a
—1—d} + e} + (=14 d? — ¢} cos 20 — 2d; sin 20 } : (4.102)

—7+ 2log

72 (e? sin? 6 + (cos § + d; sin 9)2)]
X

a?

T 704
i = —{2
0 Sipdp 16 ¢

e;sind

in 0 0 + d;sin ) + 2 arctan ———
sin @ (cos @ + d; sin 0) + 2 arctan 050+ d s X

[1+d7 — €} + (1= d? + €] cos 20 + 2d; sin 20 } , (4.103)
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5

/ORindp = ;){—406iarctan

e;sin @

—— sinf 0+ d;sinf) —
cosO+ disingd (cos§ -+ dy sin )

—17+ 5log

r? (e? sin? @ + (cos § + d; sin 9)2)]
X
P

—1— di +eF + (—1 +dF — e?) cos 20 — 2d; sin 20} } : (4.104)

—17+5log

r? (ef sin® @ + (cos + d; sin 8)2) ]
X
o2

“Sptdp =
i = =92
/0 PP = 5\

i $in 0
sin @ (cos @ + d; sin 0) + 5 arctan ci 5

_— X
cosf + d;sinf

[1+d? — e+ (1= d? + ) cos 20 + 2d; sin 20 } : (4.105)
T OR; 2r3 e;sinf
dp = —— { —6e; arctan ——————— si
0 amp P 9 { G are ancos@+disin981n6+
r? (ef sin? 0 + (cos @ + d; sin 9)2)
—8 + 3log 5 (cos + d;sinb) (4.106)
a
r OR; 2r3 e; sin 6
dp = —— {—6e; arctan ——— 2d; si
; aypp 3 { €; arc ancos@—i—disine(cose—i_ d;sinf) +

r? (ef sin?§ + (cos @ + d; sin 9)2)
3

—8 4 3log
a

{dicosﬁ—i- (df - e?) Sin@}}a

(4.107)
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r 9S8 3 72 (€2 sin? @ + (cos 6 + d; sin §)”
95 pdp = Ple|-8+3 log ( ( ) ) sin 6+
0o Ox 9 a?
6 arctan __Gsinb (cos @ + d;sinf) (4.108)
cos0 + d; sin 6 ‘ ’ '

—8+ 3log 5
a

0 8ypp ~ 9

r? (e? sin? @ + (cos @ + d; sin 9)2)]
X

e;sin @

6 + 2d;sinf) — 6 arctan ——————
(cosf + 2d;sin ) arctan ——" T smnd

{di cos 0 + (df — e?) sin 9} } ,

(4.100)
" OR; , r e; sin 6 )
—p°dp = —{ —4de;arctan —————— sin 6
/0 8xp P 4 { € are ancos@—l—disinesm +
r? (ef sin? 0 + (cos § + d; sin 9)2)
—5+ 2log 5 (cosf +d;sinb) (4.110)
a
" OR; rd e; sinf _
dp = — (—4e;arctan ——— 0 + 2d;sin 0
; ayp 0 4{ ezarcancose+disin0(cos + 2d;sin6) +
r? (€2 sin® 0 + (cos O + d; sin §)”
—5+ 2log ( ( 5 ) ) [dicosé’nL (d?—ef) sin&] ,
a
(4.111)

r? (e? sin? 6 + (cos § + d; sin 6’)2)

a?

T(?SZ 9 rd

] sinf +

95



e;sin @ )
4 —_— ; 4.112
arctan 050+ dsind (cos @ + d; sin 9)} , ( )

-5+ 2log 5
a

r? (e? sin® @ + (cos 6 + d; sin 6’)2)]

"8&2 o rd
|, Gyl = 8{

(cosf + 2d; sin 6) + 4 arctan

cos@ei—iiz-esine {di cos + (df = ef) sin@}} :

(4.113)

Embora neste trabalho as cargas de dominio sao consideradas como uniformemente
distribuidas ou linearmente distribuidas, o procedimento apresentado nesta se¢ao pode ser

estendido para outras cargas de ordem superior.

4.3 Elementos Quadraticos

Como enfatizado por Kane (1994), o passo fundamental para o desenvolvimento do
método dos elementos de contorno é o abandono da aspiracao por uma solucao exata do pro-
blema. Este requisito é substituido por outra estratégia: encontrar uma solucao aproximada
de alta qualidade em um nimero finito de pontos no contorno do problema, os nds. Assim,
visando aumentar a convergéncia dos resultados para a formulacao apresentada aqui, foram
implementados os elementos quadraticos, os quais sao os mais simples capazes de representar
qualquer contorno curvo. Como a formulacao tem integrais com integrandos singulares, estas
integrais precisam ser calculadas no sentido de Cauchy, no caso de singularidades fortes, ou
no sentido de Hadamard, no caso de hipersingularidades. A integracao no sentido de Hada-
mard requer a continuidade de Holder nos nés. Devido a esse fato, os elementos descontinuos
sao fortemente indicados. Neste trabalho sao usados os elementos quadraticos descontinuos
para representar os elementos fisicos e os elementos quadraticos continuos para representar

os elementos geométricos.

Nos elementos quadraticos os deslocamentos e forcas podem ser representados como:
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w NP o NP0 NP0 w®
w (T 0 ND 9 N® o N® (4.114)
on d d d

{vn }:[Ny o NP o NP o0 ] V@ (4115)

o N o NP 0o NP

Nos elementos quadraticos descontinuos os nés sao colocados em & = —2/3, £ = 0
e & = +2/3, como mostrado na Figura 15. A equagao de interpola¢do quadrética para
a geometria mostrada pode ser derivada pela determinacao dos coeficientes da expressao

quadratica:

Assim:

Ng= A&+ BE+C (4.116)

Substituindo os valores de £ correspondentes aos nés na equagao (4.116), temos:

NP 4/9 —2/3 11 A
N» b =0 0 1|4B (4.117)
N 4/9 +2/3 1] | C

Resolvendo o sistema linear (4.117) chegamos as fungoes de interpolagao ou fungoes de

forma para estes elementos dadas por:
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Elemento
Real

Coordenada Isoparamétrtica

2 3
o P o
1 -2/ 0 273 1 &

Elemento Intrinseco

Figura 15: Elemento quadratico descontinuo.

N = 5(25_2); (4.118)
7 = (39039 o
N 5(2“2)‘ (4.120)

onde £ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 15).

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadratica e é represen-

tada por coordenadas nodais na forma:

o8



) NP0 NP0 NP0 zy” 4.121
o NO 0o N® o NO || 2! (4.121)

i) c

NO = ;é(f—l); (4.122)
N = (1-¢); (4.123)
N® = ;§(§+1). (4.124)

4.4 Equacao matricial

Com o objetivo de calcular as variaveis de contorno desconhecidas, o contorno I' é
discretizado em N, elementos curvos e as varidveis de contorno w, dw/dn, m, e V, sao
assumidas com uma variagao quadratica ao longo de cada elemento. Tomando um né d como

o ponto fonte, as equagoes (4.28) e (4.29) podem ser escritas na forma matricial como:

Y

dw (5,1)
K (i,d) 2 (id) 7 (5,d) 7 (id) ¢ (id) 7 (ind o
1 pyo | [ ms g i hig” | ] w®™ ]
5 id id id id id id w (4,2) o
2 = B R R S Uy i G el
ony w(@3)

dw (4,3)
on
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Ne

i=1

(id) (id)

i,d i,d
[ 9%1 ) 9%2 ) 913

921 922 923

L 1) (s

i,d i
956 ) ] Vn( 2)
926

Véi,l)
mied)
(4,d) m(:2)

VTfi,3)

g

, P
} P

Os termos da equagao (4.125) sao integrais dadas por:

1d)

zd)

1d)

(1d

i,d
hg:& ) =

i,d
h§5 ) =

i.d
9%1 )

i,d
9§3 )=

i,d
9%5 ) =

/ NOV#r,
/ NOV*ar,
/ NOV*r,
/ No Vi r
n
/ N@ Vi
T; ong
/N(g)(?V;dF’
T, ony
_ / NOy*dr,
r;

_ / N@y#dr,
I

/ N®y*dr,
r;

5= [ oS,
(= [ vl

916—/Naw

- / NOgxdr,
r;

— / N@par,
r;

- / N®mzdr,
r;

N ”dF
/ (9711

_/ N@)%dp
I ony

— /N M gp.

8n1

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)



ci)

R{" =R,

ci)

9 :/gw*dQ
)

sendo o contorno I' dado por:

onde N, é o nimero de elementos.

9’ = / e ailag;ndr
9’ = / Ne ail ag;ndr
9" = / e ailag:zndr
& = 5o,

RED = S

P / a—nldQ.
Ne

r=>Sr,

e=1

(4.135)

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equagao (4.125) requer o uso

do Jacobiano ja que as fungoes de forma sao expressas em termos da coordenada adimensional

mas as integrais sao resolvidas ao longo do contorno I'.. O Jacobiano desta transformacao é

dado por:

J(ﬁ)zJ(

Assim:

dr\*  (dw,\?  dl.
) "\a) T @

dFe = ‘](g)dg

(4.142)

(4.143)

A equagao matricial (4.125) tem duas equagoes e 6N+ N, varidveis desconhecidas. Para
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se obter um sistema linear solucionavel, o ponto fonte é colocado sucessivamente em cada no
do contorno (d = 1,...,6N,) bem como em cada né de canto (d = 6N, 4+ 1,...,6N, + N,). E
importante notar que enquanto ambas as equagoes, (4.28) e (4.29), sao usadas para cada né
de contorno (fornecendo as primeiras 6N, equagoes), somente a equacao (4.28) é usada para

cada canto (fornecendo outras N, equagoes). Entao, a seguinte equagao matricial é obtida:

H R Whn, G C
H” R W, - (el el

onde wy,, contém o deslocamento transversal e a rotagao de cada né de contorno, Vy,, contém

{ Vin V. }+{ 1;”” } (4.144)

[

a forca cisalhante e o momento torsor de cada né de contorno, Py, contém a integral de
dominio para cada né de contorno, w,. contém o deslocamento transversal de cada canto, V.
contém a reacao de canto para cada canto, P, contém a integral de dominio para cada canto.
Os termos H', C’, R’ e G’ sdo matrizes que contém os respectivos termos da equagao (4.125)
escritos para os N, nés de contorno. Os termos H', C', R” e G” sdo matrizes que contém

o0s respectivos primeiros termos lineares da equagao (4.125) escrita para os IV, cantos.

A equagao (4.144) pode ser reescrita como:

Hw =GV + P (4.145)
onde
H R
H-= (4.146)
H// R//
W= { Wen } (4.147)
We
G C
G= (4.148)
G_// C//
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V= (4.149)
V.
Py,

p={ " (4.150)
P,

Aplicando as condigoes de contorno, a equagao (4.144) pode ser rearranjada como:

Ax=Db (4.151)

que pode ser resolvida pelo procedimento padrao para sistemas lineares.

4.5 Tensoes em Placas Compésitas Laminadas

As laminas fabricadas em material compésito formado por fibras unidirecionais apre-
sentam um comportamento anisotrépico bem definido, cujas propriedades variam com as
dire¢gbes porém permanecem constantes em cada direcao. Assim a resisténcia na direcao
longitudinal as fibras serd a mesma por toda a lamina, bem como a resisténcia na direcao
perpendicular as fibras e na direcao normal a lamina. Essa caracteristica permite que o fabri-
cante tenha controle sobre as propriedades da lamina através de poucas variaveis. Quando
varias laminas unidirecionais sao unidas para formar um laminado, além do surgimento de
outras variaveis, como o nimero de laminas e o angulo das fibras de cada lamina, observa-se

que o comportamento elastico de cada lamina é distinto das outras.

4.5.1 Tensao e deformacao de placas compoésitas laminadas

Os laminados sao fabricados para agir como um elemento estrutural inico. Para atender
a essa condicao, a uniao entre duas laminas do laminado deve ser infinitesimalmente fina e
nao deformavel por cisalhamento para que o deslizamento de umas laminas sobre outras seja
evitado, e para permitir o deslocamento continuo ao longo da unido (AGARWAL; BROUTMAN,
1990). Assim pode-se considerar que as deformagoes sao continuas ao longo da espessura.

Contudo, como cada lamina é feita de um material, as tensoes apresentam descontinuidades
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ao longo das interfaces do laminado, como mostrado na Figura (16).

I/ \
ho Py
1
yv o 0Xx _ __|_ Ex Ox
A A > >
h;
h3 Y
v
L/ : L

Figura 16: Variagao da deformacao e da tensao em um laminado hipotético

Nas placas de Kirchhoff, as deformacoes dadas pelas equagoes (3.18) dependem da

derivada de segunda ordem dos deslocamentos dadas por:

e S’Sff” = /F OV (9, Pyu(P) - 8 (PW +ZaaR; (Q, P)w,,(P) —

[ e 2 q.p) - <§8ﬂwﬂ P+ Y R(P QP +

/Qg( )(92 *(Q P)dS (4.152)

[ e @n <m§§}@mhw> gau#?ﬁ@>+
82 *
/Qg( ) (Q P)d$ (4.153)
Pu@ _ [V Py ) (P) S R
oxoy /r_axay(Q’P)w( )~ eay (. P) on 1@ +;3x8y @, P)we(P)
[ P @2 = (P2 . ) ) + X P S ) +
r Oxoy "’ Ondxoy =Y T 9xdy




[, 9(P) 55 (@, P (4.154

onde as segundas derivadas das solugoes fundamentais sao dadas por:

0x? Kl

Pw(p,0) 1 [, ®Ri(p,6) . 0*Ra(p,0) 025,(p,0)  0°Sa(p,0)
g =g O T e G | e - , (4.155)

sendo que Cy, Cy e C3 sao dados pelas equagoes (4.35), (4.36) e (4.37), respectivamente; p é
dado pela equacao (4.33) e 6 é dado pela equacao (4.34).

As outras derivadas da solucao fundamental sao dadas por:

8;2127*1 - _ (f1 8;;* + fo ;::%; + /3 ai?;;) (4.156)
8252; _ <g1 (‘9;;11* + g2 ;;;g; + g3 aiig;) , (4.157)
R )

(o e ). oE

As derivadas para y e xy sao dadas por procedimentos similares. Todas as derivadas das
solugoes fundamentais do deslocamento transversal w podem ser expressas pela combinacao
linear das derivadas de R; e S;. Todas as derivadas de R; e S; até a 4* ordem sao dadas pelas

equagoes de (4.60) até (4.86). As derivadas de 5* ordem sao dadas por:

PR,  8(cost +d;sinb) {COS2 0+ (ali2 — 3ei2> sin? 0 + d; sin 29}
ox® R3 [cos2 0 + (di2 + 62'2) sin? @ + d, sin 20}3

(4.159)
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R, 3 { d;cos®0 + 3 (df + 622) sin 6 cos? 0

Ox*dy R? [0052 0 + (di2 + eﬂ) sin? § + d; sin 20} 3
3d; (di2 + eﬁ) sin® f cos 0 + (di4 — e/‘) sin®
+ 3 (4.160)
{COS2 0 + (di2 + eﬂ) sin? f + d; sin 29]
PR 8 (di2 — ef) cos® 0 + 3d; (di2 + ef) sin 0 cos? 6
dr30y? RS [Cos2 0 + (df + eﬂ) sin? § + d; sin 29}3
3 (di2 + 622)2 sin? @ cos 0 + d; (di2 + 612)2 sin®
+ ; (4.161)
[cos2 0+ (di2 + 61'2) sin? 0 + d, sin 29}
PR 8 d; (di2 — Sef) cos® 0 + 3 (di4 — ei4) sin 6 cos? 0+
0x20y*  R® [0052 0 + (di2 + eﬂ) sin? f + d; sin 29}3
3dz (dzg + €i2)2 Sirl2 0 cosb + <d22 + 6,‘2)3 sin3 0
+ 3 (4.162)
[COS2 0+ (diQ + eﬂ) sin? § + d; sin 29}
PR 8 (di4 — 6e;2d;® + ei4> cos® 0 + 3d; (di4 —2¢.2d% — 361'4) sin 6 cos? 9+
dxdy*  R® [cos2 0+ (diQ + eiz) sin? 0 + d; sin 20}3
+3 (di2 — 61'2) <di2 + ei2)2 sin? 0 cos 0 + d; (df + :ﬂ)g sin® 6 (4163
{COSQ 0+ (di2 + eﬂ) sin? # + d; sin 29]
PR 8 d; (df‘ — 10e;2d;* + 5ez~4) cos>f + 3 (diG — be;2d;t — berd? + €¢6> sin @ cos? 9+
oy R3 [COSQ 0+ (di2 + 61‘2) sin? 0 + d, sin 26} ’

3d,; (diQ — 36;) (diQ + ei2)2 sin? f cos 0 + (diQ - ef) (3dl2 + 612)3 sin® 0 (4.164)
[0052 0 + (di2 + eﬂ) sin? f + d; sin 29]

66



S, 4ei sin 0 [—3 cos? 0 — 6di sin 6 cos 0 + (ei2 — 3di2) sin? 0}

or° R3 {COSQ 0+ (di2 + ei2> sin? 0 4 di sin 26}3 (4165)
S, B 4e; [cos?’ 0—3 (diQ + ef) sin? 0 cos 0 — 2d; (di2 + eiz) sin® «9} (4.166)
Oxtdy R3 [cos2 0+ (di2 + 61'2) sin? @ + d; sin 28}3 '
o8, de; [2di cos>f + 3 (diQ + 62-2) sin 6 cos? 6 — (diz + 612)2 sin® 0}
Ox30y? - R3 [(:os2 0+ (df + eiz) sin? § + d; sin 20}3 (4.167)
o°S;  dejcosf (3611'2 - €i2) cos? 0 N
Ox20y> R? {cos2 0+ (diQ + eﬁ) sin? 0 + d; sin 29}3
3 (di2 + eiz) sin 6 [Qdi cosf + (diQ + ef) s;n 9} (4.168)
[COSQ 0+ (df + eﬂ) sin? @ + d; sin 29}
’S de; 4d;(d; — e;)(d; + ;) cos® 0 + 3 (3d¢2 — eﬂ) (di2 + 61-2> sin 6 cos? 9+
dxdy* — R? [cos2 0+ (ali2 + eﬂ) sin? f + d; sin 29]3
6d; (df + 62'2)2 sin @ cos 0 + (df + ei2)3 sin® 6
+ - (4.169)
[0052 0+ (diz + eﬂ) sin? § + d; sin 26}

5d 4 10e2d? + ei ) cos® 0 + 12d; (d/1 — ei4> sin 6 cos? @

C0829+ d +e,)sm20—|—disin20}3

3 (612 ) (d +e; ) sin? 0 cos 0 + 2d; (df + 612)3 sin®
. (4.170)
[cos2 0+ (d + eﬂ) sin? f + d; sin 29}

O 1ltimo termo da equagao (4.152) pode ser transformado de uma integral de dominio
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para uma integral de contorno, seguindo um processo similar ao procedimento mostrado na

secao 4.2. Entao:

O*w*
40 = / H*df, 4171
/Qg I B2 0 ( )
onde
. r aQw*
H = / (Az + By + C) = pdp (4.172)
0 0x?
ou

. 1 . T 82R1 82R2 8251 8252
H" = 87T{(ACOSQ—i—Bst)/ p [Cl 927 + s 927 + (s 9 Og? dp+
r O*R O*R %Sy 9*S
+C/0 plc1 5 Oy +03<8:1:21 - azjﬂdp} (4.173)

As integrais das segundas derivadas de R; e S; que aparecem na equacao (4.173), tanto

as multiplicadas por p quanto por p?, podem ser resolvidas analiticamente e sao dadas por:

Or E);iipdp _ 2 {log [7’2 (€;%sin 62 + (;32089 + d; sin 9)2)] B 1} (4.174)
0 %2;23 Pdp — grg {310g [7’2 (e;%sin 6% + (;;)SG + d; sin 9)2)] B 2} (4.175)
/ O P p = r’arctan Losgzjlzime] (4.176)
s aax Fip = 37 aetan [9+29nf)1 (4.177)

a

. o2p 2,2 02 )2
0*R; 1o — T2{(di2—e,~2) [log<r (e;*sin6? + (cos @ + d; sin 0) ))_1]_
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e;sin 6
—4d.e; -1y T 4.1
die; tan lcos@ T4, sin&] } (4.178)

r O?R; 2 4 , 9 r? (e;2sin 6% + (cos 6 + d; sin 6)?)
; ay2,0 Po= 5" (di —ei) 3log 2 —2| -
sin
—12d;e;tan ! |— 0T 4.1
icitan [0089+disin9 (4.179)
r 925, ) 5 o e;sin
0 Oy pdp = r {(dl —€; )arctan 050 1 dsind +
20,20 02 ain )2
e, [log (7’ (e sin 6% + (C;)S@-Fdz sin 6) )) B 1]} (4.180)
a
r9%S; , 2, 5 o e;sinf
0 6y2p p= 9" 3(di —e,-)arctan cos @ + d; sin 6 +
20,20 02 ain )2
e, [SIOg (r (e;2sin 6% + (020594-(11 sin 6) )) B 2]} (4.181)
a
r O*R; ) 72 (e;% sin 62 + (cos 0 + d; sin 6)?)
: &anpdp = r {di llog( 2 —1| -
e;sinf
—2¢;tan " | ———— 4.182
¢i tan [cos@—i—disinﬁl} (4.182)
r PR 2 4 1 e;sinf
= = jtan " | ———————
0 8I8yp 9r Ge; tan cosf + d; sin 6 +
2 (e2 sin 62 0 + d; sin 0)?
. [2—310g (r (e;2sin +(;:;)s + d; sin 6) ))]} (4.183)
r 9%S; ) e; sin @
0 0$8ypd'0 -9 {Qdi arctan [cos@%—di sin@]
20,20 P2 ain )2
e, [log (r (e sin 0% + (c;)se—i-dl sin 6) )) B 1]} (4.184)
a
r 925, 1 e;sinf
Lotdp = =r3!6d; arct e
0 8x8yp P 9" {6 aretat [cos&—i—disin@]
20,20 P2 ain )2
e, [310g <r (€;*sin 6 +(C;)sﬁ+dlsm9) )) _21} (4.185)
a

As tensoes sao entao calculadas usando o procedimento apresentado na se¢ao 2.1.3, pela
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equagao (2.11).
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Capitulo 5

Resultados

Sao apresentados a seguir alguns resultados obtidos com as rotinas implementadas.
Esses resultados sao comparados com resultados classicos e presentes na literatura de forma

a validar a implementagao.

Foram encontradas equacoes analiticas para o calculo do deslocamento maximo e mo-
mentos maximos para alguns casos de carregamento em placas isotropicas, porém, mesmo as
tensoes maximas nessas placas sao resultados raros e, para placas anisotropicas, praticamente

mexistentes.

Assim, foram estudados alguns casos de placas isotrépicas aproximadas pela simulacao

de placas quase-isotrépicas.

5.1 Viga Engastada-Livre

O caso da viga engastada-livre foi utilizado como uma primeira verificacao dos resul-
tados obtidos pelo programa. Apesar de tratar-se basicamente de um caso de carregamento
unidimensional, pode-se constatar que tanto os deslocamentos como as tensoes em diferentes

pontos da placa concordam com os resultados analiticos.

Para esta simulagao algumas consideracoes foram feitas, de forma a aproximar a sim-

plicidade do modelo analitico:

e A razao de Poisson foi definida como zero, buscando eliminar a influéncia da largura
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da placa nos resultados.

e Os pontos internos analisados foram colocados no eixo longitudinal central da placa.

O deslocamento w, a uma determinada distancia do engaste, foi calculado por:

_ 4 2,2 3 4
W= T (6L x* —4Lx —i—x) (5.1)

E a tensao na direcao x o, nesse ponto por:

Myt
ot 5.2
0z = 7 (5.2)
onde M, é dado por:
_ L2 a2
M, = q2 +qlLx — gx (5.3)

Figura 17: Viga engastada-livre sob for¢ca uniformemente distribuida.

Usando os valores de L =1, b=1,t =0.01, E =1 e g = —2.25 x 1077 nas equacoes
(5.1), (5.2) e (5.3), conforme mostrado na Figura 17, foram obtidos os seguintes resultados

apresentados na tabela 1:
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Distancia | Wanatitico | Wnumerico | €170 | Ogy i | Og 0| €TTO
do Engaste | [x100] | [x100] (%] | [x100] [x100] | [%]
0.05 0.16 0.16 0.000 -0.61 -0.61 0.00
0.10 0.63 0.63 0.000 -0.51 -0.51 0.00
0.20 2.36 2.36 0.000 -0.43 -0.43 0.00
0.30 4.95 4.95 0.000 -0.33 -0.33 0.00
0.40 8.21 8.20 0.000 -0.24 -0.24 0.00
0.50 11.95 11.94 0.120 -0.17 -0.17 0.00
0.60 16.04 16.02 0.080 -0.11 -0.11 0.00
0.70 20.34 20.32 0.001 -0.06 -0.06 0.00
0.80 24.77 24.74 0.001 -0.03 -0.03 0.00
0.90 29.25 29.22 0.001 -0.01 -0.01 0.00
0.95 31.50 31.47 0.001 -0.00 -0.00 0.00

Tabela 1: Deformacoes e Tensoes na Viga em Balanco.

Na simulacao numérica foram usados, além dos valores acima, E;, = 1, Er = 1.0001 e

Grr = z(ij) = (.5, aplicados em como uma lamina unidirecional quasi-isotrépica.

Os resultados mostram uma boa concordancia entre os resultados, tanto para os va-
lores do deslocamento quanto para os valores da tensao. O erro maximo observado para o

deslocamento foi de 0.095% enquanto que os valores das tensoes se ajustaram perfeitamente.

5.2 Placas sob diversas condicoes de carregamento e
apoio

Os exemplos seguintes, apresentados por Timoshenko e Woinowski-Krieger (1959), re-
presentam placas quadradas sob diversas condigoes de carregamento e apoio. Na maior parte
dos casos somente sao calculados os momentos M, e M, no ponto central das placas. Para
todos os casos foram utilizadas as propriedades aproximadas de um ago estrutural comum,
o ASTM A-285-C, e as simulagoes numéricas foram realizadas considerando um material
quasi-isotrépico com as seguintes propriedades: Ej = 210 x 10°, Er = 210.1 x 10°, v = 0.3

e Grr = gty = 80.77 x 10°.
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1.0m

Figura 18: Placa quadrada simplemente apoiada nos quatro lados sob carga uniformemente
distribuida.

A

5.2.1 Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob
carga uniformemente distribuida

Somente para este caso Timoshenko e Woinowski-Krieger (1959) apresentam as solugoes
para cinco pontos a partir do ponto central, quais sejam: 0.5a, 0.4a, 0.3a, 0.2a e 0.1a, que

nas tabelas estao representados pela letras de ”a”a ”e”, respectivamente.

Neste caso foram realizadas simulacoes variando-se o nimero de elementos por lado

para a verificagdo da convergeéncia.
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Tabela 2: Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob carga uniformemente
distribuida (1 elemento por lado).

N6 [ME XQNOJ VV[”” XQOOJ Erro {My XQIOOJ {My XJOOJ Erro
qa qa qa qa
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%]
a 4.79 4.98 3.92 4.79 4.98 4.01
b 4.59 4.77 3.84 4.66 4.86 4.40
C 4.00 4.13 3.32 4.24 4.47 5.45
d 3.03 3.06 1.02 3.43 3.68 7.38
e 1.68 1.03 38.62 2.09 2.07 0.97

distribuida (3 elementos por lado).

Tabela 3: Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob carga uniformemente

N6 {M’” XQOOJ {M” XQIOOJ Erro {My XQOOJ {My XQOOJ Erro
qa qa qa qa
interno | analitico | numérico | [%)] | analitico | numérico | [%]
a 4.79 4.81 0.48 4.79 4.82 0.53
b 4.59 4.61 0.53 4.66 4.69 0.57
c 4.00 4.02 0.50 4.24 4.27 0.67
d 3.03 3.04 0.23 3.43 3.47 1.02
e 1.68 1.68 0.12 2.09 2.11 1.17

distribuida (5 elementos por lado).

Tabela 4: Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob carga uniformemente

N6 {Mz X wOJ {Mz x 100J Erro {My X 100J {My x 100J Erro
qa? qa? qa? qa?
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%)]
a 4.79 4.80 0.15 4.79 4.80 0.19
b 4.59 4.60 0.21 4.66 4.67 0.19
c 4.00 4.01 0.21 4.24 4.25 0.20
d 3.03 3.03 0.04 3.43 3.44 0.42
e 1.68 1.68 0.28 2.09 2.10 0.46

distribuida (7 elementos por lado).

Tabela 5: Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob carga uniformemente

N6 {Mr XZ}OOJ {Mz XQOOJ Erro {My XJOOJ {My XQIOOJ Erro
qa qa qa qa
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%]
a 4.79 4.79 0.06 4.79 4.80 0.10
b 4.59 4.60 0.12 4.66 4.66 0.09
C 4.00 4.01 0.14 4.24 4.24 0.07
d 3.03 3.03 0.01 3.43 3.44 0.26
e 1.68 1.68 0.26 2.09 2.10 0.28
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5.2.2 Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e com os ou-
tros lados engastados sob carga uniformemente distribuida

q

1.0 m
|

|
1.0 m

Figura 19: Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e com os outros lados engastados
sob carga uniformemente distribuida.

A

Tabela 6: Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e com os outros lados engastados
sob carga uniformemente distribuida.

N6 {Mz;glOOJ {MZZQIOOJ Erro {MzzgooJ {MZZ;OOJ Frro
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%]
C 2.44 2.44 0.05 3.32 3.33 0.24
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5.2.3 Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e com os ou-
tros lados engastados sob carga hidrostatica

4

1.0 m
|

|
1.0m

A

Figura 20: Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e com os outros lados engastados
sob carga uniformemente hidrostatica.

Tabela 7: Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e com os outros lados engastados
sob carga uniformemente hidrostatica.

N6 {szlooJ {MEXNOJ Erro {MyxlooJ {MyxlooJ Erro
qa? qa? qa? qa?
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%)]
C 1.30 1.22 6.20 1.70 1.66 2.12
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5.2.4 Placa quadrada apoiada em trés lados opostos e com um
lado engastado sob carga uniformemente distribuida

q

1.0 m
|

|
1.0 m

Figura 21: Placa quadrada apoiada em trés lados opostos e com um lado engastado sob
carga uniformemente distribuida.

A

Tabela 8: Placa quadrada apoiada em trés lados opostos e com um lado engastado sob
carga uniformemente distribuida.

N6 {szwoJ {szwoJ Erro {MyxlooJ {MyXIOOJ Erro
qa? qa? qa? qa?
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%]
C 3.40 3.39 0.36 3.90 3.92 0.59
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5.2.5 Placa quadrada apoiada em trés lados opostos e com um
lado engastado sob carga hidrostatica

N

AV
T

1.0m
|

N N N NN

|
1.0m

A

Figura 22: Placa quadrada apoiada em trés lados opostos e com um lado engastado sob
carga hidrostatica.

Tabela 9: Placa quadrada apoiada em trés lados opostos e com um lado engastado sob
carga hidrostatica.

. M, x100] | [ Myx100 M, X1007 | [ M, x100
N6 { q22 J { q22 J Erro { qa® J { qa* J Erro
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%)]
C 1.60 1.69 0.87 1.90 1.96 3.24
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5.2.6 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-
formemente distribuida

1.0 m

1.0 m

»
rl

Figura 23: Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uniformemente distribuida.

A

Este caso pode ser usado como modelo para um fundo plano de tanque de armazena-
mento de fluido ou graos apoiado em vigas de enrijecimento. Cada vao livre entre vigas pode
ser considerado como uma placa engastada nos quatro lados. A coluna de fluido produz uma

caraga uniforme e distribuida sobre toda a superficie da placa.

Tabela 10: Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uniformemente

distribuida.
N T | ] o | [0 | [P [
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%)]
C 2.31 2.29 0.86 2.31 2.29 0.82
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5.2.7 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga hi-
drostatica

1.0m

N N N

1.0 m

»
rl

Figura 24: Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga hidrostatica.

A

Este caso pode ser usado como modelo para as paredes laterais enrijecidas de silos ou
tanques retangulares para fluidos ou graos. As placas de fechamento estarao sujeitas a carga

hidrostatica e, devido a simetria, podem ser consideradas como engastadas nos quatro lados.

Tabela 11: Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga hidrostatica.

NG | 2] [ | [ | [ [ i
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%]
C 1.15 1.15 0.43 1.15 1.15 0.39
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5.2.8 Placa quadrada engastada em trés lados e um lado livre sob
carga uniformemente distribuida

Neste caso excepcionalmente Timoshenko e Woinowski-Krieger (1959) utiliza v = 1/6.

1.0 m

1.0 m

A

Figura 25: Placa quadrada engastada em trés lados e com um lado livre sob carga
uniformemente distribuida.

Tabela 12: Placa quadrada engastada em trés lados e com um lado livre sob carga
uniformemente distribuida.

N6 {Mz;glOOJ {MZZQIOOJ Erro {MzzgooJ {MZZ;OOJ Frro
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%]
C 1.38 1.34 3.11 3.17 3.04 3.96

82




5.2.9 Placa quadrada engastada em trés lados e um lado livre sob
carga hidrostatica

Neste caso excepcionalmente Timoshenko e Woinowski-Krieger (1959) utiliza v = 1/6.

7 NS

N

V

I
|

1.0m

N N NN

1.0m

Figura 26: Placa quadrada engastada em trés lados e com um lado livre sob carga
hidrostatica.

A

Este caso pode ser usado como modelo para as paredes laterais de barragens ou silos

sem enrijecimento para fluidos ou graos.

Tabela 13: Placa quadrada engastada em trés lados e com um lado livre sob carga

hidrostatica.
Né {MJXIOOJ {melooJ Erro {MyxlooJ {MyXIOOJ Erro
qa? qa? qa? qa?
interno | analitico | numérico | [%] | analitico | numérico | [%)]
C 1.35 1.31 3.20 0.94 0.90 4.36
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Conforme mostraram os resultados, as tensdes e os momentos apresentam boa con-
cordancia com os resultados analiticos, considerando as aproximacoes adotadas para a uti-
lizacao do modelo anisotrépico nos casos isotrépicos, apresentadas no inicio deste capitulo,
e os valores de comparagao apresentados por Timoshenko e Woinowski-Krieger (1959), cuja
precisao é, em geral, baixa. A excecao se deve aos casos de carregamento hidrostatico, nos
quais foi observado um erro, em geral, maior do que para o carregamento uniforme, porém

aceitavel.

A formulacao apresenta uma boa taxa de convergéncia, conforme observado nas tabelas

(2), (3), (4) e (5).

5.2.10 Laminado simétrico de material compdésito com bordas apoi-
adas sob carga uniformemente distribuida

Para validar os procedimentos implementados uma laminado simétrico com nove ca-
madas, com seqiiéncia de empilhamento [+0/ — 0/ + 60/ — 0/ +60/ — 0/ +0/ — 0/ + 0] com
0 < 6 < 45° foi escolhido. E aplicada uma forca ¢ = —2.50 MPa uniformemente distribuida.
A placa é quadrada com lado a = 1 m. Todos os lados sao simplesmente apoiados e todas as
camadas tem a mesma espessura. A espessura total do laminado é igual a h = 0.01 m e as
propriedades do material sao: F; = 207 GPa, E;r = 5.2 GPa, Gy = 3.1 GPa, e vpp= 0.25.

A malha usada foi de 12 elementos quadréticos descontinuos de tamanhos iguais (3 por

aresta).

As Figuras 27 e 28 mostram, respectivamente, o efeito da variacao de € no deslocamento
e na tensao de flexao resultantes no centro da placa. Eles sao comparados com resultados de
elementos finitos obtidos por Lakshminarayana e Murthy (1984). E importante salientar que
a formulagao de elementos finitos considera o efeito da deformacao por cisalhamento. Como
pode ser visto, em ambos os casos a concordancia entre os elementos de contorno em placa

fina e os elementos finitos em placa deformavel por cisalhamento é boa.

A Figura 29 mostra a distribui¢ao de tensao (o) ao longo da espessura da placa. Pode-
se ver que a tensao é descontinua nas interfaces das laminas e varia linearmente ao longo de

cada lamina.
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Figura 27: Efeito da variacao da orientagao das fibras (6) na resposta do deslocamento

transversal no centro da placa (MEF = método dos elementos finitos, MEC = método dos
elementos de contorno).

5.2.11 Analise de falhas em um laminado simétrico de materiais
compositos com bordas apoiadas sob carga uniformemente
distribuida

Considere que o material compédsito laminado analisado na se¢ao 5.2.10, com 6 = 45°,
tenha as seguintes propriedades de falha: X; = 1500 MPa, Y; = 40 MPa, X, = 1500 MPa,
Y, = 246 MPa e S = 68 MPa. Uma vez que as tensoes variam de lamina para lamina, cada
lamina apresentara um diferente indice de falha. A tabela 14 mostra a tensao na direcao
das fibras o, a tensao na direcao transversal as fibras sigmar, a tensao de cisalhamento no
sistema LT 7.7, e o indice de falha para cada uma das laminas no ponto central da placa

segundo o critério de Tsai-Wu, obtido a partir da equacao (2.27), dado por:

2 2 2
07 o5 Tio
Friy = — +2Fp0109 + o5 + 52 (5.4)

As tensoes sao sempre calculadas na posicao mais critica de cada lamina, ou seja, a que

apresenta a maior distancia absoluta do plano médio (maior valor absoluto de z). No caso da
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Figura 28: Efeito da variacao da orientagao das fibras (6) na resposta dos momentos no
centro da placa (MEF = método dos elementos finitos, MEC = método dos elementos de
contorno).

lamina central (lamina 5), as tensoes sao calculadas tanto no ponto acima quanto no ponto

abaixo do plano médio.

Como pode ser visto na tabela , a lamina inferior, que encontra-se sob tensao de tracao,
falha, segundo o critério de Tsai-Wu para esta dada configuracao de estrutura, material e
carga. A mesma anélise pode ser feita usando-se outros critérios de falha como, por exemplo,

o Tsai-Hill.
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Figura 29: Distribuigao de tensao (0,) ao longo da espessura para # = 45° no ponto central
da placa laminada de materiais compdsitos.

Tabela 14: Tensoes no sistema de referéncia da lamina (LT) e indice de critério de falha de
Tsai-Wu para o ponto central da placa.

Lamina | z (mm) | o, (MPa) | o (MPa) | 77 (MPa) | Fry
1 -5.00 1045.5 34.7 0.1 1.09
2 -3.89 883.3 25.7 0.0 0.80
3 -2.78 580.8 19.3 0.0 0.52
4 -1.67 378.6 11.0 0.0 0.28
5 -0.56 116.2 3.86 0.0 0.09
5 0.56 -116.2 -3.86 0.0 -0.08
6 1.67 -378.6 -11.0 0.0 -0.18
7 2.78 -580.8 -19.3 0.0 -0.29
8 3.89 -883.3 -25.4 0.0 -0.28
9 5.00 -1045.5 -34.7 -0.1 -0.36
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Capitulo 6
Conclusao

O objetivo deste trabalho, que era o calculo de tensoes em placas anisotropicas, espe-
cialmente em placas compositas laminadas, foi parcialmente alcancado considerando que o

calculo foi implementado apenas nos pontos internos.

Foram desenvolvidas equagoes integrais de contorno para o cdlculo das tensoes nos
pontos internos. As derivadas das solugoes fundamentais, presentes nestas equacoes integrais,
foram todas obtidas analiticamente e sao apresentadas neste trabalho. Todas as integrais

foram feitas numericamente, utilizando a integracao de Gauss-Legendre.

As tensoes foram calculadas nos pontos internos de placas de qualquer geometria, em
cada lamina de um laminado simétrico. Foi ainda implementada a analise de falha pelo

critério de Tsai-Wu considerando a falha da primeira lamina em cada ponto.

Os resultados foram comparados com resultados disponiveis na literatura e apresenta-

ram boa concordancia.

6.1 Trabalhos Futuros

Dando continuidade ao trabalho, pretende-se procurar solugoes para o calculo das
tensoes nos pontos do contorno. Estas porém exigem o tratamento de singularidades de
alta ordem, presentes nas segundas derivadas do deslocamento. Uma alternativa ao trata-
mento dessas singularidades de alta ordem é o uso de derivadas das fungoes de forma para

o calculo das segundas derivadas dos deslocamentos transversais. Este procedimento, em-
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bora menos preciso que o uso de equagoes integrais de contorno, ¢ uma opgao que pode ser

implementada mais facilmente.

89



Referéncias

AGARWAL, B. D.; BROUTMAN, L. J. Analysis and performance of fiber composites. 2nd..
ed. New York: John Wiley & Sons Inc, 1990.

ALBUQUERQUE, E. L.; SOLLERO, P.; ALTABADI, M. H. The boundary element method
applied to time dependent problems in anisotropic materials. International Journal of Solids
and Structures, v. 39, p. 1405-1422, 2002.

ALBUQUERQUE, E. L.; SOLLERO, P.; ALTABADI, M. H. Dual boundary element method
for anisotropic dynamic fracture mechanics. International Journal for Numerical Method in
Engineering, v. 59, p. 1187-1205, 2004.

ALBUQUERQUE, E. L.; SOLLERO, P.; FEDELINSKI, P. Dual reciprocity boundary
element method in laplace domain applied to anisotropic dynamic crack problems.
Computers and Structures, v. 81, p. 1703-1713, 2003.

ALBUQUERQUE, E. L.; SOLLERO, P.; FEDELINSKI, P. Free vibration analysis of
anisotropic material structures using the boundary element method. Engineering Analysis
with Boundary Elements, v. 27, p. 977-985, 2003.

ALBUQUERQUE, E. L. et al. Boundary element analysis of anisotropic kirchhoff plates.
International Journal of Solids and Structures, v. 43, p. 4029-4046, 2006.

DEB, A. Boundary elements analysis of anisotropic bodies under thermo mechanical body
force loadings. Composite Structures, v. 58, p. 715726, 1996.

GAO, X. The radial integration method for evaluation of domain integrals with boundary
only discretization. Eng. Analysis with Boundary Elements, v. 26, p. 905-916, 2002.

HILL, R. The mathematical theory of plasticity. London: Oxford University Press, 1950.

HOLMES, M.; JUST, D. J. GRP in structural engineering. London: Applied Science
Publishers, 1983.

KANE, J. H. Boundary element analysis. New Jersey: Prentice Hall, 1994.

90



KIRCHHOFF, G. Uber das gleichgewicht und die bewegung einer elastischen scheibe. J.
Chrelle, v. 40, p. 51-88, 1850. Em alemao.

KOGL, M.; GAUL, L. A 3-d doundary element method for dynamic analysis of anisotropic
elastic solids. CMES-Comp. Model. in Eng. and Scie., v. 1, p. 27-43, 2000.

KOGL, M.; GAUL, L. A boundary element method for transient piezoeletric analysis. Eng.
Anal. with Boundary Elements, v. 24, p. 591-598, 2000.

KOGL, M.; GAUL, L. Free vibration analysis of anisotropic solids with the boundary
element method. Eng. Anal. with Boundary Elements, v. 27, p. 107-114, 2003.

LAKSHMINARAYANA, H. V.; MURTHY, S. S. A shear-flexible triangular finite element
model for laminated composite plates. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 20, p. 591-623, 1984.

LEKHNITSKII, S. G. Anisotropic plates. New York: Gordon and Breach, 1968.

PAIVA, J. B. Formulagcao do método dos elementos de contorno para flexdo de placas e
suas aplicagoes em engenharia de estruturas. Tese (Doutorado) — Universidade de Sao
Paulo,Escola de Engenharia de Sao Carlos, 1987.

PAIVA, W. P. Andlise de problemas estdticos e dinamicos em placas anisotropicas usando
o método dos elementos de contorno. Tese (Doutorado) — Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, 2005.

PAIVA, W. P.; SOLLERO, P.; ALBUQUERQUE, E. L. Treatment of hypersingularities in
boundary element anisotropic plate bending problems. Latin American Journal of Solids
and Structures, v. 1, p. 49-73, 2003.

RAJAMOHAN, C.; RAAMACHANDRAN, J. Bending of anisotropic plates by charge
simulation method. Advances in Eng. Software, v. 30, p. 369-373, 1999.

SHI, G.; BEZINE, G. A general boundary integral formulation for the anisotropic plate
bending problems. J. Composite Materials, v. 22, p. 694-716, 1988.

SOLLERO, P.; ALIABADI, M. H. Fracture mechanics analysis of anisotropic plates by the
boundary element method. Int. J. of Fracture, v. 64, p. 269-284, 1993.

SOLLERO, P.; ALIABADI, M. H. Anisotropic analysis of composite laminates using the
dual boundary elements methods. Composite Structures, v. 31, p. 229-234, 1995.

TIMOSHENKO, S.; WOINOWSKI-KRIEGER, S. Theory of plates and shells. 2nd.. ed.
New York: McGraw-Hill, 1959.

TSAI S. W. Strength theories of filamentary structures. In. SCHWARTZ, R.; SCHWARTZ,
H. S. (Ed.). Fundamental aspects of fiber reinforced plastic composites. New York: Wyle
Interscience, 1968. p. 3—-11. Dayton, Ohio, 24-26 May 1966.

91



TSAIL S. W.; WU, E. M. A general theory of strength test for anisotropic materials. Journal
of Composite Materials, Jan, p. 246-256, 1971.

VENTURINI, W. S. Um estudo sobre o método dos elementos de contorno e das aplicagoes
em problemas de engenharia. Tese (Doutorado) — Universidade de Sao Paulo, Faculdade de
Engenharia de Sao Carlos, 1988. Tese de Livre Docéncia.

VINSON, J. R.; SIERKOWSKI, R. L. The behavior of structures composed of composite
materials. 1la. ed. Boston: Martinus Nijnoff Publishers, 1987.

WANG, J.; SCHWEIZERHOF, K. The fundamental solution of moderately thick laminated
anisotropic shallow shells. Int. J. Eng. Sci., v. 33, p. 995-1004, 1995.

WANG, J.; SCHWEIZERHOF, K. Study on free vibration of moderately thick orthotropic
laminated shallow shells by boundary-domain elements. Applied Mathmatical Modelling,
v. 20, p. 579-584, 1996.

WANG, J.; SCHWEIZERHOF, K. Free vibration of laminated anisotropic shallow shells
including transverse shear deformation by the boundary-domain element method. Computers
and Structures, v. 62, p. 151-156, 1997.

WU, B. C.; ALTIERO, N. J. A new numerical method for the analysis of anisotropic thin
plate bending problems. Computer Meth. in Appl. Mechanics and Engineering, v. 25, p.
343-353, 1981.

ZHANG, C. Transiente elastodynamic antiplane crack analysis of anitropic solids. Int. J. of
Solids and Structures, v. 37, p. 6107-6130, 2000.

92



