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LESUITIO

NOGUEIRA Jr., Alberto Costa, Formulace p do Méiodo de Elementos Finitos em Problemas
de FElasticidade Linear e N@o-Linear com Malhas 3D e em Métodos Multigrid Algébricos,
Campinas : Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2002.

185p. Tese (Doutorado)

O presente trabalho tem por objetivo principal desenvolver e implementar {em lnguagem
C++) a versio-p do Método de Elementos Finitos (MEF) para problemas eldsticos lineares e
nio-lineares com malhas 3D nio-estruturadas. Para se atingir essa meta, realiza-se primeiramente
um estudo detathado do comportamento tedrico-numérico de diversas fungdes de base hierarquicas
para tridngulos e tetraedros disponiveis na literatura. Como consequéncia desse estudo preliminar,
adota-se a formulacdo p 3D apresentada em (Karniadakis e Sherwin, 1999) para o desenvolvimento
de aplicacdes em elasticidade linear e nao-linear. Esse desenvolvimento € posteriormente utilizado
como ponto de partida para o estudo e a implementaciio de técnicas multigrid algébricas associadas
a versdo-p do MEF. As aplicagBes desse tipo de técnica sio voltadas para a solugo de problemas
elipticos lineares 2D e 3D. A validacBio das técnicas multigrid algébricas do ponto de vista da
eficiéneia pumérica envolve ainda o estudo de pré-condicionadores para a versio-p do MEF e ¢

desenvolvimenio de estratégias multi-hp adaptaveis para problemas 2D.

Palavras Chave

Elementos Finitos, Versao-p, Elasticidade Linear e Nao-Linear, Malhas Nao-Estruturadas, Multigrid

Algébrico, Programacio Orientada a Objetos, C++



Abstract

NOGUEIRA Jr., Alberto Costa, p-Version of the Finite Element Method applied fo Linear and
Non-Linear Structural Elastic Problems with 3D Meshes and fo Algebraic Multigrid Methods,
Campinas : Faculdade de Engenharia Mecdnica, Universidade Estadual de Campinas, 2002.

185p. Tese (Doutorado)

The main purpose of this work is to develep and implement {in C-+-+ language) the p-version
of the Finite Element Method (FEM) applied o linear and non-linear structural elastic problems
with 3D non-structured meshes. To achieve this goal, we conduct a previous study which compares
some sets of triangular and tetrahedral hierarchical basis functions available in the literature. As a
consequence of this study, we adopt the formulation suggested by (Karniadakis e Sherwin, 1999} to
construct some applications related to linear and non-linear structural elastic problems. This deve-
lopment is subsequently used as the starting point to the study and implementation of the algebraic
multigrid techniques based on the p-version. This kind of technique is applied to 2D and 3D ellipic
linear problems. To validate the proposed algebraic multigrid schemes from a computational point
of view we also consider the implementation of preconditioning algorithms for the p-version of the

FEM as well as adaptive multi-Ap strategies applied to 2D problems.
Keywords

Finite Elements, p-Version, Linear and Non-Linear Elasticity, Non-Structured Meshes, Algebraic

Multigrid, Object-Oriented Programming, C++
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Ferramentas de simulagido computacional tém se tornado cada vez mais populares no desen-
volvimento de projetos de engenharia. Uma das razdes que podem ser apontadas para explicar tal
fenémeno é a necessidade de se obter informagdes rapidas, seguras e de baixo custo que facilitem a
tomada de decisdes concernentes ao direcionamento desses projetos. Dentro desse contexto e parti-
cularmente na simulacdo de componentes estruturais, torna-se necessario resolver problemas fisicos
descritos por equagdes diferenciais parciais (EDP) lineares ou nio-lineares definidas, em geral, sobre
complexas geometrias. Uma forma consagrada de se obter solugbes aproximadas dessas equagoes €
a utilizacdo de métodos numéricos que se baseiam em técnicas de discretizagdo. Entre as técnicas
de discretizacdo mais usadas, sobretudo para a classe de problemas de elasticidade estrutural, o

Método de Elementos Finitos (MEF) tem se destacado amplamente.

Basicamente, é possivel distinguir trés diferentes variantes do MEF': a versao-h, a versao-p € a
versao-hp. Na versdo-h (Hughes, 1987; Johnson, 1990; Oden et al., 1981; Zienkiewicz e Taylor, 1989),
obtem-se convergéncia da solucio aproximada reduzindo-se o tamanho médio (h) dos elementos da
malha de discretizacdo, mantendo-se fixa a ordem polinomial das fung¢des de base em cada elemento.
Na versido-p (Babuska et al., 1981; Babuska e Suri, 1987; Babuska e Suri, 1990; Szabd e Babuska,
1991), ao contrédrio, obtem-se convergéncia aumentando-se a ordem polinomial (p) das fungdes de

base (local ou globalmente), mantendo-se fixa a malha de discretizagdo. A combinacdo dessas duas



versbes pela aplicagéo simultdnea da reducio do tamanho dos elementos e do aumento da ordem
polinomial das funcGes de base identifica a versdo-hp (Babuska, 1988; Babudka e Guo, 1988; Babuska
e Guo, 1989; Babuska e Suri, 1990; Szabé e Babuska, 1991).

A versdo-p do MEF tem sido investigada de forma intensiva ao longo dos tltimos 15 anos
e tem se demonstrado superior & versdo-h cléssica num ndmero significativo de aplicacdes de im-
porténcia pratica. A malior parte dessas aplicacdes estiveram inicialmente restritas a problemas
elipticos lineares como a equagao de Poisson, as equacdes de Lamé, o modelo de Reissner-Mindlin
para placas (Nogueira Jr., 1998), entre outros. Mais recentemente, mostrou-se que a versédo-p pode
ser extendida com éxito a problemas eldsticos com néo-linearidades geométricas (Krause et al.,
1995), andlise elastopldstica de estruturas bidimensionais (2D) (Holzer e Yosibash, 1996; Szabé
et al., 1995; Nie e Niu, 1997), problemas de contato (Volpert et al., 1997; Paczelt et al., 1999),
teoria de deformacoes plasticas (Duster e Rank, 2001) e anslise de deformacdes em materiais quasi-
incompressiveis (Chilton e Suri, 2001). Embora a versio-p tenha sido aplicada com sucesso a esses
vérios tipos de problemas estruturais ndo-lineares, em geral, essas aplicacdes se restringem a casos
2D com malhas estruturadas (frequentemente usando elementos quadrilaterais). Isso demonstra,
de certa forma, o nivel de dificuldade existente para se manipular tanto teérica quanto computa-
cionalmente situacoes envolvendo discretizagbes p em problemas tridimensionais (3D) com malhas

naoc-estruturadas.

A Figura 1.1 ilustra a solucdo de um problema de elasticidade nio-linear discretizado com
elementos tetraédricos quadrdticos do tipo h. Essa solugdo foi obtida a partir do programa de
uso comercial ANSYS 6.0 o qual nfo permite o tratamento desse tipo de problema com base na

formulacao p.

Tanto o tratamento 2D quanto o 3D da versdo-p exigem proficiéncia em virios aspectos
tedrico-computacionais que o distinguem da versdo-h cldssica do MEF, tais como:
1. integracdo numérica de alta ordem;
2. diferenciagdo numérica (particularmente em malhas 3D);
3. selegdo de funcdes de forma adequadas;

4. mapeamento geométrico para dominios arbitrarios;
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Figura 1.1: Exemplo de um problema estrutural ndo-linear discretizado com uma malha de ele-
mentos tetraédricos a partir do programa comercial ANSYS 6.0. Para esse tipo de problema, a
formulacdo p nao estd disponivel.

5. imposi¢do de continuidade da solucdo global nas regibes inter-elementos;
6. numeracio de graus de liberdade;
7. aplicacao de condigdes de contorno;

8. poés-processamento de resultados.

Entre os itens listados, os de ntmero 1, 3 e 4 merecem atencio especial tanto do ponto de
vista da formulacao quanto da implementacio da versdo-p. Particularmente, esses itens constituem
a base para se obter soluces a partir do processo de discretizagdo. Na versdo-p, assim como na
versdo-h, requisitos minimos sdo exigidos dos procedimentos de integracio numérica (Banerjee e
Suri, 1992; Kim e Suri, 1993), das funcdes de forma (Babuska et al., 1981) e do mapeamento
geométrico (particularmente no caso de dominios curvos) (Babuska e Guo, 1988; Ciarlet e Raviart,
1972; Lenoir, 1986; Bernardi, 1989) para que se garanta a convergéncia da aproximacdo. Além
disso, a escolha das func¢des de forma assume um papel fundamental na eficiéncia e flexibilidade do

método (Webb e Abouchakra, 1995; Nogueira Jr. e Bittencourt, 2001b).

Ao se optar por uma aproximac¢do de alta ordem, além do interesse pelo bom desempenho
dos itens salientados acima, outro aspecto essencial na busca por performance diz respeito a rapidez
com que se pode obter solugbes uma vez tendo sido produszidos os sistemas algébricos lineares

resultantes do processo de discretizacido. Esse aspecto torna-se ainda mais relevante quando se



considera a solugd@o de problemas de aplicagio prética em que se manipulam dezenas ou até centenas
de milhares de graus de liberdade. Uma das técnicas mais eficientes para se tratar esse tipo de
obstdculo, no caso da versdo-h, € o uso de métodos multigrid (Brandt, 1977; Hackbush, 1985;
McCormick, 1987; Briggs, 1987; Bittencourt, 1996). Esse tipo de método aproveita as vantagens
das técnicas de relaxagdo classicas como Gauss-Seidel e Jordan para reduzir rapidamente as altas
frequéncias dos erros de aproximacdo a cada iteracio. Essa caracteristica associada a utilizacio de
diferentes malhas (ou niveis) produz um decaimento global do erro proveniente do processo iterativo
de solugdo. A limitagdo dessa abordagem, sobretudo em casos 3D com malhas nio-estruturadas,
reside na dificuldade de se gerar uma sequéncia de malhas para o dominio do problema estudado.
Essa dificuldade € inerente & discretizacdo do tipo & mas ndo 4 do tipo p uma vez que neste tltimo
caso 08 espacos de aproximagio s&o naturalmente aninhados nao dependendo da estrutura fisica
da malha. Esse fato tem estimulado a busca por métodos multigrid algébricos que se baseiam na

versdo-p (Hu e Katz, 1995; Hu et al., 1997).

Em geral, as andlises sobre métodos multigrid algébricos para a versdo-p se concentram na
estimativa tebrica de sua taxa de convergéncia bem como na eficiéncia computacional dos algo-
ritmos envolvidos. No caso da eficiéncia computacional, particularmente no que se refere ao uso
de malhas néo-estruturadas, os estudos realizados até o momento (Hu e Katz, 1995; Hu et al.,
1997) nio estabelecem a superioridade desse método sobre algumas técnicas iterativas comumente
empregadas na versao-p como as de gradiente conjugado pré-condicionédo (Babuska et al., 1991;
Mandel, 1990d; Mandel, 1990b; Mandel, 1990a; Mandel, 1994). Desse modo, um estudo sobre a
eficiéncia e aplicabilidade desse tipo de método a problemas com malhas nio-estruturadas ainda

estd em aberto.

A partir do que foi exposto, pretende-se definir dois focos principais para o direcionamento
do presente trabalho. O primeiro estd relacionado a escolha de uma formulacio adequada para
a aplicacdo da versdo-p do MEF a problemas de elasticidade linear e nio-linear em malhas nio-
estruturadas 3D. O segundo, diz respeito a aplicagdo de técnicas multigrid algébricas na solugio de

sistemas lineares oriundos da discretizagao de problemas através desse tipo de formulacéo.

A escolha pelo método p pode ser justificada de vérias maneiras, entre elas, talvez a mais
importante, seja a taxa de convergéncia exponencial alcancada por essa formulacio para uma vasta

classe de problemas. O uso de malhas ndo-estruturadas (elementos triangulares e tetraédricos) estd



relacionado & obtencdo de maior flexibilidade na geragdo de particdes sobre dominios arbitrarios. O
emprego de técnicas multigrid para a versdo-p foi motivado pela notéria eficiéncia demonstrada pelas
técnicas multigrid cldssicas, quando aplicadas & formulagdo h, associada a propriedade natural de
aninhamento dos espacos de aproximagcdo p (espacos aninhados possibilitam a definicio de vérios

niveis de iteracio a partir de uma tunica malha fisica para o problema). Finalmente, a opcéo

particular por geometrias 3D aliada & solucdo de problemas de elasticidade linear, utilizando-se
métodos multigrid algébricos, e de problemas de elasticidade ndo-linear, ambos em malhas nao-

estruturadas, confere originalidade & presente proposta.

A préxima secdo apresenta uma revisdo bibliografica detalhada dos principais temas associados
3 versdo-p do MEF. A seguir, destacam-se os objetivos do trabalho, suas contribuigdes, além de »

uma breve exposicdo a respeito da organizacdo dos capitulos subsequentes.

1.2 Revisao Bibliografica

1.2.1 Breve histdrico sobre a evolugao da versdo-p do MEF

Os primeiros passos no sentido de se desenvolver uma versio-p para o MEF datam de antes
de 1970. (Zienkiewicz et al., 1970) propuseram o uso de elementos de ordem polinomial varidvel
(denominados & época de elementos mistos) em problemas de elasticidade 3D como uma maneira
eficiente de se adicionar graus de liberdade extras em regides com elevados gradientes. Em lugar de
se criar novos nés na malha de discretizagdo, varidveis associadas s arestas dos elementos foram
usadas para acomodar uma interpolagdo de alta ordem. Ainda nesse trabalho, foi introduzido o
conceito de refinamento hierdrquico o qual ocupa uma posicdo central tanto na formulacdo quanto

na implementacao do método p.

(Peano, 1975; Peano, 1976) apresentou algumas familias de fungdes de interpolagéo hierérqtii»
cas para elementos triangulares (com arestas retilineas) que, pelo menos em teoria, poderiam gerar
elementos de qualquer ordem polinomial. Nesse caso, cada grau de liberdade adicionado, parap > 2,
correspondia a p-ésima derivada da aproximagdo corrente. Essas fungbes de interpolagdo eram
mapeadas diretamente sobre os elementos da malha fisica do problema utilizando-se coordenadas

de 4rea (ou baricéntricas).



(Katz, 1978) e (Rossow e Katz, 1993) estenderam o trabalho de Peano incluindo a idéia
de elemento de referéncia com o objetivo de melhorar a eficiéncia computacional do método. Um
mapeamento geométrico para elementos triangulares com arestas retilineas também foi apresentado.
Foi sugerido ainda 0 uso de estruturas (matrizes e vetores) pré-computadas, novamente visando o
aumento da eficiéncia computacional. Além disso, foi observada a vantagem computacional de se
utilizar espagos hierdrquicos que, por serem aninhados, dispensam o cdlculo completo das matrizes

locais numa sucesséo de niveis de aproximacao p.

(Zienkiewicz et al., 1981) retomaram as funcdes de forma apresentadas em 1970 e mostraram
como elementos quadrilaterais hierdrquicos poderiam ser formulados. As vantagens dessa aborda-
gem estavam relacionadas ao bom condicionamento das matrizes geradas, & facilidade na compa-
tibilizacdo da continuidade da funcéo de aproximagdo global ao se empregar malhas com ordens

polinomiais ndo-uniformes e & introdugao de estimadores de erro.

(Babuska et al., 1981) apresentaram pela primeira vez, num formalismo matematico Tigoroso,
as bases do método p. Essa publicacdo, que se tornou a principal referéncia no assunto, mostrou que
a convergéncia desse tipo de método, quando pmin — o0, estaria assegurada desde que as funcdes
de interpolacao do espaco de aproximagio fossem adequadamente construidas. Uma estimativa a
priori para a taxa de convergéncia assimptética desse método também foi sugerida. Essa estimativa
mostrou que, mesmo na presenca de singulharidades (desde que posicionadas sobre 0s nés fisicos da
malha), a taxa de convergéncia do método-p era o dobro daquela apresentada pelo método-h quando

se empregavam malhas quasi-uniformes.

(Szabé e Babuska, 1991) publicaram o primeiro livro inteiramente devotado ao método P
popularizando termos como versdo-p (direcionada aos aspectos de implementagdo), extenséo-p (di-
recionada aos aspectos de estimativa e controle de erros) e convergéncia-p (direcionada aos aspectos
de convergéncia do método). Essa obra contém uma investigacio detalhada do método p 1D e
2D com capitulos de aplicagdes em elasticidade 2D e 3D, escoamento potencial 2D e formulagdo

classica de elementos de placa e casca.

(Karniadakis e Sherwin, 1999) realizaram um trabalho pioneiro ao unificarem as aborda-
gens hp e espectral do MEF num livro dedicado & solucdo de problemas de mecanica dos fluidos
computacional em malhas ndo-estruturadas. Nesse trabalho, os pontos fortes do método espectral

multi-dominios (Patera, 1984) e da versdo-hp (Szabé e Babuska, 1991) de alta ordem foram apre-



sentados numa estrutura matemdtica rigorosa e com um forte apelo computacional. Do ponto de
vista da implementacdo, esse trabalho se esmerou em fornecer e detalhar os aspectos chaves para

se obter a maxima eficiéncia numérica nas aproximacdes de alta ordem.

1.2.2 Funcoes de forma

A qualidade das solugbes obtidas através do MEF depende de vérios fatores, entre eles, o
tamanho e a forma dos elementos, as propriedades do espago de aproximacao e a regularidade da
solucdo procurada. Do ponto de vista computacional, a escolha de uma base para o espago de
aproximacdo € critica no que se refere & estabilidade e eficiéncia dos procedimentos envolvidos na
discretizacdo. Por razbes de simplicidade, o espaco de aproximacio geralmente consiste de fungdes
polinomiais por partes definidas sobre os elementos de uma particdo que preenche o dominio do
problema. Bases constituidas por fung¢des polinomiais por partes sao usualmente construidas por:
(1) uma transformacdo que leva elementos K® da malha fisica do problema a um elemento de
referéncia K -através de uma funcdo de mapeamento suave e geralmente bijetiva e (4) um conjuntb
de fungbes de forma {él}?il que gera uma base para o espaco de polinémios SP(K) de ordem ndo
superior a p definido sobre o elemento de referéncia K. Corriqueiramente, costuma-se utilizar o
termo elemento finito em substitui¢do & defini¢do matemética rigorosa fornecida pelos itens () e
(i). E usual, ainda, empregar os termos modos, funcdes de forma, funcdes de interpolacio ou

fungoes de base como sindnimos.

Os elementos mais simples empregados no MEF utilizam fun¢bes polinomiais de baixa ordem
definidas num espaco de éoordenadas local. Elementos mais elaborados usam fungdes de forma cons-
tituidas por polindémios de alta ordem. Entre os elementos de alta ordem, aqueles que preservam
a continuidade da fungdo de aproximacio ao longo de malhas com ordem polinomial nao-uniforme
sao conhecidos como elementos hierdrguicos (Zienkiewicz et al., 1989). O conceito de hierarquia
(Zienkiewicz et al., 1983; Zienkiewicz e Craig, 1986; Babuka et al., 1981) fundamenta-se na propri-
edade de que o conjunto de funges de base que gera o espaco de aproximacao de uma dada ordem

p contém integralmente o conjunto de fungdes de base do espago de aproximagéo de ordem p — 1.

As funcoes de forma hierdrquicas tipicamente empregadas na formulacdo p do MEF séo co-
mumente associadas a entidades topoldgicas dos elementos como vértices, arestas, faces e interiores.

O tratamento cldssico dessas fungbes envolve geralmente o uso de polindmios unidimensionais de

7



Legendre ou Chebyshev (Szabé e Babuska, 1991; Vijayakar et al., 1987; Devloo et al., 1988). Os
elementos mais comuns empregados nas formulagSes hierdrquicas tém sido os de formato quadri-
lateral ou hexaédrico uma vez que a utilizacdo de malhas estruturadas é bastante popular. Nesse
caso, é usual construir as fungdes hierdrquicas a partir do produto tensorial de funcdes polino-
miais unidimensionais (Edgar e Surana, 1996). A utilizacdo do produto tensorial na obtencdo de
funcbes hierdrquicas para dominios triangulares ou tetraédricos nfo é imediata necessitando de uma

abordagem especial.

(Sherwin e Karniadakis, 1995) propuseram um conjunto de fun¢des hierdrquicas para tridngulos
e tetraedros baseado em coordenadas cartesianas que preserva as propriedades do produto tenso-
rial. As funcbes de base sugeridas nessa formulagéo empregam polindmios de Jacobi de peso misto e
acomodam uma integra¢do numérica exata usando apenas a tensorizacio das regras de quadratura
unidimensionais de Gauss-Jacobi (Karniadakis e Sherwin, 1999). A vantagem de ndo requerer proce-
dimentos especiais de integragdo numérica decorre da utilizacdo de um conjunto de transformacoes
de coordenadas que permite definir dominios triangulares e tetraédricos a partir de sistemas de

coordenadas retangulares e hexaédricos, respectivamente (Sherwin e Karniadakis, 1995).

(Webb e Abouchakra, 1995) descreveram um elemento triangular hierdrquico que também
utiliza os polindmios de Jacobi para gerar as funcdes de interpolacio. Esse desenvolvimento adota o
elemento de referéncia [0,1] 2-Simplex definido em coordenadas baricéntricas e emprega normalmente
a regra de quadratura para elementos triangulares elaborada em (Dunavant, 1985). Uma extens3o
desse elemento para o caso de malhas tetraédricas foi sugerida em (Abouchakra, 1996). Nesse
caso, as matrizes locais geradas pelo elemento tetraédrico foram construidas com base no método
de matrizes pré-computadas ou matrizes universais (um tipo particular de soma ponderada de

matrizes) que dispensa o uso de regras de quadratura.

Além das consideragdes com respeito ao tipo de malha empregada e ao uso de coordenadas
baricéntricas (e.g., fungbes ndo-tensorisiveis em malhas ndo-estruturadas), um aspecto essencial na
escolha das fungdes de forma para a versdo-p é a busca por boas propriedades de condicionamento
e esparsidade das matrizes locais (rigidez e massa) associadas ao elemento (Babuska et al., 1989;
Carnevali et al., 1993; Edgar e Surana, 1996; Szab6 e Peano, 1987). Os padrdes de esparsidade
e condicionamento das matrizes locais sdo determinados pela definicio das funcdes de forma e in-

diretamente induzem esses mesmos padrOes nas matrizes globais (Carnevali et al., 1993; Edgar e



Surana, 1996; Zumbusch, 1995). O bom condicionamento das matrizes globais demonstra-se parti-
cularmente importante quando se empregam aproximagdes de alta ordem e/ou métodos iterativos
na solucdo dos problemas dlgebricos decorrentes da discretizacdo por elementos finitos. No caso do
uso de métodos iterativos, ¢ bom condiconamento resulta na redugdo do ntmero de iteragdes. Da

mesma maneira, a esparsidade dessas matrizes resulta num menor custo por iteracdo (Carnevali

et al., 1993).

As funcdes hierdrquicas cldssicas para elementos quadrilaterais e hexaédricos propostas em
(Szabé e Babuska, 1991) apresentam excelentes propriedades quantc; 4 esparsidade e ac condiciona-
mento (Edgar e Surana, 1996; Maitre e Pourquier, 1995). Tais caracteristicas decorrem diretamente
das propriedadedes das integrais dos polindmios de Legendre e do caréter tensorial dessas fungdes.
No entanto, para elementos triangulares e tetraédricos, as funcdes sugeridas por estes mesmos
autores (Szabd e BabuSka, 1991) ndo exibem propriedades tdo boas provocando um crescimento
exponencial do nimero de condigdo das matrizes locais com o aumento da ordem polinomial p

(Carnevali et al., 1993; Adjerid et al., 2001).

(Carnevali et al., 1993) apresentaram um conjunto de fungbes de base hierarquicas para
tridngulos e tetraedros construido de modo que as fungdes de aresta, face e interior de ordem p
fossem ortogonais (com relagdo ao operador de Laplace) a essas mesmas fungbes de ordens nao
superiores a p — 2, p — 3 e p — 4, respectivamente. Essa particularidade resultou na obtengéo de
matrizes de rigidez locais com maior grau de esparsidade e melhor condicionamento que as matrizes
associadas as funcdes hierdrquicas propostas em (Szabé e Babuska, 1991). Esse conjunto de fungdes
de base demonstrou ainda conservar muitos termos nulos nas matrizes de rigidez globais mesmo

quando se empregavam funcdes de mapeamento néo-lineares (Carnevali et al., 1993).

(Nogueira Jr. e Bittencourt, 1999; Nogueira Jr. e Bittencourt, 2001b) demonstraram a
vantagem, tanto do ponto de vista do condicionamento quanto da esparsidade, do uso dos polinbmios
de Jacobi na construgdo de funces de base para malhas ndo-estruturadas. A flexibilidade gerada
pelo emprego de funcgdes multi-dimensionais tensorizadas, no que se refere aos procedimentos de
integragio numérica, também foi ressaltada nesses trabalhos. Observou-se ainda que as fungdes
de base propostas em (Carnevali et al., 1993) ainda resultavam num crescimento exponencial do
condicionamento local ao se elevar a ordem polinomial p embora esse crescimento fosse inferior ao

das funcdes propostas em (Szabd e Babuska, 1991).



Mais recentemente, (Adjerid et al., 2001) propuseram novas bases para tridngulos e tetraedros
que apresentaram melhores padroes de esparsidade e condicionamento que as respectivas fungdes
hierdrquicas sugeridas em (Szabd e Babuska, 1991) e (Carnevali et al., 1993). Nesse caso, a cons-
trugdo das bases consiste na modificacdo da base desenvolvida em (Szabé e Babuska, 1991) pela
ortogonalizacéo das funcdes associadas s faces, no caso 2D, e is faces e interiores, no caso 3D. Essa
estratégia de ortogonalizacdo parcial ou completa de funcdes de base é bastante similar aquela ado-
tada nos trabalhos de (Mandel, 1990d; Mandel, 1990a) para se criar pré-condicionadores baseados

na técnica de decomposicdo de dominios em malhas de elementos hexaédricos.

1.2.3 Mapeamento geométrico

A quantidade de elementos necessrios para se atingir uma precisio desejada numa malha
com discretizacao p é sensivelmente menor que aquela utilizada numa malha com discretizacio
h. Em decorréncia’ disso, boa parte dos elementos empregados em malhas p possuem tamanhos
relativamente extensos. Por isso, o uso de técnicas de mapeamento sio muito mais importantes
para a versdo-p do que para a verséo-h. Nesse dltimo caso, a precisio da representacao geométrica
cresce com o processo de convergéncia do método uma vez que o didmetro do maior elemento da

malha tende a zero a medida que o nimere de graus de liberdade vai a infinito.

Na versdo-p, € possivel representar dominios arbitrérios utilizando-se apenas as funcbes de
base nodais tipicamente empregadas na versdo-h. Nesse caso, a representacio de contornos curvos
é aproximada por funcdes polinomiais de ordem fixa, em geral, polinémios de Lagrange quadriticos
(Szabé e Babuska, 1991). No entanto, existe outro tipo de mapeamento geométrico muito mais
apurado que é especialmente indicado no caso de discretizagdes do tipo p. Esse tipo de mapeamento

recebe o nome de método de blending-functions.

O método de blending-functions foi originalmente desenvolvido por (Coons, 1964) com o
objetivo de se construir superficies curvas arbitrérias para uso em aplicacdes de desenho assistido
por computador (CAD). (Gordon, 1971) estendeu esse trabalho apresentando uma nova classe de
métodos para a aproximagao de funcdes de miltiplas varidveis. Esses métodos foram desenvolvidos
com o objetivo de se representar complexas formas geométricas em ambientes CAD e em aplicacses

de controle numérico de manufatura (CAM).
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A idéia bésica por trds desses métodos é usar determinados tipos de funcgbes (blending-
functions) como meio de aproximagéo. As funcGes originalmente utilizadas em (Coons, 1964) foram
as funcdes cardinais para a interpolagio de Hermite em dois pontos extremos por polinémios de grau
impar. (Gordon, 1971) utilizou uma variedade de funcdes em seu trabalho incluindo polindmios de
Hermite e de Lagrange. (Gordon e Hall, 1973a; Gordon e Hall, 1973b) mostraram ainda como o
método de blending-functions pode ser usado para se construir interpolacoes sobre dominios curvos

arbitrarios e definir sistemas de coordenadas curvilineas para aplicacdo na geracdo de malhas.

(Sherwin e Karniadakis, 1996) propuseram um tipo de mapeamento isoparamétrico de alta
ordem para malhas 3D ndoc-estruturadas baseado na transformacso local (modificada) das fungdes
de forma associadas as faces dos elementos de fronteira. Esse tipo de mapeamento adota como ponto
de partida a continuidade C° da representacio global do contorno do dominio. A transformagio
modificada por sua vez consiste na solu¢do de problemas de interpolacao locais baseados na projecao
de Galerkin. (Karniadakis e Sherwin, 1999) mostraram ainda que esse tipo de técnica de mapea-
mento, quando empregada em malhas estruturadas com elementos quadrilaterais ou hexaédricos, €

equivalente a0 método de blending-functions.

(Dey et al., 1997) apresentaram um esquema de mapeamento para malhas 3D nio-estruturadas
baseado na representacio exata do contorno do dominio de discretizagdo tal como descrito pelo
modelador geométrico de pré-process_amento empregado. Os resultados numéricos apresentados re-
velaram, no entanto, que o mapeamento geométrico pela aproximacao polinofniél isopararﬁétrica
em pontos de interpolagdo 6timos (Chen e Babuska, 1995; Hesthaven, 1998) ainda era superior ao

esquema proposto em termos da convergéncia exponencial da aproximacéo do tipo p.

1.2.4 Técnicas de solucao para sistemas lineares

O emprego efetivo da versdo-p a problemas de aplicagdo prética requer o uso de algoritmos
eficientes na resolucdo do sistema de equagbes lineares resultante do processo de discretizacao.
Na maioria dos problemas 2D, os métodos diretos de solucdo de sistemas lineares sdo superiores,
em termos de desempenho, aos métodos iterativos (Babuska e Helman, 1989). Entretanto, no
caso 3D, o tempo de solucdo e a capacidade de armazenamento requeridos pelos métodos diretos
podem se tornar exageradamente custosos tornando os métodos iterativos muito mals atraentes

(Mandel, 1990d; Foresti et al., 1991; Bittencourt, 1996). Entre os métodos iterativos, os de gradiente
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conjugado precondicionado (GCP) (Golub e O’Leary, 1989; Golub e Loan, 1989; Hestenes e Stiefel,
1952) tém sido considerados os mais apropriados para a solucio de sistemas de equacodes lineares
oriundos da versao-p do MEF (Hu et al., 1997). Nesse sentido, muito esforco tem sido aplicado na

elaboracdo de pré-condicionadores para essa versio.

Técnicas de pré-condicionamento para a versio-p utilizando métodos diretos foram propostas
em (Foresti et al., 1991). Nessa abordagem, emprega-se a fatoracdo direta das matrizes correspon-
dentes as ordens polinomiais baixas como pré-condicionador para as matrizes de ordens polinomiais
mais altas. (Kapotin et al., 1991) aplicaram variantes aprimoradas do cldssico pré-condicionador

SSOR & versdo-p, tais como bloco SSOR e bloco incompleto SSOR, tendo obtido sucesso.

Umea vasta classe de pré-condicionadores para a versdo-p baseados na estrutura topoldgica das
matrizes de rigidez e relacionados as técnicas de decomposicio de dominios foram exaustivamente
estudados tanto do ponto de vista tedrico quanto numérico (Babuska et al., 1989; Babuska et al,,
1991; Mandel, 1990d; Mandel, 1990b; Mandel, 1994; Casarin, 1997). A idéia bésica usada na
construgdo desses tipos de pré-condicionadores é condensar os modos internos dos elementos e usar
fungdes de forma de baixa ordem (geralmente lineares ou quadréticas) para compor a matriz de pré-
condicionamento. O processo de condensacdo, nesse caso, é normalmente efetuado computando-se
o complemento de Schur em cada elemento separadamente favorecendo assim a paralelizacio do
método (BabuSka et al., 1989; Mandel, 1990c; Casarin, 1997; Korneev e Jensen, 1997). Virias
estruturas bloco diagonais podem ser derivadas desse procedimento gerando uma série de variantes
nessa categoria de pré-condicionadores (Mandel, 1990a; Korneev e Jensen, 1999). No caso de
problemas 2D usando malhas de elementos quadrilaterais ou triangulares, é possivel mostrar que,
para grandes valores de p, o nimero de condicido das matrizes pré-condicionadas deteriora-se na
pior das hipdteses proporcionalmente a log2 p (Babuska et al., 1991). Esse resultado é anélogo ao
que foi obtido para a versdo-A em (Bramble et al., 1986; Bramble et al., 1989). Nao obstante a
auséncia de resultados tedricos similares para o caso 3D, experimentos numéricos demonstram que
os numeros de condicao gerados por esses pré-condicionadores nio crescem significativamente com

o aumento da ordem polinomial p (Mandel, 1990d; Mandel, 1994).

Ainda dentro da classe de pré-condicionadores baseados na técnica de decomposi¢do de dominios,
é relevante mencionar os métodos de superposicao como o Método de Schwarz Aditivo (MSA) pro-

posto em (Pavarino, 1994a; Pavarino, 1994b) e os de subestruturacio propostos em (Pavarino e
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Widlund, 1996; Pavarino e Widlund, 1997). No primeiro caso, para malhas estruturadas 2D e 3D,
demonstra-se que o ntmero de condi¢io associado ao operador iterativo MSA ¢ limitado por uma
constante que independe da ordem polinomial p e do nimero de subdominios N que particionam
o dominio global do problema (Pavarino, 1994a). No segundo caso, demonstra-se que o nimero de
condigio das matrizes pré-condicionadas cresce a uma taxa polilogaritmica (i.e., do tipo log? p) com

o aumento da ordem polinomial p.

(Cao e Guo, 2002) propuseram uma modificagdo ao trabalho desenvolvido por (Pavarino e
Widlund, 1997) ao resolverem de forma inexata os procedimentos de &esacoplamento entre as fungdes
de base globais associadas ao grupo vértices-arestas e aquelas associadas as faces dos elementos bem
como entre as funcdes associadas s faces dos diferentes elementos entre si. Essa modificacdo resultou |
na redugdo do custo de construgdo do pré-condicionador sem afetar a estimativa polilogaritmica de

crescimento do nimero de condicio do sistema pré-condicionado com a ordem polinomial p.

(Sherwin e Casarin, 2001) também empregaram a técnica de subestruturagdo na obtengao
de um pré-condicionador para a solucdo da equagéo de Navier-Stokes imcompressivel em malhas
3D ndo-estruturadas. De forma similar a abordagem utilizada em (Mandel, 1990d) para malhas
de elementos hexaédricos, essa técnica se baseia na obten¢do de um conjunto de fungdes de base de
baiza energia a partir de uma transformacio sobre as funcdes de base usadas na discretizagao do
problema. Essa nova base, derivada numericamente, reduz o acentuado acoplamento entre os modos
da base original tornando-a adequada a um pré-condicionamento bloco-diagonal. A aplicagdo do
operador MSA por bloco & base de baiza energia combinada a um método de solugéo direto para
fatorar o bloco associado &s funcdes de vértice originais constitui o pré-condicionador propriamente
dito. Resultados niimericos obtidos a partir dessa técnica revelaram um ganho de velocidade de até

trés vezes em relacdo ao pré-condicionamento diagonal padrdo para o caso de malhas tetraédricas.

Outra classe de métodos iterativos que merece amplo destaque é a de métodos multi-niveis.
No caso da versdo-h do MEF, os métodos multigrid cldssicos alcangaram um grande sucesso (Bit-
tencourt, 1996; Bittencourt e Feijéo, 1997; Bittencourt e Feijéo, 1998; Bittencourt et al., 1998a;
Bittencourt et al., 1998b). Motivados pelo desempenho dos métodos multigrid, alguns autores de-
cidiram aplicar tais idéias na solugdo de sistemas de equagdes algébricas decorrentes da aplicagao

da versdo-p (Craig e Zienkiewicz, 1985).

(Babugka et al., 1989) conduziram uma série de experimentos numéricos nessa linha propondo
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originalmente a denominagdo métodos multi-p. Essa abordagem consiste na relaxacdo sucessiva dos
graus de liberdade ndo nodais ao se variar os niveis p. Baseado nos resultados das simulagdes
numéricas para problemas elipticos 2D em malhas estruturadas, concluiu-se que o ciclo V dos
métodos multi-p convergiam mais rapidamente do que os métodos iterativos classicos de Gauss-
Seidel e SOR porém, ainda eram mais lentos que os métodos multigrid cldssicos. Os mesmos
resultados foram confirmados em (Brussino et al., 1989) para uma arquitetura computacional para-

lela.

(Foresti et al., 1989) testaram um tipo de algoritmo multi-p empregando ciclos V em que o
método bloco Gauss-Seidel foi usado como esquema de relaxacio. Os resultados ntimericos desse
teste demonstraram-se superiores aos anteriores mas ainda apresentaram uma taxa de convergéncia

lenta, mesmo em ordens polinomiais moderadas.

(Hu e Katz, 1995) investigaram de maneira sisteméatica os métodos multi-p estabelecendo as
primeiras bases tedricas para essa metodologia. Desenvolveu-se nesse trabalho a classe dos métodos
multi-p algébricos de ciclo V, incluindo os ciclos 'V padrées, modificados e varidveis. Métodos multi-
p aninhados e a combinagao destes com os algoritmos de ciclo V também foram estudados tendo essa
ultima, associacdo, denominada algoritmos de ciclo V acelerados, demonstrado a maior eficiéncia
entre as variantes consideradas. Além disso, foram conduzidas investigagdes sobre a convergéncia
dos métodos multi-p tanto tedrica quanto numericamente. Nesse caso, as aplicacdes numéricas

estiveram restritas a problemas de Poisson em malhas 2D estruturadas.

(Hu et al., 1997) estenderam o conceito de métodos multi-p algébricos com o objetivo de
incorporar a idéia de pré-condicionadores multi-p. Nesse caso, os pré-condicionadores foram aplica-
dos com o uso de elementos estaticamente condensados além do uso de um esquema de relaxacio
de Gauss-Seidel simétrico com o intuito de se garantir a convergéncia do método. Experimentos
numéricos envolvendo problemas de elasticidade linear em malhas 2D e 3D estruturadas revelaram
que os numeros de condicdo, apds o pré-condicionamento multi-p, eram independentes da ordem

polinomial p.

(Guo e Katz, 1998), visando melhorar a performance dos métodos multi-p, propuseram a
substituicdo do esquema de relaxacdo de Gauss-Seidel pelo de Jacobi amortecido priorizando a
minimizagio do esfor¢o computacional em detrimento da velocidade de convergéncia. (Guo e Katz,

2000) ainda estenderam a aplicacdo dos métodos multi-p para o caso de uma arquitetura computa-
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cional paralela.

Recentemente, (Nogueira Jr. e Bittencourt, 2001a; Nogueira Jr. e Bittencourt, 2002) investi-
garam, em termos do custo computacional, a aplicagdo dos métodos multi-p a problemas elipticos
lineares (equacdo de Poisson e equagbes de elasticidade) em malhas 2D e 3D nao-estruturadas.
Para o tipo de andlise adotada, os resultados obtidos demonstraram que a performance dos es-
quemas multi-p é sempre inferior aquela exibida pelo método de gradientes conjugados com pré-
condicionamento de Gauss-Seidel simetrizado. O cléssico pré-condicionador proposto por (Babuska
et al., 1991) para problemas 2D também se mostrou surpreendentemente inferior a este dltimo. No
entanto, foi possivel notar que na maioria dos casos 3D os métodos multi-p apresentaram taxas
de crescimento do nimero de operagdes executadas em relagdo & quantidade de graus de liberdade

envolvida menor que a dos demais métodos estudados.

1.3 Objetivos

Este trabalho tem como um de seus objetivos centrais a formulagdo e implementagdo (em
linguagem C++) da versdo-p do MEF para problemas eldsticos lineares e ndo-lineares em malhas
3D nio-estruturadas. Esse tema pretende dar continuidade ao trabalho relacionado a malhas néo-
estruturadas do tipo h desenvolvido em (Bittencourt, 1996). Para se concretizar tal tarefa, pretende-
se inicialmente conduzir um estudo detalhado do comportamento tedrico-numérico das fungdes de
base 2D e 3D de alta ordem usualmente utilizadas. Além disso, pretende-se identificar os elementos
bésicos necessarios & implémentagé.o de uma estrutura de cédigo baseada na versao-p 3D do MEF.
A implementag8o dos aspectos essenciais dessa formulacio tomar por base o trabalho desenvolvido
por (Karniadakis e Sherwin, 1999). A priori, planejou-se implementar um cédigo que comtemplesse
apenas dominios sem curvatura (retilineos ou planos por partes) ou, melhor dizendo, que pudessem
ser exatamente descritos por mapeamentos afins. Desse modo, o quarto item enumerado na primeira
secio (mapeamento geométrico para dominios arbitrarios) ndo receberd nenhum enfoque especial

neste trabalho.

Como segundo objetivo bésico, destaca-se o estudo e desenvolvimento de técnicas multigrid
algébricas para a versdo-p do MEF quando aplicadas a problemas elipticos lineares. Dentro desse

tema, com a intencdo de se nortear a busca de desempenho para problemas de elasticidade 3D em



malhas ndo-estruturadas, realiza-se um estudo prévio da aplicacio desse tipo de técnica com base

na equagdo de Poisson 2D. Esse estudo preliminar envolve a comparacio de diferentes métodos

iterativos de solucéo de sistemas lineares incluindo técnicas de pré-condicionamento para gradientes

conjugados e andlise Ap adaptével. Uma vez concluido o estudo preliminar, aplicam-se as técnicas

multi-p em problemas 3D.

Para a solugao dos exemplos 2D estudados, serd utilizada a estrutura de classes, desenvolvida

com base na versdo-p, gentilmente cedida por 4.A4. Novotny (LNCC - Rio de Janeiro). Essa base

de cédigos foi totalmente escrita em linguagem C++ tendo revelado aspectos chaves para a futura

implementacao da formulacido p 3D adotada.

1.4

Contribuicoes do Trabalho

Como contribuicdes resultantes do desenvolvimento do presente trabalho de doutorado, pode-

se ressaltar os seguintes itens:

Estudo comparativo entre os conjuntos de fungdes de base hierdrquicas associados a elementos

triangulares e tetraédricos mais comumente empregados na literatura (Capitulo 2);

Desenvolvimento de conjuntos de funges de base hierdrquicas para elementos triangulares
e tetraédricos projetados de forma a se obter ortogonalidade total entre os modos internos

associados aos elementos (Capitulo 2);

Implementagao e aplicagio da formulagdo p do MEF, originariamente proposta por (Karni-
adakis e Sherwin, 1999) para problemas de mecanica dos fluidos computacional em malhas
nio-estruturadas, na soluciio de problemas de elasticidade linear e nio-linear 3D (Capfitulo

3);

Formulagao e implementacdo de métodos multi-p algébricos para problemas elipticos lineares
em malhas 2D e 3D n3o-estruturadas com base no trabalho desenvolvido por (Hu e Katz,

1995) para malhas estruturadas (Capitulo 4);

Desenvolvimento de algoritmos generalizados para os ciclos usualmente utilizados nos métodos

multi-p (Capitulo 4);

16



e Desenvolvimento de um pré-condicionador para problemas elipticos lineares 2D baseado no
pré-condicionador modelo para formulages p proposto por (Babuska et al., 1991) (Capitulo

4);

e Utilizacdo das técnicas de adaptabilidade hp para problemas elipticos lineares em malhas
2D nao-estruturadas propostas por (Novotny et al., 1999) para o desenvolvimento de uma

estratégia multi-hp adaptével (Capitulo 4).

e Desenvolvimento de procedimentos de discretizacio para a versdo-p do MEF a partir da base

de programas construida em (Silva, 2002) (Capitulo 5).

1.5 Organizacao do Texto

Os capitulos subsequentes deste trabalho est3o organizados da seguinte maneira: o Capitulo
2 & dedicado ao estudo de funcbes de base hierarquicas para elementos triangulares e tetrédricos;
o Capitulo 3 apresenta os elementos essencias da formulagdo p com base no trabalho desenvolvido
em (Karniadakis e Sherwin, 1999) para problemas de mécanica dos fluidos computacional. Esse
capitulo cobre ainda a aplicacdo dessa formulacdo a problemas de elasticidade linear e ndo-linear
em malhas 3D nao-estruturadas; o Capitulo 4 traz um estudo sobre a formulacdo e aplicacéo de
métodos iterativos e multigrid algébricos para a versdo-p do MEF aplicados a problemas lineares
2D e 3D em malbas naoc-estruturadas; o Capitulo 5 salienta os aspectos computacionais necessarios
3 implementacdo, em linguagem C++, de um cédigo baseado na versdo-p 3D do MEF; por fim,
o Capitulo 6 sintetiza os principais resultados deste trabalho apresentando suas conclusdes e pers-

pectivas futuras.
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Capitulo 2

Funcoes de Base Hierarquicas

Como salientado no capitulo introdutério, a escolha das fungbes de base na versdo-p desempe-
nha um papel fundamental na determinagio da eficiéncia e flexibilidade do método de discretizacao.
Foi observado também que a propriedade hierdrquica dos espacos de aproximacao p permite que as
matrizes locais ndo sejam totalmente reconstruidas quando se aumenta a ordem polinomial desses
espacos. Essa propriedade bem como a de ortogonalidade entre as fungbes de base, a qual resulta
em matrizes de rigidez globais acentuadamente esparsas e bem condicionadas, é bastante desejdvel

sob o ponto de vista de implementacao.

O presente capitulo realiza um estudo comparativo entre funcdes de base hierdrquicas associa-
das a tridngulos e tetraedros com o objetivo de selecionar o conjunto de fun¢des mais adequado para
uso de malhas ndo-estrutuaradas. Discute-se, a partir da andlise das propriedades de esparsidade e
condicionamento locais, o desempenho de véarios conjuntos de fungdes sugeridos na literatura (Abou-
chakra, 1996; Carnevali et al., 1993; Sherwin e Karniadakis, 1995; Szabé e Babuska, 1991; Webb
e Abouchakra, 1995). Com base na formulacdo desenvolvida em (Sherwin e Karniadakis, 1995),
apresenta-se uma nova proposta para fungdes hierdrquicas associdas a tridngulos e tetraedros. Esse
conjunto de funcdes, construido a partir do produto tensorial generalizado de polinémios de Jacobi,
foi projetado para gerar ortogonalidade total entre os modos internos associados ao elemento de

maneira a produzir matrizes de massa locais com elevado padrao de esparsidade.

Na secdo 1, s80 apresentadas as bases hierdrquicas bi e tridimensionais consideradas. A secéo 2

apresenta resultados teéricos sobre a ortogonalidade das novas funcdes de base sugeridas. As segOes
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3, 4 e 5 trazem resultados nlimericos comparando as propriedades de esparsidade e condicionamento
das matrizes locais (rigidez e massa) associadas aos diferentes grupos de funcdes hierdrquicas de-
finidos sobre tridngulos e tetraedros. A obtencio desses resultados foi realizada com o auxilio do
software de manipulagdo simbélica MATHEMATICA 3.0 o que tornou possivel a vizualizacdo dos
padrdes de esparsidade gerados em cada caso. A secdo 6 é dedicada 3 validagdo, em termos globais,
dos resultados relativos ao condicionamento das matrizes locais. A anglise do comportamento das
funcdes de base do ponto de vista global se estende para a secio 7 na qual se considera a solucio de
problemas simples baseados na equagao de Poisson 2D através do método de gradientes conjugados.

As conclusdes a respeito das investigagdes realizadas sio apresentadas na secao 8.

2.1 Elementos Hierarquicos para Malhas Estruturadas e Nio-estru

turadas

2.1.1 Quadrilateros

As fungGes hierarquicas associadas a quadrildteros sugeridas em (Szabé e Babuska, 1991) sdo
definidas sobre o elemento de referéncia @ = {(£,7) € ®?||¢| < 1,|n < 1} (Figura 2.1(a)) e cons-
truidas com base na integragéo dos polinémios de Legendre (Apéndice A). Essas funcoes sdo tipi-
camente associadas a entidades topolégicas da malha como vértices, arestas e faces (Babuska et al.,

1989; Szabé e Babuska, 1991).

As primeiras quatro fungdes associadas aos vértices desse elemento sio exatamente as mesmas

empregadas nos elementos de quatro nés utilizados na versdo-h do MEF, ou seja,
1 .
N;(&.m) = 2(1 +&(L+mn), i=1,..,4 &=n ==l (2.1)

Definem-se 4(p — 1) fungdes de forma associadas 3s arestas de ntimero 1 a 4 desse elemento, para

p > 2, as quais sdo dadas pelas seguintes expressdes:

NOEm) = 50-me)

NO(Em) = S0 +)an) (22)

v = Sasmae,

o~
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NOem = SLra-osm),

com i = 2,...,p- A funcdo ¢;({) é definida por

g — ¢
$:(¢) = V’Z 5 1/_1 P (t), (2.3)

sendo P;,_;(t) o polinémio de Legendre de grau i — 1 (Apéndice A). O termo (—1)° presente nas

- 3 4, . . e c -
funcoes IV, ) e N (4) é necessario para se obter invariidncia com respeito 4 rotacdo de coordenadas
G i i D

(Babuska et al., 1989).

Finalmente, definem-se (p — 2)(p — 3)/2 funcdes associadas & face do elemento, para p > 4, as

quais sdo dadas por

N n) = 6:()pi(n),  Hj=2,..p=2% 0<i+j<p (2:4)
LR
4 S 3
N0 ol
i
S
1
Q) |
S~ 1
1 12
(a) quadrildtero. (b) hexaedro.

Figura 2.1: Elementos de referéncia quadrilateral e hexaédrico de (Szabé e Babuska, 1991).

2.1.2 Hexaedros

De maneira geral, as funcgdes de forma associadas a hexaedros sao anédlogas aquelas definidas
para elementos quadrilaterais. Nesse caso, além das fungdes associadas a vértices, arestas e faces,

definem-se ainda funcdes associadas ao interior do elemento de referéncia.

Para o elemento hexaédrico desenvolvido por (Szabé e Babuska, 1991), representado por Q =

{(¢,n,0) e R2|Jel <1, Inl <1,[¢| <1} (Figura 2.1(b)), definem-se oito funcdes de forma hierdrquicas
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associadas a seus vértices as quais sdo as mesmas empregadas na versio-h do MEF, ou seja,

1

Para p > 2, definem-se 12(p — 1) funcdes de forma associadas is arestas do elemento. Essas
fungBes sdo similares as funcdes de aresta definidas para o elemento quadrilateral. As funcbes que

conectam os vértices (1,2) e (2,3) (Figura 2.1(b)), por exemplo, sdo representadas por

NEDEm ) = 1O -n)(1-0),

NEDEn Q) = H)A+O1-0), (26)

com ¢;(¢) dado pela relacdio (2.3) ei = 2,...,p. As demais funcdes de aresta sio obtidas analoga-

mente, permutando-se as varidveis £, 7, ( e seus respectivos sinais (£1).

Para p > 4, definem-se 3(p — 2)(p — 3) funcdes de forma associadas as faces do elemento as
quais sdo similares as funcbes de face descritas para o elemento quadrilateral. As fungles associadas

& face definida pelos vértices (1,2, 5,6) (Figura 2.1(b)), por exemplo, é dada pela seguinte expressio:

1
N,%’Q’S’G)(§7 77, C) = 5(1 - 77)%(5)(153(() 2.7 = 2737-'-:19 - 272 +.7 = 47 Sa cees D5 (27)

sendo m(s,j) o indice convencionado para a numeragio das funcdes de face (Szabé e Babugka,
1991). As demais funcdes de face sdo obtidas analogamente, permutando-se as varidveis £,7,( e

seus respectivos sinais (%1).

Finalmente, para p > 6, definem-se (p — 3)(p — 4)(p — 5)/6 funcdes de forma associadas ao

interior do elemento. Essas func¢des sdo dadas pela seguinte expressdo geral:

N = 4,(8)¢i(mex((), 4,5,k=2,3,...p—4 i+5+k=6,7,...p; (2.8)

sendo m = m(i,j,k) o indice convencionado para a numeragio das funcbes internas (Szabé e

Babugka, 1991).

Como constatado pelo trabalho de (Edgar e Surana, 1996), o emprego das funcdes hierarquicas
associadas a quadrildteros e hexaedros sugeridas em (Szabd e Babugka, 1991) resultam em excelentes
propriedades de esparsidade e condicionamento ndmerico das matrizes locais. Segundo (Carnevali
et al., 1993), no entanto, ndo se pode esperar o mesmo resultado para as fungbes associadas a

tridngulos e tetraedros desenvolvidas por esses mesmos autores. Dessa forma, as secdes restantes
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concentram-se apenas no estudo de fungdes hierdrquicas para tridngulos e tetraedros.

2.1.3 Triangulos

As funcdes hierdrquicas associadas a elementos triangulares propostas em (Szabé e Babuska,
1991) sdo definidas sobre o tridngulo de referéncia equildtero T = {(£,7) e B2 |0 <7 < v3(1 +£),~1
<E<00ul<n</3(1-¢),0<¢<1} (Figura 2.2(a)) e, assim como no caso dos elementos quadri-
laterais, sdo construidas com base na integragio dos polindmios de Legendre (Apéndice A). Eséa,s
funcdes sdo dadas em termos das coordenadas de drea L; (i = 1,2,3) do elemento de referéncia as
quais obedecem a relagdo L1 + Ly + Lz = 1. Definem-se, nesse caso, 3 fungdes de vértice, 3(p ~ 1)
funcoes de aresta, para p > 2, e (p — 1)(p — 2)/2 fungdes de face, para p > 3. As fungses associadas
20s vértices sao dadas pelas préprias coordenadas de drea. Essas funcbes possuem um comporta-
mento linear, assumindo valor unitdrio no vértice 7 do elemento de referéncia e anulando-se nos
lados opostos a esse mesmo vértice. As funcbes de aresta sdo construidas de modo que, em cada
lado do tridngulo, elas se encaixem exatamente nas funcdes de aresta correspondentes definidas para
o elemento quadrilateral e ainda se anulem ao longo dos outros dois lados do tridngulo. As fungdes
de face possuem um aspecto do tipo bolha e sio construidas de forma a se anularem em cada um

dos lados do tridngulo de referéncia.

As fungdes hierdrquicas associadas a tridngulos definidas adiante possuem, em geral, as mes-
mas caracteristicas descritas acima. A quantidade de fungbes por elemento a cada nivel de apro-
ximagcio p também segue o mesmo padréo sugerido anteriormente. As diferengas aparecem na forma
do elemento de referéncia utilizado e nos tipos de polindmios que compdem a base do espago de
interpolagdo. A utilizacdo de coordenadas de 4rea é bastante comum mas ndo obrigatéria (Sherwin

e Karniadakis, 1995).

As funcdes hierdrquicas associadas ao elemento triangular de (Carnevali et al., 1993) sdo
definidas sobre o tridngulo de referéncia retdngulo 7 = {(¢&,7) € R2|0<n<1-£,0< £ < 1}, deno-
minado [0,1] 2 — simplez (Figura 2.2(b)). Essas fungdes, assim como no caso anterior, sao dadas
em termos das coordenadas de drea L; (i = 1,2,3) do elemento de referéncia. Com o objetivo
de se obter ortogonalidade (em relagio ao operador de Laplace) entre essas funcdes, emprega-se o

procedimento de Gram-Schmidt na construgdo das mesmas.
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(a) (Szabé e Babuska, 1991). (b) (Carnevali et al., 1993). (¢) (Sherwin e Karniadakis,
1995).

Figura 2.2: Elementos de referéncia triangulares.

. As fungGes hierdrquicas de (Webb e Abouchakra, 1995) so construidas com base nos po-
lindmios de Jacobi de peso misto. Essas funcdes sdo definidas exatamente sobre o mesmo tridngulo
de referéncia usado por (Carnevali et al., 1993) sendo descritas através de coordenadas de 4rea.
Esse conjunto de fungdes foi elaborado de forma que tanto os modos associados &s arestas quanto
os associados as faces do elemento de referéncia fossem mutuamente ortogonais. Essa caracteristica
resulta na obtencdo de matrizes de massa locais bem condicionadas. Verifica-se ainda que essa atra-
ente propriedade se estende para o caso das matrizes de rigidez locais (Nogueira Jr. e Bittencourt,

2001b).

O conjunto de fungdes hierdrquicas proposto por (Sherwin e Karniadakis, 1995) é definido
sobre o tridngulo de referéncia T2 = {(¢,n) | —1 < &,m€+7 < 0}, mapeado a partir do dominio qua-
drilateral R? = {(a,b) | =1 < a,b < 1} (Figuras 2.2(c) e 2.3). Essas funcdes também sio construidas
com base nos polindmios de Jacobi além de poderem ser escritas em coordenadas de 4rea. A prin-
cipal caracteristica associada a esse conjunto de funcdes é a definicio do elemento de referéncia a
partir de uma transformagcio de coordenadas. Isso permite que se escreva as expressdes das funcdes
de base sobre o tridngulo de forma tensorizada tal como é feito naturalmente no caso de bases usadas
em malhas estruturadas. A Figura 2.3 ilustra o procedimento de construgio do dominio triangular

- T? a partir do colapsamento de um dos vértices do dominio quadrilateral R2. As expressdes para as

funcbes de base associadas ao elemento de referéncia triangular colapsado sio escritas nas coorde-
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nadas tensorizaveis {(a,b) do quadrado de modo que a aplicagdo das equactes de mapeamento sobre
essas coordenadas resulta na obtengdo de uma base polinomial em termos das coordenadas (£, 7)

(formalmente, tem-se: f(a,b) = f(a(£,7),b(¢,n))). Como a mudanca de coordenadas (a,b) — (£,7)

14E

= ), a obtencdo de uma base polinomial em

envolve uma, transformagdo racional (ie., a =
termos das coordenadas (£,7) exige a inclusfo de termos especiais nas expressdes das funcdes de
base locais escritas nas coordenadas (a,b). Essa estratégia garante que a forma polinomial da base

seja preservada em ambos os dominios locais: o quadrilateral e o triangular.

bl m i
| o (1.1 |
21 : {1 Ch |
£ = (1+2)(1-b)2- 1 N
| T
I b=m Vo
Vi a \/ \\ g
a=2(1+8/(1-m)-1
(ﬁﬁit.,‘; {’! “i) [ _"!

Figura 2.3: Mapeamento de coordenadas do elemento quadrilateral para o elemento triangular
(Sherwin e Karniadakis, 1995). ' S .

A Tabela 2.1 apresenta, em termos das coordenadas de drea L; (i = 1,2,3), as expressGes
para as fungdes hierdrquicas associadas aos diferentes tipos de elementos triangulares mencionados
acima. Essa tabela traz ainda um novo conjunto de funcdes hierdrquicas para malhas triangu-
lares proposto com base na referéncia (Sherwin e Karniadakis, 1995). Partindo-se do conjunto de
funcdes de base ortogonal proposto por (Dubiner, 1991) e aproveitando a formula¢do multi-dominios
sugerida por (Sherwin e Karniadakis, 1995), a qual preserva a continuidade CY sobre malhas tri-
angulares conformes, obteve-se uma base hierdrquica adequada para os espagos de aproximagao
comumente utilizados no MEF. As fungdes associadas a esse novo elemento sdo definidas sobre
o mesmo tridngulo de referéncia sugerido em (Sherwin e Karniadakis, 1995). O novo conjunto
de funcdes hierdrquicas foi idealizado de forma que as fungdes associadas a face do elemento de

referéncia fossem mutuamente ortogonais.
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P i
vértice | NyW' = L;, Nj

=L, N¥=1I,

N}V = LiLogi(Ly — Ly)
(Szabé e Babuska, 1991) arestal Ni@) = LoLap;(Ls — Ly)
N = LgLipi(Ls = Ls)

2 7 ﬂ
face Z\ (p2

—3}/24i = L}_LngP(p_g).;,;._i(Lg - L})P'._i (2L3 - 1}

vértice | AV = L;, Al

=Ly, h=1L,

W = —201L3Eps(L1, L)
(Carnevali et al., 1993) aresta® | hP) = —20,L3E,_»(Ls, Ls)
B = —2L311E,_o(Ls, L1)

face* | h Py = LiLyL3F, g(Ly, Ls)

vértice | Ny = Ly, Ng= Lz, Na = L3

Noy1 = L1 Ly P,
(Webb e Abouchakra, 1995) | aresta® | Ny = L2L3P<

(Lz“Ll)
z 2)(L3 — Lo)

Nops = L3L1P<2 (L1 = Ls)

face® | Notays = LiLpLs(1 — Lg)*P/*** " (1 — 2Ly) PP (Lasha)

~pler ..o ver s veri
vértice | gio =L, ‘oo = Lo, 1g§1 = L3
1@ Esta 1
g0 =L, L, P ( e ) (1-L3)—2
—ooresta 2
(Sherwin e Karniadakis, 1995) | aresta | i = LyLsPYt (205 - 1)
1-.peresta 3 11
Gim = L3L1P 1(2L3 - 1)
1-aface _ -
face’ | Gim = LiLaLePY} (L25R) (1 - L) —2P%71 (2L - 1)
1—olvert A) 1 —olvert B) 12 (vert C)
vértice | N 1 =L, Ny =L;, Ny = Ls
1-olaresta 1) 22 { Lo—L 1o
Nio  =LiLBY (Lk) (1 - Ly
) 1-oleresta 2)
Propostas aresta | N i, = LyL3P> 1(2L3 ~1)-
1-glareste 3)
N im = L3L1Pm’_1 (2L3 — 1)

1-.olface]

face® | Nym = LiLyL3P22 (Alz:-ggx) (1 - Lg)=2pP241% (oL, — 1)

Tabela 2.1: Expressoes para as funcoes hierdrquicas associadas aos elementos triangulares.

10 termo @;(¢) é definido através da seguinte expresssio: (1 — ¢?)pi(¢) = 6:(¢) =

2P, é o polinémio de Legendre de ordem k (vide Apéndice A).

VER [C Pioi(v)ds.

*0 termo Ep-2(Li,L;) é definido através da seguinte expressio, para p > 2 Ey_o(Li, L;)

. -2 p—1 _
Zizg("l)kﬁ-‘l(pk )( k )LﬁLf2k~

*0 termo Fap(Li,L2) é definido através da seguinte expressdo, para o«,f

p-3ep > 3 Faplnl) = T2 32 (—1)™aji + )
l (L2 (L)

T1 tk(a+B+2)=k(k=1)/2]

k=1

a e f (vide Apéndice A).
50 indice k, parap> 3, é dadopor k= p — 3 — 4.

50 indice a, para p = 2,3, ..., n, é definido por a = ‘zl-p(p—i- 1). pk(a,ﬁ} 530 polindmios de Jacobi de ordem k e pesos

"0 indice Im é definido de modo que (2 < ;1 <m | < L;l+m < M), com L e M indicando o nimero total de
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Os graficos de algumas funcGes hierdrquicas associadas &s arestas e as faces dos diferentes

elementos estudados sdo ilustrados na Figura 2.4.

(a) Szabé & Babuska, 1991 (quadrildtero). (b) Szabé & Babuska, 1991 (trisingulo).

(c) Carnevali et al., 1993 (tridngulo). (d) Webb & Abouchakra, 1995 (tridngulo).

(e) Sherwin & Karniadakis, 1995 (tridngulo). (f) Propostas (tridngulo).

Figura 2.4: FungGes hierdrquicas de ordens 4 e 5 associdas &s arestas e as faces, respectivamente,
dos diferentes elementos estudados.

funcdes de base. Py *# s30 polindmios de Jacobi de ordem k e pesos a e f.
80 indice Im e os polindmios PJ *# s definidos tal como em (Sherwin e Karniadakis, 1995) (vide Apéndice A).
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2.1.4 Tetraedros

As fungbes hierdrquicas associadas ao elemento tetraédrico de (Szabd e Babuska, 1991) s3o
definidas sobre o tetraedro de referéncia derivado do tridngulo equildtero descrito anteriormente
(Figura 2.5(a)). Essas fungdes sdo elaboradas com base na integragio dos polinémios de Legendre e
representadas em termos das coordenadas de volume L; (i = 1,2, 3,4) do tetraedro de tal forma que
Ly + Ly + L3 + L4 = 1. Defininem-se, nesse caso, 4 funcdes de vértice, 6(p — 1) funces de aresta,
para p > 2, 2(p — 1)(p — 2) fungdes de face, para p > 3, e (p— 1)(p — 2)(p — 3)/6 funcdes internas,
para p > 4. As fungbes associadas a esse elemento possuem caracteristicas semelhantes aquelas
encontradas nas fungGes hierdrquicas definidas para o elemento triangular de (Szabé e Babuska,

1991).

g i
235 | N
] HEAY
<
%) |
£ i D1
W3 o
]
25N
(a) (Szabd e Babuska, 1991). (b) (Carnevali et al., 1993). (¢) (Skerwin e Karniadakis,

1995).

Figura 2.5: Elementos de referéncia tetraédricos.

Os demais elementos tetraédricos sugeridos na literatura (Carnevali et al., 1993; Sherwin e
Karniadakis, 1995; Abouchakra, 1996) sdo extensdes imediatas dos respectivos elementos trian-
gulares descritos anteriormente e portanto preservam boa parte das propriedades destes tltimos.
Observa-se, por exemplo, que as fungdes hierdrquicas associadas aos elementos tetraédricos de
(Carnevali et al., 1993) e (Abouchakra, 1996) sdo definidas sobre o elemento de referéncia [0,1]
3 — simplez (Figura 2.5(b)). J4 as funcbes elaboradas por (Sherwin e Karniadakis, 1995) sdo defi-
nidas sobre o elemento de referéncia 7° = {(£,7,{) | -1 < &,9,(;€+ 7+ ¢ < -1}, mapeado a partir do

dominio hexaédrico R®* = {(a,b,c) | =1 < a,b,¢ < 1} (Figuras 2.5(c) e 2.6). No caso tridimensional, a
g
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quantidade de funcdes por elemento a cada nivel de aproximac@o p normalmente respeita o padrao

adotado em (Szabé e Babuska, 1991).

A Figura 2.6 ilustra o procedimento de construcio do dominio tetraédrico T, associado as
funcGes hierdrquicas desenvolvidas em (Sherwin e Karniadakis, 1995), a partir do dominio hexaédrico
R3. Diferentemente do caso 2D, observa-se que o mapeamento do elemento de referéncia hexaédrico
para o elemento tetraédrico é realizado em trés etapas. Primeiramente transforma-se o dominio
hexaédrico em um dominio prismético. Em seguida, transforma-se este ltimo num dominio com
formato piramidal. Finalmente, converte-se o elemento piramidal num elemento de referéncia te-
traédrico. A construcdo das expressbes para as fungoes de base associadas a esse elemento tetraédrico
¢ feita de forma andloga ao caso do elemento triangular T2 obtido a partir do elemento quadrilateral

RZ

b=2(1+&)/(1-§ -1

Figura 2.6: Mapeamento de coordenadas do elemento hexaédrico para o elemento tetraédrico de
(Sherwin e Karniadakis, 1995).

A Tabela 2.2 apresenta as expressGes para as funcbes hierdrquicas associadas aos diferentes
tipos de elementos tetraédricos mencionados acima. Essa tabela traz ainda um novo conjunto
de funcdes hierdrquicas para malhas tetraédricas concebido com base na referéncia (Sherwin e
Karniadakis, 1995). Esse conjunto de funcgdes é uma extensio imediata do conjunto associado a

malhas triangulares proposto anteriormente.
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Vértice Nll =ng lvlz :Lza Nl(s =L37 A714 :L4

aresta’ Ni(i’i) = Ly Lopi{Ly — L)
Nﬁ’f‘> = LoLgpi{Ls — L)
Ni(f’f) = LaLip;(L1 ~ L)
Nﬁ’f) = LeLi1wi(Li — Ls)
(Szabé e Babuska, 1991) NP = LaLai(La — La)
Ni(f'f} = LgLqpi{Ls— L3)

face’® | N&'®Y = LiLoLaPi(Ls — L) P (2Ls — 1)
NG9 = L1 LoLaPi(Ly — L1)P;(2Ls — 1)
NG = LoLsLaPi(Ls — Ly)P;(2Ls — 1)
NEYY = L3 Ly LoP(Ly — L3)P;(2Ls — 1)

interior™ | N3 = LiL>LsLsP,(Ls — L) P;(2Ls — 1) Py (204 — 1)

vértice h§1> = Ll, hzl = Lg, hél = Lg, hilk = L4

(Carnevali et al., 1993) | aresta™ | A®) = —2L,L, E,_o(L:, L;)

face’® | APy = L. L L,F, 5(L,, L)

interior'* | A, = LiL2L3L4Bog (L1, L2, L3)

vértice Ni=Li, No= Loy, Na=L3, Ny=1ILs

arestal® d r<z~7’-i = LiLsz_’.zj{Lg - L1>
Ntz = L1LgP 22 (Ls — Ly)
Nops = LAL4PFEE’§)(L4 ~ Ly)
Nypa = LszP;i’zz)(Ls — L)
Novs = L2L4Pz§.2:22)(l;4 - Lg)

(Abouchakra, 1996) Nass = LsLs P2P (L, — L)

face®® Notr4i = L1L2Ls(1 — L3)* PI5**9(1 — 2L P )(%257,%')
Notstitp-3) = LiLaLa(l = La)* P#F9) (1 — 01,) P (La=la)
Na+9+i+2(p—3) - L1L3L4<l - L4)k}){(2,2k+5)(1 — 2L4)P£2,2)(%3:'_?ZI_;1)
Notio+irsp-3) = LeLaLa(l = La)* BP9 (1 - 21,) P2 (Lakz)

S 77 ey
interior'’ Notrrsa 2630 g gy = L1loLaLa(l— Lo — Lg)*(1 — Lg)? PP (=55%5)
qu(g,gk.(,.s) (lmf—azfz,z ) ‘F.’j(2’2k+2q+8)-(1 " 2L3)

0 termo ;(¢) é definido exatamente como no caso do elemento triangular.

0m = m(i,) é o indice convencionado para a numeragao das fungdes de face do tetraedro; P;,P; sio polindmios
de Legendre de ordens ¢ e j respectivamente, com ¢, = 0,1,2,....p— 3 e i +3=0,1,..,p—-3.

"'m = m(3, ,k) é o indice convencionado para a numeracio das funcdes internas do tetraedro padrio; P;,P;, Py sio
polinémios de Legendre de ordens 4, j e k respectivamente, com 1, j,k = 0, 1, 2,.,p—dei+ji+k=0,1,... . p—4.

120 termo Ep-2(Ls, L;) é definido exatamente como no caso do elemento triangular.

130 termo Fap(Lr, Ls) é definido exatamente como no caso do elemento triangular.

O termo Bagy(L1,L2,Ls) ¢é definido pela seguinte expressio, para o, 8,7 > 0; a —+ B+ = p—
4; e p > 4 Bapy(Li,Ls,Ls) = BSI(L) x B (L, Le) x B (L1, Ls, Ls), com B (L)

. o a-+1 i) rami B . +1 —i)! 7 Bi i
S () (1) e aRum =22 (£) (1) smsspu -y,

- . + 1 ( =)l i i
BSS":,)(Lx,Lz,Ls) = f:oZ! ( Z ) ( 71’ ) 2(?;-41-1)5 L7 (L2 + Ly = 1)%,

Il

'®Q indice a, para p = 2,3, ..., n, é definido por a = p(p + 1)(p + 2)/6 e P s3o polinémios de Jacobi de ordem

m e pesos a € b.
0 indice k, parap>3ei=0,1,...,p ~ 3, é dado pork=p~3—i.
YOsindices keg parap > 4,i=0,1,..,p—4 e J=0,1,...,4, sdo dados respectivamente por k = p—~4 —7 ¢

g=1-73.
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= L1LsP,’, {1”*&; —1) (1= Ly™t
= L1 LaPY (2L - 1)
= LyLsPY' (204 — 1)

Lo 13 vert 13 VET 1~3 Ver 13 VETE
vértice | 9100 = Ly, gioo =Lz, gow = Lz, gooi = Ly
1. 307€3%8 i1 ot 2
aresta | Gioo = L1L: P, (i“%‘;‘%*) (1—Ls = Ly)
13 @TEStE 2 11 —1
Gimo = L2L3F," ( - 1) (1= Ly)

(Sherwin e Goin = L3LsP}} (204 — 1)
_n jace 1
Karniadakis, 1995) face gﬁmif = L1 Ly LsPY (f5855-) (1 - Le — L)' PP (B - 1) (- La)™!
1—3 face -
Jion = Ly Ly Ls P15y (7555-) (1~ Ls — Lo)' 2 P25 (2Le - 1)
1~3 face 3 1 o
Gimn = LoLsLsPl, (5 —1) (1 - Ls) 1Pf’_”§”’1(2L4 ~1)
g face 4
Gimn = LiLsLePRY (ER — 1) (1~ L)™' PP an, — 1)
n LRLETLILT
interior’® | gimn = LiLyLsLaPlY (£2321) (1 — Lg — Lo)' 2
x PAI (2a 1) (1= L™ PR oL, — 1)
13 vert A 1-3 VET 13 Ver 13 YET Py
vértice Nigo = L3, N = L3, Npio = Lo, Noo: = L4
13 6resta I
aresta | No = LiLo PR (78225 ) (1 - Ls — La) ™2
1_3 ar
— 2,2 me—1
Nl";f’a esta 3— LelaFr (1 ~Ls 1) (1 — L)
1-3 &7 2,2
J\jhgoaresta 4 = InleF (1 —Ly 1) 1-Lymt
Nion = LiLsP>2 (204 — 1)
1—3 eresia &
Nion s LyLsP3? (2Ls ~ 1)
1-.3 @resta
Propostas Noin = L3L.P2% (204 — 1)
1-3 Jece L
face szof = L1LoLsP2, (72355) (1= Le — L) 2P 10" (35, - 1) (1= L™
3 face
Nign iy Li Lo Lo P ($855-) (1 - Ls — La)' 2P23 2 (20 - 1)
1—3 face
Nimn = LoLsLeP22, (& ~ 1)(1- L™ 1 p2mra2(9L, — 1)
13 face 4
Nlmn = L1LsLsP.2 (—2%3- ~1) (1 = La)™ 1 P22 (2L, ~ 1)
-3 Interior
interior® | Nimn = L1L2L3L4Pf€j, ($84-) (1 - Le — La)'?

x P2I? (2R 3 11 )PTIPIAEm R (0L, — 1)

i-Ls

Tabela 2.2: Expressbes para as func¢des hierdrquicas associadas aos elementos tetraédricos.

180y {ndice Imn é definido de tal forma que 2 < L1 <mn i< Lil+m< M;l+m+n< N),comL, MeN
indicando o nimero total de fungdes de base. P "# 30 polinémios de Jacobi de ordem k e pesos o e .
1903 indice {mn e os polindmios P}‘:’ﬁ s3o definidos tal como em (Sherwin e Karniadakis, 1995).
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2.2 Ortogonalidade dos Modos Internos Associados s Novas Funcoes

de Base

2.2.1 Elemento triangular

As novas fungoes hierdrquicas associadas a dominios triangulares apresentadas na Tabela 2.1,
quando escritas nas coordenadas cartesianas (a,b) do elemento de referéncia sugerido em (Sherwin

e Karniadakis, 1995) (veja Figura 2.3), apresentam o seguinte formato:

e Funcdes de Vértice

1 g{vert A) 1—0a
2 2 ’
slvert B) 1+a
Mo - ( ) ( )
1 olvert C) 145
N o1 =1 (T) : (2.9)

e Funcoes de Aresta

1—-glaresta 1) 14+a\ (1-a 1-5\"
Mo = ) (5 )Pﬁi(a{ > ) :

1—glaresta 2} 1
N im = (

+
2
1olaresta 3) 71— i—b 1
J\/ o _ a +5b
2 2 2
e Fungdes de Face

1-2face)  (144\ (1—a 1-5\'/1+b
Vi =(52) ((F0) 20 ((2) (42 mren. .11

As propriedades de ortogonalidade dessas func¢es em relagio ao produto interno usual (i.e., a

P22 (1) . (2.10)

integral do produto de duas func¢des quaisquer) podem ser claramente observadas ao se tomar como
.exemplo o produto entre duas fungdes de face. Efetuando-se o produto interno entre duas fungdes

de face quaisquer sobre o tridngulo de referéncia T2, chega-se ao seguinte resultado:
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1 _olface) 1olface) 1 1+a 2 l1—a 2 .
(Nim Ny Iz = / ( 2 ) ( 2 )1312'122(&)131;—’-22(@‘5“

-1

Y146\ (1-b\"7 2,0 (10
X f <.—._..2 ) (T ) P (0) PR (0) (---2 )db, (2.12)

—1

sendo que o termo (35%), na segunda integral, representa o Jacobiano da transformacao de R? para

T2. Dessa forma, tem-se

1__2{face} 1__2{face) 1 4 a1 -
(Nim +Np 12 = (§> [1{1 +a)?(1 - a)’P>% (a) P;fz (a)da
1 i+p+3 1
x (-2-> / 1(1 +5)2(1 = b)Y PEELA () P22 (b)db (2.13)

Observa-se nessas expresses que P (z) sio polinémios de Jacobi de ordem n no intervalo [~1,1].
Assim, pela propriedade de ortogonalidade (A.9) do Apéndice A.2, é possivel concluir que, se [ # p,
entdo a primeira integral em (2.13) serd nula pois

1
/ (1+0)%(1 - a)° P2 (a) P22 (a) da = Ci 6y (2.14)
-1 :
sendo C; uma constante que depende dos pesos ¢, e da ordem polinomial n de P,f"ﬁ(:c) (vide

Apéndice A.2).

Analogamente, se [ = p mas m # ¢, ent3o a segunda integral em (2.13) serd nula pois

1 : . .
/ (14 B)2(1 = B)+#+ PATL2 () P21 (5)db = Crbmg - (2.15)

-1
Dessa forma, nota-se que para qualquer funcfo associada & face do elemento de referéncia,
vale a seguinte relacdo de ortogonalidade:

1_2(face) 1..o(face)

_ /1 I4+p+T7
(11\7 lm , N g )T2 =C <§> 5lp(5mq s (216)

sendo C uma constante obtida a partir do produto das constantes C; e Cs.

Esse resultado garante uma estrutura esparsa & matriz de massa do elemento uma vez que os
acoplamentos entre as funcdes de face dessa matriz reduzem-se a um padrao diagonal. Da mesma,
forma que no caso das funcdes de face entre si, é possivel observar outras relagoes de ortogonalidade
similares a (2.16) combinando-se as func¢des de face e as de aresta propostas anteriormante. Essas

relagdes acentuam a esparsidade da estrutura da matriz de massa do elemento.
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2.2.2 Elemento tetraédrico

As novas funcdes hierdrquicas associadas a dominios tetraédricos apresentadas na Tabela 2.2,
quando escritas nas coordenadas cartesianas (a, b, ¢) do elemento de referéncia sugerido em (Sherwin

e Karniadakis, 1995) (veja Figura 2.6), apresentam o seguinte formato:

e Funcbes de Vértice

B(z,ertA 1—a —-b i—¢

-(59) () ()
(vertB 1+a — B 1 -
Mo <2>(2)<28>’
31— 3{1/67'*0 145
7\’019 ';3 2 B
3(1,5?'*.0 1+¢
N()(}1 ( 5 ) (2.17)

e Funcdes de Aresta

1—glaresta 1) 1+a 1—-a - 1—-5 i 1—¢c 4
P (157) (52 o (15 (59
1-3lareste 2) 1 g\ /148N [1—b 1—c\™"
P () () () (59
1-sleresta 3) /1 g\ /14b\ /1-b 1—c\™*!
7 - 3,2 c
P =(50)(5) (F)mae ()
1—-3laresta 4) 1—-a) /1-b I4e¢) /1-
P2 (59 (5) (459 (59 o
1-sleresta s) /1 LGN /1) [14c)\ [1-c
P2 (5 () (459) (59 o
1-3(ereste €) /1 LB\ 14\ [1—c
Vao = (57) (59 (359) 2. (.18)

e Funcoes de Face

i-slfece ) /140N f1-a 1+ 1- ~c\ ™
- (557) (52 o () (52 o (159) "
1-3{face 2) 1—

i ) (59

N ion 5 5
e S NS B AN S R AN P I+e\ [1=e\"" _oms
P = (59) (50) () a0 (49) (559)7 mvvo,

oot

4 o
©
N’
PN
i
|
=]
S’
oy
P
po B2
5
p—g
N
onad
o
S8
N
AN
sk

+ oo+ ™




1-slfece D) /9 g\ f14+b\ [1-b 1+¢c\ [1-c\""
Ve = (52 (32) () a0 (59 () Bmte.en
e FuncOes Internas

1-glinterior) 1+a) (1—a\ .2- 145\ [1-8\"
Vo = (5°) (55%) 0 (5) ()

24+1,2 1+¢\ [1—c\"™ 2142m+2,2
PR 0) (222) (F55) BRI (2.20)

Analogamente ao caso 2D, pode-se verificar as propriedades de ortogonalidade dessas fungOes
tomando-se como exemplo o produto interno entre duas funces associadas ao interior do elemento
de referéncia. Assim, efetuando-se o produto interno usual entre duas funcbes internas quaisquer

sobre o tetraedro de referéncia T2, chega-se ao seguinte resultado:

1-3(énierior} 1..glinterior) sy +a 2 1—a 2
(N imn » N pgr )13 :/ ( ) ( ) Pzz-%. (a) szfz (a)da

-1 2 9
1 /1+% 2 1—5 I+p piata N -
" /:'1 ( 2 ) ( 2 ) Poly” (0)FZT7(0) (—-2——> db
: 2 /1 =\ Ftrte L
x / (1 ; C) (1 = c) Pzz_-;izm-;-z,z(c)Przﬁ}-zwz,g(C) (1 _ c) i o
—-1

— —eV2 syLe - . . .
sendo que os termos (152) e (35°)°, nas duas ultimas integrais, constituem o Jacobiano da trans-

formacio de R® para T3, ie., |J| = ( 122} (12¢)®. Dessa forma, tem-se

1_3(interior) 1 _glinterior)
N mn 4 Npqr )T3 =

4
%> /;11 (1 + a)2(1 - a)Qplz—,zz (a) ngz (a) da

1 I+p+3  p1
x (5) / a+ B)2(1 = b)FPT P2 LA (b)) PZP T2 (b)db

1 l+m-+p+g+4 1 ’ . R
X ('2') / 1(1 + 0)2(1 = ¢)lFmtphet2 pRAamE L2 ) pIPT2a+22 () e (2.22)

Observa-se, a partir dessa relacio, que P®#(z) sio polinémios de Jacobi de ordem 7 no intervalo
[~1,1]. Novamente, pela propriedade de ortogonalidade (A.9) do Apéndice A.2, é possivel concluir

que, se | # p, entdo a primeira integral em (2.22) serd nula pois

1
/ (14 @)(1 - 0)*P22 (a) P23 (a) da = Ciéiy (2.23)
—~1
sendo C; uma constante que depende dos pesos o, e da ordem polinomial n de P;j"ﬁ (z) (vide

Apéndice A.2).
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Se | = p mas m # g, entdo a segunda integral em (2.22) ser4 nula pois

/ 1 (1+8)%(1 = &) *PH P22 (0) P22 (B)db = Cabpy - (2.24)
-1

Finalmente, se [ = p, m = ¢ mas n # r, entdo a terceira integral em (2.22) serd nula pois

/ 1o o) F a2 pEEETAR 2 (0) P2PTRTRR (e = Cyb,y (2.25)
-1

Dessa forma, nota-se que para qualquer funcio associada ao interior do elemento de referéncia,

vale a seguinte relacdo de ortogonalidade

yglinterior) ;_glinterior) _ /1 24 2p+m4g+1l
C
2

(Nimn ’ Npqr )T3 = 5lp5mq5nr - (226)

sendo C' uma constante obtida a partir do produto das constantes Ch, 05 e Cs.

O padréo de esparsidade das matrizes de massa locais resultante da propriedade de ortogona-
lidade entre as funcdes internas desse elemento tetrédrico é andlogo aquele obtido para o elemento
triangular. Do mesmo modo que no exemplo apresentado acima, é possivel observar outras relagdes
de ortogonalidade combinando-se as fun¢des internas, as de face e as de aresta propostas anterior-

mente.

2.3 Condicionamento de Matrizes Locais

A seguir, sdo apresentados resultados sobre o condicionamento das matrizes de rigidez e massa
locais para os diferentes tipos de elementos triangulares e tetraédricos considerados anteriormente.
O mesmo tipo de andlise, para elementos quadrilaterais e hexaédricos, pode ser encontrado em
(Babuska et al., 1989; Edgar e Surana, 1996). As matrizes de rigidez locais sdo obtidas a partir do
operador de Laplace (—Awu = f) sobre um tnico tridngulo ou tetraedro de referéncia. Calcula-se
o ntmero de condi¢do das matrizes locais com base em trés procedimentos distintos utilizados em

(Zumbusch, 1995), (Webb e Abouchakra, 1995) e (Carnevali et al., 1993), respectivamente.

No primeiro caso, computa-se o nimero de condicdo das matrizes de rigidez através da seguinte
relagio x; = E’r?%—fé—o, sendo max g o maijor valor singular e min g, o menor valor singular
diferente de zero (ou mais préximo de zero) dessas matrizes, respectivamente. No caso das matrizes
de massa, procede-se analogamente sem desconsiderar o valor singular mais préximo de zero. Esse

modo de avaliagdo equivale a calcular o niimero de condicio a partir da sua defini¢do na norma
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euclidiana (norma-2), ie., k1 = ||All, A1, uma vez que as matrizes [A] sio reais, simétricas e
definidas-positivas. Nessa situagdo, os valores singulares u e os auto-valores A das matrizes locais

s&o idénticos.

No segundo caso, calcula-se o nimero de condic@o considerando o mesmo procedimento mas

efetuando-se, desta vez, a seguinte mudanca de escala nas matrizes locais

A=DAD ,

sendo D uma matriz diagonal cujos elementos sdo fornecidos pela relagdo Dy = —%, com Aj;
(33

dado pelos elementos diagonais das matriz