ESTE EXEMPLAR CORRESFONDE A REDACAD FINAL DA

TESE DEFENDIDA POR ALEYX FPERTILRA
DO PRAD O _E m?nmm PELA
COMISSAQ 'bLGMDORA M 30 /D &00&,

§ O%IIENTADOR

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

Investigacao Tedrica e Experimental de
uma Alavanca de Transmissao Mecanica

Considerando Efeitos Nao-Lineares

Autor: Alex Pereira do Prado
Orientador: Prof. Dr. Janito Vaqueiro Ferreira

Co-Orientador: Prof. Dr. Alberto Luiz Serpa

XX-2002

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

Investigacao Teérica e Experimental de
uma Alavanca de Transmissao Mecanica

Considerando Efeitos Nao-Lineares

Autor: Alex Pereira do Prado
Orientador: Prof. Dr. Janito Vaqueiro Ferreira

Co-Orientador: Prof. Dr. Alberto Luiz Serpa

Curso: Engenharia Mecénica

Area de concentracao: Mecénica dos Sélidos e Projeto Mecénico

Dissertagazo de mestrado apresentada & comissdo de Pds Graduacgio da Faculdade de
Engenharia Mecéanica, como requisito para a obtengdo do titulo de Mestre em Engenharia

Mecéanica.

Campinas, 2002
S.P. - Brasil



unipace B &

NP CHAMADAT /|

Tomee 80 5 3 06
PROC. ARY4IO D

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

Prado, Alex Pereira do

PE82i Investigagdo tedrica e experimental de uma alavanca de
fransmnissdo mecanica considerando efeitos nio-lineares /
Alex Pereira do Prado.--Campinas, SP: [s.n.], 2002.

Ornientadores: Janito Vaqueiro Ferreira e Alberto Luiz
Serpa.

Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica,

1. Mecénica no-linear. 2. Choque (Mecanica). 3.
Testes de vibracdo. 4. Modelos mecanicos. 1. Ferreira,
Janito Vaqueiro. 1. Serpa, Alberto Luiz. III. Universidade
Estadual de Campinas. Faculdade de Engenharia Mecanica.
IV. Titulo.




UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

DISSERTACAO DE MESTRADO

Investigacao Teodrica e Experimental de
uma Alavanca de Transmissao Mecanica
Considerando Efeitos Nao-Lineares

Autor: Alex Pereira do Prado
Orientador: Prof. Dr. Janito Vaqueiro Ferreira
Co-Orientador: Prof. Dr. Alberto Luiz Serpa

. N . -
\AQ\ANZ; AVITSTES TN SR
Prpf. Dr. Janito Vaqueiro Ferreira, Presidente
DMC/FEM/UNICAMP

Prof. Dr. Pablo Sigueir irelles
DMC /FENUNICAMP

/@V:«,& %gg/é’ o@.{;‘%’—h
=~ Profa. Bra. Mafia Liicia Machado Duarte
DEMEC/UFMG

Campinas, 30 de Agosto de 2002.



Dedicatoria

Dedico este trabalho acs meus avds José e Dirce.

i



Ndo € tdo importante ser sério. E importante ser
3€rio nas coisas importantes.

R. M. Hutchins

v



Agradecimentos

Gostaria de agradecer as pessoas e instituicdes que colaboraram para o sucesso deste tra-

balho:

A CAPES pelo apoio financeiro para o desenvolvimento deste trabalho. Ao CENAPAD
pela acolhida e enriquecimento profissional que me proporcionou. Ao Departamento de
Mecénica Computacional da Faculdade de Engenharia Mecanica da Universidade Estadual
de Campinas por ter me recebido e dado condigdes para meu aperfeicoamento profissional e
elaboragao desta dissertacio de mestrado. Ao Departamento de Projeto Mecinico (FEM -
UNICAMP) e ao Centro de Tecnologia da UNICAMP por terem cedido equipamentos impres-
cindiveis & realizagdo da etapa experimental desta dissertacio. A Divisiio de Transmissdes

da EATON Ltda pela confeccio da bancada de testes.

Agradego a todos os colegas, professores e funcionérios do DMC que de uma maneira ou

outra tornaram possivel a conclusio desta etapa de minha vida.

Agora, menos formal e mais emocional, agradego as pessoas que estiveram mais préximas

a mim no mestrado, e algumas também ao longo de minha vida:

Agradeco meus revisores e consultores, Pedro e Luiz, que apds longas rinhas com a lingua
portuguesa, me auxiliaram a gerar o texto deste trabalho. Agradeco também aos meus con-
sultores da drea experimental, Belisdrio e Khaled, que me auxiliaram nos laboratérios do
DMC com suas experiéncias. Ao prof. Eder pelos seus sébrios conselhos e suporte ao La-

tex. Ao Paulo (coleguinha), por ter uma grande influéncia no meu trabalho, uma vez que seu



pioneirismo com o meu estimado orientador prof. Janito, nos levou a escrever esta dissertacio.

Deixo registrado aqui meus agradecimentos ao meu orientador prof. Janito, um auténtico
"ninja”da engenharia. que manteve-se sempre acessivel e disposto a me auxiliar. Ao meu

co-orientador prof. Serpa por sua ajuda nos trabalhos desenvolvidos.

Nao poderia deixar de lembrar também do grande apoio que recebi de minha familia,
tanto o financeiro e o mais importante de todos, o apoio emocional. Agradeco aos zheus pais
José e Miriam, pelo amor e educagdo que me deram. Meu irmo Alan, por ser meu grande
amigo. Minha namorada Darcilia, por seu amor e carinho. Meus avés José e Dirce, por

sempre torcerem por mim. Aos meus tios Otdvio e Tamar, que sempre me ajudaram.

Agradeco a Deus pela minha vida e das pessoas a quem amo.

vi



Resumo

Prado, Alex Pereira do, Investigagdo Tedrica e Experimental de uma Alavanca de
Transmissao Mecdnica Considerando Efeitos Nio-Lineares . Campinas, Faculdade
de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2002, 117 p. Disserta-
¢do {Mestrado).

Este trabalho apresenta uma investigacio numérica e experimental de uma alavanca de
transmissao mecanica considerando a presenca de nio-linearidades na estrutura. Na in-
vestigacdo experimental foram obtidas as curvas de resposta em freqiiéncia nao-lineares de
primeira ordem da alavanca. As curvas experimentais foram obtidas com controle da ampli-
tude da componente harménica fundamental do sinal da forga de excitagio, usando a técnica
de varredura em fregiiéncia e o método de continuagio arc-length. O programa de controle
experimental fol validado primeiramente com simulagdes numéricas de modelos simplifica-
dos da alavanca de transmissfio que consideravam efeitos nio-lineares de atrito e folga. Os
efeitos néo-lineares, modelados por juntas, foram quantificados por funcdes descritivas que
as linearizavam para definir fun¢des de transferéncia que relacionaram as componentes fun-
damentais da entrada e da saida. Para que estes modelos simplificados se aproximassem
cada vez mais do sistema fisico, varios pardmetros do modelo foram determinados experi-
mentalmente, inclusive os pardmetros do modelo de atrito empregado. Com os modelos sim-
plificados da alavanca foram também obtidas as curvas simuladas de resposta em fregiiéncia
nao-lineares de primeira ordem. Essas investigacdes mostraram a complexidade de modelar
uma estrutura com caracteristicas nao-lineares e a necessidade de modelos mais completos.
Jé a investigagio experimental demonstrou a potencialidade da aplicacio do método de con-
tinuagéo arc-length no controle experimental aplicado & obtencio de curvas de resposta em

freqiiéncia nao-lineares.

Palavras-chaves: Alavanca de Transmissdio, Nao-Linearidade, Resposta em Freqiéncia,

Modelagem, Vibro-Iimpacto.



Abstract

Prado, Alex Pereira do, Theoretical and Ezperimental Investigation of a Mechanical
Transmission Gearshift Lever Considering Nonlinear Effects . Campinas, Faculdade
de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2002, 117 p. Disser-

tacdo (Mestrado).

This work presents a numeric and experimental investigation of a gearshift lever of me-
chanical transmission considering the presence of nonlinearity in the structure. In the ex-
perimental investigation the first order nonlinear frequency response curves of the lever were
obtained . The experimental curves were obtained by controlling the fundamental harmonic
amplitude component of the excitation force signal, using the frequency sweeping technique
and the arc-length continuation method. The program of experimental control was firstly val-
idated with numeric simulations of simplified models of the gearshift lever, which considered
nonlinear effects of friction and gap. The nonlinear effects, modeled by joints, were quantified
by describing functions which linearized the joints to define transfer functions that related
the fundamental components of the input and output. To make these simplified models more
closely to the physical system, several parameters of the model were experimentally deter-
mined, including the parameters of the friction model adopted. With the simplified models of
the lever the simulated curves of first order nonlinear frequency response were also obtained.
These investigations showed the complexity of modeling a structure with nonlinear character-
istics and the need of more complete models. The experimental investigation demonstrated
the potentiality of the arc-length continuation method applied in the experimental control

to obtain nonlinear frequency response curves.

Key words:

Gearshift Lever, Nonlinearity, Frequency Response, Modeling, Rattle.
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Capitulo 1

Introducao

O fenémeno de vibro-impacto em transmissdes manuais constitui um problema para os
fabricantes de veiculos no que diz respeito ao rufdo, vibracio e confiabilidade dos sistemas
(Gaillard e Singh, 2000). Nos dltimos anos, um dos desafios da indéstria é alcangar uma
qualidade acistica cada vez maior em seus auntoméveis. Fendmenos de vibraciio em baixa
freqliéncia, tais como vibro-impacto (rattle) de marcha lenta e vibro-impacto de transmisséo,
vém sendo estudados na tentativa de se minimizar ruidos indesejdveis, uma vez que o nivel
de ruido ¢ um dos parametros de avaliacéo da qualidade de um automével (Wang, 1997). O
sistema de transmissdo de poténcia de um automével é altamente nio-linear e a dinadmica do
vibro-impacto de seus componentes é afetada por vérios pardmetros de projeto, incluindo o
backlash, folgas, freqiiéncia de engrenamento, rigidez e amortecimento da embreagem, car-
regamento e inércia da transmissdo (Wang, 1997) o que dificulta a andlise destes sistemas.
Um dos fenémenos de vibro-impacto identificados no sistema de transmissdo de poténcia
de um veiculo € o chamado ratile de alavanca de transmissio mecinica, que surge devido a
existéncia de folgas entre o sistema de acoplamento da alavanca e o sistema de controle da
fransmissao, causando ruido no interior da cabine do vefculo.

O problema de vibro-impacto ¢ um problema da dinamica nio-linear. Para classificar os
problemas mecénicos em lineares e néo-lineares, deve-se observar que a maioria dos problemas
na mecanica exibe um certo grau de néo-linearidade, mas uma boa linearizacdo geralmente
é bastante satisfatdria para representar o comportamento dindmico da estrutura na maioria

dos casos. Porém, quando o grau de ndo-linearidade é muito alto, tratamentos lineares nio



conduzem & resultados satisfatdérios. O modo de se caracterizar um sistema como linear ou
nao-linear pode ser baseado na presenca ou na auséncia da caracteristica de superposicido. Um
sistema mostra a caracteristica de superposicao quando dobrando-se a forca de entrada tem-se
como resultado o dobro da resposta de vibragio e quando a adicio das respostas devido a duas
contribui¢bes independentes resulta na mesma resposta da aplicacio das duas contribuictes
superpostas. Formas simplificadas do principio da superposicio para caracterizagdo de um
sistema s&o baseadas na presenca de caracteristicas de homogeneidade e caracteristicas de
correlagdo. Um sistema exibe a caracteristica de homogeneidade quando dobrando-se a forca
de entrada tem-se o dobro da resposta de vibragio. Um sistema mostra a caracteristica de
correlagdo quando toda a energia de entrada na estrutura for completamente correlacionada
com a saida. Embora estas formas simplificadas fornecam alguma indicacio de nio-lineari-
dades, elas sdo condigdes necessdrias mas néo suficientes para verificar a linearidade de um
sistema. A linearidade s6 pode ser determinada completamente usando o principio completo
de superposigio. Por outro lado, as formas simplificadas sfio muito facilmente aplicadas e
normalmente usadas como uma primeira andlise para nio-linearidades. Se a caracteristica
de superposicdo néo estiver presente, o sistema é considerado ndo-linear. Entdo, quando o
sistema for classificado como néo-linear, técnicas nao-lineares devem estar disponiveis para
permitir a incluso dos fendmenos ndo-lineares na descrigdo dindmica do modelo e para a
solucao das equacdes nio-lineares do movimento.

A primeira técnica para solugio de equacdes diferenciais nao-lineares foi & solucdo analitica
de equagdes diferenciais (Hayashi, 1964). Embora isto possa dar uma solucdo exata para casos
simples, a maioria dos sistemas néo-lineares sio complexos, tornando impossivel a obtencao
de uma solugdo analitica de forma fechada. Os métodos mais importantes disponiveis para
encontrar solugdes analiticas aproximadas sdo: (i) o método da perturbacfo, {ii) o método
da repetigio, (iil) método da média e (iv) o método do balanco harménico (Hayashi, 1964).

A aplicagio destes métodos tornou-se possivel com a invencio de computadores de alta
velocidade, trazendo uma inovagdo na histéria da dinimica ndo-linear. Os computadores
encorajaram o desenvolvimento de solugGes numéricas aproximadas para problemas analfticos

até entdo intratdveis e também permitiram a experimentacio de solucdes analiticas que de



certo modo eram impraticdveis (Yu et al., 1996).

Um dos primeiros métodos numéricos aproximados aplicados para resolver problemas nio-
lineares foi a integracdo numérica passo a passo da equagao diferencial no dominio do tempo
{Dokainish e Subbaraj, 1989a; Dokainish e Subbaraj, 1989b; Stylianou e Tabarrok, 1994).
Embora este método geralmente forneca resultados precisos, o procedimento é normalmente
extremamente demorado. Para superar este problema, foram desenvolvidos métodos aprox-
imados no dominio da freqiiéncia (Jezequel et al., 1990; Watanabe e Sato, 1988), como por

exemplo o balango harménico (Hayashi, 1964).

1.1 Objetivos e Estrutura do Trabalho

O propésito deste trabalho é investigar numérica e experimentalmente uma alavanca de
transmissao mecanica, tendo como foco a obtengio de suas curvas de resposta em freqiiéncia
ndo-lineares. Dado esse objetivo central, outras metas secundérias foram estabelecidas, sendo

elas:

e implementagio de um algoritmo de controle experimental para obtencéo de curvas de

resposta em fregiiéncia;
¢ modelagem de sistemas néo-lineares simples;

e implementaciao de um algoritmo para obtencdo de curvas de resposta em fregiiéncia de

modelos dindmicos nfo-lineares;

» obtencdo experimental de pardmetros utilizados nos modelos simplificados da alavanca

de transmissao.

O presente trabalho estd dividido em cinco capitulos.
O capitulo 1 traz uma introdugéo e uma visio global do tema abordado. Também mostra
0s objetivos e a estrutura do trabalho, comentando superficialmente o contetdo de cada

capitulo.



O capitulo 2 contém a revisio bibliogréfica da teoria empregada no desenvolvimento da
dissertagao. Na seco 2.5 é apresentado o método de continuagao arc-length que fol empregado
na obtencao das respostas em freqiiéncia tedricas e experimentais.

No capitulo 3, encontram-se os materiais, métodos e resultados das investigacdes experi-
mentais da alavanca de transmissio. Dentre os experimentos apresentados estd o da obtencéo
das RFs da alavanca de transmissio, que empregou o método arc-length no controle da am-
plitude da componente harménica fundamental do sinal da forga de excitacao.

J& no capftulo 4 estdo as simulacdes numéricas da alavanca de transmissio e de outros
sistemas dindmicos nio-lineares. Os modelos dinimicos da alavanca de transmissio apre-
sentados neste capftulo sdo simples e com poucos graus de liberdade, entretanto consideram
efeitos néo-lineares de atrito e folga.

Finalmente no capitulo 5 sdo apresentadas as discussdes e conclusdes desta dissertacgao
apresentando uma andlise concisa das investigacSes numéricas e experimentais feitas nos
capitulos 3 e 4. Neste 1iltimo capitulo estio também algumas propostas para trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica e
Fundamentacao Teérica

2.1 Modelagem de Estruturas Nao-Lineares

Para muitas aplicagbes de engenharia sfo exigidos modelos matemadticos precisos para
predizer efeitos devido a modificagdes estruturais ou para correcio de altos niveis de ampli-
tudes de vibracéo indesejados. Um modelo matemdtico preciso, para a alavanca de trans-
missdao mecanica ou para qualquer outra estrutura, sé pode ser alcancado escolhendo as su-
posicBes corretas sobre o modelo e selecionando a técnica mais adequada para sua resclugio.
Entdo, o primeirc passo € verificar a presenca de caracteristicas nfo-lineares, de forma que
uma classificacdo em modelo linear ou ndo-linear possa ser determinada. Uma escolha deve
ser feita entre um modelo analitico ou um modelo discretizado. O dltimo passo é a aplicacéo
da andlise correspondente, linear ou nao-linear, baseada na escolha anterior.

Uma escolha melhor do modelo nao-linear pode ser obtida estudando toda a informacio
disponivel sobre a nao-linearidade em particular. Normalmente, a fonte de uma nio-lineari-
dade e sua classificagdo dé uma compreensdo bésica da ndo-linearidade envolvida. A fonte de
nao-linearidade pode ser devida a muitos mecanismos diferentes. Por exemplo, o amorteci-
mento medido quase sempre € néo-linear, embora normalmente seja aproximado como linear.
Isto pode ser visto em um grafico de for¢a versus velocidade (Ewins e Sidhu, 1982). Podem
também ser encontradas nao-linearidades de rigidez em molas (Watanabe e Sato, 1988). As
condigbes de contorno podem introduzir nao-linearidades em sistemas lineares. Um exemplo é

uma viga engastada-livre (Murakami e Sato, 1990) onde a juncéo induz efeitos nao-lineares.



foram necessérios testes dindmicos experimentais, uma vez que esse tipo de ndo-linearidade

estrutural nao pode ser predito apenas por informagdes geométricas.

2.2 Modelos de Junta

A modelagem precisa para predico do comportamento dinimico de sistemas mecarnicos
¢ uma ferramenta essencial na fase de projeto. Durante estas fases, uma estrutura fisica
para testes préticos geralmente ndo estd disponivel e um modelo analftico que represente a
estrutura é usado em seu lugar.

Podem ser usadas muitas aproximacdes para obter um modelo. No campo da anéalise de
vibragao estrutural, o método dos elementos finitos tornou-se & aproximagcao mais popular
para estudar o fenémeno. Embora em principio qualquer estrutura possa ser modelada pelo
método dos elementos finitos, para certos problemas surgem muitas dificuldades. Muitas
estruturas mecanicas complexas sdo compostas de vérias subestruturas conectadas por tipos
diferentes de mecanismos de unifo, e &s vezes o comportamento dindmico predito ndo é
representativo devido a dificuldades em modelar as conexdes que separam as subestruturas,
(Ewins e Imregun, 1986). O mecanismo de unifo, normalmente chamado de junta, é definido
como qualquer conexao entre duas partes distintas de uma estrutura e as superficies de con-
tato de uma junta sdo chamadas de interface. Estas juntas tém uma considersvel influéncia
no comportamento dinamico das estruturas montadas, sendo assim importante estabelecer
um modelo matemadtico preciso para elas. Embora os modelos das subestruturas possam ser
obtidos por suas matrizes de massa, rigidez e amortecimento derivadas dos dados de projeto,
os modelos das propriedades das juntas normalmente constituern um problema maior na
analise de vibragéo, causando discrepéancias entre as predicdes numéricas e os resultados ex-
perimentais. Para superar este problema, foram desenvolvidas técnicas hibridas que utilizam
dados analiticos e experimentais para produzir modelos mais seguros e precisos. Embora
estas técnicas possam ser aplicadas diretamente para obter um modelo global que representa
a estrutura fisica em um intervalo de fregiiéncias (Nobari, 1992; Tsai e Chou, 1988), podem
ser obtidos modelos mais precisos e gerais se as juntas forem modeladas e entao incorporadas

aos modelos das subestruturas para produzir um modelo da estrutura montada (Ren, 1992).



O entendimento da natureza e configuracio de uma junta podem conduzir a um modelo
satisfatério. O modo mais efetivo de se modelar uma junta consiste em primeiramente es-
tudar suas caracteristicas dindmicas. Isto pode ser feito através da busca da relagio entre
a forga aplicada e a resposta obtida. O segundo passo é o desenvolvimento de um modelo
matematico geral e preciso do comportamento da junta. Este é o maior desafio, visto que
uma equagéo explicita geral € de dificil obten¢do e o modelo resultante desenvolvido pode ser
dependente do tipo de excitagdo, intervalo de freqiiéncia e amplitudes da resposta. A andlise
da relagdo de forga-resposta pode conduzir a uma equacio explicita para uma situacdo pratica
de forga-vibrago. O diltimo passo € ter os pardmetros do modelo proposto identificados. Para
casos simples isto pode ser obtido por um ajuste das curvas da relagio forca versus resposta
experimental.

A relagdo forga-resposta usada para caracterizar a junta pode ser linear ou nio-linear.
Quando for ndo-linear, o primeiro problema de avaliar o comportamento de vibracao é es-
colher uma forga de excitagdio apropriada que permita caracterizar e identificar a junta nao-
linear facilmente. Entre os métodos de excitagio atualmente usados em estudos de vibragao,
o método de excitagio senoidal é fortemente indicado para investigacio de nao-linearidades
por causa de suas caracteristicas e precisio (Storer e Tomlinson, 1993).

Muitos tipos de junta freqilentemente encontrados ji foram estudados e identificados
(Ahmadian et al., 1996; Gaul et al., 1994; Lin, 1991; Lin, 1988; Tomlinson e Lam, 1984).

Eles s&o uma referéncia 1til para investigacdes posteriores de aplicacées préticas.



2.2.1 Juntas Lineares

Juntas lineares tedricas sdo juntas que obedecem o principic da superposicao previamente
descrito. Por outro lado, é fato conhecido que todas as Jjuntas fisicas exibem um certo grau
de nao-linearidade. Para propdsitos préticos, so consideradas como juntas lineares aquelas
em que o grau de néo-linearidade é pequeno o bastante para ser insignificante na faixa de
resposte de interesse. Para este grupo, um modelo equivalente linearizado normalmente
representa bem seu comportamento dindmico. Uma caracteristica de uma junta linear tipica
€ que quando esta estiver excitada em uma fregiiéncia, s6 responde na mesma freqiiéncia,

néo havendo nenhuma transferéncia de energia no dominio da fregiiéncia.
Rigidez Linear

Um elemento de contato, modelado como uma mola de rigidez constante (K = cte) e
massa desprezivel, onde a forca aplicada é proporcional ao deslocamento pode ser descrito

CoOmo:

como mostra a figura 2.1.

Figura 2.1: Caracteristica da rigidez linear

Amortecimento Viscoso

Um elemento de contato, modelado como um amortecedor de massa desprezivel, onde

a forga aplicada no amortecedor é proporcional a sua velocidade relativa, pode ser deserito
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COmo:

f=Cé (2.4)

como mostra a figura 2.2, onde C é o amortecimento viscoso.

Figura 2.2: Caracteristica do amortecimento viscoso linear

2.2.2 Juntas Nao-Lineares

Juntas nao-lineares sio juntas onde o efeito das néo-linearidades na faixa de resposta
de interesse € significativo e tem que ser levado em conta no modelo matematico. Estas
juntas nio-lineares normalmente 580 encontradas em juntas projetadas para ficil montagem
e desmontagem de subestruturas. O seu comportamento dinamico é freqiientemente dificil de
predizer e ¢ sensivel a muitos pardmetros. A caracterfstica mais pronunciada de uma junta
nao-linear tipica é sua transferéncia de enérgia no dominio da freqléncia. Quando a junta
estiver excitada com uma freqiiéncia, responde em muitas fregiiéncias, resultando em uma

distorcdo harménica da resposta.
Rigidez Cubica

Uma mola de massa desprezivel na qual a forca aplicada é proporcional ao cubo de sua

deformacao, pode ser descrita como:

f=Kz® (2.5)
como mostra a figura 2.3.
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Figura 2.3: Caracteristica da rigidez ctibica
Rigidez Anti-Simétrica Linear por Partes

Um elemento confinado em um alojamento com uma folga 22 crico, pode ter sua relagio

entre a forca e a resposta escrita como:

K(I - -Tcr{tico) T 2 Teritico
f = 0 |$] < Tergico (26)

K(:ﬂ + $cr‘z’tico) T < —ZTortico

como mostra a figura 2.4.

eritiza writivo

Figura 2.4: Caracteristica da rigidez anti-simétrica linear por partes
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Rigidez Descentrada Linear por Partes com Pré-Carregamento

Um elemento confinado em um alojamento com uma folga T .raico € cOm um pré-carregamento

fo pode ter sua relagdo entre a forca e a resposta escrita como:

fO + K(:Ccntzco— -'L') T > Tertico € £ <0
f = fO T _<_ Leritice € T < 0 (2?)

Jo+ Kz z>10

como mostra a figura 2.5.

Figura 2.5: Caracteristica da rigidez descentrada linear por partes com pré-carregamento

Modelo de Macro e Microdeslizamento de Ren

O modelo de microdeslizamento de Ren (Ren, 1992) é um modelo de atrito que usa uma
drea pequena da interface como o elemento bésico em vez de usar um elemento para cada
aspereza. Cada drea é modelada por um elemento bilinear. Uma rigidez de 4rea h é definida
como uma proporgao da rigidez inicial total com que a drea contribui. A rigidez de 4rea total
h é a unidade. Definindo a rigidez de drea, o problema é transformado de um modelo de
Junta no dominio do deslocamento de z[0, oo] para dominio 4[0, 1}, onde z; = z(h;). Todos os
elementos bilineares tém a mesma rigidez k; mas nio a mesma deformacio eldstica méxima

z;. A relagao entre forca e deslocamento pode ser escrita como:

13



Kz r<a

e WK{z—a+m(Z«-lnz+ina)} @<z < ae (2.8)
Kalet—1 T > aeb

&
onde a representa ¢ méximo deslocamento eldstico, e b representa a diferenca enire mi-

crodeslizamento e elementos bilineares.

Figura 2.6: Caracteristica de um elemento bilinear

Quando o elemento estd sujeito a uma carga ciclica, dependendo dos valores escoihidos
para a e b, podem ser formados ciclos de histerese diferentes. Quando b estiver perto de zero,
o ciclo de histerese formado serd igual ao elemento bilinear mostrado na figura 2.6.

Quando b comega a aumentar, os ciclos de histerese tem uma mistura de Macro e mi-
crodeslizamento como mostrado na figura 2.7. Os ciclos da histerese podem apresentar mi-

crodeslizamento predominante como mostrado na figura 2.8.
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Figura 2.7: Macro e Microdeslizamento de Ren

Figura 2.8: Microdeslizamento de Ren



2.3 Analise no Dominio da Freqiiéncia

A resposta dinémica estacionéria de uma estrutura ndo-linear de vérios graus de liberdade
¢ normalmente determinada por integragdo numérica das equagdes de movimento {Dokainish
¢ Subbaraj, 1989a; Dokainish e Subbaraj, 1989b). Embora uma preciséo muito alta possa ser
obtida através da andlise de integracio no tempo ("time-marching”) | a eficiéncia computa-
cional pode ser afetada. Geralmente, o tempo requerido depende do nivel de precisdo apon-
tado e também das caracteristicas da estrutura como amortecimento, alta freqiiéncia natural
de interesse e o tamanho do modelo tedrico (Ferreira, 1998). O nivel de precisio é relacionado
a0 passo de tempo usado na integragdo. Para um alto nivel de precisio, deve ser usado uma
pequena fracao do perfodo que corresponde 4 fregiiéncia natural mais alta de interesse. O a-
mortecimento tem infiuéncia na resposta transiente da estrutura. Os baixos nfveis de amorte-
cimento em algumas estruturas dindmicas significam respostas transientes longas. O tamanho
do modelo tem influéncia direta no tempo gasto para integracio. Por conseguinte, respostas
transientes longas combinadas com passos de tempo pequenos e niimeros grandes de graus de
liberdade resultam em wm procedimento computational muito caro para anslise de resposta
estaciondria. Entéo, como alternativa, foi dada atengio especial aos métodos aproximados no
dominio da fregliéncia para determinar a resposta estaciondria de estruturas, particularmente
para excitagao externa periédica na qual nfo hé a necessidade da anélise do movimento tran-
sitério. Estes métodos de linearizagio aproximados usam técnicas que convertem as equagdes
diferenciais nao-lineares de movimento em equacdes algébricas ndo-lineares. Estas técnicas
sao conhecidas como "balango harménico”na engenharia mecanica (Hayashi, 1964) e como
"fungdo descritiva’na engenharia elétrica e controle (Gibson, 1963; Sijak, 1969). O con-
cetto de linearizacio nestas técnicas diferem da chamada "verdadeira” linearizacio em suas
suposi¢oes bdsicas. Os verdadeiros métodos de linearizaciio sé sio aplicados para pequenas
oscilagOes, impondo restrigdes na amplitude de vibracio. Por outro lado, com os métodos de
lineariza¢ao aproximados ndo hé nenhuma restricdo na amplitude de vibracio, permitindo
a andlise de vibragéo de sistemas com niveis altos de resposta. Além disso, uma verdadeira
linearizagdo do modelo segue a teoria linear da superposicio e os métodos aproximados de

linearizagéo exibem a dependéncia da resposta com a entrada que é a caracteristica bésica
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de sistemas nao-lineares. Contudo, os métodos de linearizacdo aproximados tém algumas
limitagdes. Uma limitacio importante é relacionada s hipdteses assumidas para a excitagao.
Assim, uma vez que a excita¢do possua a forma senoidal, o método s6 pode ser aplicado para

se obter uma solugdc periédica de uma equacéo diferencial nao-linear.

2.3.1 Analise Harmoénica Fundamental

A equagdo diferencial matricial de movimento para uma estrutura nio-linear sujeita a
uma excitagao externa que tem uma forca localizada ndo-linear interna , f, pode ser escrita

como

[M]{z} + [CH2} + iD=z} + [K|{z} + {F} = {/} (2.9)
onde [M] é a matriz de massa, [C] é a matriz de amortecimento viscoso, [D] é a matriz de
amortecimento estrutural e (K| é a matriz de rigidez do sistema.

Assumindo a excitagio externa como uma excitagio senoidal, entéo { f ()} pode ser escrita

CO110:

{f(O)} = {F}e™" = {F}e” (2.10)

A solugéo estaciondria pode ser representada por uma série de Fourier como:

)} = 3 {a™) = 30 (Xt = 30 {xm e (2.11)

rr={) m=0 ()

onde o subscrito m indica a mggme ordem harménica, z™ é a Mésime Ordem da resposta
em deslocamento e X™ é a amplitude da resposta em deslocamento complexo da Mmegima
harmonica.

Quando os termos das harménicas mais altas da resposta tiverem amplitudes relativa-
mente pequenas para a componente fundamental, a resposta é dominada pelo componente

fundamental da série de Fourier para z(t). Assim, a resposta {z(t)} pode ser escrita como:

{e} ~ {21} = {X"}e" (2.12)
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A resposta z a uma coordenada geral j pode ser escrita como:

T; Rz = Xje” (2.13)

onde X ; € a resposta em deslocamento complexo.
A resposta em deslocamento complexo X; pode ser escrita em forma de vetor em funcao

de uma amplitude e fase:

1 g1 it
X; = X;e'% (2.14)
onde X ¢ a amplitude e ¢ é 0 angulo de fase.

Similarmente, a inter-coordenada relativa de resposta em deslocamento y entre as coor-

denadas k e ! podem ser representadas como:

Yy =Tp — T = ykll = ij}e” (2.15)

onde:

Vi o= XI-XP, (k#1)
(2.16)
Vi = Yiewn
A solugao assumida y,, na equagdo (2.15) & inserida entdo na funcio nio-linear Fu(va),
resultando em uma forga nio-linear f,, (7,) que também pode ser expandida por uma série

de Fourier e pode ser expressa na forma complexa como:

sz(yi) = Z(sz)m = Z ﬂrfeimf (2.17)
m=0 =0
onde:

Fo = j:kmlei‘pm
1 2 1

Fo = 5 [l (2.18)
1 am i -

Fi o=~ [ flear, (m21)
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Assumindo agora que a forga nio-linear f,(y} ) também é dominada por seu termo fun-

damental, entdo a forga ndo-linear aproximada pode ser escrita como:

-1 - . 1
sz(yi,) = sz(yi) = -7:11:161' = A,ldsm('r) + Bycos(T) (2.19)

onde:

f

1 rorm
1 -
Ay - /o Fuly,)sinrdr

1 1 row .
By = - f Frly, Jeosdr
7 Jo
I . 21 .
Os componentes F;, da forca nio-linear aproximada f(@l) podem ser escritos como

Fru = vig¥i ‘ (2.20)

onde v é a funcdo descritiva expressa como

Jﬂ:l
1 Lk
0=y (2.21)
A equagdo (2.20) pode ser expressa em termos das coordenadas gerais, {X}, como:
Fel | vh —w ][ Xi

A= a2

A equacdo {2.22) pode ser escrita em uma forma mais concisa como:
1 1
{Z} =0k{3} (2.23)

2.4 Funcoes Descritivas

Na andlise de sistemas nao-lineares, o método da fungéo descritiva é freqiientemente usado
quando a resposta do sistema exibe oscila¢Bes periédicas préximas a de uma sendide.

O método da funcio descritiva possui a caracteristica de linearizagio através da definicio
de uma funcdo de transferéncia que relaciona as componentes fundamentais da entrada e

a da saida da nao-linearidade. Para apresentar o conceito do método da funcio descritiva,
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considere um sistema de um grau de liberdade com uma nio-linearidade que restabelece a

forga de excitaclo por uma excitacio senoidal escrita como:

Mz + Ct+ Kz + F(z, i) = Asen(wt) (2.24)

onde M ¢ a massa, C é o amortecimento viscoso e K é a rigidez.
Para resolver o problema proposto pelo método da fungio descritiva é necessario assurmir
que a variavel  que aparece na fun¢do nio-linear F{x, %) seja suficientemente proxima a

uma oscilagdo senoidal expressa como:

x & X sen(wt + ¢) = X'sen(r) (2.25)

onde X' é uma amplitude de resposta complexa, w é a freqliéncia de excitacdo e ¢ angulo de
fase.

Se a varidvel z na funcio nio-linear F (z,%) tem a forma senoidal assumida na equacéo
(2.25), a fungéo néo-linear F(x, %) é complexa e também é uma funcéo periédica no tempo.
Definindo a fungéio descritiva v agora como a representacio da rigidez complexa linear equi-
valente da forga ndo-linear F(z, £) para a resposta harmonica X1, os coeficientes da funcéo
descritiva v(z, 4} podem ser obtidos através de uma expansdo da funcio nio-linear F (z,2)

por uma série de Fourier como:

Fla, &) m Flz, 1) = (v(z, &)z = Nz + jNoz + . .. (2.26)

onde os coeficientes correspondentes da funcio descritiva sio:

1 2m
N, = ¥ / F(X'senr,wX cost)sentdr
7X Jo
2
Ny == 2 / F(X*sent,wX cost)cosTdr
X Jo
2
Ny = —15(: / F(X'sent,wXcost)sen2rdr (2.27)
wX Jo

1 2
Ny = — / F(X' sent, wX cost)cos2rdr
mX Jo
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Assumindo agora que for¢a ndo-linear F{(z, 7) também é dominada por seu termo funda-
mental, entao esta pode ser simplificada por seu primeiro componente harménico, F Yr, 1),

como:

Flz, i) m Flz,2) = (v(z, )z = Nz + jNoz (2.98)

e a funcao descritiva de primeira ordem pode ser escrita como:

vi(z, &) = N+ jN, (2.29)

Portanto, se o tipo de nio-linearidade em F(z,z) for eonhecido, sua funcio descritiva

pode ser calculada através das equagdes (2.27) e (2.29).

2.5 Meétodo Arc-Length

Nos ultimos anos, muitas técnicas numéricas iterativas foram desenvolvidas para resolver
problemas estruturais néo-lineares. Alguns destes métodos sio capazes de tracar caminhos
complexos no espago carregamento/deslocamento. Um dos mais populares procedimentos é
o método arc-length de Crisfield, que possui a capacidade de ultrapassar pontos de inflexio
sem a necessidade de determind-los. H4 uma grande similaridade entre curvas nio-lineares
de carregamento/deslocamento obtidas com o método arc-length com curvas de resposta em
freqiiéncia de sistemas ndo-lineares. Ambas as curvas apresentam o fenémeno de snap-back
e snap-through, figura 2.9 (Crisfield, 1997).

Neste trabalho o método arc-length foi utilizado em simulacdes numéricas e no controle
experimental de sistemas mecanicos. Nas simulacdes o método foi usado para resolver sis-
temas de equacdes nao-lineares e nos experimentos foi empregado no controle da amplitude
da componente fundamental do canal de controle, tendo como resultados as respostas em
freqiiéncia nao-lineares numéricas e experimentais que serdo apresentados nos capitulos 3 e

4.
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Figura 2.9: Fenomeno de snap-back e snap-through

2.5.1 Teoria Basica de Solucao

Uma equagao de equilibrio residual geral que governa muitos problemas ndo-lineares pode

ser escrita como

¥(p, ML) = £(p) - M. (2.30)

na qual, em uma anélise estrutural, p é o "vetor de deslocamento”, f; é o "vetor de forca
interno”que € fungao do deslocamento p, o escalar A é um "parametro de nivel de carga’e f,
€ o "vetor de carregamento externo fixo” {Ferreira e Serpa, 2002).

A equacio anterior pode ser resolvida por muitos procedimentos incrementais {Newton-
Raphson (ver Anexo A), Newton-Raphson modificado, (Juasi-Newton, etc) nos quais o car-
regamento e/ou deslocamento controlado pode ser aplicado, porém estes métodos nio sdo
apropriados na solucdo de problemas para os quais os caminhos da resposta sejam complexos
como o tragado da figura 2.9, por exemplo. Estes métodos se aplicados na obten¢do de uma
curva como da figura 2.9 apresentariam os fenémenos de snap-back ou snap-through ndo con-

seguindo levantar o tragado completo da solugio na regido onde para uma dada freqiiéncia
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existe mais de uma solugdo possivel. Tais situacdes surgem tipicamente em problemas de ins-
tabilidade estrutural, nos quais técnicas de continuacao sio empregadas, sendo que o método
arc-length parece ser o mais utilizado.

O método arc-length é descrito dentro da categoria de métodos de continuacio e é aplicado
para se obter o tragado de uma solugéo. Basicamente, o método arc-length considera primeiro
o fator de carregamento A, como uma varidvel na equacio residual (2.30). Entdo, uma
nova equagao de restricdo é acrescentada a equagdo de equilibrio residual (2.30) definindo
o préximo ponto da solugido em uma intersecdo entre as curvas da solucdo e da equacao
de restricio. Finalmente o sistema nic-linear estendido é entdo resolvido usando técnicas
iterativas convencionais para obter o ponto de equilibrio.

Para resolver diretamente n+ 1 varidveis do sistema estendido, n do deslocamento p mais
uma varidvel do fator de carregamento, usando os métodos iterativos, primeiro é necessério
linearizar a equagdo residual, com p e A sendo varidveis desconhecidas, junto com a restricio
relevante do método arc-length pelas séries de Taylor.

A equagao de restricdo como uma equagéo de restrigio esférica proposta por (Crisfield,

1997) no formato geral é do tipo:

a(Ap, AX) = (Ap*Ap + AN YY) — A2 =0 (2.31)

onde Al é o raio fixo da intersecglo desejada, o vetor Ap e o escalar AX s3o o deslocamento

incremental e o fator de carregamento, e o escalar ¢ é um parametro de escala, sendo Ap =

P~ Po e AA= A — Ay com (Po, Ag) correspondendo ao Gltimo ponto conhecido convergido.
O sistemna estendido que considera simultaneamente a equacdo de equilibrio (2.30) e a

equagdo de restrigdo (2.31) pode ser reescrito como

¥(p.f) _ fi{p) — Af, _
{ Q(A; A) } B { (Ap'Ap +2A2¢2f§fe) - AP } = {0} (2.32)

Para uma posigéo conhecida 20 longo do tragado da solugio, é possivel visualizar a equacio
(2.32) geometricamente para um sistema de um grau de liberdade. A figura 2.10 mostra a

interseccdo de ambas as curvas relacionadas com equagfo (2.32), indicando as préximas
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solugbes possiveis. A equacdo (2.32) representa um sistema nfo-linear de n + 1 incognitas

as quals podem ser resolvidas por procedimentos iterativos incrementais convencionais para
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Figura 2.10: Trajetdria da solugo e curva de restricdo

obter o ponto da solugdo ao longo da trajetéria. Fstes métodos normalmente requerem va-
lores iniciais satisfatérios para o procedimento iterativo convergir para os pontos corretos da
solugao. Assim, o procedimento que obtém o préximo ponto de equilibrio (p, M.} normal-
mente consiste em duas fases, a fase de predigio e a fase de correcao. Os procedimentos
preditores sdo aplicados para estimar a primeira solucdo e para determinar a direco a ser
seguida. Os procedimentos iterativos corretores sio usados para computar uma seqiéncia de
convergéncia de estimativas para obter a solugio convergida.

Depois de convergido & solucdo, o caminho da solucdo pode ser tracado em termos de um

conjunto de pontos passo a passo.

2.5.2 Procedimento Preditor

Esta fase € responsdvel em determinar um ponto de partida satisfatério para a préxima
fase de corregéo. Isto é necessério porque em prinefpio, nio hé nenhuma regra para a diregao
na gual o procedimento de continuacéo deveria caminhar. A direcdo a ser seguida é de-

terminada pelo ponto obtido por procedimentos de predi¢do conhecidos como o preditor



tangencial forward-Euler (Crisfield, 1997). O preditor tangencial forward-Euler é baseado

apenas no 1ltimo ponto da solugdo, e é determinado por

Ap? = KO AFO = ANO KM, (2.33)

onde K, é a matriz tangente e Afgo) é o carregamento incremental, ambos relacionados ao

ponto (p@, A1) como ilustrado na figura 2.11.
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Figura 2.11: Ilustragdo do preditor tangencial foward-Euler

Substituindo a equagio de predigao {2.33) na equacio de restricio (2.31) tem-se
Al

ANY = £
VIETHEETIE) + ¢,

(2.34)

Da equagdo {2.34) é possivel ver que por causa do sinal de mais ou menos, duas solucdes
estao disponiveis. Se o sinal ndo for escolhido corretamente, a direcio de procura para o
préximo ponto estéd incorreta e o corretor pode convergir a um ponto indesejado, voltando
atrds para a soluc@o previamente computada.

Existermn muitos critérios propostos na literatura para determinar o sinal da equacio
(2.34)(Bathe e Dvorkin, 1983; Powell e Simons, 1981; Crisfield, 1997 Papadrakakis, 1993;
Bergan et al., 1978; Feng et al,, 1995), mas a experiéncia pratica de muitas pesquisas sugere

que 0s critérios que usam o sinal do determinante da rigidez tangente, |K,|, para determinar
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o sinal do incremento do carregamento inicial A, i.e. sign| K| = sign AX, trabalha muito
bem na maioria dos casos (Clarke e Hancock, 1990 Crisfield, 1997; Wagner e Wriggers, 1988:
Feng et al., 1995), embora também foram relatados alguns casos mal sucedidos (Bellini e
Chulya, 1987; Aligower e Georg, 1980).

Como resuitado da fase de predicio, p'® e A*¥) sio obtidos de acordo com as seguintes

equagses:

MO = 2O L AN

onde p¥ ¢ a solugdo do 1iltimo ponto de equilibrio e A% & inicializado com o valor 1 (um),

correspondendo ao carregamento completo.

2.5.3 Procedimento Corretor

Na fase de correcio, um procedimento numérico é aplicado para achar a solucdo do
sistemna estendido de equagdes (2.32), com a suposi¢io inicial (p™), A®£,) determinado na
fase de predicdo. Como na equacio (2.30}, muitos métodos podem ser usados para resolver a
equacao (2.32), tais como o método N ewton-Raphson, Newton-Raphson modificado ou Quasi-
Newton. Para aplicar estes métodos na equacio {2.32), é conveniente linearizar a equacao
estendida ou ambas as equagdes (2.30) e (2.31), aplicando as séries de Taylor (Crisfield, 19973,

levando a,

¥ = @0+%§6p+%§{5,\

= Wo+ Kdp ~ qdA =0, (2.36)
_(9_&6 —+ da
dp PT3535
= ap + 2Ap'6p + 2AX 6A A, = 0, (2.37)

dA

a = ag-+

onde
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o

K, = = (2.38)
q = %_‘i." (2.39)
5—; = ZApt%A—I—?=2Apt6p, (2.40)
2= w222 o, (2.41)

No caso particular da equagdo (2.36), o valor de q é calculado a partir da equagio (2.30)
e obtém-se que q = f..
Finalmente, combinando a equa¢do {2.36) e a equacio (2.37) para resolver dp e 86X, o

sistema nao-linear estendido pode ser escrito como

5p = Kt —q - ‘I’Q
( oA ) T [ 208p° 24N ¢RfH, ao (2.42)

A equacdo (2.42) pode ser resolvida usando técnicas iterativas convencionais para obter a
solugéo do ponto de equilibrio, (ép, dA). O procedimento resultante é conhecido como método
consistente. Porém, a matriz de rigidez expandida dentro dos colchetes na equagio (2.42)
nio é simétrica nem em banda. Este problema pode ser superado adotando o esquema nio
consistente onde o sistema original expandido pode ser resolvido a cada iteracio, e a equagho

(2.42) é substituida pelas seguintes equacdes,

4 SplEtl)
ApFH AptH L ANERDZ 2t AJ2 (2.44)

onde k¥ = K {p®).

A solugao da equacdo {2.43) e equacio(2.44) converge para a mesma solucio de equilibrio
{0p,6A) da equagdo (2.42). A diferenca entre o método consistente e o método nio consistente
€ que no método consistente ambas equacdes, a equagdo de equilibrio (2.30) e a equacio de
restricio (2.31) so linearizadas de uma maneira consistente com procedimentos iterativos,

entdo a equagdo de restricio ndo é satisfeita ao longo do processo de iteracio até que a
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solugéo seja alcangada, enquanto o método nao consistente for¢a a equacio de restrigio a ser
satisfeita a cada iteragdo, uma vez que a equagio de restricao ndo ¢é linearizada.
O processo para resolver a equacio através do método nio-consistente comeca na equagcio

(2.43) onde o vetor de deslocamento iterativo, p+, pode ser obtido como

5p® = — KO T g® L gyw T (2.45)

A equacgio (2.45) pode ser reescrita como

op) = 6p*) 4 AW (2.46)

onde 6p*) € o vetor de deslocamento iterativo que seria o resultado de um algoritmo con-
vencional de carregamento controlado (Newton-Raphson, Newton-Raphson modificado etc)

a um valor SA® fixo de carga, i.e.,

55 = K® gk (2.47)

(k) . J N .
e op; ) & o vetor de deslocamento que também corresponde 4 carga fixa f. conhecido como

selugao tangencial

-1
ip = KW g, (2.48)

Tendo determinado a expressdo para o vetor de deslocamento iterativo, 6p™, onde §A®),

ainda é desconhecido, é possivel escrever o novo deslocamento incremental Ap¥+1) como

Ap*+) = Ap® 1 gp#), (2.49)

A substituigio da equagdo (2.46) na equacio (2.49) leva a,

Ap#+l = Ap® L 5p*) 4 5/\(10)5139)’ (2.50)

na qual 6A¥ é a vinica incégnita.

O fator de carregamento incremental pode ser escrito similarmente como
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ANFFD) = A NG o 5A ) (2.51)

A substituicio da equagio (2.50) na equagdo de restricdo (2.31) conduz a equacio quadrética

escalar

adAB? L poA® = (2.52)

onde

o = op{™epl 42
b = 26p{ (Ap® + 5p®) + 2ANPyRElE,
c = (ApW +5p®)HAP® 4 5pH)) — AR - ANB 2eE
O fator de carregamento §A® pode ser determinado pela escolha da raiz apropriada na

equagdo quadrética {2.52). A raiz correta normalmente é escolhida computando ambas as

solugoes,

ApF™Y = Ap® + 5p® 1 sxFsple), (2.53)
ApfF = Ap® + 5p® 4 3 Fspt) (2.54)
(k+1)

e escolhendo 2 soluc@o que tem o menor angulo entre Api, e Ap™ . ie., o méximo cosseno

do angulo dado pela equacéo

(k+1) k
APl,z &P( )
Al2 '
Experiéncias numéricas revelaram que alguns critérios extras devem ser utilizados para

cosf = {(2.55)
se alcancar uma boa confiabilidade (Ferreira e Serpa, 2002). E necessario conferir se o sinal
da raiz escolhida pelo primeiro critério do angulo minimo, éAng} tem o mesmo sinal do
determinante da rigidez tangente, |K;|. Se ndo, deve-se escolher a outra raiz, é,\g-k“) j #1.
Tendo alcangado o fator de carregamento iterativo 6A®) | o deslocamento iterativo, sp),
deve ser computado através de equagdo (2.46). Entdo o deslocamento incremental é com-

putado através de equacdo (2.49) e o fator de carregamento incremental pela equacgo (2.51).

29



Quando o deslocamento incremental, equaco (2.49), e o fator de carregamento incre-
mental, equagio (2.51), sdo acrescentados ao deslocamento e ao nivel de carregamento do
ponto convergido anterior, (p*), A\)f,), conduz ao ponto (p%*+D AE+IE ) Repetindo este
procedimento e usando critérios de convergéncia para parar o processo, alcanca-se o préximo
ponto convergido que estd localizado na interseccdo da equagao de restrigao com o tracado

da equacdo de equilibrio.

2.5.4 Comprimento Automatico do Raio

O tamanho do raio usado no método arc-length é um ponto crucial para se alcangar um
método robusto. Uma vez que o preditor foi obtido ¢ a direcdo é determinada, deseja-se que
s6 uma solugdo permanega naquela direcio. Se o raio for muito grande, é possivel que exista
mais de uma solucdo ao longo do caminho, o que significa que a equagio de restricdo cruzou
com outras por¢oes do tragado da solucdo. Por outro lado se o raio escolhido for muito
pequeno, o custo computacional para obtencdo do caminho da solugdo é muito caro. Uma
tecnica simples foi proposta por (Crisfield, 1997 }. onde o raio incremental é determinado pela

seguinte equacao

AIFFD = A (%) (2.36)

na qual Al*+Y e Al®) 530 os raios incrementais nas iteracdes k +1 e k, I; é o ndmero de
iteragOes desejadas e 7 é o mimero de iteragBes requeridas na iteracio (k).

O controle do raio, conduz & pequenocs incrementos quando a resposta for nao-linear e
incrementos maiores quando a resposta for linear. Embora este controle tenha trabalhado
muito bem para os testes realizados, (Ferreira e Serpa, 2002; Martins, 2002), existem ainda
certas deficiéncias no controle de problemas com mudancas sibitas na trajetéria da solugdo

(Riks, 1984; Bellini e Chulya, 1987).

2.5.5 Estimativa Inicial do Comprimento do Raio

A necessidade de calcular o raio inicial Al vem do fato que © usudrio normalmente tem

uma pequena idéla da magnitude apropriada a ser escolhida. Entdo um método deve ser
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aplicado para estimar um raio inicial compativel com o carregamento aplicado. Um valor
inicial satisfatério pode ser obtido pela especificagio de um incremento de carregamento
AA, e pelo célculo do passo de Newton dp de um ponto inicial conhecido (p©, AOEY como

mostrade a seguir

dp = [K7] 2 (p@, 00 + AN). (2.57)

Finalmente o comprimento do raio inicial pode ser calculado por

Al = \/6p35p. (2.58)

A estimativa do incremento do carregamento inicial AX pode ser feita pela avaliacdo das

caracteristicas fisicas do problema (Ferreira e Serpa, 2002).

2.5.6 Resolvendo o Fator de Carregamento Complexo

O incremento do fator de carregamento calculado na equagio (2.52) pode produzir raizes
reais ou complexas. Quando as raizes forem complexas, significa que a equagio de restricio do
arc-length falhou na determinagéo do préximo incremento do fator de carregamento sobre a
restri¢do. Para prevenir este tipo de falha, (Murray, 1994; Ferreira e Serpa, 2002) propuseram
um fator de relaxamento para minimizar o problema. Experiéncias mostraram que aplicando
este método de relaxamento para muitos graus de liberdade minimiza-se a falha mas o pro-
blema ainda persiste. A estratégia adotada por (Crisfield, 1997) de reduzir o raio e reiniciar
o processo & partir do dltimo ponto convergido trabalhou muitc bem para todos os casos

testados por {Ferreira e Serpa, 2002).

2.6 Equacao de Impedéancia

Depois de descrever a forga de excitagdo, a forca nao-linear e a resposta pelos seus
respectivos componentes harmonicos fundamentais, é possivel reescrever a equacio (2.9) no

dominio da freqiiéncia como

M- X'} + [CHiwX '} + i DX} + [K{X'} + {Fy} = {F}. (2.59)
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A equacéo (2.59) pode ser escrita na forma de impedancia como

[Z{w, XX} = {F} (2.60)

cnde:
(Z(w, X1)] = [[K] = [M|w” + iw[C] +4[D] + [©(X1)]Y {2.61)
{7 F = [G]il{ Xi b (2-62)

como mostrado na equagdo (2.23).

2.7 Resposta em Freqiiéncia de Estruturas Nao-Lineares

A anélise no dominio da freqiiéncia de estruturas ndo-lineares é caracterizada por um
conjunto de respostas em freqiiéncia {RFs) que pode ser definido como quantidades depen-
dentes da fregiiéncia calculadas a partir da relagio entre a resposta e a for¢a de excitago
harménica. Para estruturas ndo-lineares, a resposta em freqiiéncia exibe duas diferencas
principais quando comparada & definicio para um sistema linear. A primeira diferenca é que
a resposta total de um sistema ndo-linear no dominio do tempo € representada no dominio
da freqiiéncia por uma seqiiéncia de fungbes de resposta em freqiiéncia ao invés de apenas
uma fungéo como no case linear. Quanto mais fortes as néo-linearidades, mais funcdes de
resposta em {reqiiéncia serdo necessérias para melhor representar a resposta total. Por outro
lado, para uma ampla classe de nio-linearidades a maior parte dos efeitos dominantes esti
contida nas chamadas respostas em freqiiéncia de primeira, segunda e terceira ordem e es-
tas sdo freqiientemente suficientes para caracterizar o sistema precisamente (Sanliturk et al.,
1997; Vinh e Liu, 1989). A segunda diferenca é que cada resposta em freqiiéncia é funcio de
multiplas varidveis, mesmo para um sistema sujeito a uma lnica excitacio e resposta. Esta

caracteristica aumenta a dificuldade da andlise de estruturas nac-lineares.
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2.8 Resposta em Freqiiéncia de Primeira Ordem

Conceitualmente, as respostas em fregiiéncia (RF) de primeira ordem sio uma extensio
das fungoes de resposta em fregiiéncia (FRF) de estruturas lineares para estruturas nio-
lineares. No caso de uma excitacio senoidal pura, a resposta em freqiiéncia de primeira
ordem de uma estrutura nao-linear é definida como a relacdo espectral da resposta z; e da

for¢a f; & freqii®ncia de excitagio, w, escrita como:

X} (w, F})
)

Neste caso, apenas o componente da freqiiéncia fundamental da resposta z composta de

i (w, F}) = (263)

r harmonicas € usado e todas as sub-harménicas, super-harménicas e combinacoes de ambas

540 ignoradas.

2.9 Resposta em Freqiiéncia Nao-Linear Usando o Arc-
Length

Para aplicar o método arc-length na obtengido da resposta em freqiiéncia néo-linear é
necessario escolher a varidvel a ser controlada. Neste caso, a varidvel a ser controlada é a
freqiéncia. Entao, a fregiiéncia w serd substituida por Aw na equagio (2.60) que conduz a

uma equagac escrita na forma residual como

V(XY dw) = [Z(X 2)){X*} - {F} (2.64)

onde:

[Z2(X*, \w)] = [K] — [M]A%W? + iw[C] + 4D} + [O(X1) (2.63)

Com o residuo determinado em funcio do deslocamento e as varidveis de freqiiéncia

especificadas, (X', Aw), é possivel aplicar o método arc-length descrito na secéo 2.5.
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Capitulo 3

Consideracoes Experimentais

3.1 Descricao da Bancada

A estrutura estudada neste trabalho é uma alavanca de transmissdo mecinica (figura
3.1) montada em uma bancada (figura 3.2} que simula uma montagem com folga. As néo-

linearidades localizadas investigadas sdo ndo-linearidades estruturais causadas por atrito e

por folga.

Borracha de
Vedagdo

Rotuda

Prolongamento

da Alavanca
Ponta de

Contato §:

Figura 3.1: Conjunto da alavanca de transmissio mecanica
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Yigas
Paraielas

Figura 3.2: Bancada e parafusos de fixagio da torre da alavanca de transmissao

A bancada ¢ composta por um alojamento montado em vigas paralelas que simula uma
folga de montagem e rigidez de contato. As vigas paralelas estao engastadas na base da
bancada e vibram solidariamente unidas pelo alojamento. A torre da alavanca de cidmbio
é fixada na bancada por quatro parafusos e a ponta de contato da alavanca fica dentro do
alojamento onde serd simulada a folga. Para simplificar os modelos numéricos, optou-se por
retirar as borrachas de vedacéo da torre da alavanca, considerando apenas os efeitos da folga
com rigidez de contato e do atrito da rétula da alavanca em sua torre.

A figura 3.3 mostra a haste com rétula que é montada dentro da torre da alavanca de
transmissao mecdnica. Nesta figura pode ser visto a rétula, onde ocorre o atrito com a torre
da alavanca, a ponta de contato e dois furos passantes onde sfo fixados os parafusos que
unem a haste ao prolongamento da alavanca. Na figura 3.1 tem-se a montagem do conjunto
da alavanca de transmissao mecénica, com a haste com rétula e o prolongamento da alavanca,

montadas na torre com as borrachas de vedacio.
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{ Ponta de
{ Contato

Rotula

| Furos para
Fixacdo

Figura 3.3: Haste com rotula - componente da alavanca de transmissdo mecénica

3.2 Técnicas de Excitacgao

Técnicas apropriadas de excitacao devem ser escolhidas com o objetivo de estudar os sis-
temas nao-lineares. Existem trés métodos de excita¢ido muito usados na andlise de vibragoes:

periédico, aleatdrio e transiente.

3.2.1 Excitacao Senoidal

A excitacio senoidal é uma das técnicas de excitagdo periddica mais comumente aplicada
para obtengao de fungdes de resposta em fregiiéncia devido a sua precisdo. A funcio de
resposta em freqiiéncia é obtida através de uma excitagfo harmonica estacionéria. Para cada
freqiiéncia, a forga aplicada é uma onda senoidal de amplitude constante. Quando a resposta
alcanca a condicao de regime permanente sdo feitas as andlises espectrais da excitagdo e da
resposta. Para estruturas lineares, quando a excitagio é uma sendide, a resposta também
¢ uma sendide com a mesma freqiiéncia da excitacio mas com diferentes fase e magnitude.
Assim, para o caso linear, apenas uma componente do espectro de freqiiéncia é extraida a
cada ponto de fregiiéneia. Porém, para sistemas nio-lineares, mesmo quando a excitacio é
um Seno puro, a resposta é composta de um ndmero de componentes em freqiiéncia, tais como
harmoénicas e freqiiéncias de intermodulagio. Neste caso, a primeira e as mais altas fungGes

de resposta em freqiiéncia podem ser calculadas usando a idealizagdo matematica da série
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de Volterra ou medindo aproximadamente a resposta em freqiiéncia (RF} definida de muitas
maneiras diferentes. Esta dltima opgao, se definida corretamente, pode conter informacoes
uteis sobre as caracteristicas do sistema.

A grande vantagem de uma excitagdo senoidal est4 relacionada com sua natureza de se-
lecionar uma freqiiéncia. Neste caso, o nivel da forca de excitacio pode ser precisamente
controlado, uma caracterfstica que se torna muito importante para um levantamento bem
sucedido de fungbes de resposta em freqiiéncia de estruturas nio-lineares (Storer e Tom-
linson, 1993) devido ao fato que a excitagio harménica revels as distorcdes das RFs nas
regides de ressonéncia para diferentes niveis de forga. A excitacio harmdnica também revela
as respostas sub-harmoénicas e super-harmonicas que sdo manifestaces claras de comporta-
mento nao-linear. Além disso, as medidas podem ser concentradas onde elas séo requeridas,
tendo incrementos diferentes de freqiiéncia em diferentes faixas de freqiténcia. Por exemplo,
proximo das ressonancias e anti-ressondncias as RFs exibem mudancas rédpidas, onde um
pequerno incremento de freqiiéncia é recomendado. Por outro lado, longe das regides de res-
sondncia e anti-ressonancia, a variagio é muito lenta e um incremento maior em fregiiéncia
pode ser usado. Além disso, a relagdo sinal-ruido é geralmente boa uma vez que a energia
estd concentrada em uma freqiiéncia, e as respostas na mesma freqiiéncia, nas harmoénicas e
intermodulagdes podem ser calculadas pela média por um processo de integracio.

Podem ser usadas duas condigdes diferentes para se obter a resposta em freqiiéncia de
sistemas nao-lineares. A primeira é manter a amplitude da forca constante para toda faixa de
freqiiéncia de excitagao. Esta técnica permite observar a distorco da resposta em freqiiéncia
tais como o fenémeno de "salto” quando o nivel de entrada é incrementado. A segunda consiste
em manter a amplitude da resposta constante para toda faixa de freqiiéncia de excitagao.
Nesta condigao, a resposta em freqiiéncia obtida tem a aparéncia de uma funcdo de resposta
em freqiéncia de um sistema linear. Isto permite a aplicacio de técnicas padrdes de anlise
modal para obtengio de algumas caracteristicas linearizadas do sistema.

A principal desvantagem da técnica de excitagdo senoidal é que o tempo gasto para obter
uma resposta em freqiiéncia tipica é maior que o requerido pelas outras técnicas geralmente

usadas. Isto estd relacionado ao fato que a excitagdo é feita freqiiéncia por freqgiiéncia e, a
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cada freqiiéncia, um intervalo de tempo € imposto ao processo de modo a permitir que o
sistema alcance a resposta permanente antes de comecar a aquisicdo. Entretanto, s vezes
a medida correta da resposta em freqliéncia € mais importante gue o tempo gasto durante
o procedimento. Normalmente, quando o objetivo é melhorar o modelo analitico usando a
correlacao dos dados analiticos com os dados experimentais, quanto mais precisa a RF obtida

experimentalmente, melhor é o modelo analitico derivado.

3.2.2 Excitag¢ao por Impacto

A excitagdo por impacto é uma técnica de excitacfo muito popular e conveniente para
estruturas mecénicas. Esta popularidade é devida principalmente & simplicidade do método
de excitagdo que o faz muito adaptdvel para uma gama extensa de condicdes experimentais.
A excitagdo por impacto pode ser produzida usando um martelo instrumentado com um
transdutor de forca no qual umea ponta de impacto é montada. Quando a estrutura for exci-
tada pelo martelo, é transferida energia & estrutura em um perfiodo muito curto de tempo. O
processo de medida das fungbes de resposta em freqiiéncia comeca com a aquisicao dos sinais
da forga e da resposta devido ac impacto. As aquisicdes no dominio do tempo sio convertidas
a0 dominio da freqi.iéncia aplicando a transformada de Fourier. Por causa das restrigbes im-
postas pela anélise de Fourier, podem ocorrer problemas de vazamento ("leakage”) no sinal de
resposta. Se a resposta ndo tender para préximo de zero no final do intervalo de aquisicio, um
" janelamento” exponencial pode ser aplicado para reduzir o vazamento ("leakage”) . Entdo a
resposta em fregiiéncia é obtida dividindo o espectro da resposta pelo espectro da excitacio.

A forma do sinal da for¢a depende do tipo de ponta do martelo, da massa do martelo e das
caracteristicas dindmicas da estrutura investigada. Como a largura da banda de fregiiéneia do
espectro da forga ¢ determinado pela duracio do impulso, estas caracteristicas determinario a
freqiiéncia superior de corte do sinal de excitagdo. Uma alta rigidez da ponta do martelo e da
estrutura causam um pulso estreito e alargam a extensdo da faixa de freqiiéncia. Um aumento
de massa no martelo alarga o pulso da forga baixando a fregiiéncia de corte e aumentando
o nivel de for¢a de excitacdo. As vantagens do teste de impacto estdo relacionadas com

o pouco tempo gasto para obter a resposta em freqiiéncia devido A& necessidade de serem
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calculadas apenas poucas médias e pela facilidade de se aplicar este teste em campo. Porém,
a desvantagem de excitagdo por impacto vem do fato que a largura da banda de excitagio
tern um controle limitado, baixa energia de excitagio e uma baixa relacao sinal-ruido.
Infelizmente uma forga de impacto raramente pode ser usada em estruturas nio-lineares
por causa da inconsténcia na duragio da excitacio e na forca dos impactos e do baixo nivel
RMS do sinal produzido devido & breve duracgo da excitagdo. Isto significa que o nivel de
energia aplicado pode ser de dificil controle e os niveis dos mais altos picos podem extenuar
0 sistema e intensificar sua resposta nio-linear. Além disso, o baixo valor RMS pode levar
a relagdes sinal-ruido pobres do sinal medido. Porém, este tipo de excitacdo j4 foi aplicado
para identificar néo-linearidades simples e localizadas (Frachebourg, 1991} e também ja foi
usado para medir RFs de segunda ordem de estruturas ndo-lineares usando-se um martelo

elétrico de impacto especial (Chouychai e Vinh, 1986; Chouychai e Vinh, 1987).

3.2.3 Discussao de Diferentes Técnicas de Excitacao

Como mencionado anteriormente, existem varias técnicas de excitacdo disponiveis para
testes de vibragdo em estruturas, entre elas trés tipos principais de excitacdo dos quais
duas foram apresentadas. Cada um destes métodos tem suas vantagens e desvantagens, e a
escolha da técnica adequada fica mais importante quando se trata da andlise de estruturas
nac-lineares.

Para estruturas lineares, como todos os tipos de excitagdo deveriam resultar na mesma RF,
a escolha da excitacdo, entre outras coisas, estd relacionada com a aplicacdo do teste, tempo
disponivel para a andlise e qualidade requerida dos dados. Para estruturas nao-lineares, é
importante perceber que estas estruturas respondem de modo diferente a diferentes tipos
de excitagdo. Entdo a escolha da excitacio é dependente da anslise requerida da estrutura.
Se a preocupagdo principal for primeiro entender e diagnosticar caracteristicas de vibracio
estruturais, ent@o a excita¢do por impacto pode ser considerada. Por causa de suas carac-
teristicas de simplicidade e adaptagdo, o teste de impacto prové um modo simples e rdapido
de entender como uma determinada estrutura se comporta dinamicamente. Quando o mode-

iamento dindmico de estruturas ndo-lineares for o interesse principal, a preocupacio primaria
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serd extrair um modelo linear do sistema que se comporte dinamicamente o mais semelhante
possivel ao sistema néo-linear. A excitagio aleatéria pode ser uma técnica eficiente neste caso
por causa de suas caracteristicas de considerar os efeitos das ndo-linearidades como um erro
sistematico de resposta. Entdo a fungio de resposta em freqiiéncia obtida dard uma *me-
Ihor” aproximagéo linear ao sistema. Por outro lado, se a preocupagéo principal é investigar
as nio-linearidades, como a espacial, modal ou como o modelo de resposta de uma estrutura
nao-linear mudard para diferentes niveis de vibragdo, a técnica de excitacio senoidal é o
procedimento mais apropriado por causa do controle do nivel de forca de excitacio que esta

técnica possibilita.

3.3 Consideragoes Praticas de Medidas das Propriedades
das Respostas em Freqiiéncia de Estruturas Nao-
lineares

No caso onde respostas em freqiiéncia de estruturas nio-lineares para diferentes niveis de
resposta de vibragao serdo medidas, a excitacio senoidal é fortemente recomendada. Porém, a
escolha da excitagio € 6 o primeiro passo para obtencdo da fungio de resposta em freqiiéncia.
Ainda existem vérios problemas préticos que precisam ser considerados cuidadosamente para
se alcangar uma medida bem sucedida de resposta em fregiiéncia.

A maioria das medidas das Respostas em Freqiiéncia que usam excitacio senoidal exige
um gerador de fungdo para gerar wm sinal senoidal, um excitador eletromagnético para excitar
a estrutura de teste, um amplificador de poténcia para aplicar o sinal senoidal do gerador de
fung¢8o no excitador, uma haste flexivel para transmitir a forca de excitacio & estrutura, um
transdutor de forga para medir a fora de excitagio e acelerdmetros para medir as respostas
estruturais. Os sinais de excitacéo e resposta sdo adquiridos e entdo processados por um
analisador espectral digital que executa os cdlculos das RFs. Teoricamente, a aquisicao da
RF usando o sistema de medida descrito deveria ser direto. Porém, na préatica, assegurar
medidas de boa qualidade de respostas em freqiiéncia estruturais requer a consideracio por
inteiro de muitos outros aspectos do sistema de medida. Muitos tipos de erros, que podem

afetar a precisdo das medidas, estio relacionados com os transdutores, condicionadores de
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sinais, condi¢des de contorno, excitadores eletromagnéticos, amplificadores de poténcia e
hastes flexiveis. A escalha do sistema de medida adequado é uma parte importante do
planejamento. Apds a obtencio de algumas RFs da estrutura de teste, € uma boa prética
conferir se existem erros comumente relacionados & instalacao dos instrumentos, local de
excitagdo, instalagdo do excitador e medidas das respostas (Ewins, 1984).

A conex@o entre o excitador e a estrutura através da haste Hexivel pode ser uma fonte de
erros. Idealmente & haste deveria ter uma alta rigidez na direcdo axial e ser muito flexivel
nas direcGes transversais. Em situacdes praticas, isto pode ser dificil de alcancar e a haste
geralmente apresentard alguma rigidez em suas diregdes transversais, introduzindo formas
secundarias de excitagdes nio desejadas tais como momentos e forcas em outras diregdes que
agirao no transdutor de forca e na estrutura. Isto causaré erros nas RFs medidas. Virios
estudos relacionados com o modelo analitico deste problema (Han, 1995; Hieber, 1988) como
também algumas solugdes {Anderson, 1990; Brillhart et al., 1993; Lee e Chou, 1993) podem
ser encontradas. Este problema normalmente pode ser minimizado por um dimensionamento
apropriado da haste flexivel (Anderson, 1990; Hieber, 1988).

A interagio entre o excitador eletromagnético e & estrutura pode ser outra fonte de erro.
Erros atribuidos & impedancia entre o excitador eletromagnético e a estrutura podem ser
eliminados ou significativamente reduzidos estudando a interacao entre o excitador e a es-
trutura (McConnell e Varoto, 1994; Olsen, 1986; Rao, 1987), e decidindo entdo por uma
escolha apropriada do excitador. Em resumo, o excitador deveria ser escolhido tal que a
massa e as caracteristicas de rigidez fossem despreziveis com respeito & massa generalizada e
as caracteristicas de rigidez da estrutura de teste.

Outro problema relacionado ao excitador eletromagnético é que a for¢a aplicada para
urn sistema proximoe da ressonincia pode variar consideravelmente. Teoricamente, quando
uma tensao senoidal € aplicada no excitador por um amplificador, o excitador deveria gerar
uma forca harmdnica semelhante & tensdo no transdutor de forca. Isto é devido ao fato que
embora o campo magnético do excitador seja nao-linear, é assumido que ele é linear para
pequenas amplitudes de vibragdo da armadura. Porém, na pritica, quando a estrutura de

teste entra em ressonancia os deslocamentos tornam-se relativamente grandes e a aplicacéo
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de forga do excitador na estrutura tende a ficar muito pequena. Na condigdo de ressonancia o
movimento da armadura no campo magnético é nao-linear e com isto harménicas mais altas
estardo presentes na for¢a de excitagdio (Tomlinson, 1979). Deve ser dada énfase que se a
estrutura de teste é teoricamente linear a fungio de resposta em freqiiéncia é independente da
variagéo do espectro de forca de excitagio. De qualquer maneira, resultados experimentais
confidveis podem ser obtidos aplicando técnicas de filtragem para as harménicas ndo desejadas
(Ewins, 1984). Muitos instrumentos comerciais incluem esta caracteristica. Por outro lado,
se a estrutura for ndo-linear, este problema é acentuado por causa da interacio do excitador
com a estrutura e outras harménicas podem ser predominantes na forca de excitacio devido
a resposta nao-linear da estrutura. Entfo a RF medida com esta forca poderé apresentar
problemas quando usada em procedimentos analfticos {Tomlinson, 1987). Realmente, todo
o trabalho tedrico relativo & resposta harménica forcada de sistemas nao-lineares assume
uma excitaggo harmoénica simples com um nfvel de forca constante como sendo a forca de
excitagio. Conseqilentemente a forca externa deveria ser ajustada para assegurar uma forga
constante de excitacdo harmonica pura. Isto requer um algoritmo nao-linear de controle de

forca robusto.

3.4 Determinacao dos Parametros do Modelo de Atrito

Para investigagéo do comportamento dindmico da alavanca de transmissiao mecanica foi
desenvolvido um modelo que considera os efeitos nio-lineares de atrito e folga. Tanto o
modelo de atrito quanto o modelo de folga utilizados neste trabalho sio modelos que usam
o método da fungéo descritiva que lineariza as ndc-linearidades para definir uma funcéo de
transferéncia que relaciona as componentes fundamentais da entrada e da saida.

O modelo de atrito utilizado foi o modelo de macro e microdeslizamento de Ren apre-
sentado na subsecdo 2.2.2. Para poder aplicar o modelo de atrito no modelo dinimico da
alavanca de transmissdo mecénica, € necessrio conhecer alguns pardmetros que definem a

forma da histerese descrita pelo modelo de Ren. Estes parametros sio:

» K = coeficiente de rigidez da junta de atrito;
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* o = coeficiente do miximo deslocamento elgstico;
® b= coeficiente da diferenca entre o microdeslizamento e elementos bilineares.

Para estimar os coeficientes do modelo de atrito foram feitas medidas experimentais na
alavanca de cidmbio. Com base nos dados experimentais, através de técnicas de otimizacio
de pardmetros e da utilizacdo de um modelo dinimico simplificade da estrutura estudada.,

chegou-se aos valores estimados dos coeficientes do modelo de atrito de maneira indireta.

3.4.1 Modelo da Haste da Alavanca

O modelo simplificado utilizado para representar a estrutura estudada é descrito pela

equacio (3.1} e pode ser visto esquematicamente na figura 3.4.

IR

F(t)

4,..m‘18_...,_.u Kgﬁwl_

fa

Figura 3.4: Modelo da haste da alavanca de transmissio considerando os efeitos de atrito

1-8 "}“ CTQ ‘§‘ fa'rr - Plrc_gg = F(t)TF (31)

onde:

CT == Gh?"f (32)

Na tabela 3.1 sdo apresentados os parametros usados na equagio (3.1). A forca de atrito

fo representada pelo modelo de Ren e o coeficiente de amortecimento viscoso Cr sdo os
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Tabela 3.1: Pardmetros da equagao (3.1)

F(t) = [N] forca de excitagio externa;

Ty = 0,0175[m| raio de aplicagio da forca em relaciio & rétula;

P = 5,2[N] peso da haste da alavanca;

Cr = [Nms/rad] amortecimento viscoso torcional;

fo = [N] forga de atrito;

reg = 0,030[m] raio do centro de gravidade da haste em relacio & rétula;

I = 2,5 x 107%kgm?| momento de inércia da alavanca em relacio & rétula.

pardmetros a serem determinados. A forca F{t) é uma forga de excitacdo periédica conhecida

experimentalmente, assim como os sinais da aceleragfo 4, da velocidade 6 e do deslocamento

angular 6.

3.4.2 DMontagem Experimental para Determinacio dos Parametros
do Modelo de Atrito

Nesta montagem experimental para determinacio dos pardmetros do modelo da forca de
atrito, foi usada uma haste de alavanca de transmissdo mecanica ligeiramente diferente da
apresentada na secdo 3.1. A haste utilizada {figura 3.5) faz uso da mesma torre da haste da
secao 3.1, tento as mesmas dimensdes de rétula. O uso desta haste reta facilitou a montagem
experimental e a obtencdo das caracteristicas do modelo de atrito, que sfo as mesmas para

ambas as hastes.

A figura 3.6 representa esquematicamente a montagem experimental utilizada. Nesta
configuragdo, o computador PC (2) controla o experimento através de uma placa GPIB que
estd conectada ao BERAN 402 (3), que é um analisador espectral com gerador de sinal. Nos
canais do BERAN estdo ligades os cabos que vem dos condicionadores de sinal (5) e {6) dos
sensores, no caso, do acelerdmetro (14), do transdutor de forga (10) e do sensor de deslo-
camento (13). O BERAN também gera o sinal de excitacio que é enviado ao amplificador
de sinal (7) do excitador eletromagnético (8). Um osciloscépio digital {4) foi usado para

observar os sinais provenientes dos sensores e do gerador de sinal. O transdutor de forga (10)
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Figura 3.5: Haste reta com rétula

e o acelerdmetro (14) foram fixados na haste ou alavanca reta {12) e o sensor de desloca-
mento (13) estd montado em um suporte que o faz ficar posicionado como indicado na figura
do esquema de montagem experimental. Este detalhe da montagem pode ser observado na
figura 3.7. A haste flexivel (11} transmite o sinal de excitacio do excitador (8) ao transdutor
de forga e este para a estrutura.

O computador (2) utiliza o programa INCA™ (ver secdo 3.7) para fazer o controle do
experimento. O programa INCA™ no computador {2) controla qualquer canal num nivel
de sinal desejado. Quando o valor de controle do canal monitorado esta dentro dos limites
estabelecidos no programa e a freqiiéncia de excitagdo atinge valores inteiros, o computador
(2) envia um sinal para que o analisador espectral AE100 (1) efetue a aquisi¢io no dominio
do tempo dos sinais dos sensores (10), (13) e (14). Este ciclo continua até que o programa
faga a varredura em [reqiiéncia especificada ou pare automaticamente por algum critério de

AT com o propésito de preservar os equipamentos envolvidos no

seguranca previsto no INC
ensaio. A tabela 3.2 relaciona todos os itens numerados na montagem experimental e a figura

3.8 apresenta uma visdo geral da montagem experimental.
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Figura 3.6: Montagem experimental para medida da histerese

Tabela 3.2: Itens enumerados na montagem experimental

AR Do NG utha wiom

VIR TR R R R SRV A

Analisador espectral AE100

Computador PC com placa GPIB

BERAN 402 - Frequency Response Analyser

Osciloscopio digital HP54501A-100MHz

Condicionador de sinal Kistler type 5134

Condicionador de sinal do sensor de deslocamento
Amplificador de poténcia Briiel&Kjaer type 2706

Excitador eletromagnético Briiel&Kjaer type 4809

Base da bancada

Transdutor de forca PCB mod. 208A02 s.n. 10494 sens. 12,284[mV//N|
Haste flexivel (stinger) - ¢1,20[mm] x 65[mm] em aco

Haste reta com rétula

Sensor de deslocamento sens. 5, 0[V/mm]

Acelerémetro PCB mod. 353B68 s.n. 16034 sens. 108, 9[mV/g]
Torre da alavanca de transmissio mecénica
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Figura 3.8: Visdo geral da montagem experimental
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3.4.3 Caracterizagao Experimental e Ajuste do Modelo de Atrito

Uma vez adotado o modelo que representa a haste da alavanca de transmissio mecénica,
descrito pela equagao (3.4), foi necessério fazer um levantamento experimental das carac-
teristicas dindmicas da estrutura real. Os dados experimentais obtidos nos experimentos so
sinais no dominio do tempo dos canais do acelerdmetro, do transdutor de forca e do sensor
de deslocamento, como mostram os exemplos da figura 3.10.

Na obtengdo dos sinais, foram executados experimentos que controlavam o canal da forca
e experimentos que controlavam o canal do deslocamento. Os canais relativos a forca e ao
deslocamento foram controlados para facilitar a investigagio dos resultados, uma vez que
o modelo de atrito de Ren (Ren, 1992) fornece uma fungio de transferéncia que relaciona
deslocamento com forga de atrito. Ao todo, para investigacio deste modelo e levantamento
de seus pardmetros, foram feitas 3000 aquisigdes de sinais semelhantes aos apresentados na
figura 3.10. Cada aquisi¢iio ¢ uma medi¢do com 512 pontos discretos no tempo em dois
ciclos (dois perfodos) dos sinais dos sensores de aceleraciio, de deslocamento e de forga. Os
sinais destes trés canais foram adquiridos simultaneamente pelo analisador espectral AE100
toda vez que o computador que controlava o experimento enviava um sinal de ”gatilho”. As
aquisigbes podem ser divididas em dois controles de canais, o controle do canal da forca e do
deslocamento. Para cada canal controlado foram feitas aquisicdes para trés niveis ou valores
de controle diferentes, e finalmente para cada valor de controle foram feitas 10 aquisicOes
numa faixa de freqiiéncia de 70 Hz a 120 Hz com incremento de 1 Hz.

A figura 3.9 representa o conjunto controle de medidas efetuados. O canal da forca foi con-
trolado em valores de zero-a-pico de 2,0N; 3,1 N e 4,1 N e o canal relativo ao deslocamento
em 0,8 x 1074m; 1,3 x 107*me 1,8 x 10~ m.

Dos experimentos tem-se a aceleracéo 8, o deslocamento 6, a forca F(t) e através de
integragdo numérica do sinal da aceleracio tem-se a velocidade 6.

Uma vez feito o levantamento dos dados experimentais, é possivel ajustar o modelo.
Para fazer o ajuste foi utilizado o método dos minimos qua,drados\ (lsgnonlin) do toolbox de
otimizagdo (versdo 2.1) do programa MATLAB R12.

A equacdo (3.1) fol ajustada para cada medigdo e o resultado deste ajuste sdo as estimati-
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Figura 3.9: Controles experimentais

vas dos coeficientes a, b e K da forga de atrito f, representada pelo modelo de Ren (subsecao
2.2.2) e do coeficiente de amortecimento viscoso Cp. Para cada condigdo de controle foram
feitas 10 tomadas de medidas com o objetivo de fazer uma média de parametros ajustados e
verificar sua dispersio qualitativamente.

A figura 3.11 mostra exemplos das curvas experimentais e do modelo ajustadas em graficos
de deslocamento x forga. Estas curvas foram calculadas com base nos sinais da figura 3.10
com controle do canal da forca em 4,1 N zero-a-pico.

Aplicando o procedimento de ajuste para todo conjunto de dados obtém-se uma tendéncia
de variacdo dos pardmetros, como apresentados nas figuras 8.12 e 3.13. Estas duas figuras
estao na forma de gréfico de barra de erros, que representa o valor médio, méximo e minimo
dos coeficientes a, b , K e Cr para cada ajuste de modelo ao longo da faixa de freqgiiéncia
medida.

A figura 3.12 mostra os valores ajustados para os experimentos com controle de forca em
4,1 N zero-a-pico, onde o valor do coeficiente a pode ser avaliado apenas para freqiéncias
abaixo de 93 Hz. A rigidez K e o coeficiente de amortecimento Cr estio caracterizados para
toda faixa de freqiiéncia estudada, mas o coeficiente b nao foi ajustado com sucesso. J4 a

figura 3.13 que mostra os valores ajustados dos experimentos com controle de deslocamento
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em 1,8 x 107* m zero-a-pico, onde todos os paradmetros ou coeficientes a serem determinados
foram bem caracterizados, embora o coeficiente b apresente uma maior dispersdo de valores
se comparados ao demais.

Dos experimentos realizados, péde-se observar que quanto maior o deslocamento ou forca
de controle imposta, menos disperso ficavam os pardmetros ajustados do modelo.

Com os trés niveis de controle feitos para cada canal (forca e deslocamento}, levantou-se
o comportamento dos pardmetros ajustados em freqiiéncia x amplitude de controle (forga
ou deslocamento) x pardmetro ajustado, como pode ser visto nas figuras 3.14, 3.15, 3.16 ¢
3.17.

Desses experimentos o resuitado esperado era a obtengdo de algum valor ou relacéo que
representasse o comportamento dos coeficientes a, b e K do modelo de atrito e um valor para
a coeficiente de amortecimento Cr, todos presentes na equacgio (3.1).

Como esperado, o coeficiente de amortecimento viscoso Cyr é aproximadamente constante
(Ewins, 1984). Das figuras 3.18, 3.19 e 3.20 obtemos seu valor médio (Cr = 0,42 Nms/rad).

Para os coeficientes do méximo deslocamento eldstico a e de transicdo entre macro e
microdeslizamento b, adotou-se os valores adimensionais: o = 21,9 e b = 1,0, extraidos da
figura 3.21.

Os valores dos coeficientes de rigidez do modelo de atrito adotados neste trabalho sio
obtidos por fun¢les ajustadas nos gréficos das figuras 3.18, 3.19 e 3.20. As funcdes ajustadas
para representar os coeficientes de rigidez do modelo de atrito empregado nos modelos da

alavanca de transmissdo mecénica sdo dadas pelas equagoes (3.3, 3.4 e 3.5).

K(f) = 12699f —275225 [N/m] para 2,0N (3.3)
K(f) = 11451f — 291333 [N/m] para 3,1N (3.4)
K(f) = 11085f — 354018 [N/m] para 4,1N (3.5)

o
i
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3.5 Determinacao da Rigidez das Vigas Paralelas da
Bancada

Na determinagao da rigidez das vigas paralelas (1) (ver figura 3.22) da bancada , foi
montado um experimento simples que usa pesos padrdes como carga, montados em um su-
porte para pesos padrdes (2} fixado no alojamento (3). Com a adigio de pesos padres no
suporte (2) o relégio comparador (5) com seu apalpador {4) sobre o alojamento (3) registrava
os deslocamentos. A figura 3.22 mostra a montagem experimental, com o suporte do reldégio
comparador (6) montado sobre a base da bancada (7).

A figura 3.23 representa os valores obtidos experimentalmente e o ajuste de curva feito
para obtencdo do coeficiente angular da reta que representard a rigidez equivalente das vigas
paralelas segundo a lei de Hooke. Na abscissa temos os valores dos deslocamentos medidos
pelo relégio comparador e nas ordenadas o valor dos pesos padroes.

O valor da rigidez estética encontrada é de aproximadamente 111350 N/m.

Figura 3.22: Montagem experimental para determinagio da rigidez das vigas paralelas da
bancada
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3.6 Medidas de FRFs das Vigas Paralelas da Bancada
e da Haste da Alavanca

3.6.1 Montagem Experimental

A montagem experimental para a obtencéo das funcdes de resposta em freqiiéncia (FRFs)
das vigas paralelas da bancada (figura 3.24) e da haste reta da alavanca de cambio (figura
3.25) sio semelhantes e fizeram uso do mesmo conjunto de eguipamentos.

A relagéo dos equipamentos utilizados nos experimentos é apresentada na tabela 3.3, que

segue a numeracao das figuras 3.24 e 3.25 das montagens experimentais.

Tabela 3.3: Equipamentos utilizados para obtencio das FRFs

Computador PC

Analisador de sinais HP35650

Condicionador de sinais PCB mod. 4825A03

Martelo de excitagdo por impacto instrumentado

Transdutor de forca PCB mod. 208A02 s.n. 10494 sens. 12,284[mV/N]
Acelerémetro PCB mod. 353B68 s.n. 16034 sens. 108,9[mV/g]

O U Wk
LR
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Na montagem experimental para obtengdo da FRF das vigas paralelas da bancada (ver
figura 3.24), foi utilizado um computador PC (1) ligado ao analisador de sinais HP (2).
O martelo instrumentado (4) através de seu transdutor de forca (5) e o acelerémetro (6)
enviavam seus sinais para o condicionador de sinais (3), e o condicionador de sinais enviava
as informagdes colhidas para o analisador (2). O acelerdmetro (6) foi fixado no alojamento

{8) que une as vigas paralelas (7) da base da bancada (9).

il 3 0
d

Figura 3.24: Montagem experimental para obtencio da FRF das vigas paralelas

M
3
0

Figura 3.25: Montagem experimental para obtengdo das FRFs da haste reta da alavanca

A montagem experimental para obtencio das FRFs da haste reta da alavanca de trans-

missdo mecénica segue o esquema da figura 3.25. O transdutor de for¢a (5) do martelo
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instrumentado (4) e o acelerdmetro (6) enviavam seus sinais para o condicionador de sinais
(3) ligado ao analisador de sinais HP (2). Por fim, o analisador de sinais (2) enviava as

informactes a um computador PC (1) que manipulava os dados recebidos.

3.6.2 Medida de FRF para as Vigas Paralelas

A excitacdo foi efetuada através de impactos com o martelo (4) no alojamento (8} da
base da bancada como indicado na figura 3.24. Para aquisicio dos sinais foi utilizado o
”janelamento” exponencial para a resposta e retangular para excitagio. A FRI das vigas
paralelas foi obtida através de uwma média de 10 aquisigdes. O programa utilizado para
aquisicao foi o programa que acompanha o analisador de sinais da HP.

A figura 3.26 mostra a FRF obtida e sua fungéo de coeréncia experimental. Um detalhe
do primeiro pico da FRF mostra que o valor da primeira ressonincia estd proximo aos 97 Hz.
A baixa coeréncia para faixa de fregiténcia acima de 600 Hz pode ter sido causada devido ao

tipo de ponta utilizada no martelo de excitagio (ponta néo suficientemente rigida).

wiatincia
o
=
aerdncin
@
%)

a8 140 120

“a 260 u;u mu pry a0 12;00 1400 1608 ] 20 m [
frequinels [He] frequascia f#z]
FRFE e coeréncia Detalhe da FRF e coeréncia

Figura 3.26: FRF das vigas paralelas da bancada

61



3.6.3 FRFs para a Haste da Alavanca

Como na se¢io 3.6.2, neste experimento foram utilizados os ” janelamentos” expomnencial
{resposta) e retangular (excitagdo), e as FRFs foram obtidas de 10 médias ou tomadas de
medidas cada uma.

As FRFs da estrutura haste reta foram obtidas na condigio "livre-livre”. A figura 3.27
apresenta os pontos de excitagdo (1, 2, 3, 4 5) e o ponto de medida (4) das FRFs da
estrutura de ensaio. Na figura 3.28 sio apresentadas as FRFs medidas e suas funcdes de
coeréncia, de onde se pode notar que a primeira freqiiéncia de ressonancia da haste reta esta

acima dos 1500 H z.

Figura 3.27: Pontos para obtencio das FRFs da haste reta da alavanca
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3.7 Montagem Experimental e Medidas de Respostas
em Freqiiéncia Nao-Lineares da Bancada
3.7.1 Montagem Experimental

Para obtencfo das respostas em fregiiéncia da alavanca de transmissio mecdnica foi

montado wm experimento que segue a descricio do esquema de montagem da figura 3.29.

|
>

I = —— PC - GPIB
4

13— 2

Figura 3.29: Montagem experimental para medidas das RFs nio-lineares da bancada

De uma maneira geral, esta montagem experimental (figura 3.29) é composta por um
computador PC (1) que controla o experimento através de uma placa GPIB que est4 ligada
a0 BERAN 402 {2), que é um equipamento de anslise espectral que também possui a funcio
de gerador de sinal. Nos canais do BERAN estio ligados os cabos que vem do condicionador
de sinal {4) dos sensores, no caso, do acelerémetro (9) e do transdutor de forca (7). O BERAN

também gera o sinal de excitagiio que é enviado ao amplificador de sinal {5) do excitador
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eletromagnético (6). Usou-se um osciloscépio digital (3) para observar os sinais provenientes
dos sensores e do gerador de sinal. O transdutor de for¢a (7) e o acelerémetro (9) foram
fixados no alojamento da bancada (12), como indicado no esquema da figura 3.29. Este
detalhe da montagem pode ser observado na figura 3.30. Uma haste flexivel ou stinger {8}
transmite o sinal de excitagdo do excitador ou shaker (6) ao transdutor de forga e este para a
estrutura. A figura 3.31 mostra a alavanca de transmissio fixada na bancada instrumentada,
de acordo com © esquema da figura 3.29. Na tabela 3.4 sdo relacionados os itens enumerados

na figura 3.29.

Tabela 3.4: Itens enumerados na montagem experimental

1 = Computador PC com placa GPIB

2 = DBERAN 402 - Frequency Response Analyser

3 = Osciloscépio digital HP54501A-100MHz

4 = Condicionador de sinal Kistler type 5134

5 = Amplificador de poténcia Briiel&Kjaer type 2706

6 = Excitador eletromagnético Briiel&Kjaer type 4809

7 =+ Transdutor de forga PCB mod. 208A02 s.n. 10494 sens. 12,284[mV/N]
8 = Haste flexivel (stinger) - ¢1,20[mm] x 65[mm] em aco

9 = Acelerémetro PCB mod. 353B68 s.n. 16034 sens. 108,9[mV/g]
10 = Torre da alavanca de transmissdo mecanica

11 = Prolongamento da alavanca de transmissao mecénica

12 = Alojamento da bancada

13 = DBase da bancada

O computador (1) controla o experimento através de um programa escrito em C--+ ori-
entado a objeto denominado INCA** desenvolvido por {Ferreira, 1998). Este programa foi
adaptado e ampliado para o uso nesta disserta¢do com a inclusio de um algoritmo do método
arc-length estudado por (Martins, 2002} escrito originalmente em linguagem MATLAB. De-
vido a técnica de programagdo orientada a objeto e a documentacio do programa INCA™™,
com pequenas alteragoes foi possivel incluir o algoritmo do método arc-length para usid-lo no
controle do experimento. Na configuracdo experimental apresentada, o computador através
de sua placa GPIB monitorava o canal relativo ao transdutor de for¢a no BERAN usando o

método arc-length para manter a amplitude do sinal da forga constante. Com este programa,



Tranuk)r
de Forcs

Figura 3.31: Alavanca de transmissfio montada na bancada instrumentada
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o computador controlava qualquer canal num nivel de sinal desejado, neste caso o canal da
forga, e fazia as alteracBes necessérias, tanto em fregiiéneia quanto em amplitude do sinal
enviado pelo BERAN ao amplificador de poténcia do excitador eletromagnético, para manter
o sinal do canal controlado dentro dos limites especificados para amplitude considerando a

margem de erro especificada.

3.7.2 Medidas de Respostas em Freqiiéncia Nao-Lineares da Ban-
cada

Foram feitos trés experimentos controlando-se o canal do transdutor de for¢a em diferen-
tes valores de amplitude na tentativa de observar o efeito das ndo-linearidades nas curvas de
resposta em ireqiiéncia da alavanca. O controle da amplitude da componente fundamental
do sinal proveniente do transdutor de forga para cada medicio foi de 2,0N; 3, 1N e 4, 1N
zero-a-pieo respectivamente.

As figuras 3.32 e 3.33 mostram as curvas de resposta em freqiiéncia nao-lineares da ala-
vanca de transmissao obtidas experimentalmente. Os efeitos ndo-lineares nas curvas, apesar
de sutis, podem ser percebidos por um deslocamento relativos entre elas. Este deslocamento
se verifica por uma diferenga tanto em fregiiéncia quanto em amplitude para valores distintos

de controle da excitacio.
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Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

Na implementagio do método de continuacéo arc-length no programa INCA™F foram
feitas algumas simulagdes numéricas. Neste capitulo serdo apresentadas cinco simulagoes,
sendo trés delas com modelos simplificados da alavanca de transmissao mecanica.

Como comentado na segéo 3.7, o programa INCA*™ foi utilizado no controle dos experi-
mentos que levantaram as curvas de resposta em freqiiéncia (RF) da alavanca de transmisso
mecinica. O INCA™™ foi desenvolvido por (Ferreira, 1998) e adaptado e ampliado para o uso
nesta dissertacéo com a inclusio do algoritmo do método de continuacio arc-length estudado
por (Martins, 2002).

Nas simulagtes numéricas a impedéncia mecanica da bancada experimental foi substituida
por modelos de impedéncia que emulavam a presenca de uma bancada instrumentada para
que o programa INCA™™ efetuasse o "controle”. Em outras palavras, toda vez que o INCA*++
enviava um comando para leitura dos canals do equipamento de aquisicio, o modelo numérico
fornecia a resposta de um modelo mecanico simulado. O resultado final dos testes era a curva
de resposta em freqliéncia do modelo din&mico. Desta forma, com o mesmo algoritmo foi
possivel fazer simulagbes numéricas e levantamentos de respostas em fregiiéncia experimentais
utilizando 0 método de continuacfo arc-length implementado no programa INCA™.

Nas equagbes dos modelos apresentados neste capitulo, as nio-linearidades sio repre-
sentadas por fungdes descritivas. As fungbes descritivas utilizam modelos de juntas para
representarem regices de ndo-linearidades dos modelos. O modelo da segio 4.1 utiliza um

modelo de junta de folga centrada e o modelo de junta empregado na secio 4.2 representa
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uma rigidez cibica. Os modelos simplificados da alavanca de transmissio mecinica da secdo
4.3 empregam modelos de juntas de atrito, folga centrada e folga descentrada.

Na obten¢ao da resposta em freqiiéncia dos modelos, os valores das fungdes descritivas df
sao calculados toda vez que o método numérico usado para resolver o sistema de equagdes
do modelo precisa quantificar o residuo, que nada mais é do que a diferenga entre o sistema
de equagdes do modelo escrito no dominio da freqiiéncia em forma de impedancia e a forca
que se deseja controlar. A maneira de escrever o sistema na forma de impedancia pode ser
visto na secdo 2.6. Na segfio 2.9 foi descrito como pode ser obtida a expressac do residuo
para aplicagio do método arc-length na solucio de um sistema de equacdes e obtencdo da
curva de resposta em freqiiéncia ndo-linear.

As fungdes descritivas df podem ser calculadas através das equacdes (2.27) e (2.29). A
secao 2.4 descreve o processo de célculo dos valores das funcdes descritivas baseadas no

conhecimento do tipo de nio-linearidade.

4.1 Modelo de Um Grau de Liberdade - Folga

A equagdo (4.1) representa o modelo massa-mola-amortecedor com folga de um grau de
liberdade da figura 4.1. Na tabela 4.1 s@o apresentados os parametros usados nas simulac¢des

numéricas do modelo.

mZ + ct + (k + dff)z = F(t) (4.1)

F(t)

folga

Figura 4.1: Modelo de um grau de liberdade - folga
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Tabela 4.1: Pardmetros do modelo de 1 gdl - folga

™m = 0,3 [kg]

k = 9,96-10° [N/m]

c = k-0,0001 [Ns/m]

df s =» Funclo descritiva da folga - Rigidez anti-simétrica linear por partes
Tz = 3,0 [mm]

ks = 111350 [N/m]

(F{t)} = 0,1;1,0; 5,0 [N]

O modelo de junta usado para representar a folga é o modelo de rigidez anti-simétrica.
linear por partes apresentado na subsegdo (2.2.2).

Nas figuras 4.2 e 4.3 sdo mostradas as curvas de resposta em freqiiéncia do modelo de um
grau de liberdade com folga para valores de excitacio senoidal zero-a-pico de 0,1N; 1,0N

e 5,0 N. Pode ser visto na figura 4.2 o efeito nao-linear causado pelo modelo de junta usado
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Figura 4.2: RFs do modelo de 1 gdl - folga

para representar a folga centrada, na qual o pico da RF inclina-se para a direita indicando
um aumento de rigidez. A rigidez do sistema aumenta quando a amplitude do movimento da

massa m torna-se maior do que a folga (figura 4.1), causando o contato entre a massa m e
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a parede do alojamento. Quanto maior a amplitude da for¢a de excitagio, mais acentuados
sdo os efeitos nao-lineares nas RFs.

O gréfico da figura 4.3 é uma representacio em trés dimensdes da inertancia do modelo de
um grau de liberdade com folga, tendo como eixos a freqgiténcia, amplitude real e a amplitude

imaginaria. Neste grafico pode-se visualizar os diferentes tracados das RFs para forcas de

excitacdo distintas.
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Figura 4.3: RFs do modelo de 1 gdl - folga - representacio em trés dimensdes

4.2 Modelo de Um Grau de Liberdade - Rigidez Cribica

A equacgao {4.2) representa o modelo massa-mola-amortecedor com rigidez ctbica de um
grau de liberdade da figura 4.4. Na tabela 4.2 sio apresentados os pardmetros usados nas

simulacoes numéricas do modelo.

mZ + ¢k + (ks + df. )z = F(t) (4.2)

O modelo de junta usado para representar a mola ciibica é o modelo de rigidez ctbica

apresentado na subsegio (2.2.2).



Figura 4.4: Modelo de um grau de liberdade - rigidez cibica

Tabela 4.2: Parametros do modelo de 1 gdl - rigidez ciibica,

m = 03 kg

ko = 111350 [N/m]

c = ky-0,00001 [Ns/m)]

df. = Funcdo descritiva da mola ciibica - Rigidez ciibica
8 = -—1-101® [N/m]

[Ft)] = 0,75 1,00; 1,25 [N]

A funcio descritiva do modelo de junta de rigidez cibica pode ser obtida analiticamente
através da solugio das equagbes (2.27) e (2.29) da secdo 2.4 aplicando o modelo da rigidez
cubica apresentado na subseg¢dio 2.2.2. A fungdo descritiva analitica da rigidez cibica df. é
dada pela equagéo (4.3) (Ferreira, 1998), onde X é o médulo do deslocamento do modelo

devido a excitagido harménica e 5 é um coeficiente de rigidez.

&. = 28 (43)

Nas figuras 4.5 e 4.6 s&o mostradas as curvas de resposta em freqiiéncia do modelo de
um grau de liberdade com rigidez cibica para valores de excitacio senoidal zero-a-pico de
0,75N; 1,00N e 1,25N.

O efeito ndo-linear causado pela rigidez ciibica pode ser observado na figura 4.5, na qual
o pico da RF inclina-se para a esquerda indicando uma reducio na rigidez do sistema com
o aumento da amplitude da resposta. A rigidez do sistema diminui com a amplitude do

movimento da massa m porque o modelo de rigidez cibica adotado na simulagio utiliza
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o coeficiente 8 negativo na funcéo descritiva df.(equagio (4.3)), ou seja, quanto maior a
amplitude do movimento, menor a rigidez do sistema (figura 4.4). Quanto maior a amplitude
da forca de excitacio, mais acentuados sio os efeitos nao-lineares nas RFs.

O gréfico da figura 4.6 é uma representacao em trés dimensdes da inertancia do modelo de
um grau de liberdade com folga, tendo como eixos a freqgiiéncia, amplitude real e 2 amplitude
imaginaria. Neste gréfico pode-se visualizar os diferentes tracados das RFs para forcas de

excitagdo distintas.

4.3 Modelos Simplificados da Alavanca de Transmissao
Mecanica

Foram desenvolvidos trés modelos simplificados para obtencdo de uma estimativa da
resposta em freqiiéncia da alavanca de transmissio mecénica. As equacgdes dos modelos sim-
plificados da alavanca de transmissio mecénica apresentam dois termos relativos as funcoes
descritivas: df; que é o termo que representa a funcdo descritiva da folga e dfy, relativo a
funcao descritiva do atrito ou histerese.

O modelo de atrito usado nos trés modelos da alavanca de transmissio é descrito pela
equacdo (2.8) que pode ser representada pelas figuras 2.6, 2.7 ou 2.8, assumindo qualquer
umas das formas dependendo apenas da escolha dos pardmetros a, b e K descritos na subsecao
2.2.2. Os valores dos parimetros a, b e K foram determinados experimentalmente, como

apresentado na segio 3.4.

4.3.1 Modelo de Dois Graus de Liberdade - Haste Reta

O modelo de dois graus de liberdade {gdls) da alavanca de transmissio mecinica com
haste reta representado pela figura 4.7 é descrito pelo sistemas de equagdes (4.4). Na equacéo
(4.4) os efeitos ndo-lineares de atrito e folga esto representados pelas funcdes descritivas dfy
e dfy respectivamente.

O modelo de junta usado para representar a folga é o modelo de rigidez anti-simétrica
linear por partes apresentado na subse¢do 2.2.2. O modelo de atrito empregado neste modelo

da alavanca de transmisséo e nos cutros dois que seguem é o modelo de macro e microdesliza-
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mento de Ren apresentado na subsecio 2.2.2,

o SR8 2 {0}

[dfﬂ?“i‘dfﬂf“magrcg ~dfur, | { 8 }:{ 0 }
—dfrr, ko+dfy || @ F()
(4.4)
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Figura 4.7: Modelo da alavanca de transmissio mecanica com & haste reta

A tabela 4.3 apresenta os valores dos pardmetros usados na obtencdo das curvas de res-
posta em freqgiiéncia (RF) do modelo da figura 4.7. Nas figuras 4.8 e 4.9 sfo mostradas as
respostas em freqiiéncia do modelo para valores de excitagao senoidal zero-a-pico de 0,2 NV;
1,0N e 2,0N. Embora seja um modelo de dois graus de liberdade, o segundo pico da RF
encontra-se num valor elevado de freqiiéncia se comparado ao primeiro pico, estando fora da

faixa de fregiiéncia de interesse. Pode-se observar na figura 4.8 o efeito nio-linear causado
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Tabela 4.3; Parimetros do modelo - haste reta

folga
dfn
|F(t)]

3388348080000

2,25-107%  [kgm?]

0,53 [kg] - massa da alavanca

9,81 [m/s?

30 [mm]

17,5 [mm)]

78  [mm]

0,3 [kg]

111350 [N/m]
2,1-10° [N/m]
ky-0,0015 [Ns/m]
0,42 [Nms/rad]

Funcdo Descritiva da folga - Rigidez anti-simétrica linear por partes

0,5 [mm]

Funcao descritiva do atrito - Modelo de Ren

0,2, 1,0; 2,0 [N]

e
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Figura 4.8: RF's do modelo da alavanca de transmissio mecénica com a haste reta
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Figura 4.9: RFs do modelo da alavanca de transmissio mecénica com a haste reta - repre-
sentacao em trés dimensdes

pelo modelo de junta usado para representar a folga centrada, na qual o pico da RF inclina-se
para a direita indicando um aumento de rigidez. A rigidez do sistema aumenta quando a
amplitude do movimento da massa m; torna-se maior do que a folga (figura 4.7}, causando
0 contato entre a ponta da alavanca e a parede do alojamento de rigidez k ¢. Quanto maior
a amplitude da forga de excitacdo, mais acentuados sio os efeitos nio-lineares nas RFs. O
modelo de atrito usado neste modelo simplificado da alavanca de transmissio tem como
principal influéncia o aumento do amortecimento da estrutura.

O gréfico da figura 4.9 é uma representacéo em trés dimensdes da inertancia do modelo
da alavanca de transmissao com haste reta, tendo como eixos a fregiiéncia, amplitude real e
a amplitude. Neste grifico pode-se visualizar os diferentes tracados das RFs para forgas de

excitacio distintas.

4.3.2 Modelo de Dois Graus de Liberdade - Alavanca Completa

O sistema de equagdes {4.5) representa o modelo de dois graus de liberdade da alavanca
de transmissao mecénica da figura 4.10. Na tabela 4.4 sdo apresentados os parametros usados

nas simulagdes numéricas do modelo.
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Figura 4.10: Modelo da alavanca de transmissao mecénica - 2 gdls

O modelo de junta usado para representar a folga é o modelo de rigidez descentrada linear
por partes com pré-carregamento apresentado na subsecdo 2.2.2.

A figura 4.11 mostra as curvas de resposta em freqiiéncia do modelo de dois graus de
liberdade da alavanca de transmiss@o mecénica para valores de excitagao senoidal zero-a-pico

de 2,0N; 3,1N e 4,1 N. Como no modelo anterior, o segundo pico da RF encontra-se num
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Tabela 4.4: Parametros do modelo da alavanca de 2 gdls

I = 7,0-107° [kgm?]

Mg = 1,3 [kg] - massa da alavanca

g = 9,81 [m/s?]

Teg = 175 [mm]

T, = 17,5 [mm]

Ty = 78 |mm]

Ty = 0,3 UEQ]

K = 111350 [N/m]

ks = 2,1-10'° [N/m]

Cy = kb - O, 0015 [Ns/m]

e = 0,42 [Nms/rad]

df s =+ Fungdo Descritiva da folga - Rigidez descentrads linear por partes
folga = 1 [mm]

8 = T7°

dfy, = Fungao Descritiva do Atrito - Modelo de Ren
|[F(t)] = 2,0; 3,1; 4,1 [N]
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Figura 4.11: RFs do modelo da alavanca de transmissio mecéanica, - 2 graus de liberdade
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valor elevado de freqiiéncia se comparado ao primeiro pico, estando fora da faixa de freqiiéncia
de interesse. Neste modelo representado pela figura 4.10 o efeito nao-linear observado na
curva de resposta em freqiiéncia {RF) da figura 4.11 é de um deslocamento entre as curvas
para diferentes amplitudes da forca de excitacdo. Este efeito é causado em grande parte pelo
modelo de atrito. Ao contrério do observado na subsecio 4.3.1 o modelo de folga empregado
nesta configuragio da alavanca nao causou grande influéncia nas RFs com as amplitudes das

forcas de excitacio das simulacdes.

4.3.3 Modelo de Trés Graus de Liberdade - Alavanca Completa

O sistema de equagdes (4.6) representa o modelo de trés graus de liberdade da alavanca de
transmissao mecénica da figura 4.12. Na tabela 4.5 sfo apresentados os pardmetros usados
nas simulagbes numéricas do modelo. Este modelo de trés graus de liberdade da alavanca de
transmissao mecanica é na realidade uma tentativa de se melhorar o modelo anterior de dois

graus de liberdade.

mp 0 0 CE Ty 0 0 -fC
0 I +molL? MaTegal cos(,@’l — !5'2) 9"1 +1 0 ept+oa —o 9_1 -+
0 m2T092L COS(/’Bl - 52) I2 92 0 —C Ct ‘92
dff -+ ]Cb "‘dff?"f 0 T
~df 7y dff?"?c + dfhi",? +ki+g sin(ﬁl)(mlrcg; -+ mzL) —ky 0 }=
0 —ky ki 4 magsin(Ba)regn 6
F(t)
0 (48)
0

O modelo de junta usado para representar a folga é o mesmo do modelo anterior, & rigidez
descentrada linear por partes com pré-carregamento apresentado na subse¢io 2.2.2.

A figura 4.13 mostra as curvas de resposta em fregiiéncia do modelo de trés graus de
liberdade da alavanca de transmisséio mecinica para valores de excitagio senoidal zero-a-pico

de2,0N; 3,1 Ne4,1N. A figura 4.14 mostra um detalhe das RFs do modelo na faixa entre
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Figura 4.12: Modelo da alavanca de transmissio mecanica - 3 gdls

100 Hz e 130 Hz.

Neste modelo de trés graus de liberdade, o terceiro pico da RF encontra-se num valor
elevado de freqgiiéncia fora da faixa de freqiiéncia de interesse. O efeito nao-linear observado
na curva de resposta em freqiiéncia (RF) da figura 4.13 é de um deslocamento das curvas
entre si para diferentes amplitudes da forga de excitagiio, o que pode ser visualizado na figura
4.14. Este efeito € causado em grande parte pelo modelo de atrito, sendo que o modelo de
folga empregado nesta configuragéo da alavanca ndo causou grande influéncia nas RFs para

as amplitudes da forga de excitagio da simulaco.
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Tabela 4.5: Pardmetros do modelo da alavanca - 3 gdls

Folga

dfn

|E(2)]

L R O e

2,60-107% [kgm?]

2,93-107%  [kgm?]

0,520 [kg] - massa da haste da alavanca

0,777 [kg] - massa do prolongamento da alavanca

9,81 [m/s?]
30 [mm]
150 [mm]
17,5 [mm]
78  [min]
0,3 [kg]

111350 [N/m)]

2,1-10° [N/m]

ky-0,0015 [Ns/m)]

0,42 |[Nms/radl

1,8-10° [N/m]

ke - 0.0001 [Nms/rad]

Funcéo Descritiva da folga - Rigidez descentrada linear por partes

-

5 [mm]

7T

435°

Fungao Descritiva do Atrito - Modelo de Ren
120 {mm]

2,0; 3,1; 4,1 [N]
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Figura 4.13: RFs do modelo da alavanca de transmissio mecénica - 3 graus de liberdade

g
b
0
E
-
N
[
@
©w
3-» ............ -
BE ]
L1 o R R . R A_,]:gz_eIrNj..
e Fz3.1 (N}
- - F=44 (N
G i H i T
100 105 16 115 120 125 130

Freqiléncia [Hz}]

Figura 4.14: Detalhe das RFs do modelo da alavanca de transmissio mecanica - 3 graus de
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Capitulo 5

Discussoes e Conclusoes

Este trabalho apresentou uma investigacio tedrica e experimental de uma alavanca de
transmissao mecénica.

As curvas de resposta em freqiiéncia (RFs) experimentais da alavanca de transmissio
obtidas com o método de continuacio arc-length implementado no programa INCA™™ sio de
boa qualidade, como pode ser verificado nas figuras da secdo 3.7.

As simula¢bes numéricas do capitulo 4 mostram os possiveis efeitos ou distorgoes que
diferentes tipos de néo-linearidades podem causar nas curvas de resposta em fregiiéncia de
sistemas mecinicos.

As simulagdes numéricas mais simples, de sistemas de apenas um grau de liberdade e
um modelo de junta ndo-linear, foram usadas como testes para o programa de controle
experimental INCA™. Os efeitos esperados nas curvas devido a cada tipo de no-linearidade
concordam com os encontrados na literatura (Martins, 2002; Ferreira e Serpa, 2002).

Para simular a resposta em freqiiéncia da alavanca de transmissio mecanica, mesmo sendo
os modelos adotados simplificados, foram necessarios alguns experimentos para determinacéo
de seus parametros.

Alguns desses parametros, tais como a rigidez das vigas paralelas da bancada (seggo 3.5)
e a sua FRF (secdo 3.6) foram relativamente féceis de serem obtidos em comparacio com
os parametros do modelo de atrito (se¢do 3.4), que necessitou de vérios experimentos, de
algoritmo para controle de varidveis experimentais (forca, deslocamento) e de ajuste de mo-

delo, 0 que demandou tempo em experimentagio e um considerdvel tempo computacional na



analise dos dados colhidos. Com isso ficou evidente que a obtencao de parametros adequados
para modelos nao-lineares pode resultar em grande esforgo e tornar-se um obstéculo razodvel
dentre as etapas da modelagem ndo-linear.

Feitos todos os levantamentos e ajustes das propriedades ou parametros presentes nos mo-
delos numéricos, aplicou-se o método arc-length para obtencéo das respostas em freqiiéncia
néo-lineares dos modelos simplificados da alavanca de transmissao.

O modelo da alavanca com haste reta apresentado na subsegio 4.3.1 foi um exemplo onde
0 calculo das respostas em freqiiéncia simuladas demandaram um esforco computacional
razodvel, pois o raio da restrigio esférica empregado assumia valores muito pequenos quando
o tragado da solugdo comegava a ser alterado devido aos efeitos nio-lineares proximos da
freqliéncia de 97 Hz como pode ser observado na figura 4.8. O raio da restricdo diminuis
para que o método arc-length seguisse a trajetéria correta da solucdo do sistema sem que
a restriao interceptasse outras solugdes mais adiante no tracado. Os caminhos distintos
encontrados podem ser vistos pela fase da resposta ou pelo gréfico tridimensional da resposta
em freqiiéncia da figura 4.9. E importante observar que para este caso numérico houve
necessidade de se trabalhar com grande precisio nos cdleulos. Isso indica que o levantamento
da resposta em freqiiéncia experimental fica comprometido devido & dificuldade de se obter o
nivel minimo de precisio exigido. As tentativas de obtencao de uma curva experimental de RF
da alavanca com haste reta ndo foram bem sucedidas. Os pontos criticos desse experimento
surgiam quando o alojamento estava na eminéncia de tocar a ponta de contato da alavanca.
Lembrando que o método arc-length (se(;éc; 2.5) usa derivada para determinar o caminho
a ser tragado, no caso experimental uma pequena variacio, um incremento no médulo da
componente fundamental da excitacdo A|F| e um incremento em freqiiéncia Af, a derivada
experimental tornava-se muito imprecisa neste momento e o algoritmo nao convergia mais.
Observando novamente o grafico da figura 4.8 pode-se notar a mudanca brusca de direcio
préximo aos 97 Hz, sendo este o ponto da soluciio que o alojamento comeca a se chocar com a
ponta de contato da alavanca de transmissao. Quanto mais rigido o contato entre a ponta da
alavanca e o alojamento, mais brusca é a mudanca de direcio da RF. Na bancada estudada

as superficies em contato envolvidas sfo de aco, e por isso o modelo de junta empregado no
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modelo numérico considerou uma rigidez muito alta, que idealmente deveria ficar préxima
do médulo de elasticidade do material. Nas medidas experimentais, com muita dificuldade o
metodo arc-length as vezes conseguia ultrapassar esse ponto ”critico”e prosseguir no tracado
da RF experimental por mais algumas iteracdes.

Por outro lado, deve-se notar que para a alavanca de transmissdo com haste curva e
prolongamento, ou seja, a alavanca completa, as medidas experimentais (figuras 3.32 e 3.33)
foram de 6tima qualidade e nio apresentaram dificuldade alguma de serem feitas. Isto pode
ser explicado pelas préprias RFs experimentais que sio suaves e nio apresentam mudancas
bruscas em seus tragados. As curvas sio suaves porque os choques quando ocorriam eram
apenas de um lado do alojamento e com baixa intensidade. Estes choques sé aconteciam
quando a forca de excitagfo vencia o peso e a inércia do conjunto da alavanca. Apesar dos
modelos da alavanca completos nio possuirem a complexidade necessaria para representar
adequadamente a alavanca de transmissdo, eles conseguiram prever que a curva seria bem
suave, que néo apresentariam grandes mudangas para diferentes forcas de excitaghio (figuras
411, 4.13 e 4.14), e além disso, a primeira freqiiéncia dos modelos parecem concordar com o
resultado experimental (figura 3.32).

Todos os modelos simplificados da alavanca de transmissio apresentados neste trabalho
foram modelados dinamicamente como modelos de corpos rigidos. Isso pode ser considerado
uma boa aproximacao quando se refere ao modelo da alavanca com haste reta, pois a primeira
freqiiéncia natural da haste medida experimentalmente é de cerca de 1500 Hz, como pode
ser visto na figura 3.28, e as simulagdes do modelo com haste reta foram feitas numa faixa
de 15 Hz a 500 Hz (figura 4.8). No caso da alavanca completa, ou seja, para os outros dois
modelos a aproximacdo de corpo rigido néo é adequada. Outra aproximacio que pode ter
prejudicado o desempenho dos modelos simplificados é que o prolongamento da alavanca de
transmissao mecénica € na realidade composto por vdrios materiais os quais nao foram levados
em consideragao na modelagem. Entre esses materiais estio um nucleo de aco revestido de
borracha recoberta por aluminio. Este "recheio” de borracha pode ter causado uma influéncia
considerdvel na dindmica do problema.

A investigacio da alavanca de transmissdo mostrou as dificuldades de modelagem de
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estruturas néo-lineares reais da engenharia, tanto na obtencdo dos parimetros usados no
modelo adotado, quanto na solugdo de sistemas de equacdes diferenciais nio-lineares. O
método arc-length apresentou-se como um método eficiente na obtencio de RFs de mode-
los mecénicos ndo-lineares. Fol mostrado que é possivel aplicar o método de continuacéo
arc-length na obtengio de RFs de estruturas ndo-lineares experimentalmente, usando este

método no controle do experimento.

9.1 Propostas para Trabalhos Futuros

Nas investigages feitas na alavanca de transmissio mecanica surgiram dificuldades que
apontam para problemas que necessitam de mais atencao.

Dentre os préximos passos, encontram-se a elaboracio de modelos mais completos que
considerem a geometria tridimensional da alavanca de transmissio, que tenham discretizagdes
mais adequadas e que considerem os efeitos nio-lineares de materiais como a borracha pre-
sente na estrutura.

Outra proposta € o estudo da obtengio da derivada da funcéo residuo experimental de
maneira mais representativa para que o método arc-length tenha éxito no caso cujo valor da
derivada requeira maior precisao.

No que diz respeito ao método de continuacio arc-length, percebeun-se gue tanto em si-
mulacbes numeéricas quanto em aplicagdes experimentais, a escolha apropriada das raizes da
equacgao de restrigao € um fator importante para que as curvas de resposta em freqiéncia
sejam levantadas. Se a escolha dessa raiz ndo for adequada, o método em algum momento,
tal como em um ponto critico da RF, pode retornar pelo mesmo caminho que ja havia sido
tragado. Entdo fica a questdo de quais sdo os critérios de escolha de rafzes que devem ser

adotados para que o método arc-length torne-se mais robusto.
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Anexo A
Método de Newton Raphson

O método de Newton-Raphson é um caso particular do método das aproximacdes suces-
sivas (Humes et al., 1984). A idéia do método é construir uma fungio ¢{(z) para a qual exista
um intervalo contendo a raiz |¢'(z)] < 1.

Esta construgéo é feita impondo ¢/(Z) = 0. Como ¢/(z) deve ser uma funcio continua,
existe sempre uma vizinhanga I de I onde é satisfeita a segunda hipétese do teorema 1.

Teorema 1 - Seja T uma raiz de uma fungso f, isolada num intervalo I = [a,b] e seja ¢

uma func¢éo tal que T = ¢(F). Se
1. ¢ e ¢ sao fungbes continuas em I;
2. k=max,er|¢'(z)| < 1;
3. xp €l exp =¢(z,) €EIparan=0,1,2,...
A forma mais geral de z = ¢{z} equivalente a f(z) = 0 é dada por

z =1+ Az)f(z) = é(z) (A1)

onde A(z) é uma funcéio continua qualquer, tal que A(Z) # 0. Escolhendo A(z) de forma a

ter @'(Z} = 0, tem-se
¢'(z) =1+ A(z)f'(z) + A'(2) f(z)
Calculando no ponto I obtém-se:
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¢'(Z) =1+ A2)f'(z)

Supondo que f(Z) # 0, querendo que ¢'(Z) = 0 deve-se ter

1
A@F) = -
NTE)
Uma escolha satisfatéria para A(x) serd portanto:
1
Alz) = — e
="
Da equagéo (A.1) obtém-se:
flz)
o) =z —
=5 )

Assim, o processo iterativo de Newton-Raphson é definido como:

_ f(=za)
f{zn)’

Como o intervalo [ ¢ determinado através da condicio |¢'{z)l < 1, para todo z € I,

n=01,2... (A.2)

Tp41 = LT

em vez de determinar este intervalo, por razdes de dificuldade de caleulo, escolhe-se uma
aproximagao inicial z¢ suficientemente préxima da raiz. Aplicando a relagao {A.2} para o
7y escolhido, se a seqliéncia obtida aparentemente nao estiver convergindo, abandona-se o
processo e recomega-se escolhendo outro valor inicial.

Da figura A.1 observa-se que

tana = flz,) = L)
Tp = Tnty
de onde
Iny] = Tp — %%z%

O ponto 41 ¢ obtido tracando-se a tangente & funcio f no ponto (z,, f (z,)). A inter-

secgio da reta tangente com o eixo das abscissas fornece a nova aproximagso ;-
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Figura A.1: Interpretacio geométrica do método de Newton-Raphson
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