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RESUMO

BARROS, Renato Marques de, FElementos Infinitos para Tratamento de Problemas da
Viscolastodindmica pelo método dos Ilementos Finitos, Campinas, Sdo Paulo: Faculdade de
Engenharia Mecanica. Universidade Estadual de Campinas. 1996, 190 p. Dissertagio
(Mestrado)

Este trabalho apresenta uma revisdo ¢ uma implementagdo numérica do método dos
clementos finitos (MEF) no qual foram incluidos os chamados ‘elementos infinitos™ visando a
modelagem da condigdo de radiagio de Sommerfeld ou do amortecimento geométrico em meios
continuos (visco-)elastodinamicos em regime estacionario ¢ cujos dominios sdo ilimitados. Apés uma
revisao geral sobre os tipos de elementos infinitos, o trabalho aborda formulagdes e implementagdes de
clementos infinitos unidimensionais. Em particular sdo discutidos os eclementos de decaimento
exponencial ¢ de mapeamento. Suas propriedades sdo investigadas através da modelagem da
propagagao de ondas em colunas ilimitadas de se¢do transversal variavel, conica e exponencial. Uma
analise dos clementos infinitos propostos para tratamento de problemas multidimensionais segue a
revisdo da teoria da propagacdo de onndas em meios (visco-)elastodindmicos. A analise bidimensional
contida no trabalho utiliza um elemento de decaimento exponencial. As propriedades deste elemento
sdo discutidas através da simulagdo da dindmica de fundagdes rigidas, superficiais ¢ engastadas,
mteragindo com solos modelados como semi-espago, homogéneo ¢ estratificado. Estas analises. de
carater novador. revelam que o eclemento escolhido ¢ capaz de reproduzir acuradamente o
comportamento de ondas ndo refletidas, se propagando ao infinito. ou seja a condi¢do de radiagio ou

amortecimento geometrico.
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ABSTRACT

BARROS, Renato Marques de, Flementos Infinitos para Tratamento de Problemas da
Viscolastodinamica pelo método dos FElementos Finitos, Campinas, Sdo Paulo: Faculdade de
Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 1996, 190 p. Dissertacio
(Mestrado)

The present thesis reports an overview and a numerical implementation of the Finite
Element Method (FEM) in wich the so called “infinite elements’are included to model the
Sommerfeld’s radiation condition or the geometric damping in the stationary response of unbounded
(visco-)elastic domains. Initially one dimensional infinite elements are formulated and implemented.
The properties of the exponencial decay type and the mapping elements are investigated by means of
the stationary response of semi-infinite columns of variable cross-section, conical and exponential. In
the sequence the main issues of multidimensional (visco-)elastic wave propagation are presented,
followed by a revision of the proposed infinite elements for two- annd three dimensional analysis. For
the two dimensional case a exponential decay type element 1s formulated and implemented. The
propertics of the 2D element are discussed on hand of the dvnamic analysis of rigid foundations,
surface and embeded. interacting with homogeneous and layered half-spaces. This rather innovative
analysis reveals that the considered clement is able to model accurately the rdiation condition on

homogeneous and stratified unbounded domains.

Key words

Finite Elements. Infinite Elements, Wave Propagation, Visco-clastodvnamic, Foundations
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1. Introducio

1.1 Aspectos Gerais da Propagacido de Ondas

Os efeitos de um disturbio localizado em um meio dito continuo espalham-se ou
transmitem-se para outras partes deste meio. Este fato simples forma a base de um amplo campo de
estudo conhecido como propagagdo de ondas. A manifestagdo deste fenomeno ¢ familiar a qualguer um
em ocasioes tais como a transmissdo de som pelo ar. o espalhamento de ondas na superficie da agua, a
transmissdo de tremores sismicos ou a transmissdo de ondas de radio. Estes ¢ muitos outros exemplos
podem ser citados para ilustrar a propagagdo de ondas através de meios gasosos. liquidos ¢ solidos ¢

ainda através do vacuo.

A propagagdo de distirbios nos varios meios mencionados divide muitas
caracteristicas comuns ¢. assim, o estudo em um campo contribui para o entendimento nos outros.
Existem, entretanto, um numero suficientemente grande de diferengas que tornam um tratamento
unificado impraticavel e, assim, exige-se a concentragdo em um unico topico. A atengdo principal deste
trabalho sera a propagagio de ondas em meios solidos e, portanto, serdo considerados apenas

distarbios de origem mecanica ao invés, por exemplo. de eletromagnéticos ou acusticos.

A base fisica da propagagdo de um disturbio em meios materiais reside na interacio
discreta dos atomos do solido. Investigagdes que seguem tais linhas estdo. entretanto. mais ligadas a
fisicos que a engenhetros. Em solidos e fluidos, o meio apresenta-se como um continuo de maneira que
propriedades como densidade ou constante elastica sdo consideradas como sendo fungdes continuas
representando médias de quantidades microscopicas. Entretanto, no estudo de propagacao de ondas ¢
atil, em primeiro lugar, considerar um modelo composto de elementos discretos consistindo de uma
série de elementos de massa ¢ mola conectados. Se um disturbio ¢ aplicado a um elemento de massa .

ele ¢ transmitido a massa seguinte por meio da mola de conecgdo. Desta maneira, o disturbio se



propaga rapidamente para um ponto distante embora qualquer clemento de massa ou mola tenha se
movido muito pouco. O efeito dos pardmetros de massa ¢ rigidez sobre a velocidade de propagagio ¢
bastante claro em tal modelo: se a rigidez das molas de conecgdo aumenta e/ou a massa das particulas
diminui, espera-se que a velocidade de propagagdo aumente ao passo que molas mais fracas ou

particulas mais pesadas tendem a dimmuir a velocidade de propagagio [18].

O mesmo processo acontece em modelos continuos. Os pardmetros de massa e rigidez
estdo agora distribuidos em termos de densidade e modulo de elasticidade. A interagdo de um elemento
do sistema com o proximo se da por meio de relagdes diferenciais e, ao invés do principio de puxa-
empurra do modelo discreto, o distirbio viaja em um sentido tridimensional onde uma frente de onda
estara associada ao espalhamento do distirbio. No caso de um solido. dois fatores distintos estardo
presentes em um fenémeno de propagagio de ondas. No primeiro, o solido transmite tensdes de tragio
¢ compressao ¢ 0 movimento das particulas se dara no mesmo sentido que o de propagagdo da onda.
No segundo, o solido pode transmitir tensdes de cisalhamento ¢ 0 movimento das particulas se da em

um plano normal ao de propagagéo.

O estudo de propagagio de ondas em sélidos pode ser dividido grosseiramente em trés
categorias. A primeira ¢ o estudo de ondas elasticas. onde as tensdes no material obedecem a lei de
Hooke. A segunda envolve o estudo de ondas em solidos onde a viscosidade representa um papel
importante ¢ a terceira € o estudo da propagagio de ondas aliada ao fendmeno da plasticidade. Durante

este trabalho serdo exploradas apenas as primeira ¢ segunda possibilidades.

1.2 Aplicacdes do fendmeno de onda

As motivagdes para o corrente alto grau de interesse no estudo do fendmeno de
propagacdo sdo as muitas aplicagdes praticas em ciéncia ¢ industria. Na area de estruturas, por
exemplo. um dos campos € o do estudo de cargas de impacto. Sob carregamentos transientes de
moderada intensidade, condigdes completamente clasticas podem prevalecer através da estrutura ¢ a
teoria de ondas clasticas ¢ suficiente para predizer todos os aspectos da resposta. Sob condigdes mais
severas de impacto, uma deformagao local permanente, fratura ou falha da estrutura podem ocorrer
resultando em uma inadequagdo da corrente teoria.

O comportamento de materiais estruturais sob condigdes de carregamento severas o
bastante para provocar um permanente dano no elemento estrutural ¢ de grande interesse. Muitas das

aplicagdes nesta area estdo nos varios aspectos da teoria militar ¢ espacial mas, entretanto, processos



de conformagdo especial como forjamento por explosio podem usar similar conhecimento Outra area
de estudo em estruturas envolvendo o fendmeno de ondas ¢ a propagagao de trincas ou a interagdo de
campos dinamicos de tensdo com trincas ja existentes ou inclusdes no material. O conceito de fator de
concentragdo de tensdo encontra aplicagdo nesta area. Problemas neste campo sdo analogos ao

espalhamento ¢ difragdo que ocorrem em problemas em aciistica e eletromagnetismol 18]

Problemas envolvendo ondas em solos tratam de muitos aspectos interessantes a
respeito do processo de propagagio. Tremores de terra geram ondas que viajam milhares de
quilometros por melos que. na maioria das vezes. sio extremamente nio homogéneo ¢ o estudo da
propagagdo de tais tremores tem suprido a maios parte do conhecimento que atualmente se tem a
respeito da constituicdo interna da Terra. Ondas em solos, geralmente ocasionadas por explosdo. sdo
importantes para a prote¢do ¢ identificagdo de estruturas subterraneas tais como tuneis ¢ pogos de
petroleo, vibragdes de maquinas transmitidas pelo solo. interagdo dinimica de fundagdes de maquinas
¢ edificios residenciais e/ou industriais, seguranga sismica de instalagdes industriais ¢ demais topicos

da interagdo dinamica solo-estrutura.

1.3 O Plano de Trabalho

Uma das grandes limitagdes do Método dos Elementos Finitos (MEF) ¢ sua
dificuldade de reproduzir as condigdes de contorno associadas a propagagio de ondas nio refletidas
em dominios 1limitados. Como o MEF €. sem davida. o método numérico mais utilizado em engenharia
¢ bastante interessante e util o desenvolvimento de ferramentas computacionais que pudessem
contornar esta dificuldade particularmente no campo da (visco-)elastodindmica. Existem diversos
esforgos para se criarem “elementos infinitos™ que modelem apropriadamente a condigdo de radiagdo.
também conhecida como condi¢io de radiagdo de Sommerfeld [40]. Um balango destes esforgos pode

ser encontrado no recente livro de Betess [ 1]

Por outro lado o Método dos Elementos de Contorno (MEC) ¢ capaz de satisfazer a
condi¢do de radiagdo de Sommerfeld de maneira natural e se aplica de maneira ideal para os problemas
da (visco-)clastodinamica de dominios ilimitados [25.35]. Na verdade o MEC também apresenta
limitagdes de carater pratico para o tratamento da dindmica de dominios ilimitados. A versdo mais
difundida do MEC aplicado a elastodinamica ¢ bascada na chamada solu¢do fundamental do operador

de Navier para um espago completo, também conhecida como tensores de Stokes [15]. Para se tratar



um problema qualquer com esta solugdo fundamental ¢ necessario que se crie ¢ discretize apenas o

contorno do dominio sendo considerado.

Para o caso da interagdo dinamica de estruturas com o solo, este geralmente ¢
modelado como um semi-espago homogéneo ou estratificado. Como o proprio nome indica, o semi-
espago representa um tipico dominio ilimitado. Ora, a discretiza¢do deste tipo de dominio ilimitado

claramente ndo pode ser efetuado na pratica.

Uma tentativa para contornar este problema esta no truncamento da discretizagdo do
contorno a uma certa distancia da fonte de energia. tentando minimizar os erros induzidos pela reflexdo
das ondas de superficie onde o truncamento ¢ feito. Para solos homogéneos ¢ com poucas camadas este
esquema ¢ viavel [35.29]. Mas na medida em que o solo se torna bastante estratificado ¢ irregular
surge a necessidade de se trabalhar com sub-dominios ¢ técnicas de sub-estruturagdo [29] para o

esquema de truncamento se tornar viavel.

Duas alternativas tem sido propostas para resolver este impasse. A primeira €
formular o MEC a partir das chamadas fungdes de Green do perfil do solo considerado. Esta
abordagem apresenta a vantagem de somente requerer a discretizagao na interface solo-fundagdo, mas
necessita de uma sintese de fungdes de Green para cada problema em condigdes de contorno distintas.
Um exemplo de sintese pode ser visto no trabalho de Romanini [30]. Embora o trabalho apresente

perspectivas promissoras, ele ainda esta confinado a perfis de solos com estratificagdes horizontais.

A segunda solugdo que tem sido proposta por alguns autores ¢ a de se incorporar
clementos infinitos na abordagem de elementos de contorno, de forma a evitar a necessidade de
truncamento dos contornos [8,13.9]. Este esquema. se viabilizado. tornaria o MEC o mais eficiente dos
métodos, com capacidade de tratar multiplos dominios, ou solos fortemente estratificados com

qualquer perfil, horizontal, inclinado ou irregular [6].

Assim. o objetivo do presente trabalho ¢ estudar a viabilidade e precisio da
implementagdo dos chamados “clementos infinitos™ em codigos de Elementos Finitos para viabilizar a
sua aplicag¢do futura em programas de Elementos de Contorno. As aplicagdes que se pretende tratar

estdo basicamente relacionadas ao campo da interagdo de estruturas e fundagdes.

1.4 Etapas do Presente Trabalho

O estudo completo que se propde pode ser dividido em duas ctapas:



e Revisdo bibliografica dos diversos esquemas de elementos infinitos, visando a escolha de uma
alternativa que melhor se adapte aos problemas da clastodindmica bi-dimensional estacionaria. Esta
fase compde-se ainda de um estudo dos elementos infinitos em problemas unidimensionais, com o
objetivo de uma melhor familiarizagdo com as diversas ferramentas utilizadas.

e Implementagdo dos clementos infinitos escolhidos em um cédigo de elementos finitos ja existente.
DLEARN [19]. Estudos paramétricos visando a determinagdo da cficiéncia do elemento para
simular a condi¢do de radiagdo de Sommerfeld para uma faixa ampla de frequéncias. Aplicagdo em
problemas da interagdo de estruturas rigidas com solos modelados por um semi-espago visco-
elastico ¢ comparagdo com resultados obtidos através de um programa de fungoes de Green
[35.38].

O trabalho foi dividido em sete capitulos cujo contetdo ¢ resumido em seguida:

e Capitulo I - Introducio

Neste capitulo sdo feitas algumas consideracgdes a respeito da motivagao do trabalho ¢
da importancia do mesmo no campo da interagio dinamica de estruturas com o solo. Sdo apresentadas
tambem algumas aplicagdes em que o estudo da propagacao de ondas em soélidos ¢ de capital
importancia para o entendimento do problema. Por fim, ¢ apresentado o plano geral do trabalho

mostrando a estruturagao na qual ele se encontra.

e (Capitulo 11 - Uma visdo geral do método dos elementos infinitos

No segundo capitulo ¢ feita uma breve revisdo bibliografica dos principais trabalhos,
do ponto de vista historico, que tiveram maior importincia para o método. E ainda uma classificagio
geral dos elementos infinitos, dividindo-os entre elementos de decaimento. elementos de mapeamento ¢
semi-analiticos nos campos da estatica ¢ dinamica estacionaria. Os principais métodos de integragdo
numérica utilizados nos capitulos posteriores sao detalhados aqui. Sao apresentados ainda exemplos
numericos da utilizagdo dos elementos na solugdo de algumas equagdes numéricas simples para que 0s

conceitos apresentados se tornem claros.

Capitulo 111 - Aspectos numéricos de elementos infinitos em modelos dinimicos 1
Neste capitulo os elementos infinitos sdo aplicados a alguns modelos do semi-espago

elastico para comparagdo com as solugoes analiticas disponiveis.

¢ (Capitulo IV - Principios da propaga¢ao de ondas em meios elasticos
O quarto capitulo ¢ basicamente um estudo teorico das principais caracteristicas da

propagacdo de ondas mecanicas em modelos multi-dimensionais, sejam eles limitados (semi-espago) ou



nao (espago completo). As equagdes de movimento de um solido onde o amortecimento esta presente

sdo também apresentadas junto com um capitulo especial referente as equagdes da visco-clasticidade.

e Capitulo V - Elementos finitos/infinitos para problemas da interagio dinamica solo-estrutura
Aqui sdo detalhados os principais elementos infinitos que estdo sendo aplicados ao
problema da interagdo dindmica solo-estrutura. E dada particular énfase a uma abordagem critica dos

elementos, enfatizando-se as suas qualidades ¢ deficiéncias.

e (Capitulo VI - Aplicagiio de elementos infinitos e demais resultados

E apresentado um elemento infinito capaz de propagar ondas de cisalhamento,
compressdo e de superficie. Os resultados obtidos demonstram a sua aplicabilidade, ndo apenas a
problemas de superficie, mas também a problemas de fundagdes engastadas, independentemente se o

meio ¢ homogéneo ou estratificado.

e Capitulo VII - Conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros
Finalmente sdo apresentadas as conclusdes finais do trabalho e algumas sugestdes

para pesquisa futura envolvendo os elementos infinitos apresentados.



2. Uma Visdo Geral Sobre Elementos Infinitos

2.1 Introducdo:

Embora nenhum dominio fisico se¢ estenda realmente at¢ o infinito, algumas vezes, na
anahise de problemas encontrados na engenharia, ¢ conveniente assumir que tais dominios infinitos

existam realmente.

Imagine-se. por exemplo, a difusdo de energia térmica em um meio que o circunda,
por exemplo a atmosfera: um corpo perde energia para 0 meio a uma taxa que €. em algumas
situagdes, basicamente dependente da diferenga de temperatura entre ¢le ¢ o meio. Perguntas tais
como— qual a distribui¢do de temperatura no meio em um dado instante — podem ter grande

relevancia em uma dado problema.

Impde-s¢ que as unicas trocas de energia ocorram entre O COrpo € O MEIO €.
consequentemente. apos um certo intervalo de tempo. o equilibrio ¢ atingido ¢ o fluxo de energia entre
fonte € meio decai a zero. E certo que a uma grande distancia da fonte este fluxo de energia por
unidade de area € pequeno o que indica que a diferenga de temperatura entre dois pontos proximos ¢
ambos afastados da fonte € muito pequena. Se esta diferenga de temperatura ¢ medida cada vez mais
longe da fonte chega-se a um ponto onde ndo se pode mais registrar qualquer variagdo de temperatura
o que indica que as porgdes seguintes do meio ndo afetam o resultado da analise podendo, entdo. ser

descartadas do modelo.

Introduz-se, assim, um contorno artificial em um dominio que ¢ tdo grande que
poderia ser considerado como infinito ¢ pergunta-se quais as condigdes associadas a este contorno. As
duas respostas possivels sao:

1. adiferenca de temperatura atinge o valor zero ou

2. avariagao desta diferenga no tempo atinge o valor zero.



Se a temperatura da fonte ndo varia no tempo. quaisquer condigbes impostas ao
dominio fornecem bons resultados mas se. entretanto, a temperatura da fonte varia no tempo. por
exemplo senoidalmente com uma frequéncia k. ¢ experiéncia mostra que nenhuma das condigoes
impostas fornece bons resultados. Isto acontece. em parte. porque em sistemas onde existe uma
entrada de energia (seja na forma térmica, de movimento, etc) a trodugdao de um contorno artificial
que nao simula a saida apropriada de energia do sistema tende a confinar uma parte desta energia

dentro do sistema, introduzindo grandes imprecisées nos resultados.

Uma das primeiras tentativas na analise numérica deste tipo de problema, idealizado
como ilimitado ou “sem fronteira” € devida a Richardson [37] que utilizou o Método das Diferengas
Finitas (MDF) na analise de tensdes envolvidas na interagdo solo-barragem. Na década de 20 a idéia
da utilizacdo de fungdes de Green em conexdo a um procedimento numérico foi desenvolvida por
Treffiz no contexto da elasticidade ¢ se tornou o que ¢ conhecido hoje como “método integral de

contorno™ [42].

O Método dos Elementos Finitos (MEF) surgiu como uma poderosa ferramenta para
o tratamento da maioria dos problemas encontrados em dominios finitos mas que, por ser
inerentemente um método de discretizagdo do dominio do problema, encontrava grande dificuldade em

tratar dominios 1limitados.

Ndo ¢ necessario neste ponto fornecer uma revisio completa do método mas a ideia
basica ¢, talvez, melhor captada no campo da analise estrutural Como o préoprio nome sugere. o
dominio do problema ¢ separado em pequenas porgdes (denominadas elementos) ¢, em cada elemento,
alguma fun¢do de interesse (deslocamento, tensdo, etc) ¢ aproximada por meio de fungdes de
interpolagao que utilizam alguns parametros selecionados os quais sao geralmente identificados com o

valor da grandeza a interpolar nos nos do elemento [46]

Em scguida esta fungdo interpolada ¢ substituida nas relagdoes de equilibrio e
constitutivas. As equagdes assim obtidas sao ponderadas. muito frequentemente pelas proprias fungdes

de interpolagdo ¢ sdo, entdo, integradas sobre todo o dominio do problema, elemento por elemento.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), desenvolvido nas décadas de 60 ¢ 70 ¢
bascado em formulagdes integrais (ao mves de diferenciais, como o MEF ¢ o MDF) das teorias do
potencial ¢ da elasticidade que surgiram no final do seculo 19. Os primeiros trabalhos rigorosos em
equagdes integrais foram publicados por Fredholm (1905) ¢ Somigliana (1889), que estabeleceu uma

representagdo mtegral para a elastoestatica [12].



O ponto de partida da formulagao direta do MEC esta na discretizagdo do contorno do
problema ¢ na solugdo de uma equagdo integral que ¢ levada a termo interpolando essa solugdo neste
contorno da mesma forma que ¢ feita no dominio pelo MEF. A obtengdo desta equagdo integral onde
os parametros de interesse necessitam ser calculados apenas no contorno ¢ feita por meio de uma
fungdo especial conhecida como solugdo fundamental, obtida levando-se em conta um dominio

ilimitado [4].

Dadas as caracteristicas desta solugdo fundamental. certos problemas em que se
encontram dominios ilimitados sdo. assim, melhor tratados pelo MEC que pelo MEF. Entretanto, dada
a enorme aceitagdo do MEF para a resolugdo de problemas de engenharia, alguns pesquisadores
propuseram-se a introduzir no método algumas idéias novas que permitissem a ele mampular, ao

menos aproximadamente. estes dominios infinitos.

O primeiro elemento infinito surgiu em 1973, idealizado por Ungless ¢ Anderson [44]
¢ for chamado um “elemento finito infinito™. Nele admitia-se a priori que a grandeza de interesse
(deslocamento) variava segundo o nverso da distancia ao local de aplicagdo da carga. Em 1977, um
trabalho devido a Zienkiewicz e Bettess [2] propds um esquema alternativo bastante interessante que
permitia a0 MEF o tratamento de dominios ilimitados por meio de fungdes de interpolagdo especiais
que se estendiam até o infinito na forma de decaimento exponencial. Estas fungdes de interpolagao,
incluindo os esquemas especiais de integragdo requeridos, podiam ser facilmente implementadas nos
programas ja existentes do MEF. Em 1983, um artigo novamente da autoria de Zienkicwicz ¢ Betess
[3] propds uma outra solugdo para o problema na qual o decaimento ao infinito ndo era obtido pelo
modo exponencial mas que envolvia uma técnica especial de mapeamento que permitia o tratamento de
dominios tlimitados por meio de fungdes de mapeamento racionais. Este capitulo tem o objetivo
principal de tratar de alguns pontos fundamentais na teoria de elementos infinitos bem como de

clucidar os principais pontos da teoria a eles associada.

2.2 Classificacao Geral dos Elementos Infinitos

A idéia por tras do Elemento Infinito (EI) de Ungless ¢ Anderson estava em admitir

antecipadamente uma variagdo das fungées de forma segundo:

1
=— 22.1
Ny= 22.1)



onde r ¢ a distancia ao ponto de aplicagio da carga Este elemento foi testado com sucesso para o
problema de uma carga pontual constante no tempo atuando em um semi-espago elastico. A variagio

da fun¢do de forma pode ser vista com clareza na figura abaixo:

Comportamento das ingdes de forma de Ungless & Anderson

|
W\

10

Amplinade

NI

I~
02 \"‘_\L__
| |
P R R || . . P N I| .
05 1,0 15 2,0 25 30 as 40 45
dire¢io rachal

Figura 2 1: fungées de forma

Os autores demonstram que bons resultados sdo obtidos quando o elemento ¢ aplicado
ao problema da carga pontual estatica em um semi-espago elastico (Solugdo Analitica de Boussinesq).
Ainda ¢ mencionado no texto que a fungdo de forma assim obtida ¢ suficientemente simples para que

todas as manipulagdes sejam feitas analiticamente.

A formulagdo posterior devido a Zienkiewicz ¢ Bettess [1] ¢ aplicada a problemas
estaticos era bastante diferente: fungdes de forma especiais eram desenvolvidas pela multiplicagdo da
funcdo de forma padrdo de clementos fimtos (em coordenadas normalizadas ou ndo) por uma

apropriada fungdo de decaimento. O conjunto, entdo. se assemelhava a:

N, (e.n) =P (en) F(en) (222)

onde F,(€,M) sdo fungdes de decaimento e P,(e,1) sdo fungdes padrdes de elementos finitos.

Posteriormente ao uso destes elementos finitos de “decaimento™ surgiu um novo tipo
de elemento, tambem adequado para o tratamento de problemas estaticos, que nio fazia uso de fungoes
de decaimento mas que utilizava uma tecnica de mapeamento que permitia modelar um dominio
micialmente infinito em um finito ¢ normalizado. Tal elemento foi chamado de elemento mfinito de

“mapeamento” .
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Quase que simultancamente ao desenvolvimento destes elementos estaticos surgiram
variagdes que permitiam a sua aplica¢do a problemas dinamicos como. por exemplo, propagacido de
ondas [27.36] ., cletromagnetismo [14] ¢ uma variada gama de problemas. Cada um dos ¢lementos
descritos acima sera apropriadamente analisado tanto no caso estatico quanto no caso dindmico nos

itens que se segucm.

2.3 Elementos Infinitos de Decaimento no Caso Estatico

A idéia central por tras dos elementos infinitos de decaimento esta na utilizagdo das
fungdes de forma padrdo de clementos finitos ¢ de um termo extra que propicia 0 modelamento da
condi¢do de radiagdo. Sempre que possivel este termo de decaimento deve conter elementos da solugao

fundamental do problema para uma melhor precisao.

Nos capitulos que se seguem tratar-se-a quase exclusivamente de problemas uni ¢
bidimensionais. A generalizacdo para problemas tridimensionais. segundo Bettess [1], ndo apresenta

dificuldades.

Deseja-se. entdo, associar a um determinado elemento finito um outro, infinito, no
qual as fungdes de forma devem. além de simular a condigdo de radiagdo de Sommerfeld', possuir as
mesmas caracteristicas dos elementos fimtos 1soparamétricos” : valor unitario no no a que se refere ¢

valor nulo em todos os outros nos do elemento.

Se as fungdes de forma do elemento finito associado sdo dadas por Pi(en) onde e ¢ n
sdo as coordenas elementares normahzadas ¢ Fi(e.ny) sdo fungdes de decaimento que simulam (ao
menos aproximadamente) a condi¢do de radiagdo, entdo as fungdes de forma do elemento mfinito sdo

dadas por:

N (e,n)=P.(en) Flen) (23.1)
com a condigdo que o termo de decaimento F(g,n) tenha valor unitario no no a que refere. ou seja:

Fle,m)=1 (2.32)

'Um tratamento da condigio de radiagao de Sommerfeld ¢ visto com detalhes em [18]
“Para uma discussio a respeito de elementos finitos isoparamétricos. consultar Zienkiewicz [3]



Aleém disso observa-se que os valores do termo de decaimento nos outros nds do elemento ndo
necessitam ser definidos explicitamente uma vez que a condi¢do de zero das fungdes Pi(g,n) garante o
valor nulo das fungdes de forma do elemento infinito nestes nos. Esta situacdo ¢ melhor verificada no
grafico seguinte onde se plota a fungdo de forma referente ao ndé 2 de um elemento infinito

unidimensional. Observa-se que o elemento finito associado tem dominio no intervalo [0.1].

40

35 o
~ o
30k .
- ’iunq'n de dementos
fimios
= ', teme de decamento P

Amplitude
\

0,0 = | ET | ERRRTI | : ] i R B m—
0,0 0,5 1.0 1.5 20 25 30 35 4.0

diregiio de propagagio

Figura 2.2: fungdo de forma para o segundo né do elemento infinito

Na maior parte dos problemas o termo de decaimento € uma fungdo apenas de uma
variavel ( casos em que o decaimento ocorre em uma certa direcdo radial). No entanto situagdes em
que tem-se¢ decaimento em ambas as diregdes ndo sdo de todo incomuns. A figura seguimnte tenta

exemplificar ambas as situagoes:

diregio de
8

| € 2 5 propagagio
o 0o o—= o 0o o—
‘ 5 | diregdode | ]I/
. propagagiio - 6 T g
O O— O C——0O— 0
3 6 9 3 L 9
\/ s
v diregio de
n propagagdo
(a) (b)

Figura 2.3: Exemplos de situagdes de decaimento em dire¢des distintas: (a) decaimento
em uma dire¢do. (b) decaimento em duas dire¢oes
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E interessante, agora, investigar o comportamento das derivadas das fungdes de forma
do elemento infinito quando da introducdo do termo de decaimento. Para o caso de decaimento em
apenas uma diregado (supondo sempre a diregdo preferencial de decaimento como aquela da coordenada

€ ) tem-se que F(e.n) = F(g) e, consequentemente, estas derivadas sao:

N, 9P +£P 2.34)
de  de ' ode | o
o E)P,F (2.35)
T e . g B
om dn ' |

Para o caso geral de decaimento em ambas as diregdes tem-se:

N, o o, oo
de ode ' o ! e

ON, oP  OF
=—F +—P. (2.3.7)

on ' on

2.3.1 Escolha das Funcdes de Decaimento:

Conforme ja foi mencionado anteriormente. a escolha de uma fungdo de decaimento
apropriada deve levar em conta a solugdo fundamental (ou fungdo de Green para um contorno
ilimitado) para o operador do problema. Uma grande parte dos problemas da fisica matematica tem

solugdes fundamentais que decrescem segundo 1/r ou exp(-r) onde r ¢ a coordenada de decaimento.

Sendo assim, uma escolha evidente para as fungdes de decaimento ¢ admitir F(g) com
uma variagdo do tipo exponencial — que dara origem aos elementos infinitos do tipo exponencial —ou
com uma variagio do tipo 1/p(r) onde p(r) ¢ uma polinomial em r — que dara origem aos e¢lementos

infinitos de decaimento reciproco.

A fungdo exponencial tem a caracteristica de proporcionar um decaimento a zero mais

rapido que qualquer polinomial e, portanto, tem um comportamento dominante sobre qualquer
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expressao polinomial para valores do argumento suficientemente grandes além de ser quase tdo facil de

manipular algebricamente quanto expressoes do tipo polinomial.

Assim, para o decaimento em uma dire¢do, tem-se:

g —¢€)
F (e) = exp (2.3.8)
L)
¢, para decaimento em duas diregdes:
g -M —£-N"
F(en) = exp("— (2.3.9)
L )

O comprimento caracteristico “L™ ¢ um fator arbitrario que permite regular a
severidade do decrescimento da fungdo de forma. Observa-se que, quando =€ tem-se que F=1. O

grafico abaixo permite avalar a influéncia do fator L nas fungdes de forma:

Amplitude

diregio de propagagio

Figura 2 4. Influéncia do comprimento nas fungdes de forma
para os elementos mfinitos de decaimento exponencial.

As fungdes de decaimento podem, também, ser definidas em dominios ndo

normalizados. Assim, para o caso de decaimento em uma dire¢do. tem-se:

F,[x)zexp(X'L_XJ (2.3.10)

onde X, ¢ a coordenada do no a que a fungao se refere.



E também possivel encontrar um valor adequado de L se algo a respeito da solugdo
fundamental do operador puder ser encontrado. Entretanto isto pode gerar incompatibilidades na malha

de elementos uma vez que o valor de L ja ndo ¢ constante de elemento para elemento.

A utihzagdo de elementos infinitos de decaimento reciproco envolve admitir o termo de

decaimento como:

i

Fle)=|—"> (

]
(%)

onde €, ¢ um comprimento de controle utilizado novamente para controlar a severidade do decaimento.
Para evitar a ocorréneia de uma singularidade dentro do elemento ¢ necessario que o ponto €, seja
exterior ao elemento. Usualmente. se o decaimento ocorre no sentido positivo de € . entdo €, deve ser

menor que -1 . O termo n € utilizado quando se deseja simular a condigdo de radiagdo de Sommerfeld

com uma melhor preciséo.

Por exemplo, em alguns problemas bidimensionais, o valor da funcdo de Green

quando se considera uma grande distancia da origem decai aproximadamente conforme / ;. €. sendo

assim, um melhor resultado ¢ obtido na utilizagdo de elementos infinitos quando se seleciona n=)4 na

funcdo de decaimento. Para o caso de decaimento em duas diregdes. o termo de decaimento toma a
forma:

L] il

e, ¢, |'(n-n,
E—en n_no ;

F(e) =
e neste caso as duas constantes n ¢ m podem ser escolhidas de forma independente.

Sao raros na literatura disponivel casos em que os elementos infinitos de decaimento
reciproco sao utilizados. Isso ocorre, talvez, porque esquemas de integragdo numérica apropriados

ainda ndo estdo disponiveis.

2.3.2 Integracdo Numérica € Elementos Infinitos de Decaimento

E possivel integrar analiticamente as matrizes de elementos nfinitos desde que a

geometria dos elementos seja mantida simples, o que significa que o elemento deve ser retangular ou



possivelmente setorial.  Entretanto, regras de integragdo numérica para o intervalo [0.=] estdo
amplamente divulgadas na literatura técnica ¢ sdo quase tdo faceis de aplicar quanto aquelas para
intervalos finitos. A integragdo numérica sera discutida em um contexto mais amplo porque. além de

ser mais geral, propicia o uso de técnicas 1soparamétricas.

O uso de formulas de integragio basecadas no método de Gauss-Laguerre &
especialmente indicado para o tratamento das matrizes que surgem quando utiliza-se EI's do tipo

exponencial. Estas formulas avaliam integrais do tipo

f(x) exp(—x) dx (2.3.13)

0

Os pesos ¢ coordenadas de integragdo proporcionam a solugdo numérica exata da

integral desde que f(x) seja uma polinomial e seja arbitrado um numero suficiente de pontos .

Em se tratando de métodos de integragdo numérica, a maior contribui¢io no campo de
clementos infinitos de decaimento esta no trabalho de Pissanetsky, que usou um método de integragao

baseado na ortogonalidade de polinomios de Legendre para o caso de integrandos ndo oscilantes [34].

Imagina-se que se deseja encontrar o valor da seguinte integral:

1=jg(u) du . (2.3.14)

B

Inicialmente considera-se a formula padrao para integracdo utilizando o esquema de Gauss-Legendre:

_ff‘(x) dx = zf(x,)wl (23.19
1=1

onde m € o numero de pontos considerados € X, ¢ w, sdo as coordenadas ¢ pesos usuais.

Aplicando a seguinte transformagdo pode-se relacionar o dominio de integra¢do da

integral acima com o intervalo [0.=]:

u—a 1+ x
=5 u=a
u+a 1-%x

(2.3.16)

*0O processo de integragio numérica de Gauss-Laguerre é geralmente inferior no que se refere a eficiéncia e
seguranga dos resultados obtidos em relagdo ao método desenvolvido por Pissanetsky [13]
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¢ consequentemente a integral original em g(u) pode ser escrita como:

' T 2a 1+
]g(u) du:j g{ dex (2.3.17D

S ga
_|(1—X]~ I_X

Comparando com a formula da quadratura gaussiana obtém-se os pesos ¢ coordenadas

para uma quadratura no intervalo [0, =]

i1}

Ig(u) du = Ep-,g(u,) (2.3.18)
0 1=1

onde

—_—— g, =8 : (2.3.19)

Pissanetsky chamou o esquema acima de formula de integragdo multipolar uma vez

que ela € exata sempre que g(u) for uma combinagdo de multipolos da forma:

1
1P = m (2.3.20)

onde k=23, 2m+]

O uso do esquema acima fornece resultados muito bons quando comparado ao método
de Gauss-Laguerre ¢ ao dos polinémios associados de Laguerre [34] . Entretanto, o uso de esquemas
de integragdo proprios para integrandos oscilantes sera deixado para a ocasido em que os elementos

infinitos forem aplicados a casos dinamicos.

2.3.3 Um Exemplo com EI’s de Decaimento Exponencial

Este exemplo foi elaborado com o proposito de recapitular alguns topicos do MEF e,
ao mesmo tempo, deixar claro o que foi exposto até aqui a respeito dos elementos infinitos de

decaimento. Considere a seguinte equagdo diferencial:



7 —4u=0 (2.3.21)

com as condigdes

du
u(0)=1e —(0)=-2 2.3.272)
dx
Procedimentos padrio para a solugdo desta equagdo levam a solugdo exata:
ux)=e (2.3.23)

¢ propde-se resolver utilizando-se dois elementos finitos lineares localizados em [0,0.5] ¢ [0.5.1] ¢ um

elemento infinito de decaimento exponencial linear localizado em [2.3.].

Como se sabe a priori que a solug¢do desta equagdo ¢ ndo-oscilante, o uso de elementos
do tipo estatico ¢ indicado. Inicia-se entdo com a formulagdo classica de residuos ponderados para a

equagdo acima:

dn Bash s T iy = d—uF[ (2.3.24)
L ¥ e @ uw, dx W'd . 3.2

onde w, ¢ um conjunto de fungdes de ponderagdo

Aplicando o procedimento padrio de elementos finitos ¢ identificando as fungdes de

ponderacdo com o proprio conjunto das fungdes de interpolagdo (método de Bubnov-Galerkin):

u(x)= 2Nu, e w,(x)= 2N du, (2.3.25)

onde u, sdo os valores da fungdo-incognita nos nos dos clementos e fiu1 ¢ um conjunto arbitrario de

variagdes virtuais da fungdo-incognita, chega-se a expressao para o sistema discretizado:

X=Xin
du (2.3.26)

1

Jo. s an | E
dx dx B8O T N g

"\.__xl

Como du ; ¢ escolhido arbitrariamente. a solugdo da equagio acima acontece quando:



dN, dN oK

——+4N N, =N .— . 2327
, dx o dx X Ydx| _ ( )

A equagdo acima, na verdade, ¢ um sistema matricial do tipo [A]l{x} ={b} onde a
matriz [A]| ¢ chamada de matriz de rigidez ¢ o termo {b} de vetor carregamento. A matriz [A] sera

agora avaliada utilizando o processo comum de elementos finitos.

Inicialmente trata-se da questao do mapeamento. Deve-se relacionar o dominio
Q=[x,,x

1] com o dominio dito normalizado Q" =[—1+1]. Isto ¢ feito levando-se em conta o

concelto de elementos isoparamétricos ou seja, 0 mesmo conjunto de fungdes usadas para interpolar a

varavel de interesse ¢ usado para transformar o dominio original no normalizado. Assim:

dx <~dN

g)= 2, N.(€): — =) — 2:3.9%
x(€) Z, ©x = — 2% (2.3.28)

onde X, sdo as coordenadas dos nés do modelo.

As fungoes de forma podem facilmente ser encontradas em [46]. Assim:

o l-¢g N. = I+¢€ .
1T, e N, = 5 (2.3.29)
Consequentemente:
© X P X +8h dx h (2.330)
¥e)=———F—h = —=— . 33
2 2 de 2

A matriz de rigidez por elementos finitos utilizando-se coordenadas normalizadas

resulta em:

w PlaN, dN [ ] 1 dx
— 3.
[A] J[ 3 1z Lide +N.N Jde de (2.3.31)

Substituindo as expressoes para as fungdes de forma e integrando. tem-se:



[ N
[A]™ = 31 2h ]h 43 | (2.3.32)
——+=h —+—hJ
L 3 h' 3

Para a parte do dominio referente ao elemento infinito admite-se as fungdes de forma

no dominio ndo normalizado. Assim:

]'f NN-|d 2333
dx dx J (2.3.33)

onde as fungdes de forma sdo, agora, dadas por:
N, =2-x)g" e N, =(x-De ™ . (2.3.34)

Integrando analiticamente chega-se a :
2 =
[A]" [f } (2.3.35)

¢, em seguida, agrupando-se ambas as matrizes de elementos finitos (lembrando-se que h=1/2) ¢ a

matriz do EI, chega-se a expressdo para o sistema discretizado:

253 0 0f([x d,
2 B F G| 0
= S ; = (2.3.36)
0 3 3 F||x 0
0 0 3 ] (x d,

Introduzindo-se as condigdes de contorno para x;=1 ¢ d;=-2 obtém-se:

N6 | Coordenada | Valor Calculado | Valor Exato | Erro Relativo
| 0.00 - 1.00 -
2 0.50 035714 0.36787 2.916%
3 1.00 0.12563 0.13533 7.167%
4 2.00 0.03942 0.04978 20.811%

Tabela 2.1: Comparagdo dos valores calculados
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:

E imteressante notar que o erro relativo cresce exponencialmente conforme o no
considerado se afasta da origem. A qualidade da aproximagao obtida neste exemplo deve-se, em parte.
ao fato da solugao do problema incorporar termos de carater exponencial. O proximo exemplo ilustra

as dificuldades que este tipo de elemento encontra quando a solugdo nio mais decai do modo esperado.

Nado € necessario. na maior parte dos problemas tratados por elementos infinitos,
definir as fungdes de forma referentes aos nos no infinito. Isto ocorre porque admiti-se que o valor da
fungdo de interesse tende assintoticamente a zero a medida que o seu argumento se aproxima do

infinito

Pode ocorrer para uma pequena classe de problemas, entretanto, que o valor da fungido
a analisar ndo decaia a zero mas sim a um valor definido. Neste caso procede-se a uma simples troca
de variaveis e volta-se ao valor zero no infinito. As grandezas sio, entdo, referenciadas a este valor de

base.

2.3.4 Um Segundo Exemplo com EI’s de Decaimento

Neste exemplo procura-se investigar como os El's de decaimento exponencial se
comportam quando a solugdo procurada ndo decar de modo exponencial mas sim conforme alguma

fungdo racional. Imagine-se a seguinte equagao:

com as condigdes:
du _ .
d—(0.8) =-15625 ¢ Limu(x)=0 (2.3.39)
X X=p=

Resolvendo analiticamente a equagdo acima, encontra-se u(x) = 1/x ¢ deseja-se obter
uma solugdo aproximada utilizando-se dois clementos finitos posicionados em [0.8,0.9] ¢ [0.9,1] ¢ um
EI exponencial quadratico posicionado em [1.2.3.«]. A equagdo. utilizando-se o método dos residuos

ponderados, ¢ dada por:



@dwl+ 2 - F dul*™” o
Jdx dx | x T T W -

X=X,

onde x,=1. As condigdes de contorno para o problema acima sio:

d—u(O_S) =—15625
dx

(2.3.41)
Limu=0

X—peo

O problema sera resolvido utilizando-se apenas coordenadas globais. Para a parte

finita do problema (discretizada por meio de EF’s) tem-se as seguintes fungdes de forma:

N| =9-10x N? =10-10x
elemento 1: ] elemento 2: . (2.342)
N, =10x-8 N; =10x-9
e. para o elemento infinito, as fungdes de forma sdo dadas por:
i x®  5x
N} =[—==-—"+3 |Expll-x] (2343a)
2 &
N! =(-x? +4x —3) Exp[2 -] (2.3.43.b)
(X7 3x
N; =[?—?+l]Exp[3—x] (2.343.¢)

Admitindo-se a forma convencional de interpolagdo para u(x) em termos das fungoes

de forma e expressando w em termos de variagdes virtuais de u(x) tem-se:

K—poo

' dN, dN; 2 _du
g T NN dx Ju, =N (2.3.44)

o dx dx "dx

=R



A matriz de rigidez clementar ¢ dada pela expressio abaixo:

dN. dN 2
K¢ = ——+—~N N, dx (2.3.45)
o dx dx

onde, para e=1, Q°=[0.8,0.9] e. para e=2, Q°=[0.9,1]. As integrais, para os elementos resultam:

" (100981 —99538] ” [ 106646  —102424
" ‘L—9.9538 10.0872J © B _[—102424 10.0981J (2.3.46)

[ 171481 -193774 077922 |

K ={—1.93774 66383 —4_19728J[

077922 419728 405194

(2.3.47)

Resolvendo-se o sistema linear obtido pela superposi¢do das matrizes elementares.

obtém-se os bons resultados abaixo.

N6 | Coordenada | Valor Calculado | Valor Exato | Erro Relativo
| 0.80 1.17129 1.250 6.297%
2 0.90 1.03125 1.111 3.136%
3 1.00 0.95115 1.000 4 885%
4 2.00 0.46948 0.500 6.104%
3 3.00 0.31830 0.333 4 354%

Tabela 2.2: Valores encontrados e exatos
Em seguida deseja-se resolver o mesmo problema utilizando-se um EI de decaimento

reciproco de grau quadratico posicionado nas mesmas coordenadas que o elemento anterior. As

fungoes de forma para este elemento sdo:

. x®  5x ST .
N, = ?—74')- x_2 2.348.a)

;. 4
N, ={-x* +4x—3]( ] (2.3.48.b)
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N’“ﬁ 3—XJrl LD (2.3.48
Sl I 5 _Xg 3.48.¢)

onde escolheu-se a constante de decaimento como n=2.

A comparagio entre as fungdes de decaimento reciproco ¢ as de decaimento

exponencial ¢ interessante. Quando integrada. a matriz de rigidez para este elemento resulta:

4 -6 33

0 5 20

K =|zle © 48
Im - 5 5 5 (2349}

3 48 189

20 5 20

O sistema global obtido por superposig¢ao difere um pouco do anterior e, quando

resolvido, fornece:

No | Coordenada | Valor Calculado | Valor Exato | Erro Relativo
1 0.80 1.17536 1.250 5.971%

2 0.90 1.06332 1111 4.120%

3 1.00 0.95550 1.000 4.450%

4 2.00 047775 0.500 4.450%

5 3.00 0.31850 0.333 4.440%

Tabela 2 3: valores encontrados ¢ exatos

o que ¢ algo melhor que o elemento exponencial. Interessante notar que o erro relativo se estabiliza

para os noés do elemento infinito

2.4 Casos Dinamicos e EI’s de Decaimento

Nesta se¢do inicia-se o tratamento de problemas dinamicos através de El's. Os
problemas tratados serdo basicamente do tipo umi ¢ bidimensionais ¢ a generalizagdo para tres

dimensdes ¢, segundo Bettes [1] , levada ¢ termo sem dificuldades.
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Ainda que nenhum exemplo seja dado explicitamente no que se segue, o

desenvolvimento da teoria ¢ mais simples pois utiliza-se o que foi explicado no sub-capitulo anterior

Deixa-se claro, desde o inicio, que ainda ndo foi reportado pela literatura nenhum caso
de EI aplicado a problemas verdadeiramente transientes [1]. Os maiores avangos estdo concentrados
principalmente na aplicagdo de El's a casos periodicos esperando-se que os transientes possam ser

obtidos via analise de Fourier.

O primeiro EI de decaimento periodico for desenvolvido por Bettess/Zienkiewicz [3]
em 1980, imediatamente apoés o primeiro El aplicado para casos estaticos e visava a solucdo de

problemas exteriores governados pela equagio de Helmholtz:

Viu+k*u=0 (2.4.1)

tais como difragdo ¢ refragdo de onda.

Em problemas estaticos ¢ necessario que as fungdes de forma representem (ao menos
aproximadamente) o padrao de decaimento da fungdo que se quer aproximar. Usualmente este ¢ do

tipo exponencial (com argumento real) ou 1/r, por exemplo.

Entretanto, em problemas periodicos, o comportamento a simular ¢ o fendmeno
ondulatorio de uma perturbagdo que viaja em dire¢do ao infinito ¢ decai gradualmente (por exemplo
uma fun¢do do tipo seno ou cosseno amortecidos). Este fendmeno pode ser representado por uma

funcdo de forma com as seguintes caracteristicas:

e Uma fun¢do de forma de elementos finitos
e Uma fungdo de decaimento semelhante a usada nos casos estaticos.

e Uma fung¢do oscilatoria para simular o comportamento de onda.

Ou seja, por fungdes de forma dadas por:

N (e,) =P (e,n) () exp(i k ) (2.4.2)

onde se assume que o decaimento ocorra na coordenada diretamente relacionada com €. ou seja, F, ¢

apenas fungao desta coordenada. As derivadas das fungdes de forma resultam:

[
n



aN‘—EF 'k*+Pai ik +'kPF§ ik
T -exp(iks) + P, % exp(iks) +ik P.F, Eexp(l s)

oN, aP]F (iks)
—— = g
am o ! puiks

onde supde-se que “s” seja a coordenada de decaimento (usualmente radial). Esta ¢ dirctamente

relacionada com € pela seguinte definigdo:

de [BEJ +[_BEJ' et

A coordenada s. que tem a mesma métrica que o sistema original deve ser introduzida
porque o numero de onda ¢ uma propriedade fundamental do problema tratado e se refere ao sistema

ndo normalizado.

2.4.1 Inteeracdo Numérica e EI’s de Decaimento Dinamicos

Pelo que foi exposto anteriormente. o processo de geragdo de fungdes de forma para o
caso dindmico ¢ muito proximo daquele utilizado para o caso estatico. Infelizmente os esquemas
tradicionais de integragdo numerica sdo muito dificeis de serem aplicados para este caso em virtude da

componente de onda no integrando.

Um esquema de integragdo alternativo foi desenvolvido para o caso de El's de

decaimento periodicos. Este esquema esta diretamente relacionado com o valor numeérico da integral:

I= j f(x)exp[x(—a+ib)] dx (245)

Evidentemente o limite inferior da integral pode ser um valor diferente de zero mas isto
pode ser facilmente acomodado por uma mudanga apropriada de variaveis. A constante “a” depende
sobretudo da taxa de decaimento escolhida e o valor de “b” depende usualmente do niimero de onda e.

portanto, da frequiéncia do sistema. Problemas com multiplos nimeros de onda serdo tratados adiante.

Deseja-se. portanto, obter uma formula do tipo:
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If(x)exp[x(—aﬂb)] dx:iw]f‘(x:xl) (2.4.6)

onde “n” ¢ o numero de pontos de integragio escolhidos, {w;} ¢ {x;} sdo, respectivamente, pesos ¢
coordenadas de integragdo. As coordenadas de integragdo sdo escolhidas de tal maneira a evitar

valores nulos tanto na parte real quanto na imaginaria de exp(iot). Assim:

241
XI:%. 247)

Quanto aos pesos de integragdo, imagine-se nicialmente a expansao de f{x) em termos

de polindmios de Lagrange:

fhx) el M DO R0, ) () a8 0x )L (%) (2.4.8)

que pode ser colocado na forma:

I_an ap am-l 1
[ Ay Ay asy, X .
£(x) = {f(x) f(x) - f(x)}l| : | (2.4.9)
\-an] an" annJ xn_l
onde os coeficientes a,; sdo obtidos resolvendo-se o sistema:
Lx X1 [[an an 4, [ 0 0
1 x, - x||ay, a, - a, 01 --- 0
i p - . =l v ; (24.10)
l xn x:_l anl a’nl a‘nn 0 0 1
onde “T” indica o transposto da matriz. Assim:
If(x) exp[x(—a+ib)] dx = J‘{f'}'] [A]{x} exp[x(—a+ib)]dx (2.4.11)
1] 4]

(]
=1



¢, como {f} ¢ [A] sdo, a principio. termos constantes. tem-se:

jlf(x)exp[x(—a +ib)] dx = {f}'[A]

Q

No entanto sabe-se que:

0

[ 1]

I

0

e, em conseqiiéncia, o conjunto de pesos de integragdo ¢ dado por:

[

(w,} =[A]{X} =[A] 1 2(

!

a+ib

a’+b’

a+ib

a’+b’

a+ib

a’+b’

exp[x(—a+1b)] dx

Tx"‘ exp[x(—a+ib)] dx = [ﬂ

-

!
)
)n

(2.4.12)

(2.4.13)

(2.4.14)

Ressalta-se que este esquema de integragdo fornece resultados exatos sempre que,

dados 2n+1 pontos de integracdo. f(x) for uma polinomial de grau n pois, neste caso, f(x) ¢

exatamente representada pelo conjunto de polinémios de Lagrange.

Entretanto, para um numero sucessivamente maior de pontos de integragdo, o sistema

(2.4.10) se torna mal condicionado principalmente na regido de baixa frequéncia (casos em que b<<a),

o que resulta em 1mprecisoes no caso do uso de elementos de grau progressivamente mais clevado. Este

ponto sera discutido oportunamente nos capitulos seguintes.

2.5 Elementos de Mapeamento no Caso Estatico

Um grande nimero de problemas comuns a fisica matematica e a engenharia tem,

associados a seus operadores, fungdes de Green cujo comportamento basico € o decaimento na forma
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“ onde R ¢ uma diregdo radial e L ¢ uma fungdo caracteristica do problema (que pode, inclusive, ser

racional).

Por exemplo, considere a equagdo de Laplace em trés dimensoes.

v 1 a(zau] 1 8(, eau)+ 1 d’u " 5 81
=i = P gl b s 2
YE " o ST rsine 96\ 98 [T sin’e 00 @34
tem, como fun¢do de Green:
L .
G(r) = " (2.5.2)

onde L ¢ um comprimento caracteristico do problema. Além disso, conforme verificou-se nos exemplos
anteriores. a melhor precisdo conseguida pelos EI's de decaimento exponencial esta naquela classe de

problemas governados por um decaimento também do tipo exponencial.

A técnica de mapeamento® ¢ uma ferramenta amplamente usada tanto no MEF como

no MEC, razdo pela qual cla sera extensivamente analisada para este tipo de elemento.

A sua idéia basica consiste em relacionar um dominio inicial, infinito, a um outro,

normalizado ¢ finito por meio de uma expansio em termos de fungdes racionais.

Uma forma de mapeamento, sugerida por Zienkiewicz | 1], ¢ o relacionamento dos dois

dominios por meio da expressao:

x(e) = N, (&) x, + N, (€) x, (2.5.3)

onde

~ ~£ ~ g€
N,(g)=—— e N,(e)=1+— (2.5.4
o(€) = . (&) - : )
O ponto X,, onde tem inicio o elemento, corresponde a € =-1 ¢ € possivel defini-lo como qualquer

ponto no intervalo entre X, € X; . Isto ¢ possivel expressando-se x; por meio de uma grandeza auxiliar,

Y, variandode O a 1.

* Por mapeamento entenda-se relacionar um dominio inicial complexo a outro, de forma mais simples.



X, =yx, +(1-9) x, . (254)
Por conseguinte admite-se, em se tratando de elementos de mapeamento, que o no

intermediario x; reside a meio caminho entre X, € X, .0 que resulta diretamente em y=1/2. Para o

mapeamento anterior. tem-se:

x(€) = (2x, —x:]ﬁﬂ(e)+x3ﬁ3(e) (2

n
n
—

Um outra implicagdo importante desta condicdo nos casos dindmicos ¢ que, para o

elemento infinito de mapeamento, as suas dimensdes podem tornar-se bastante grandes.

Por exemplo. nos casos em que deseja-se um grande numero de elementos finitos entre
0S pontos X, € X;, 0 ponto X, pode afastar-se muito da origem do elemento resultando. algumas vezes.

em mal condicionamento das matrizes envolvidas.

2.5.1 O Problema da Interpolacio

A teenica de mapeamento por meio de fungdes racionais ¢ extensivamente utilizada da
teoria de El's, razdo pela qual ela sera agora detalhada. Inicia-se com uma formulagdo geral e, em

seguida, particulariza-se para o caso de elementos infinitos.

Imagine-se inicialmente que se deseja interpolar fungdo que se comporta segundo:

o

() (2.5.6)

g(x) =

onde f(x) = o sempre que X — oo . Além disso impde-se que f(x) seja inversivel e que o limite

da fungdo f(x) tenda ao infinito a medida em que x tenda a b.
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Figura 2.5: Interpolagdo de uma fungdo decrescente

Suponha-se que se deseja o valor de f(x) em n+m+1 pontos igualmente espagados {x; ,

1=0,1,....n+m} dentro do intervalo [a.b], de maneira que X, -x, =h .

Dessa forma desenha-se o seguinte esquema de interpolagdo: encontrar uma dada

fungdo racional R, ,(x) definida por

P, (x)

Ros )= 0,60

com (n=z0m=z=1) 237

e onde P,(x) e Q,.(x) sejam polinomiais de graus n e m ¢ que. por definigdo:
R, .(x)="F(x) . (25.8)
Sem perda de generalidade, pode-se escolher m=1 ¢ assim:

a,+ax+a,x’+. +a x"
b, +x

R, (x)= (2.5.9)

e. em seguida, levando-se em conta (2.5.8) e (2.5.9) .o sistema abaixo ¢ obtido:

[PV



a,+ax, +a,x +.+a x" =f(x,) (x,+b)
i=012,..1n 2.5.10)
b,+x =0 i=n+l

de onde se encontra:

a,+ax, +a,x +. +a x] =f(x;) (x,—%,,)
1i=0,1,2,...,n (25.11)

b R faa Butabss |

b, =x i=n+1

Os coeficientes a,’s podem agora ser obtidos quando o restante do sistema for
resolvido. A matriz dos coeficientes deste sistema ¢ ndo-nula visto ser uma matriz classica de

Wandermonde:

W(x,.x,....x,)= | [(x —x) (2.5.12)

¢. consequentemente, o problema de interpolagio tem solugdo unica. As fungdes de interpolagdo R, i(x)

podem ser representadas como:

R, (0= 2f(x)) M, (x) @513)
=1
As fungdes M| (x) sdo funcdes racionais e escolhidas de tal maneira que:
i 0 se 1#] 5 %1
= L 514
() I se 1=] : )
ou seja;
(x”_XD](X_xl)"'(x_xj—|)[X_XJ+1]"'(X_XH)(X_1 _Km—])
M (x) = (2.5.15)

(><~xn+,)(xJ —xo)(xJ —xi). .(xj —xj_l)(xJ —XJ.H).,,(XI —xn)

¢ obtém-se uma expressio geral de interpolag¢do para este caso.
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Deseja-se, agora, itroduzir o uso das coordenadas normahzadas abaixo:

2x—(x . +X,) X o +X,—(X.,, —X,) €
E(X) — ( n+l 3] = X(E) — n+l 1] ( n+l 0)
I 2

Fn+l

¢, levando-se em conta que:

_ 2)(1 - (xn+l

+%;:) X-X. E&—E
e —

— X, X]-XI 8_!—8[

pode-se obter a seguinte expressdo para M (€):

(1-¢,)e, —e)e, —¢)...(e,.. - ee,. —¢)...(e, —¢)

(l—e)(eo —ej)(& -ej)...(f:]_l —EJ)(EJH —81)---(‘3“ _5,1]

Mj(e):

Assim, para n=0, tem-se:

M (8)_—2
R B>
¢, paran=1:
M, (¢) % M, (g) cas
= JNE) ="
] I—e °© S P

(2.5.16)

(2.5.17)

(2.5.18)

(25.19)

(2.5.20)

Retornando, agora. a fungdo original f(x) ¢ lembrando-se do fato anterior que

f(x) — oo sempre que X — o= pode-se aplicar os resultados anteriores para substituir f(x) por sua

fungdo mterpoladora R, (x) . Uma vez que f(x) ¢ inversivel pode-se obter x(f) ¢, dessa forma, obtem-

se fungdes para a descrigdo geométrica do EL

Pode-se, desta forma. mnterpolar a fungiio de interesse dentro do elemento por meio de

fungdes de forma padrio ¢ realizar a descrigdo geométrica do elemento por meio da técnica descrita

acima. Por exemplo, considere, o elemento infinito abaixo:

ol
L
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Figura 2.6: deslocamento da fronteira
do elemento infinito

Nele, os nos (1...9) estdo dispostos no dominio normalizado €x 1 ¢ a fungao de

interesse pode ser mterpolada dentro do elemento por meio das fun¢des de forma normais de elementos
finitos:

ulen) = gp.(& )y,

mas, para a descrigdo geométrica do elemento na coordenada de decaimento (g) utiliza-se as fungdes
M(€) descritas acima. Tem-se, entdo, para a geometria do elemento:

x(en) = ZN., () M. (&) x,

, 6 (2.5.22)
en = 2N M@y,

onde o conjunto Ni(g) ¢ composto de fungdes de forma padrdes de EF

Necessita-se apenas de 6 fungdes uma vez que as fungdes de mapeamento para 0s nos
que se estendem ao infinito ndo necessitam ser calculadas (como pode-se ver no exemplo seguinte)

para os casos em que a fun¢do-resposta tem um decaimento até zero no infinito.

Estas fungdes sdo. também, dificeis de definir ¢ manipular. Os EI's de mapeamento
para o caso multidimensional serdo analisados em outra se¢ao.



Pelo que for exposto verifica-se que. em se tratando de EI's de mapeamento, a unica
diferenca em relagdo ao calculo padrido com EF’s esta na nova definigdo das fungdes de mapeamento
0 que, em outras palavras, quer dizer que o determinante Jacobiano® deve ser calculado de modo

diferente daquele usual em EFs.

2.5.2 Funcdes de Mapeamento Unidimensionais

Esta secdo tem a fungdo de apenas resumir o que foi exposto na anterior. Para o caso
unidimensional, pode-se utilizar a expressdo seguinte para relacionar o dominio infinito com aquele

normalizado

Assim, para um EI umidimensional que possui ‘n’ nés no sistema normalizado ¢
necessario definir “n-1" fungdes de mapeamento do tipo M;(¢) uma vez que a fungdo referente ao

ultimo nod ndo € necessaria. Portanto:

n=Il
x(e) = X, M. (€) x, (2.5.23)

As fungdes M (g) podem, entdo, ser tabeladas em fun¢do dos nos do elemento infinito.
Por comparagdo sido apresentadas também as fungdes de forma do elemento infinito correspondente.

Observa-se que as fungdes de mapeamento para os nos no infinito ndo sdo definidas.

No | & P (g) P M;(g) \
1 -1 l-¢ -1/2 2 2
2 (1-¢) (1-¢)°
2 I 1+e 1/2 nao definida nio defimida
2

Tabela 2.4. Mapeamento para o caso 1D para o elemento normalizado linear

0 determinante Jacobiano associa as derivadas de uma fungio em um sisiema de coordenadas com as
derivadas da mesma fungio em outro sistema. Para uma descrigio detalhada da aplicagio do determinante no

MEF, consultar Zienkiewicz [46].



No | g Pi(e) P, Mi(e) M,.
| -1 € ( ) | —2€ -2
g €1 = (I-¢) (1-g)°
2 | o [ (+e)1-¢) ~2g 2e 2
(1-¢) (1-¢)°
3 1 € ndo defimda ndo defimda
5 (e+1) B

Tabela 2.5: Mapeamento para o caso 1D para o elemento normalizado quadratico

2.5.3 Integracdo Numérica e E.1.’s de Mapeamento:

A utilizagio de EI's de mapeamento esta relacionada a integragdo numcrica de

singularidades. Seja o problema de valor de contorno abaixo:

——u=0 (2.5.54)

com as condi¢des de contorno associadas:

: _ du
Lim w(x)=0 ¢ —(1)=-2
X—tes dx

—
[E=]
n
[
h

el

Multiplicando a equagdo pela fungdo de ponderagdo w(x) ¢ em seguida integrando por

partes chega-se a dita formulagao fraca do problema de valor de contorno:

dw du + 2 4 du[™™ 2.5.26)
— s =W 25.2
odx dx & =Y ik

W=y

Aplicando-se 0 método de Galerkin ¢ a forma de mterpolagdo utilizada nos exemplos

anteriores chega-se a:

le dN I 2 X=X
I £ —+ :
5k dx xf

du
NN, dx [u; =N, —

- dx

X=X;



Imagina-se que se deseja obter a matriz de rigidez para um EI de mapeamento
quadratico posicionado nos pontos [X;.xz,20]. A técnica de mapeamento consiste em admitir que entre x

e € (variavel de mapeamento) existe uma relagdo do tipo:

x(€) = 2 M (€) x, (2.5.28)
1=1

onde as fungdes M,(g) sdo dadas na tabela 2.1. Assim:

£) P i (2.5.29)
=X, +—X, 5.26
AL 1-g ' 1-=e *
ou sgja:

dx  2h de  (1-g)?

—de (l-e) _dx_ 2h

onde h é o comprimento do intervalo [x,.xz]. A matriz de rigidez do EI pode ser escrita em termos da

coordenada normalizada como:

K _]‘ﬂﬂ(ET+2 NN, e (2531)
Tde de\dx) x* U de -

Para se ilustrar a natureza da integral acima considera-se apenas o termo K, da matriz

do elemento, onde a fungio de forma ¢ dada por:

N,(e) = %(e— 1) (2.5.32)
ou seja:

=

e*(e—1)"h
K o _]T + - = d (2.533)
n(®) :[(e ) [x,(1+€) - 2ex ] §




Isto indica que nenhuma singularidade é encontrada em € = | e a integral tem, assim.

um valor finito. Para o caso em que x;=1 ¢ x,=2 tem-se:

J1—4e+5£2—253+e“ 43 i
3 de = 0 (2.5.34)

K, (e)=

-1

Sugere-se. portanto, que para problemas onde a fungdo de Green tem um
comportamento do tipo 1/r , nenhuma singularidade ¢ encontrada na formulagdo fraca e,

consequentemente, os pesos e coordenadas normais de Gauss-Legendre podem ser utilizados

Para problemas onde o decaimento da fungdo de Green tem decaimento do tipo /.
novos tipos de El's de mapeamento podem ser criados para evitar a singularidade, por exemplo, a

introdugdo de fungoes de mapeamento que se comportam segundo:

f
© > (2.5.35)

M(e) = _
© {1-8)*

onde f{e) € uma fungdo caracteristica.

Ainda que nenhum resultado deste tipo tenha sido reportado na literatura, o

procedimento, segundo Bettess [2], permanece valido.

2.5.4 Um Exemplo com Elementos Infinitos de Mapeamento:

Este exemplo tem a fungdo de deixar claros os principais pontos relacionados aos

clementos mfinitos de mapeamento. Considere o seguinte problema de valor de contorno:

d’u 2 .
T—u=- : (2.5.30)
dx” exp(u)
com as condigdes de contorno:
du . —
?(l)=—l.36?88 e Limu(x)=0 (2.5.37)
X X—peo



Métodos analiticos de resolugdo fornecem:

x) = e (2.5.38)
exp(x)

onde “e” ¢ a base dos logaritmos naturais.

Deseja-se, portanto, tentar uma solugdo aproximada para o problema utilizando o que
for exposto anteriormente com um EI de mapeamento quadratico posicionado em [l.2,0]. A

formulagao fraca para o problema acima ¢:

de du dul™
——+wu dx=w—
dx

r Jre——=— (2.5.39
+Jw X. 3.39)
®=x, 0 exp(x)

Aplicando o método de Galerkin chega-se ao seguinte sistema matricial:

dN, dN du|™ o
j——+NN dx |u, =N — +IN (2.5.40)
hdx 5 B ' exp(x)
¢ introduzindo a coordenada normalizada €. a matriz de rigidez do problema resulta:
K! .IJ}dN" N, de 2+NN & (2541)
e —dae Dk
Y de de \dx ' de
onde:
o -2 dx 2 ., de (1-¢)’ a5
X(E) = 9 B T s Filic el
(1-¢)° de (1-¢)° dx 2
ou seja
: | dN d'N 1 = 8 ’ N 1N |
‘ JI Bl de (2.5 43)

K, = + 2 75
™o de de 2 (1-¢)



As fungdes de forma sdo as mesmas do caso finito:

N, (g) =—(8 1)

_ (2.5.44)
N, (&) =(+e)1-¢)

Apos a integragdo utilizando pesos e coordenadas normais de Gauss. obtém-se o

=2y, [ 174595 _—p
: _ 2545
2o fly [ 0249732 )

E resolvendo-se para u; ¢ u, obtém-se a tabela abaixo.

sistema:

No | coordenada | valor calculado | valor aproximado | erro relativo
1 1.00 1.73588 1.6674 4.10%
2 2.00 0.67389 0.5699 18.24%

Tabela 2.6: Valores encontrados e exatos

Para problemas onde a solugdo esperada decar com 1/r os EI's de mapeamento
fornecem, na maior parte dos casos, uma precisio melhor que os El's de decaimento. Isto ficara
evidente no proximo capitulo onde problemas envolvendo casos dindmicos unidimensionais serdo

analisados.

2.5.5 EI's de Mapeamento em Dominios Multidimensionais

Em dominios multidimensionais (particularmente em duas dimensdes) o caso mais
comum encontrado ¢ o de ter-se um elemento que ¢ infinito em apenas uma diregio, sendo as outras
dimensoes fintas. Muito raramente encontra-se elementos que se estendem para o infinito em duas

dimensoes.

Nao obstante, para todos os casos de EI's multidimensionais, a classica divisdo entre
elementos lagrangeanos e do tipo “serendipity” ainda ¢ valida. Ambos os casos serdo analisados nesta

se¢do com énfase no caso bidimensional.
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{_> D)

(B)

Figura 2.7: Elementos finitos bidimensionais quadraticos:
(a) lagrangeano e (b) serendipity

2.5.5.1 Elementos Lagrangeanos: Decaimento em Uma Direcio

Uma vez que a classe de elementos lagrangeanos ¢ a mais simples entre as duas. os

clementos infinitos podem ser facilmente estendidos para duas ou trés dimensoes.

Em problemas bidimensionais as fungdes de mapeamento para o elemento sdo obtidas
pela multiplicagdo das fungdes de mapeamento unidimensionais na coordenada € (que é tomada como

sendo a de decaimento) e a fungio de forma polinomial usual para a diregdo 1. Ou seja:

M P (e)=M"(e) P" () (2.5.46)

para o M
infinito
Y 3 7 i_-.' ‘q .\ 4
% g i O—0 €
/ v I 1 ! 4 G Jl.
A . o
A 3
L} B j\ ‘\. T
7 P
a \\ | St
O
- polos de
mapeamento
— X

Figura 2.8: Exemplo de mapeamento para um elemento bidimensional

41



2.5.5.2 Elementos Lagrangeanos: Decaimento em Duas ou Mais Direcdes

Embora decaimento em ambas as dimensdes seja algo raro, as fungdes de forma para
elementos do tipo lagrangeano podem ser facilmente obtidas pela multiplicagdo cruzada de fungdes de

mapeamento unidimensionais nas coordenadas € ¢ . Ou seja:

Mi"(emn) =M"(e) M"(m). (2.5.47)

Assim, para um elemento bidimensional de 4 nés. apenas uma fungdo de mapeamento ¢

necessaria. Esta ¢ dada por:

M;? =M, (€) M{”m):——_4 .

(1-g)(1-m)
oM’ 4 )
dk  (1-e)(1-n) (2348)
M7 4
om - (1-e)(1-n)’

2.5.5.3 Elementos Tipo “Serendipity”

2

A maior vantagem no uso de clementos do tipo “serendipity” esti em se conseguir
aproximadamente a mesma precisio daquela obtida com os elementos lagrangeanos sem, entretanto,

incluir os nos internos do elemento [46].

No entanto, apesar da sua maior simplicidade geométrica. as fungdes de forma ¢ de

mapeamento destes elementos sao mais complicadas do que aquelas dos elementos do tipo lagrangeano
Um procedimento formalizado para a obtengdo destas fungdes de forma pode ser visto

com clareza em Hugues [19] ao passo que as fungdes de mapeamento para clementos bidimensional e

tridimensional quadratico podem ser vistos em Bettess [1].
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2.6 Elementos de Mapeamento no Caso Dindmico

A maior diferenga entre os elementos de decaimento ¢ os de mapeamento. como s¢ viu
reside no desacoplamento, no caso de elementos tipo mapeamento. entre as fungdes de forma que
interpolam a solugdo procurada dentro do elemento ¢ as fungdes de mapeamento que fazem a ligagido

entre o dominio (normalizado) em que a solugdo ¢ interpolada e o dominio original.

Assim, no caso dinamico, as fungdes de mapeamento sdo as mesmas que as do caso
estatico ¢ as fungdes de interpolagdo dentro do elemento devem se encarregar de incorporar o carater

ondulatorio ao modelo. ou scja:
N(e,m) = P(e,n) exp(iks) (26.1)

onde P(e.n) € a fungdo de interpolagio padrio de elementos finitos ¢ exp(iks) ¢ a parcela oscilatoria. A

fun¢do da varavel “'s” ¢ a mesma dos elementos do tipo decaimento.

2.6.1 Elementos de Mapeamento em Trés Dimensdes

Conforme se disse anteriormente, uma grande parte dos problemas em trés dimensoes
tem solugdes que se comportam aproximadamente como f(r) = l/r e, assim, o mapeamento
anteriormente descrito se comporta muito bem [47]. Assim. as fungdes de forma anteriormente descritas

sao dadas por (para decaimento em uma dire¢do):

x(e) =Y M, (e) x, :?

(2.62)

ik A(e)]
[ag

N(e,m) =P(e,Nn) exp[

Além disso, um importante ponto que deve ser ressaltado ¢ que deve haver continuidade

entre as fungdes de forma de clementos finitos e infinitos. Ou seja, o valor absoluto das fungdes de
forma deve ser igual ao valor absoluto daquela no caso estatico e com dngulo de fase 1gual a zero na

mterface (definida por €= -1). Assim:
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(263

e |
o

N(-1n) = P(»—l,'q)exp(ik 2(8) ]

Assim. para garantir a continuidade, um fator C(e) deve ser introduzido na fungao de
forma:

C(e) = exp[w] (2.6.4)

de tal maneira que as fungdes ¢ suas derivadas se tornam:

N(e,n) = P(e\_n)C(e)exp[li“_l’i(‘:) } =P(e,n) exp(%l)exp(;’k;—(e)J (2.6 5A)

ON(g, M) _ (ik A(e)] dP(e,m) P(e.,n)ikA(e) )
T C(g)exp BE [ ” + (] —8)2 (2.6.3B)
NED _ ey exp(ik A(e)]ap (&n) (2.650)
de l1—¢ de

Evidentemente, a introdugdo desta constante de continuidade torna as expressoes das
fungdes de forma e suas derivadas um pouco mais complicadas mas esta introdugdo ¢ amplamente

Justificada por uma maior precisio nos resultados obtidos [1].

2.6.2 Elementos de Mapeamento em Duas Dimensdes

Em problemas bidimensionais para dominios exteriores, a solugdo fundamental para o
operador de Helmholtz pode ser descrita como sendo uma combinagdo de fungdes de Hankel de ordem

zero e fungdes trigonométricas.

Assim. para pontos distantes do local de excitagdo, tal solugdo se comporta

aproximadamente como cos(kr) + 1 sen(kr) com magnitude decrescente que decai segundo r'
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Portanto, para esta classe de problemas bidimensionais, as fungdes de forma sio
descritas como anteriormente ¢ previamente multiplicadas por um termo que reflete o comportamento

decrescente em magnitude:

267
l—¢ l1-¢ ( )

N(en) =P(en) r' exp(ikr) = p(g,n)(ik A(E))" exp[ik A®) ]

Alem disso, da mesma forma que no caso tridimensional, deve-se garantir a
continuidade entre os elementos finitos ¢ infinitos. A introdugio de uma constante ,C(g), ¢ responsavel

por este requisito:

N(-11) = C(€) P(~1.1) [A—;E—)] exp(w] (263)

onde:
C(e) = ~2—f [——_ik A(E)J 269
(8)= ol e (2.6.9)

¢ a fungdo de forma e suas derivadas se tornam:

2A E —ikA ikA
N(e,n):P(e,n)(mJ exp( 12 ]exp(:_e] (2.6.10A)

f)Nf&m:C(e)exp(:k—A) [_BE+B+P1A1< : ]( A ] (2.6.10B)

1| —

de 1-e)|loe 2 (1-¢)" \1-¢
1
dN(e, M) ap( A Jz [ikA] \
—— 2 =C(e)—| — — 26.10
an (E)an =g P2 ( 0)

Para outros problemas cujo comportamento distante ndo pode mais ser aproximado por
esta regra de decrescimento, outras fungdes de forma “semi-analiticas” podem ser construidas
facilmente. Por exemplo, o trabalho de Kumar [22] sugere uma forma de decaimento do tipo 1/r'” para

ser incorporado nas fungdes de forma acima.



2.6.3 Integracdo Numérica e EI's de Mapeamento Dinamicos

Para ilustrar o carater das singularidades que aparecem nas matrizes de El's de
mapeamento dindmicos estes serao aplicados a solugdo numérica da equagdo de Helmholtz em um

dominio bidimensional:

Viu(x, y)+k’ulx,y) = f(x,v) (26.11)
Para este caso a matriz de rigidez ¢ dada por:

o _ [NON, AN, N,
mo o de de  om an

+k’N,N_ dQ° (2.6.12)

¢ lembrando-se que as derivadas das fungdes de forma para o caso bidimensional podem ser expressas

por:

1

M=C(E)exp[ﬁJ ﬂ)~+Lﬂ+PikA : - L 2 J: (2.6.13A)
de l—g/loe 2(l—-¢g) (1-¢)" \1-¢

bt | =

ikA

exp(—‘] (2.6.13B)

dN(e,n) - C(e)a_P[i)
I—¢

an anil—e

a expressdo para a matriz de rigidez em coordenadas normalizadas (ja introduzindo o mapeamento) ¢

dada por uma expresséo do tipo:

=1
—
—it
!

—
2|3
TN

2

=T

=

= ]dedn (2.6.14)

Resta, portanto, desenvolver uma regra de integragdo tipo quadratura gaussiana, com

pesos e coordenadas especiais, que sejam adequados a integragdes do tipo:
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+ n B ;
l:j i p[l )de_ (2.6.15)

: 5 eX
S {1=¢g) I—E

A seguinte mudanga de variavel o = B/(1-€) transforma a integral acima em:

I I %1 B)" (io) do (2.6.16)
= —— | expli1 O
que inclur um termo do tipo:
]‘ exp(io) do (2.6.17)
B/

)
2

O resultado da integral acima ndo pode ser obtido visto que o valor do integrando ¢ um
valor indeterminado a medida que ¢ se aproxima do infinito. Entretanto um caso similar ocorre em um

problema unidimensional analogo anteriormente discutido por Medina [26] .

Ele assume uma fungdo de decaimento infinito de forma exp(-y + ikd) onde y € um
parimetro de decaimento. “d” ¢ a coordenada do elemento ¢ k™ ¢ o numero de onda. No trabalho de
Medina, que também sera objeto de estudo. considera-se a matriz de rigidez de uma coluna semi-infinita

de area transversal constante, dada por:

ON Y _
K, = [—x] EAdx (2.6.18)

—

o
14— (2.6.19)
J

o kd

A medida em que o parametro de decaimento y tende a zero, o valor deste termo de

rigidez tende a 1IkEA que, para o problema por ele considerado, fornece a resposta exata.
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Neste problema foi assumido (embora implicitamente) que a medida que v tende a zero
o valor da fun¢do de forma dado por exp(~y + ikd) tende a zero no infinito. Embora as razdes desta

escolha ndo sejam 6bvias, ela proporciona a resposta exata ao problema.

E provavel, entretanto, que o mesmo valor limite pode ser imposto a problemas de
ordem bi ¢ tridimensionais mas esta ¢ uma hipotese de trabalho que deveria, a principio. ser analisada

com mais cuidado.

Mostra-se, em seguida, que tal escolha fornece a resposta exata ao amortecimento
(geometrico) de ondas esféricas embora o caso tridimensional tenha uma solu¢do fundamental mais

simples que o correspondente em duas dimensdes.

O funcional correspondente a equagao de Helmholtz para um problema com geometria

esferica ¢ dado por:

[.a—uT—E *’1 d (2.6.20)
o u Jr r 6.2

H,J{

Ry
¢ se deseja obter a matriz de rigidez utilizando-se apenas uma fungédo de forma dada por:

3 exp[—yr +ikr]
-

N (2.6.21)

A substitui¢do desta fungio na equagio que define o funcional fornece, para o termo de

rigidez infinita,

[ 1]
K| =2xn \_—11{ +R_J exp(—2ikR,) (2.6.22)

1

quando escolhe-se. a medida em que y tende a zero, o comportamento assintdtico de exp(y+1kd).
Bettess [1] mostra que este termo reproduz exatamente a condigdo de radiagdo esperada devido a

simetria esférica do problema.

Assim, para a determinagdo dos pesos de integragdo. o valor da ntegral original ¢ dado

por:



& ‘B.
]exp(ic) do= iexp(]?w (2.6.23)
B i

2.6.3.1 Procedimento de Integracido

Considere-se que se deseja obter algum tipo de regra de integragdo para a integral

(2.6.16) . A integragao por partes daquela equagao fornece:

Hooen "iB n (=B
_r : 3 exp{ll_e J de = zu jo’“ exp(io) do

_](1_8) k=0 (n_k)’ k! _1?
5 : (2.6.24)
n'(-—l) B N
= Yo T
onde:
Tr(k,24) = ]‘G_k exp(ic) do (2.6.25.a)
. (iB
k=0 = Te(0,24) =i cxp(?) (2.6.25.b)
k=1 = Tifl, %)= ]eXp(IG) do (2.6.25¢)

exp(i%) & i]"‘_‘(j—l)!+ " ]‘exp(io)

k>1 = Trk,3%) = k-1l 2 (%) (k=1

do | (2.6.25.d)

E deseja-se formalizar o processo de integragdo pela escolha de pesos e coordenadas

apropriadas. Isto ¢ resumido nos pontos que se seguem:



¢ Escolhe-se “n” pontos de integracdo no intervalo [-1.1). O numero de pontos de integragao ¢,
geralmente escolhido de forma a ser uma unidade maior que a maxima poténcia de € que aparece no
integrando. Em principio pode-se utilizar as coordenadas tabeladas do método de Gauss-Legendre.

¢ Determina-se os coeficientes dos polinémios de Lagrange que interpolam a fungdo P(s) na equagdo
(2.4.10) utilizando-se o0 método descrito em [34].

» Para cada ponto de integragio. o peso correspondente ¢ dado por:

2.4 g 2ikA
- el de 2.6.2¢
W, Zja (1-¢)° e‘p[l—eJ )

onde a integral ¢ levada a termo utilizando-se as equagdes (2.6.24) ¢ (2.6.25).

* A ntegral da equagao (2.6.16) ¢, entdo, computada diretamente de:

PEe)|"
T P(e) 2ikAY)  |PE)( T [Alg) p(zm) ~ i
:']l (1-¢)’ exp(l‘e }de & _J: (1-e) “P1-¢ dE—ZEWJaL&J
‘P(E,,_)

(2.6.27)

Além disso. o conjunto de pesos ¢ coordenadas especiais podem ser calculados no inicio
do programa de clementos infinitos e permanecem validos até que se altere o nimero de onda

independentemente sobre qual EI esta-se integrando.

A maior limita¢do deste método estd, novamente. na regido de baixa freqiiéncia quando
os coeficientes dos polinémios de Lagrange se tornam imprecisos devido a falta de condicionamento na

matriz definida na equagdo [1].
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3. Aspectos Numéricos de Elementos Infinitos em
Modelos Dindmicos Unidimensionais

3.1 Introducao

Neste capitulo se inicia a avaliagdo numérica dos elementos infinitos aplicados a
sistemas dinamicos. Embora alguns exemplos tenham sido apresentados no capitulo anterior, estes
eram exclusivamente modelos estaticos nos quais os procedimentos para integragdo numérica eram
bem conhecidos e para os quais, inclusive, podiam ser obtidos resultados analiticos nos casos mais
simples. Nos exemplos que se seguem os métodos de integragdo descritos nas segdes (2.4.1) e (2.6.3)

serdao utilizados para a obtengdo das matrizes de rigidez dinamicas.

Muitos problemas estruturais podem ser aproximadamente representados por sistemas
unidimensionais ou, pelo menos, com um reduzido numero de graus de hiberdade. Assim, antes de
dertvar as equagdes de movimento para problemas bi ¢ tridimensionais € apropriado investigar casos
unidimensionais usando a teoria simplificada da resisténcia dos materiais. Aspectos qualitativos

importantes, podem desta forma, ser estabelecidos ¢ analisados usando modelos simplificados.

Os fenomenos associados a propagagdo de ondas em meios (visco)-clasticos sio de
fundamental importancia no estudo da interagdo dindmica solo-estrutura. Assim, uma séric de modelos

simples para a obtengdo das fungdes de influéncia do solo estdo disponiveis e serdo analisados.

Nos itens seguintes serio estudados basicamente dois modelos distintos para a
obten¢do das fungdes de resposta em frequéncia (FRF’s) para o semi-espago elastico: o modelo
exponencial ¢ o modelo linear. Inicialmente obtém-se a equagdo dinamica para o fenémeno de
propagagdo de onda em uma coluna semi-infinita de area transversal variavel submetida a um

carregamento concentrado ¢ que varia senodalmente.  Em seguida procede-se a uma analise semi-
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analitica dos fendmenos envolvidos com a propagagio de energia nestes modelos baseada na analise

matricial de estruturas visando obter bases para uma comparagdo segura com os resultados obtidos.

Finalmente, os resultados obtidos utilizando elementos finitos ¢ EI’s  dindmicos dos
dois tipos descritos no capitulo anterior ¢ com vérios graus de interpolagio sdo comparados com os

resultados analiticos.

3.2 A Coluna Exponencial Semi-Infinita

[nicialmente considera-se o semi-espago mostrado abaixo. A origem do eixo “x” é
colocada na superficie deste semi-espago ¢ o eixo ¢ admitindo como apontando para baixo. Conforme
for mencionado anteriormente, propriedades de amortecimento sdo ignoradas e o movimento vertical na

superficie ¢ denotado por w..

Para determinar a resposta w(x) a uma certa distancia da superficie, uma coluna
prismatica representando uma parcela do semi-espaco ¢ examinada. Uma base rigida, suposta de

massa desprezivel. ¢ colocada na superficie da coluna.

superficie livre | Ao W .

Ag expll)

.

Figura 3.1: Definigdo da geometria para a coluna
representando o semi-espago elastico

I.'I 1 |
/ 1 |
I
v ‘Abf_‘){pﬂ\"ﬁ
/ J‘ A
] ,

Para examinar qualitativamente a distribuigao de deslocamentos ao longo do eixo
central devido a aplicagdo da carga concentrada Py, pode-se modelar o semi-espago como uma coluna
semi-infinita de area variavel. A forma conforme esta variagdo da area ¢ levada em conta da origem a

diversos modelos. Graff [1] cita expressoes como:
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. _ A
¢ linear: A(x) = f'x (3.2.1)

- AO 2
e cONICO: A(x) = e % (322)
, X
e cxponencial. A(x):ADexp[F (3.2.3)
o x)
e catenoidal A(x)=A cosh” T (3.2.4)
/

Nesta se¢do sera examinado o modelo que surge quando admite-se¢ uma variagdo
exponencial da area transversal com relagdo a x na forma dada pela equagio (3.2.3). Observa-se que,
para cada um dos modelos expostos acima, o significado de “f "¢ distinto. No modelo exponencial. ele

¢ defimdo como sendo a distancia para a qual a area transversal ¢ A, exp(1) .

Os dois parametros (A, ¢ f) controlam a forma da coluna: A, controla a abertura
inicial e o termo f ¢ responsavel por uma maior ou menor taxa de abertura. Observa-se que no limite,

quanto f — oo a coluna exponencial se reduz a constante.

Assim, para problemas onde as propriedades do semi-espago elastico variam conforme
a distancia no eixo vertical. este pode ser modelado como sendo constituido de camadas horizontais, de
rigidez e densidade diferentes, assim a coluna pode ser seccionada em diversos elementos de espessura

¢ propriedades variaveis.

A analise de cada um destes elementos pode ser feita seguindo o método tradicional
da analise matricial de estruturas ou via clementos finitos. Em primeiro lugar sera derivada a matriz de
rigidez dindmica (envolvendo efertos tanto de massa como rigidez estatica) seguindo o método dos
deslocamentos virtuais. Resultados para uma coluna finita sio apresentados comparando ambos os

métodos de solugio.

Para a determinagido da equagdo do movimento para a coluna com area variando
exponencialmente considera-se a figura seguinte onde o equilibrio no elemento diferencial de espessura

dx ¢ analisado. A expansao em termos de série de Taylor para a area ¢ o campo de tensoes ¢ utilizada.

h
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base rigida

a(x) . A(X)
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| dx
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I
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Ps.oa.ws

Figura 3.2: Coluna de area variavel

Onde “A” ¢ a area transversal. “o” ¢ a amplitude do campo de tensdes resultante, “w”
¢ a amplitude do campo de deslocamento ¢ “p” ¢ a densidade por comprimento do material da coluna.
Uma vez que supde-se a excitagdo variando harmonicamente, ¢ natural admitir-se que as quantidades
desconhecidas variam segundo exp(iot) e, portanto, apenas a amplitude das grandezas necessita ser

levada em conta. Assim, o equilibrio dinamico no elemento de comprimento infinitesimal “dz = fornece:

YF =0 (3.2.5)
desde que se incluam ao lado direito da equagdo as forgas de inércia resultantes, ou seja:
do dA 5 1 dA
—CA + c+—dx] A+—dx [+ A+——dx |[=0. 326
( dx [ dx x] WPA( 2 dx XJ Ceak

Onde estas forgas de inércia sao tomadas no centro do elemento ¢ as tensoes e areas

nos extremos. Simplificando a equagdo (3.2.6) e desprezando-se termos de segunda ordem tem-se:

d dA |
A(Ix)§+($(x)a+m“wpf‘-\(x) =0 (3.2.7)

A equacdo acima ¢ valida seja qual for o tipo de material da coluna. Introduzindo a

relagio constitutiva para materiais elasticos ¢ lineares (Let de Hooke) -



_ dw
ox)=Ee(x)=E—
dx
¢ substituindo na equagdo (3.2.7) tem-se a relagio dindmica que governa os deslocamentos ao longo de

uma coluna semi-infinita com area variavel:

LU LT 329
dx* A dx dx wax— (G2

onde a velocidade de onda longitudinal, ¢, . ¢ definida como:

(3.2.10)

- |m

C.l“ =

Introduzindo agora a expressao que define a variagdo da area transversal em relagdo a

distancia no eixo vertical:

dA A, |
A(_»;):Anexp[%] = d—x:TJexp(f] (3.2.11)

a equacdo (3.2.9) ¢ transformada em:

d'w ldw a,

7tz -+t w=0 313
dx* fdx 1° ( :
onde a freqiiéncia admensional, a, , ¢ definida por:
of
a,=— . (3.2.13)
C|

Perceber-se-a que a forma (3.2.12) ndo ¢ a mais indicada para o tratamento do
problema via MEF uma vez que o termo contendo a derivada primeira introduz uma ndo simetria na

matriz de rigidez. Evidentemente a equagdo (3.2.9) pode ser colocada na forma alternativa:

] 5 2
—i(Ad—“]+ E (=0 (3.2.14)
dx ) ¢

L
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que ¢ a mais apropriada para este tipo de tratamento.

Observa-se que, quando f— o, a expressdo (3.2.12) se reduz aquela da propagagdo de

onda unidimensional:

w=0 (3.2.15)

A solugdo geral da equagdo(3.2.12) ¢ dada por:

w(x)=C, exp(iyix)Jr C; exp(iyzx_} (3.2.16)
onde:
L L fi—aa? (32.17.a)
—_ — _— —_— a <t . “

LTS b )
- 1-4a; 32.17b

y = m T e —ad, Sl
Y=o Tor ~ BELLD
¢ “I” ¢ a unidade imaginaria. Uma vez que ndo se considera inicialmente nenhum tipo de

i i ’ iy : i i

amortecimento, as constantes ¢ € a, sa0 numeros reais . Assim, analisando tanto y; como ¥, vé-se que,
para a, = 0.5 ndo existe propagagio de onda ao longo do ecixo x ¢ o movimento diminui
exponencialmente com a profundidade. Para frequéncias admensionais maiores que 0.5, a equagao

(3.2.16) toma a forma:

X 100X X iox .
w(x)=C, exp ~of + C, exp _ME ex +_c—_ (3.2.18)
onde o termo “¢”. velocidade de onda, ¢ dado por:
2a,.c
L (3.2.19)

O primeiro termo da equagdo (3.2.18) representa um disturbio que se propaga na

direcdo positiva do eixo x € com uma diminuigao exponencial de amplitude. O outro termo representa

' As maneiras como introduzir amortecimento em modelos como o que estd sendo analisado serdio discutidas
oportunamente.
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um disturbio que também decai exponencialmente com a profundidade mas que viaja no sentido

oposto.

A velocidade de fase ¢ € um fator que depende tanto de a, (caracteristicas geométricas
¢ do meio) e da frequéncia de excitagdo o. Isto significa que uma onda harménica de freqiéneia og

somente se propagara na coluna a uma determinada velocidade Cy.

Considere-se agora um disturbio que ¢ formado pela superposigio de diversos
harmonicos ¢ que se propaga em um dado sentido. Como cada harménico tem uma velocidade de
propagagdo diferente dos outros a forma do distarbio se distorce conforme ele avanga ¢ o movimento ¢

chamado de dispersivo.

No limite, quando @—0, entdo ¢ diminui ¢ converge para ¢, ¢, consequentemente,
disturbios formados por harménicos de frequéncia mais alta estdo menos sujeitos a distorgio que os de
frequcneia mais baixa. A frequéncia especial, abaixo da qual ndo existe propagagdo de onda, ¢

chamada de freqiiéncia de corte ¢ ocorre unicamente para ag=0.5.

3.2.1 Matriz de Impedancia de um Elemento Discreto da Coluna

A matriz de rigidez dinamica de um clemento da coluna representa uma camada do
semi-espago onde as propriedades sdo adnitidas constantes. Um sistema de coordenadas local (v) ¢
posicionado no elemento hachurado da figura 3.3 e tem origem na interface superior (ponto 1) Logo

X =y + X, ¢ 0 conjunto ¢ mostrado a seguir.

superlicie livre

’ Py,wy,-0y ¢ d
/ 2 N

ez —

b SR R TR T R
| %
N

’ i Pg,“':.ﬂ';

Figura 3.3: Elemento de Coluna



O procedimento para a determinag¢do da matriz de rigidez dindmica consiste em
selecionar adequadamente os coeficientes C, ¢ C, de tal maneira a satisfazer as condigdes de contorno

na interface dos nos 1 ¢ 2 (onde y =0 ¢ y=d) . Assim, o deslocamento ¢ tensdo no nd 1 pode ser

{WI} R 1{c,} .
=1 _ 220
o, \_157, 1E'yﬂ__J C; ¢ )

Expressando analogamente para o nd 2 ¢ eliminando o vetor Ci obtém-se uma matriz

dado por:

de transferéncia relacionando o estado do né 2 ao no 1:

W, et —y e i/ le™ —e™||(w
{ } ] % y] é[ ]{ '} (3.2.21)

. Yot iEY|Yg[e‘T'd B e"rzd] y.e™ —y e ||o

que pode ser rearranjada para:

fe] ' . hd 1f4d —v. ”
: = ._% Y«-e ﬁl,']-e*,- 5 ‘Y; ’Y.; y “’l (3222)
G, e —g' (Y:—Ti)e i) Yzem‘ — 450 Wy,

Finalmente, expressando as forgas nos nos 1 ¢ 2 em fungdo da tensio:

xl
P =-0A,ex T

x1+d]
f

P, =0,A, exp{ (3.2.23b)

¢, como Py ¢ o, tem sinais opostos, um sinal negativo ¢ introduzido na equagao (3.2.23.a). Assim:

P]_EAve(?)fS, S, J(wi]_ gy (229
P, | f g}g §32 W, W, o

Os termos S. representam o que Wolf [2] chama de matriz de ngidez dinamica

admensionalizada. Assim;



'Y| exp(i‘de) - Y: exp(iy]d}

5, =if : - (3.2.25.2)
exp(IYld) _exp(rhd) :
= = ep Y=Y -
S, =S, =if—— 3225b
SR expl(iy,d) —expliy,d) ASHE
S = ifexp[gw% exp[I.’YId) 1, ex-p(l"f‘md) (3.2.25.0)
N £) expliv,d) - explivd)

3.2.2 Matriz de Rigidez para um Elemento Infinito da Coluna

Embora a coluna descrita na segdo anterior possa ser modelada por meio dos
elementos desenvolvidos. tal discretizagdo ndo permite que a condigdo de radiagdo de Sommerfeld seja
satisfeita ¢, portanto, nao pode ser utilizada para modelar apropriadamente o semi-espago. Assim, um
clemento representativo da parte da coluna que se prolonga ao infimto ¢ necessario para que analises
realisticas sejam feitas. Para entender o comportamento da equagdo a medida que o dominio se

prolonga até o infinito. a equacdo (3.2.18) ¢ reproduzida abaixo:

X 100X X 1mWx
w(x)=C, exp[—«E]exp{—T} Ces exp(— of }exp(+T) (3.2.26)

Esta solugdo ndo ¢ identicamente igual a zero, embora tenda a zero no infinito ¢

representa duas ondas distintas se propagando em diregdes opostas [1]. Admitindo-se que a coluna ¢
semi-infinita, nenhuma onda provém do infinito e, consequentemente, a equagdo acima somente

reproduz esta situagdo se o termo C; ¢ escolhido como sendo 1gual a zero ¢, portanto:

iox )
c )
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—_—
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Assim, aplicando um deslocamento no topo da coluna, nenhuma onda proveniente do

infinito resulta. Selecionando C, = 0 na equagdo (3.2.26) tem-se:

w(0) =w, (3.2.28.a)



o, =iEC,y, (3.2.28.b)

Eliminando C; de ambas as equagdes ¢ introduzindo na equagdo (3.2.23.a) obtém-se a expressdo

relacionando a forga atuando na interface com o deslocamento:
P, = -iEA, exp(t)y,w, (3.2.29)

ou usando o mesmo fator anterior para admensionalizar o resultado:

P = E? exp()S,w, (32.30)

onde

)
)
e
—

o

§1:—iy|t‘_%(1+,/1—4agj) G.

Para o caso estatico, a, = 0 e S, =1. O fator usado para admensionalizar S, ¢é.

portanto, a rigidez estatica da coluna infinita. Para O <a, <05 , um fator real aparece ¢, para

a, > 05, o coeficiente admensionalizado torna-se¢ complexo. Assim, S, ¢ separado nas suas partes

real e imaginaria:

S, =k, +iac, (3.2.32)

onde o termo k; representa um coeficiente de mola e ¢, um termo de amortecimento. Pode-se

representar a coluna, entdo, por uma associagdo amortecedor-mola apoiados sobre uma base rigida:

¢ P, exp(imt)

P
=== ===

base rigida

Figura 3 4. Modelo amortecedor-mola

O comportamento de cada uma das grandezas acima em relagdo a variagdo de a, pode
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ser visto no grafico seguinte:

anatermmento (C) )

rigiez (K, )

Amplinade
f=)
i
1

0,0 =] fregit¥ncia de
cale

T T T
0.5 10 1.5 20 25 30

A =i

Figura 3.5: Parametros obtidos para a coluna exponencial

3.2.2 Taxa de Transmissdo de Energia na Coluna Exponencial

O coeficiente de amortecimento ¢, da coluna esta presente apesar de nenhum tipo de
amortecimento material ter sido incluido. Ele aparece devido simplesmente a variacdo de area da
coluna independente dela ser exponencial, linear, etc e, por isso. ele ¢ chamado de amortecimento

geométrico.

Além disso. este coeficiente ¢ uma medida da transmissdo de energia atraves da coluna
¢ ¢ calculada como sendo o produto da parte real da forga atuante no ponto considerado ¢ da parte real
da velocidade de deslocamento ponderado sobre um periodo 2n/w. Assim, admitindo novamente que

todas as grandezas variam segundo exp(imt), tem-se:

T= %?Re[ P. exp(imt)] RE[ d:;' exp(iﬁ)t)] dt (3.2.33)
Analisando os dois fatores acima tem-se:

Re[P, exp(iot)| = Rel P, ) cos(at) — Im(P,) sen(ct) (3.2.34.2)

R i i ]: {d& wt —lm-d‘i sen(wt 32340

e[ dt exp(lu)t)J R “dt Jcos((m) [ d ] (mt) ( )
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¢ substituindo os fatores na férmula (3.2.33) e integrando com respeito ao tempo resulta:

- ;{Re(pl)m{%}r lm(P])In{%)] (3.2.35)

Além disso, se as grandezas sdo harmomicas, entdo:

fad
fad
h

d
% = iow, = —oIm(w,)+ioRe(w,) (3.2.36)

Até este ponto ndo se levou em conta a forma da coluna, de maneira que as expressoes

anteriores sdo validas seja qual for esta variagdo. Utilizando as expressoes (3.2.34) chega-se a:

|
f f

EA, X ) ) 5
P, = exp(—}k] +1aoc,)[Re(w1)+1lm(w])J

Substituindo ambas as expressoes em (3.2.35) tem-se, para a taxa de transmissao:

o

T_mEA(i' xl [R 2 = )+'[ 2y ]é _(DEAD ﬁ} ‘ 3
= "op exp lc.aocl e (w, m-(w,)|* = of ex f_aoc,wl

(3.2.36)

¢, como era de se esperar, o termo k; ndo influr na maneira como a energia ¢ transmitida. Em outras
palavras, apenas a parcela da equagao (3.2.32) referente ao termo de amortecimento influl na taxa de

transmissao. Portanto, para frequéncias abaixo daquela de corte, nenhuma energia ¢ transmitida.

3.3 A Coluna Linear Semi-Infinita

Uma outra maneira, mais realista. de modelar o semi-espago é por meio da coluna
linear. Embora utilizando a classificagdo de Graff [1] esta seja uma coluna essencialmente conica, o
termo linear ¢ usado porque admite-se uma variagdo lincar do raio da segdo transversal com a
profundidade.
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Uma vez que este modelo ndo apresenta fregiiéneia de corte (como sera demonstrado).
os resultados obtidos com simulagdes utilizando este modelo sio mais proximos das solugdes

completas que o anterior [3]. A geometria do problema ¢ visualizada na figura seguinte.

origem do sisterma

i ;ef) de coordenadas
'
: 7 T
Xo P ,-/
X |, £ E 0 4
S AN . ) ro=d ff
A 4 ] [ --:‘\ o /
| B &%
f o —\
— — A(x
~ %

Figura 3.6: Coluna linear

Dessa forma, uma descrigao apropriada para a area seria:
A(x)=nr’(x) =nx’ tan” 0 (33.1)
a qual ¢ valida sempre que x 2 X,,. Reproduzindo aqui a equagdo (3.2.9):

a:igw-*.id_.»%dw+(,02
dx’ A dx dx ¢

w(x)=0 (33.2)

tem-se a equagdo diferencial para os deslocamentos em uma coluna conica semi-infinita:

d3w+2dw+m2 . 0 (3.3.3)
— 4 —— WKy = 3.3,
dx* xdx ¢ (x)

Cuja solugdo ¢ dada por:
C, , C, _ R
w(x) =-——exp(—|(m)+?'exp{+|0x) (3.3.4)
X

Da mesma forma que no caso da coluna exponencial. pode-se determinar uma matriz
de impedancia para um elemento finito da coluna onde as propriedades sdo constantes, taxa de energia,

cte,



3.3.1 Matrizes de Impedancia para a Coluna Linear

Utilizando o mesmo processo descrito na segdo 3.2 pode-se determinar as matrizes de

rigidez finita e infinita para a coluna linear.

angemdosist coodenadas
spaficed 8 7 |
el | %
i o ._I =t (e e M 1 e | L] M| M 1
/ X
/ "‘
A/ \
[ denerto —\ %
Ay
/ perte mfimta ____\

Figura 3.7: Geometria da coluna linear

Os resultados para um elemento da coluna entre os pontos X, € X;; Sa0 0s seguintes:

[ kE L EA, _ X kEA, ]
j P 1 | tan(kd) X. x sin(kd) I .
P|+] 3‘:-1-I](E‘A kEﬁ‘ux1+1 x:+]EA "V (JIJ- )
[ x,sin(kd) tan(kd)x] J
¢, para a parte infinita da coluna:
EA | .
P =—(+ikx, ) w, (3.3.6)
XI"I
onde o numero de onda, “k” . ¢ definido como:
()]
k=— (33.7)
¢
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Da mesma forma que para a coluna exponencial, pode-se definir uma expressao para a
taxa de propagagio de energia através da coluna. No entanto. esta expressao ndo ¢ necessaria uma vez
que pode-se utilizar a expressdo (3.2.35) para um calculo numérico direto. Isto tem a vantagem de ser

mais facilmente implementado nos codigos de elementos finitos.

3.3.2 Confiabilidade dos Resultados do Modelo Linear

Modelos simplificados para o semi-espago sdo utilizados principalmente a fim de se
evitar formulagdes rigorosas da elastodindmica que podem se tornar muito dispendiosas do ponto de
vista computacional.. Segundo Wolf [2], as principais restrigdes quanto ao seu uso podem ser

resumidas em:

e 2 teoria associada a eles ¢ baseada em formulagdes simplificadas da resisténcia dos materiais ao
invés da teoria rigorosa da elasticidade
e grandes porgdes do semi-espago sdo negligenciadas pelos modelos de cones

e pela sua propria forma, eles ndo podem representar a influéncia de ondas de Rayleigh®.

O artigo de Wolf e Meek [5] analisa cada um dos pontos acima descritos tanto para o
caso estatico quanto para o dindmico ¢ mostra que estas restrigdes tem menor importancia quando

comparadas as qualidades do modelo de cone.

] A BT
_r 'J; ndo decai -L ;
+«—— — i
@— fundagio

i.'| onda de Rayleigh

onda de = | o ondade
cisalhamento compressio

Figura 3.8: Modo de propagagio ¢ decaimento em dominios 2D

?A teoria associada a propagagio de ondas em dominios multidimensionais serd resumida no proximo capitulo
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A figura anterior ilustra os principais tipos de onda que atuam em dominios bi-
dimensionais. As distincias marcadas correspondem os espago percorrido pelos distarbios apos um
certo instante At no qual se inicia a excitagdo através da fundagdo. A grandeza °r’ corresponde a

distancia radial

Inicialmente mostra-se que a solugdo para o problema da carga concentrada atuando
na superficie do semi-espago elastico deve se comportar segundo l/r tanto para o caso estatico

(soluciio analitica de Boussinesq) quanto para o dinamico.

Neste caso mostra-se que as ondas de corpo (ondas de compressdo ¢ de cisalhamento)
estio contidas em uma semi-esfera cujo raio aumenta progressivamente ¢ portanto, s¢ a ler de
decaimento acima ¢ verdadeira. a condigdo de radiagdo de Somerfeld ¢ obedecida mesmo para o caso

em que a freqiiéncia tende a zero.

Para o caso de materiais compressiveis ( v < 1/3) mostra-se que a hipotese de que
segdes planas permanecem planas € aproximadamente verdadeira o que indica que as hipoteses da

resisténcia dos materiais sdo validas.

Ainda segundo Wolf, o fato do modelo desprezar largas porgdes do semi-espago nao ¢
um fator determinante pois. para o caso de materiais compressiveis, a solugdo ndo aproximada para o
semi-espago mostra que a regido negligenciada pelo modelo ¢ fracamente deformada sendo que 90% da

deformagdo se concentra na parte interior do cone.

As ondas de Rayleigh sdo. aparentemente, a unica classe de perturbagdes que o
modelo de cone ndo pode reproduzir pelo fato destas serem ondas de superficie que decaem muito
rapidamente a medida que se afastam da superficie. Além disso, segundo Miller ¢ Pursey [6], cerca de
67% da energia transmitida ao solo na forma de deslocamento estatico se da na forma de ondas de

superficie.

Entretanto. o artigo acima mostra que a influéncia destas ondas decal rapidamente a
medida que se aumenta a freqiéncia de excitagdo se tornando desprezivel a altas frequéncias o que
indica a aplicabilidade do modelo no caso dindmico nesta regido. De fato percebe-se que as curvas
obtidas para estes modelos tendem para os resultados do semi-espago a medida em que se¢ aumenta a

frequéncia
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3.4 Aplicacdo dos E.I.’s aos Modelos do Semi-Espaco

Nesta se¢do serdo apresentados os resultados obtidos da aplicagdo numeérica da teona
descrita no capitulo anterior aos modelos unmdimensionais simplificados do semi-espago elastico na

forma de curvas de resposta em freqiéncia.

Um método rudimentar de se obter tais curvas € o de se variar o parametro k (numero
de onda) para uma faixa ampla de freqiiéncias ¢ observar-s¢ a resposta (deslocamento) no topo da
coluna para um carregamento de amplitude unitaria. No entanto, uma vez que as matrizes de massa ¢
rigidez niio sdo constantes (como ocorre no MEF), esta ¢, aparentemente, a inica maneira de obter tais

curvas.

Uma vez que a equagdo (3.2.9) ndo tem a forma apropriada para uma analise via

clementos finitos. opta-se por iniciar-se a analise pela equacdo (3.2.14) que ¢ reproduzida em seguida:

L d A dw +(1)2 ( 0 (341

e [ o ~w(Xx) = K

Adx\ dx /) ¢ wiE) ]
ou seja.

d dw ) o’

—|A— H—Aw =0 342

dx[ dx J+ C; BWLE) ( )

Multiplicando a equagdo pela fungido ponderadora t(x) e integrando sobre todo o dominio tem-se:

d{ dw) o ,
It(x) —|A— H—5Aw(x) |dx =0 (343)
: dx\ dx / ¢ _
que pode ser escrita como:
T .. &f ¢ o’
It(x)—[A—W]dx + J —At(x)w(x) dx =0 (3.4.4)
dx\ dx g

X5

67



Para o caso da coluna exponencial tem-se X, =0 ¢ X; =<°. Para a coluna lincar,
devido a origem do sistema de coordenadas posicionar-se acima do semi-espago, tem-s¢ X =X, ¢

X, =eo. A integragdo por partes no primeiro termo da equagdo acima fornece:

X=Xy

j A(x) [3_‘“—“ - kltw] dx, = ALY
dx dx dx

A R=XG

que ¢ a equagdo utilizada pelo método dos elementos finitos.

3.4.1 E.I.’s de Decaimento ¢ Coluna Exponencial

A aplicagdo desta classe de elementos infinitos ao modelo da coluna exponencial
fornece bons resultados para as FRF’s uma vez que a solugdo esperada possul. também. um
comportamento exponencial decrescente. Em todos os exemplos utilizados foi adotado um sistema de

coordenadas local ao elemento infinito sem a utilizagao de coordenadas normalizadas.

A principal vantagem desta abordagem esta em se evitar a troca de variavels
necessaria para adequar o dominio de integragdo de |-1,00] para [0,00]. Por outro lado. isto implica em

maiores dificuldades para se obter as fungdes de forma de elementos finitos correspondentes aos nos

em 0. d. 2d. 3d. etc. onde d € a distancia entre os nos.

|
carga concentrada. | grea inicial = 1.0
| i - .
| TE— —_ elementos fintos
| | . i
p | " terpolagio
\ linear
/ \
gl iy elemento infinito
/ varios graus de
/ T 5 interpolagipo
/ d | =
3

Figura 3.9: Geometria utilizada na discretizagdo

A utilizagdo de um niimero variavel de elementos finitos no intervalo entre a superficie

do semi-espago e o inicio do elemento finito ¢ feita obedecendo-se a uma interpolagdo do tipo lincar.
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Estes elementos finitos devem ser responsaveis pela aproximagdo da solugdo no intervalo acima

mencionado. As fungdes de forma para este caso sdo:

&—~1 e+1
Nl(E)ZT e N?(E):T (3.4.6)

em coordenadas normalizadas. Aplicando-se estas fungdes na equagdo (3.3.12) obtém-se a matriz de

rigidez por elementos finitos. Apenas para comparagdo, o primeiro termo desta matriz €

exp(4)(1-212k?) +2£2k? + 2fdk? + d*k* — 1

K(L) = A, exp(")f E (3.4.7)

¢ a expressao para definir a area transversal da coluna em termos da coordenada local € dada por:

o+ X
A(x) = A, exp[x : x] (348)

onde “x” ¢ a coordenada local e x, a distancia entre o inicio do elemento ¢ a superficie do semi-

€spago.

elementos constantes

A utilizagdo de clementos constantes fornece bons resultados para as curvas de
resposta em freqiiéncia nas regides ndo muito proximas da frequéncia de corte. Isto ocorre porque
nesta regido existe uma singularidade na curva tedrica que ndo pode ser prevista utilizando-se
elementos infinitos. A introdugio de pequenas quantidades de amortecimento no modelo transforma
esta singularidade em um pico pronunciado que €. por sua. vez melhor aproximado. A fungdo de forma

constante para o e¢lemento infinito €

N exp{—%ﬂkx) (3.4.9)

e. introduzindo tal fungdo na equagdo (3.4.5) ¢ integrando analiticamente no intervalo [0,eo] resulta.

para o termo de rigidez:

—_— W-)f(_zikdwdzk?—1](d—2f—2ikdf) 54710
o = Ao XPUATE TG 447 F + 4df” +4d°F2K »4.10)
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onde “1” ¢ a unidade imaginaria. A comparagdo deste termo com o da equagdo (3.2.30) ¢ ilustrada na
figura seguinte para o casoonde A, =f =d =1 e x, =0 (elemento colocado na superficic do semi-

espago ¢ nenhum elemento finito). As curvas referem-se a parte real € imaginana.

parte real

T I T T T T

curva teorica

elemento mfimto

=
&)
T

do

clemento mfinito

05

curva teorica

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 3.10: Curvas de resposta em freqiiéncia para o modelo da coluna
exponencial aproximada com elemento infinito constante

elemento linear

A 1ntroducdo de fungdes de forma lineares permite uma melhor aproximacdo para o
modelo na regido da freqiiéncia de corte em relagdo a aproximagdo com o elemento constante.
Entretanto, em virtude da dificuldade de se integrar analiticamente a matriz de rigidez por EI’s,
decidiu-se utilizar o procedimento descrito no item (2.4.1) para integragdo numcérica. As fungdes de

forma para o elemento infinito sdo:

X X .
N, =[l——)exp(—g+1kx] (34.11.2)

(=™

exp[l—iﬂkx] (3.4.11.b)
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¢ as curvas obtidas para a fungdo de resposta em freqiiéncia sao ilustradas abaixo para 0, 16 ¢ 64

clementos. A distancia entre os nos destes elementos foi admitida como sendo também 1gual a “d”.

2,0+ ——Re(C,) - Wolf
Im(C,) - Wolf

—— Re(C) - Elementos Infimtos

@ ——Im(C ) - Elementos Infinitos
L v
[a'4
b
R
—
§
£
vl
e
=
o3
=¥

1.0

J T y T : T X T " T -
05 1,0 1.5 20 25
A ~ofic,
Figura 3.11: Elemento infinito posicionado em x=0
209 ——Re(C,) - Wolf
! | O — - Im(C,) - Wolf
1,5

—=— Re(C, ) - Elementos Infinitos

_g —s—Im(C, ) - Elementos Infinitos
'

©

.8

=

g

&n

g

wy

g 4

§ »0’5 | P

1,01 .
T T T T J T T T ” T 1
05 1.0 15 20 25

A o=mﬁ’c|

Figura 3.12: Elemento infinito em x=10 ¢ 16 elementos finitos
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5B Re(C,) - Wolf
] Im(C,) - Wolf
19 —=— Re(C,) - Elementos Infinitos

E ] —e—Im(C) - Elementos Infimitos
o 1,0

D
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8 05-
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cS;D i
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05 1.0 1.5 20 25
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Figura 3.13: Elemento infinito em x=10 ¢ 64 elementos finitos

Como pode-se perceber pela comparagdo das trés curvas, a introdugdo de clementos
finitos no modelo ndo contribui para o resultado final da aproximagdo. Isto se deve ao fato da matriz
de rigidez elementar por EI's introduzir um termo complexo na matriz global que €. por sua vez,

formada de elementos reais.

elemento quadratico

O elemento quadratico apresenta uma sensivel melhora na aproximag¢do em relagdo
aos anteriores principalmente na regido da frequéncia de corte. Para situagdes em que amortecimento
histerético esta presente, este tipo de elemento deve fornecer resultados bem proximos da solugdo exata

nesta regldo.

Utilizou-se novamente o procedimento de integragdo numerica, desta vez com um
numero maior de pontos de integragdo. Observa-se que um aumento exagerado do namero de pontos de
integragdo nao contribur para a precisdo dos resultados e, ao contrario, provoca um mal
condicionamento quando da obtengdo dos coeficientes dos polindmios de Lagrange reduzindo a

precisdo na regido de baixas freqiiéncias.

As fungdes de forma correspondentes a interpolagdo nos nés em 0, d ¢ 2d sdo:
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[ 3x 1 )c'21 .

N, =|1 >dt2lg Jexp —H+1k}< (3.4.12a)
N, =|2% 1[5-)5 p(1—5+'1<] (3.4.12.b)
2_“d2d__ex dlx 3.4.12.
N. = lr§+(52_ -2—3+‘k ' 3.4.12.0)
.= 2Ld q _exp q 1)(/f (34.12¢

A introdugio de um fator real interno ao argumento da fungdo exponencial é

necessaria para garantir que a fungdo de forma (complexa) tenha angulo de fase igual a zero no no a

que ela se refere. Além disso nota-se, novamente, que a introdugdo de elementos finitos ndo contribul

para uma melhor interpolagao dos resultados.

Partes Imagmnaria e Real

0,5+

1,04

—— Re(C,) - Wolf
Im(C ) - Wolf

—— Re(C)) - Elementos Infinitos
—— Im(C, ) - Elementos Infinitos

T
15

05 1.0 2,0 25
A =oflc,
Figura 3.14: Elemento infinito posicionado em x=0

73



2,0 — Re(C)) - Wolf

4 Im(C,) - Wolf
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Figura 3.15: Elemento infinito em x=10 ¢ 16 elementos finitos
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Figura 3.16: Elemento infinito em x=10 ¢ 64 ¢lementos finitos

elemento cubico

O elemento cubico ¢ um prolongamento das qualidades do elemento quadratico. A

precisdo alcangada sobretudo na regido da freqiiéncia de corte ¢ muito boa. Entretanto, devido ao
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maior grau dos polinémios envolvidos, o algoritmo de integragdo numerica necessita de um maior

numero de pontos de integragao. o que envolve imprecisdes na regido de baixa frequéncia.

Deve ser notado. entretanto. que esta aparente dificuldade do método pode ser

compensada pela introdugdo de um algoritmo de obtengdo dos coeficientes dos polindmios de Lagrange

que ndo necessite da inversdo da matriz definida em (2.4.10). As fungdes de forma para o elemento

sdo:

N, =

11x (x} 1(x ]
il ) inth It P = 3413
1 6d+[d, b[djjexp[ d+1kxw ( a)
. E[ETJF_'(EF L{] =ik \ (3.4.13b)
a"2\a) T2la) oA Tt -
:;’(Jrz(x]2 1 x)ﬂ 3-Eui ] (34.13.0)
e S sl e 4.13¢c
5a g “ald) PR g ) ’
Ix If{xY 1I{x 3-| X )
oL P S i ol 3——+ ik 34.13d
e Z[d)—'—ﬁ[dJJeXp[J d+1 x) ( 3.d)

Novamente observa-se que os elementos finitos colocados na regido proxima ao ponto

de aplicagdo ndo terferem no grau de precisdo alcangada.

Partes Real e Imagmnaria

20 F

15 F

10 |

05 F

00

05

— Re(C) - Wolf
Im(C,) - Wolf

—=— Re(C) - Elementos Infinitos
—— Im(C)) - Elementos Infimtos

1 1 1 L 1 1 | L Il L 1 3

00 05 1,0 15 20 25

— 7,
A “—( nf/c L

Figura 3.17: Elemento infinito posicionado em x=0



Partes Real e Imaginaria

Partes Real e Imagmaria

20+ _ .
— Re(C ) - Wolf
Im(C ) - Wolf
1.5
i —=— Re(C ) - Elementos Infimtos
10k —e—Im(C ) - Elementos Infinitos
05}
00}
05
1.0k
1 1 1 L 1 L 1 1 1 i 1 1
00 05 1.0 15 20 25
A =offc;

Figura 3.18: Elemento infinito em x=10 e 16 elementos finitos

20 |- ]
— Re(C) - Wolt
Im(C ) - Wolf
1.5 |
L —=— Re(C) - Elementos Infimtos
ol —e+— Im{C) - Elementos Infinitos
05
00
05 -
10}
1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 i
00 05 1,0 15 2,0 25
A =of/c;

Figura 3.19: Elemento infinito em x=10 ¢ 64 elementos finitos.
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elemento quartico e energia transmitida pela coluna

A taxa de energia transmitida pelo coluna mostra muito bem o comportamento do
termo de amortecimento geométrico. Para este caso escolheu-se £ = 0.5 | de maneira que a freqiéncia
de corte agora ¢ 0 =1.0.

O clemento quartico foi desenvolvido para mostrar o grau de convergéncia da
interpolagdo por elemento infinito. Isto significa que, se o aumento sucessivo do grau dos polindomios
das fungdes de forma pudesse ser aumentado indefimdamente. a precisdo alcangada seria cada vez
melhor, excetuando-se problemas de precisdao numeérica. Na pratica, entretanto, a situagdo ndo ¢ tao

stmples.

Os problemas numéricos na regido de baixa frequéncia ndo permitem uma boa
precisao nesta regiao ¢ o tempo de CPU ¢ progressivamente mais elevado a medida em que se eleva o
grau de interpolagdo. Assim, o clemento em questdo fornece os melhores resultados para a interpolagao
da solugdo na regido da frequéncia de corte porém ele pode ser encarado como muito dispendioso do

ponto de vista computacional.

Novamente empregou-se um numero variavel de elementos finitos na regiao proxima
ao ponto de aplicagido da carga correspondente a 0. 16 ¢ 64 elementos. As fungdes de forma para este

elemento sao:

N, =|1 25X+35[x : 5( ];+ l(x | [ 2 +ik ) 3.4.14.2)
=l l-———| = | —— —| = - 4.14a
= 2at2ald) Tala) Yaala) PR (

N, =| 5% Eifﬁﬁ l[i)q (1 im] AP
»=%3~3\q) T2ld) “sla) [FAgt e
[ % 19f%Y ¥ 1fxY¥] X 3
v P | 2-=+ik: 34.14.c
N 3d 4[(1) 2(d]+4[d}Jexp( d+1 ’{J ( c)

x37x31x'4-| o N
(5] 2l3) 5(a) o3 s

4] % 3
J exp[Z——Hkx 3.4.14.¢)
U d J
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Partes real e imaginana

Partes real e imaginaria

2.0 — Rﬁ{c\: )= Wolf
— Im{C,) - Wolf
1,5 —=— Re(C,) - Elementos Infinitos

—+— Im(C, ) - Elementos Infinitos

1,0
0,54
0,04
0,5
-1 .0_
| ¥ T T I M I ' I L 1
0.0 05 1.0 15 2.0 25

A0=mﬁ’cL

Figura 3.20: Elemento infinito posicionado em x=0.0
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Figura 3.21: Elemento infinito em x=10.00
e 16 elementos finitos
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Figura 3.22: Elemento infinito posicionado em x=10.00
e 64 elementos finitos.
0,0 -
| ——o— Energia Propagada - Elementos Infinitos
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g ]
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A energia propagada pelo elemento ¢ plotada na figura anterior

A =offc)

Figura 3.23: energia propagada: elemento infinito

em x=10.00 e 64 elementos finitos.

. Observa-se que na

regido entre ®=0.0 ¢ a fregiiéncia de corte ndo existe propagagao de energia uma vez que a diferenga

de fase entre os deslogamentos ao longo da coluna ¢ igual a zero.
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campos de deslocamentos na coluna exponencial

Uma observagdo interessante que pode ser feita em relagdo a modelagem da parte
finita da coluna por meio de elementos finitos ¢ a capacidade destes em modelar de maneira acurada os

campos de deslocamento da coluna.

Estes campos de deslocamento foram obtidos com o elemento infinito cubico descrito
acima para um comprimento da parte finita de L=10. Avaliou-se também a influéncia da discretizagao
na obtengdo destes campos de deslocamento. O grafico abaixo refere-se aos deslocamentos

correspondentes a a,=2.00:

superficie

,
a

{per |
E
Q
= —— deslocamento - parte neal
g el I —— deslocamento - parte imagindna
5 i i —— deslocamento - valor absoluto
G &
S B8t
o,
A0

-12 L L
05 04 03 02 01 00 01 02 03 04 05

deslocamento [m]

Figura 3.24: deslocamentos observados na coluna esponencial
para a,=2.00. Discretizacdo por 100 elementos finitos

A figura seguinte ilustra o comportamento da fase da resposta em frequéncia ao longo

do comprimento da coluna para a; = 2.00. Para ilustrar o verdadeiro decaimento do perfil de
, . | X
deslocamentos ¢ plotada, por comparagdo a curva f(x) = Eexp 5 ) Os resultados mostram que o

elemento aproxima de maneira acurada o comportamento da fase da solugdo.
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Figura 3.25. Comportamento da fase do campo de delocamentos
para a,=2.00. Discretizagdo por 100 elementos finitos

Uma caracteristica importante do elemento infinito utilizado € que o mesmo reproduz

o campo de deslocamentos da mesma maneira que os elementos finitos.

3.4.2 E.1.’s de Decaimento Exponencial e Coluna Linear

A utilizagdo de elementos do tipo exponencial para aproximar a solugdo da coluna
lincar fornece resultados apenas satisfatorios. Isto se deve principalmente ao fato da solugdo da
equagdo para a coluna linear obedecer uma regra de decaimento diferente daquela fornecida pelo
elemento exponencial. Assim, verifica-se que o aumento da ordem dos polindmios das fungdes de
forma ndo traz grandes aumentos na precisio dos resultados, como sera verificado a seguir A

expressdo que se utiliza para definir a area em fungdo da coordenada vertical ¢ dada por:

A(x) =rtan’ (0)(x+x,)’ (34.15)

para o sistema de coordenadas colocado na superficie do semi-espago ou
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A(x)=mtan’ () x° (3.4.16)

para a situagdo onde a origem das coordenadas coincide com o vértice da coluna. Uma vez que ja sc
demonstrou que o numero de elementos finitos ndo ¢ uma fator determinante para o aumento de
precisao optou-se pela escolha de um numero fixo de elementos igual a 64. Os graficos sdo plotados

para a coluna onde 8=02rad ¢ x, =1.

elemento constante

O elemento exponencial constante fornece resultados tio bons quanto o de qualquer
outro grau de interpolagdo para o problema da coluna linear. Isto se deve ao fato desta classe de

elemento ndo aproximar de maneira conveniente a solugdo do problema para um dominio semi-infinito

Para o clemento constante foi plotado um unico grafico com 64 elementos finitos
colocados na coluna . Os resultados mostram as deficiéneias deste tipo de elemento na situagdo acima
exposta. Ainda assim. os resultados sdo considerados bons. A fungdo de forma correspondente ¢ a
mesma da equagdo (3.4.9) com a mudanga apenas na forma de se admensionalizar a parte real do

argumento da fungao exponencial.

1,6 ——Re(C) - Plenge
1.4~ _mE

124

—— Im(C,) - Plenge

—=— Re(C)) - Elementos Infinitos

—+— Im(C, ) - Elementos Infinitos

Partes real e imaginara

10+ ey ey —

0,01 0,1 1
Ao=mroa"CL

Figura 3.26: Elemento infinito posicionado em x=6.4 ¢ 64 clementos finitos
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elemento linear

A introducdo do elemento exponencial linear na coluna fornece uma aproximacdo
razoavel em todo o cspectro de frequéncia. Na verdade, clementos infinitos do tipo exponencial nao
fornecem resultados tdo bons em situagdes de sistemas de primeira ordem ou correlatos, como ¢ o caso

da coluna linear. As fungdes de forma para este elemento sdo as mesmas da equagao (3 4.11)

N "—(l—i.] [—£+'k] 3411
|—. dexp d 1KX (3. a)

X X . .
N. =-exp[1——+1kx) (3.4.11.b)

Re(C,) - Plenge
LTS Im{C_ ) - Plenge

—=— Re(C, ) - Elemenios Infinitos

——Im(C,) - Flementos Infinitos

Partes real e imaginaria

0,8+

‘1,0 T T T T T T T T T T T T T T T Tl T L

0,001 0,01 0.1 1
Ao= or o;’cl_

Figura 3.27: Elemento infinito em x=10.00
¢ 16 elementos finitos

elemento quadratico

O elemento quadratico ndo aumenta significativamente o nivel de precisdo encontrado
na interpolagdo da solugdo pelos mesmos motivos descritos acima. O grafico abaixo mostra que 0s
elementos de decaimento exponencial aparentemente ndo convergem para a solugao procurada seja

qual for o grau da interpolagdo utilizada. As fungdes de forma para este elemento sio:



2|
N, = 1———+—[—J Jexp[——+ikx)? (34.12.2)

xz X
N, = 2———(—) exp(]—g-i—]kx] (3.4.12.b)

N, = lr—’-‘-+ ET_ 2% ik (3412
= 2[(1 1 _ex 1 1x) (34.12.¢)
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A Im(C, ) - Plenge

1,4— I.....I

—#— Re(C ) - Elementos Infinitos
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08-
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0,2
0,0
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0,6
08-
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‘\f mroch

Partes real e imaginaria

Figura 3.28: Elemento infinito posicionado em x=6 4
¢ 64 clementos finitos

3.4.3 E.I.’s de Mapeamento ¢ Coluna Exponencial

Considera-se nesta se¢do a impossibilidade de se aplicar os elementos infinitos de
mapeamento ao problema da coluna exponencial. Considera-se em primeiro lugar o elemento de

mapeamento linear onde tem-se um no posicionado em € = —1 que corresponde a X = X, € outro no
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em €=+1 que corresponde a X — 0. A expressdo que define 0 mapeamento ¢ a mesma da equagao
(2.5.19):

) o (34.17)
X(E) = 4.
( 1—¢
¢ a equagao que define a matriz de rigidez do elemento infinito ¢:
IA I 9, kK*N\N_ |d (3418
= X 3.9,
]m d.X dX 1" m | 3 J
E utilizando a regra comum para derivagdo em cadeia:
dN dN de
— (3.4.19)
dx de dx
obtém-se, a matriz de rigidez em coordenadas normalizadas:
K| TA _2x, N, dN, ) kKN, N hixd (3.4.20)
= | - £ 4.
m =) 0N t1-e) ] de  de \dx " | g

Uma vez que ndo se necessita da fungdo de forma correspondente ao no no infinito, a
matriz acima se reduz a apenas um termo (correspondente a fungdo de forma N, ). Assim, introduzindo

0s termos restantes na equagdo anterior tem-se uma expressao aparentemente simples para o termo de

rigidez:

- —-€ 2%, \l (3421.2)
N, (e eXpl 1 ¢! ) 42la

dN, e-1+2ikx, 2%, ]
_ & 3.4.21b)
de 2(1-¢) p[l—el ( '
- e . 2%, 1 4ikx, \l — 26487 —4ikx -8k’ xn d R
LA e (T 1-¢ ) 8x, . e



A analise da equagdo acima mostra que o integrando ¢ uma func¢io oscilante de
amphitude crescente devido ao termo exponencial de argumento real maior que zero. Isto significa que

a integral ¢ divergente € ndo pode ser integrada nem mesmo numericamente.

A razdo disso ¢ que introduziu-se na integral um termo exponencial (responsavel pela
variagdo de area) cuja taxa de crescimento nio pode ser anulado pelos elementos de mapeamento que
tem um crescimento polinomial. Este ¢ um exemplo extremo que mostra que os elementos infinitos de

mapeamento ndo podem ser utilizados em dominios cuja taxa de crescimento € maior que a polinomial.

3.4.4 E.I.’s de Mapeamento e Coluna Linear

Diferentemente do caso da coluna exponencial. os elementos de mapeamento aplicam-

se muito bem para casos de integrandos que variam polinomialmente, como € o caso da coluna linear.

Os resultados analiticos obtidos com elementos de mapeamento pela integragdo direta
das matrizes de rigidez sdo mais dificeis de serem obtidos que seus pares com elementos de decaimento
exponencial. Isto acontece porque nos elementos de mapeamento existe em algumas situagoes uma

singularidade na coordenada € = 1 que deve ser levada em conta no procedimento numérico.

A técnica de integragio adotada ¢, portanto, aquela descrita na segdo (2.5.3). Os

resultados mostram que. mesmo com o elemento linear, resultados muito bons sdo obtidos.

elemento linear

O clemento linear implementado para a coluna de arca lincar fornece resultados

considerados satisfatorios para a interpolagdo da solugdo.

Isto ocorre porque a fungdo de forma do elemento carrega parte do comportamento
decrescente da solugio’. Uma vez que o numero de elementos finitos colocados ndo influi para o caso
do semi-espago homogéneo, os graficos referem-se a situagées com nenhum ¢ apenas 16 elementos
finitos. A solugdao em ambos os casos ¢ idéntica, uma vez que o elemento de grau mais simples ja

converge diretamente para a solugdo procurada.

" amplitude com decaimento segundo uma fungao racional
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Figura 3.29: Elemento infinito em x = x, = 1.0
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Figura 3.30: Elemento infinito em x = x; = 16.0
e 16 elementos finitos

elemento quadratico

Os resultados com este elemento mostram que grau quadratico ndo influi na precisdo

encontrada pelo método. Foram verificados casos para 0 ¢ 16 elementos.
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Figura 3.31: Elemento infinitoem x =x,= 1.0
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Figura 3.32: Elemento infinito em x = xo = 16.0
¢ 16 clementos finitos
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energia transmitida pela coluna

A energia transmitida pela coluna indica a quantidade de amortecimento presente no
modelo. Para o caso da coluna linear, a ndo existéncia de uma frequéncia de corte indica que a energia

¢ transmitida mesmo a baixas frequéncias, o que ¢ previsto também pelo modelo.

0,00
s g —— Energia Propagada - Plenge

0,05 : = Energia Propagada - Elementos infinitos
010 |

0,15 |-

020

Energia propagada

025 -

0,30

Aozmrofcl_

Figura 3 33: elemento infinito posicionado em x = x, = 16.0
¢ 16 elementos finitos
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4. Principios da propaga¢do de ondas em meios
elasticos

4.1 Introducdo

Neste capitulo serdo derivadas as equagdes de movimento para um meio elastico ¢
1sotropico, em termos dos deslocamentos das particulas, das quais 0 meio ¢ composto ¢ sera verificado
que, para o caso de solidos infinitos, estas equagdes correspondem a dois tipos basicos de ondas que se
propagam pelo interior do solido [18]. Sera mostrado ainda que o movimento das particulas na onda de
cisalhamento ocorre no plano perpendicular a diregdo de propagagdo, enquanto no caso de ondas de
dilatagdo o movimento ocorre em uma diregdo paralela a direcdo de propagacio da onda. As ondas de

disalhamento ¢ de compressao sao ainda designadas por ondas de corpo

Se o solido ¢ tratado como um meio infinito, apenas estes dois tipos basicos de onda
podem se propagar. Por¢ém, quando o solido ¢ limitado por uma superficie livre ou quando existe uma
interface delimitando zonas de diferentes propriedades elasticas outros tipos de ondas também estio
presentes. Estas ondas sao chamadas respectivamente de ondas de Rayvleigh ¢ ondas de Love Sera
mostrado que o perfil caracteristico destas ondas obedece um padrdo de propagagio cilindrico. com

centro no local de perturbagdo.

4.2 Principios da mecanica dos sélidos

A tensdo em um elemento de superficic em um corpo solido ndo atua, geralmente,
segundo uma diregdo normal a superficie, mas tem componentes que atuam também no plano

tangencial.
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Defini¢do de Tensdo

Em geral, as forgas internas atuantes em regides infinitesimais em uma dada segio de
um membro estrutural sdo de varias magnitudes ¢ diregdes. Estas for¢as. como se sabe, sdo de carater
vetorial e, como resultado da sua interagio mutua, mantém com as forgas externas aplicadas um
conjunto em equilibrio. Em mecanica dos solidos, a correta determinagdo da magnitude e distribuigdo
destes esforgos internos ¢ de particular interesse no projeto mecanico [43]. Considerando uma
determinada regido infinitesimal como mostrado na figura seguinte, ¢ vantajoso dividir a resultante das
forgas atuantes segundo as suas componentes ¢ segundo as diregdes definidas pela normal a se¢ido
considerada ¢ suas perpendiculares. Como um exemplo, as componentes de um vetor forga AP
atuando em uma regido AA sdo mostrados. Nesta configuragdo particular, a normal a segdo

considerada ¢ paralela ao sistema de coordenadas externas definido pelos eixos Ox, Oy ¢ Oz.

Figura 4.1: Decomposigio de uma forga
segundo a normal a superficie

Uma vez que as componentes da intensidade de uma forga por unidade de area (isto €,
tensdo) sdo verdadeiras somente quando se considera um carater pontual. a definigdo matematica de

tensdo &

t. =Lim oL (4.2.1A)
T, = Lim—= (4.2.1B)
T, = T (42.1C)
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onde, em todos os casos acima. o primeiro indice de T indica que se esta considerando o plano cuja

normal € paralela ao eixo X.

A intensidade da forga perpendicular a esta se¢do considerada ¢ chamada de
tensdo normal em um dado ponto. Em mecanica dos solidos ¢ costume se referir a esta tensdo como
aquela tensdo de tragdao ou de compressao dependendo do sentido em que ela atua. De maneira geral,

tensdo de tragdo tende a separar duas regides proximas ¢ tensdo de compressdo tende a aproxima-las

Se, em adigdo ao plano definido pela seg¢do anterior forem considerados os
outros dois planos perpendiculares ao primeiro € com normais definidas pelos eixos Oy ¢ Oz, pode-se
definir outros dois comjuntos de tensdes nos quais o primeiro indice da tensdo agora ¢ y ou z
dependendo do plano considerado. Assim, o fensor de tensdes ¢ definido como o conjunto de
quaisquer trés comuntos de tensoes atuantes em planos mutuamente perpendiculares ¢ separados de
uma distancia infinitesimal. Observa-se que, uma vez que os planos sdo geralmente definidos de
maneira que suas diregoes normais coincidam com os eixos extermos, as componentes do tensor
variam conforme a orientagdo do sistema de coordenadas escolhido. Tem-se entdo. utilizando a

notagdo indicial [43]:

‘c\.\l XY L¥4
T = T Ty ” (422)
Tcx sz Tz;

¢ considerando o cubo infinitesimal formado pelo conjunto dos trés planos ortogonais mostra-se que,

por consideragoes de equilibrio, o tensor acima deve ser simétrico [43] e, assim:

G, =0 (4.23)

Os termos fora da diagonal principal do tensor de tensdo sdo chamados de tensoes de cisalhamento.
Este nome ¢ dado uma vez que estas tensdes tendem a deformar o cubo infinitesimal, separando-o do
corpo por distor¢gdo. De maneira similar ¢ demonstrado em textos de elasticidade [43] que o tensor de

deformacaes infinitesimais ¢ dado por:

£
XX Xy Xz
g =le, e, e, (4.2.4)
Ex By By
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onde as deformagbes infinitesimais€, estdo relacionadas com os deslocamentos por meio de
[43,21,19]:

_u, +u;; )
£, R 4.2.3)

onde uy , U, € u, sdo os deslocamentos de um dado ponto no interior do solido e virgula representa a
derivada parcial em relagdo a derivada indicada.

Forma generalizada da Lei de Hooke

E observado experimentalmente que muitos dos materiais tratados em engenharia
apresentam deformagdes que sdo proporcionais ao carregamento aplicado, uma vez que tal
carregamento ndo exceda um determinado valor conhecido como limite elastico linear. Esta le
experimental ¢ colocada matematicamente como: "cada uma das seis componentes do tensor de tensdes
¢, em qualquer ponto, uma fungao linear das seis componentes do tensor de deformagdes”. Esta lel.
conhecida como lei generalizada de Hooke pode, entio, ser escrita como [21]:

c

= CHE‘.(); +Clz‘€’_\'}' +CHE‘2?. +Cl4£ +C!S£zx +c1b€xy

X vz

O, =Cu€ + €€, +CE,, + CnEy, +Cy €, + Cy€yy
A =0 R, Bl F B, TLLR,, F0,.80, 00,

Ty = Cyy TCpEy TCE,, +CuE , +Cu€  +CuE (426)
Ta =Csi€y TC52€yy TC3E,, + 058, +C558, T CsE

Xy

rw = Cr?’;lexx + 0628“ + 063822 + Cf)dgyz + Céiezx o+ Cébexy

onde os coeficientes ¢,'s sdo conhecidos como coeficientes elasticos do material. Pode ser mostrado
[43] que a condigdo para a qual a energia elastica ser uma fun¢ao univalente da deformagao elastica ¢

a simetria da matriz ¢;. Ou seja:

C;=¢C 427

A relagdo acima reduz o numero de coeficientes independentes de 36 para 21. Quando

o material possui planos ou eixos de simetria, certas relagoes entre os coeficientes sdo estabelecidas ¢ o
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numero de constantes envolvidas ¢ consequentemente reduzido. Portanto, se devem ser utilizados os
valores dos coeficientes para um sélido 1sotropico restam apenas duas constantes independentes a ser

determinadas. Tais constantes sdo denotadas por A e u e chamadas de constantes de Lamé. Entao:

Ciz =C3 =€y =Cy =€y =Cyy =A (4.28A)
Ciuy TC55 =Cq = U (4.2.3B)
C” — sz o (:33 — l -+ 2“ (42 SC)

¢ os outros 19 coeficientes tornam-se zero. As equagdes ( 4.2.6) podem, entdo, ser escritas como:

o, =AM +2ue (4.2.9A)
o, =AA+2UE (4.2.9B)
o, =AA+2ue, (4.2.9C)
T, SHE, (4.2.9D)
T, = UE,, (4.2.9E)
T,, = e, (4.2.9F)

onde A=¢€, +¢€  +¢€,. esta atltima representando a variagdo volumétrica de um cubo unitario ¢ €

chamada de dilata¢do volumétrica. As duas constantes elasticas acima sio chamadas de constantes de
Lamé ¢ definem completamente o comportamento clastico de um solido isotrépico. Por costume,
entretanto, quatro constantes elasticas sdo normalmente utilizadas: o modulo de Young, £, o modulo de
Poisson, v, o modulo de rigidez transversal. (7 ¢ a dilatagdo volumétrica, k. A relagdo entre o modulo

de Young e as constantes de Lamé ¢ dada por [43]:

E:M (4.2.10)

A+

enquanto que a taxa de Poisson ¢ a relagdo entre a deformagdo longitudinal e a contragdo (ou

dilatagdo) no plano transversal. Portanto:
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€, A
= (42.11)

€ 2(A+n)

e, de maneira similar, o modulo de dilatagdo volumétrica, 4, ¢ definida como a razdo entre o

carregamento aplicado ¢ a variagdo em volume quando o sélido ¢ submetido a uma pressio

hidrostatica uniforme. Assim:
(4.2.12)

As varias relagdes acima mostram que. uma vez definidos o valor de quaisquer duas
das constantes elasticas, por exemplo modulo de Young e modulo de Poisson ou modulo de

clasticidade transversal e modulo de estaca, o comportamento clastico do material esta definido [21].

4.3 Equacoes de movimento em um meio elastico continuo e
1SOtropico

Com o proposito de se obter as equagoes de movimento para um meio elastico.
considera-se a variagdo de tensdo atraveés de um cubo diferencial de lados dx, dy e dz. Como pode ser

visto, seis for¢as independentes atuam de forma paralela a cada um dos cixos.

Figura 4.2: cubo diferencial em equilibrio
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Se se considera a forga resultante atuando na direcdo x, tem-se:

M o at,,
o, + “dxjdydz-0“dydz+ T, H—dy [dxdz-%_dxdz+
Ix ' Y oy k-

(43.1)

2 -

- ('c e d;—""‘dz)dx dy -t dx dy = (pdx dy dz)a =
z

o
&

onde ﬁ:(l'lpl)\_.,ilz). Na formula acima p ¢ a densidade. Simplificando a equagdo acima ¢

considerando-se o equilibrio nas outras diregdes. tem-se:

ds. ot, at. 9

g 22 =2 —x 432A
ox N dy " oz Poe ( ;
Jt,, ) do, dr, du, 5% 50

' +—= 43,
& Lo (R348

+ £ = — 432C
x oy 9z Pan (3220

ou, em notacgdo indicial:

ciJ,j+f| :pl,l: (433)

Uma vez que estas equagdes foram desenvolvidas sem qualquer consideragdo a
respeito da forma como o material do meio se comporta, elas serdo validas seja qual for este
comportamento. Especializando, todavia, as equagdes acima para o caso de um solido linear e
1sotropico tem-se, introduzindo as equagdes (4.2.9). as equagdes do movimento em termos das

deformagoes infinitesimais €;; [21]:

d d d J°
a_x(m+2ws“)+£(“e“)+§(“e“)= pTL;“ (4.3.4A)
J J J d’u,

= (e, )+ 3 (AA+2pe, )+ a—z(pew) =P (4.4.4B)
d d d o’
a—x(pgxz)‘i‘g(uez}_)*'$(1A+2u€,?z): p a::7 (4.3.40)
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Finalmente, considerando a definigio das deformagdes infinitesimais, dada pela

equagio (4.2.1), tem-sc:

(1+u)—aA+quux=p U (4.35A)
ox ot*
oA . o’u
A+p)o=+uViu, =p—> 435B
( “)ay KV, =p—5 (4.3.5B)
JA X J’u
A p)—+uViy, = z 43.5C
(+“)az+“ v, =p—3 (4.3.5C)

e, finalmente, estas sdo as equagdes de movimento para um solido linear elastico ¢ 1sotropico no qual
estdo ausentes forgas de corpo. Sera mostrado que elas correspondem a dois tipos de ondas que se
propagam pelo solido. Assim, diferenciando ambos os lados da equagdo ( 4.3 5A) em relagdo a x, ¢
fazendo o mesmo com as equagdes (4.3.5B) ¢ (4.3.5C) com relagdo a y e z ¢ somando as trés equagdes

resultantes, tem-se;

oA
ot’

(A+2p1)VA=p 4.3.6)

A equagao de onda acima mostra [21.43] que a onda de dilatagdo A se propaga pelo

meio com velocidade caracteristica dada por:

A+2U
Y

6= 437

e se, por outro lado, elimina-se A pela diferenciagdo da equagdo (4.3.5B) em relagdo a z,

diferenciando-se a equagdo (4.3.5C) em relagdo a y ¢ subtraindo-se uma da outra obtém-se:

p8-, au2+a_uyu v a_uz_+a_“»; (438)
o’ 9y oz dy 0z

ou considerando-se
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20, =— (4.3.9)
T dy 0z
a equagdo (4.3.8) pode ser escrita como:
RN ;
p atgl =uV'o, (4.3.10)

onde o, ¢ a rotagdo do elemento diferencial ao redor do eixo Ox.

Equagoes similares podem ser obtidas para o, ¢ ©, . Para todas estas equagdes de

onda na qual um disturbio de ordem distorcional se propaga tem-se a seguinte velocidade de onda:

. (43.11)

As trés equagdes resultantes deste procedimento podem ser reunidas sob a mesma equagao, agora na

forma vetorial;

2

022 _via (4.3.12)

dt

onde = ((x)_\. , O ,(u{). Vé-se entdo que no interior de um solido elastico podem se propagar ondas
de diferentes velocidades. Ondas que ndo envolvem distorgdo se propagam segundo a velocidade dada
pela equagdo (4.3.7) enquanto ondas de distorgdo se propagam segundo c=/lL/ p . Estritamente

falando, estes dois tipos de ondas poderiam ser chamados de onda irrotacional e equivolumial mas,
uma vez que estes nomes sao por demais complexos, serdo utilizados os termos ondas de dilatagio ¢

ondas de cisalhamento respectivamente.

A transformagdo das trés equagdes de equilibrio acopladas (4.3.5) em duas equagdes
diferenciais desacopladas, respectivamente escalar e vetorial ¢ conhecida como decomposi¢ao de
Helmholtz de um campo vetorial [12]. Uma vez que a equagdo (4.3.5) esta escrita em termos de trés
componentes de deslocamentos, u; € a decomposicdo (4.3.6) e (4.3.12) apresenta quatro componentes
(trés componentes do campo vetorial € uma componente escalar), ¢ necessaria uma equagdo adicional

que possibilite tal decomposi¢ao. Pode-se mostrar [12] que a condigdo:
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VQ=0 (4.3.13)

¢ suficiente para garantir a unicidade da decomposigio.

Integragdo da equagao de Onda

As equagdes (4.3.5), estdo colocadas na seguinte forma:

ah"? =¢'Vio (4.3.14)
ot

¢ quando a deformagao ¢ fungdo de apenas uma coordenada (x;) a equagdo acima torna-se:

d’oc L, d°w
=C¢ — (4.3.15)
ot ox,”
¢ cuja solucdo geral ¢ dada por [18]:
o = f(x; —ct) +g(x; +ct) (4.3.16)

onde /¢ g sdo fungdes arbitrarias dependendo das condigdes iniciais do problema. Como se sabe, /
corresponde a um disturbio propagando-se no sentido positivo do erxo Ox, e g representa um disturbio
que se propaga na diregdo negativa do eixo Ox;. Para cada onda pode ser visto que. em um dado
instante t;, o ¢ uma fungdo apenas de x, , isto ¢, a deformagdo tem uma dada forma através do meio.
Um instante de tempo depois, seja t,. a onda se propagara de uma distincia c(t,-t;) mantendo a sua

forma inalterada.

Se um dado disturbio se propaga a partir de um dado ponto, a deformagio dependera

apenas do valor de r, o vetor que mede a distancia do ponto considerado a origem do disturbio. Uma

vezque T° =x° +y” +2z°, tem-se:

2 7 32 2 .2
aa:XTa_?‘+l r-x Jo (4.3.17)
rror° r{ - Jor

ox’

com equagdes similares para d°0,/dy” e 320(/822 . Assim a equagdo (4.3 15) torna-se:
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o0 _a[00, 200 i G 43.18)
i e ou = = 2
ot’ o’ ror ot’ or’
ou seja, a forma acima ¢ a mesma equagdo (4.3.16) na variavel ra e tem solugdo do tipo:
roe=f(r—ct)+g(r+ct) (4.3.18)

onde f representa agora uma onda esférica que diverge do ponto de propagagio, enquando g representa
uma onda esférica que converge para o ponto de propagagdo. A amplitude, am ambos os casos, ¢

mversamente proporcional a distancia .

4.3.1 Ondas de Rayleigh

Em um solido isotrépico infinito, dois € apenas dois tipos de ondas elasticas podem se
propagar. Estas sdo ondas de dilatagdo ¢ ondas de cisalhamento. Onde existe uma superficie livre
delimitando o solido. entretanto, ondas adicionais podem também ocorrer. Estas ondas, que sdo
similares a ondas que se propagam na superficie de um liquido foram primeiramente investigadas por
Lord Rayleigh (1887) que mostrou que seus efeitos decaem rapidamente com a profundidade e que sua

velocidade de propagagio € menor que os dois tipos de onda anteriores.

Considera-se a propagagao de uma onda plana através de um meio elastico hmitado
por um contorno plano ¢ tenta-se encontrar a solugdo para a equagdo do movimento, dada pelas
equagoes (4.3.4). que corresponde a um distirbio que se propaga de maneira confinada as vizinhangas
da superficie livre e que satisfaz a condigdo de que o contorno, por definigdo, ¢ um local livre de
tensdes. Por simplicidade toma-se o contorno como sendo o plano xy com a diregdo normal positiva
(representando o eixo Oz) apontando para o interior do solido ¢ toma-se uma onda plana que se
propaga segundo a dire¢do positiva do eixo Ox. Uma vez que os deslocamentos serdo, entdo,

independentes de y. pode-se definir duas fungdes de potencial, ¢ € y [43.12] tais que:

_90_ v 00 P (4.3.19)

ux_ax 0z ¥ 2" 3z ox

Considerando-se agora a equagdo (4.2.5), a dilatagdo A sera dada por:
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du_ du S
A="242=V2 4320
Ix oz ¢ ( )

enquanto que a rotag¢do ao redor do eixo Oy, o,. ¢ dada por:

(4.3.21)

Estas equagdes mostram que ¢ ¢ associada a propagacio de ondas de dilatagio,
enquanto que y ¢ associada a ondas de cisalhamento. A introdugdo destas fungdes de potencial pode.
entdo, separar os efeitos de dilatagdo ¢ distorgdo no meio elastico. Pode-se notar que as equagdes de

movimento (4.3.5) podem ser escritas de forma vetorial ¢ em fungdo do dilatacional A:

|

82
a_[.-‘.

p—=A+W)V.A+uVi (4.3.22)

¢ se os deslocamento podem ser expressos de forma independente de y a primeira e a terceira destas

equagoes resulta, apos a introdugdo de (4.3.19) como:

i E)%p 2 azw = i 2 i 2 ;

an(at"‘ )+paz S | = A+ 2 (Vo) +uo—(Vy) 4.3.23)
a aztb 6‘ azllj a e a :

dz Rl aE T —(V?0) -pu—(V? 5

paz[_at?] Poelae |~ G2 o) -1=(V'v) @3.24)

¢ pode ser verificado que estas duas equagdes sdo satisfeitas se [43,12.21]:

J ¢ _A+2u V36 = ¢V (4.3.25)
ot”

a_zw = B ¢V (4.3.26)
a> p

Agora, considerando-se uma onda senoidal de frequéncia p/2m que se propaga na
diregdo posistiva do eixo Ox com velocidade ¢ ¢ comprimento de onda 2m/f e de tal maneira que

c=p / f pode-se tentar as seguintes solugdes para as equagdes acima:
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¢ = F(z)exp[i(pt - f\)]

v = G(z)exp|i(pt - fx)]

(4.3.27)

(4.3.28)

onde / ¢ a unidade imaginana ¢ F(z) ¢ G(z) sdo fungdes que determinam com a qual a amplitude de ¢ ¢

y varia de acordo com z. Substituindo a expressdo de ¢ da equacdo (4.3.27) na equagdo (4.3.25),

obtém-se;

.} a

P _R(z)= —fFz)+ d F
e dz”

e simplificando-se. esta equagdo pode ser escrita como:

dz 2 2
dzf -(£* -h*)F(z)=0

onde h =p/c, . A solugdo geral da equagdo acima ¢ dada como:
F(z)=A, exp(—qz)+ A, exp(+qz)

onde q° = f - h”. Aplicando a condigio de radiagdo:

Lim(raﬂ —ikrf) =0
r=\  gdr

(4.3.29)

(4.3.40)

(4.3.41)

(4.3.42)

verifica-se que a equacdo (4.3 41) somente cumpre (4.3.42) se A, for escolhido como sendo igual a

zero. De maneira similar. substituindo-se a expressdo de y da equacao (4.3.28) na equagdo (4.3.26),

chega-se a uma expressdo correspondente para G(z):

2
—k’G(z) = —f’G(z) + ‘:l &

22
onde k = p/c, . A solugio desta equagdo ¢ dada por:

G(z) = B, exp(—sz)

(4.3 42)

(4.3.43)
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2_ & 12 . - . :
paras”=f -k°. Assim, as expressoes para as fungdes de potencial podem ser escritas como:

d=A, exp[—qz +i(pt - fx)] (4.3.44)

v = B, exp|-sz+i(pt - fx)] (4.3.45)

Insere-se, entdo, as expressdes dos potenciais nas condigdes de contorno, ou seja que

O,z Oz € Ox devem se anular em z=0. Uma vez que

& =hhoy s (4.3.46)
Jz
¢ inserindo-se as fungoes de potencial, tem-se:
0 . 9% g
o, =(A+2 A —-2 4347
==t s, 4340

Substituindo-se as equagdes (4.3.44) e (4.3 45). a formula acima ¢ avaliada em z=0,
resultando:

A [(r+2u)q* —Af?] - 2B pisf =0 (4.3.48)
enquanto que, para o, tem-se:
du, du
o, = K, o 5, 4349
. H( dz  ox ] ¢ ')

¢ em termos das fungdes de potencial, esta expressdo pode ser dada por:

X

2 2 s
:uza¢~a"f+alf' | (43.50)
S dxdz OJx~ 0z

A substituigao das equagdes (4.3.44) e (4.3.45) na equagdo acima ¢ a avaliagdo em

z=() resulta:

2iqfA, +(s* +£*)B, =0 4351)
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¢ eliminando-se¢ A, ¢ B, das equagdes (4.3.48) ¢ (4.3.51) uma nova equagiio em termos das diversas

constantes ¢ encontrada;

4ugsf® = (A +2u)q” - Af*|(s* +£?) (4352)

Elevando-se ambos os lados da equagdo acima ao quadrado ¢ substituindo-se as expressdes

apropriadas para ¢ ¢ s resulta:

i

1613 (7 = h*)(F2 —k3)F* =[~(h+20)h% +2uf[ (262 - k)" (43.53)

Dividindo-se a equagdo por pw'f' e substituindo-se as definigdes de # ¢ k apos

simplificar-se o resultado final chega-se a:

ky -8k +(24 - 160 )k +16{ct] =1) =0 (4.3.54)
onde k, = k/f e o, = h/k . A constante &t; pode ser dada em fungio do médulo de Poisson por:

1—-2v
o, = ;
2-2v

(4.3.55)

A forma (4.3.54) ¢ uma equacdo cubica em kf ¢ pode ser resolvida numericamente

sempre que o modulo de Poisson para o meio for especificado. Agora. considerando-se que

fica claro que k; ¢ a razdo entre a velocidade da onda de superficic ¢ da onda de distorgao. A
velocidade de propagagdo de onda €, entdo, independente da frequéncia de excitagdo p/27 e depende
somente das propriedades elasticas do meio. O movimento das ondas de superficie é, entdo, ndo-

dispersivo ¢ a forma original da onda se mantém a medida em que esta se propaga.

A analise do posicionamento das raizes da equagdo de Rayleigh permite concluir [21]

que, para v > 0.263, a solugdo da equagdo fornece duas raizes complexas e uma raiz real. Entretanto,
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nenhuma raiz complexa ¢ aceitavel na presente situagdo uma vez que 1sto implicaria para as fungdes de

potencial:
oy = exp[-az -bt + i(ex +dz- ct)]

o que indica uma atenuagdo em relagdo ao tempo como, por exemplo. se amortecimento estivesse
presente. o que ndo ¢ o caso. Para v < 0.263 a solugdo resulta em trés raizes reais. Porém duas destas
raizes resultardo em valores 1maginarios para g/f e s/f ¢ que ndo correspondem ao tipo de onda
anteriormente postulado. Foi demonstrado' que para todos os meios elasticos onde 0 < v < 0.5 existe

apenas uma raiz da equagdo de Ravleigh que satisfaz o tipo de onda anteriormente proposto.

A taxa de decaimento da amplitude de onda sob o eixo Oz depende dos valores dos
fatores de atenuacdo g e s e sdo, em ultima analise, fungdes do médulo de Poisson do meio de

propagacdo. Tem-se, portanto:

11—2 =1- o2k 43.57)
: =1-k’ (4.3.58)
¢ das equagdes (4 .3.44) ¢ (4.3 .45) tem-se:
u, = %+ g—‘: =—(Aife™ +B,se™ ) exp[i(pt — fx)] (4.3.59)
B, = g—f _%i’_ = —(A,qe™ +B,ife™ ) exp[i(pt - x)] (4.3.60)

O que mostra o perfil de deslocamentos caracteristico deste tipo de onda. Os
deslocamentos propagam-se segundo um padrao cilindrico que decrescem a medida em que se
aprofundam no interior do solido. Além disso, as expressoes acima mostram que, para o caso bi-

dimensional sem amortecimento, estas ondas nio sofrem decaimento na dire¢fo x.

" Viktorov. 1. A. Rayleigh and Lamb waves: physical theory and applications. Plenum Press, New York
(1967)
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Graff [18] demonstra que, para o caso tri-dimensional. as ondas de Rayleigh sofrem

um decaimento na dire¢do principal de propagio segundo )/ .

4.4 Equacdes da viscoelasticidade

A descri¢do do comportamento de materiais viscoelasticos ¢ mais complexa que a de
sohdos perfeitamente elasticos e fluidos newtonianos. Em um sélido elastico. a tensio ¢ determinada
pela deformagdo do material relativo a um dado sistema de coordenadas. Assim, em cada ponto do

solido, a tensdo no tempo atual € uma grandeza que s6 depende do valor atual da deformagao.

Em um fluido classico (chamado também de newtoninano), a tensdo em um tempo t; ¢
determinada pelos gradientes dos campos de velocidade e densidade calculados no tempo t,. Materiais
de natureza viscoelastica se comportam, por sua vez, de maneira diferente e de tal forma que pode-se
situd-los entre os solidos ¢ os fluidos classicos:; entretanto as tensdes em tais materiais n#de sio
determinadas apenas pelo estado atual de deformagdo € movimento mas, também. pelas deformagdes ¢

movimentos passados.

O fato dos materiais viscoelasticos apresentarem caracteristicas de memona faz com
que as equagdes viscoelasticas apresentem um aspecto diferente das equagdes da clasticidade descritas
no capitulo anterior. Desse modo, para um material viscoelastico, 1sotropico ¢ linear, o tensor de

deformagao infinitesimal ¢ definido [19] como:

1 .
g (1)= > [u (T u“(r)] (4.4.1)

para —o < T <t onde t indica a variavel tempo e 7 o tempo atual.

Considerando o tensor tensdo o, , as equagdes constitutivas para um solido

viscoelastico e isotropico sdo dadas por [11.15.38]:

t L a
GU(X,T):SHJ‘K(’[—‘C)%d‘E+ _[Zp(t—t)%dt (4.4.2)
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com A(t—1) ¢ U(t —T) sendo fungdes de relaxagio e o indice repetido indicando soma. Sabe-se que

uma dada equagdo diferencial parcial ou equagdo integral que descreve o modelo matematico de um
problema fisico esta bem colocada em termos matematicos se esta estiver acompanhada de condigdes
de contorno e condigdes miciais suficientes para a solugdo. Entretanto, quando trabalha-se¢ com
dominios transformados. como ¢ o caso do dominio de Fourier, ndo se considera as condigdes iniciais

do problema. Isto ¢ melhor detalhado no exemplo que segue.

Considera-se um problema viscoelastico para o caso especial onde as forgas de corpo

¢ as condigdes de contorno sejam harmonicas no tempo com frequéncia angular o, isto €.

f(x.t) = F(x,®)exp(imt) (4.4.3)

além disso. a solugdo de tal problema pode ser colocada na forma [11,15]:

u(x,t)=u'(x, t)+u’(x,t) 4.4.9)

onde u'(x,t) é a parte transiente da solugio e u(x.t), dado por

u(x.t) = U(x,m)exp(imt) (4.4.5)

representa os oscilagdes do estado estacionario do problema. Supde-se ainda que U(x,0) e F(x, )

sejam integraveis para (x.o) em R" ou C" .

A parte U(x,®) ¢é determinada de modo a satisfazer as condigoes de contorno do
problema sob uma dada distribuigdo de forgas de corpo. Ja a parte transiente ¢ colocada como a
solugao homogénea do problema, sob condigdes de contorno também homogéneas, mas satisfazendo as

condigoes iniciais [13]:

u'(x,0) = u(x,0) - U(x,m) (4.4.6)
@vg@ = v(x,0) -0 U(x,®) (447
T

em que u(x,0) e v(x,0) representam fungdes que dependem apenas da posi¢do. Assim, percebe-se que

os valores iniciais atuam apenas na parte transiente da solugdo [11,15.21].

107



Uma vez que em qualquer sistema fisico existe sempre amortecimento em maior ou
menor grau, € razoavel supor-se que a parte transiente da solugdo tenda assintoticamente a zero apos
um certo intervalo de tempo. Dessa forma pode-se considerar apenas a solugdo do problema em seu
estado estacionario. reformulando-o de modo que o instante de observagdo do movimento seja
suficiente distante dos estagios iniciais da perturbagdo. Além disso a variavel tempo ¢ eliminada da

equagdo diferencial que governa o problema.

O problema de valor mmcial e de contorno ¢, portanto, reduzido a um problema de
valor de contorno somente. O significado matematico para esta representagao. isto €, U(x, ), ¢ dado

pela integral de todas as freqiiéncias possiveis ou. como ¢ chamada, transformada de Fourier:

u(x,t) = [ U(x, t)exp(~iw t)do 448)

Assim, retornando a analise das equagdes da elasticidade. se a deformagdo ¢ uma fungdo harmonica no
tempo, ou seja:

e, (x,T)=¢,(x)exp(im 1) (4.4.9)
tem-se:
de.(x,T) . _
-'a— =iwe, (x)exp(int) (4.4.10)
- |

e considerando as equagdes acima, a expressio (4.4.2) pode ser escrita como:

c,(x,1t) = imﬁgk(n) exp(—iom) dn]ekk (x)8, exp(imt) +

(4.4.11)

- iw[ f2p(n) exp(—1mn) dﬂ}ﬁﬁ (x)expimt)

Pela propriedade das fungdes de relaxagdo em que A(t)=p(t)=0 para t < 0, pode-se

escrever a equagdo acima na forma [11.38]:
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o, (x,t)= im“l(n) exp(—iom) d'r]}ekk (x)0, exp(imt) +
' (44.12)

+iw[j2u(n) exp(-iam) dn]eq(x) exp(io 1)
0
ou. de maneira simplificada:
G, (x,1) = [X (@)e,, ()8, + 21" (), (x) [exp(io t) (4.4.13)

em que A'(0) e u'(w) sio fungdes de valores complexos. As integrais na equagdo (4.4.12) indicam a

transformada de Fourier de A"(®) ¢ (@), ou seja:

X (@)= [A(n)exp(-ion) dn (44.14)
u'(w)= [u(m)exp(-ion) dn (4.4.15)

Em particular, assumindo o tensor de tensdo o também harmoénico na variavel ¢

segue-se que:

o, (x.) = [X (e, ()8, + 21" (@)e, (%) (4.4.16)

¢ pode-se notar que a equagdo acima ¢ a mesma equagao constitutiva para problemas elasticos lineares
sendo a unica diferenga residente no fato que, agora, as constantes de Lamé sao fungdes complexas ¢

dependendo do modelo de amortecimento escolhido, dependentes da frequiéncia.

A equagio (4.4.13) pode ser escrita em termos de deslocamentos. Para isto considera-

se 0 balango da quantidade de movimento linear no caso dinamico em elasticidade [18], dado por:

d*U (1)

o, (+F({t)=p v

(5.2.17)

em que F;(t) sdo as forgas de corpo. p € a densidade de massa ¢ U; o campo de deslocamento.
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Combinando-s¢ as equagbes acima obtém-se¢ as equacdes de movimento em

viscoelasticidade [15] como:

o’ U (t)

ju(t—r) Uiy dt+J7L(t—‘E)+|.L(t—1:)] ;“ dt+F =p—~ (4.4.18)

Na equagdo acima, admitindo-se as forgas de corpo por unidade de volume nulas, ou
seja. F,= 0. ¢ novamente considerando-se os deslocamentos harménicos no tempo, pode-se escrever a

equagdo acima na forma [38,15]:
W@u,, + [?C(co) + u’(w)] U,, =-0pU, (4.4.19)
em que as constantes de Lamé complexas podem ainda ser dadas por:

ui(w)= u.[l +iny(m)] (4.4.20A)

A(w)=A[l+in, ()] (4.4 20B)

em que os coeficientes 1, € 1, caracterizam o amortecimento do sistema.

Na maioria dos problemas de interagio dindmica solo-estrutura (DSSI). o
comportamento das constantes fisicas dos materiais envolvidos situa-se entre o dos materiais clasticos
¢ o dos viscoelasticos, dai a necessidade de modelos para descrever tal comportamento complexo. Tais
modelos sdo geralmente dados em termos de duas unidades basicas: o elemento clastico ¢ o elemento

de amortecimento.

Figura 4 4. Elemento de amortecimento
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A aplicagdo de uma tragdo o em cada elemento ocasiona uma deformagdo € que
corresponde a um acréscimo na distancia entre os extremos de cada elemento no estigio carregado.
Assim, para o elemento elastico tem-se¢ ¢ = k€ e, para o elemento de amortecimento ¢ =ce’. A
combinacdo dos elementos de amortecimento e elastico em paralelo é conhecida como modelo de

Kelvin-Voigt [15,21]:

E, v

Figura 4.5: Modeclo de Kelvin-Voigt

Neste modelo. a deformagdo € ¢ a mesma na mola e no amortecedor. Sejam oy, a
tensdo na mola ¢ o, a tensdo no amortecedor. O equilibrio do conjunto fornece que =0, +0, ¢,

portanto:

c=ke+ce". (4.4.21)

Considerando a tensido harmdnica no tempo, de freqiiéncia o, pode-se escrever a relagdo anterior como

cexp(iowt) = (ke +10xg)exp(imt) (4.4.22)
o =(k+imc)e (4.4.23)

ou seja:
6 = k(I +iwf)e (4.4.24)

em que f = c¢/k ¢ o coeficiente de amortecimento. Uma comparagdo entre as equagdes (4.4.24) ¢
o = ke sugere que a transigdo entre o comportamento elastico ¢ o viscoelastico no dominio da
freqiiéneia se da pela simples troca de k por k*=k(/ +icf). Esta representagdo de amortecimento indica

que a dissipagio de energia ¢ dependente da frequéncia de excitagio .

Por esta razio, sugere-se 0 modelo de histerese constante, no qual o valor de & ¢

complexo, porém independente da frequéncia e, assim:
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k™ =k(1+ig) (4.4.25)

Baseando-se nestas observagdes pode-se estabelecer um principio de equivaléncia para aproximar o
mecanismo de amortecimento material em um solido viscoelastico. Este principio faz com que as
constantes elasticas comumente utilizadas. A ¢ p, sejam substituidas no dominio da frequiéncia por suas

contrapartes complexas:

u =u+in,) (4.4 26A)

A =A1+in,) (4.4.26B)
onde os termos 1, € M, sdo denominados cocficientes constantes de amortecimento ¢ usualmente sao
tomados 1guais.

O amortecimento na forma p*=up(l+in,) ¢ chamado de histerctico. As constantes
viscoelasticas podem, ainda, ser descritas em termos das constantes comumente utilizadas em

engenharia: moédulo de Young, £, ¢ médulo de elasticidade transversal, G [15.21] :

e =G, (4.4.27A)
. G’ . .
A =———+(E -2G) (4.427B)
3G" —E
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5. Elementos finitos/infinitos para problemas da
interacdo dindmica solo-estrutura (DSSI)

5.1 Introducio

Neste capitulo sdo descritas as principais estratégias para o modelamento dos
problemas da DSSI por uma combinagdo de elementos finitos/infinitos. E fornecida a formulagdo
basica do método dos elementos finitos aplicado as equagdes da elasticidade. Sdo mencionadas,
também, diferentes alternativas para a introdugdo de amortecimento no modelo elastico desenvolvido.
Em seguida sdo analisados os diferentes tipos de elementos infinitos propostos com aplicagdo aos

problemas da DSSI ¢ sdo analisadas as suas virtudes e deficiéncias.

Descreve-se também o programa DLEARN, um codigo de elementos finitos para
analise linear estatica e dinamica. Além disso sdo revistos alguns topicos a respeito da teoria de
clementos finitos em elasticidade bi-dimensional. Apesar do campo de aplicagdes do programa ser
relativamente restrito, muitos procedimentos sofisticados sdo empregados, os quais podem ser

utilizados em versdes posteriores mais avangadas. As principais caracteristicas do programa sao.

codigo de programagdo estruturada que facilita a leitura do codigo e o seu aprimoramento

e 0 dicionario de apontadores de memoria ¢ impresso a cada execugdo facilitando informagdes a
respeito da alocacdo dindmica de memoria

e capacidades simples para geragdo de modelos em uma ¢ duas dimensoes

e carregamentos complexos (no tempo) podem ser sintetizados pela combinagdo de multiplos vetores

de carregamento ¢ a utilizagdo de fungdes de forma no tempo

e facilidade para inclusdo de novos tipos de elementos
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No entanto o programa ainda se ressente da falta de um bom esquema de visualizagao
de resultados e modelos, defeitos que podem ser corrigidos com a adi¢do de um bloco pos-processador.
Porém, devido a facilidade com que sdo introduzidos elementos no codigo original, o pograma ¢ bem
propicio para servir de base a um codigo de elementos mnfinitos. Além disso, para o modelamento do
campo de deslocamentos na regido proxima a fonte. sdo utilizados elementos finitos geralmente
quadraticos [1,2,10] e, portanto, um codigo que possa lidar simultancamente com varios tipos de

elementos ¢ bastante desejavel.

5.2 Formulacdo do MEF para a elastodinamica utilizando o
método de Galerkin

Geralmente, a formulagao de elementos finitos para os problemas da mecanica dos
sohidos ¢ resolvida em termos de principios de trabalho virtual ¢ conservagdo de energia [33.45].
Entretanto, por causa da sua generalidade, o método de Galerkin sera utilizado aqui para obter-se as

expressoes para a matriz de rigidez, de massa ¢ o vetor carregamento do problema da elastodinamica.

Formulagdes a respeito dos varios tipos de amortecimento foram descritas na sec¢do
anterior de tal maneira que a inclusio no modelo de elementos finitos/infinitos ¢ razoavelmente

simples.

Sejam o, as componentes (cartesianas, geralmente) do tensor de tensdes. O termo u;
representa o vetor de deslocamentos ¢ f| representa o vetor de forgas de corpo. O tensor de
deformagdes, €; . ¢ definido pela equagdo (5.2.1):

_ u1.| * u_l\l

.= 5. 2:
i ) (2.1

O tensor de tensoes € definido em termos do tensor de deformagoes através da ler de

Hooke generalizada (lei constitutiva):

O, =Cu€y (5.2.2)

1
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onde o termo ¢y € a de matriz de propriedades materiais. Para um material homogéneo, isotropico ¢
linear, os 81 elementos desta matriz resultam em termos de A e p, constantes de Lamé. Além disso, ¢,

¢ simétrica ¢ positiva-definida.

A equagdo de equilibrio da elastodindmica foi definida no capitulo anterior como:

o, +f =pu (5.2.3)

onde p denota a densidade do meio. Além disso, o problema em questdo, admite que o dominio, €2, s¢ja

circundado completamente pelo contorno I” onde podem estar definidos dois tipos de condigdes:

e condigdes de contorno naturais ou de Dirichlet: sao aquelas onde de define o valor das forgas

(tragdes) atuandos no contorno. De maneira geral esta condigdo pode ser dado por:

on =h em [, (5.

J

2

s
o

em que n, define a normal a I'; no ponto considerado.

e condigdes de contorno essenciais ou de Neumann: sdo aquelas onde se define o valor dos

deslocamento impostos ao contorno. Tem-se, portanto:

u.l — g] cm F,_ﬂ (52;‘)

Para propositos de unicidade da solugdo procurada, admite-se ainda que o contorno [

permita a seguinte decomposi¢io:

'=r,ur,

326
@ = rlu n rg1 ( )

onde & denota o conjunto vazio.
O problema de valor de contorno da elastodinimica estacionaria ¢ defimdo, entao,

como sendo o seguinte [19]:

“Dados fi : @ -R, h, : I, 2R, g : [z = R, encontrar o campo de deslocamentos u; : Q 5R que

satisfaz simultaneamente as condigdes de contorno ¢ a equagdo de equilibrio da elastodinamica
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c, +f =pu,, em £
u, =g em I (5:2.7)
o,n =h em[,

onde Q=QUI".

Conforme foi descrito no capitulo anterior, ndo sao necessarias condigdes iniciais pois
supde-se que a solugdo do problema acima ¢ a estacionaria. Se esta fosse uma formulagdo no dominio

do tempo, tais condigdes iniciais deveriam estar presentes.

A formulagdo de elementos finitos para o problema acima ¢ levada a termo utilizando-
se 0 metodo dos residuos ponderados com a formulagdo de Galerkin. Multiplica-se a equagdo acima

pelo conjunto de fung¢des ponderadoras w; e integra-se sobre todo o dominio do problema:

1,1

Jwi()'”‘J dQ+jW.f; dQ=Iwipu dQ (52.8)
Q 0 Q

Aplicando a versdo multidimensional do teorema de Green a primeira das integrais acima tem-se:

[wio,, d@=~[w, o, dQ+[won, dr (529
a r

i,
Q

¢, uma vez que coexistem duas condigdes de contorno diferentes em Iy, e [’ . divide-se o contorno da

ultima ntegral da equagdo (5.2.8) segundo as duas parcelas distintas:

.[W"Gu‘l dQ = —J w0, dQ+ JWiGu“l dl" + +Jw]0'ijnj dr (5.2.10)
Q Q I,

rhl

¢ admitindo-se w, identicamente nulo em I'y; , a formulagdo fraca do problema de valor de contorno

resulta;

1t

[ W dQ + [wondl = |wpu
Q

M 0

dQ+ [w, o, dQ (5.2.11)
Q
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Aplicando-se a equagdo constitutiva (5.2.2) obtém-se a equagdo acima na forma de

deslocamentos:

I‘V.f. dQ + Jwihidl“ =lepu. dQ+Jwidc”k,uk,, dQ (5.2.12)
Q Q

1,1t
gz ri\l

¢ pode-se mostrar que, para o caso de materiais 1Sotropicos, o termo ¢, pode ser escrito em termos das

constantes de Lamé [43] por meio de:
Cia(x) = H(X)(Biksn + 8||8|k)+ A(x)8,8,, (5.2.13)

onde &; ¢ o tensor delta de Kroenecker. Portanto, ndo ¢ dificil observar que a ultima integral da

equagdo (5.2.12) pode ser escrita como:

IW.._.C._.HUU dQ = J‘e(_W)T De(u) dQ (5.2.14)
Q Q

onde os vetores £(w) ¢ £(u) sdo dados. para o caso bidimensional, por:

u, Wiy
e(u)= Uy, g(w) = W, (5.2.15)
U, tu,, W, W,

Admite-se agora que w; ¢ u; permitem uma aproximacdo (global) da forma padrio de

elementos finitos:

u, = E‘Np‘ume.L
w; = z N, w,e,

sem soma no indice /. (5.2.16)

Aphicando-se as expressdes acima as definigdes dos vetores €(w) e €(u), ndo ¢ dificil

mostrar-se que:

g(N,e)=[B,]e (5.2.17)



onde [Ba4] . para os casos bi ¢ tridimensional, é dada respectivamente por:

NA,] 0
N 0 NA.‘.
Al 0 0 NAJ _
[B.]=] 0 N,,| e [B,]= o g (5.2.18)
A3 A2
NA,: N;\,l 0 N
A3 Al
N;\,Z N,‘\_l 0

Admitindo-se que o dominio agora ¢ fracionado em pequenos elementos de maneira
que Q= EQ': , a integral da equagdo (5.2.13) pode ser escrita por meio da superposigdo de varias

mntegrais do tipo:

IW.,|C;;k1Uk.| dQ :JE(W)T De(u) dQ =) e, J‘[B]T [D][B] dQ° e u, (5.2.19)
Q Q

b
onde:
[B]=[B, B, - By] (5.2.20)

sendo AN os nos do elemento. De maneira semelhante pode-se estender o raciocinio acima para as

outras integrais, resultando:
[wpu,, d@=3 [N, pN,dQsi, (5.221)
Q [od

assim, de maneira geral, a discretizagdo da equagdo (5.2.12) a maneira comum de elementos finitos

leva a uma equagdo do tipo:
[M]%, +[K]x, =F (52.22)

onde a matriz de massa, [M], ¢ dada pela superposigdo de matrizes elementares do tipo:
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nel

[M]= ) [m°]
=l (5.2.23)
[m°]=3, [ N,pN, dO*
2

e a matriz de rigidez, K], ¢ dada por:

nel

[K]= Y [k]
‘z]‘ . (5.2.24)
[kl=¢] [[B,]'[D][B.] d’e,

O vetor de carregamento €, por sua vez, bem mais complexo que as matrizes acima.
Ele € dado por:

nel
F(t) = Fnud:.ul(t) * 2 f1 (t)
=] . (5.2.25)
£(t)= [N,FdQ° + [N, hdQ - (kig +m:g)
or

T =

Uma vez que a formulagdo acima ¢ genérica, a existéncia da parcela do vetor de

carregamento devido a uma aceleragdo g em alguns nés do modelo deve ser levada em conta.

5.3 Introducdo de amortecimento nos modelos do MEF

Uma vez que o correto modelamento do amortecimento presente ¢ de fundamental
importancia para a analise dindmica, este topico sera revisto em mais detalhes, dando-se especial

atengdo para o dominio da freqiiéncia.

Uma das maneiras mais simples de introduzir-se amortecimento no modelo de
clementos finitos ¢ por meio do chamado modelo de amortecimento proporcional [19,46.43]. Este
modelo admite que o amortecimento presente no sistema ¢ independente da frequéncia de excitagdo ¢
depende tanto da massa quanto da rigidez do sistema. Seguindo este modelo, a matriz de

amortecimento do sistema ¢ dada por:
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[C]=o[M]+ B[K] (531)

onde o e B sdo dois parametros a serem determinados experimentalmente. A equagio de movimento

para o sistema €. entdo. levemente modificada:

[M]%, +[C] %, +[K]x, =F

1

(532

enquanto o vetor de forgas deve incluir um termo extra devido ao amortecimento introduzido:

f,(t)= [N,£dQ° + [N, hdQ" —f[k;g‘i*%-(m; +Bks ) +migr] (5334)

o T 1=

nel

F(t) = F,ea () + D £.(1) (533B)
n=l

Este modelo de amortecimento ¢ extremamente simples de ser incorporado a um codigo de elementos
finitos.

5.4 Aplicacdo de elementos infinitos ao problema da DSSI

Seguindo a linha anteriormente descrita, sera apresentada agora uma revisdo a respeito

dos principais tipos de elementos infinitos aplicados no problema da DSSI.

Ressalta-se desde o inicio que os melhores resultados encontrados sdo os fornecidos
pelos elementos "semi-analiticos". onde a solugdo analitica do problema de propagacdo de ondas no

semi-espago ¢ utilizada para o desenvolvimento de fungdes de forma especiais.

As maiores contribuigdes para estes elementos "semi-analiticos” vem do trabalho de
Medina/Penzien [27] e de Rajapakse/Karashudi [36] . elementos que serdo revistos no que se segue.
Em seguida investiga-se a possibilidade da utilizagdo dos elementos ditos "padrées” para a simulagio

de problemas tipicos da DSSL
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5.4.1 O elemento de Medina/Penzien

O clemento de Medina/Penzien parte da suposi¢do basica que um determinado
clemento, capaz de transmitir acuradamente os trés tipos de ondas presentes em um semi-espago

homogéneo. deveria produzir bons resultados na modelagem da interagdo dindmica fundagio/solo.

O ponto inicial para o desenvolvimento deste elemento é a constatagio de que as ondas
de corpo (distorcional ¢ dilatacional) ¢ as ondas de Rayleigh propagam-se segundo perfis diferentes.
As primeiras se propagam segundo perfil esférico ao passo que as ondas de Rayleigh sdo melhor

descritas em um sistema de coordenadas cilindricas no caso tridimensional.

Portanto, se o deslocamento de um dado ponto € devido simultaneamente aos trés tipos
de onda acima, entdo deve-se escolher um sistema de coordenadas vantajoso em que este movimento

possa ser descrito

Além disso. baseando-se em um sistema de coordenadas cilindricas. os deslocamentos
em um ponto do dominio segundo as diregdes (r.6.z) ¢ dado por uma expansio em termos de séries de

Fourier, segundo:

u(r,0,zt)= ZUm(r‘ z,t)cosnb + Eﬁm(r,z,t)sen no (54.1A)
n={ n=0
ug(r,0,z,1)= —2 ug, (r,z,t)sen nO + ZUen(r, z, t)cosnB (5.4.1B)
n=0 n={1
u,(r,0,z,t)= z u. (r,z,t)cosnd + ZEm(r, z, t)sen nB (5.4.1C)
n=0 n={}

onde U ,Ug, € U, ndicam as componentes simétricas do deslocamento ¢ U, .Uy, € U, indicam as

m* m* ul

componentes anti-simétricas. A maior vantagem na decomposi¢io segundo harménicos do dngulo 6 ¢ a

reducdo do problema tri-dimensional original para um problema bi-dimensional.

Assim. uma discretizac¢do de elementos finitos de um continuo resulta em elementos de
forma toroidal com respeito ao eixo z. Ressalta-se que as forgas aplicadas segundo os eixos (r.0,z)
devem, evidentemente, seguir o mesmo processo de decomposi¢do. Os clementos descritos sdo.

portanto, aplicaveis a problemas tridimensionais ¢ axi-simétricos.
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Figura 5 1. Sistema de coordenadas utilizado no
desenvolvimento de elementos mnfinitos

Sem perda de generalidade, as componentes anti-simétricas nas equagdes acima podem

ser anuladas ¢ a formulagao correspondente em termos de componentes anti-simétricas pode ser obtida

apenas substituindo-se cos(nf) por sen(nb) ¢ -sen(nd) por cos(nd) .
A equagao de movimento para cada harménico » ¢ dada pela equagio (5.2.26):
[M] %, +[C] %, +[K] x, =F, (5.4.2)

onde, em coordenadas cilindricas, as matrizes de massa, rigidez € amortecimento sio dadas por:

nel

), = S v

[M]: = [p[N][N], rdr dz d6 o
(€], =S[cT

e 544
[C], = [ ¢[N];[N],r dr dz o R
K], - K]

el 545
[K], = [ p[B],[D][B], r dr dz do o

122



onde ne/ indica o numero total de clementos. A transformada de Fourier da equagdo (5.2.26) resulta
cm.

2]

{-0* [M], +iw[C] +[K], }x,(@)=F, (o) (5 4.6)

¢, apos a resolugdo do sistema para um numero suficientemente grande de frequéncias ©,, a

transformagdo para o dominio do tempo pode ser feita utilizando-se a costumeira formula de inversio:

x.(t)= ilxn(m) e dw (5.4.7)

Uma vez que tem-se por objetivo o desenvolvimento de elementos infinitos que
simulam o verdadeiro decaimento das ondas de corpo (compressido e cisalhamento) ¢ de interface
(Rayleigh ¢ Love) a verdadeira natureza destas perturbagdes sera agora investigada. Sezawa [39]
realizou uma detalhada pesquisa a respeito de ondas de superficie ¢ seus resultados para o campo de

deslocamentos, correspondente ao ene-¢simo harménico do angulo 6, sdo dados por:

k -plz —s|2] @ -
0 (rz0)=—A, Sr| e 2P - |OH, (ki) (548)
: k; +s’ d(k,r)
- 2ps gz |HP(k 1)
ub (m )i A, —5|% T, g™ e AN 549
Bn( z ) n k;[ k: +SH k[r ( )
ul (nzo)=A_ |- ?ps,e“slz' H(k,r) (5.4.10)
k, k; +s”

onde H,””’ ¢ uma fungio de Hankel do segundo tipo ¢ ordem » ¢ A, ¢ uma constante de integragio.

Para as ondas de cisalhamento ¢ compressdo, o campo de deslocamentos ¢ dado em

termos de coordenadas cilindricas por:

ug (R)=Bh{"(k,R)+B,h{"(k R) (5.4.13)

ug(R)=Bh{"(k,R)+ B,h{”(k R) (5.4.14)
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ug(R)=B;h{"(k,R)+B,h{”(k,R) (54.15)

onde h,,"” sdo fungdes esféricas de Hankel de ordem m ¢ B,...Bs sdo constantes de integragdo. O valor

de R agora ¢ dado por:

R=vz'+1 (5.4.16)

Uma vez que o comportamento assintético destas fungdes ¢ dado respectivamente por:

h$(x) - %el[‘xvfmj +0(x™) (5.4.17)

) (5.4.18)

m

h(x) - 1), O(x
X

percebe-se que hy,'"” € responsavel pelas ondas que se aproximam da fonte (provenientes do infinito) ¢

h,,* responde pelas ondas emitidas pela fonte.

Uma vez que, em problemas desta natureza, nio sdo consideradas ondas provenientes
do infimto, deve-se selecionar as constantes de integragdo de maneira a conseguir-se este cfeito.
Impondo B, = B: = Bs = 0, renomeando as constantes ¢ rearranjando as equagdes (5.4.13) a (5.4.13),

tem-se:

ug(R)=Bh{*(k R) (5.4.19)
ug(R)=B,h{”(k R) (5.4.20)
ug(R) = B;hi”'(k,R) (5.4.21)

Uma vez que os campos de deslocamentos acima sdo dados em sistemas de
coordenadas diferentes, ¢ natural converter-se o problema para um referencial comum. Transferindo as

equagdes acima para o sistema de coordenadas cilindrico, tem-se:

ul(r,z) = B, ——h®(k,R)+B,

Z 23 i
- h;”(k.R) (5.4.22)

Vri+z
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ug(R)=B,h{’(k R) (5.4.23)

uS(R) = B, =——h®(k,R)~ B, —— —h{(k,R) (5.4.24)

\fr2+z \:‘r2+z

Estes campos de deslocamentos mostrados serdo a base sobre a qual fungdes de forma
de elementos infinitos serdo construidas. Observa-se que estas expressdes mostram que componentes

distintas do campo de deslocamento tem formas também distintas ¢ que decaem de maneira distinta.

Sendo assim. ¢ razoavel supor-se que devam existir diferentes fungdes de forma de
clementos infinitos para cada componente do campo de deslocamentos. Em conseqiiéncia. para um

determinado elemento infinito e. sdo dadas as seguintes relagdes de interpolagio:

nnas

us(r,z)= ZNf[ufj (5.4.25A)
1=l

ualr,zi= Y, Miud (5.4.25B)
1=l

ui(r,z)= > Niug (5.4.25C)

onde as relagdes sdo dadas em coordenadas cilindricas. Nas relagdes seguintes o superescrito e sera
ehmmado. Uma vez que, dentro do elemento cada componente do deslocamento deve conter uma
parcela referente a cada tipo de onda anteriormente descrito, a fungo de forma referente a componente

genérica § ¢ dada por:
dE =1
N2 ={tur, 2.k, k. k) [R] (5.4.26)
onde [F:| contém os valores nodais de {f:} e que, por sua vez, contém as varias componentes de onda

que estdo sendo transmitidas.

Assim, por exemplo, para a componente radial do deslocamento. u,, tem-se que o
campo de deslocamentos resultante ¢ uma soma de ondas de Rayleigh, ondas compressionais ¢ de

cisalhamento e. portanto:



o

- o

= 2

ol 2ps gy |OHP(k 1)
u(r,zk k k )=-A —r|e®d_ i |9Ha (kr)
( E L) n [ kf +S“ ) a(krr)

(5.4.27)

+B, ————=h{"(k,R) + B, ~———h{(k,R)

Uma vez que para cada componente do campo de deslocamentos sdo necessarias trés
constantes para determinar completamente o problema, um elemento infinito de trés nds ¢ necessario.
Em particular, identificando a equagdo acima com a equagdo (5.4.25A), as componentes de onda
correspondentes ao deslocamento radial podem ser facilmente obtidas. Entretanto, notando que o

comportamento assintotico das fungdes H,'”(x) e h,”(x) é dado por:

\/%Hf’(x) 3 %e—{xf—%vtj +0(x|) (5.4.28)

-4+ nm2)

¢ conveniente notar, principalmente para fins de integragdo numérica, que o termo ¢ pode ser

incorporado nas constantes arbitrarias que, de agora em diante serdo representadas por letras

minusculas. Assim ¢ suficiente aproximar H,?(x) e h,”(x) por e ¢, portanto, a equagdo (5.4.27)

resulta, para o deslocamento na diregdo radial:

—pil] 2ps - —(141 )k T — T (e T
ur(r_1 Z?kr‘ks3kp)=a§ e Pl ——,P—;e 52| e {1+ Jkgr +ai7e (i kg Vet 4z +
kr'+5' r3+22

P 7 e—(]+1 ;lkp \'Irrz-i-z2

SN

+a

(5.4.20)

de onde as diversas componentes correspondentes a cada tipo de onda podem ser identificadas.

Pode-se realizar o mesmo procedimento para as outras componentes do deslocamento.

Assim pode-se construir-se a matriz de coeficientes [F] para cada componente em particular:
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_ff(rpzwk&) £5(r,2,.k;) ff(rwzwkp)_
[F]; =| Btk B0k £05.%.6] (5.431A)
_flf{(r;vz‘nka) £5 (53, 23, ks) ff(rjﬂz_%akp)_

[Bh.z k) €haky) S0.5.5)]
[Flo =|f5 (1,25, k) £5(15,,2,,ks) fs (5 23, ks) (5.431B)
“fak(rhzjnk]{) fg(rfuzhk.\‘) fep(rsuz31kp)_

R r.z0 k) £2(r,z,ky) £R(r.z.k,)]
Fl=|f, (2 k) B2k £inz.k) (5.431C)
| £ (5,23, ke)  £(5,23.ks) £ (5,25, kp)

¢. desta forma. as fungdes de forma para o elemento infinito de trés nos podem ser encontradas.

As integrais aparecendo na equagdao de movimento (5.4.2) devem ser obtidas
diretamente por métodos numéricos, dada a sua complexidade. As formulas de Gauss Laguerre sdo
geralmente adequadas quando lidando com dominios infinitos. Uma segunda hipétese seria a opgio
pelo método de integragdo descrito na se¢do (2.4.1), onde se trabalha com elementos infinitos de

decaimento.

Medina [27] aplicou este elemento para a determinagdo das fungdes de influéncia para
uma fundagio semi-circular engastada no solo e obteve resultados considerados satisfatorios. O erro
calculado oscila entre 2.8% (parte imaginaria, influéncia vertical) até 8.5% (parte real, influéncia do

momento).

Os resultados obtidos serdo futuramente reproduzidos e ampliados para o caso de
fundagdes de superficie para as quais dispde-se de solugdes teoricas ou por acoplamento elementos

finitos/elementos de contorno.

A ampliagdo das capacidades deste elemento, utilizando-se a formulagdo para
elasticidade 3D ou em casos de tensdo/deformagdo plana ¢ muito importante. Para tanto, considera-se
0 mesmo comportamento das fungdes de forma porém as matrizes de rigidez. massa ¢ amortecimento
clementares sdo multiplicadas por matrizes de mudangas de coordenadas apropriadas para o sistema

retangular.



5.4.2 O elemento de Rajapakse/Karasudhi

Rajapakse [36] mostrou que, ao imvés de um elemento infinito com trés nos, bastariam
dois nos para. teoricamente, propagar de maneira cficiente as ondas de corpo (compressdo e
cisalhamento) ¢ ondas de Rayleigh. Mostra-se também que o esquema de integragio numérica proposto
por Medina era por demais custoso, de meaneira que um novo procedimento (semi-analitico) para

obtencdo das matrizes de rigidez e massa foi desenvolvido.

Inicialmente considera-se as vibragdes torcionais em um semi-espago elastico. Como
se sabe [1]. uma excitagdo puramente torcional provoca, no semi-espago, apenas ondas de
cisalhamento. de maneira que as outras componentes de onda em cada componente do deslocamento
ndo necessitam ser consideradas. E considerado um semi-espago elastico sujeito a um momento
dinamico distribuido sobre uma area circular A,. Assumindo uma excitagao na forma Texp(iot), pode
ser mostrado que a unica componente do deslocamento que ndo se anula é aquela dada (em

coordenadas cilindricas) por:

exp(iw t)uy(r,z, ) =

exP(lmt)J‘J (S, (g) ( 247 —ki) e

e

onde G ¢ o modulo de elasticidade transversal, k. ¢ o niimero de onda de cisalhamento e J, e J, sdo

fungdes de Bessel do primeiro e segundo tipo respectivamente.

Adotando um contorno de integragio adequado no plano complexo (dada a
caracteristica da singularidade da ntegral) pode-se verificar que o valor principal de Cauchy da

itegral acima ¢ que corresponde ao comportamento d campo distante ("far field") ¢ dado por:

le{exp iot)u, (R, 0, (0)} = ‘—exp[l((ut k. R)] sen(¢)+ O(R™) (5.533)

r—e

0 que mostra que. para o problema de vibragdes torcionais no semi-espago. a forma do decaimento das
perturbagdes obedece um padrido do tipo R™. Entretanto, para o presente elemento. é proposto uma
forma de decaimento exponencial para que as integrais que aparecem nas matrizes de massa e rigidez

- . . 1
possam ser avaliadas por meios analiticos '

" A necessidade de convergéncia das matrizes de rigidez e massa aparentemente impde esta necessidade.
Porém o ganho em precisdo obtido ao se¢ adotar a verdadeira lei de decaimento compensaria o tempo
computacional gasto.
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Assim, para o caso do carregamento (simétrico) torcional do semi-espago que poderia
ser representado segundo o que foi discutido na equagdo (5.3.1), por um tnico harménico do angulo 0,
i)

a fungdo de interpolagdo dos deslocamentos Nf"‘ correspondente ao no 7. poderia ser escrita em

termos de coordenadas locais (e,n) por:
N = exp(-b,e) L (1) (5.4.34)

onde a transformagdo de coordenadas para € ¢ dada por:
R=R,+e . (5.4.35)

Os deslocamentos na coordenada ¢ sdo dados pela maneira usual:

nnos

o= L (Mo, (5.4.36)

Fl

onde nros ¢ o nuimero de nos do elemento e Li(n) ¢ a fungdo de interpolagdo de Lagrange para o né ;.

Observa-se, finalmente, que ao se avaliar as integrais de massa ¢ rigidez que ocorrem

na formulagdo da elementos finitos, as seguintes expressdes devem ser avaliadas analiticamente:

o

[ exp(-2b,e)de = i (5.4.37)

i 0

8 R, 1
e -2b.g£) Rde = —2 +— 5438
! PR 2b,  4b’ (>438)

T ... R R 1
Iexp(—2b0€) R-de =ﬁ + 2b03 + ;—b—3
i 0 0

0

(5.4.39)

ao passo que as integrais aparecendo na dire¢do n podem ser avaliadas numericamente utilizando a
quadratura gaussiana convencional. A principal vantagem deste método esta em reduzir drasticamente
o tempo de processamento das integrais envolvida. O esquema de integragdo do clemento anterior
requer entre [0 ¢ 100 pontos para uma precisao satisfatéria, dependendo dos numeros de onda
envolvidos. Para o presente elemento, sdo necessarios apenas 3 pontos utilizando-se¢ a quadratura

convencional.
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Por dltimo serdo analisadas as vibragdes gerais do semi-espago. Inicialmente. a0 invés
da transformacdo dos deslocamentos das ondas de corpo para o sistema de coordenadas cilindricas, as
componentes das ondas de Rayleigh ¢ que sdo transformadas para o sistema esférico. Tem-se.

portanto:

uln (qu)) — _Anan {e—pRcow o K-I—sRuos‘p}e—{tlﬂ)kquenﬂ (5440)
uf (R ¢)_ n { —pRcosg _)“—:,Rmsq)} -I(1+1)k,Rsen¢]

o (X, 0)=n7Y 1€ | € (3.441)
U;(R, ¢) — ‘_Aan {e—pRcoso _ )»_;R cmo}e—|(l+|?k,Rsen¢] (54 42)

Ao passo que as componentes dos deslocamentos para as ondas de corpo sio dadas

pelas equagdes (5.3.22),(5.3.23) ¢ (5.3.24). As constantes sdo dadas por:

o, = _k‘[T {errr[].-'4+{n—l)v:| _em[1!4+(n+i;xzj} (5.4.43)
Zk;
k m{l/4+n/
Y. :( : ]e‘ bepiz) (5.4.44)
ky
B, = [u}%]e”’(t-’ﬂn.-’:} (5.4 .45)
P
2ps
= - 5446
'k 4§’ ( )
2k’
A, =—"— 5.4.47
. k™ +s° ( )

¢ onde A, By, B; ¢ B; sdo constantes arbitrarias. Enquanto que os verdadeiros decaimentos das

-1/2

fungdes H,(x) ¢ h,”(x) obedecem regras segundo x'? ¢ x'! respectivamente, ¢ proposto aqui

representar estas fungdes de Bessel e de Hankel por:

00 et +2)- 1+ 5449
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h'*(x) — exp[in(%+%)—(l+i)x] (5.4 49)

Apos a transformagdo da componente das ondas de superficie do sistema cilindrico

para o esférico tem-se:

um uR.n
f r = =
Uy, ¢ — { Ug, (5.4.50)
f T
u,, Ug

¢ uma vez que cada componente do deslocamento (segundo as diregdes radial e angular) deve conter

em si parcelas das ondas de corpo ¢ ondas de Rayleigh simultancamente, deve-se considerar:

Ug, =Up, +up (5.451A)
u,, = up, +ug (5.451B)
Uy = Uy, +U; (54.510)

A substituigdo das componentes de onda de corpo e de Rayleigh nas equagdes acima
mostra que cada componente distinta dos deslocamentos nas diregdes RO ¢ ¢ tem apenas duas

constantes arbitrarias.

Considerando, entdo, um elemento infinito de apenas dois nds & possivel expressar
estar constantes arbitrarias em termos dos deslocamentos em coordenadas esféricas dos nos deste
clemento. A transformagdo de coordenadas ¢ a mesma daquela usada no problema da excitagio

torcional do semi-espago, ou seja, dada pelas equagdes (5.3.22), (5.3.23) € (5.3.24).

Considerando o ene-ésimo harménico do deslocamento na diregiio radial (R), pode-se
obter a seguinte relagdo entre os deslocamentos nos nos 1 ¢ 2 do elemento e as constantes arbitrarias

para esta componente do deslocamento:

ukn} )y Ua)e | AL,

Ue)y Or)] AR
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2 u - . i . e i
onde uyp e ug, sdo os deslocamentos nodais na diregio radial e AL, e A} sdo constantes

arbitrarias associadas ao comportamento assintético desta particular componente do deslocamento. A

inversdo da equagao acima fornece:

{A;n} 1 (‘]R);z ~(T=),, {Uian} (5.4.53)

A o Uady
onde o determinante A7, ¢ dado por:
Ax =)0 =000,y (5.4.54)
e os valores dos J," sdo dados por:

_ —pRycosd,
(J ) = e~ (H)kRosend, (B“ COSY, 0, Hen ¢‘)e i (5.4.55)
o +o, A, sen ¢, —B,A, coso, )e_sr{ncm’i

(Gr), = [r),, = kR (5.4.56)

—pRgcasg,
(J ) s e~r1+|'}krRoscn¢3 (Bn COS¢2 _G'n sen ¢2)e ’ ’ + ("-'n 4 _.,?)
R/22 © —5R cos, T
“ +(ot, A, sen ¢, — B, A, cos @, Je oo

Observa-se que, para um particular elemento. os diversos J.* reduzem-se a constantes

a serem calculadas.

Substituindo na equagdo (54.51) os valores do campo de deslocamentos na coordena

radial, o deslocamento ug, em um ponto no interior do elemento pode ser expresso em termos dos

valores nodais u,, e u;, deacordo com:

i

Ug, = O, N (0,R)us, (5.4.58)

=l

onde

M

R
Njn:

A () exp(—akR) (5.4.59)

-
I
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A comparagdo da expressdo acima com cada parcela dos diversos tipos de onda

presentes nesta componente particular permite identificar os valores das incognitas A € a, por meio

de:

A, (0)= C(JARCZH :(ﬁn cosh -0, sen o) (5.4.60)
A, (0)= :(J.;:Zz: i(anxl sen— B, A, cos o) (5.4.61)

Ay(9)=- (JN: (5.4.62)
A (D)= { } B, cosd—o, send) (5.4 63)
AL(d)= [ }0{ A sen¢—B A, cosd) (5.4.64)
Ayn(d)= g;—)” (5.4.63)

R

Os valores dos coeficientes a,'s sdo dados por:

a, =pcos¢+Kk, sen¢+ik, send (5.4 66)
a, =scos@+k, send+ik, send (5.4.67)
a; =k, +ik, (5.4.68)

¢ de maneira similar para as outras componentes do deslocamento tem-se.

Uy, = z N (0, R )ug, (5.4.69)
1=l
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ug, = > N (¢, R)u, (5.4.70)

onde as fungdes de forma sdo dadas por:

N® =Y B, (#)exp(-b,R) (5.4.71)
k=1

N =3 C, (¢)exp(-c,R) (5.4.72)
k=l

Onde os termos By's ¢ Cy,.s sdo dados explicitamente em [12] para o caso geral de vibragdes do semi-
espago elastico. Avaliando-se as integrais que ocorrem nas matrizes de massa e rigidez, as seguintes

integrais sdo avaliadas analiticamente:

T — e—EuRo .
e " dR = (54.73)
R Zu

je*g”R RdR = ¢ &% L 1 5 (5.4.74)
Ro Su (gkl)

_[e"g""R R*dR = g #uRo [ﬁ+ 21}‘* % ] (5.4.75)
R, 8 Bu  Bu

onde as imtegrais remanescentes na diregdo n podem ser calculadas numericamente utilizando-se a

quadratura gaussiana convencional.

Uma das vantagens do presente esquema de integragdo ¢ que os elementos assim
desenvolvidos sdo extremamente bem comportados na zona de baixa frequéncia dado o processo
analitico das integrais impréprias. Os autores mostram que os resultados obtidos com este elemento
sao satisfatorios para a obtengdo das fungdes de influéncia do semi-espago elastico no caso de

fundagdes rasas.

Deve ser notado que o modelamento do semi-espago na regido proxima a fundagdo €
realizado utilizando-se elementos de ordem quadratica (serendipity e lagrangeanos). Isto ocorre para

uma melhor modelagem dos gradientes dos campos de tensio que sdo maiores nestas regides

5.4.3 O primeiro elemento de Chuham/Zhongbin [10]
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A principal caracteristica deste tipo de elemento é que ele é desenvolvido tomando-se
por base o estado plano de tensdo ¢ ndo o caso geral de vibragdes do semi-espago como nos elementos
anteriores. A principal vantagem disto ¢ que pode-se aplica-lo dirctamente aos problemas bi-
dimensionais sem a necessidade de alteragdes. Além disso utiliza-se um esquema de fungdes de forma

que ¢ mais proximo das linhas gerais desenvolvidas no segundo capitulo.

Conforme ja foi verificado. na construgdo de fungdes de forma para elementos
nfinitos, devem ser levados em conta tanto o decaimento da amplitude como para modificagdes no
angulo de fase. Assim, uma vez que nenhum tratamento teorico € feito a priori para determinar a forma

"analitica”, algumas fungdes de forma complexas para a interpolagio devem ser consideradas.

Inicialmente procede-se a transformagdo de coordenadas entre os dominios natural ¢ o
dominio normalizado. Para tanto sdo consideradas as seguintes transformagdes isoparamétricas entre

coordenadas:
x(e,M) =Y N'x; (5.4.76)
)=l

(y(e,n)= EN y, (5.4.77)

=
onde as fungdes de mapeamento N: sdo dadas por:
N =2 (e-1n-1)
N =
Na = ~——(e—1)(n+1) (5.4.78)

% |
N, = Ee(n+ 1)

N;=——e( =1)

A maneira conforme os deslocamentos nas dire¢des € ¢ n sdo interpoladas segue as

linhas gerais discutidas no capitulo 2 com pequenas modificagdes. Tem-se, portanto:
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u, =¥ N, (e,mu, (5.4.79)

k=l

"

u, =Y N (e, (5.4.80)
=l

As fungoes de interpolagdo sio dadas por:

N (en)= P(S)Ln,,_i) (5.4.81A)
N,(g,m)=-P(e)(n-1)(n+1) (5.4.81B)
N, (1) = P(e)@ (5.4810)

em que P(e) ¢ a fungdo de decaimento. Baseado no que foi discutido no capitulo 2, a fungdo de

decaimento pode ser dada por:

P(e) = exp[—(ou +iB)e] (5.4.82)

onde o ¢ B sdo o parametro de decaimento ¢ o numero de onda nominal nas coordenadas locais
respectivamente. O termo exp(-o€) representa a atenuagdo no decaimento devido ao fendmeno de
propagagdo de onda ter natureza eminentemente dispersiva. O fator exp(-1Be) expressa as modificagdes
no angulo de fase. Este clemento exige, em particular, que o eixo € seja escolhido de maneira a
comcidir de maneira mais ou menos exata com a direcdo principal de propagagio. A fungdo de

decaimento em termos de coordenadas normalizadas pode ainda ser dada como:

P(e) = exp{—(a +1 2]8:| (5.4.83)

Lc

onde © € a frequéncia de excitagdo, ¢ ¢ a velocidade de propagacdo das ondas no meio ¢ L ¢ o

comprimento do elemento relativo a diregao de propagagio. Na pratica L ¢ dado por:

L = y[x(es) - x(e, )]’ +[y(es) - y(e))] (5.4.84)



Para o caso em que o semi-espago ¢ considerado um meio viscoelastico, a velocidade
de propaga¢do de onda ¢ deve ser substituida pelo valor complexo ¢” de acordo com o modelo

viscoelastico em uso (linear, Maxwell, etc.). Para o caso do modelo de histerese constante tem-se:

¢ =yl+imc=(1+4ink (5.4.85)

e, portanto,

o +i m* «~-[u+—‘;n£]+i2 (5.4.86)
L& SN € L&

A integragdo das matrizes de massa, rigidez ¢ amortecimento que aparecem na
equagdo de movimento (5.3.6) ¢ levada a termo utilizando-se 0 mesmo processo descrito na segio
(2.4.1). Bons resultados sao encontrados pelos autores principalmente no caso de fundagdes em semi-

espagos viscoelasticos.

A principal critica que pode-se fazer a respeito deste elemento € que. por ser uma
extensdo de um modelo unidimensional, ele ndo se adapta bem as complicagdes que o fenémeno de
propagacdo de onda em dominios multi-dimensionais possui. Além disso, por estarem presentes varios
tipos de ondas simultancamente, deveriam ser levadas em conta as varias velocidades de propagagio
correspondentes na formulagdo uma vez que a energia irradiada no semi-espago por uma fonte pontual
na superficie (problema de Boussineesq dinamico) distribui-se pelos diversos tipos de onda segundo

[11]:

|. ondas de Rayleigh 67%
2. ondas de cisalhamento 25%
3. ondas de compressao 8%

No entanto. as ondas de Rayleigh, por serem fendmenos de superficie, decaem em amplitude
rapidamente com a profundidade o que indica que. mesmo para fundagdes rasas, uma variagio da
velocidade média de onda através do modelo devem ocorrer. Os autores ndo deixam claro. todavia.

como esta variagdo pode ser levada em conta pelo modelo.

5.4.4 Uma proposta para um elemento bidimensional baseado no
elemento de Chongbin [13]
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Embora este elemento tenha sido originalmente proposto para problemas tri-
dimensionais, a sua adaptagdo para casos bi-dimensionais ndo encontra sérias dificuldades.
Considerando micialmente o elemento mostrado na figura abaixo,

n
? contornos retos
6 5 4 @
£
N . ‘
diregdo de
e=0 e=1/2 e=1 propagagao
=l . B
1 2 3 «©

Figura 5.2: Elemento quadratico na
diregdo de propagacio

uma vez que os contornos do elemento sdo retos, as fungdes de forma referentes aos nos intermediarios
(2 e 5) ndo necessitam ser incluidas como fungdes de mapeamento. As fungdes correspondentes aos

nos 1.3.4 ¢ 6 sdo:

M, = %(1 —g)(1-n) (5.4.87A)
M, = %e (1-m) (5.4.87B)
M, =%£(]+n) (5.4.87C)
M, = %(1 -g)(1+m) (5.4.87D)

No entanto, o campo de deslocamentos dentro do elemento € expresso da maneira

usual, ou seja:

nen

u(e,m) = Y N, (e,u, (5.4.88A)

nen

v(e,n) = X N, (e, (5.4.88B)
1=1
enquanto que as fungido de forma sdo dadas genericamente por:

N;(e,m) =P,(e)Q;(n) (5.4.89)
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onde Pi(e) ¢ uma fungdo de propagagdo que contém simultanecamente todos os numeros de onda

envolvidos € Qi(n) ¢ uma fungdo de interpolagio padrdo de elementos finitos. Portanto:

N,(g,n) = lP1 (e) (l = n) parai=123
? (5.4.90)
N.(e,N) =5Pi(e) (1+m) parai =456

As fungdes de propagagdo sdo determinadas investigando-se a propagag¢do de ondas
harménicas no semi-cspago. Uma vez que a solugdo analitica para este problema pode ser expressa em
termos de fungdes de Bessel e de Hankel [15] de acordo com as equagdes (5.4.19, 20 e 21). Assim,
admitindo as mesmas aproximagdes utilizadas no caso do elemento de Rajapakse [9] as fungdes de

propagagao podem ser dadas por:

P(e) = ¢, exp[(-a, + Ik, )e]+c, exp[(-a, + Ik, )e]+c, exp[(-a, + Ik, )¢] (3.491)

onde admite-se que as ondas podem se propagar com diferentes taxas de decaimento. Segundo Chuhan
[13] o resultado final das matrizes elementares parece ndo ser afetado por diferentes taxas de

decaimento e, portanto, pode-se admitir a, = a, = as = a ¢ a equagdo acima simplifica-se para:

P(e) = exp(—ag)(c,e™™  +c,e™* +ce™™ (5.4.92)
p ! 2

onde k; . k; ¢ k; sdo os numeros de onda das ondas de compressdo, cisalhamento ¢ de Rayleigh
respectivamente.  As constantes ¢, (1=1,2,3) s3o utilizadas para compatibilizar o campo de

deslocamento do elemento infinito com o near field da fundagio.

Com o proposito de determinar estas constantes iguala-se o campo de deslocamentos
na dire¢do € em qualquer lado do elemento com aquele expresso pela equagdo (5.4.89). Por exemplo,

tomando o lado com os nds 1.2 ¢ 3 tem-se:

u, 1 l | ] 1 [ C;
1
_ —(—atlk;) —(=a+lk,) o —(=a+lky) - =407
u, r=|—g? —e2 e: C, = [C] c, (3.4.93)
—a+lk, —a+lk, —a+Tky
u, Cc C c Cs L

¢ invertendo a relagdo acima, tem-se:
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| u,
¢, r =[ERu, (5.4.94)
C; u,

onde [E] ¢ a inversa da matriz [C]. Se as equagdes referentes as outras faces sio consideradas

simultanecamente, as fung¢des de propagagio referentes a cada lado do elemento podem ser dadas por:

P()=E, e """ +E, e " +E, e ™" para i =16 (5.4.95A)

(—a+lky)e

PI (8) _ E]2 e',_aﬂkl)t‘ 4 E,., e(—a+lk2jt + Ew e

s L

para i=2,5  (5.495B)
P(e)=E e " +E e " +E, e " para i =34 (5.4.950)

onde os valores dos coeficientes E, sio dados por:

1 Yarmpemy)| Lk, lkz
E, :Z { C? ]
L Yesamaagl Lo L G e
El] :Kez er —e2 (5.4.96A)
1l 2 —3a+lk;+k,) Ik: 'l'L'|
E3I :Z z( er —e? ]
B, = “e™-e™)
12 =) c i€ c
l —a -1k, -1k, =
En=—e ( - ) (5.4.96B)
I. —a —Ik] -1k
E,=4¢ (e —€ )
1 2 L I
E; _Ee Z[ez TgR j
o=l R L .
E23 :Ee 2 e: - —eZ (5496C)
T 4 L L,
Esa_zez(e —e* ]

onde A ¢ o determinante da matriz [C]. dado por:
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(5.4.97)

Pode-se notar que uma condigdo suficiente para a existéncia da mversa da matriz [C] é
que ki , ks e ks tenham sempre valores distintos, o que pode ser facilmente verificado em problemas de

propagacio de ondas. Além do mais a seguinte relagdo:
P(g,)=0, (5.4.98)

¢ sempre satisfeita pelas fungoes de propagagéo.

Uma vez as fungbes de propagagdo determinadas a unica incognita restante ¢ a
determinagdo da correta taxa de decaimento que se aproxime dos valores tedricos. Este ¢ um problema
complicado onde se deseja aproximar uma fung¢do racional por meio de uma exponencial decrescente
no intervalo [R, .»|. A maioria dos autores fornece valores empiricos para os coeficientes de
decaimento o que ndo ¢ satisfatorio para a implementagdo geral do método. Além disso, outro
problema desta abordagem ¢ a aproximagdo das ondas de Rayleigh em dominios bi-dimensionais que.

conforme se viu no capitulo 4, ndo decaem absolutamente.

Admitindo-se, entretanto, que em realidade todo sistema fisico possui algum grau de
amortecimento, as ondas de Rayleigh decaem (mesmo que de maneira bastante lenta) em dominios bi-
dimensionais. Assim. com o proposito de assegurar a convergéncia do processo de integragio ¢ licito

introduzir uma taxa de decaimento para as ondas de Rayleigh em tais dominios.

Os graficos 5.1 e 5.2 fornecem os valores das fungdes de propagagao correspondentes

av; = 3000 m/s, v» = 1500 m/s e v; = 1398 m/s com uma freqiiéncia de excitagdo de 30 rad/s.
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Figura. 5.3: Parte real das fungdes de propagagao
correspondentes ao elemento de Chuhan/Chongbin
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Figura 5.4: Parte imagiaria das fungoes de propagagdo
do elemento de Chuhan/Chongbin '

Verifica-se [13] que os resultados obtidos com a aplicagdo destes elementos sdo
bastante satisfatérios embora tais resultados sejam aplicados ao problema tri-dimensional. A sua

aplicagdo a situagdes bi-dimensonais sera descrita no capitulo seguinte.

5.4.5 Aplicacdo dos elementos padrdes aos problemas da DSSI

Uma possivel critica ao esquema de clementos introduzido por Bettess [1] ¢ a
dificuldade destes elementos em similar situagdes com multiplos numeros de onda. Entretanto. uma
pequena modificagdo no esquema original pode levar a resultados bastante satisfatorios [14] na

simulagdo de problemas da DSSI.

" O grafico logaritmico fornece o comportamento das fungdes na regidio proxima a interface com o near field
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Considere-se, inicialmente, a utilizagdo de elementos de decaimento. Estes elementos,
como Ja se viu, ndo sdo os mais indicados do ponto de vista da propagagdo de ondas em meios semi-

infinitos pois o decaimento destas ondas se da segundo a tabela abaixo:

Comprc—:ss'z‘tofC1sa,lhamt.:;1t.£.;l ..... y
.
Rayleigh y
JF
2D Compressao/Cisalhamento %/_
r
Rayleigh ndo decai

Tabela 5.1 Decaimento dos diversos tipos de ondas em meios elasticos em
fungdo do tipo de dominio considerado

A fung¢ao de mterpolagdo para o caso em que apenas um tipo de onda esta presente ¢

dada segundo a equagdo (2.4.2):

N, (e,n) = P,(e,n) F, (€) exp(i k s) (5.4.99)

onde o termo de decaimento obedece, normalmente, uma lei do tipo exponencial.

A utilizagdo de fungdes racionais para o termo de decaimento ¢ bloqueada pela
auséneia de esquemas de integragdo numérica suficientemente versateis. Um método que merece
destaque ¢ o de Liaw/Kamel que envolve um esquema de integragdo ndo-jacobiana que utiliza um

mapeamento para a integragdo numérica [15]

A dificuldade da utilizagdo deste tipo de fungdo esta no fato de que apenas um nimero

de onda # esta presente. No entanto, considerando uma nova fungdo dada por:

N'(e,n) = 21 P (e.M)F, (e)exp(lk s) (5.4.100)

onde nw € o nimero de ondas presentes ¢ / ¢ a unidade imaginaria. Além disso, o requisito

o 3 2 (5.4.101)
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garante o valor unitario da fun¢do N(e.n) sendo que a mesma ¢ dada agora pela superposi¢io das
fungdo de interpolagdo referentes a cada harménico. Este esquema de superposigdo permite ainda a
introdu¢do de componentes com taxas de decaimento diferentes como € o caso de ondas de compressio
¢ Rayleigh em dominios tri-dimensionais. A determinagdo dos coeficientes A's , no entanto, ¢ uma
questdo ainda empirica e que, a principio, deve ser baseada no modo como a energia se distribui pelos

diversos tipos de onda.

Para o caso dos elementos de mapeamento a modificagdo também ¢ bastante simples.
Substitui-se a fun¢io de interpolagao dada pela equagio (2.6.1) por uma soma que segue 0s Mesmos

principios acima.

N,(e.n) =P (e,n)exp(iks) — N, (g,n)= EKJPI (e,m)exp(ik s) (5.4.102)
1=l

a coordenada s, conforme ja foi dito, tem a mesma métrica do espago original nio normalizado porém

aponta para a dire¢do de propagagdo ¢ ¢ dada por:

s(e) = [ﬁMi(e)le-+(§Mi(e)y,] (5.4.103)

onde M(e) ¢ uma fungdo de interpolagdo unidimensional que segue os mesmos requisitos que as
fungdes de forma de elementos finitos. Para o caso em que os nos do elemento estdo igualmente
espagados, a coordenada s ¢ independente de €, o que simplifica muito a integra¢do das matrizes de

massa e rigidez elementares como sera visto adiante. E, portanto:

s(e)=E(e—el). (5.4.104)
de

De maneira geral® , no caso de elementos infinitos para problemas da DSSI tem-se
fungdes de forma diferentes para cada componente do deslocamento. Assim, se o conjunto de fungdes

de forma for dado por meio de expressdes como (5.4.99) tem-se, para as derivadas:

F,(e) = exp[-ofe—¢ )| = % = —oexp[-ofe — ¢, )] (5.4.105)

* Estas consideragdes de aplicam inclusive para o caso dos elementos semi-tedricos
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(5.4.106)
%: :1 kj%exp[el(a] —k_llgﬂexp[ ( o, +k Igﬂ (5.4.107)
ou, de maneira simplificada:
. EG % exp{: [ o, +k IEH (5.4.108A)
de 5 ' de
aaI:I —iH A exp[ [ -0t +k_|I$H (5.4.108B)
onde:
G, = [a—P—P( -k lé)]exp[ (Ot —kllﬁ]] (5.4 109A)
de " de de
H]] :g’%exp[e ((11 —kllg.ﬂ (5.4.109B)

Desta maneira, as matrizes de transformagao de deformagio/deslocamento dadas pela

equagdo (5.2.18) podem ser decompostas segundo os seus diversos harmonicos como:

[B], —Z[B] A exp[ ( o +k I?)] (5.4.110)
€
p
onde, para o caso 2D, tem-se:
H, 0
[B], =] 0 G (54.111)
G H
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Expandindo para o caso em que trés componentes de onda (ki, k: ¢ ki) estdo

simultaneamente presentes tem-se:

(8] = [B] A, exp[e(—a]+k,1£]]+[B]akz - e( o, ol 1%)}

i €
(54.112)
+[B]., A, exp| € [ o, +k IdSJ
13 de |
ou, omitindo propositadamente os termos exponenciais:
[B], =[B], +[8], +[B]. G411
¢ a matriz de rigidez elementar, segundo a equagao (5.2.24), ¢ dada por:
nel
[K] = E[k‘]
) . (5.4.114)
[k“1,, —j [B], +[B],, +[B],,) [P]([B], +[B],, +[B],) 4@
ou, incluindo novamente os termos exponenciais:
nen nen nw nw d i
K =553 3 (8] ], exp{[ (o 0 )+ 1221, 4, )Hdg
a=] b=1 1=l =1 e
(5.4.115)

onde nen ¢ o numero de nds do elemento e nw ¢ o nimero de componentes de onda que o elemento €
capaz de transmitir. O esquema seguinte pode ser utilizado inclusive para o caso de elementos de
mapeamento necessitando, apenas a modificagio dos nucleos Hj ¢ G;; .Para o caso bi-dimensional tem-

5€.

dP. ds _

H. = +1—k P (e, 54116

1] ae d 1(8 n) ( )
dP

GlI =— (3.4.117)
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A aplicagdo desta metodologia para os elementos semi-analiticos envolve modificagoes

semelhantes.

5.5 Consideracdes sobre o programa DLEARN e
implementacio de um elemento bi-quadratico

O esquema basico do programa DLEARN constitui-se de um grupo de subrotinas
basicas, necessarias para a construgdo dos diversos elementos, um sofver bastante eficiente para
sistemas lineares a cocficientes reais ¢ um grupo de subrotinas proprias de cada elemento introduzido.
Inicialmente o programa dispdem apenas de um elemento de treliga bi e tridimensional ¢ um

quadrilatero plano para problemas de elasticidade no dominio do tempo ¢ estaticos.

A principal caracteristica do programa ¢ que ¢ usado o armazenamento vetorial para
todas as variaveis do programa. Estas sio armazenadas em um unico bloco common por meio de
apontamento vetorial. O programa fornece, ao término de cada execugdo, uma relagdo da posigdo de

cada variavel no bloco comum de variaveis.

Além disso. o sistema linear resultante ¢ resolvido utilizando-s¢ também o
armazenamento vetorial na forma conhecida como skyline. Nesta forma, apenas os termos nao nulos
acima da diagonal principal sdo armazenados no bloco comum. A economia de memoria que se obtém
com esta estratégia permite um maior nimero de incognitas com as quais o programa pode lidar

simultaneamente.

As subrotinas principais nas quais o fluxo do programa ¢ desviado para as subrotinas
dos elementos sdo a subrotina Dlearn ¢ Driver. Na subrotina Dlearn sdo lidos os dados a respeito das
coordenadas de cada no e as respectivas condigdes de contorno. Sdo lidos também a incidéncia dos
elementos nos diversos nos o que permitira a montagem das diversas matrizes elementares nas matrizes

globais de massa ¢ rigidez.

Na subrotina Driver ocorre o calculo das diversas matrizes clementares ¢ o
assemblage destas matrizes na matriz global correspondente. Na pratica, entretanto apenas a matriz de

rigidez dinamica ¢ calculada. Esta ¢ dada por [3.4]:

N
n
=

[S(@)]= {-o* [M], +io[C], +[K], } (
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¢ observa-se que esta matriz pode ser calculada sem a necessidade da montagem das matrizes globais

de massa ¢ rigidez:

nel

[S(@)] = [S(w)] (5.5.2)

e=]

onde as matrizes elementares sao dadas diretamente pela soma das matrizes de massa, rigidez ¢
amortecimento:

[s@)]; = {-o* [M], +io[c] +[K]}] (553)
o que reduz bastante o espago de memoria necessario. Os resultados sdo fornecidos também pela

subrotina Driver por meio de arquivos de dados.

Os resultados gerais (tensdo, deformagdo ¢ deslocamento) sdo fornecidos no arquivo
output.dat enquanto que os dados a respeito da FRF de saida (considerando-se um determinado ponto

de medi¢do) sdo fornecidos no arquivo outfreq.dat no formato ASCII.

Para comprovar a eficiéncia do programa de elementos finitos descrito acima, foram
implementados diversos tipos de elementos no cédigo original considerando-se o dominio da

freqiiéncia. Foi analisada uma viga em estado plano de tensdo com as seguintes caracteristicas:

moédulo de Elasticidade: E = 10.000 N/cm®

1

2. modulo de Poisson: v=0.3

3. densidade: p=0.10 Kg/em®
4. comprimento: L =100 cm

5. altura: h=10cm

Conforme pode-se verificar, as dimensdes da viga aproximam-se¢ dos requisitos
fundamentais da teoria de flexdo elastica da Resisténcia dos Materiais que fornece, para as frequéncias

naturais de ressonancia da viga a seguinte expressao [7]:

o, = Bi\/g (5.54)
v
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onde y € o peso por unidade de comprimento ¢ / ¢ o momento de nercial de area relativo ao eixo de
rotagdo da viga. O coeficiente B ¢ tabelado em fungdo do comprimento da via ¢ das condigdes de

contorno do problema. Para a viga sob consideragdo, as primeiras freqiéncias naturais sdo tabelas

abaixo:

Freqiiéncia | \
1 0.22
2 1.51
3 3.62
4 7.01
5 12.22

Tabela 5.2: Valores das frequéncias naturais
para a viga proposta

A figura seguinte mostra a viga discretizada em 12 elementos quadraticos tipo
Serendipity (8 nos). As curvas mostradas indicam o deslocamento na diregdo y (diregao de aplicagio
da forga) ¢ na diregdo x. eixo da viga e que corresponde a curva inferior. A distribuigao dos picos pelo
espectro mostram uma boa concordancia entre 0 método ¢ a teoria da Resisténcia dos Materiais para a
viga de proporgdo L/H=10. O ponto de excitagdo ¢ o de resposta coincidem com a extremidade livre da
viga

2 elementos

7 quadraticos E.pv

SEEERREENE

N

Figura 5.5: Viga discretizada por 12 elementos
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Deslocamertos em viga em balango sem amorecimenta
10 . : — .

1 0

10 10
freqiiéncia [Hz|

Figura 5.6: FRF em viga sob estado plano de tensdo discretizada
por 12 clementos quadraticos tipo Serendipity

A figura 5.7 foi obtida com a mesma discretizagao porém introduziu-se amortecimento
histerético correspondente a 0.1%. A distribuigdo dos picos mostra que o amortecimento nao influi
significativamente nas frequéncias naturais. A figura 5.8 mostra o caso onde o amortecimento
corresponde a 1 %. Neste caso a atenuagdo nos picos ¢ mais visivel. A figura 5.9 ¢ a figura 510
mostram viga discretizada por 24 clementos tipo serendipity com amortecimento proporcional. Os

parametros de viscosidade de massa e rigidez correspondem a 1 % ¢ 0.1 %.

Deslocamentos em wga em balango com amortecimento a 0.1%

dacmammmmn

frequéncia [Hz)
Figura 5.7: Viga com a mesma discretizagdo anterior
com amortecimento histerético a 0.1% .
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Deslocamentos em wga em balango com amodecimento a 1%

10" 10’ 10’
frequéncia [Hz)]

Figura 5.8: Viga com a mesma discretizagdo
anterior com amortecimento histeréticoa 1 % .

E.p.v

3

RARIRRIRRANG
|
|
jus

L

Figura 5.9: Viga discretizada por 24
elementos quadraticos tipo serendipity

A figura 5.10 mostra a mesma viga discretizada por 24 elementos quadraticos tipo
lagrangeanos. Os resultados obtidos sdo idénticos aos conseguidos com elementos tipo serendipity.

Neste caso nenhum amortecimento foi introduzido.

Deslocamentos em viga em balango serm amotecimento

min

10 10’ n
frequéncia [Hz]

Figura 5.10: Viga sem amortecimento discretizada
por 24 elementos lagrangeanos

A figura 5.11 corresponde a mesma viga discretizada por 12 elementos tipo

lagrangeanos. Neste caso o coeficiente de amortecimento histerctico corresponde a 0.1%. A queda das
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curvas na regido da ressonancia ¢ a mesma experimentada pelos elementos tipo serendipity. A figura

5.12 mostra os resultados com o coeficiente de amortecimento a 5 %.

Deslocamentos em viga em balango com amaortecimento

10° 10"
frequéncia [Hz)

Figura 5.11. Viga discretizada por 12 elementos
lagrangeanos e amortecimento histerético a 1%

Deslocamentos em wigs em balango com amorecimento a5 %

mim

frequéncia [Hz|
Figura 5.12: Viga discretizada por 12 clementos
lagrangeanos e amortecimento histerético a 5 %

Os resultados a serem obtidos com os elementos infinitos descritos neste capitulo

permitirdo avaliar quais estratégias sio mais adequadas para o tratamento de problemas da DSSI.
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6. Aplicacdo de elementos infinitos € demais resultados

6.1 Introducdo

Neste capitulo discutir-se-a a implementagao computacional dos elementos infinitos
descritos no item 5.4.4 em problemas da dindmica de fundagdes. O principal aspecto abordado ¢ a
obtengdo das fungdes de resposta em freqiiéncia para o semi-espago homogéneo ¢ suas variantes:
fundagao engastada ¢ meio em camadas. Inicialmente procede-se a uma revisdo dos conceitos utilizados
na interagdo solo-estrutura. descreve-se¢ os modelos utilizados ¢, por fim, apresenta-se os resultados

obtidos com a implementagdo.

Além da 1mplementagdo computacional discute-se ainda a possibilidade de
incorporagdo dos resultados obtidos com o semi-espago homogéneo a analise modal de estruturas em
interagdo com o solo. Os resultados obtidos demonstram a importancia de ter em consideragdo os efeitos

dispersivos do solo nos resultados modais.

O cstudo da interagdo dinamica estrutura-fundacio-solo ¢ voltado sobretudo a
estruturas apoiadas sob solos flexiveis sob a agdo de forgas dinamicas diretamente aplicadas na
estrutura ou transmitidas através do solo. Os efeitos desta interagdo sdo, na maior parte das analises,
estudados segundo um comportamento elastico linearizado tanto da estrutura como do solo. Uma das
consequiéncias desta linearizagdo € que o conjunto solo-estrutura pode ser analisado segundo diferentes

técnicas de sub-estruturagio' [45] no dominio da fregiiéncia.

O objetivo basico no projeto de fundagdes de maquinas ¢ a mitagdo do movimento do

sistema a amplitudes que ndo interferirdio com a operagdo satisfatoria do equipamento. Assim. um

" Os métodos de sub-estruturagdo permitem o estudo separado do comportamento dinimico da estrutura em
primeiro lugar. Em seguida o comportamento dindmico do solo ¢ adicionado.



ingrediente importante para uma analise de fundagdo bem sucedida ¢ a determinagdo acurada da rigidez

dinamica da fundagdo, também conhecida como impedancia dindmica [17].

Em muitos problemas onde os efeitos de interagdo com o solo sdo importantes
(fundagdes de maquinas, instalagdes hidro-clétricas, ctc) as fundagdes sdo massivas ¢ podem, em
primeira analise, ser consideradas rigidas. Deve ser observado. entretanto, que esta aproximagdo nio
necessita ser tomada nos modelos de elementos finitos/infinitos uma vez que a rigidez da fundagdo pode

ser tdo grande quanto se desejar variando-se apenas o modulo de Young do modelo considerado.

Considerando o caso mais simples, em que as fundagdes sdo rigidas, podem ocorrer trés

casos distintos:

A. fundagoes de superficie: nas quais a zona de contato com o solo restringe-se a parte inferior da
fundagéo

B. fundagdes semi-engastadas: nas quais o contato fundagdo-solo se da totalmente na parte inferior ¢
parcialmente nos lados da fundagdo

C. fundagdes engastadas: nas quais o contato ocorre completamente nas faces inferior e laterais da

fundagdo.

e o o L A s NN

(A) (B) (©)

Figura 6.1 diferentes formas de engastamentos para fundagdes rigidas

Nos casos onde a fundagdo ¢ rigida ¢ de superficie, seu movimento pode ser descrito
por meio de trés graus de liberdade, correspondendo as coordenadas vertical, horizontal e de rotagio.
No caso de modelos tridimensionais, o vetor de deslocamentos da fundagdo tem seis componentes (dois

rotacionais, trés translagdes ¢ um movimento de torgdo.
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Figura 6.2: deslocamentos ¢ coordenadas possivels
em fundagao rigida bi-dimensional

Assim, para uma excitagdo harménica com frequéncia ®, define-se uma matriz de
rigidez dinamica, K,, que relaciona o vetor de forcas ¢ momentos aplicados na fundagdo com os

deslocamentos e rotagdes resultantes quando a fundagio ¢ assumida sem massa:

{F} =[K[{u} 6.1.1)

Os termos da matriz K sdo fungdes da freqiiéncia o e cada termo representa a forga ou
momento resultante na coordenada 1 quando um deslocamento ou rotagdo harmonica ¢ unitaria é
aplicada na coordenada j. Em outras palavras, K;; ¢ a matriz de rigidez ou impedancia do solo para uma

dada configuragdo da fundagdo.

Além disso. estas for¢as ¢ momentos resultantes estdo, geralmente, fora de fasc umas
com as outras mesmo quando nenhum amortecimento de natureza material ¢ introduzido no modelo,

razdo pela qual opta-se pela notagdo complexa. Os termos da matriz de impedancia sdo escritos como:

K, (0)=Re(K,)+iIm(K,) (6.1.2)

sendo que a parte real da impedancia relaciona-se com a rigidez e inércia do solo € a parte imaginaria se
deve as propriedades de amortecimento (material ou geométrico) da propagagdo de ondas pelo sistema.
Deve ser notado que a maior parcela de amortecimento no semi-espago homogéneo se da devido ao
amortecimento geométrico ¢ que demais efeitos dispersivos tem um papel secundario [17] Este
amortecimento geométrico ¢ altamente dependente da frequéncia, conforme ficou demonstrado no item

3.4 e, portanto, os termos da matriz de rigidez sdo freqiientemente apresentados [12,27] segundo:

—
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K,, =K (k,, +ia,c,) (6.13)

onde K representa o valor estatico da impedancia € os termos Kk, € ¢; sdo coeficientes dependentes

da frequéncia. O termo a, representa a frequéncia admensionalizada.

Quando existe amortecimento material (comumente histerético). a expressdo acima ¢

arranjada na tentativa de isolar ambos os efeitos:

K,, =K, (k,, +ia,c, )(1+2iB) = K, (k,, +ia,c,, )(1+in) (6.1.4)

onde B ¢ uma taxa de amortecimento. Os coeficientes k;; € ¢; ainda dependem do amortecimento material

mas, para valores normalmente encontrados de 3, esta dependéncia ¢ pequena [12].

Uma outra maneira comumente encontrada de analisar os efeitos dindamicos da
fundacgdo € através da inversa da matriz de rigidez, conhecida como matriz de flexibilidade dinamica,
Cj;. Seguindo a notagdo complexa, os termos de flexibilidade podem ser apresentados como:

C,,(®)=Re(C,)+iIm(C ) (6.1.5)

Sera dada preferéncia a apresentagdo de resultados através da matrniz de flexibilidade

uma vez que um grande nimero de autores apresenta seus resultados segundo esta forma.

6.2 Analise do elemento infinito de Chongbin

A segdo 5 4.4 descreve um elemento infinito capaz de propagar ondas de cisalhamento,

compressdo ¢ de Rayleigh onde admite-se um conjunto de fungdes de forma dado por:
N.(e,n) =P (e)c, exp[—e(mI +I[3j)] (6.2.1)

onde Pi(g) ¢ a fun¢do de interpolagdo definida no intervalo € € [0,1], ¢, ¢ a matriz de coeficientes de
decaimento ¢ o ¢ P sdo. respectivamente o decaimento admitido da componente de onda j ¢ o seu

numero de onda.
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No entanto. tal elemento negligencia o fato que o numero de onda ¢ a taxa de
decaimento ndo sdo propriedades do dominio normalizado QN={(s,n) | ge [0,00] ., m € [-1.1]} mas se
referem ao dominio elementar original. Assim, descontinuidades no perfil de deslocamentos podem

ocorrer no caso de elementos adjacentes.

O elemento implementado faz uma correcdo deste problema nos casos em que o
dominio original do elemento ¢ diferente do normalizado. Assume-se a existéncia de uma coordenada
adicional R(g) que corresponde aproximadamente a diregdo de propagagdo do elemento no sistema de
coordenadas ndo normalizado. Se o elemento esta orientado segundo uma diregdo radial, entdo o vetor R

coincide com a coordenada radial do problema e, assim,

R, ={x’+y’ . (6.2.2)

Se o angulo formado pelas arestas do elemento for pequeno em relagio ao seu
comprimento ¢ os nos intermedidrios estiverem posicionados nos pontos medios das arestas, entdo o

vetor R pode ser dado aproximadamente por:

R, +R

R(e) =2 6+(R3+R4_R:+Ro
2

2 2

)e (62.3)

e, assim, as constantes de decaimento e propagacdo do elemento i segundo a componente de onda j, (o e

B, respectivamente) sdo definidas em termos das constantes globais por meio de:

o
u’u =9 dR
3 e (6.2.4)
Bii qest Gy &
de
onde a derivada de R em relagdo a € ¢ dada simplesmente por:
dR AR, + AR, y
— =12 (6.2.5)

de 2

onde AR, ¢ o comprimento da aresta superior ¢ AR, o comprimento da aresta inferior. A figura abaixo

ilustra a situagdo onde o elemento esta orientado totalmente no sentido radial e, neste caso, AR=AR..
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Figura 6.3: clemento infinito orientado no sentido radial

Utilizando-se o processo de integragdo descrito em 2.4.1 ¢ possivel obter-se de maneira

bastante eficiente as matrizes de rigidez e massa para este tipo de elemento.

O grafico 6.2.1 ilustra o comportamento de um componente tipico da matriz de rigidez

de um elemento posicionado radialmente onde AR =AR;= 2.00 ¢ 6=5°. O meio ¢ admitido perfeitamente

elastico onde E=5.6x10° N/m” , v=0.40 ¢ p=2.00 kg/m’. Foram utilizados 10 pontos de integragio no

total, sendo 2 pontos na dire¢do 1 (Gaussiana) e 3 pontos na diregdo de propagagio.

referem-se a constantes de decaimento globais de 1.0, 0.10¢ 0.01 .
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Figura 6.4: Varagdo da rigidez estatica do elemento em relagdo a freqiiéncia

As curvas
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Figura 6.5: Variagdo da massa do elemento com a freqiiéncia

A curva seguinte ilustra a influéncia do nimero de pontos de integragdo na precisio

obtida pelo método de integragdo. Deve ser notado que o método ja mcorpora a variagio em € das

fungdes de forma e, portanto ndo sdo necessarios mais que um ponto no caso de dominios regulares

(quadrilateros). Entretanto, pontos de integragdo adicionais devem ser incluidos sempre que o dominio

de integragdo nao for regular (onde o determinante jacobiano ndo ¢ constante).

A curva referente ao erro de cinco pontos € mostrada parcialmente uma vez que os

valores encontrados foram menores que a precisdo de maquina utilizada (precisdo simples).

Abs(Err)
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Figura 6.6: Variagio do erro de integragdo em fungdo do numero de pontos



Conforme ja foi verificado anteriormente, o erro de integragio cresce de maneira
significativa a medida que a frequéncia se aproxima de zero e conforme se aumenta o nimero de pontos

de integragdo.

Para este elemento sdo conseguidos resultados satisfatorios com apenas 2 pontos de
integragdo na dire¢io de propagagdo enquanto que o elemento descrito por Medina/Penzien [27]

necessita da ordem de 25 pontos utilizando-se um processo derivado de Gauss-Laguerre.

6.3 Fundacoes de superficie

Os diversos tipos de clementos infinitos tratados nos capitulos anteriores sdo
particularmente Utels na obtengdo da matriz de rigidez dindmica de fundagdes de superficie bi-
dimensionais, sejam clas admitidas rigidas ou flexiveis. O nimero total de incognitas ¢ sensivelmente
menor do que no caso tridimensional ¢ a discretizagao ¢ tratamento dos dados €, conseqiientemente,

mais simples

Existem duas abordagens distintas para este problema: quando a excitagdo provém do
solo (como, por exemplo, no caso de terremotos ¢ explosdes subterrineas) e se deseja determinar as
tensdes € movimentos resultantes na estrutura ou fundagdo. A outra aplicagdo ocorre quando a

excitagdo ¢ fornecida pela propria estrutura.

Embora ambas as situagdes possam ocorrer. a principal atengdo sera voltada para o
segundo caso. Uma abordagem completa envolvendo a primeira situagdo pode ser obtida em Wolf [45]

segundo diferentes técnicas de sub-estruturagio

Testes e observagdes mostram que as propriedades mecénicas do solo, a topografia da
superficie ¢ o perfil geologico do subsolo tem uma grande importancia no comportamento dinamico das
estruturas ¢ fundagdes — os quais tornam os resultados obtidos pelo modelo do semi-espago
homogéneo suficientes apenas para uma primeira aproximagdo. Assim, a complexidade das situagdes
encontradas na pratica fez dos métodos numéricos as ferramentas mais adequadas para o tratamento de
tais problemas. A figura seguinte mostra um perfil tipico em camadas para um problema dindmico de

mteracdo solo-estrutura.
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Figura 6. 7: Exemplo das diferentes camadas de um tipico
perfil do subsolo.

Para o caso de uma fundagdo rigida bi-dimensional, existem trés graus de liberdade

possiveis correspondendo aos deslocamentos de corpo rigido. Estes sdo:

[

. translagdo no eixo z - vertical

2. translagao no eixo x - horizontal

led

. Totagdo no e1xo v - angular

[

. portanto, a equagdo (6.1) pode ser representada segundo:

.F\r' CV\- th C\'rrl U
F,t=nG{C,, C, C, t1W (6.3.1)
‘\}/H C mv C mih C mim GB

onde Fy. Fiy € M sdo as componentes da forga ¢ momento aplicados no centro da fundagao segundo os
eixos vertical, horizontal ¢ angular. O termo de admensionalizagio G ¢é usado pela maioria dos
autores, onde G € o modulo de elasticidade transversal. Os coeficientes C,, sdo chamados de coeficientes
de influéncia e sdo determinados um a um tomando-se uma forga ou momento unitario na diregio i ¢
verificando-se os trés deslocamentos correspondentes. Bycroff [3] ¢ Gazetas [17] mostram que a matriz
dos coeficientes de influéncia ¢ simétrica ¢ que, quando da aplicagdo de uma carga vertical central. nio

ocorrem deslocamentos da fundagdo segundo os demais eixos ortogonais.

Sdo apresentadas, em seguida, as quatro fungdes de flexibilidade de uma fundagio
rigida ¢ de superficie sobre um semi-espago homogéneo visco-elastico e que correspondem aos
coeficientes C... Cpp. Com € Chm. O estudo envolve a comparagdo com as solugdes tedricas dadas por

Luco/Westmann [24] e com o método de fungdes de Green descrito por Wolf [45] € Romamm [38.31].
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Deve ser notado que as curvas de Luco/Westmann correspondem ao caso elastico ¢ que Romanini

utiliza amortecimento histerético.

A figura seguinte ilustra o significado das varias grandezas utilizadas. A distancia 1.
corresponde comprimento do campo proximo e, segundo Chongbin [10] ¢ Chung-Bang [41] deve ser, no
minimo, trés vezes o comprimento caracteristico da fundagio para os casos de semi-espago homogéneo.

A distancia H sera admitida igual ao comprimento do campo proximo.

— I — H

| | | — 1

AT

Figura 6.8: Discretizagao utilizada para o semi-espago homogéneo

A altura da fundagdo (indicada por ¢) ¢ teoricamente irrelevante sempre que a fundagio
for considerada rigida. Entretanto, em situagdes praticas, a rigidez da fundagio pode ser seriamente
comprometida quando a relagdo t/B for muito pequena uma vez que isso introduz os modos proprios da
fundagdo nas fungdes de flexibilidade. Para todos os cfeitos, portanto, admitir-se-a que a altura da

fundagao ¢ pelo menos a metade do comprimento caracteristico da mesma.

Utilizou-se elementos lagrangeanos quadraticos para a discretizagio do campo proximo
¢ da fundagdo (ja testados no capitulo anterior). A discretizagdo usada foi de quatro elementos para a

fundagdo e de 16 x 8 clementos para o campo proximo. Tem-se, portanto, 1418 graus de liberdade.

Inicialmente verifica-se a convergéncia do método em fungdo dos varios parimetros de
decaimento possiveis. O grafico abaixo corresponde a fungdo de flexibilidade vertical para o semi-
espago onde E=25x10" N/m’. v=025 ¢ p=3.00 ton/m’. O amortecimento material (histerético)

utilizado no modelo de elementos finitos/infinitos e no de fungdes de Green € de n=10%.

Os parametros de decaimento referentes a cada componente de onda foram admitidos
1guais. Além disso todos os elementos infinitos possuem as mesmas propriedades. Ndo foram feitas

tentativas para modelar o decaimento das ondas de superficie em relagdo a vertical através do parimetro
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de decaimento correspondente. Os resultados mostram que, mesmo com a presenca de ondas de

Rayleigh propagando-se na vertical, a precisdo alcangada ¢ muito boa.
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Figura 6. 9A: Convergéncia do modelo em fungdo do parametro de decaimento
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Figura 6 9B: Convergéncia do modelo em fungdo do parametro de decaimento

Inicialmente verifica-se a validade dos resultados obtidos pelo modelo de elementos

finitos/infinitos para o caso de um coeficiente de Poisson de 0,25. Os resultados mostram que o modelo
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de elementos finitos/infinitos ¢ tao eficiente em aproximar as curvas teoricas quanto o método de Green.
As curvas para o semi-espago foram obtidas considerando-se os parametro de decaimento de 0.20 para

as ondas de corpo ¢ 0.01 para a onda de Rayleigh.
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Figura 6.10: Re(C,,) para o semi-espago homogéneo
onde v=0.25 ¢ n=10%.
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Figura 6.11: Comportamento Im(C,,) para o semi-espago
homogéneo onde v=0.25 ¢ n=10%
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As figuras seguintes analisam o comportamento da fungdo de flexibilidade horizontal

Os resultados mostram que a inclusdo de amortecimento no modelo tem pouca influéncia nas fungdes
lineares (C, € Cyp)
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Figura 6.12A: Comportamento da fungdo de flexibilidade horizontal (C..) para
o semi-espago homogéneo onde v=0.25 ¢ n=10%
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Figura 6.12B: Comportamento da fung¢do de flexibilidade horizontal (C.,) para
o semi-espago homogéneco onde v=0.25 ¢ n=10%
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A mstabilidade na regido de baixa frequéncia ¢ caracteristica deste tipo de elemento.

Deve ser notado que uma busca mais detalhada dos parametros de decaimento mais apropriados para o
problema pode minimizar este tipo de comportamento.
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Figura 6.13A: Comportamento do termo de
acoplamento - Re(Cy,,,) . Semi-espago v=0.23
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Figura 6.13B: Comportamento de Im(C},,,) para o semi-espago v=0.25 .

166



As curvas para as fungoes angulares (Cyy, € Com) sdo mais sensiveis a presenca de
amortecimento, como se percebe pela grande diferenca entre os modelos amortecido (Romanini ¢

Elementos infinitos) ¢ elastico (Luco/Westmann).
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Figura 6.14A: Comportamento da fungio de flexibilidade
angular - Re(C,,,,) - para o semi-espago v=0.25
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Figura 6.14B: Comportamento da fungdo de flexibilidade
angular - Im(C,,,,,) - para o semi-espago v=0.25 .
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Os resultados obtidos comprovam a boa precisio do método na solugdo de problemas
de fundagdes de superficie. Esta diferenga leva a um sensivel desbalanceamento do sistema linear de
equagdes necessitando de um método de solugdo mais robusto que o empregado (Crout com
armazenamento linear). A figura seguinte ilustra a influéncia do fator de amortecimento nas partes real

¢ imaginaria das fungoes de flexibilidade.
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Figura 6.15A: Re(C,,) em fungiio do amortecimento
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Figura 6.15B: Im(C,,) em fungdo do amortecimento material .
Semi-espago v=0.25
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De acordo com os resultados obtidos verifica-se que a maior parte do amortecimento no

modelamento do semi-espago ¢ de carater geométrico enquanto que o amortecimento material tem

carater secundario. Esta conclusdo também pode ser obtida através das matrizes dos elementos infinitos

pois nas mesmas a parcela imaginaria tem a mesma ordem de grandeza que a parte real.

O grafico seguinte ilustra o comportamento tipico dos termos de rigidez dindmica de

um ¢lemento infinito tipico quando sdo adicionadas as partes estatica e inercial. Para este caso tem-se

E=5.0x10° N/m’, v=0.40, p=2.00 ton/m’ ¢ n=0. O decaimento

em particular, menor que o da parte real.

Re(Ke(1,1)), Im(Ke(1.1))

&

da parte imaginaria €, para este elemento

—=— parte real

—&— parte inaginina

1,5
Acmwbics

05 1.0 20

Figura 6.16: Comportamento das partes real ¢ imaginaria de

um elemento tipico
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Figura 6.17: C,, para o semi-espago onde v=0.33 e n=10%
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Figura 6 20: Comportamento de C,, para o semi-espago v=0 40

6.4 Fundacoes de superficie em meios estratificados

Uma vez tendo sido comprovada a boa performance do método em problemas de

superficie, este foi aplicado ao problema bem conhecido dos meios em camadas horizontais. Foram

analizadas duas classes de problemas: camada visco-elastica sobre semi-espago € camada visco-elastica

sobre leito de rochas. A figura seguinte ilustra as duas situagdes.

Figura 6.21 Situacoes analisadas

E evidente que o segundo caso ¢ uma particularizagdo do primetro, no qual faz-se

E,—cc ou tdo grande quanto se queira. O indice de refragdo de velocidades das ondas de cisalhamento,

dado por:
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(6.4.1)

¢ utilizado para comparar a transmissividade do meio superior com a do semi-espago. A fundagio

continua a ser representada como rigida e permanece na superficic. Um esquema da malha utilizada
para os resultados ¢ dado na figura seguinte.

i fundagio

| semi-espago

777 camada

E v g Z
EpEVe | Elementos Finitos

9 Nos

-

Eupi,vi = /’,/,.{4 7 s Vi 7 : i
— > 7 /,/ /_'
7 % %

o ] e
I Inlerracel G 2z £

e .:\a:i-:-_'::l’i'; :

- | Elementos
Infinitos
6 Nbs

Rt Ry U PR P
-

Figura 6.22: Discretizagdo da fundagdo ¢
semi-gspago no problema de camadas

Na figura anterior, o campo proximo a fundagdo € discretizado de maneira semelhante
aquela do semi-espago homogéneo. Utilizou-se elementos lagrangeanos de 9 nés no dominio da
frequéncia tanto para a fundagdo como para o campo proximo. O comprimento minimo do campo

proximo para o caso da fundagio sobre meio em camadas foi admitido como sendo de quatro vezes o

comprimento caracteristico da fundagio. Assim:

L
—240 (6.4.2)
B

¢ utihzado nos resultados abaixo. O tamanho relativo da camada, dado por:

(6.4.3)

relaciona o tamanho da camada com o da fundagio ¢ mede a nfluéncia das ondas refletidas pela

terface nas fungdes de flexibilidade. A medida em que t,—o0 tem-se o caso do semi-espago

homogéneo.
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A grande maioria dos autores [17,12.24.38] analisa valores de t, compreendidos entre
2.0 € 5.0 e valores do indice de refragio entre 2.0 ¢ 8.0. A partir deste valor, os resultados sio muito

proximos daqueles obtidos com a camada sobre leito de rochas.

Os resultados com elementos infinitos foram obtidos tomando-se n=n.=10% e
p1=p>=2.00 ton/m’. O médulo de Poisson ¢ sempre admitido igual para todas as camadas e pode variar

conforme indicado. Desta maneira pode-se alterar a relagdo c,/c,; apenas pela modificagdo dos
modulos de elasticidade, ou seja:

ey g L (6.4.4)
Cs E,

Os graficos comparam a solugdo obtida com elementos infinitos com as obtidas por
Mesquita/Romanini [31] atraveés de fungdes de Green e Von Estorff [16] através do método dos
elementos de contorno. Inicialmente verifica-se o desempenho do método para o caso de uma camada
de tamanho relativo H/B=2.0 ¢ modulo de Poisson de 0.33 sobre um leito rigido de rochas. A

comparagao ¢ feita através dos valores absolutos das fungdes de flexibilidade.

Para a utihzagdo do método das fungdes de Green empregou-se uma discretizagéo de
32 elementos na interface entre a superficic ¢ a fundagdo. Os coeficientes de decaimento empregados
pelos elementos infinitos foram de 0.20 para as ondas de corpo ¢ 0.001 para as ondas de superficie. O
modelamento admite, novamente, a presenga de ondas de superficie propagando-se na vertical pois os

resultados numéricos ndo sdo sensiveis ao decaimento vertical deste tipo particular de onda.
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Figura 6.23: Abs(Cvv) para camada sobre
leito de rochas. H/B=2 ¢ v=0.33
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Figura 6.24: Im(C,;,) para camada sobre
leito de rochas. H/B=2 ¢ v=0.33

A figura acima mostra uma pequena diferenca na altura da segunda frequéncia natural
(que ndo ¢ nitida no grafico da parte real). Isto pode ser esplicado considerando que, dados os mesmos
parametros de decaimento, o elemento admite que as ondas de cisalhamento ¢ ondas de compressdo
transmitam aproximadamente as mesmas quantidades de energia. Os resultados para a flexibilidade
angular mostram que a precisdo alcangada com elementos infinitos ¢ comparavel aquela obtida com as

fungdes de Green

094
] A —=— [lementos Infinitos
—— Rormanmi - 1995

= Fstorfl - 1984

.-\Ufwbcs

Figura 6.25: Abs(C,,,) para camada sobre leito de rochas. H/B=2.0 ¢ v=0 33
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Os resultados seguintes referem-se ao caso em que o tamanho relativo da
camada ¢ H/B=5.0 .Uma vez que a parcela da energia refletida pelo contorno em dire¢do a fundagio ¢
menor que no caso anterior, sdo esperadas amplitudes menores para as fungdes de flexibilidade nas
regides proximas as freqiiéncias naturais. A figura seguinte ilustra o comportamento do valor absoluto

das fung¢des de flexibilidade vertical e horizontal respectivamente.
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Figura 6.26: Abs(C,,) para camada sobre
leito de rochas. H/B=5 e v=0.33
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Figura 6.27: Abs(Cy,) para camada sobre
leito de rochas. H/B=5 ¢ v=0.33



Em seguida observa-se o comportamento do termo de acoplamento (ndo
fornecido por Von Estorff) ¢ da fungdo de flexibilidade angular. Deve ser ressaltado que o
modelamento de Von Estorff tende a aumentar o grau de amortecimento nas fungdes de flexibilidade.

razao dos picos pouco pronunciados que se observa em seus resultados.
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Figura 6.28: Abs(Cy,,) para camada sobre
leito de rochas H/B=5 e v=0.33
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Figura 6.29: Abs(C.,,) para camada sobre
leito de rochas H/B=5 ¢ v=0.33
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Em seguida ¢ estudado o comportamento do modelo de elementos infinitos nas
situagdes intermediarias entre o semi-espago ¢ a camada sobre leito de rochas. Sdo investigadas razdes
de velocidade entre as camadas de 2.0, 4.0 e 6.0 para tamanhos relativos da camada de 2.0, 40 ¢ 8.0 .

Os resultados obtidos atestam novamente a boa performance do método.
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Figura 6.30: Re(C,,) para camada de tamanho
relativo H/B=2.00 e v=0.25
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Figura 6.31: -Im(C,,) para camada de tamanho
relativo H/B=2.00 ¢ v=0.25
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Figura 6.33: -Im(C,,,,) para camada de tamanho
relativo H/B=2.00 e v=0.25
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Figura 6.35: -Im(Cy;,) para camada de tamanho
relativo H/B=2.00 e v=0.25

Em seguida sdo apresentados os resultados correspondentes a camada de tamanho
relativo H/B=4.00. O amortecimento material admitido for de n=10%. Os resultados demonstram que
o elemento fornece bons resultados para o campo de freqliéncias considerado. Entretanto, no caso das
fungdes de flexibilidade horizontais, algumas discrepancias ocorrem nas regides da frequéncia natural

referente as ondas SV (cisalhamento vertical) e ondas de superficie correspondendo aos segundos e
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terceiros picos respectivamente. Os resultados sdo comparados com os obtidos por Romanini [38].

Deve ser notado. além disso, que a influéncia da razdo de velocidades sobre as fungdes angulares (Cp,

¢ Cin) sdo pequenas. conforme pode-se ver nos graficos (6.40) ¢ (6.41).
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Figura 6.36: Re(C,.) para camada de tamanho
relativo H/B=4.00 e v=0.25

—=— Hementos Infimtos - ¢/¢,=2.00
= Romamm - ¢/¢,=200
*— Hementcs Infimios - ¢/¢,=4.00
—°— Romanm - ¢,/¢, =400
—4—Hemaentos Infintos - ¢/c,=6.00
&~ Romanini - ¢/c,=6.00

'MC W )

A
a0 O Sy G
4 ﬁﬂgﬁgguﬁ}&ﬁm -
| B
T l T I T '[ 1
15 20 25

A;ob’cs

Figura 6.37: -Im(C,,) para camada de¢ tamanho
relativo H/B=4.00 ¢ v=0.25
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Sao apresentados, em seguida. alguns resultados representativos da camada de
tamanho relativo H/B=8.00. O amortecimento material assumido ¢ de n=5%. Os resultados, mais uma

vez, confirmam a boa performance do método.
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Figura 6.42: Re(C,,) para camada de tamanho
relativo H/B=8.00 ¢ v=0.25
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Figura 6 43: -Im(C,,) para camada de
tamanho relativo H/B=8.00 ¢ v=0.25
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Figura 6.44: Re(Cy,) para camada de
tamanho relativo H/B=8.00 ¢ v=0.25
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6.5 Fundacdes engastadas em meios homogéneos

Nesta segdo serdo analisados os resultados envolvendo fundagdes engastadas. Os
resultados obtidos demonstram uma excelente performence do método inclusive para os casos onde

tg=2.00 (fundagdes profundas), situa¢do nio analizada pela maioria dos autores.

O modelo de elementos infinitos utilizado pode ser visto na figura seguinte para o caso
H/B=2.00 . Para a regiio do semi-espago homogéneo admitiu-se E=280.00 N/m* ¢ v=0.33 = A
densidade de meio ¢ admitida como p=5.00 ton/m’. O amortecimento (histerético) admitido foi de
n=5%. A fundagdo (admitida sem massa) ¢ simulada por meio de 16 elementos quadraticos
lagrangeanos onde o modulo de elasticidade ¢ de E=1.0x10"" N/m®. Isto garante a rigidez necessaria na
regido de freqiiéncias considerada. A carga ¢ aplicada na face inferior da fundagdo (em contato com o
solo). A relagdo H/B ¢ alcangada introduzindo-se progressivamente mais elementos sob a fundagao.
Este esquema, embora um pouco mais trabalhoso, permite que a distancia entre os nés do modelo

permaneca sempre constante.

4x4 EF’s
Lagrangeano —| B =

B % A E | M=4B

Figura 6.46: Modelo de discretizagdo utilizada
na obteng¢do de resultados

As dimensdes do campo-proximo (L x M) em relagdo a fundagdo foi admitida de
quatro vezes o comprimento caracteristico. Experiéncias com tamanhos menores mostraram que o
tamanho do campo-proximo influr diretamente na qualidade dos resultados obtidos principalmente na
regido de baixa freqiiéncia (comprimento de onda maior). A dimensdo vertical ¢ admitida como tendo a
mesma discretizagdo da horizontal. Os parametros de decaimento para os elementos infinitos foram de
0.20 para as ondas de compressdo, 0.10 para as ondas de cisalhamento € 0.01 para as ondas de

superficiec. Embora as ondas de corpo tenham o mesmo decaimento, ¢ sabido que elas carregam
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quantidades de energia diferentes e, assim, esta escolha particular de pardmetros tenta levar isto em

conta. Os resultados seguintes referem-se ao caso onde H/B=2.00 . A comparagio é feita com Estorff

[16] e, para o caso de excitagdo vertical, com Israil [20].

*— RdC,)- Hamantes Infinitos

o —o— R(C, )-lsmil (1989)
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Figura 6 47: Fungdo de flexibilidade vertical para a fundagdo

engastada H/B=2.00. Semi-espago v=0.33 ¢ n=5%.

. —»— Hementos Infimitos - HB=0.50
| o Estorff (1984) - H/B=0.50
071, e Flementos Infinitos - B=1.00
IR o Terul (1989) - HB=1.00
06
o Estorll (1984) - HB=1.00
15) —a— Flementos Infinitos - B=2.00
054 Ad .
Y & Israil (1989) - WB=2.00
e 1 o
2
J 0,4
_B -
< 03
02-
»_.!'H__n
0,1 G L5 I
] Axaoag A A-"-l:i fif‘:‘:f:‘?'ﬂlf}_i.{)‘ g
00 O
00 05 10 15 2,0 25

A =wb/c,

Figura 6.48. Abs(C,,) para o semi-espago v=0.33 ¢ n=5%.

A primeira conclusdo observada é que o engastamento na faixa 0.50= H/B = 1.00 nao

produz mudanca significativa no perfil da fungdo de flexibilidade vertical mas que a tendéncia, a medida

que se aumenta o engastamento, ¢ de rebarxar a amplitude das fungdes tornando o sistema mais rigido.
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Figura 6.49: Abs(Cyy,) para o semi-espago v=0.33 e n=5%.
Comparagio para diversos graus de engastamento.
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Figura 6.50: Abs(C,,») para o semi-espago v=0.33 ¢ n=5%.

Os resultados acima mostram novamente que as fungdes angulares (Cpm € Cin) sdo

mais sensiveis as modifica¢des geométricas que as fungdes lineares.
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7. Conclusoes e sugestdes para trabalhos futuros

Neste capitulo o trabalho ¢ finalizado incluindo-se algumas conclusdes obtidas durante

a sua execugao e, por fim, apresenta-se algumas sugestoes para a sua continuidade.

Inicialmente verificou-se a validade do método apresentado quando da sua utilizagdo
em modelos unidimensionais simples: colunas de se¢do transversal variavel sujeitas a propagagao de
ondas. Os resultados referentes a esta aplicagdo sdo apresentados no terceiro capitulo, onde verificou-se

uma boa concordancia entre 0 método ¢ as solugdes teoricas disponiveis.

A principal caracteristica dos elementos unidimensionais ¢ que si0 muito sensivels ao
comportamento assintotico do operador que se deseja aproximar. A introdugdo dos elementos de
mapeamento envolve também uma maior dificuldade dos processos de integragdo numeérica ¢ a
convergéncia das matrizes de massa e rigidez € mais dificil do que no caso de elementos de decaimento.
No entanto, os resultados mostram que, uma vez que os critérios de convergéncia sdo satisfeitos,

elementos com poucos nés sio suficientes para aproximar de maneira excelente a solugdo.

Assim, para problemas unidimensionais pode-se concluir que o desenvolvimento de
clementos infinitos para a dinamica estacionaria esta diretamente ligado a natureza da solugdo

fundamental do operador com que se trabalha.

Para o caso multidimensional, as conclusdes acima ndo sdo tdo claras, de maneira que
elementos de decaimento exponencial sdo bastante ateis em operadores cuja solugdo fundamental ¢ do
tipo racional. A utilizagdo destes elementos para problemas do semi-espago visco-elastico resultou em
solugdes tdo proximas do resultado exato quanto os métodos semi-analiticos (Green e fungdes de

influéncia).

Para a implementagio de clementos infinitos multidimensionais foi necessaria a

utilizagdo de um codigo de elementos finitos mais elaborado no qual foi implementado um elemento

188



finito bi-quadratico no dominio da frequéncia para o modelamento da regido proxima a fundagdo ¢ onde
se esperam maiores gradientes dos campos de tensdo. Os resultados obtidos com este tipo de elemento
na modelagem de vigas sob estado plano de tensdo mostram que sua utilizagdo ¢ confiavel ¢ que os

mesmos fornecem resultados acurados.

Por fim estudou-se os principais tipos de clementos infinitos com aplicagio ao
problema da mnteragio dinamica solo-estrutura e concluiu-se que a grande maioria dos elementos da
literatura parte do mesmo ponto basico: a substituigio de fungdes de Hankel por fungoes exponenciais
as quais, além de mais facilmente manipulaveis, permitem simular o decaimento esperado das ondas de
corpo ¢ superficie. Finalmente propds-se um elemento para problemas bi-dimensionais baseado em
experiéncias prévias e que foi aplicado para uma variada gama de situagdes em interagdo dinamica. Os

resultados obtidos permitem concluir a boa aplicabilidade de tal elemento € a validade do método.

A principal caracteristica da utilizagdo de clementos infinitos € que as fungoes de
resposta em freqiiéncia ndo sdo mais obtidas pela solugdo do problema de autovalor/autovetor. Isto
ocorre porque os cocficientes das matrizes dinamicas sdao altamente dependentes da freqiiéneia e,
portanto, tornam ineficientes os algoritmos existentes. Além disso, problemas sujeitos a condigao de
radiagdo de Sommerfeld ndo permitem decomposigdo modal e, portanto inexistem freqiiéncias naturais
no sentido classico da teoria da analise modal. Assim, as fungdes devem ser obtidas ponto a ponto na

freqiiéncia resultando em maiores tempos de CPU.

QOutro ponto a considerar ¢ que o método de integragdo numérica utilizado mostrou-se
um tanto ineficiente na regido de baixa frequéncia devido ao algoritmo de aproximagio do integrando
por fungdes polinomiais, o que resultou em uma precisdo menor nesta faixa. Em termos gerais,
portanto, a tentativa de aplicagio do esquema de eclementos infinitos proposto mostrou-se valida

produzindo bons resultados.

Sdo apresentadas as sugestdes do autor para a continuidade do trabalho niciado:

e Utilizagdo dos elementos infinitos em codigos de elementos de contorno. A metodologia empregada

no desenvolvimento destes elementos mostrou-se bastante flexivel, possibilitando sua aplicagdo.

e Utilizagdo de esquemas de integragdo numeérica semelhantes a se¢ao 2.4.1 porém sem a necessidade
de inversdo da matriz de Vandermonde, resultando em clementos otimizados para a regido de baixa

freqiiéncia.
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e Emprego de elementos infinitos de mapeamento para problemas com varias componentes de onda.
Este elemento ainda ndo foi referenciado na literatura devido as grandes dificuldades numéricas na

obtengdo das matrizes de massa e rigidez.

o Utilizagdo de procedimentos de integragao numérica semelhantes ao de Gauss-Legendre porém com
a substituigdo dos polindmios de Lagrange por fungdes racionais. A integragdo destas fungoes
poderia ser obtida numericamente ou, por exemplo, utilizando-se 0 método de Longman. Assim, uma

dada fungao racional poderia ser expressa por meio de:

f(x)a-;G(lx) (x-x,)

onde G(x) tem um certo grau ‘p’ tal que -1< p <1

Estudo de um elemento para as condigdes de v—1/2. Este elemento deveria ter as
mesmas caracteristicas de imcompressibilidade dos elementos finitos e poderia ser util no estudo da

mecanica dos fluidos.
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