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Resumo

SACCHETO, Thiago José da Silva, Estudo dos Pardametros Influentes na Vida de uma
Transmissdo Continuamente Variavel do Tipo Esfera-Cone submetida a Contato com
“Slip/Spin”, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de
Campinas, 2008. 180 p. Dissertacdo (Mestrado)

Neste trabalho, ¢ apresentado um estudo dos parametros que influem na vida de uma CVT
do tipo esfera-cone para aplicacdo em sistemas de tragdo humana, particularmente bicicletas. Nos
primeiros capitulos, ¢ apresentado um histérico sobre as transmissdes € seus grupos principais e
em seguida um breve resumo descrevendo os tipos de CVTs mais comuns encontrados no
mercado, seu principio de funcionamento e caracteristicas principais. Apos esse capitulo, €
introduzida a teoria de contato de Hertz como forma de calculo do perfil de pressdao normal e o
algoritmo de Kalker para o calculo do perfil de pressdao tangencial e slip. As equagdes de
lubrificacdo também s3o estudadas nesse trabalho, a fim de determinar a espessura de filme
lubrificante no contato da CVT. Por fim ¢ apresentada a CVT do tipo esfera-cone Wagner Forti,
na qual sdo discutidos suas caracteristicas cinematicas, dindmicas e geométricas, além da
simulagdo para um conjunto de condi¢des de operacao com o intuito de calcular a vida de contato
com slip/spin. Finaliza-se o trabalho correlacionando o tempo de vida calculado com as

condigdes de operagao.

Palavras Chave

- CVT, Tempo de Vida, Contato, Slip, Spin
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Abstract

SACCHETO, Thiago Jos¢é da Silva, Study of Influential Parameters on Lifetime of a TrackBall
CVT which is under SLIP/SPIN Contact, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica,
Universidade Estadual de Campinas, 2008. 180 p. Dissertagao (Mestrado)

In this work, a study of the parameters that influences the lifetime of a TrackBall CVT for
use in systems of human traction, particularly bicycles. First, the mechanical transmissions
history is told and mentioned its main groups. Then it presented a brief summary describing the
types of CVTs most common in market, their principle of operation and main features. After this
chapter, it introduces the theory of Hertz contact as way of calculating the normal pressure
profile and, by Kalker algorithm, calculating the tangential profile with slip. The equations of
lubrication are also studied in this work in order to determine the thickness of the lubricant film
in the contact of CVT. Finally it shows the type of CVT TrackBall Wagner Forti, which is
commented on its cinematic, dynamic and geometric features, and the simulation for a range of
operating conditions in order to calculate the life of contact with slip/spin. Finally it is the work

correlating the life calculated with the conditions of operation.

Key Words
CVT, Lifetime, Contact, Slip, Spin
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Nomenclatura

Capitulo 3

CLA = média aritmética de uma distribuicao de n pontos
RMS = média quadratica de uma distribuicao de n pontos
SD = desvio padrdo de um distribui¢ao de n pontos

E,, = mddulo de elasticidade do corpo n

v, = coeficiente de Poisson para o corpo n

2
l-v,
Kn = = constante elastica para o corpo n

w-E,
P = for¢a normal total na area de contato
qo = pressao maxima na area de contato
a = deslocamento dos corpos com a aplicacdao de P
a = semi-eixo paralelo ao eixo coordenado por x
b = semi-eixo paralelo ao eixo coordenado por y
L = largura para o cilindro de contato
Rn = raios principais de curvatura no plano de rotacao
Rn’ = raios principais de curvatura
oij = tensdo genérica normal ao plano i na direc¢ao j
7ij = tensdo de cisalhamento (sempre para i#j)
w = angulo entre os planos de rotagao

n = indice que indica o corpo em contato
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A e B = constantes da equa¢do de uma elipsoide
[T] = matriz de transformagao de coordenadas
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Capitulo 4

p = densidade do fluido lubrificante

n = viscosidade do fluido lubrificante

g = aceleracdo da gravidade
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d/0t = operador diferencial com relagdo ao tempo
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W = parametro adimensional de carregamento
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2(p) = pressdo adimensional
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Cd = coeficiente de arrasto do veiculo

Af = area frontal do veiculo

p = densidade do ar

Definigoes e Abreviacoes

TD-CVT : Traction Drive Continuously Variable Transmission (Transmissdo Continuamente

Variavel por Tragdo)

EHD : Elastohidrodynamic (Elastohidrodindmico)

EHL : Elastohidrodynamic Lubricant (Lubrificante elastohidrodinamico)

Slip : Escorregamento

Spin : Rotagdo ou giro em eixo perpendicular ao eixo de rotagdo principal.

IVT : Infinitely Variable Transmission (Transmissdes infinitamente varidveis)

Overrange : Razdo entre as relagdes de transmissao maximas € minimas
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Capitulo 1

Introducao

A historia mostra que ao longo dos anos o relacionamento Homem-Maquina vem se
tornando cada vez mais intenso. Por exemplo, a necessidade de se criar meios para transmissao
de forgas e movimentos exigiu estudo, criatividade, esfor¢o e muitas tentativas. O homem
descobriu a alavanca, estudou os efeitos das forcas nos corpos e como transmiti-las, obteve

conhecimento sobre os materiais e suas propriedades, dentre elas a elasticidade e a resisténcia.

A humanidade experimentou varios saltos tecnologicos ao longo do tempo, tais como as
Revolugdes Industriais dos Séculos XVII e XIX e a Revolugdo Tecnologica do Século XX. Pode-
se dizer que uma lista repleta de criagdes, como os transistores, os computadores, a energia

nuclear e aviagdo, ajudaram a moldar a civilizagdo atual.

Retendo-se apenas ao século XIX, as criagdes de maior repercussdo foram a eletricidade

utilizada posteriormente para a iluminagao, as transmissdes a radio e o automovel.

De acordo com FERRARI [2002], a iluminacdo elétrica foi o primeiro grande passo para a
desenvolvimento de equipamentos que facilitaram a vida doméstica, comercial e industrial. O
radio proporcionou uma maior agilidade nas transmissdes de informagdes, resultado evidenciado

pelo surgimento da televisdo nas primeiras décadas do século XX.

Foi entretanto, o0 automovel a inven¢do que marcou o século XX, apresentado pela primeira

vez em 13 de julho de 1886 em Mannheim, Alémanha, por Karl Benz. Em pouco mais de um



século de historia, o automovel movido a derivados de petrdleo tornou-se um elemento
dominante da sociedade mundial. Transformou-se no principal meio de transporte e gerou
empregos nas areas de extracao/produgdo de petroleo e nas empresas montadoras de veiculos.
Tornou-se também uma das maiores fontes de poluicdo do ar e consumidor de destilados de

petréleo, além de fator aquecimento global.

Os motores elétricos e a vapor possuem curvas de torque comportadas, quase constantes ao
longo de sua faixa de operacdo, além de garantirem um torque positivo em rota¢ao nula. Por
outro lado, os motores a combustao fornecem maior poténcia especifica (poténcia por unidade de
peso) comparados aos anteriores, mostrando-se mais compactos € usuais em veiculos
automotivos (FERRARI [2002]). Isso foi uma das razdes pelas quais o motor de combustio
interna tornou-se o sistema de propulsdo preferido em relacdo aos motores a vapor e elétricos,

apesar da deficiéncia quanto a falta de poténcia a baixas rotagdes.

Para lidar com as desvantagens dos motores a combustdo, ¢ necessdrio um sistema de
transmissao de relagdes varidveis que permita o funcionamento do motor a uma rotagao adequada
com a velocidade do veiculo. A transmissdo tem entdo a finalidade de adaptar a rotagdo e a

poténcia as condi¢gdes de carga do veiculo (for¢as nao conservativas).

Uma transmissao ¢ um dispositivo usado para fornecer um conjunto de saidas discretas ou
continuas, dependendo do projeto, das velocidades e torques. Seu objetivo é permitir que a fonte
de poténcia mecanica (motor, rotor, forca animal ...etc) permanega em seu regime de torque

otimizado ou melhor rendimento dependendo da estratégia de controle

Em virtude do crescente interesse por parte das industrias, principalmente a
automobilistica, e do alto grau de tecnologia envolvido no desenvolvimento de CVTs (materiais,
lubrificantes, fabricagdo, sistemas de controle, inovacao ...etc), ¢ de fundamental importancia
que as pesquisas nesse ramo devem continuar para que essa area seja cada vez mais de dominio

publico.



Atualmente ha uma grande variedade de transmissdes CVT que se diferem pela sua
geometria, dimensdes e principios de funcionamento. O tipo de aplicagao das CVTs também ¢
vasto e vai desde a aplicacdo em variadores de rotagdo (CVTs de baixa poténcia, geralmente
conicos ou por esferas) para equipamentos industriais até veiculos de grande porte (CVTs por

polia expansivas ou toroidais), tais quais automoveis,utilitarios, caminhoes.

O segundo capitulo deste trabralho consiste em uma revisdo histdrica sobre transmissdes,
listando os tipos mais usuais de transmissdes do tipo CVT com uma breve explicacdo de sua

forma de funcionamento e/ou atuadores que as controlam.

Em seqiiéncia, dois capitulos destinam-se, no ambito das CVTs, a discorrer sobre a teoria
de contato muito utilizada nos projetos, os esfor¢os mecanicos aos quais o sistema ¢ submetido,

bem como o sistema de lubrificacdo dos elementos de transmissao.

No quinto capitulo, da-se maior énfase a transmissdo CVT por tra¢do do tipo esfera-cone,
na qual sdo estudadas caracteristicas como a geometria de contato, a relacdo de transmissdo e

comportamento cinematico.

Nos capitulos sexto e sétimo, apresenta-se respectivamente a metodologia utilizada no
trabalho para a simulagdo da vida de uma CVT e conclui-se com conseqliente analise dos

resultados obtidos através dela.



Capitulo 2

Revisao sobre Transmissoes

2.1 - Introducao

Um dos primeiros relatos sobre sistemas de transmissdao data de um periodo entre os
séculos XIII aC e XII aC supostamente durante o reinado HWANGDI. Trata-se de um sistema de
navegagdo mecanico conhecido como “ji-nan-gu” ou “sz-nan-gu”, usualmente traduzido como
"carroca que aponta para o sul". A finalidade desse mecanismo ¢ a de indicar sempre a mesma
direcdo, mesmo apos mudangas na sua trajetoria. Segundo FERRARI [2002], o "sul" ficava por

conta da calibragdo inicial, e guiava as caravanas comerciais na travessia do deserto de Gobi.

Figura 2.1. — a.) Exemplo de Brinquedo que usa o mesmo principio, b.)

Desenho da Carroga que Aponta para o Sul. (Ref: FERRARI [2002])



Transmissdes sdo maquinas capazes de transmitir energia mecanica, priorizando um maior
torque ou velocidade ao elemento movido. Assim, sua fungdo ¢ permitir que a maquina geradora
de poténcia mecanica (motores, compressores, rotores) permaneca em seu regime de torque ou
poténcia adequados a carga imposta, havendo uma adaptacao do regime de poténcia as condi¢oes

de cargas aplicadas ao sistema.

O avango tecnologico possibilitou um grande desenvolvimento nas transmissdes, que
iniciou na década de 1930 com a descoberta de acos de alta resisténcia mecanica e a fadiga, e foi
impulsionado na década de 1960 pelo surgimento de novos e revoluciondrios lubrificantes

sintéticos.

Atualmente, hd uma grande gama de modelos comercializados no mundo, principalmente
em paises do 1° Mundo, onde a economia € a pesquisa nessas areas sdo mais dinadmicas e
incentivadas. Sao também usadas em aplica¢des militares devido a sua capacidade de transmissao

de altas cargas.

Segundo HEILICH [1983], as principais caracteristicas desejaveis nas transmissdes sao :

e Produgdo barata ¢ em massa ;

e Alta eficiéncia (economia de combustivel ou energia);

e Conforto ( vibragdes e barulhos no limite do minimo aceitavel);
e Pouca necessidade de manutencao ;

e Confiabilidade, garantia e grande vida util.

As transmissoes podem ser classificadas e divididas nos grupos a seguir:

e TransmissoOes escalonadas ou convencionais de varias relagdes

e Transmissdes epicicloidais

o TransmissOes continuamente variaveis



e TransmissoOes hibridas

2.2 - Tipo de Transmissoes Usadas

TRANSMISSOES ESCALONADAS ou CONVENCIONAIS

Transmissdes escalonadas sdo, sem duvida, as mais populares e usadas atualmente. A

figura 2.2 mostra um esquema de transmissao escalonada.

oo Lo il

a.)

Figura 2.2 — a) Exemplar de Transmissdo, b) Desenho de montagem de uma

transmissao (Ref: FERRARI [2002])

As relacdes de transmissdo sao selecionadas através de um garfo que faz o acoplamento das
engrenagens do eixo de saida (coroa) com as do eixo de entrada (pinhdao). Uma caracteristica
peculiar nesse tipo de equipamento € que a troca da relagdo de transmissdo, popularmente
chamado de “engate de marcha ”, ¢ feita com o eixo de entrada da transmissdo desacoplado do

motor por meio da embreagem.

TRANSMISSOES EPICICLOIDAIS

Sao constituidas de trens de engrenagens planetarias, montados de tal forma que possa

estabelecer uma relagdo de transmissdo entre cada elemento rotativo. Um mecanismo ¢€



denominado do tipo ““ Planetario” se ele conter um corpo rigido que possa girar sobre seu proprio

eixo € a0 mesmo tempo sobre outro eixo, imitando o movimento de planetas num sistema solar.

Funciona de tal modo que, ao frear uma ou mais engrenagens, obtém-se uma relagao de
transmissdo diferente da anterior. Esse tipo de transmissdo teve inicio no século XVII (usado
freqiientemente em maquinas téxteis no século XVIII ) e foi muito difundida nas décadas de 1920
e 1930, porém vieram a ser substituidas devido a dificuldade de manuten¢do, segundo DEDINI

[1985].

Segundo KURIHARA & DEDINI [1998], as transmissdes planetarias permitem uma ampla
gama de aplicagdes, que vao das caixas de bifurcacdo de poténcia, sistemas de multiplas relagdes
de transmissdao e engrenamento permanente, como a caixa Wilson, até sistemas de motorizagao

de alta confiabilidade presentes em Onibus espaciais.

Figura 2.3 —a.) Planetério, b.) Transmissdao ou Trem de Engrenagens Planetarias (Ref’)

Algumas das suas principais caracteristicas sao :

e Possibilidade de nao utilizar embreagem, a mudanca de relacdo de transmissao ¢

feita somente freando um ou mais elementos ;

e Pré selegdo de velocidades e torque ;



e Mudangas de relacdo silenciosas devido ao contato constante das engrenagens ;

e Esfor¢os normais distribuidos de forma a poupar eixos e mancais.

TRANSMISSOES CONTINUAMENTE VARIAVEIS

Conhecidas como CVTs, do inglés “Continously Variable Transmission”, as transmissoes
continuamente variadveis foram utilizadas nos primérdios da industria automobilistica, depois
descartadas, e agora voltam ao mercado ocupando uma pequena fatia, porém crescente (DEDINI
[1985]). A CVT (ou IVT dependendo do modelo) ¢ uma transmissdo por tragdo caracterizada
pela utilizacao de materiais de alto coeficiente de atrito nos contatos e alta resisténcia, geralmente
um metal ou aco especial. Estes trabalham em meio viscoso (lubrificacdo especifica) com

pequenos escorregamentos, tendo assim alta capacidade de transmissao de energia.

O principio basico ¢ o mesmo para qualquer modelo de CVT, a mudanga na geometria de

seus pontos de contatos permite que haja uma variagdo da relagdo de transmissao (ASHLEY

[1994]).

Disco Entrada Disco Saida

Figura 2.4 — CVT do tipo toroidal em relacao 1:1
(Ref:Ashley,Steven [1991])



Existe uma vasto numero de vantagens na utilizagdo de CVTs, o que torna cada vez mais

freqiientes os veiculos adeptos a este tipo de sistema. Dentre elas, tem-se:

e Suavidade na mudang¢a de relacdo de transmissdo - a ndo utilizagdo de

desacoplamentos para a realiza¢do da troca de relagdo de transmissdo (popularmente
chamada de marcha ) permite que a curva de relacdo de transmissao versus o tempo
e parametros de geometria sejam suaves e continuos, contribuindo para menores

CSfOI'QOS €m Scus componentes N

e O maior beneficio na economia de combustivel - a verdadeira economia de

consumo de combustivel de um veiculo ou de qualquer maquina requer mudancas
de relacdo de transmissdo suaves e que continuamente conduzam o motor a uma

operagao otimizada e eficiente;

e Minimizar os requisitos dos motores - Considerando que os motores trabalham

tipicamente com cargas, pode—se conduzir a uma operagdo com niveis de carga mais
elevados do que com uma transmissdo comum. Isso possibilita que os veiculos

possuam um motor menos potente para realizar o mesmo trabalho ;

e Facilidade para desenvolvimento de controle - Devido ao simples entendimento da

funcionalidade e do seu comportamento dindmico e cinematico caracteristicos, fica

facil estabelecer sistemas de controles para essas transmissoes ;

e Conforto ao dirigir um veiculo — a utilizagao da CVT minimiza os indices de ruido e

vibragdo dos conjuntos e estruturas do automovel.

Uma outra vantagem das CVTs em relacdo as outras transmissdes ¢ a sua eficiéncia de
transmissdo, ou seja, a menor perda de poténcia em baixos e médios torques. A eficiéncia
depende muito do modelo de CVT, seus parametros, caracteristicas geométricas e de materiais

usados assim como a lubrificagdo (ver figura 2.6).



Segundo DEDINI [1985], o conceito de CVT existe a mais de um século, desde o inicio do
desenvolvimento do automdvel quando BENZ, em 1886, utilizou um sistema de transmissao
continuamente varidvel em seu automovel. Esse sistema era simples, pois dotava de duas rodas,
uma fixa e outra movel, com eixos de rotagdo perpendiculares entre si. A posi¢do de uma roda

em relacdo a outra fixa determinava a relagao de transmissao (FERRARI, [2002]).

Figura 2.5 — CVT usada por Benz

(Ref: www.histomobile.com)

Notou-se, ao longo do tempo, que o escalonamento por meio de uma série de engrenagens era
menos eficiente que uma relagdo de transmissdo com mudanga continua conforme figura 2.6. A
unica desvantagem, até entdo, era o custo elevado e a falta de incentivo para a producdo em

massa.

Atualmente, ha diversos tipos de CVTs, mas os mais populares sdo aplicados em automoveis
e com sistemas de controle mais aprimorados, como o CVT por correia e polia. Um outro tipo
muito utilizado na industria automotiva, principalmente em automéveis japoneses, € a CVT
toroidal que transfere poténcia por meio de uma superficie lisa e curvada de metal liso com

alguns elementos toroidais e/ou conicos.
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Figura 2.6 — Grafico de eficiéncia entre transmissdes

(Ref: adaptado de www.barloworld-cvt.com)

2.3 - Modelos Basicos de CVT

CVT DE DISCOS BEIER

Desenvolvida em 1920 e comercializada a partir de 1922 na Inglaterra pela empresa
REEVES PULLEY C.O. Esta CVT de disco BEIER foi posteriormente relangada na década de

50, conforme a figura 2.7.

Segundo DEDINI [1985], essa transmissao ¢ constituida de um eixo central contendo de 6 a
20 discos e trés eixos paralelos de distancia variavel. As versdes mais modernas permitem a
transmissao de 5 a 200 HP (3.8 a 150 KW), mas com baixo torque. Sua eficiéncia média ¢ em

torno de 88%.
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Figura 2.7 — CVT BEIER (Ref: www.histomobile.com)

CVT DE DISCOS E ROLOS INTERMEDIARIOS (FU)

Langado em 1936 pela UNICUM na Francga, conhecido também como F.U., ela utilizava
discos paralelos em eixos ndo coaxiais € um rolo de eixo inclinavel, como pode-se observar na
figura 2.8. Alterando-se a geometria, ¢ os raios efetivos, hdA uma mudanca de relagdo de
transmissdo. De acordo com DEDINI [1985], os primeiros modelos transmitiam uma poténcia de
até¢ 4 HP (3.8 KW) e permitiam somente redugdes 2:1 a 8:1, mas em 1965 foi langada uma nova
versdo com 8 rolos (2 a 2 paralelos e 2 a 2 transversais) junto a um planetario, de modo que sua

poténcia aumentasse para 130 HP (98 KW) com eficiéncia de até¢ 90%.

Figura 2.8 — CVT de Discos e Rolos UNICUM

(Ref: www.unicum.fr)
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CVT PLANETARIO COM DISCOS BEIER

Produzido pela TSUBAKI nas décadas de 60, permite a transmissao de at¢ 30 HP (22,7

KW) com eficiéncia media de 85% e torque maximo de 34 N.m .

Na sua montagem sdo utilizados de trés a cinco planetas em forma de discos presos por um
anel externo e um disco solar bipartido conforme figura 2.9. A relagdo de transmissdo ¢ ajustada
aumentando ou diminuindo a carga nas molas-prato e assim diminuindo o distanciamento dos

segmentos e afastamento dos planetas.

Figura 2.9 — CVT planetaria BEIER a) Desenho, b) Protétipo

(Ref: www.histomobile.com)

CVT TRANSMATIC OU POLIAS E CORREIAS

Criada por Hubert Van Doorne em 1958 na Holanda e fabricada a partir de 1975 pela
empresa holandesa D.A.F (Doorne Aanhangwagen Fabriek). D.A.F. foi uma empresa fundada em
Born, Holanda, pelos irmaos Hubert ¢ Wim Van Doorne. O seu principio de funcionamento
baseia-se em: uma correia (ou anel em algumas aplicagdes) trabalhando entre duas polias
expansiveis, a tracionante (entrada de poténcia) e a tracionada (saida de poténcia), cujos

diametros efetivos ( pontos de contato ) variam inversa e continuamente (figura 2.10).
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Figura 2.10 — CVT do tipo Polias e Correia

(Ref: SWRI Technical Divisions)

Dentre inimeros modelos desenvolvidos, a correia pode ser de borracha ou de ago especial,
isso vai depender das condi¢des de uso (esfor¢os, desgaste, lubrificagdo etc) ao qual a
transmissdo serd submetida. No caso de correias de acgo, estas sdo compostas por varios

elementos (“links”) de contato ligados entre si € em uma correia lisa conforme figura 2.11.

Segundo FORTI [2003] em sua tese, Van Doorne afirma que a correia ndo poderia ser
usada como peca de tracdo em aplicacdes de alto torque. Sendo assim, ele projetou uma correia
para ser usada como dispositivo de compressdo. O nimero de “links” de ago, que pode variar de
300 a 500 dependendo do comprimento da correia, sdo colocados em linha entre as bordas
tangente das polias motora e movida. Quando um “link” deixa a polia motora, ele alinha-se com
outro que acabou de deixar a polia, formando uma barra de ago reta que aplica torque na polia
movida. Uma vez que o “link” alcanga a polia movida, a forga ¢ transmitida, e esta entdo curva-se

conforme figura 2.10.
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Elemento de Contato

Figura 2.11 — Elemento de contato (“link”) da correia da CVT

(Ref:FORTI [2003])
Segundo FERRARI [2002], a eficiéncia dessa transmissdo beira os 92% e pode transmitir
250 HP (186 KW) usualmente em veiculos de passeio, mas em casos especiais como carros

esportivos, suportam cerca de 640 HP(480kW).

CVT-CONES E ANEL DESLOCANTE

Foi produzida pela SHIMPO no Japao e comercializada no Brasil desde 1943, denominada
RINGCONE RC. Através do deslocamento dos cones no sentido transversal do anel rigido,
obtém-se diversas relagdes de transmissdo. Tem capacidade de transmissdo de 3 HP (2.3 KW ),

com uma eficiéncia média de 90 % (ver figura 2.12).
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Figura 2.12 - Esquema da CVT RINGCONE

(Ref: SACCHETO [2003])

E 1980, a RINGCONE langou no mercado uma variante desse CVT conforme a figura
2.13, mantendo o mesmo principio de funcionamento, porém em uma disposi¢ao planetaria. Essa

CVT ¢ muito usada em sistemas para automacao industrial e em equipamentos de baixa poténcia.

Figura 2.13 — Variante da CVT RINGCONE

(Ref: www.ringcone.ind.br)

CVT-NUTATING TRACTION DRIVE

Foi produzida pela empresa Vadetec, e seu principio de funcionamento ¢ baseado na

nutagdo, ou seja, oscilagdo do eixo do cone em torno da posi¢do média de sua oOrbita (vide figura
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2.14). Os cones sdo concéntricos, invertidos e unidos na parte mais larga. Se estes sdo
posicionados de forma a haver um cone na horizontal, isto promovera a nutagdo. A rotacao de

saida € a soma entre as rotacdes de nutacao e dos cones de entrada e saida.
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Figura 2.14 — CVT Nutation Drive

(Ref:www.freepatentsonline.com)

Segundo DEDINI [1985], ela € capaz de transmitir poténcia de at¢ 300 HP (230 KW) e um

torque maximo de 340 N.m com eficiéncia de 96%.

CVT NUVINCI

A transmiss@o NuVinci foi desenvolvido por Fallbrook Technologies Inc. Ela é uma
transmissao pratica, leve e muito utilizada para tracdo humana e motores de baixas poténcias. Sua

eficiéncia varia entre 75% a 92% e pode transmitir at¢ 100 HP.
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Eixo das Esferas — Cone de Saida

Figura 2.15 — CVT do tipo NUVINCI

(Ref: www.fallbrooktech.com/)

Quando comparado as tradicionais transmissdes continuamente varidvel (CVTs), a NuVinci
¢ menos complexa pois possui poucos componentes ¢ o modo de funcionamento é simples. A
mudanga de relagdo de transmissdo se da pela inclinagdo do eixo de rotacdo das esferas com

relagdo aos cones conforme figura 2.15.

CVT-TOROIDAL E SEMI-TOROIDAL

Segundo DEDINI [1985], a transmissdo CRTD ( Continue Roller Toroidal Drive ) foi
desenvolvida em 1960 pela TRACOR INC. Com 4 cones ¢ 4 tordides, permitia a transmissao de
até 86 HP (66 KW) em regime permanente ou 180 HP (140 KW) por curtos periodos. Muito

usado na automobilistica, melhorou performance na aceleragdo de veiculos em cerca de 40 %.

As figuras 2.16 e 2.17 mostram uma foto e uma diagrama de fluxo de poténcia da Extroid

CVT que equipa veiculos da Nissan.
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Figura 2.16 — CVT do tipo Toroidal

(Ref: YAMAGUCHI [2000])

A mudanga do angulo dos cones em relacdo ao seu apoio muda também os raios efetivos de
entrada e saida simultaneamente, assim ajustando a relacdo de transmissdo. A eficiéncia varia

entre 92% a 98%.

-

Figura 2.17 — Fluxo de Poténcia na CVT Toroidal

(Ref: YAMAGUCHI [2000])
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CVT CONE-ESFERAS ou TRACK-BALL

Pequena, capaz de transmitir até 15 HP (11,5 KW), tem a relacdo de transmissao variando
de 1:3 a 3:1 com eficiéncia entre 70% e 92% (ver figuras 2.18 e 2.19). A mudanca da relagdo de
transmissdo se da através do angulo entre o eixo de rotagdo das esferas e dos eixos principais,

sendo assim, a rotacao vetorial das esferas.

Figura 2.18 — Desenho CAD de CVT TrakBall

(Ref: SACCHETO [2007])

Assim como a CVT da shimpo, a trackball ¢ muito utilizada em automacao de pequenos

equipamentos industriais (furadeiras, ventiladores, etc) ou em veiculos de baixa poténcia/torque.

Figura 2.19 — Foto de Protétipo

(Ref:FORTI [2003])
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O nimero de modelos e formas construtivas mostradas anteriormente ¢ apenas uma amostra
do que existe na realidade. A diversidade de modelos ¢ grande e ¢ possivel acessar suas
informacodes através de paginas eletronicas em sites como o “www.freepatentsonline.com” ou

bibliografica da area (ver Bibliografia).

Ha de se concordar também com DEDINI [1985] ao afirmar em seu trabalho que apesar da
imensa variedade de modelos disponiveis, ndo se tem uma plena aceitacido do mercado as
transmissdes CVT, por parte de empresas do terceiro mundo e do publico alvo, devido aos custos
de manufatura e manutencdo e a uma certa desconfianca da capacidade destas transmissdes de
desempenharem seu papel com eficiéncia, j4& que o numero de estudos e referencias nessa area

ainda ¢ pequeno.

Segundo FORTI [2003], muitas CVTs tém sido propostas nesses ultimos anos, mas poucas
tem recebido a atengdo necessdria para que possam ingressar no mercado. Boa parte desse
desinteresse ainda esbarra nos custos elevados de manufatura ¢ de uma descrenga sobre sua

robustez, dificultando sua difusao.

Um fator adicional que tem contribuido para impulsionar o desenvolvimento das CVTs ¢ a
questdo ambiental. Segundo Kluger [2002], devido as legislacdes cada vez mais rigidas com
relacdo a emissdo de gases poluentes e também economia de combustivel nos paises
desenvolvidos, as industrias automobilisticas tem como um dos maiores desafios atualmente,
reduzir o consumo. Uma das formas de se fazer isso ¢ a aplicagdo de CVTs como forma de
transmissao de forcas mais eficiente. Como elas realizam trocas de forma suave, ¢ evidente que o

motor trabalhard na sua curva de consumo de combustivel 6timo a maior parte do tempo
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Capitulo 3

TEORIA DE CONTATO ENTRE CORPOS

3.1 — Introducao

No estudo das transmissdes por tracdo o ponto critico estd sem divida no contato entre os
diversos elementos de transmissdo. Assim, o conhecimento das caracteristicas e da forma da
distribuicdo de pressdo na regido de contato ¢ imprescindivel para a compreensdo do mecanismo

da transmissao.

Na regido de contato das transmissdes por tragdo assim como nos rolamentos, o fendmeno
que costumeiramente origina as falhas ¢ conhecido como fadiga de rolamento ou fadiga
superficial. E caracterizado pela formagio de covas (“pits”) e/ou descamagao (“spalls”) na regido
superficial deformada ciclicamente pelas tensdes de contato nos elementos de transmissdo em

movimento.

Sabe-se que em estados de rolamentos puro, sem escorregamento, existe a formagdo de
uma regido danificada, apds certo nimero de ciclos, a uma certa profundidade e paralela a
superficie. Ja, quando héa rolamento com escorregamento, existe a formagao de “conchas” que se
iniciando préximas a superficie propagam-se para o interior do corpo. O estudo das distribui¢des

de pressdo e tensdo nas regides de contato nos permitem compreender e avaliar estes fendmenos.
De HERTZ [1881] até hoje, muitos pesquisadores se dedicaram ao estudo das condicdes de

contato em corpos elastico. Dentre eles, LUNDBERG [1939], que desenvolveu uma teoria geral

para corpos semi-infinitos elasticos, onde utilizava trés fung¢des potenciais, correspondentes as
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trés componentes da tensdo, aplicada ao longo dos trés eixos coordenados com origem
localizada no centro do contato. MINDLIN [1949], e SMITH [1950] e posteriormente LIU
[1953], ampliaram esta teoria generalizando-a para qualquer corpo, e incluiram, neste estudo, o

efeito da aplicagdo de uma forga tangencial a for¢a normal no contato.

BREWE [1977] e HAMROCK [1977] apresentam uma solu¢do numérica simplificada para
condicdes de contato eliptico que seria posteriormente ampliada e utilizada por COY [1981], na
determinagdo da vida de uma transmissao por tracdo. Também ROHN [1981] descreveu um

processo bastante simplificado para o mesmo caso geral e mesma aplicagao.

KALKER [1982] desenvolveu o algoritmo FASTSIM, baseado na Teoria de Hertz, diversas
vezes utilizado e muito reconhecido na comunidade cientifica como sendo de bom equilibrio
entre precisdo e rapidez. Em 1984 KALKER formulou a teoria completa para tratamento de

contato generalizado.

Sao apresentadas, a seguir, as formas mais utilizadas no estudo simplificado das condi¢des

de contato entre dois corpos elasticos e as formas uteis ao estudo das transmissdes por tragao.

3.2 - Natureza das Superficies dos Metais

No campo da tribologia ¢ geralmente necessario ampliar a simples interpretagdo de
superficie como sendo apenas um plano geométrico separando dois corpos determinado por um
dominio. Segundo MOORE [1975], uma superficie deve ser reconhecida como uma camada a

partir da qual um sélido cresce organizadamente e tem propriedades fisicas.

A superficie de um material basicamente ¢ dividida em camadas ou zonas que apresentam
microestrutura amorta No topo dessas zonas, a primeira camada, ¢ chamada de camada “Bielby”
e ¢ produzida através da interagdo de duas superficies em contado e posteriormente a deposicao

de material e jungdo desse material pressionado na forma de uma camada. Esta camada ¢
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geralmente contaminada por produtos quimicos decorrentes de reagdes com atmosferas e com

contato com outras superficies.

A segunda camada frequentemente encontrada em superficies ¢ a camada de 6xido em
metais que ¢ praticamente intrinseca e de certa forma (dependendo-se do metal e também do
oxido quanto a suas densidades e tipo de microestruturas) vantajosa em alguns casos. Esta
camada ¢ importante pois, em particular, tem propriedades fisicas que sdo fundamentais para o

estudo da friccao (coeficiente de tragdo), desgaste e também lubrificagao.

A terceira camada ¢ composta por material de microestrutura mais dura que a de material
base, ainda por cima encruado devido aos esfor¢os e ao acumulo de inclusdes e defeitos na rede
cristalina desses planos.A figura 3.1 mostra como sao dispostas as camadas de material ao longo

de uma superficie de material qualquer.

Bielby

Camada de
Oxidos

Camadd&
Deformacla

Material
Base

Figura 3.1 — Superficie como uma divisdo por camadas
(Ref: MOORE [1975])
A textura geométrica das superficies € controlada pelas caracteristicas dos processos de
fabricagdo pela qual ¢ submetida. Um exame detalhado dessas superficies, mesmo depois de um
processo de acabamento, mostra que existe rugosidade permanente em uma escala microscopica.

A rugosidade ¢ formada por flutuacdes na topologia dessas superficies, pequena ondulacdes
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(micro-rugosidade) contendo picos e vales de amplitudes e espacamentos variados se comparadas

a escala molecular.

A adicao desses dois tipos de rugosidade forma a rugosidade final, essa distribuicdo de
picos e vales (rugosidade) sobre a superficie pode ser tanto direcional quanto homogénea em
todas as dire¢des, dependendo de como ¢ o processo de fabricagdo. Caso essas forem usualmente
submetidas a torneamento, fresamento e plainamento, exibirdo uma orientacdo de distribuicdo de
rugosidade definida. Outrora submetidas a eletroerosdo e lapidagao, serdo caracterizadas por uma

isotropia em todas as dire¢des ao longo do plano médio.

Macro-Rugosidade

+

Micro-Rugosidade

Superficie Resultante

Figura 3.2 — Natureza microscépica de superficies, rugosidade

(Ref: MOORE [1975])

De acordo com essa descri¢cdo, mesmo que resumida, fica claro que mesmo uma superficie,
aparente lisa, pode ser tdo complexa e dificil de analisar quanto a propria superficie da terra,

obviamente, com diferencas em ordem de escala.

A avaliagdo quantitativa da topografia dessas superficies ¢ de vital importancia para a
resolucdo de uma variedade ampla de problema no que diz respeito a tribologia. Fendmenos
tribologicos como friccdo e desgaste dependem principalmente da natureza da area de contato

entre as superficies que sao dependentes das distribui¢des, tamanhos e formatos da rugosidade.
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Na engenharia, a escolha de certas superficies ¢ influenciada pelas caracteristicas e
comportamentos fisicos que se deseja ter (quanto a funcionalidade). Sendo assim, dois
importantes conceitos sdo necessarios, sdo eles o CLA (“Center Line Average”) ou simplesmente
rugosidade média, e também RMS (“Root Mean Square™) . O CLA determina a média aritmética
dos valores de pico e vales encontrados durante o mapeamento vertical durante o percurso € o

RMS ¢ a média quadratica da mesma (SD ¢ desvio padrao de CLA).

C.L.A =1-Z| Z. | (3.1)
n -
1 1 1/2
RM.S = ;-Z:,(Z,-)2 (3.2)
1 . 1/2
S.D.= ;-Z}:(Zi—CLAf (3.3)

onde n ¢ o numero de pontos da amostra cuja medida topoldgica ¢ Z;. E possivel visualizar

esse conceito através da figura 3.3 e 3.4.

Topologia

!

Z [pm]
Densidade

_-——— Comprimento da
Amostra (L)

Figura 3.3 - Perfil de distribuicao de sec¢do em superficies

(Ref: MOORE [1975])
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Esses parametros podem ser vistos como sendo apenas dimensdes relativas a direcdo
vertical (topologia), porém nado resguardam nenhuma informagdo sobre inclinagdes pontuais,
formatos e tamanho como rugosidade ou aproximadamente a freqiiéncia com que ocorrem. Ou
seja, € possivel que diversas superficies totalmente diferentes quanto ao seu arranjo topografico

obterem mesmos valores de CLA e RMS como ¢ possivel observar na figura 3.4.

NG N IVERVARY
AVAVAVEN AW

Figura 3.4- Superficies com mesmo RMS e CLA

(Ref: MOORE [1975])

Do ponto de vista estatistico, a superficie pode ser descrita em termos de uma fun¢do de
distribuicdo, exatamente a taxa com que a darea avanca ao longo do perfil, esta proposta ¢
influenciada pelo desvio padrdo. Funcdo conhecida comumente como Gaussiana e muito
utilizada se consideragdes sdo tomadas como por exemplo a superficie for excessivamente

irregular (aleatéria), o que ¢ em quase totalidade dos casos praticos segundo MOORE [1975].

Z[nm]

= x [mm]

Figura 3.5 — Superficie irregular (aleatoria)

(Ref: MOORE,[1975])
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A distribuicdo gaussiana ¢ expressa por MOORE [1975] na equacdo 3.4 e pode ser

observada na figura 3.6.

1 ~(z-m)* /207

l//(z) - O_(272_)1/2

(3.4)

onde m = CLA ou media aritmética ¢ o= SD ou desvio padrao de m

Integral de Area (Densidade de Probabilidade)
T

Densidade Gaussiana de Area | ]

Universo [SD]

Figura 3.6 — Func¢do de Distribui¢do Gaussiana

(Ref: adaptado de MOORE [1975])

Segundo MOORE, a area da secgdo pode ser entdo calculada pela integragdo dessa fungao.
A forma da distribuicdo gaussiana necessita de um espagamento que vai desde —oo até oo o que
ndo se encontra em superficies na pratica, sendo assim a distribuicdo ¢ truncada em -3c a +30,

representando precisdao de 99.99 %.

3.3 - A regiao de contato e perfil de pressao

Para a determinacdo das pressdes no contato faz-se também necessaria a determinacdo da

forma e dimensdes da regido de contato. A forma da regido de contato depende basicamente da

28



forma dos elementos em contato, das caracteristicas fisicas dos mesmos e da condi¢cdo dindmica
do contato. Normalmente pode-se tomar de modo simplificado como determinante da forma da

regido de contato para corpos elasticos apenas a geometria dos mesmos.

Exemplificando, observa-se na figura 3.7 que duas esferas em contato ou uma esfera e um
plano em contato geram uma superficie deformada de forma circular (caso particular da forma
eliptica). A rigor, esta superficie deformada teria uma forma de ovoide para determinadas
condigdes, porém, a circularidade mesmo assim seria muito grande, de modo que, normalmente
se toma a forma como sendo um circulo perfeito. Em outro caso, dois cilindros em contato ou um
cilindro e um plano geram uma superficie com a forma de um retdngulo. Também neste caso, a
forma real seria influenciada pela dimensdo finita nos extremos, onde uma certa curvatura
surgiria nos cantos da superficie de contato, porém, normalmente ¢ o retangulo perfeito a forma
adotada. O caso mais geral é o que se obtém pelo contato de dois corpos genéricos onde a regido

deformada assume uma forma eliptica conforme figuras 3.7 e 3.8.

i

—
=]

o

AL

Figura 3.7 — Contato elastico entre duas esferas e esfera-plano

(Ref: DEDINI, [1985])
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O contato circular ou eliptico ¢ mais conhecido como contato pontual, j4 o contato

retangular (entre corpos longos de perfil circular) ¢ conhecido como contato linear.

As dimensdes das areas de contato sdo definidas pelas dimensdes dos semi-eixos da regiao
deformada. Para sua representacdo utiliza-se as letras minusculas a e b, sendo a utilizada para a
dimensao paralela ao eixo principal de rotagdo dos elementos como se pode ver na figura 3.8.

Demais caracteristicas serdo definidas para cada uma das situagdes mostradas a seguir.

Figura 3.8 — Forma geral de contato

(Ref: DEDINI [1985])

A teoria desenvolvida inicialmente por HERTZ [1881] (para corpos elasticos sem atrito)
pode ser resumidamente apresentada através de seus resultados para o contato entre duas esferas,
esfera e plano, dois cilindros e cilindro e plano. A distribui¢do de pressao ¢ considerada eliptica

para o caso geral.

Hertz considera inicialmente um ponto M sobre uma esfera de raio R; a uma distincia r do

eixo Z como mostrado na figura 3.9.
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e L ¢z

Figura 3.9 — Posi¢dao de um ponto M qualquer em uma esfera de raio R1

(Ref: DEDINI [1985])
De acordo com a figura 3.9, é possivel obter geometricamente a seguinte expressao:
2 2 2
R =r"+R,-2) (3.5)

onde Z ¢ a distancia na direcdo do eixo Z entre os pontos M e O. Desenvolvendo a equacao

chega-se a:
2 2
r°=2RZ+7 (3.6)

Dessa forma, ao considerar duas esferas de raios R/ e R2 em contato e dois pontos,
respectivamente, M ¢ N em sua superficie, a uma distancia » do eixo Z, como mostrado na figura

3.10.
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/S

Figura 3.10 — Distancia entre pontos M e N em duas esferas

(Ref:; DEDINI [1985])
Z,=—— ¢ Z, =77 (3.7)

A distancia entre M e N ¢ entdo dada por

2
L, ! j:r (R, +R,) s)

Z +Z,=r"-
2R, 2R, 2R\R,
Se as esferas forem comprimidas pela forga P ao longo da direcdo normal, existird uma
deformacdo local na vizinhanca do ponto de contato, gerando uma area circular, que vem a ser a
superficie de contato. Com a deformacado os pontos M e N sofrem um deslocamento na dire¢do Z,

respectivamente w; € w,, € 0s centros das esferas se aproximam de uma distancia . Assim a
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distancia entre os pontos M e N tera reducdo de a-(w;+w;). Se, finalmente, os pontos M ¢ N

forem abrangidos pela area de contato (M=N) chega-se a concluir que:

Z+Z,—a+(w, +w,)=0 (3.9)

ou

(3.10)

a—(wl+w2)=r2-( 11 j:r (R, +R,)

2R, " 2R, 2R\R,

Adicionando-se um fator = (R;+R;)/2R R, entdo a equacao se torna:
a—-(wl+w,)=-r’ (3.11)
wi+w, =B’ +a (3.12)

Da teoria da elasticidade, para um sélido de revolucdo submetido a um estado de tensao
axissimétrico o deslocamento de um ponto superficial, andlogo aos pontos M e N aqui

considerados pode ser dado por.

(- v)
W—Tﬂq(s,(p)-d&d(/) (3.13)
Integrando-se a equacao 3.13 na area de contato (ver figura 3.11), tem-se:

2
:l—u1

Kl
w-E,

(3.14)
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K, = 3.15
s (3.15)
(K1+K2)_”q-ds-d(p=a—ﬂr2 (3.16)
z q
a m I n
a r ' m
— 5. <Y
ds
de ds
x n

Figura 3.11 — Posi¢do do elemento integrador na area de contato e a distribui¢cdo de

pressdo q ao longo da corda m-n (Ref: DEDINI [1985])

Para satisfazer esta equacdo utiliza-se para ¢ uma distribuicdo hemisférica sobre a area de

contato. Se go € a pressdo maxima no centro da area de contato entdo, pode-se definir:
q, = k.a (3.17)

onde a ¢ o raio da area de contato e k o fator de escala para a distribuicdo de pressdo na mesma

area. Assim
[a-ds=k-4 (3.18)

onde A=0.57R’ ¢ a 4rea do circulo mostrado na figura 3.11.
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Dessa forma, obtém-se para R”:

R=d- rzsenzw (3.19)

Substituindo essa expressao em (3.16), verifica-se que:

(K, +K,) ™ [[(@® = rsen’p)-ds-dp = o~ pr® (3.20)
a

Resolvendo-se a integral chega-se a:

2
n°q,

(Kl +K2) 46[

Qa* -r)=a-pr’ (3.21)

Sendo assim, os pardmetros « e £ podem ser encontrados. Para que essa equagdo seja
valida para qualquer r, ¢ necessario que os valores das derivadas de cada lado da equacdo sejam

iguais para todo r. Com isso, « € o raio a da superficie de contato sdo solucionados.

2
= (K, +K2)7r q,.a

(3.22)

2

a=(K, +K2)”4—§0 (3.23)

O valor de gy pode ser obtido através do volume da distribuicdo de pressao multiplicado

pelo fator de escala e igualdade a forca P de compressao, ou seja :

P=gq, .V_‘)ZZ(.‘I_ojiﬁ_f _40 2, (3.24)
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4y ==—; (3.25)

2 wa

Nota-se que a pressdo maxima ¢ uma vez e meia superior a pressao média existente na area
de contato.

Isolando as variaveis a e a pela substituicdo na equacao (3.22) e (3.23) tem-se:

1/3
P.(K,+K,).R.R
a (371 (K, 2)-R, 2)

3.26
4 R +R, (3-26)
9 , P (K +K,)R +R))

|8 2P AK) (R 4R, (3.27)
16 R .R,

Se ambas as esferas possuirem as mesmas propriedades elasticas e v; = v, = 0.3, tem-se:

1/3
PR R
a= 1,109{#J (3.28)
E(R +R,)

P2 R R 1/3

a=123] LR+ R) (3.29)
E’R.R,
2/3

g = 0,388.P“3.(Mj (3.30)

R.R,

Para uma esfera e um plano basta levar um dos raios a o, e chega-se a:

2 _0 (3.31)
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1/3
PR
a= 1,109.( 2 j (3.32)
E

P2 R 1/3
a = 1,23.( - 2] (3.33)
2/3
q, = 0,388.P”3{£J (3.34)
2

A maéxima tensdo envolvida ¢ a compressdo o, numericamente igual a go, que atua no

centro da superficie de contato. Porém, a tensdo de cisalhamento méaxima esta situada sobre o

eixo Z a uma profundidade aproximadamente igual 0,47.a. Neste ponto atinge valores proximos a

0,31.qo sendo a principal responsavel pela fadiga sub-superficial de materiais como o ago.

O tratamento para o estudo de contato entre dois corpos elasticos de formato qualquer ¢
semelhante ao caso anterior, mas a superficie proxima ao ponto de contato ¢ considerada a
superficie de um paraboldide eliptico, mostrado na figura 3.12, sendo somente valida para

pequenos 7. A equacdo da distdncia Z de um ponto M genérico ¢ dada por:

ZZT'X +—'y (335)
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Figura 3.12 — Forma de um

paraboloide eliptico

Assim a distancia entre dois pontos M e N, semelhante a andlise feita para o contato entre

duas esferas, pode ser dada por
Z, +7Z,=Ax> + By’ (3.36)

Segundo DEDINI [1985], Hertz afirma existirem para 4 ¢ B duas expressoes dependentes
das grandezas das curvaturas principais das superficies em contato e dos angulos que as mesmas

fazem entre si:

A+B=1(R%+i+ : + : J (3.37)

2 ) 1/2
/Y S R S B (N S S (Y R SO S| RS S PO (3.38)
2[\® "R, ) \R, R, R, R, J\R, R,

Seguindo o mesmo raciocinio aplicado aos caso de um contato entre duas esferas, chega-se a:
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(K, +K2)H%-dfl=a—flx2 — By’ (3.39)

LY |

K m [ “m{f

P

Figura 3.13 — Distribuicdo de Pressao (Semi-Elipsoide)

(Ref: fr.wikibooks.org)
Hertz [1881] mostrou que uma distribuicdo de g(x,y) que resolve essa equagdo pode ser
tornada como sendo da forma de um semi-elipsdide construido sobre a superficie da area de

contato mostrado na figura 3.13.

A pressdo maxima esta localizada no centro da 4rea de contato eliptica e pode ser obtida

por:
P= ”q(x, y)-dA= 2 r.abg, (3.40)
3
De onde
3 P
q, zaﬂ'ab (3.41)
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Na qual pode-se notar que a pressao maxima ¢ novamente maior que a pressao média num

fator de 50%.

Fazendo-se andlise de forma andloga ao caso de um contato entre regides esféricas, tem-se:

1/3
(3 ( 1 2)]

“M4" T 4+B (342)
o [3 P ) -
14 A+ B (3:43)

Para a obtengdo dos coeficientes m e n ¢ utilizado uma tabela em func¢ao do angulo 0

definido pela seguinte expressao:

{ j
@ = arcco
A B

Como a fungdo cosseno € ciclica entdo existe uma quantidade significante de angulos que

(3.44)

satisfazem essa equacdo. Do mesmo modo para m e n na qual seus valores estdo estabelecido pela

tabela 3.1 para alguns valores de 6.

Tabela 3.1 — Valores de m e n em funcdo de &  (Ref: DEDINI [1985])

20° 30° 35° 40° 45° 50° 55°
3,778 2,731 2,397 2,136 1,926 1,754 1,611
0,408 0,493 0,530 0,567 0,604 0,641 0,678
60° 65° 70° 75° 80° 85° 90°
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m 1,486 1,378 1,284 1,202 1,128 1,061 1,000

n 0,717 0,759 0,802 0,846 0,893 0,944 1,000

Neste caso a maxima tensao de cisalhamento atua em uma profundidade Z que depende da

relagdo entre os semi-eixos a ¢ b. Por exemplo para b/a = 0,34, Z vale 0,24.a ¢ a tensdo de

cisalhamento méaxima ¢ de 7,,=0,32qo.

Se nas expressdes do caso geral, o valor de a/b aumentar a ponto de obter elipses cada vez
mais alongadas, no extremo a/b = « chega-se ao caso de um contato de dois cilindros paralelos

onde a regido de contato ¢ um retangulo estreito.

Neste caso utiliza-se uma distribui¢do de carga por unidade de comprimento. Assim em um

cilindro de comprimento L submetido a uma carga distribuida P’,tem-se:

2.P
9o =— (3.45)
b
A semi-largura da area de contato ¢ dada por:
1/2
4.P.(K,+K,).R.R
b — ( 1 2) 1°°%2 (346)
R +R,

Em caso de contato entre cilindros homogéneos, de mesmo material e v = 0,3, a tensdo de

cisalhamento maxima vale 0,304qo e ocorre na profundidade Z=0,78.b com carga maxima de:

1?15(R1+<R2)j”2 a7

qO:OAl&(

1 'RZ
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3.4 - Distribuicao de tensao ao longo do contato

Materiais solidos sujeitos a carregamentos deformam-se de forma elastica ou plastica
dependendo da intensidade da carga. A deformacao elastica pode ser caracterizada pela simples
relagdo linear entre tensdo e deformagdo, sendo basicamente reversivel. A deformacao plastica ¢
mais complexa, pois ndo ha uma expressdo simples para relacionar tensdes e deformagdes além
de haver o fendmeno de histerese nessa regido do material. Na maioria das aplicacdes onde ha

contato, existem ambas as deformacdes.

Esses tipos de carregamentos, deduzidos anteriormente, induzem a um comportamento
elastico no interior do corpo submetido a esfor¢os. No entanto hé deformagdes plasticas na
superficie, no que diz respeito & microtopologia do material, ou seja, entre picos e vales da

superficie.

A quantidade de deformacdo elastoplastica depende exclusivamente do valor da carga
aplicada e a quantidade de deformacdo plastica cresce a medida que a carga cresce. Como foi
visto anteriormente, por questdes de aproximagdo ¢ modelagem, considerar-se-a4 que deformacoes
sdo induzidas apenas em cilindros, planos e esferas. Segundo HAILING [1975], estas

aproximacoes sdo validas por 2 razoes :

a) - Muitos contatos de aplicagdo em engenharia sdo considerados contatos de corpos
definidos por arcos circulares como elementos de rolamentos, rodas e algo que lembre

essas geometrias.

b) - Todos os corpos so6lidos contém rugosidades que podem ser consideradas muito
pequenas se comparadas a sua geometria. Sendo assim, o estudo do contato de um corpo
solido se resume apenas a sua macro geometria onde predominam-se esfor¢os em seu

contorno e deformagdes elasticas ao longo do seu dominio.
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HAILING [1975] menciona que na maioria dos casos em que se ocorre esse tipo de
problema de contato, o problema pode ser abordado da seguinte maneira: considerando um
carregamento simples P por unidade de comprimento no plano xz e aplicada no ponto O’
definido pelas coordenadas (¢,0) na superficie (y = 0) do semi-infinito corpo. O campo de tensao
elastica no plano xy ¢ obtido, tendo-se em vista uma unidade de comprimento em y, através da

equacdo 3.48 que expressa o valor da tensdo radial:

an!

&
h
'
b

G,

H

Figura 3.14 — Tensdo gerada a partir de um carregamento P

(Ref: HAILING [1975])

A tensdo gerada no elemento diferencial ¢ :
2.P
o, =———cos(0) (3.48)

T.r

Onde as tensdes tangencial oy € o cisalhamento 1,9 sd0 ambas nulas.
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E mais facil compreender a distribuicao de tensdo se for considerado um plano principal de
tensao que seja 0 mesmo plano geométrico de tensao.Em coordenadas cartesianas, com relagdo a

O’, segundo HAILING [1975] a tensdo ¢ :

xx Txy Xz O-rr Tr6' Trz

T
v Oy 0 |= [T ] Lo Ow Ta '[T ] (3.49)
xz yz GZZ Trz THz Gzz

Onde [T] = matriz de transformagao vetorial entre coordenadas que para esse caso:

cos(d) —sen(@) 0
[T]=|sen(6) cos@) 0 (3.50)
0 0 1

Como resultado de toda essa operagao pode-se deduzir que :

XX

o) 2.P
o =—-sen’(0) = ———cos(8).sen’(0) (3.51)
2 Ty
Como a fungao seno, escrita na forma cartesiana é:

sen(0) = % (3.52)
X +y

Dessa forma, substituindo a fun¢do 3.52 em 3.51, conclui-se que:

o _2Pl yxt (3.53)
T (x2+y2)2

O mesmo raciocinio pode ser utilizado para as outras tensoes:
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3
o, = —2—P{y—} (3.54)

2P yix
Txy = —7 m (3.55)

Agora, com relagdo a origem central O, tem-se que X =x-g, Y =yeZ =7z

__2_P{ Y(X &) }

x e ((X_g)z +Y2)2 (356)
ST ,
w T ((X—g)2 +Y2)2 (3.57)
_ 2P| Y(X-¢
xy T ((X—g)2 +Y2)2 (3.58)

Da mesma forma ¢ calculada a distribuicdo de tensdo para um carregamento, com mesmas
caracteristicas anteriores, respeitando as mesmas condi¢des, porém na direcdo tangencial a

superficie de contato, de intensidade T.

__2_T{ Y (X —¢) }

xx P ((X—8)2 +Y2)2 (359)
S
Y (X —e)t +Y?)? (3.60)
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(3.61)

Xy

_ 2T Y.(X-¢)
| (X —e) +Y?)

E interessante relacionar essas equacdes, em particular, com problemas de contato entre
dois corpos cujas geometrias sdo definidas por um arco circular. Este problema ja foi solucionado

por Hertz com utilizagdo da teoria da elasticidade generalizada (TIMOSHENKO [1980]).

Considerando um carregamento, agora distribuido ao longo da superficie do corpo, em que

Z =0 como na figura 3.13 :

pP= Hq(x, y)-dA (3.62)

Como o resultado da influéncia de uma carga isolada P (Gnico no contorno definido na
figura 3.14) ¢ uma distribui¢do dada pelas equacdes 3.56 a 3.58 (ver figura 3.13 e 3.14), conclui-
se que para um carregamento definido por uma funcido ¢(X Y,¢), a distribuicdo de tensdo

resultante a soma das respostas de cada pequena parcela (TIMOSHENKO [1980]).

Segundo HAILING, o somatorio das respostas de cada carga ¢ a convolugdo da resposta de

cada parcela individual ao longo do dominio:

_ 27 Y.(X —¢)’
0= j q(X,Y, g){((x_g)2 T }.dg (3.63)
2 ¢ Y’
o, = —;_J;q(X, Y, 8){(()( T T }.dg (3.64)
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_ 27 Y (X —¢)
T, = n_J;q(X’Y’g){((X—g)Z 7y }de (3.65)

Esse raciocinio pode ser usado da mesma forma para um carregamento tangencial a
superficie.

Dessa forma, para um contato eliptico genérico, ha o seguinte carregamento:

3P x2 y2 %
& :mb'(l‘a—fb—zj 366

E para um contato eliptico entre cilindro e plano (caso em que a—0o0) tem-se:

2.P y2 %
q, = E-[l—b—zJ (3.67)

onde b ¢ dado pela equagao (3.46) e go ¢ dado pela equacao (3.47)

Usando-se as equacdes 3.63 a 3.65 e transformando as coordenadas para o mesmo sistema

cartesiano, pode-se concluir que:

2P 22 Y.(X —¢)?
== |l1-=] . d
T b i bz} {((X—g)z +Y2)2} ¢ (3.68)
o —_Eh l_i% Y3 d&' 3.69
P gb b (X-e)+7>) | (3:69)
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ap i 2 Y (X —¢)
== (1= - d
Z-xy b _il bz } |:((X . 8)2 + Yz)z :| 3 (3-70)

Novamente, na condicdo de méaxima tensdo de cisalhamento, a expressdo da tensdo de

cisalhamento méxima ¢ dada pelo maior raio do circulo de Mohr:

1/2

2
o._+t0o
T, = (—WJ +7y (3.71)

A tensdo de cisalhamento maxima ¢ mostrada na figura 3.15, no caso de contato linear
entre cilindro-plano, e nota-se que o seu valor atinge o maior nivel (0,304.qo como mencionado

anteriormente) em uma distancia de 0,67.b abaixo da area de contato ocorre efetivamente.

Linhas de

r-"l".'.]]'(
constantes

Figura 3.15 — Grafico do gradiente de tensdo gerado no corpo

(Ref: MOORE [1975])
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Capitulo 4

LUBRIFICACAO ELASTOHIDRODINAMICA

4.1 - Introducao

A lubrificacdo elastohidrodinamica pode ser descrita brevemente como o estudo do
escoamento de um fluido lubrificante na qual ocorrem deformacgdes elasticas nas superficies que

0 contornam.

Segundo MOORE, os dois efeitos mais significantes que ocorrem em uma lubrificagdo
elastohidrodinamica, e ndo sdo encontrado em teoria classica de lubrificagdo, sao a influéncia de
altas pressdes no comportamento do fluido (principalmente a viscosidade) e a deformagao local

de corpos elasticos.

As equacgdes que governam o estado de lubrificagao de contatos, bem como determinam o
perfil de pressdo em filmes de lubrificagdo sdo chamadas de equagdes de Reynolds [1886], que
foi o primeiro a estudar e deduzi-las, abrindo-se as portas para analises hidrodindmicas anos mais

tarde.
Sabendo-se que as dimensdes dos elementos em contato sdo bem maiores que a espessura

de filme do lubrificante, esta observagao justifica a aproximacgdo dessas superficies curvas para

planas sem distorcer a resposta do comportamento do filme lubrificante (DOWSON [1977]).
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Figura 4.1 — Sistema de coordenada (aproximacdo da superficie para uma reta)

(Ref: MOORE [1975])

Segundo DOWSON, a equacdo de Reynolds ¢ deduzida a partir da aplicagdo das equagdes
basicas do momento de fluidos e também a equacdo da continuidade. A equacdo completa do
movimento, considerando-se o fluido Newtoniano (apesar do comportamento de fluidos especiais
para lubrificagdo elastohidrodindmica serem, em grande parte, ndo-Newtonianos, afirma

DOWSON & HIGGINSON), pode ser escrita da seguinte maneira em coordenadas cartesianas.

du g 2 0 [(%t Gw] 2 0 ou ov) 0O ou ov)| 0 (Gw auj
dt ox 3 ox \ox 0z) 3 ox \ox oy) oy \ody ox) oz ox 0Oz

(4.1)

dv op 2 0 ov Ou 2 0 ou Ow 0 ov Oow 0 ov Ou
dt dy 3 oy oy Ox 3 Oy oy 0Oz 0z 0z Oy Ox ox Oz
(4.2)

dw op 0 ow Ou 2 0 ow Ov 0 ow Ou 0 ow Ov
P =P8~ T N F 1" 2N a2 T2 M2 A | T2 5~ A
dt 0z 3 Ox 0z Ox 3 0z 0z Oy ox ox 0Oz oy oy Oz
(4.3)
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Os termos da esquerda representam os efeitos de forcas de inércia e os da direita

representam as forgas viscosas, forcas gravitacionais e de pressao ao longo de um elemento

infinitesimal de fluido.

DOWSON introduz a equagdo da continuidade que representa a conservagao da massa no

volume de controle, também na forma infinitesimal.

dp d(pu) d(pv) d(pw) _,

(4.5)
dt dx dy dz

Para a representacao de filmes lubrificantes, a inércia e as forgas gravitacionais podem ser
desprezadas se comparadas as forgas de pressdo e viscosas envolvias. Sendo assim a equagao do
movimento implica apenas no equilibrio de forgas viscosas e de pressdao agindo no volume de

controle (regime estaciondrio). Simplificando-as, tem-se.

d 2 0 ou ow) 2 0 ou ov) 0 ou ov) 0 ow Ou
—:_._.77 _— +_._.77 _— +_.77 _—t +_.77 B s ei— (46)
ox 3 ox \ox 0z) 3 ox \ox oy) oy \oy ox) oz ox Oz

d 2 0 ov ou) 2 0 ou ow) 0 ov ow)| 0 ov Ou
—==— - |+ ——|+— | —+— |+ — | —+— (47)
oy 3 oy \dy ox) 3 Oy oy 0z ) 0z 0z oy) 0z \ox oz

2 0 ow 0ov 0 ow Ou 0 ow 0Ov
e + S = = —— |+ =g —+—| (4.3)
oz 3 oz 3 0Oz 0z Oy) Oy ox 0z) Oz oy Oz
A espessura de filme é definida como sendo a distancia entre as superficies que cercam o
fluido lubrificante. Atentando-se a espessura em relagdo as dimensdes do contato, as derivadas
das componentes de velocidades u e w com respeito a y sdo bem maiores do que os gradientes de
velocidades se comparados a outros gradientes. No entanto, supondo b o comprimento de contato
e h a espessura do filme (ver figura 3.13 e 4.2), o gradiente de pressdo pode ser demonstrado

como na ordem de (4/b) vezes o gradiente de pressdo ao longo do filme, desde que h<</<<R, a
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variagao de pressdo ao longo do filme ¢ normalmente insignificante. De acordo com DOWSON,
essas premissas permitem reduzir essas equacdes de modo a simplifica-las de tal forma que elas

se tornem (simplificagdo conforme figura 4.2).

w_o [0 »

ox Oy 7 oy (49
p

20 4.1

oy (4.10)
d O ow

I N el 4.11
o o "(ayj @i

Com essas condi¢des impostas nas equagdes 4.9, 4.10 e 4.11, as equagdes de equilibrio
podem ser diretamente definidas pelo balanco de forcas na superficie do elemento de fluido.
Entanto ¢ necessario ressaltar que isso ¢ valido somente para fluidos viscosos newtonianos e
incompressiveis (segundo MOORE). Caso contrario uma equagdo de estado deveria ser

acrescentada.

Integrando-se as equagdes 4.09, 4,10 ¢ 4.11 diretamente com respeito a y, chega-se a:

ou _18_p+ A(x,z)

4.12
dy 1nox n ( )

a_w = Za_p + —B(X, Z)

4.13
dy noz n ( )

Expressoes gerais para as componentes de velocidades sdo obtidas quando essas equagdes

sdo integradas novamente com respeito a y, resultando num perfil mostrado na figura 4.2.
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0 d
uz—pJ.Zdy+A(x,z)J.—y+C(x,z) (4.14)
ox’n n

0, d
w=L[Zdy+B(x,2)[ <L+ D(x,2) (4.15)
oz'nmy n

Nesse estagio serd assumido que a viscosidade ¢ fungdo somente de x e z ou simplesmente
uma constante, essas equacoes levam em conta as propriedades do fluido bem como a variagao
delas ao longo do dominio. Com relagdo ao contorno, ha condi¢des para que as equagdes sejam

validas, ou seja, para esse caso :

y=0, u=u, w =w

y=h , u=u, w=w,

Sendo assim, de acordo com essas consideracdes, a viscosidade ndo ¢ dependente de y e

portanto a equagdo anterior ¢ simplificada da seguinte forma:.

u=[1_1ju1+zuz_ma_ff’ 4.16)

h h 2n  oOx

W:(I_ijﬁz%_w@ “.17)
h h 2n Oz

A equagdo de Reynolds é formada pela introducdo dessas expressdes na equacdo da
continuidade (equagdo 4.5) e integrando com respeito a y, chega-se a equacao de Reynolds para o
caso em que o regime ¢ permanente. Segundo MOORE, substituindo-se as equacdes 4.16 ¢ 4.17

em4.5:
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IMdy+IMdy+[p.v]g =0 (4.18)
y  dx vy dz

Esta equacdo pode ser expandida de outra forma de acordo com o resultado geral da

integracao por partes, resultando em:

d d | dh dh 0
— | pudy+—\| pwdy — pu,.——pw,.—+|pv|[ =0 (4.19
dx'([p 'y dZ'([p Yy — pUu, dx pPw, a ]o ( )

Segundo DOWSON, a densidade nao varia demasiadamente ao longo do filme, ¢ quando
isso também ¢ aceitdvel, basta apenas substituir a velocidade pelos seus valores em 4.07 e
integra-los dentro de seus respectivos limites. Assim sendo, a equagao geral de Reynolds ¢

definida:

o phi o), o[ pht op|_ [ phty+uy)) 0 ( phw +w,)
ox\12n ox ) o0z\12n ox ox 2 0z 2

(4.20)
oh

- ——w%+—(v—v)
p“zaxpzaz PV =V,

Essa ¢ a equagao geral de Reynolds, contudo, a especificagdo de uma condigao de contorno
para as velocidades u, v, e w € necessdria. Para uma superficie plana ndo hé dificuldades em

estabelecé-las. Foi demonstrado anteriormente que as condig¢des de contorno sao:

y=0, v=u; , wi=0, v;=0

y=h , u=u; , w»=0 , v>=u,.(6h/dx)

Onde h ¢ a espessura do filme de fluido, ul e u2 sdo as velocidades na direcdo x em cada

plano respectivamente, segundo a figura 4.2.

54



h —————=—

¥ Ui |

Figura 4.2— Escoamento na lubrificagdo EHD

Com isso, a equagdo de Reynolds se resume a :

3 3
Ofphdp) fphdp)_0 4.21)
ox\ 12n ox oz\ 12n ox ox

O problema ¢ calcular a distribui¢do de pressdao no contato e a0 mesmo tempo os efeitos
que essa pressao tem nas propriedades do fluido e também na geometria de contato. A solucao

provém também da forma do filme de lubrificante e em particular do minimo espagcamento entre

os sb6lidos em contato.

DOWSON faz algumas suposigdes, a fim de tornar esse problema um pouco mais facil de

resolver:

1)  Os deslocamentos sdo calculados para uma condi¢do de contato cilindrico-

plano semi-infinito (2D).

2)  Vazamentos laterais sdo desprezados, isto pode ser justificado pela proporgao
de dimensodes da regido de pressdo, onde a largura ¢ muito maior que o comprimento
do contato, ou pelo fato da espessura do filme de lubrificante ser menor que
deslocamentos ao longo da regido. Sendo assim, qualquer local fechado ou fendas na

borda da lubrificacdo tem pouca influéncia (dp/dz).
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3)  As condigdes de contorno para pressdo sdo : p=0 para a entrada e em uma

grande distancia da zona de pico de pressao, tem-se p= (dp/dx)=0.

4)  Lubrificante é praticamente INCOMPRESSIVEL.

5)  Efeitos térmicos sdo desprezados, isso garante que propriedades nao sejam
afetadas com a variagdo da temperatura. (Considerando-se trabalho em ambiente

climatizado). Desconsiderando expansao térmica e aumento térmico de pressao.

A equagdo 4.21 ¢ resumida a:

3

Of(hop)_i,,.00 (4.22)

ox\ n Ox 0x

Na qual
n=n(p) (4.23)
x2

h=h,+—+A 4.24

0otz (4.24)

onde A ¢ o deslocamento combinado dos dois solidos e pode ser calculado através de :

g2
A=6+6,=-K' j p(&)In(x — ¢)de (4.25)
el

(4.26)

2 2
K':(K1+K2):[1 1)1+1 v 2}

7k, 7k,
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A variagdo de viscosidade com a pressao (supondo que a viscosidade seja apenas funcdo da
pressao, sendo independente da temperatura) ¢ representada, de acordo com DOWSON, com

razoavel precisdo, por uma fung¢ao exponencial do tipo:
1 =1(p)=1,-exp(£2p) (4.27)
Porém ¢ conveniente a transformacdo da varidvel pressdo (p) para uma pressdo

adimensional (g) para que a equacao de Reynolds ndo se torne altamente ndo linear. Portanto a

pressdo adimensional pode ser estabelecida de tal forma:

g = [1-exn(-0p)] (4.28)
ag _ o 9P
“ — exp(-ap) %7 (4.29)

E “g” pode ser substituida na equacao (4.22), como pressdo adimensional num fluido com

viscosidade constante 1. A equacao se tornara :

3
O|h 08| _15,.% (4.30)
ox\ n, Ox Ox

Essas equagoes (4.29 e 4.30) constituem um problema, denominado por DOWSON, como
padrdo isotérmico. De acordo com ele, uma solucdo analitica fechada ainda nao foi encontrada e
portanto usa-se recursos numérico para sua resolucdo. No entanto, mesmo um procedimento
numérico ¢ dificil pelo fato do problema ser iterativo, ou seja, o perfil de pressdo gerado resulta
na deformacdo da superficie que altera a espessura do filme e esta por fim acaba alterando
novamente o perfil de pressio. DOWSON descreve em sua publicagao que ha uma convergéncia

no processo iterativo, porém faz-se necessario aplicar algumas condig¢des especiais tais como

considerar a velocidade de deslocamento baixa e carregamentos altos.
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Um dos primeiros resultados significantes para carregamentos praticos foi obtido por

GRUBIN [1949] usando uma simplificacao sutil que serd demonstrada a seguir.

4.2 - Analise dimensional e Solugao numérica

A solugdo da equacdo depende da geometria de contato, distribui¢do de pressdo, velocidade e
caracteristicas fisicas do fluido lubrificante. Um dos mais importantes feitos praticos (segundo
DOWSON) para a solucdo desse problema ¢ a obtencdo da espessura minima de filme de

lubrificante, feita por GRUBIN [1949].

As sete variaveis independentes tem dimensdes (L = unidade de comprimento, M = unidade

de tempo ¢ T = unidade de tempo) descritas na tabela 4.1 :

Tabela 4.1 — Dimensoes de Variaveis (Ref: DOWSON [1977])
H R E’ Mo Q (taxa de|P u
(espessura) | (raio) | (rigidez) | (viscosidade) | viscosidade) (carga) (velocidade)
L L M/LT [M/LT LT /kg M/T  |L/T

A espessura de filme “h” ¢ governada finalmente por trés razdes adimensionais que sao
funcdes das variaveis descritas na tabela 4.1. Dessa forma, relacionando-se essas variaveis entre
si através do procedimento de GRUBIN [1949], que consistia em criar grupos adimensionais
entre essas varidveis através da multiplicacdo dos termos entre si, chega-se a formar novos

parametros como os descritos nas equacoes 4.31, 4.32, 4.33 ¢ 4.34.

P nu
— , ,aE' 431
f(E‘R E'R j (#431)

Essas razdes foram denotadas apenas por H,W,U e T, que sdo respectivamente a espessura
de filme adimensional, pardmetro de carregamento, parametro de velocidade e parametro de

Materiais. A saber:
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PARAMETRO DE CARREGAMENTO

w= Lt (4.32)
E'R

Segundo DOWSON [1977], este pardmetro pode variar entre 3x10™, corresponde a uma
pressdo Hertziana equivalente a 15 GPa em acos, e 3x10” correspondente a aproximadamente

0,45 GPa (30 tons/in) em agos.

PARAMETRO DE VELOCIDADE

U= (4.33)

A mais influente variavel, sendo assim, com alta escala de variagdo (5 ordens de grandeza)

que variam em torno de : 10® a 10™",de acordo com DOWSON [1977].

PARAMETRO DE MATERIAIS

T =qE' (4.34)

Como os valores de rigidez dos materiais ndo variam muito e também o valor da taxa de
varia¢do da viscosidade € constante, esse parametro ndo varia muito e portanto ndo exerce muita

influéncia em contato metal-metal.

Segundo DOWSON [1977], Grubin examinou com detalhes muitos aspectos da
lubrificacdo EHD. Somente uma parcela desse problema foi analisada sendo necessarias todas as
suposi¢des j4 comentadas anteriormente e assim uma formulacdo para a espessura de filme foi
concebida. Para tal, foi assumido que a deformagdo das superficies de contatos seria a mesma no

caso de um contato seco (ou seja, desprovido de lubrifica¢do, com distribui¢do Hertziana).
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O deslocamento Hertziano fora da zona de contato ¢ formulado por DOWSON como:

H-H, = h ;{ho = %[X(){2 ~D"? —In(X +[X° —1]“2)] (4.35)

onde X = x/b e W ¢ o parametro de carregamento. Em termos de pressdo adimensional, a forma

integral da equacdo de Reynolds é:

og h—h

Escrevendo de forma adimensional, G = g/E’R, e lembrando do capitulo 3 que para um

172

contato do tipo plano-cilindrico tem-se h/R = 4(W/2n) '*, a equacao ¢ transformada de maneira

adimensional.
oG ' H-H
— =48 —| U |—2 (4.37)
oX 27 H

A pressao reduzida desenvolvida fora da regido de contato Hertziano seria :

1/2 1
G = 48(Kj U - j [H—f{"}d)( (4.38)
27 L H

Para essa equagdo integral, GRUBIN convalidou esses valores de forma numérica para um
intervalo de valores de Hy e desenvolveu uma expressdo que interpola muito bem esses

resultados.

p 2 7Z'H -11/8
Integral de Grubin =| — | x0,0986 0 (4.39)
2w 2w
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Dessa maneira chega-se a uma expressao:

1/2 2 —-11/8
G=as| ) v [ Z] x0,0086 o (4.40)
27 Y4 W

GRUBIN argumentou que a pressao adimensional deveria alcancar significante valor na
regido de méaxima pressao Hertziana, ou seja X=Y=0, cujo valores praticos seriam tao altos que
exp(-ap) <<l devido a alta pressdo no contato, resultando em G = 1/a. . Substituindo esse
resultado na expressdo 4.40 chega-se a expressdo que fornece o valor da espessura minima do

filme de lubrificante.

_L95(TU)*™

HO Wl/ll

(EQ. De GRUBIN) (4.41)

Ha claro, valores de espessuras que se aproximam muito da realidade, porém sdo validas
apenas para lubrificacdo elastohidrodindmica. No caso em que a lubrificagdo ¢ hidrodinamica a

espessura ja ndo ¢ uma variavel livre ja que depende do perfil dos elementos rolantes.
4.3 - Formulacao Pratica para Espessura de Filme

A integracdo numérica das equagdes de Reynolds se faz necessaria quando o objetivo do
trabalho ¢ avaliar a evolu¢do do gradiente de pressdo ao longo do contato, picos de pressdes e
espessura de filme lubrificante. Situagdes em que ndo é necessario tantos detalhes, é preferivel
trabalhar com a espessura minima de filme, que ja foi desenvolvido por GRUBIN em 1961 e
referenciado por DOWSON e HIGGINSON em 1977, a qual o filme lubrificante minimo esta

dentro do intervalo determinado pela equacdo (4.22).

Logo na figura 4.3, Higginson [1977] apresenta a distribuicdo de pressdo e do filme de

lubrificante com a variagdo dos parametros de carregamento, velocidade e materiais.
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Figura 4.3 - Distribuicao de pressao e filmes lubrificantes

(Ref: DOWSON [1977])

a-) Distribuicdo de Pressdo e Filme para viscosidade independente de pressdo e

cilindros rigidos.

b-) Mesmo gréfico, para viscosidade como func¢do de pressao e cilindros rigidos.

c-) Distribuicdo de Pressdo e Filme para viscosidade independente de pressdo e

cilindros elasticos.

d-) Mesmo gréafico, para viscosidade como fungao de pressao e cilindros elésticos.

Comparando-se a figura 4.3 com a figura 3.13, a aproximacao da distribuicdo de pressao
elastohidrodinamica para forma de distribui¢do de pressdo Hertziana ¢ adequada. Além disso ¢
possivel notar que a variagdo da espessura dentro da regido de contato ¢ muito pequena a ponto
de ser desprezivel macroscopicamente (ou seja, a espessura de filme lubrificante ¢ praticamente

constante dentro do contato).
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DOWSON & HIGGINSON concluem que a influencia de U (parametro de velocidade) ¢
preponderante sobre os demais parametros, seguido por W (pardmetro de carga) e T (pardmetro
de materiais) que ¢ praticamente constante. Com o aumento da carga, a distribui¢ao pode ser

assumida como sendo a distribui¢do semi-eliptica de Hertz.

. 1,95(TU)*'"
equacdo de Grubin H_ . = % (4.42)
1,67"°U "’
equacdo de Dowson H_ .= W (4.43)
« . U
equacgdo de Martin H . = 4’9W (4.44)

As expressdes propostas por GRUBIN e DOWSON apresentam uma variagdo em torno de
20% no valor da espessura minima de filme lubrificante para cilindros elasticos e viscosidade do
fluido dependente da pressdo segundo a equacdo 4.27. Na forma dimensional, as equacdes

descritas anteriormente podem ser convertidas novamente:

n uR

h,.. =49 [m] (4.45)

w

A equagdo de DOWSON e HIGGINSON fica entdo na forma :

hmin — 1,6“0’6 (770”)0,7 (E!)0,03 RO,43W—1,13 [m] (4.46)
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A figura 4.4 mostra a espessura de filme ao longo de um contato eliptico. A espessura
minima de filme lubrificante ndo leva em conta o fendmeno de “sparkle” (depressao no final do

contato devido a retomada de pressao).

N

—_—T
""""--...__.__n
| |

2 2 ~J
1
O______ I
-1+6 f|-2- -0:8 -0-+4 s} 0-4 08 in
| | 1 | ! |
- 30 —20 —|0 Q 10 zZ0 mm

Figura 4.4 — Exemplo de Espessura Minima de Filme (x =0)

(Ref: DOWSON [1977])

Para casos onde o efeito da variacdo da viscosidade tem influéncia nitidamente superior ao
da deformacao eléstica dos corpos, ¢ valida a equagdao de BLOK (referenciada em DOWSON
[1977]), dada por:

h. =1,66.a”(nu)’> R [m] (4.47)

Para a obtengdo da espessura minima de filme lubrificante em contatos elipticos utiliza-se,
com maior freqiiéncia, a equacao apresentada por COY [1971]. Ela leva em conta a curvatura de

ambas superficies em contato e ¢ dada por:

2

2R -0,74 E 0,074
h. =204/1+=—L au)’ T = R  m 448
min ( 3 R j (770 ) P 1 [ ] ( )

Para determinacao da espessura minima de filme lubrificante em transmissdes por tragao

(como CVTs por exemplo), rolamentos ou componentes em contato, utiliza-se frequentemente a
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equacdo 4.32 ou 4.33 para contatos pseudo-lineares € a equacdo 4.36 para contatos pseudo-
pontuais ou elipticos. Os fatores mais influentes na espessura de filme lubrificante sdo a

geometria de contato, viscosidade, velocidades e pressoes.

4.4 - Coeficiente de Tracao

Como o entendimento do mecanismo fisico da transmissdo de movimento em contatos
lubrificados é bastante complexo e envolve inumeros fatores, procurou-se, a partir de 1970
estabelecer uma condi¢do comparativa para as caracteristicas desses mesmos contatos. Associado
ao contato submetido & lubrificagio EHD, surge o termo TRACAO e sua medida ¢ derivada de
caracteristicas intrinsecas ao proprio contato. A tragcdo envolve inumeros efeitos acoplados, como
o atrito de rolamento, o atrito de escorregamento, a resisténcia ao cisalhamento do filme

lubrificante e os efeitos de pressao e temperatura.

Para medida da tracdo utiliza-se o coeficiente de tragdo, dado pela razdo entre a forga
tangencial transmitida e a forca normal aplicada em cada contato. Este coeficiente ¢ determinado
para condi¢des especificas de temperatura, velocidade, pressdo e escorregamento. Com sua
utilizagdo, geometrias distintas podem ser comparadas, 6leos especificados e a existéncia da

lubrificacdo EHD estabelecida.

As fungdes dos lubrificantes EHD sdo transmitir poténcia e impedir que haja atrito metal-
metal evitando problemas como nucleagdo de trincas superficiais ou fundi¢do, em outras
palavras, aumenta a vida util dos elementos constituintes da transmissdo. Alguns lubrificantes

tem maior capacidade de transmitir poté€ncia, impedindo que os elementos rolantes escorreguem,.

Comparativamente, lubrificantes elastohidrodindmicos (EHL) t€ém coeficientes de tracao
maiores que de outros 6leos convencionais. A regido onde os dois elementos de metal entram em
contato (regido de maior pressdo), o 6leo EHL passa a ser momentaneamente um so6lido, esse

processo ¢ também chamado de pseudo-polimerizacao (ver equacao 4.27).
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TIPO DE LUBRIFICAGAD

Hidrodinamica Elastohidrodinarmica Carmada Limitrdfe

-l—l"-'_.-._.
Fluido de tragdo

-

Coeficiente de tragao

Alen mineral
de petrélen

=

Controle de aumento da pressao

Figura 4.5 — Relacao entre o Coeficiente de Tracao e lubrificacao

(Ref: ADAMS [2002])

O coeficiente de tragdo dos EHLs varia entre 0,09 e 0,12, cerca de 50% a 100% mais
eficiente que os outros lubrificantes. Atualmente, para CVTs, utiliza-se frequentemente dleos da

familia Santotrac-Santolube por possuirem as seguintes caracteristicas:

Tabela 4.2 - Caracteristicas Fisicas do Lubrificante SANTOTRAC 50
(Ref: www.santotrac.com)

Aparéncia: Liquido amarelo

Pressdo de Vapor: 12mmHg (a 177°C)
Ponto de Ebuli¢do: 310°C (2 760 mm Hg)
Ponto de Congelamento: -37°C (2760 mm Hg)
Densidade: 090g/cm® (a25°C)
Viscosidade: 5120 centistokes (a —18° C)
Coeficiente de Tragao: 0.095

Do ponto de vista molecular e estrutural, a camada de EHL pode cisalhar se exposta a
grandes forgas, durante o cisalhamento as moléculas podem ser quebradas em outras de cadeia

menor. Por exemplo, de um 6leo de cadeia de 30 carbonos para uma cadeia de 20. Do mesmo
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modo, essas cadeias podem sofrer fusdo (pseudo-polimerizagdo) ou alteragdo de sua forma em

temperaturas extremamente baixas, o que os tornam pouco versateis (Segundo STEVEN).

Forca Normal (N) l

Forca de Saida (S)

Oleo de Tracéo

| Forca de Tragcéao (T)

Figura 4.6 — Fenomeno de pseudopolimerizacao do lubrificante

(Ref: adaptado de STEVEN 1994)

A obtencdo deste parametro ¢ feita através de ensaios de lubrificantes em maquinas como,
por exemplo, a maquina de rolos paralelos. No entanto existem teorias baseadas na equacao de

Reynolds que permitam estimar qual o valor desse coeficiente.

Segundo DOWSON, a partir da equagdo de lubrificacdo de Reynolds, o coeficiente de

tragdo entre um cilindro e um plano infinito ¢ definido como:

b

b
h dg 1
— 2 dx+u(e —dx
p o Jiwdr f,] P )’7°_Ibh .

N Iq(x)dx -

t

J.q(x).dx
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Onde t(x) e q(x) sdo respectivamente as pressdes de contato tangencial e normal, h € a espessura

de filme, e o escorregamento e 1y a viscosidade

HAILING apresentou a Formula de Misharin que aproximava o célculo do coeficiente de

tragdo, baseado em um vasto nimero de experimentos. A formula pode ser resumida a:

0,325x10°
C = - (4.50)

[’70((1—@2—1)42}

0

onde e ¢ o escorregamento, ou seja e=(ua-u1)/u;

No entanto, esta formula ndo ¢ valida para valores de escorregamento muito pequenos pois
quando e—0, Ci—»o. Consequentemente HAILING sugere que esta formulagao deve ser aplicada
para contatos entre acos com altos escorregamentos lubrificagao hidrodinamica com 6leo mineral

nas seguintes condigdes.

e

0,2< <0,65
2

—e
q, =2 0,25.GPa

HAILING também sugere que, para pequenos escorregamentos, o coeficiente de tracao se

comporta de acordo com a equacdo 4.51.

2050

A figura 4.7 apresenta a forma tipica assumida pelos dados de algumas séries de

experimentos para o mesmo tipo de lubrificante, para um escorregamento oscilando entre 0 e 0,2.
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Coeficiente de Tragdo - Qleo WWISPIN 150
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Figura 4.7 —Coeficiente de Trag@o versus escorregamento e.

(Ref: FORTI [2003])

A forma tipica da curva do coeficientes de tragdo (definida pela equacdo 4.51) em relagao

ao escorregamento ¢ mostrada na figura 4.9.

0.1z
= 0.10d—— e e ] = | becmoccmeces loccooccane
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Figura 4.9 — Coeficiente de tragdo para baixos escorregamentos (e<1%)

(Ref: HAILING [1975])
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Por comparagdo podem-se observar na tabela 4.30s valores de alguns coeficientes de tragao

obtidos pela bibliografia:

Tabela 4.3 - Caracteristicas Fisicas de Lubrificantes (Ref: FORTI [2003])

LUBRIFICANTE Coeficiente de Tragao
Oleo ester-silicatos 0,045
Parafinicos 0,050

Fluidos Transmissoes automaticas | 0,055

MIL H-5606 6leo hidraulico 0,060
Oleo naftenico 0,058-0,065
Oleo estero naftenico 0,066
Silicones 0,075
SANTROTAC 30 0,084
SANTOTRAC 40, 50,70 0,100
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Capitulo 5

EQUACOES DE VIDA EM CONTATO HERTZIANO

5.1 — Introducao

Uma maquina ou equipamento ¢ normalmente projetado de forma a satisfazer condigdes
especificas de resisténcia e operagdo. Porém, durante o processo de fabricagcdo desta maquina ou
equipamento existe a probabilidade de que alguns fatores se afastem de algum modo das
caracteristicas basicas apropriadas. Deste modo, a homogeneidade dos materiais, 0 acabamento
superficial, o tratamento térmico ou quimico, ¢ as dimensdes de cada elemento dessa maquina
podem sofrer uma dispersdo em torno de valores considerados como médios, originando
maquinas com uma certa probabilidade de se afastar do ideal. Esta probabilidade pode ser
expressa em termos matematicos e disposta de modo a caracterizar certa forma de distribuicao

estatistica, para a resisténcia fisica de um dado lote de maquinas em dado momento.

As condigoes de operacdo e a severidade destas sofrem o mesmo tipo de dispersao e

também podem ser representadas através de uma distribuicdo estatistica.

Para as mesmas condigdes de operacdo, com o passar do tempo e do numero de ciclos
operados, ¢ de se esperar que haja uma diminuicao na capacidade das maquinas de resistir aos
esfor¢os originais. A causa pode ser o desgaste por atrito, abrasdo, ataques quimicos, fadiga dos

materiais, € varios outros fatores.
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Grafico de Possibilidade de Falhas
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Figura 5.1 — Probabilidade de Falhas de um certo grupo de maquinas

(Ref: DEDINI [1985])

Deste modo, a distribui¢do de resisténcia que originalmente ndo tinha nenhuma area
comum com a distribuicdo das condi¢des de carga (figura anterior) passa com o tempo a se
aproximar da segunda distribui¢do pois a resisténcia media cai com o tempo as figuras se

interferem e a probabilidade de falhas cresce com o tempo.

A falha pode entdo se manifestar como uma parada total das operagdes de uma maquina,
uma parada temporaria, parcial ou uma alteracao das condi¢des de funcionamento. Alguns desses
estados caracteristicos de maquinas sdo analogos a morte, perda da fun¢do ou simplesmente uma

doenga em caso de sistemas vivo.
Para organismos vivos, ¢ confidvel que este viva um certo tempo estimado com alguma

probabilidade de acerto, se este viver em um padrdo especificado. Isto ¢, segundo DEDINI

[1985], a confiabilidade de um sistema mecanico ¢ definida como:
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“ A confiabilidade de uma maquina ¢ a probabilidade de que ela funcione sem falhas por

um certo periodo de tempo sob condic¢des precisas de funcionamento” (Duccamp)

E bastante comum a utilizagdo dos termos L50 e L10 como sendo o tempo de vida para
50% de probabilidade de falha e tempo de vida para 10% de falha, respectivamente. Estes termos
sdo normalmente usados nas ciéncias mecanicas.

Neste trabalho (assim como na pratica), a distribuicdo L10 serd considerada como
preponderante e a ocorréncia de falhas sera notadamente relacionada com a progressao de fadiga

subsuperficial, originado pela tensdo de cisalhamento ciclica da camada subsuperficial, nas

regides de contato dos elementos de transmissao.
5.2 - Modelo de Confiabilidade

A probabilidade para que uma falha apareca entre ¢ e t+dt ¢ igual a f{t)dt onde f(?) ¢ a
densidade de probabilidade de falha.

A probabilidade que uma falha apareca entre t; e t, é dada pela expressao:
2

[ r@a (.1)

4

Como p(T<t) ¢ a probabilidade de 1 falha entre 0 e t, onde T ¢ o tempo de vida do

elemento. Tem-se:

p(T <t)=[ f(t)dt = F (1) (5.2)

onde F(t) ¢ chamada func¢do de particdo ou funcao de probabilidade de falha.
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Como a falha acontece durante a vida de uma maquina, a probabilidade de que ela aconteca

até um tempo infinito ¢ dada por:

pl0,0]=1= F[wo] (5.3)

Por defini¢do, a confiabilidade R(t) designa a probabilidade de que a duracdo da vida T seja

superior ao tempo t. Isto pode ser escrito da seguinte forma:

R(t)+ F(t)=1 (5.4)
R(t)=1-[ f(t)dt =[ f(t)at (5.5)
dR(t)=—f(t)dt (5.6)

A probabilidade condicional Pc(t) de que haja uma falha entre ¢ e t+dt ¢, por definigdo:

petoy - 04 5

A taxa de avaria instantdnea A(t) no tempo t ¢ definida como:

A(1) = % 5:8)

Substituindo a expressao 5.3 em 5.1 chega-se a:
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dR
i(f)——mg (5.9)

Integrando-se a equacao 5.9 obtém-se:

dR
I/I(t)dt =170 (5.10)
jz(r)dz = —In( R(?)) (5.11)
R(t) = exp( —jxl(t)dt) (5.12)

Dessa forma, ao ter conhecimento da taxa de avaria instantanea A, ¢ possivel obter uma
interessante formulacdo para a confiabilidade R(t). Atualmente existem diversos modelos de A,
cada um ¢ adequado a um tipo de avaria ou equipamento. De acordo com LOWENTHAL [1977],

para vida de contato de rolamento, ¢ usado a distribui¢do de WEIBULL.

5.3 - Influéncia das condicoes de contato na vida de elementos rolantes

Segundo LOEWENTHAL [1977], LundBerg e Palmgreen publicaram um dos seus mais
importantes trabalhos no qual se tratava da “Capacidade Dinamica de Mancais de Rolamentos™.
Nele, apresentam pela primeira vez a teoria para a falha destes mancais e os resultados de testes

para milhares de rolamentos de esferas e rolos.

Essa teoria se baseia no principal mecanismo responsavel por falhas de fadiga que ¢ a
fadiga superficial ou de rolamento. Esse tipo de falha ¢ caracteristica de elementos que rolam ou
se deslocam um sobre o outro, com ou sem atrito, submetidos a uma certa for¢a normal no
contato. Rolamentos, engrenagens, rodas de friccdo, elementos de tracdo sdo exemplos de

sistemas mecanicos onde a fadiga superficial ¢ importante.
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O deslocamento de um corpo sobre o outro provoca, sob a superficie de contato, o
deslocamento do estado de tensdo. Isto faz com que determinado ponto interior ao corpo seja
submetido a continuas alteragdes de sentido na tensao de cisalhamento, resultando em um estado
de tensdo dindmico de forma alternada simétrica. Na figura 5.2, pode-se observar melhor um

esquema de um rolete sobre uma pista plana em trés posicdes subseqiientes.

'
Tmax

— —
OO0
-— —
b t
Ty Trnax Ty

Figura 5.2 — TensOes de cisalhamento alternadas simétricas

(Ref: FORTI [2003])

Na posi¢ao 1 ha um ponto no interior do material, a uma certa profundidade, que sofre uma
tensao de cisalhamento e essa tensdo ¢ maxima devido a esse ponto estar exatamente sob a carga
aplicada. Na posi¢do 2 o mesmo ponto interior a uma mesma profundidade ¢ submetida a tensao
de cisalhamento de sentidos opostos. Essa tensdo ¢ alternada simétrica e origina uma processo de

fadiga na camada superficial a posi¢do da tensdo maxima. Com a passagem dos ciclos, isso
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acarreta na nucleagdo de trincas e porventura seu crescimento tendendo a uma fissura até uma
determinada profundidade. Na posi¢do 3, o nivel de tensdo ¢ muito baixo em relagdo as tensdes

de contato.

Com a passagem dos ciclos, a fadiga do material acaba por culminar na nucleagdo de uma
trinca ou fissura em uma determinada profundidade do material Ao longo do tempo, essas trincas

se deslocam e alcangam a superficie, subtraindo uma por¢ao do material do componente.

Como ja mencionado anteriormente, em condi¢des de contato sem atrito, quando a trinca se

desenvolve paralelamente a superficie do corpo, ocorre o defeito conhecido como “Spalling”.

Forcas tangenciais influem muito na geometria das trincas. Nesse caso, as tensdes de
cisalhamento se aproximam da superficie ¢ o angulo da tensdo de cisalhamento maximo,
resultado das for¢as normais e tangenciais, ¢ alterado de tal modo que as trincas se deslocam para

o interior do corpo. A esse efeito ¢ dado o nome de “Pitting”.

,
- ‘/Jf Pitting

\M\_;

Spalling

Figura 5.3 — Progressdo de trinca superficial

(Ref:adaptado deDEDINI [1985])
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Segundo LOEWENTHAL & COY [1976], a probabilidade destas trincas aparecerem
prematuramente depende da densidade de defeitos e possiveis pontos de nucleagdo existentes no
material. Dentro desse contexto, ¢ introduzido o conceito de volume total tensionado que € o

volume da regido sub-superficial onde ocorre a tensao de cisalhamento méxima

Com o aumento do volume total tensionado (teoria de Lundberg & Pamlgreen) no contato,
aumenta o numero de possiveis focos de nucleacdo de defeitos. Conclui-se entdo que a
probabilidade de vida para corpos sujeitos a fadiga era inversamente proporcional ao volume
total tensionado (Vz) por ocasido de rolamento. Da mesma maneira a probabilidade de vida seria

inversamente proporcional & magnitude das tensdes geradas.

LOEWENTHAL & COY [1976] afirma que a profundidade (Zo) em que ocorrem as
tensdoes de cisalhamento maximas age de modo diverso: Quanto maior a profundidade, mais
longe ficam as tensdes maximas internas dos defeitos superficiais, reduzindo o grau de
severidade da condi¢do imposta. Sendo assim a probabilidade de vida ¢ diretamente proporcional

a profundidade (Zo).

De acordo com a teoria de Lundberg & Palmgreen.

1 ‘nv
In|] — |« 7077—hz (5.13)
1- F (1) Z,

onde Zo ¢ a profundidade de maxima tensdo, T¢ ¢ a tensdo cisalhante maxima, V, ¢ o volume

tensionado e n € o nimero de ciclos

h=2 % c=10 % e= 1% p/ contato eliptico (5.14)

h:2% c=10% ezé p/ contato linear (5.15)
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Pode-se comparar as equagdes 5.11 e 5.13. Calculando-se o valor de n para F(n) = 0.1,

chega-se a expressao que define a vida sob contato de rolamento:

KZ i 1/e
H,=|—2-— 5.16
10 [TOLV } (5.16)

z

De acordo com DEDINI [1985], a constante de proporcionalidade K foi somente
determinada em 1975 por COY apds um longo processo estatistico e experimental. Seu valor ¢

assumido como sendo
K =1,428 .10 (5.17)

A vida em contato, obtida em milhdes de ciclos, pode ser convertida em horas por meio da

seguinte expressao:

n_10°
c,.w 60

H = (5.18)

onde c; ¢ o nimero de ciclos por rotagdo e ® € a rotagdo em rpm

Segundo LOWENTHAL [1977] a vida de um sistema completo, composto por varios

elementos ¢ obtida pela associacdo das vidas de todos os componentes, ou seja:

Zn: izl (5.19)
i=1 Hi

onde L é a vida de um sistema e L; é a vida de cada elemento individual
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Se todos os contatos forem elipticos ou se todos forem lineares a expressao pode ser

simplificada

n _%
H = (é Hi_e) (5.20)

onde L € a vida do sistema inteiro em horas

LOEWENTHAL & COY [1976], em seu trabalho sobre vida de transmissdes por tragao,
variaram parametros como torque e tamanho dos componentes da transmissdo e assim fizeram

algumas afirmacdes quanto a esses fatores.

A primeira ¢ a afirmagdo de que a vida ¢ inversamente proporcional ao cubo do torque
transmitido. Isso esta intrinsecamente relacionado também com a relagdo de transmissdo, ou seja,

para uma relacdo de transmiss@o que nao esteja em 1:1, j& significa que a vida ¢ reduzida.
H o (T,)~ (5.21)

A vida também varia com o tamanho ou escala de propor¢do de contato, ou seja, para um
aumento de 10% no tamanho dos elementos de transmissdes, a vida equivalente serd mais que

duplicada.
H o (tamanho)™* (5.22)

Outro influente parametro ¢ citado por DEDINI [1985] e relaciona a vida a espessura de
filme lubrificante nas condigdes elastohidrodinamica de contato. Essa expressdo foi desenvolvida
por Monsanto mas ndo tem confirmag¢do experimental além das proprias experiéncia de

Monsanto.
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H o (c,)’ (5.23)
Ou seja, a vida ¢ proporcional ao cubo da razao dos coeficientes de tragao.

Em recentes anos, melhorias em rolamentos e analises, materiais, processos de fabricagdo e
técnicas tem em geral aumentado a expectativa de vida de contato em rolamentos para dada
aplicacdo. Além dessas influéncias hd ainda alguns fatores de ajuste para vida que sdo
introduzidos a equa¢do de Lundberg-Palmgreen provendo uma melhor estimativa. Muitos desses
fatores sdo aplicaveis as transmissoes por tracao do tipo CVT. Esses fatores sdo (1) fatores de

material, (2) fatores de processo e (3) fatores de lubrificagao.
5.4 - Analise e desenvolvimento da equacao de vida para contato hertziano

Um modelo simplificado de analise de vida por fadiga para contatos em transmissdes por
tragdo ¢ usado. Para um elemento rolante de aco, o nimero de ciclos de tensdes antes de ocorrer a
falha ¢ dado pela equagdo 5.16 que ¢ uma forma modificada da teoria de Lundberg Palmgreen
para a predi¢do da vida nos contatos por fadiga, e ¢ aplicavel a engrenagens, rolamentos, € outros
elementos como sendo a mdaxima tensdo cisalhante ciclica ortogonal, que ocorre a uma
profundidade Zo como uma medida relativa da distdncia que a trinca deve percorrer ate atingir a

superficie e causar falha.

O volume total tensionado, formulado por Lundberg e Palmgreen e normalmente utilizado

por COY em seus calculos pode ser expresso como:
Vz=aZ =2nRaZ, (5.24)

Retornando a equacgdo 5.10 e substituindo os valores chega-se (considerando contato

eliptico e=10/9):
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9/10
H:(1,428.1095.ZO”3J

31/3
T, V

z

(5.25)

E interessante trabalhar com parametros adimensionais definidos da seguinte maneira:

b=l s poprg

1/3
Sendo g=(3—P(1_V2B ¢ p=t b
Yo E

Fazendo-se todas as substituicdes na equacao 5.16 tem-se:

7 7/3
1’428'1095.[170] .(b*)38/3.(g)38/3.(a*)31/3'(g)31/3
H:

31/3 3 31/3 7
27zR.[T°j (j .[OJ.P“”.(IJ*) g(a®)g
9, 2r b
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. 3 \
Como, em contato pseudo-pontual eliptico, ¢, :E chega-se a segunda forma da

expressao:

0,9

7 4/3
Kl.(b()j .(b*)35/3.(a*)28/3.(g)21
31/3
R.(TOJ .[Z°j.P3”3
q b

onde K; = 2,32.1019

H =

(5.31)

Introduzindo os grupos adimensionais vistos anteriormente.

Z 4/3 -31/3
K, = (—Oj (T—Oj (%) (a%) 2 (5.32)
b 90

Sabendo-se que g = 2,363.10'4P1/3,0'1/3 chega-se finalmente a:
H=(K,K,))"”(P)*(p)**R™ (5.33)

Para o contato linear, a dedug@o segue o mesmo padrdao da dedugdo da equacao 5.31, claro

que com algumas diferencgas relativas a geometria de contato e as condi¢des de carregamento.

3
V.= " f2xRZ, (5.34)

onde /"¢ o comprimento dos rolos

Substituindo-se essa expressao na equacao 5.16 chega-se a:
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-35/9
H:K5f21/9P‘3RA29/9[1+R—AJ (5.35)

B
2 r , . . .
onde K5 =4,21.10%° ¢ é um namero adimensional assim como K;

Estas equagdes permitem calcular a vida L10 para contato eliptico e linear. A maioria dos
problemas de contato em uma transmissao pode ser simplificado por uma combinacdo desses dois
tipos de contato.Os valores de K1 e K5 foram obtidos experimentalmente e o tempo de vida
depende, em suma, de varios fatores como geometria de contado, tamanho dos componentes, eixo

de rotagao, rotacdo, cargas impostas € o tipo de material.
5.5 - Mecanica do “Slip-Spin”

Considerando dois corpos sujeitos a um carregamento normal e um tangencial
subseqiientemente transmitido por tracdo através da zona de contato. Naturalmente pode-se
assumir um carregamento do tipo Hertziano nessa zona e que essa distribuicao de pressdo normal

nao seja afetada pela presenca de forgas tangenciais.

Segundo KALKER [1982], no caso em que o escorregamento total (“Slip” do inglés)
ocorre em toda a regido de contato, a for¢a de tracao T total da superficie serda Ci.P onde C; é o
coeficiente de tracdao para aquele nivel de escorregamento € em algum ponto da regido de contato

o cisalhamento superficial 1y sera dado por C;.qo.

Este caso ¢ extremo, porém para casos intermediarios (com escorregamentos parciais, ou
“Slip”’), KALKER [1982] desenvolveu um algoritmo chamado FASTSIM para calcular o “slip”
na area de contato hertziana. Esse estudo foi feito inicialmente com rodas e trilhos ferrovidrios

mas sofreu alguns aperfeicoamentos ao longo dos anos.
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Se for considerada a esfera da figura 5.3 em um movimento de rolamento em um plano, o
movimento desse rolo (ou esfera) ¢ caracterizada pela sua velocidade de rolamento V que €, a
grosso modo, a velocidade de transla¢do de corpo rigido. O “creepage’ (vx;vy) caracteriza a taxa
de deformagdo do material, dependente da velocidade de rotagdo e do desalinhamento do rolo (ou
esfera). O “spin” ¢ relacionado com a conicidade do plano de contato e do eixo de rotacao do(s)

elemento(s) rolante(s).

Segundo o modelo simplificado de Kalker, na area de contato, “Sl/ip” e tracdo estdo ligados

pela lei de Coulomb.
|TI<Ct-P (5.36)
lw£0=T=-Ct-P- 2 (5.37)

| w]

onde ”P” ¢ a pressdo normal ao contato, “Crf” € o coeficiente de tra¢do entre as duas superficies e

w € o vetor de escorregamento(“Slip”).

No caso de rolamento em regime permanente (sem alteragdo em nenhuma dessas
caracteristicas mencionadas anteriormente), o “s/ip” vai depender somente do deslocamento
diferencial u, a qual ¢ a diferenga entre o deslocamento dos elementos de contato. Esses
elementos sdo considerados como diferenciais e tendem a ser tdo pequenos quanto se queira,
porém ¢ valida essa aproximagao somente dentro da area de contato, fora dela, a equacdo a seguir

ndo ¢ mais valido.

u=u —u, =(u;u,) (5.38)
w=(w,w,) (5.39)
e
w ou
=0 —@¢-y—— 5.40
i A (5.40)
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w, 6uy
7:Uy—¢-x— P» (5.41)

onde u ¢ o deslocamento do elemento diferencial, w é o “slip”, v é 0 “creepage” e V é a

velocidade de rolamento, esta equagdo ¢ valida somente para a area de contato [x*/a> + y*/b*< 1]

Uma terceira relagdo ¢ necessaria, sendo assim a conexao entre a tracao ¢ o deslocamento,

dentro da teoria linear simplificada desenvolvida por Kalker, tem-se :

u =L T, (5.42)
u, =L, T, (5.43)

onde Ly e Ly sdo os pardmetro de flexibilidades nas dire¢des x e y, Tx e Ty as componentes da

pressao tangencial devido a forga trativa no contato

Porém, se o material for considerado isotropico, entdo L,=L,=L;. Substituindo-os no

conjunto de equagdes 5.40 e 5.41, verifica-se entdo:

Yy U ¢y OT, (5.44)

w, .x oT
RS S M Y (5.45)
VL, L, L, ox

onde T e Ty sdo a deformagdo do elemento de area de contato

Os valores de elasticidade linear L;,L, e L3 sdo determinados de tal forma que a equacao

linear exata 5.23 seja satisfeita. A teoria linear ¢ obtida se o conjunto de equagdes ¢ resolvido
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para wy=w,=0 e (T4, Ty) = (0,0) definidos nos contornos da area de contato. Através da integragdo

das equagdes 5.44 e 5.45, a tragdo dentro da area de contorno ¢ estabelecida como:

Tx(x,y):(lzx _¢[;y]. x— 1—(%)

2 2

v, y G-y o, Y
T (x,y) = dx= 1= 2] [+ 22 x4+
»(%:) (LJ * (bj 2.L3(x b2 j

Kalker integrou essa solugao simplificada linear na 4rea de contato e comparou essa solu¢ao com

(5.46)

(5.47)

a solugdo exata (5.44 e 5.45), assim chega-se a :

2
[7.(x.)dvay = - 8DV, _ ¢ babG (5.48)
3L,
8a’bv 3
[T, (e, )y = =2 T 29 Cpv,abG—Cplab) G (5.49)

3L, 4L,

onde a, b sdo as dimensdes da drea de contato, G ¢ a rigidez do material, vx € vy sdo os

coeficientes de “creepage” e Ci;, Cay, Ca3 sa0 as constantes da solucao exata.

Segundo Kalker, L3 ndo ¢ dependente da varidvel “spin” e difere muito dos valores de L2 e
L1, que entre eles ndo ha uma diferenca muito grande.Esses valores sdo calculados através das
constantes Cy1, Cy; € Cy3 (da solugdo da solug@o exata) e ¢ mostrado na tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Constantes L, L, L3 ¢ C;1,C2 € Co3  (Ref: KALKER [1982])

b/a L1G/a C11 LzG/a C22 L3G/a C23
0,1 0,23 11,60 0,21 12,70 0,17 14,61
0,3 0,42 6,35 0,42 6,35 0,33 4,35
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1 0,62 4,10 0,73 3,65 0,53 1,48
3,33 0,78 3,42 0,97 2,75 0,60 0,72
10 0,81 3,30 1,06 2,52 0,53 0,47

A solucdo numérica para este problema consiste em discretizar a area de contato em
diversas pequenas area. A cada pequena area ¢ aplicada a equacdo em diferengas finitas, mas

obedecendo uma outra condi¢do, a Lei de Coulomb. Desse modo tem-se:

Se

TG, j)< Ct- PG, j) ..

T, )) =T, (. /)’ +T, (. j)’

Caso contrario tem-se 7'(i, j) > Ct- P(i, j) .. (violagdo da Lei de Coulomb)

T(,j)=Ct-P@,j)

w(@Jj) _v, ¢y, ) T.GH-T.(G-1))
X(i,j)—X(i—l,j)

VL,

Wy(laj) _U_y+¢')€(i,j)_Ty(iaj)_Ty(i_laj)
- x(i, j) - x(i 1, /)

VL,

onde T(ij) = (Tu(ij)*+ Tu(ij)*)” representa a pressdo tangencial, i e j representam indices de cada

L

L,

Ly

Ly

elementos nas suas respectivas coordenadas x e y.

O resultado dessa equagdo mostra o estado do contato com relacdo a estas variaveis. De

acordo com a figura 5.4, existem 6 patamares basicos:
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Figura 5.4 — Exemplo de Casos de Slip na area de contato

(Ref: FORTI [2003] )
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Figura 5.5 — Simulacdo da area de contato variando-se carga e velocidade
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Enquanto o “Slip” ¢ dependente ndo somente da geometria de contato mas também da
carga que esta sendo aplicada e do coeficiente de tragdo que esta sendo submetido o contato, o
“spin” depende exclusivamente da geometria de contato. Ele ocorre geralmente quando os
elementos de rolamento possuem eixos de rotacdo ndo paralelos. Esta caracteristica esta
inevitavelmente presente em todas as CVTs por tracdo que mudam de configuracdo para variar a

velocidade.

A geometria da CVT esfera-cone ¢ mostrada na figura 6.2, a velocidade angular dos
elementos rolantes 1 e 2 (respectivamente cone e esfera) sao dadas por @, e a». As velocidades
angulares perpendiculares ao plano tangencial no contato tangencial sdo dadas por wisen() e
ansen(-a) respectivamente nos elementos rolantes 1 e 2, sendo @ o angulo entre o eixo de
rotagdo e o plano de contato tangencial, e o angulo entre os dois eixos de rotagdo. O “spin” ¢ a
diferenca de velocidade angular relativa perpendicular a drea de contato, e pode ser expressa da

seguinte forma:
¢ =wsen(a)— w,sen(f —a) (5.55)
Como a relagdo de velocidades é:

D) B By (5.56)
a)2 Rl Rl

onde w ¢ o escorregamento total (“creepage”)e A = Ri/R; ¢ a relagdo dos raios no contato entre

cone (R)) e esferas (R,).
Sendo assim, a equagao (5.55) pode ser reescrita da seguinte forma:

v =sen(a)— Asen(f—a) (5.57)
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onde y =¢ /m; chamado de coeficiente de influéncia de spin.

O coeficiente de influéncia de “spin” ¢ a razdo entre o0 movimento de “spin” e a velocidade
angular de entrada. Por essa razdo descrever as relagdes cinemadticas entre os dois elementos
rolantes ¢ necessaria. Em geral R;, R, o e [ variam permitindo a mudanca de velocidades
angulares dos elementos rolantes e consequentemente y também muda. Para o caso de
rolamento puro, que ¢ uma condicdo na qual a perda de poténcia é a minima possivel em
transmissdes por tragdo, o fator de spin = min (), portanto uma relagdo de transmissao o mais

préxima da relagdo 1:1 (ver capitulo 7).

As figuras 5.6, 5.7 e 5.8 apresentam a influéncia da geometria no fator de spin. Pode-se
observar que quanto maior o valor da variavel A, mantendo-se o constante, maior ¢ o fator de
spin. Da mesma forma, quanto maior o A, maior a inclinacdo da elipse que relaciona 3 (dngulo de

inclinacao das esferas da CVT) e a (angulo de inclinagdo dos cones da CVT).

Curvas de ¥ constante A= 1

150

100

a0

5 [graus]

A0 -

-100

-140

1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 a0 100 120 140 160 180
o [graus]

Figura 5.6 — Curvas de y constante para A = 1
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8 laraus]

£ [araus]

Curvas de ¥ constante A =2

1wf—""

T T T T T T T — 248

1 1
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Figura 5.7 — Curvas de y constante para A =2

Curvas de ¥constante A =3

T T T T T T
S
25
2

12'54

1 1 1
40 B0 g0 100 120 140 160 180
o [graus]

Figura 5.8 — Curvas de y constante para A =3
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Nas CVTs do tipo esfera-cone, o angulo do cone « ¢ constante para uma dada
configuragdo. Por esse motivo a curva = f(4, f) ( a constante) ¢ mais representativa. No caso da
CVT de FORTI, segundo a sua geometria com angulo o = 30° a regido de operagdo da
transmissdao depende de P variando entre -30° e 30° e A variando entre 1.5 e 3.5, conforme a

figura 5.9.

Curvas de fi consntantec = 307

180

100

a0

5 [graus]

S0

-100

0.5
=l 0113

1 1 1 1 1
05 1 15 2 25 g 35 4 45
Al

Figura 5.9 — Curvas de y constante para oo = 30°

A medida que a relagdo de transmissdo aumenta, para um mesmo valor de a (dngulo de
conicidade da CVT), 4 também aumenta uma vez que o didmetro da esfera ¢ constante. Assim ¢
evidente que quanto mais perto 3 for de a, menor € o fator de spin.

Seria ideal que o fator de spin fosse nulo, porém esse valor indica que ha rolamento puro,
ou seja, sem angulos de inclinacdo entre elementos de contato e consequentemente relacdo de

transmissao 1:1
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Capitulo 6
APRESENTACAO DA TRANSMISSAO CVT ESFERA-CONE

6.1 - Introducao

As CVTs por tracdo diferenciam-se basicamente pela forma dos elementos rolantes em
contato. Optou-se pela anélise de uma TD-CVT tipo esfera cone basicamente em fungdo das suas

formas geométrica serem relativamente simples e pelo fato de haver dados de projeto da mesma.

Esse capitulo apresenta o principio de funcionamento e analisa as caracteristicas
construtivas da CVT em questdo. Discorre-se também sobre as equagdes cinemadticas € o

diagrama de corpo livre do sistema alem da formulagdo das for¢as normais e tangenciais..
6.2 - Principio de funcionamento de uma CVT esfera-cone

A Figura 6.1 mostra trés configuracdes possiveis da CVT proposta, diferenciando-se
apenas pela inclinagdo do eixo de rotagdo da esfera, e, consequentemente, pela variagdo dos raios
relativos nos pontos de contato esfera cone (linhas tracejadas perpendiculares ao eixo de rotagao
da esfera). A configuracdo da Figura 6.1(a) representa ampliacdo de movimento, ou seja, a
velocidade no cone de saida ¢ maior do que no cone de entrada, uma vez que, o raio relativo da
esfera no contato com o cone de entrada ¢ maior do que com o cone de saida. Em contra partida,
na configuragdo da Figura 6.1(c) a velocidade no cone de saida ¢ menor do que no cone de
entrada, representando assim, uma redu¢dao de movimento. J4 na Figura 6.1(b) ha uma relagdo de

transmissao 1:1.
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Dispositivo
de torque

_ext

R_int alt

,,,,,, @EK - %'\j_:x}ﬁ

N—Cone de saida

Eixo de rotagdo
da esfera

Figura 6.1 — CVT Wagner Forti, (A) ampliagdo, (B) relacdo 1:1 e (C) redugao
(Ref: FORTI [2003])

6.3 - Variacao da Relacao de Transmissao através das esferas

A Figura 6.2(a) apresenta uma esfera da transmissdo, sendo C e D pontos de contato da

esfera com os cones de entrada e saida respectivamente, Figura 6.2(b).

Figura 6.2 — Relacao de Transmissao através da inclinagdo do eixo da esfera

(Ref: FORTI [2003])

A relacdo de transmissdo rt € dada por:
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rt=— (6.1)

sendo: {E - '-FD - ytan(ﬂ)] cos(ﬂ) e FD= vV (@)2 — y* = constante = cl

DE = [FD + ytan(B)]cos(8)

Sabendo-se que oD (raio da esfera), e y sdo constantes, numa dada montagem, o valor de

rt ¢ fungdo apenas de .

rt = cl- (y tan(ﬂ)) (62)
cl+ (y tan(ﬂ))
Portanto:
rt>1BC>DE e £ <0 redug¢do do movimento

rt=1BC=DE e p =0 entrada = saida

rt<1 BC<DE e L >0 ampliacdo do movimento

Fazendo-se o caminho inverso ao da Equacdo 6.2, pode-se fazer f em fungao de rt,

(6.3)

Por meio das Equagdes 6.2 e 6.3, nota-se que a distincia y estd diretamente ligada a faixa
de variagdo da relagdo de transmissdo. Para uma transmissado, a faixa de relagdo de transmissao
variando de 1:2 ~2:1 (0.5 ~ 2), defini-se o fator overrange como sendo a divisao dos extremos da

faixa da relagdo de transmissdo. Assim sendo, para a faixa de 1:2 ~ 2:1 o overrange tem valor 4.

DE =2 BC (6.4)
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Substituindo 6.4 na equacao 6.2 tem-se:

cl+ y tan(8) =2 (cl - y tan(p)) (6.5)

—cl+3ytan(B)=0 (6.6)
—
Lembrando-se que cl = (OD) —y  =4\r'—y
3ytan(B)=+/r? — y? (6.7)
(6.8)

De modo similar pode-se encontrar os valores de y para overrange de 6.25 (1:2,5 ~2,5:1):

2.25 2
= - (6.9)
12.25 tan(B)” +2.25

e, para overrange de 9 (1:3 ~ 3:1) o valor de y correspondente sera:

(6.10)

A Figura 6.3 mostra a relagdo entre «, e o fator overrange. No caso da CVT tomada

como objeto de estudo, os valores projetados sdo = 60 e overrange = 4, consequentemente o =

30.
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Figura 6.3 — Relagdo entre as varidveis ¢, f e a faixa da relacdo de transmissao.

(Ref: FORTL,WAGNER [2003])

6.4 - CVT esfera-cone de FORTI

A Figura 6.4 mostra uma CVT em perspectiva, projetada por FORTI [2003] especialmente
para o uso em veiculos de tragdo humana. Algumas partes como os componentes 2, 6 e 10,
respectivamente dispositivo proporcional, disco de ajuste da relagdao de transmissao e esferas, sao
mostrados nas figuras 6.4 e 6.5 e tém a funcdo de aplicar carga normal, selecionar a relacdo de

transmissao e transferir poténcia, respectivamente.

Apesar da forma geométrica ser relativamente simples, o projeto geométrico da CVT

envolve uma quantidade razodvel de varidveis intimamente relacionadas.
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Figura 6.4 — Vista em 3D da TD-CVT de FORTI

(Ref: FORTI [2003])

1 Eixo Principal
2 Dispositivo Proporcional
3. Cone da Direita

B 4. Bucha

2 5. Eixo de Rotacdo da

@ Esfera

A 6. Disco de Ajuste da RT
7. Disco de Alinhamento
da Direita
8. Anel
9. Disco de Alinhamento
da Esquerda
10. Esfera
11. Cone da Esquerda

12.  Porca de Aperto

Figura 6.5 — Detalhe dos elementos da TD-CVT

(Ref: FORTI [2003])

6.5 - Forca Normal no Contato e o Dispositivo Proporcional

Para um funcionamento correto da CVT por tracdo, ¢ necessario a aplicacdo de uma forga

normal ao contato suficiente para o tragdo ser capaz de arrastar o corpo.
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A forca normal no contato entre os elementos rolantes deve ser suficiente para transmitir o
torque aplicado, sem que ocorra escorregamentos excessivos. Produzindo uma pressdo no contato
suficiente para que o fendmeno da lubrificagdo elastohidrodinamica possa ocorrer (Pressao>1.1

GPa segundo DOWSON).

Isso pode ser alcancado através do uso de um dispositivo proporcional localizado entre o
eixo de entrada e o cone de saida da transmissdo. O dispositivo proporcional tem por objetivo
aumentar a for¢a normal no contato, diminuindo o escorregamento entre as esferas e os cones,
facilitando assim a transmissdo de poténcia. A figura 6.6 ilustra bem o caso entre as forgas
aplicadas no contato esfera-cone e o dispositivo proporcional composto por um conjunto de guias

inclinadas contendo pequenas esferas.

E gracas ao angulo n do dispositivo proporcional que a for¢a no contato, Fn, pode ser

transmitida. Segundo FORTI [2003], o valor de 1 deve ser tal que a tangente seja maior que 1/8.

Seciio AA

alt

Figura 6.6 — Diagrama de Corpo Livre dos Componentes da CVT

(Ref: FORTL,WAGNER [2003])
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Para o célculo das forcas envolvidas, deve-se fornecer o valor de torque que deverd ser
transmitido. O torque em regime permanente ¢ uma relagdo entre a poténcia e a rotacdo. Como o
torque ¢ transmitido ao eixo através de uma forga aplicada tangencialmente ao cone, pode-se

dizer que o torque no eixo ¢ :

P
F, =—toL (6.11)
Co‘leewu
Da mesma forma, no cone tem-se:
F = _ Pot (6.12)
o.R_.n

*““cone*

E possivel estabelecer uma relagdo entre as forgas tangenciais e as normais (coeficiente

equivalente de tragdo):
t
0= L 6.13
F, (¢-13)

Substituindo 6.13 em 6.12 :

g Pot (6.14)

n
R, "N
F, ¢ a for¢a normal necessaria em cada esfera para transmitir a poténcia fornecida.Quanto
maior o numero de esferas na transmissdao, menor serd a forca tangencial necessaria em cada
esfera para transmitir essa poténcia. Portanto, menor a forca normal no contato e
consequentemente maior a vida em conjunto. Contudo, deve-se confirmar se F, ¢ suficiente para

atingir o efeito de lubrificacdo elastohidrodindmica.
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Através da figura 6.6, verifica-se que as forcas componentes na dire¢do axial da forga
normal no contato esfera cone deve ser igual a componente na direcdo axial da for¢a no

dispositivo proporcional, ou seja, (a¢do e reagdo):
F .n=F, msen(a) (6.15)

Seguindo o raciocinio semelhante ao descrito anteriormente, a somatoria das forgas

tangenciais no dispositivo proporcional esta relacionado ao torque.

Pot

Fym=——
a)'ReLm . tan(n)

(6.16)

O numero de esferas do dispositivo de torque e também do sistema de tragdo podem ser
calculados com as equagdes 6.14 e 6.15, entretanto deve-se atentar para os valores de tensdo

gerados com essa componente de forca (ver capitulo 3).

_ Potsen(a) (6.17)
" w.R,,.tan(n).n '
F,=2F, .cos(a) (6.18)

Segundo FORTI, para garantir que nao haja escorregamento durante a operagdo da CVT, a
forga normal calculada na equacdo 6.13 deve ser maior ou igual a for¢a normal calculada na
equacdo 6.16. Caso essas forgas se igualém, chega-se a um coeficiente de tragdo equivalente

minimo (ou limite minimo de coeficiente de tragdo):

gy =) (R—j (6.19)

- Sen(a) ' Rcont
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Novamente, para o caso de ndo haver escorregamento, essa equagdo deve contemplar a
seguinte condicdo: pPmin < Ctmax (Lei de Coulomb), onde Ct é o coeficiente de tracdo

proporcionado pelo 6leo lubrificante no contato.

Na CVT em questdo, 0 pmin ¢ de aproximadamente 0.08813 (segundo projeto de FORTI
[2003]). Qualquer oleo lubrificante que trabalhe com coeficiente de tragdo muito préximo ou

abaixo desse valor corre o risco de operar com escorregamento (“Slip” e “Spin”).
Pode-se consultar, em detalhes, a geometria da CVT FORTI em desenhos de projeto
disponiveis no apéndice de FORTI [2003]. Para este estudo, é necessario somente as variaveis

geométricas principais, que estao disponiveis na tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Caracteristicas Geométricas da CVT FORTI

Propriedade [unidade] —
Conicidade a [graus] 30
Inclinacdo de Esferas [ [graus] [-30,30]
Diametro menor do Cone [mm] 42 mm
Diametro da esfera [mm] 14
Raio do eixo (disp. proporcional) [mm] 12
Angulo do disp. proporcional n [graus] 10
Quantidade de Cones [] 2
Quantidade de Esferas [] 9
Quantidade de disp. Proporcionais [] 5
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Capitulo 7
SIMULACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

7.1 - Introducao

Como ja visto anteriormente, a inteng¢do do trabalho ¢ analisar os parametros influentes na
vida de uma transmissdo e dessa forma estabelecer relagcdes entre esses parametros, qual deles ¢

predominante na determinag@o da vida de uma CVT segundo uma condicdo de operagao.

Para tal ¢ necessario o uso de softwares matematicos que possam dar suportes necessarios
as necessidades como a resolugdo das equagdes de Reynolds e também as integrais de

convolucdo que permitem estabelecer o nivel de tensdo por todo o contato.

Sendo assim, uma rotina de célculo foi desenvolvida e implementada em ambiente
MATLAB®. Este programa tem a finalidade de calcular os esforcos solicitantes através das

equagdes 6.11 a 6.18 do capitulo 6 (onde foi abordada a apresentacao da CVT).

ApoOs essa etapa do processamento, a analise triboldgica ¢ iniciada, primeiramente com o
desenvolvimento do perfil de pressdo normais (localizadas nas equagdes 3.66 a 3.70) que sdo
criados com o acionamento da CVT mediante a aplicacdo de Torque no eixo e portanto no
dispositivo proporcional. Apds esse desenvolvimento, as equacdes de Reynolds sdo aplicadas
para determinagdo da espessura minima do filme de 6leo (equagdes 4.31 a 4.34, com destaque
para equacdo 4.35, donde ¢ atribuido a solugdo numérica para o escoamento), bem como as

condigdes de “slip” e “spin” que acabam alterando o funcionamento do sistema.
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Com as condigdes de velocidade (velocidade de rolamento), carregamento normal,
geometria (fator de “Spin” e umin) € caracteristicas do oleo (C;), ¢ possivel estabelecer a
quantidade de “Slip” que ocorre dentro da area de contato e também o perfil de pressdo

tangencial entre as esferas e os cones.

Com todas essas variaveis definidas, ¢ possivel calcular o perfil a distribuicao de tensao e
verificar a vida da CVT através das equacdes de vida de Lundberg & Palmgreen (equacdes 5.16 a
5.20 ¢ 5.24 a 5.31). E possivel se fazer uma comparagio entre os pontos de operagio da CVT
(condi¢des de uso) e discorrer sobre como a vida da CVT ¢ influenciada pelos pardmetros que
caracterizam esse ponto de operagdo, qual ponto tem maior “Spin” ou como o coeficiente de
tracdo do 6leo influencia o “Slip”. O processo de célculo segue de acordo com o diagrama da

figura 7.1.

Geometria

(angulos, distancias)

Operagao
Campo de
(V, Rt .-.)

Coeficiente
Tragao

Lubrificacao

Espessura
Minima de Filme)

Fig. 7.1 — Fluxograma de procedimento do Algoritmo
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O procedimento de calculo ¢ apenas uma etapa do processo da andlise da CVT e segue de
acordo com os procedimentos e formulagdes discutidos nos capitulos 3 com a andlise da
distribui¢do de pressdo Hertziana, 4 com o célculo da espessura de filme lubrificante, 5 com a
formulacao do estado de contato proposta por Kalker e calculo de vida de Lundberg Palmgreen e

finalmente capitulo 6 com do diagrama de corpo livre da CVT.

O procedimento tem inicio com a entrada de dados da geometria da CVT (por exemple,
angulo de conicidade a, angulo de inclinag¢do das esferas 3, &ngulo do dispositivo proporcional 0,
nimero de esferas etc). Com os pardmetros de geometria definidos, ¢ possivel analisar a

cinematica da CVT com relagdo as condi¢des de operagao.

As condi¢des de operagdo também definidos (pardmetros como poténcia transmitida,
rotacdo, relacdo de transmissdo) servem como base para calcular os esfor¢os normais e,

juntamente com as condi¢des de contato, esforgos tangenciais.

Com as condi¢cdes de contato, dependentes das condigdes de geometria ([max), das
condicdes de carregamento (forcas normais e tangenciais) e também das condi¢des de
lubrificacdo (coeficiente de tragdo do fluido lubrificante), ¢ possivel calcular o filme de o6leo
lubrificante, as condigdes de contato (“slip” e “creepage”) na area de contato e um perfil de

pressao tangencial.

Com essas variaveis (dependentes dos pardmetros citados acima) calculadas e juntamente
com as propriedades dos materiais em contato (em particular, esferas e cones), ¢ levantado o
estado de tensdes das esferas e dos cones. A tensdo de cisalhamento maxima ¢ calculada a partir

do estado de tensoes.
Como mencionado no capitulo 5, a tensdo maxima de cisalhamento ¢ ciclica e alternada

simétrica, sendo assim, as equacdes de Lundberg Palmgreen s3o usadas para estimar a vida em

fadiga (vida em contato L ).
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Os dados s3o coletados e arquivados. Logo apdés um novo procedimento de calculo ¢

iniciado, porém com outras condi¢des de funcionamento, geometria, lubrificagdo e etc.

7.2 — Das condicoes e resultados

O principio de funcionamento da CVT foi explanado no capitulo 6. De acordo com o
capitulo 6, esse tipo de transmissdo, desenvolvida por FORTI [2003], foi projetada para tragdo
humana, especificamente para bicicletas. Os esforcos que a CVT deve suportar dependem das
forcas que estdo sendo transmitidas e da geometria da transmissdo. A geometria ¢ dada e segue
de acordo com o desenho de projeto contida no apéndice do trabalho de FORTI [2003] (vide
também figuras 6.1, 6.2, 6.5 € 6.6).

Para a andlise, considera-se um caso simples, onde um ciclista percorre uma trajetoria
retilinea. Segundo FORTI [2003], durante a percurso, o ciclista sofre basicamente a agdo de
varias forgas externas como o peso, resisténcia ao rolamento (RR) e atrito aerodindmico. Dessa
forma, para manter a bicicleta a uma velocidade constante, o ciclista deve desenvolver uma

poténcia dada pela equacao 7.1.

Fm Forga motora

Rr Resisténciado A

P Peso

Rr Ressténciaso
R oamerto

Figura 7.2 — Forgas atuantes em um ciclista

(Ref: FORTI [2003])
Pot = m.g.sen(0)V +m.g.f,.cos(0).V + %p.Cd A,V (7.1)
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Um ciclista comum (ndo atleta, porém saudéavel) possui um coeficiente de arrasto entre 0.75
e 0.9 (dependendo da estatura, largura etc). Considerando-se que sua massa seja de 75 kg, a
poténcia que ele deve desenvolver, em um percurso plano sem inclinagdo, para cada velocidade ¢

descrita pela figura 7.3.

1200

1000—-----

8O0 —t-----

600 —f-----

400 —-----

Poténcia Desenvolvida [W]

200—----

Velocidade do Veiculo [km/h]

Figura 7.3 — Poténcia desenvolvida por ciclista

FORTI [2003] relata em seu trabalho que ha uma freqiiéncia de pedalar 6tima dada pela
tabela 7.1.

Tabela 7.1 — Frequencia de Pedalar Otima (Ref FORTI [2003])

Poténcia [W] Frequencia Otima [rpm]
122.6 48.3
163.4 54.2
196.1 58.0
204.2 59.0
245.1 61.3

De acordo com esses dados, toma-se como referéncia a rotagdo padrao de 60 rpm. Dessa
forma ¢ possivel calcular o torque para qualquer poténcia transmitida pela CVT. Com o torque ¢

possivel estimar as forgas de contato normais e tangenciais (ver capitulo 6).
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Para a analise, foi feito um conjunto de simulacdo em condi¢des de operagdo diferentes,

segundo a tabela 7.2.

Tabela 7.2 — Dados de saida do programa, caracterizagdo da CVT

Poténcia Relagdo de Transmissao Simulada

50W Rt 0,5 Rt 0,75 Rt 1,0 Rt 1,50 Rt 2,0
100W Rt 0,5 Rt 0,75 Rt 1,0 Rt 1,50 Rt 2,0
150W Rt 0,5 Rt 0,75 Rt 1,0 Rt 1,50 Rt 2,0
200W Rt 0,5 Rt 0,75 Rt 1,0 Rt 1,50 Rt 2,0

Em cada condigdo, sdo calculados as forcas de contato, normais e tangenciais, perfis de
pressao normal e tangencial, tensoes e deformagdes nos componentes, espessura minima de filme

lubrificante, fatores de spin, slip e por fim a Vida.

7.3 — Influéncia do Carregamento

Observando-se as figuras 6.1 e 6.6, pode-se afirmar que a CVT h4 uma simetria muito mais
que geométrica. De acordo com essas figuras, tendo-se em vista que a forga normal ¢ aplicada em
ambos os lados da esfera e pelo fato da esfera ndo apresentar restricdes de movimento apenas em
seu eixo de rotacdo, conclui-se que a forca de aperto em ambos os pontos de contato tem a

mesma magnitude. A for¢a normal entdo ¢ calculada pelo equilibrio de forgas (ver figura 6.6).

A for¢a normal nao depende da relacdo de transmissdo, ela ¢ sempre constante em qualquer
relacdo e ¢ somente alterada se a forga de aperto ¢ alterada. Dessa forma, a for¢ca normal se torna
dependente da geometria de aperto e do torque transmitido (que depende da poténcia e da rotacao

nestes casos).
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Forca Normal de Contato

2500

2000 - - g PP

1500 4~ T

1000 - - - H oo e e

Forca de Contato [N]

BOO - g oo

300
Poténcia [W]

Figura 7.4 — For¢a Normal de Contato em func¢do da Poténcia
A for¢a normal de contato ¢ dependente da forca de aperto que € proveniente do dispositivo

proporcional, de acordo com sua a geometria. Para o caso da CVT por esfera cone de Forti, a

forca de aperto segue de acordo com a figura 7.5.

Forga de Aperto

2000
=
E BO000
-
<
4000
=
o i
S 2000 -
e i
0 :
1] aM 100 140 200 250 300
Poténcia [W]

Figura 7.5 — Forga de aperto em fungdo da Poténcia

A for¢a de contato tangencial, esta ja depende da relacdo de transmissdo (e

conseqlientemente da geometria da mesma). Mantendo-se fixa a relacdo de transmissdo, a forca
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tangente tem um perfil semelhante a forca de contato normal. Isso se deve a ela estar relacionada

através da equacao 6.17.

Pode-se observar, através da figura 7.6, a forga tangencial no cone de entrada para cada relagao
de transmissdo e também para cada intervalo de poténcia. A forga tangencial no cone de saida,
devido a simetria da relagdo, ¢ a forga tangencial no cone de entrada dividida pela relacdo de
transmissdo. Isto ¢, a for¢a tangencial do cone de saida na relagdo de transmissdo 1:2 tem a

mesma magnitude da forga tangencial do cone de entrada na relagao de transmissao 2:1.

Forca Tangencial

3000
Z ]
= 2500 SOV
E 2000 + —— 100
@
2 1500 150/
= —m—200%Y
= 1000
e —|— 250
S 500 - R
0,0 T T T T 1
] 05 1 1.5 2 25

Relagao de Transmissao

Figura 7.6 — For¢a Tangencial em fun¢do da Poténcia (cone de entrada)

O contato das esferas com o cone ¢ eliptico, de acordo com a equagdo 3.66, dessa forma,
calcula-se o perfil de pressdo para cada condi¢do de operagdo (tabela 7.2). Devido a grande
quantidade de graficos, somente algumas condi¢des sdo mostradas neste capitulo. Outras

condi¢des sdo reportados nos anexos (vide Anexos).

Para a relagdo de transmissdo 1:1 transmitindo uma poténcia de 150 W, pode-se visualizar

o perfil de pressdo normal na figura 7.7.
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x10

Npress [N/m2]
E=

y m] il )

Figura 7.7 — Perfil de Pressdo Normal (rel 1:1 & 150 W)

Como foi comentado anteriormente, como a for¢ca normal ndo depende da inclinacdo da
esfera mas somente do angulo de conicidade e do dispositivo proporcional, presume-se que esse
perfil, assim como tantos outros, sera o mesmo para qualquer outra relacdo de transmissdao

(mantendo-se a poténcia transmitida constante). Para a poténcia de 50 W, o perfil de pressao

normal é:

x10 .

Npress [N/m2]

2 -2 % [m]

y [m]

Figura 7.8 — Perfil de Pressdo Normal (rel 1:1 & 50 W)
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O perfil de pressdo tangencial depende tanto da geometria de contato (inclinacdo da esfera,
angulo de conicidade) quanto das forgas envolvidas (que ¢ resultado da poténcia a ser
transmitida). Segundo o fluxograma da figura 7.1, o perfil tangencial depende de parametros
como velocidades e também das caracteristicas do oleo lubrificante. Para essa etapa da andlise, o
coeficiente de tracdo serd adotado como o coeficiente equivalente minimo de tracdo, ou seja, C; =

Hmin.

A explicagdo para a adogcao de C; = pmin € simples. Caso C; << pyin, havera slip em toda a
area de contato e o perfil de pressdo tangencial serd C; P, caso C; >> pmin, nd0 havera slip em
nenhum parte da area de contato. Dessa forma, para visualizar a influéncia das forcas de contato

e também o slip, um valor proximo do pmin ¢ melhor.
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Figura 7.9 — Dire¢do da pressdo de contato tangencial (rel 1:1 & 50 W)

Pode-se observar nas figuras 7.9 e 7.10 que ha um pico maior localizado na extremidade

direita do contato (canto inferior direito da figura 7.9). Isso se da devido ao Spin, pois na relacao
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de transmissdo 1:1, a esfera ndo estd em contato de rolamento puro com os cones. Como a
conicidade ¢ de 30° e a inclinacdo da esfera ¢ nula, hd um fator de spin y(30°,0°) que ndo ¢ nulo

(ver figura 5.9).

w10

Tpress [MNimZ]
2

15 2

4
% 10

05 0 -0.5

mE e 1s y [m]

Figura 7.10 — Magnitude da pressdo de contato tangencial (rel 1:1 & 50 W)

A distribuicdo de tensdo nos componentes ¢ calculada segundo a teoria apresentada no
capitulo 3. Para cada condigdo tem-se 5 distribuigdes de tensdao, 3 em cada esfera (devido ao
contato com o cone e contato com o batente) e 1 em cada cone. Isso se repete 9 vezes pois a CVT

contém 9 esferas entorno dos cones.

A tensdo depende do carregamento normal, calculado adotando-se um perfil hertziano, e do
carregamento tangencial, calculado através do algoritmo de KALKER [1982]. Devido a simetria
da CVT, assim como as forgas, as tensao se alternam entre os cones ¢ a relacdo de transmissao,
isso €, as forcas e tensdes no cone de entrada na relagdo 1:2 sdo as mesmas no cone de saida na
relagdo 2:1. Essa logica funciona também para cada lado do contato na esfera. Na figura 7.11 ¢

possivel visualizar a distribui¢ao de tensdo para 150 W.
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Figura 7.11 — Tensdo de cisalhamento maxima (rel 1:1 & 150 W)

Sabendo-se da distribui¢do e também da tensdo de cisalhamento maximo, € possivel

calcular a vida da transmissao de acordo com as equagdes 5.16 a 5.10 e 5.24 a 5.31.

Como a vida da transmissdo depende muito das tensdes e geometria dos componentes da
transmissdo, com o aumento da poténcia, logo aumentam-se as for¢as normais, tangenciais e
porventura cai o tempo de vida da transmissdo. Observando-se a figura 7.12, a vida da

transmissdo decresce com o aumento da carga (rever equagdo 5.21).
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Vida da CVT
1000000

100000 -

10000 -

Tempo de Vida [h]

1000

50 100 150 200 250
Poténcia [W]

Figura 7.12 — Vida da CVT Wagner Forti (rel 1:1)

De acordo com as figuras 7.4, 7.6 e 7.12, conclui-se que com o aumento do torque
transmitido, ou seja, das forcas de contato (normais e tangenciais), o tempo de vida da
transmissdo decresce. O modo como a vida decresce em funcdo da carga se assemelha ao modo

que LOEWENTHAL havia afirmado em 1976.

Para aumentar o tempo de vida da CVT, mantendo-se os niveis de carga, ¢ necessario que
se faca mudangas na geometria, tamanho dos componentes, tipo de lubrificagdo, aumento do
numero de esferas e etc. A quantidade de solugdes ou aprimoramentos ndo se esgota ¢ varia

muito com a utilizacao da transmissao.
7.4 - Influéncia da relacao de transmissao

A mudanga de relagdo de transmissdao, como foi mencionado, ndo tem efeito sobre a carga
normal aplicada ao contato. No entanto ela define a intensidade do torque em cada cone e a forca

tangencial no contato.

Para uma poténcia fixa, o tempo de vida da transmissdo ¢ maior nas relagdes de

transmissdo proximas a 1:1. Isso ocorre devido a intensidade das forcas tangenciais serem
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moderadas nessa regido, isto €, na relagcdo de transmiss@o de redug@o 1:2 ocorre uma forca muito
intensa no cone de saida e uma for¢ca muito fraca no cone de entrada e vice-versa (vide figura

7.6).

Vida da CVT - [150W]
15000

12500 -

10000 -

7500 A

Tempo de Vida [h]

5000

Figura 7.13 — Vida da CVT em fungao da relagdo de transmissao (150 W)

Como a for¢a normal ¢ muito superior a forca tangencial no contato, ¢ de se prever que o

tempo de vida da CVT seja menos sensivel a relagdo de transmissao.

Vida da CVT
1000000

100000 -

10000 -

Tempo de Vida [h]

1000 ‘ ‘ i i
0 0,5 1 1,5 2 2,5
Relagao de Transmissao []

—&—-50W - 100W 150W ——-200W ——250W

Figura 7.14 — Vida em funcdo da poténcia e relagdo de transmissao
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Como foi dito, é possivel ver na figura 7.14 que a poténcia (varidvel que defini forga
normal no contato) influi muito mais significativamente no célculo do tempo de vida que a

relacdo de transmissdo (variavel que defini torque e portanto forga tangencial no contato).

7.5 — Influéncia do “Overrange”

O “overrange” ¢ a razdo entre as relacdes de transmissdes extremas (ver definicdo no
capitulo 6 e equacdo 6.2), ou seja, a max/min. A transmissdo CVT FORTI foi projetada com

“overrange” de 4 (porém, a alteragdo desse parametro pode influenciar o tempo de vida da CVT).

Caso seja possivel aumentar o "overrange" da transmissdo, mas supondo que os
componentes tenham mesmas dimensdes (exceto as dimensdes necessarias para a caracterizacao
do "overrange", como angulo de conicidade e de inclinagdo das esferas). Com “overrange” de
6.25 (1:2.5 a 2.5:1) e também de 9 (1:3 a 3:1), o tempo de vida da CVT pode ser determinada
pela figura 7.15.

Vida da CVT

15000 :

14000 |
< 1
§ 13000 - !
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8 12000 - - R R
S |
g 11000 |
m I
|_ |

10000 - 1 .

9000 1

112 - 211 1/2,5 - 2,5/1 1/3 - 31

Overrange []

Figura 7.15 — Vida da CVT em horas para POT 150W (rt 1:1)

Verifica-se, pela figura 7.15, que a vida decresce com a ampliacdo do "overrange". Para

que esse parametro mude, ¢ necessario que algumas geometrias sejam alteradas, preferivelmente
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o angulo de conicidade (o) e a permanéncia optativa do angulo de inclinagdo das esferas (B)
como constante. Com a alteracdo desse angulo, as intensidade da for¢ca de aperto ¢ da forca
normal (que ¢ componente da forga de aperto, vide equagdo 6.15) aumenta e conseqiientemente

os niveis de tensodes.

Segundo FORTI, WAGNER [2003], por motivos construtivos, ¢ mais facil manter

constante a inclinagdo das esferas e alterar a conicidade dos rolos da CVT do que o contrario.

O angulo de conicidade (o) ndo somente altera a vida da transmissdo como também muda
as condicdes do contato da esfera com o cone. Na tabela 7.3, estd disponivel o fator de spin

calculado para cada “overrange” (de acordo com a equagdo 5.56).

Tabela 7.3 — Geometria dos cones e " spins "

2Brmax a Spin (y) "overrange"
60° 30° 2.42 1/2-2,1

60° 37° 2.51 1/2.5-2.5/1
60° 41° 2.61 1/3-3/1

Um "overrange" amplo ¢ prejudicado nao somente por forcas de contato mais intensas mas

também pela aumento do nivel de "spin" e "slip" na drea de contato.
Observa-se, na figura 7.16, que a area de contato onde ocorre escorregamento (marcado dor

cor azul) ¢ maior com o aumento do "overrange". Mesmo que a forcas de contato sejam maiores,

o efeito do “spin” e do “slip” € mais visivel.
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Overrange © 1/2 - 21 Owerrange  1/2.5-2.5/1 Owerrange : 1/3 - 3/1

Figura 7.16 — Contato com relacao ao “overrange” (“Slip” em azul)

Com o aumento do slip e com o spin, o perfil de pressao ¢ alterado de forma que as regides onde

0 escorregamento ocorre, tem-se a pressao muito proxima do limite de escorregamento (C..P).

Overranae : 1/2 - 271 Owerrange : 1/2.5 - 2.5/1 Crrerrange : 13— 3/1

Pot 150 frel 1:1 Pot 150 frel 1:1 Pot 1207 frel 1:1

. i

Figura 7.17 — Distribui¢ado de pressao tangencial em fun¢do do “overrange” (150W)
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7.6 — Influéncia da dimensao dos cones

Dimensdes como didmetro dos cones (raio de contato) e didmetro de esfera sdo pardmetros
também influentes na vida da CVT pois essas dimensoes definem o estado de tensdo desses
elementos. Para grandes dimensdes, tem-se um gradiente de tensdes mais suave € com menor

intensidade. Para dimensdes pequenas tem-se o contrario.

Vida da CVT
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Figura 7.18 — Vida da CVT em fung¢ao do didmetro das esferas (150W)
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Figura 7.19 — Vida da CVT em fungdo do didmetro do cone (150W)
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De acordo com as figuras 7.18 e 7.19, a vida da CVT ¢ mais sensivel a mudangas no
diametro das esferas. Esses, entdo, sdo os componentes mais criticos da CVT. O uso de esferas de
diametro menor pode ser compensado com o aumento no nimero de esferas da CVT. Em outras
palavras, o fato da redugdo do didmetro das esferas aumentar o gradiente de tensdao no contato ¢

compensado pelo aumento do nimero de esferas, diminuindo a intensidade da forca normal.

O didmetro do cone (refere-se ao didmetro menor do cone) também influencia, porém

comparado ao diametro das esferas, esse parametro torna-se secundario.

A capacidade de transmissao de poténcia pode ser dimensionado através desses parametros,
relacionado também com os angulos de conicidade e inclinacdo das esferas. Um maior didmetro
de contato dos cones ou um numero maior de esferas, representam uma capacidade de

transmissdo de carga maior (para uma mesma previsao de vida).
7.7 — Influéncia do coeficiente de tracao

O coeficiente de tragdo ¢ importante na vida da CVT. Com o uso de 6leos lubrificantes
mais eficientes, caracterizados por um coeficiente de tragdo maior, ¢ possivel trabalhar com

forgas normais (no contato) menos intensas para transmitir os mesmos niveis de torque para cada

relacdo de transmissao.
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Figura 7.20 — Vida da CVT em horas variando Coeficiente de Tracao

O aumento do coeficiente de tragdo altera também a area de contato, tornando-se menos
sensivel ao “Slip”. Como visto na se¢do 6.3 e nas equagdes 5.50 a 5.54. O aumento do coeficiente

de tracao reduz o “Slip” no contato (vide figura 7.20).

Cr=10.04 Cr=008

" 4 )
5Iml 10 x[m)

Figura 7.21 — Contato em func¢do do coeficiente de tracao (50 W)
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7.8 — Espessura de filme lubrificante

A lubrifica¢do ¢ um assunto muito importante quando se trata de componentes por tragao,
pois além de servirem como interface de tracdo tem outra funcdo que ¢ de proteger os

componentes evitando que danos possam ocorrem.

A espessura de filme de 6leo é o pardmetro que determina a lubrificacdo e é dependente da
velocidade do escoamento e, portanto da rotacdo da interface cone-esfera, do carregamento e
também da viscosidade. No modelo adotou-se o 6leo para transmissdo SAE 75W cujas
propriedades estdo levantadas na tabela 7.4. Para simplificar os calculos, considera-se o dleo

como incompressivel.

Tabela 7.4 — Caracterizacdo de Oleos SAE sériec W
Grau de Viscosidade SAE Temp Méx ( °C) para Viscosidade (cSt) a 100°C
viscosidade de 150000 cp

70 W -55 42
5W -40 4,1
80 W 26 7,0
85 W 12 11,0

Adotando-se uma temperatura de trabalho de 100°C que é uma temperatura razoavel tendo-
se em vista que ha outras formas de dissipacdo de energia que acabam por aquecer a caixa da

transmissao.

O grafico da espessura de filme é mostrado na figura 7.22. Da mesma forma ¢ interessante
observar que novamente o fato da transmissdo ser simétrica faz com que esses valores de
espessura sejam repetidos do cone de entrada para o de saida com a mudanga de relagdo para a

sua complementar e vice-versa.
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Figura 7.22 — Espessura de filme simulado numéricamente (250W)

A espessura minima de filme lubrificante aumenta com o aumento da velocidade (vazao
volumétrica de 6leo) e também com a reducdo da pressdo exercida no contato pseudo-eliptico, ou
seja, com a forca normal exercida entre as esferas e os cones. Portanto, a espessura de filme

diminui com o aumento da poténcia a ser transmitida.

A figura 7.23 mostra como evolui a espessura minima de filme lubrificante (definida no

capitulo 4) em fung¢do da poténcia transmitida pela transmissao.

A espessura de filme ndo ¢ um parametro independente, que influi diretamente na vida da
transmissdo. Assim como a vida, a espessura de filme é uma conseqiiéncia dos parametros de
operagao da CVT. Dessa maneira, ¢ muito dificil estabelecer uma relagdo de causa e efeito entre

espessura de filme e tempo de vida.
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Figura 7.23 — Espessura de filme em fung¢do da poténcia

Como a vida decresce com o aumento de carga e a espessura minima de filme lubrificante

também, chega-se a concluir que o aumento da espessura de filme o aumento da vida estdo

correlacionados.
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Figura 7.24 —Vida e espessura de filme estdo correlacionados (rel 1:1)
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7.9 — Observacoes e consideracoes finais

Pode-se observar que a relacdo de transmissdo 1:1 ¢ a condi¢do em que a vida da
transmissdo ¢ maior. E importante frisar que quanto mais usada a transmissdo na sua regido de
melhor previsdo de vida, ou seja, relacdo de transmissdo 1:1, maior o tempo de vida acumulado

no periodo de uso

Pode-se observar que o overrange também ¢ uma fator que influi nas condigdes de uma
transmissdao CVT do tipo esfera-cone. Nota-se que um overrange grande tem uma vida menor em
virtude dos maiores esforcos, € que o spin cresce deliberadamente, a ponto que isso possa
comprometer a sua eficiéncia. Sendo assim, ao projetar uma CVT, é necessario optar por uma

geometria otimizada, que pondere “overrange” e vida.

A angulo de conicidade (o), o raio da esfera e a sua inclinacao () sdo determinantes nas
condigdes de spin e juntamente com as condi¢des de contato, determinam o “slip”. O ponto de
menor slip/spin € o contato mais préximo do rolamento ( = o), porém ¢é impossivel alcangar essa

condicdo para este tipo de CVT devido a sua geometria.
Os esfor¢os na transmissao sdo muito elevados, as tensdes sdao da ordem de GPA ¢ a

espessura de filme na ordem de um. O método de Downson para a lubrificagdo e também o de

Palmgreen para a determinagdo da vida L10 sdo satisfatorios.
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Capitulo 8

CONCLUSAO

Foi introduzido, nos capitulos anteriores, a teoria de contato de Hertz que serviu como base
para as demais teorias usadas como o equacionamento do contato com “slip” do Kalker. A
lubrificagdo também teve sua importancia € o equacionamento da espessura minima de filme

lubrificante foi importante para relacionar a lubrificagdo com a vida.

A CVT por esferas e cones de FORTI, alvo desta pesquisa, foi apresentada no capitulo 6.
Neste capitulo, foi mostrada a geometria dessa transmissao bem como discutido o principio de
seu funcionamento. Juntamente, no capitulo anterior, foi introduzido o método de Kalker para o

calculo do “slip” em contato eliptico.

A vida da transmissao depende de varios parametros como tensdes, profundidade onde
ocorrem as maximas tensdes de cisalhamento e volume tensionado. Estes parametros por fim sao
dependentes das forcas envolvidas no sistema, o tipo de geometria (relagdo de transmissao,
“overrange” etc), tipo de tracdo proporcionado pelo 6leo lubrificante (coeficiente de tragdo) e da

dimensao dos componentes da transmissao

Este trabalho consiste em aplicar os métodos dissertados nos capitulos anteriores, calcular
a vida L10 de uma CVT do tipo esfera cone e observar qual a influéncia de cada parametro
citado anteriormente (a saber, carregamentos, geometria, tragdo e dimensio dos componentes). E
importante frisar que o tempo de vida calculado aqui leva em consideracdo apenas a falha por

fadiga de origem sub-superficial que ¢ o principal meio de falha em TD-CVTs. Sendo assim,
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foram descartados outros tipos de avaria como desgaste, impacto, corrosao e efeitos térmicos (e
outros parametros influentes como acabamento superficial, liga do material, espessura de
cementacdo, tipo de controle de relagdo de transmissdo e outras caracteristicas reologicas do 6leo

lubrificante).

Constata-se que o tempo de vida da CVT FORTI cresce inversamente proporcional as
forcas envolvidas, assim como citado por COY & LOEWENTHAL [1976]. Isto é, quanto
maiores as cargas envolvidas como forca de aperto, forca normal e for¢a tangencial (todas
dependentes do torque), menor serd a vida da transmissdo. No caso dessa transmissdo,a vida ¢

muito sensivel a esse parametro.

A relagdo de transmissdo ¢ um parametro que também influi no tempo de vida da CVT,
porém de forma menos sensivel que as cargas envolvida. Observa-se que o tempo de vida ¢
maior na condi¢ao de relagdo de transmissdo 1:1 e isso se deve ao fato dessa relagao fornecer as

menores forgas tangenciais € portanto menores tensdes.

O “overrange” ¢ um parametro associado a geometria da transmissdo, quanto maior o
“overrange”, maiores as forgas envolvidas, maior o fator de spin e menor o tempo de vida da

transmissao.

A dimensdao ou tamanho dos componentes principais da transmissdo (cones e esferas)
também influi na determinagdo do tempo de vida da CVT de maneira diretamente proporcional.
Quanto maiores esses paradmetros, maior serd a vida da transmissdo, sendo o didmetro da esfera
muito mais influente que o didmetro do cone (refere-se ao diametro menor do cone). Isso se deve
ao fato do maior tamanho dos componentes proporcionar um gradiente de tensdo mais suave e de

intensidade menor.

O numero de esferas também ¢ influente porém nao foi alvo desse trabalho. Mas presume-
se que uma quantidade maior de esferas proporciona uma vida mais longa a transmissao, ja que a

forga de aperto, forcas normais e tangenciais sao menores (ver equacoes 6.12, 6.14 ¢ 6.16).
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A espessura minima de fluido lubrificante ¢ um fator tdo conseqiliente das condig¢des de
operacdo da transmissdo quanto o tempo de vida da mesma. Porém ¢ possivel fazer uma
comparacdo do quao um estd para o outro. Verifica-se que uma espessura de filme lubrificante
maior esta associado a um tempo de vida mais longo, porém nao se sabe até onde essa relacdo ¢

valida ja que os efeitos de lubrificacdo sdo muito ndo lineares.

O angulo de conicidade (a), o raio da esfera e a sua inclinagcdo () sdo determinam as
condigdes de “spin” na transmissdo e influem muito nas condigdes de contato. O ponto de
minimo spin (ou spin zero) ¢ o rolamento puro (3 = o), no entanto essa geometria ¢ impossivel

construtivamente.

O projeto de uma TD-CVT requer um conhecimento amplo e de varios topicos inter-
relacionados. Como pode-se ver, mudangas em um parametro influenciam varios outros. Por esse
motivo, no projeto de uma TD-CVT deve-se conhecer perfeitamente a sua aplicagdo e assim,

melhor projeté-lo.

Este trabalho pretende apenas ser uma introducdo ao estudo das transmissdes por tracdo, de
modo que, a bibliografia apresentada sirva como referéncia para quem quer aprofundar-se no

assunto.

A CVT por esfera-cone ¢ um dispositivo fascinante e had muitos outros parametros que
possam influenciar no seu tempo de vida. Dessa forma, existe uma infinidade de trabalhos que
possam ser realizados nessa area de pesquisa como por exemplo a otimizagdo da geometria da
CVT para se obter maior vida, maior eficiéncia e maior capacidade de transmissdo. Uma outra
linha de pesquisa que tem sido explorada ¢ a aplicacdo de controle a CVT de forma a otimizar o

uso da CVT (condic¢des de operagao e conseqiientemente a vida).

Dessa forma ¢ de grande importancia que haja incentivos nessa linha de pesquisa.
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Anexo

Dados de Simulagao da CVT

O fator de spin, comentado no capitulo 5, ¢ um fator que influi no contato da transmissao.
O célculo dele ¢ definido na equagao 5.57.

Tabela A.1 — Fator de Spin na caracterizagdo da CVT

Relagdo de Transmissao 1:2 1:1 2:1

Cone de Entrada | Spin (y) 0,5 2,42 3,38

Cone de Saida Spin (y) 3,38 2,42 0,5

TOTAL Spin (y) | 3,88 | 4,84 3,88

O carregamento depende exclusivamente das cargas envolvidas, com os dados
mencionados anteriormente, ¢ possivel construir o perfil de pressdo que a esfera pressiona o cone
e vice-versa. O carregamento normal, de acordo com o capitulo passado, ¢ dependente da

geometria da CVT e também das condicdes de trabalho.

E importante relembrar que, como a CVT ¢ simétrica, as condi¢cdes no cone de saida sdao
as mesmas para o cone de entrada na relacdo de transmissdo oposta. Ou seja, as condi¢des de
carga, pressoes, tensdes no cone de saida na relagdo de transmissdo 1:2 ¢ a mesma para o cone de

entrada na relagdo 2:1 e assim por diante para outras relacdes.

Devido a isso, todos os calculos sdo feitos 1 vez e para o cone de entrada e sdo

multiplicados para o cone de saida.

De acordo com a tabela 7.2 tem-se os seguintes resultados:
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Tabela A.2 — Pressao Normal de Contato [N/m?] na condig¢ao de S0W

Pot 50W, Fn =420 N/contato
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O contato das esferas com o cone ¢ eliptico, porém ndo ¢ toda essa drea onde ocorre o

W 1 A . . . in
stick" ou aderéncia (termo técnico traduzido). Uma pequena fatia na regido extrema apresenta
uma por¢do com "slip" ou escorregamento (termo técnico traduzido) devido as condi¢des de

cargas "spin" devido a geometria de contato, taxa de "creeping" (deformagdo axial do material no

ponto de contato).

Nas figuras a seguir, a regido de contato ¢ contrastada. A cor azul descreve as regides que

sofrem "slip" enquanto a cor vermelha descreve a condi¢ao de "stick".

Tabela A.3 —Contato Pressao Tangencial na condicao de SOW

Pot 50W, Rt = 0.5, Ft = 27,6 N/contato
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Pot 50W, Rt =2, Fn = 58,3 N/contato
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x 10

O perfil da pressao ndo ¢ simétrico devido ao fator de spin.

Tabela A4 —Pressao Tangencial na condi¢ao de S0W

Pot 50W, Rt =0.5, Ft =27,6 N/contato

Tpress [Mim2]
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Para cada condigdo de trabalho existe um campo de tensdo ao longo do corte longitudinal

apresentando

b

¢ mostrada a condi¢do de relacdo de transmissao 1:1

das esferas. Na figura a seguir

de tensdo altos.

0S niveis
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Tensao Cisalhamento

Coordenada y [mm)]

45 4 405 0 05 1 15
Coordenada x [mm)

Figura A1 — Estado de Tensdes [GPa] (rt 1:1 no cone de entrada)

A vida da CVT ¢ calculada para cada condi¢do e, como pode-se observar, ¢ maior nas
relacdes de transmissdes mais proximas da 1:1 (vide figura 7.13). Isso acontece devido as forgas

(tangenciais e principalmente normais) serem menores nessa condi¢ao de operagdo da CVT.

Para o caso em que a poténcia ¢ 100W, mantendo-se as demais caracteristicas constantes,

tem-se:

Tabela A5—Contato e Pressdo Tangencial na condicdo de 100W

Pot 100W, Rt = 0.5, Ft =55,3 N/contato
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0
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Pot 100W, Rt =1, Ft =74,7 N/contato
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O perfil da pressdo tangencial e seu campo vetorial também ¢ calculado para seu nivel de
escorregamento (slip e spin).
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Tabela A6 - Pressdao Tangencial na condi¢ao de 100W
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A tensdo obtida por essas forcas ¢ definida pela figura A2:

Tensao Cisalhamento

s

£

E

- 13
i

E -1 125
= {2
g

o 15

-2 -1 0 1
Coordenada x [mm)]

ka

Figura A2 — Estado de Tensoes [GPa] (rt 1:1 no cone de entrada, 100W)

Nota-se que as tensoes na condi¢do de 100W ¢ maior que na condi¢ao de SOW ( ver

figuras Al e A2). Isso ¢ devido ao carregamento normal e carregamento tangencial ser maior
para essa condicao.
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Para uma poténcia de 150W em uma bicicleta, as forcas tangenciais envolvidas giram em

torno de 80 N e 170 N e as normais em torno de 1200 N em cada ponto de contato ("contact

spot"). Nesse caso, pode-se prever que a vida da transmissao seja menor que nos casos anteriores.

Tabela A7—Contato e Pressdo Tangencial na condi¢ao de 150W

Pot 150W, Rt = 0.5, Ft =83 N/contato

4
w10
25 2 15 -1 05 o o5 1 15 2 25 i | o 1 2

¥ [m]

4
x[m] x 10 i [m] ¥ 10’4

Pot 150W, Rt =1, Ft = 110 N/contato

y [m]

¥ [m]

® |m)

ilm] g
10
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Pot 150W, Rt =2, Ft =175 N/contato

y [m]

-4 2
x 10 w10

2

¥ [m]

x [m) . m'q # [m] o

O perfil da pressdo tangencial sofre uma pequena alteracdo, primeiramente na sua
magnitude e também o pico do lado esquerdo, que nos graficos anteriores era menor e agora tem

um tamanho consideravel comparado ao pico de méxima intensidade. intensidade.

Tabela A8— Pressdo Tangencial na condicao de 150W

Pot 150W, Rt = 0.5, Ft =83 N/contato
-4
x 10
4 T T T T T T
3 _____________________ s e e al -
5 [y
...... ' e
21 -4 R T N o
H \?\‘\‘\\
. R s
i T b
o 1 neafoe ot FO A IR B W W W o L . S S .
= AORRT RTRTR TR
= = . ARG SR SR
w — . RILI T N T T B S S S
2 et IR L
o OF BRIt (ol ik e ol el et e ol
= . [ R S I S
the Ao st Ar P
[ RN A A
Rpe - i A i e T g e o T X e e ez e e —
. LR R g g R e
. Y RF VA -
. R )
2 T P ot o TR |
. 4
-3
-3 2 1 0 1 2 £ 4
Il w1?

146



110 N/contato

Pot 150W, Rt = 0.75, Ft

w10

# [m]

175 N/contato

e
S - .w.\m_ﬂ\!e.?_'fv.w./,_.: N ,P ...... |

_.\\\;_x\«.e.f”f///m/// Y sl
ey \\.&”\\.\1rﬁf.r/ SRR !

D
P B e T f

wo?

% [m]

[zuasm] ssaud)

Rt=1,Fn

3

Pot 150W

[zwng] ssaud )

1 [m]

¥ [m]

A tensdo gerada por estas forcas ¢ maio que nas condi¢des anteriores, afinal de conta, a

forca normal ¢ muito maior e ela tem a maior parcela na geracao de tensdo
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Tensao Cisalhamento

=
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i
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—
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Coordenada y [mim)|

-2 -1 0 1 2
Coordenada x [mm]

Figura A3 — Estado de Tensdes [GPa] (rt 1:1 no cone de entrada, 150W)

Aumentando-se a poténcia de 150W para 200W, as for¢as envolvidas também aumentam
devido ao aumento do torque a ser transmitido e também da forca de aperto. Neste caso, a for¢a
tangencial gira em torno de 110N a 235N e a for¢ca normal em torno de 1670N em cada ponto de

contato

Nas tabela A9, a regido de contato ¢ contrastada. A cor azul descreve as regides que

sofrem "slip" enquanto a cor vermelha descreve a condi¢ao de "stick".
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Tabela A9—Contato e Pressao Tangencial na condigdo de 200W

Pot 200W, Rt = 0.5, Ft =110 N/contato

xio” A0
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% [m] Km.a 3 2 -1 0 1 2 3 !
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Pot 200W, Rt = 1, Ft =147 N/contato
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2
E E
25 2 45 -1 05 0 05 1 15 2 25 2 ! o 1 o
x[m] i *m] LN
Pot 200W, Rt =2, Ft =235 N/contato
1o 10
o
15
E E
Er 5
]
2 < 0 1 2
% [m] oo’ xIml i’
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O perfil da pressdo tangencial ndo ¢ muito alterado com relacdo a sua forma, ainda

continua com os dois picos de pressdo. Esses picos de pressdo sdo devido a regido em que esta
ao em azul na tabela A9)

ocorrendo o escorregamento (regi

Pressdo Tangencial na condi¢cao de 200W

Tabela A10—-

=110 N/contato

Rt=0.5, Ft

Pot 200 W,

“““ EIr e s
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Pot 200W, Rt =2, Fn
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Tpress [MN/m2]
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As tensdes no cone de entrada possuem intensidade maior em 200W que nas outras

condigdes. O escorregamento continua muito parecido de caso para caso porque a for¢ca normal

cresce na mesma propor¢ao que a forga tangencial.

Tensio Cisalhamento

Coordenada y [mm]

-2 -1 0 1 2
Coordenada x [mm]

Figura A4 — Estado de Tensdes [GPa] (rt 1:1 no cone de entrada, 200W)

Para a condigdo em que a CVT transmite 250W, tem-se os seguintes resultados:
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Tabela A11-Contato e Pressao Tangencial na condi¢do de 250W

Pot 250W, Rt = 0.5, Ft =138 N/contato
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w10
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O perfil da pressdo tangencial ndo ¢ muito alterado, com excecdo de sua intensidade,
assim como foi dito anteriormente. Isso se deve somente pelo aumento da for¢a sem mudanga em

nenhuma variavel da CVT como angulo de conicidade. Dessa forma, chega-se ao resultado da
tabela A12.

Tabela A12— Pressao Tangencial na condicao de 250W

Pot 250 W, Rt = 0.5, Ft =138 N/contato

Tpress [MN/m2]

4 A il o ) ] 2 4

Tpress [N/m2]
¥ [m]
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Pot 250W, Rt =2, Ft =291 N/contato

Tpress [MN/m2]

o

H|m
] ]

A tensao de cisalhamento maxima ¢ definido pela figura AS.

Tensan Cisalhamento

Coordenada y [mm]

e -1 1] 1 .
Coordenada x [mim]

Figura A5 — Estado de Tensdes [GPa] (rt 1:1 no cone de entrada, 250W)
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Apéndice

Relacbes cinematicas e dinamicas

Segundo o equacionamento proposto por FORTI [2003], levando-se em conta somente os
discos e as esferas da CVT e desprezando-se os eixo primdrio, pode-se encontrar uma relagao de
velocidades entres os corpos a seguir (2,3 e 4) em fun¢do do corpo 1. Para essa transmissdo, ndo

levando-se em conta o escorregamento entre €sses corpos.

Figura P.1 — Disposi¢do dos Elementos Equacionados

Relagdo entre as velocidades dos corpos 1 e 3.

. . . RO,
R\6y;, = Rs.05, 105, “ R (P-1)
3e
Relagdo entre as velocidades dos corpos 1 e 2.
: : . Ry0;,
Ry 0, = R,0,,—6,, = (P-2)

2
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substituindo a Equacao Al.1 em A1.2

) R. R .
0, =—=_"1¢g P-3
2y R2 R3e ly ( )
sendo: R, =R,
. R;, - . -
3e
Relacdes entre os corpos 1 ¢ 4.
R0, ~ RO, >0, -2l P-5
3a74y T '3e 3y_> 4y — R ( - )
3a
. R, R, . . R,
64y :R—;R—;Hly—)04y :R—Saely (P-6)

Equacodes Dinamicas

As equagdes diferenciais que descrevem o movimento de um sistema dinamico com n graus
de liberdade pode ser escrito na forma das equagdes de Lagrange como:

i[a,_Lj_(a—Lj —0  k=12,.n (P1-7)
dt\ 0q, 0q

Para o caso em que hd p forgas F, agindo no sistema a equagdo toma a forma:

d(aLj (aL] 0 1o (P.8)
-l == = ...n -
dt\aq, ) \aq, k =
sendo:
p 0s.
Q. =D F k=12,..n (P-9)
=1 0q,

S; :Sj(qlang---,qn,t) (P-10)

Sendo, V=0, portanto L =7 —V =T . Logo a Energia Cinética do Sistema ¢:
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)2 )2 )2 )2 :
T = Ilyely + ]2y92y + 13ye3y + ]4y'94y + 13x932x

P-11
2 2 2 2 2 ( )

Substituindo as Equagdes A1.2, A1.9 em Al.11, tem-se

0} R Y R Y 1. 02
T—%[11y+(rt)2]2y+(R—lj L+ oH] Lo #7257 (-12)

3e 3a 2
sendo:
VR, —Y? —Ytan(0
pr=| V2L an(0,) (P-13)
JR, —Y? +Ytan(6,,)
sendo:
R, —Y? = constante (determinada em projeto) = c1
R, = constante (determinada em projeto)
R,, =cl-Ytan(6,,)
Ry, =R, 005(93):)
e refinando esta forma, tem-se:
6; cl—Y tan(6,, ) ’ R ’
T:i[l+—3x Lo+ —— | I, +
2" lel+vtan(g,)) * (cl-Ytan(4,,)) >
> : (P-14)
2
n R, sec(l93x) I, |+ 14,05,
R, 2
Para a coordenada generalizada 6,, tem-se:
d| oL oL
2= =0, (P-15)
dr\ 06,, ) 06,
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2 2 2
d 6; 6|1, + cl-Y tan(8,,) I, + R, I, + R, sec(6,,) I,
dt| 00, Y lel+Ytan(0,)) Y cl-Ytan(g,)) R, g

(P-16)
sendo
0, =Tor,,-C
- cl—Ytan(6,, ) ’ R, ’ R, sec(6;,) ?
0,11 —= | I —_—F | / ——==1 1, |=Tor,, -C
1{ y ¥ [cl + Ytan(03x )j ¥ (cl - Ytan(¢93x) 3y ¥ Ry 4y 7y
(P-17)
Replicando esse procedimento para a coordenada generalizada 6, tem-se:
oL 91y 21, R? Sec(0,.) Tan(6,,) N 21, R? Y Sec(6,, )
00,, 2 R; [c1-Y Tan(6,,)f
21, Y Sec(8,, ) [c1-Y Tan(8,,)f 21, Y Sec(8,, ) [c1-Y Tan(8.,,)]
[cl+Y Tan(6,,)f [cl+Y Tan(6,,)f
(P-18)
e 0, |21, R} Sec(6,,)" Tan(6,,)’ 21, R’ YSec(6,.)
B R; [c1-Y Tan(6,, )]
21,,YSec(0,, ) [c1-Y Tan(0,,)]
- (P-19)

[c1+Y Tan(6,, )}

21,,YSec(6y,)'[c1 - Y Tan(6,,)f
[cl +Y Tan(6,, )]3

=Tor,,

Considerando os elementos da CVT com sendo corpos rigidos, as Equacdes P-16 ¢ P-19

governam o sistema dinamico.
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