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Resumo

Adolph, Marco, Solucdes Transientes de Problemas Visco-Elastodindmicos em Meios Ilimitados
através da Transformada de Fourier Rdpida — FFT, Campinas: Faculdade de Engenharia
Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2002. 171 p. Dissertacio de Mestrado.

Neste trabalho, foi desenvolvida uma metodologia para obtencio de Funcdes de Green e
Influéncia para os problemas visco-elastodindmicos transientes. A técnica é baseada no uso das
transformadas numericas de Fourier sobre as funcdes de Green e Influéncia obtidas
numericamente na solugdo do problema estaciondrio. O tratamento do sinal em freqiiéncia,
necessario para as transformadas numéricas de Fourier, é apresentado. Foram analisados os
efeitos dos modelos de amortecimento sobre a resposta transiente. Os modelos estudados foram o
amortecimento histerético constante, o modelo de Kelvin-Voigt € um modelo de “rampa”. Sio
apresentadas as formulagGes para o estudo de fundagdes rigidas de superficie com o uso das
funcdes de Influéncia estaciondrias e das transientes. Para a formulagio em fregiiéncia, foi
desenvolvida a técnica para obtengfio da resposta transiente de maneira semelhante aquela
adotada nas fun¢des de Green. Nessa formulacdo, foram estudados efeitos de nio causalidade
provocados pelo modelo de amortecimento. A formulagio de fundagdes rigidas no tempo,
utilizando a integral de convolugdo para superposi¢do de efeitos, permitira, posteriormente, a

inclusdo dos efeitos de contato.

Palavras-Chave
Problemas Visco-elastodindmicos, Anélise Transiente, Fun¢des de Green, Fungdes de Influéncia,

Interacdo Solo-Estrutura, Fundagdes rigidas de Superficie, Transformadas de Fourier.
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Abstract

Adolph, Marco, Transiente Solutions of Viscoelastodynamic Problems in Unbounded Domains
by Fast Fourier Transform — FFT, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica,
Universidade Estadual de Campinas, 2002. 171 p. Dissertagio de Mestrado.

This dissertation describes a methodology based on the Fast Fourier Transform — FFT to
synthesize transient Green and Influence functions for unbounded viscoelastic domains. The FFT
algorithm is applied to Green or Influence functions that has been previously obtained in the
frequency domain. The techniques used to treat the functions in the frequency domain are
presented. The effect of three distinct damping models on the transient response has been studied.
The constant hysteretic damping model, as well as the Kelvin-Voigt and a ramp-like model are
included in the analysis. This work also presents two strategies to obtains the transient response
of rigid surface foundations interacting with viscoelastic soils, modeled as half-spaces. The first
strategy is the direct transformation of the rigid foundation frequency response into transient
responses via the FFT algorithm. The second strategy is based on the superposition of transient
stress-boundary value problems, which together with equilibrium and kinematic compatibility
equations, leads to the rigid foundation response. This second strategy allows, in principle, the

non-linear, transient contact problem between soil and foundation interface to be addressed.

Keywords

Transient viscoelastodynamic problems, Transient Green's functions, Dynamics of unbounded

domains, Dynamic Soil-structure Interaction Problems, FFT Algorithm
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Capitulo 1

Introducio

1.1 Apresentacio

A analise da dinamica em dominios ilimitados estd relacionada a muitos problemas da
engenharia. A propagacdo de ondas no solo estd freqilentemente associada a modelagem
dinimica de meios ilimitados. Os processos industriais e o trafego geram ondas que se propagam
através do solo para as areas proximas. A carga das maquinas ¢ transmitida para o solo através de
suas fundacdes. A energia que se propaga pelo solo provoca oscilagdes que podem interferir no
funcionamento de diversos equipamentos. Em muitos casos é necessario isolar laboratérios de
medicio e setores que efetuam processos de alta precisio. Para reduzir a amplitude das oscilagdes
e energia transmitida para o solo devem ser construidas fundacdes adequadas. Nos casos em que
as fundacdes ndo suficientes, podem ser utilizadas barreiras e trincheiras, que irdo dificultar a
radiacio de energia. Na engenharia civil, o estudo de fundacGes prediais visa, em alguns paises, a
garantia de resisténcia no caso de abalos sismicos, mas também a fendmenos relacionados ao

vento e eventualmente explosdes nas proximidades.

O fundo dos oceanos também pode ser modelado adequadamente por meios ilimitados.
Diversos projetos de extrac@io offshore de petrdleo, implicam na instalagdo de equipamentos,
sujeitos a carregamentos dindmicos, no fundo do mar. Este tipo de equipamento nio deve
apresentar falhas, sendo necessaria, portanto, uma andlise das condi¢cdes de operagdo, o mais

proxima da realidade, durante a fase de projeto € desenvolvimento.

A crescente complexidade dos problemas envolvidos no projeto de fundagdes, ndo permite

mais que sejam utilizadas somente as técnicas empiricas estabelecidas até meados do século



vinte. O aumento dos recursos computacionais, ao longo dos tltimos trinta anos, ampliou as
possibilidades do uso de técnicas numéricas como auxilio no projeto e analise de problemas de
interagdo solo-estrutura. Um dos requisitos para o modelamento correto dos problemas dindmicos
de intera¢d@o solo-estrutura ¢ a descrigio apropriada da condigio de radiagcdo de Sommerfeld, ou
amortecimento geométrico que garante que a energia originada na fonte se propaga e se afasta
sem reflexdo. Os problemas de interacio solo-estrutura costumam envolver dominios ilimitados.
Diversas forrulagdes foram apresentadas nesse sentido, como, por exemplo, os métodos de
discretizagdo de dominio, Método dos Elementos Finitos (MEF), e o método das diferencas
finitas (MDF), sem obter resultados adequados, devido as limitagbes das formulagdes ¢ a
necessidade de uma malha em dominio limitado. O método dos elementos de contorno (MEQ)
tem se sobressaido nesse sentido, pois, em sua formulacgdo, é possivel considerar os efeitos de

amortecimento geométrico.

O método dos elementos de contorno (MEC) requer, para sua formulag3o, o uso de um
estado auxiliar: as chamadas solugdes fundamentais ou fing6es de Green. Diversos trabalhos tém
sido realizados para gerar esses estados para os mais diversos meios, incluindo os efeitos de
visco-elasticidade, anisotropia, poroelasticidade. Entretanto, a maior parte dessas formulagdes é
realizada no dominio da freqiiéncia em funcio de dificuldades matematicas para sintetizar as
respostas transientes. Os poucos trabalhos apresentados para funcées de Green transientes adotam
modelos muito simples para o meio infinito, excluindo propriedades comuns, como Vvisco-

elasticidade e anisotropia.

Ao longo desta dissertagdo, sera discutida a metodologia para gerar numericamente
respostas transientes de fundagdes rigidas de superficie a partir das formulacdes estacionarias ja
obtidas ao longo dos dltimos anos e a sintese numérica de funcdes de Green e Influéncia
transientes para meios visco-elasticos isotrépicos. A técnica baseia-se no uso das transformadas

discretas de Fourier.

Serdo analisados os meios visco-elasticos sujeitos a de cargas concentradas, distribuidas e
ainda as fundagBes rigidas de superficie nos problemas descritos através do estado plano de

tensoes.



1.2 Revisido Bibliografica

A analise dinamica de estruturas bi e tridimensionais, considerando a distribui¢&o continua
de massa, € de dificil proposicdo; isto é especialmente verdadeiro em problemas que envolvem
meios infinitos ou semi-infinitos. As técnicas analiticas sfo aplicaveis a poucos problemas
especificos. Isto abre espaco para os métodos numéricos. A correta modelagem dos problemas de
interacdo solo-estrutura deve respeitar a condicdo de Sommerfeld, que representa o
amortecimento geométrico do meio tratado. Usualmente os meios representando o solo sdo
descritos como semi-infinitos visco-elasticos (Gazetas, 1983). Os métodos de discretizagdo de
dominio, como o método de elementos finitos (MEF) ¢ o método das diferencas finitas (MDF)
apresentam dificuldades para tratar os meios infinitos, porque a dimenséo finita das malhas € um
fator limitador (Luco e Hadjain, 1995). O MDF n#o € muito utilizado devido as dificuldades para
modelar geometrias complexas. As malhas truncadas e limitadas do MEF e MDF ndo levam em
conta o amortecimento geométrico. O aumento do coeficiente de amortecimento interno ou do
material de um meio ilimitado n3o é capaz de compensar o amortecimento geomeétrico nos
modelos de MEF e MDF (Mesquita et al., 1993). Existem algumas alternativas para inserir os
efeitos de amortecimento geométrico no FEM. Uma das possibilidades ¢ o uso dos chamados
elementos infinitos (Bettes, 1977, Barros, 1996), outra seria o mapeamento de Dirichlet-to-
Neumann (DtN) (Givoli, 1992, Zavala, 1999).

A despeito das diversas tentativas para modelar os problemas dindmicos de meios infinitos
com o uso do MEF, hoje é aceito que o método mais adequado, para esses problemas, ¢ o método
dos elementos de contorno (MEC). Os Elementos de Contorno (EC) emergiram como fortes
candidatos a solugdo numérica de problemas dinamicos complicados, por permitirem a redugfo
de dimensdo do problema e garantirem a satisfagdo das condi¢Ges de amortecimento das ondas

no infinito (Beskos, 1987, Beskos, 1997).

A formulag@o de elementos de contorno, na qual apenas o contorno do dominio necessita
de discretizagdo, requer o uso de um estado auxiliar com a mesmas caracteristicas, isto €, o
mesmo operador diferencial do problema estudado. Esses estados auxiliares sdo conhecidos por
funcdes de Green (Kane, 1994). Foram realizados diversos estudos com o objetivo de sintetizar,

analitica ou numericamente, essas funcdes auxiliares estacionarias para dominios anisotrdpicos



(Wang e Rajapakse, 1991, Wang e Achembach, 1995, Saez, 1997, Almeida Barros, 1997), para

os poroelasticos (Rajapakse e Sentjuntichai, 1993) e até para meios piezo-elétricos (Daros, 1999).

SolugBes, para meios visco-elasticos transientes através do MEC, requerem funcdes de
Green formuladas para meios visco-eldsticos transientes, com o mesmo modelo de
amortecimento do problema original. N&o existe, atualmente, uma funcdio de Green transiente

para meios visco-elasticos (Beskos, 1987, Beskos, 1997).

Conseqiientemente, modelar e analisar meios visco-elasticos, em problemas transientes, é

um topico ainda sem solugio.

Na ultima década, algumas funcdes de Green visco-elasticas foram desenvolvidas e
sintetizadas numericamente para o regime estaciondrio ¢ para os semi-espacos homogéneos
isotropicos 2D e 3D (Romanini, 1995, Mesquita Neto ¢ Pontes Jr., 1992, Capello Sousa, Almeida
Barros e Mesquita Neto, 2000), para os problemas multicamadas isotrépicos 2D e 3D (Mesquita
Neto e Barros, 1999, Barros, 2001) e para os anisotrépicos (Almeida Barros e Mesquita Neto,
1999, Barros, 2001).

Esses estados visco-elasticos auxiliares, no dominio da freqiiéncia, foram sintetizados
numericamente. As transformadas integrais de Fourier e Hankel s3o os recursos matematicos para
as solugbes obtidas. Esses estados sdo fungdes de Green (cargas concentradas) e de Influéncia
(carga distribuida). Esses estados auxiliares desenvolvidos podem ser incorporados s versdes
direta e indireta do MEC (DMEC, IMEC) para analisar as respostas estacionarias de fundagdes
rigidas de superficie, engastadas e enterradas, interagindo com os perfis de solo apresentados
(Romanini, 1995, Barros, 1997, Almeida Barros e Mesquita Neto, 2001, Almeida Barros e
Mesquita Neto, 1999).

A formulag@o dos problemas de interago solo-estrutura, no regime estacionario, estd mais
fundamentada e estabelecida que a variante no dominio do tempo. As pesquisas, para obtencio
das respostas transientes, estio ainda limitadas a problemas simples, embora seja reconhecido

que a formulag8o transiente seja mais atrativa por permitir solugdes nfo lineares.

As solugbes transientes podem ser obtidas através dos seguintes procedimentos: 1-

determinagio da solug@io harménica seguida pela reconstituicio da resposta transiente, utilizando
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sintese de Fourier, o objetivo desta dissertacdo; 2- solugio do problema no dominio transformado
de Laplace, seguido de uma transformac@o inversa para obter a resposta no dominio do tempo; 3-
formulagio no dominio do tempo e solu¢do em conjunto com esquema de integracio direta no

tempo, adequando também a problemas n&o — lineares.

Alguns dos primeiros trabalhos a tratar da solugdo de problemas -elastodindmicos
transientes bidimensionais foram de Cruse, 1968, e de Cruse € Rizzo, 1968. Em ambos trabalhos,
o problema, para cargas transientes aplicadas sobre o semi-espago eléstico, foi formulado no
dominio transformado de Laplace, utilizando o MEC. Os resultados, no dominio do tempo, foram
obtidos, empregando a técnica de inversdo numérica de Papoulis, 1957. Manolis e Beskos, 1981,
trabalharam na extensdo desse trabalho, ainda para problemas em meio elastico, estudando o
efeito da concentragdo de tensdo dinimica em uma cavidade plana, aplicaram para a
transformacdo de dominio o algoritmo de Durbin, 1974. Sousa, 1999, em sua tese de
doutoramento, realizou alguns estudos para obtencéo da resposta transiente de fundagdes rigidas
de superficie com o uso da transformada discreta de Fourier a partir das respostas estacionarias.

Os problemas estudados j& consideravam a visco-elasticidade do semi-espago.

FormulagGes diretas bidimensionais no tempo, sem uso de transformac¢des de dominio,
foram apresentadas inicialmente por Mansur, 1983 e Antes, 1985. Para a obten¢fio das respostas
transientes, essas formulacSes utilizam um algoritmo passo a passo no tempo. O trabalho
pioneiro desses pesquisadores sofria de alguns problemas na formulagdo, como constatado por
Israil e Banerjee, 1990. Inicialmente a complexidade matematica resultante do tratamento das
fungdes Heaviside nos nucleos das func¢des, simplificagbes nas varidveis espaciais, considerando-
as como constantes € modelagem da geometria do contorno, usando segmentos de linhas retas,

além de inadequado tratamento nas laterais e cantos do contorno.

Em 1986, Spyrakos e Beskos apresentaram as respostas transientes para fundagées rigidas
de superficie e engastadas para carregamento dindmico transiente e ondas sismicas, incidindo na
fundag@o. A formulagdo dos problemas foi feita diretamente no dominio do tempo, € o meio
modelado foi considerado isotrdpico e elastico. Posteriormente foi realizada uma verificagio por
Spyrakos e Antes, 1986, avaliando as respostas dindmicas transientes de uma fundac@o rigida de
superficie. Nessa verificagdo mostraram que o método da reciprocidade de Spyrakos e Beskos

demandava um maior custo computacional quando comparado ao método dos residuos
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ponderados. A formulag3o apresentada por Spyrakos e Antes é uma evolugdio da formulacio

apresentada por Antes em 1985.

Manolis ¢ Ahmad (1988) desenvolveram um método para o estudo do movimento de
superficies livres de semi-espagos submetidos a explosdes no subterraneo. Podiam ser aplicados
carregamentos de qualquer tipo, e a geometria podia ser complexa. No mesmo ano, Ahmad e
Banerjee (1988) implementaram a formulagfio do MEC direto para analise no dominio do tempo
de solidos tridimensionais, utilizando a solug#o fundamental de Stokes, dependente do tempo e
espago, € o teorema de reciprocidade dinamica de Graffi para derivar as equagdes integrais do

contorno no dominio do tempo.

Israil ¢ Banerjee (1990a-b), utilizando o método da reciprocidade, apresentaram algumas
simplificages na formulagdo do MEC no dominio do tempo, associado ao uso de elementos
quadraticos isoparamétricos, que permitiam maior precisio ¢ generalidade a solugdo. Também
utilizaram um conjunto de fungdes de interpolagio para variavel temporal, lineares no

deslocamento e constantes para a tensfo.

Estorff et al. (1990) fizeram um estudo dos erros associados aos trés diferentes métodos a
seguir: MEC no dominio da freqiiéncia; MEC no dominio do tempo e um método com o
acoplamento do MEC com o MEF. Os trés métodos foram comparados, utilizando problemas de
carga dinamica atuando sobre o semi-espago. Através dos exemplos apresentados, foi possivel

notar que as solu¢des obtidas pelos trés métodos eram muito préximas.

Guan e Novak (1992) apresentaram fungdes de Green para problemas elasticos 2D e 3D
transientes. Na formulagéo apresentada, o solo era submetido a uma excitagio no tempo descrito
por uma func¢do Heaviside, iniciando no instante t=0. Para os problemas em 2D gerou a resposta a
carga concentrada, utilizando inicialmente uma carga distribuida ao longo de uma linha infinita, e
reduzindo o problema ao estado plano de tensdes. Posteriormente estendeu sua formulagdo de
modo que essa carga nio seria necessariamente infinita. Apresentou as fungdes de Green e
influéncia para o problema de 3D. Todas as formulagdes apresentadas consideraram o meio

isotropico e elastico.



Wang e Takemiya (1992) apresentaram EC analiticos no dominio do tempo para analises
de propagagdo de ondas em duas dimensdes, aplicaram a formulagdo proposta ao problema de
fundagiio de superficie rigida e sem massa sujeita a carregamento externo, obtendo bons

resultados.

Rizos e Karabalis (1994) desenvolveram uma formulagio de MEC direto no dominio do
tempo para andlise de problemas em trés dimensdes, utilizando as solugdes de Stokes para

espacos infinitos.

Coda e Venturini (1995a-b) apresentaram melhoras na soluc@o do problema elastodinamico
transiente, com o objetivo de minimizar o efeito das singularidades nas solugdes fundamentais.
Implementaram uma solugdo fundamental no tempo modificada, de modo a melhorar a

estabilidade do algoritmo numérico.

Wang et al. (1996) utilizaram func¢des quadraticas para solugio no tempo. Neste
procedimento, sdo adotadas uma variagio temporal quadratica para os nticleos de deslocamento e
uma constante no niucleo de tensdes. A variagdo no campo espacial é assumida como sendo
quadratica. Estenderam esta formulagdo Wang et al. (1997), utilizando fun¢des de interpolagio

quadraticas e lineares, para variagc@o temporal dos deslocamentos e tensdes, respectivamente.

Ao se utilizar o MEC para modelar o solo e obter respostas transientes, usualmente,
assume-se que o meio € homogéneo, isotrépico e linearmente elastico. Infelizmente esta
formulacdo nd3o corresponde as caracteristicas dos solos em geral, que apresentam n#o
homogeneidade, anisotropia, dissipacdo de energia, porosidade, etc. A visco—elasticidade linear
pode ser facilmente agregada, quando se trabalha no dominio da freqiiéncia, com o uso do
principio da correspondéncia. Seguindo esta linha, uma aproximagfo para considerar a visco —
elasticidade ¢ a substitui¢io das constantes das equagBes constitutivas (Lamé) por constantes
complexas, que permitem a modelagem do amortecimento histerético, independente da
freqiiéncia, ou modelos dependentes da freqiiéncia, como o caso do amortecimento viscoso. No
dominio do tempo, as constantes das equacdes constitutivas (Lamé) s3o escritas em fun¢io do

tempo, enquanto quaisquer produtos sio substituidos por integrais de convolugio.



Gaul et al. (1988) utilizaram o MEC no dominio da freqiiéncia para problemas de interagfio
solo-estrutura, tomando em conta a visco-elasticidade e estratificacdo. Descreveu a visco-
elasticidade através de métodos tradicionais e também através de derivadas fracionais, Os
resultados para ondas de superficie foram comparados com dados experimentais obtidos por
interferometria. Equacgdes constitutivas visco-elésticas generalizadas, no dominio da fregiiéncia,

foram implementas por Gaul e Plenge (1989) e Gaul et al. (1991).

Ainda no dominio da freqiiéncia, Rajapakse (1989) analisou o problema dinamico de placas
elasticas sobre um semi-espago isotrépico e visco-elastico. A assumiu que o contato entre o

meios era suave, baseando sua analise nos principios variacionais da elastodinamica.

Gaul et al. (1992), implementaram equacdes para comportamento visco-eldstico no
dominio do tempo. Utilizando o principio da correspondéncia, converteram as solucdes

fundamentais elasticas de Stokes.

Gaul et al. (1992) apresentaram uma nova formulagio no dominio do tempo. A solucdo
fundamental de Stokes foi convertida em uma solugdio visco-elastica através do principio da
correspondéncia. Gaul et al. (1992) obtiveram a solucdio fundamental analiticamente através da
transformada inversa de Laplace, assim sintetizaram a solucéio fundamental visco-eldstica para o
modelo de Maxwell, ndo tendo sido obtida, ainda, uma solugiio visco-elastica geral. Gaul e seus
colaboradores desenvolveram algumas metodologias para sintetizar respostas transientes visco-
elasticas utilizando o MEC. Existem trés estratégias principais para obter essas respostas (Gaul,
L., Schanz, M., 1999). A primeira ¢ obtida por meio da transformacdo das equacgdes transientes
para o dominio de Laplace, com subsequente substitui¢io das equagdes constitutivas elésticas,
pelas suas correspondentes visco-elasticas através do principio da correspondéncia. O problema ¢
resolvido no dominio de Laplace e a solugdo transiente ¢ obtida pela inversio numérica de

Laplace.

Uma segunda estratégia 0 MEC ¢ formulado no dominio do tempo no qual cada para cada
passo de tempo os parametros constitutivos visco-elsticos sio determinados através do principio
da correspondéncia ¢ uma inversdo numérica das equacdes constitutivas dada pela transformada
de Laplace (Gaul, L., Schanz, M., 1997). A terceira metodologia de solucdio usa um conceito

chamado “quadrature convolution metohd” e foi aplicado por Schanz e Gaul para resolver



problemas transientes visco-elasticos em meios ilimitados e limitados (Gaul, L., Schanz, M.,
1999, Schanz, M., Antes, H. 1997a, Schanz, M., Antes, H. 1997b, Schanz, M. 1999). Gaul ¢ seus
colaboradores também desenvolveram a abordagem por derivadas fracionais para descrever as
equagbes constitutivas visco-eldsticas no dominio de Laplace. Esta abordagem permite um
melhor ajuste, com um menor numero de pardmetros, dos modulos visco-elasticos de

armazenamento e perda (Gaul, L., Schanz, M., 1997).

Xie et al. (1989) desenvolveram uma formulacido para o MEC em problemas da visco-
elastodinamica, utilizando equagdes constitutivas com operadores fracionais. Analisaram a
resposta transiente de uma coluna visco-elastica e compararam os resultados com experimento

laboratorial.

As fundacdes rigidas de superficie para estado plano de tensio sobre meio visco-elastico
foram tratadas por Mesquita ¢ Romanini (1992), no dominio da freqliéncia e utilizando
constantes das equagdes constitutivas (Lamé) complexas para incorporar o amortecimento do

meio.

Estudos para resposta a excitagdo sismica de cascas cilindricas imersas enterradas em solo
visco-elastico e estratificado foram realizados por Luco e Barros (94). O modelo foi tratado

tridimensionalmente. A formulagéo utilizada foi desenvolvida no dominio da freqii€ncia.

Levando em conta resultados experimentais que mostravam que os modelos até entdo
utilizados n3o correspondiam 2 realidade em uma grande faixa de freqiiéncias, Dineva et al.
(1991) estudaram o problema da propagacdo de ondas e meios estratificados néo elésticos atraves
do MEC. Utilizaram, objetivando maior fidelidade com a realidade, o modelo de Maxwell —

Gourevich para descrever os processos fisicos do solo.

O estudo de fundagdes engastadas, enterradas, traz dificuldades analiticas e aumenta a
necessidade de recursos computacionais para obtencZo de resultados, o que limitava as analises a
problemas de geometria simples. Betti e Abdel — Ghaffar (1994) estudaram o problema para
fundacdes engastadas de geometria arbitraria em meios visco-elasticos no dominio da freqiiéncia

em trés dimensdes, utilizando o substructure deletion method.



O estudo de fundagdes rigidas, para estado plano de tensdo, de secdo transversal semi-
circular, enterradas em meio visco-elastico estratificado, submetidas a forgas externas harmonicas

e ainda a ondas P, SV, SH, foi realizado por Barros e Luco (1995).

Tratando da isotropia transversal, podem ser citados os trabalhos de Seale et al. (1989),
estudo de cargas pontuais em meios transversalmente anisotrépicos e estratificados; Kausel e
Seale (1990), estudo de meios estratificados transversalmente anisotropicos submetidos a
carregamentos dindmicos; Rajapakse e Wang (1991, 1993), obtiveram solugdes para os
deslocamentos e tensdes devido a cargas aplicadas no interior de um semi-espac¢o, posteriormente
obtendo as respostas para cargas axialmente simétricas. A seguir, Wang e Rajapakse (1991)
aplicaram estas solu¢Ses na analise de fundagdes rigidas embutidas no meio transversalmente
isotropico, empregando a formulacio indireta do MEC. Wang e Rajapakse (1992) apresentaram

fungBes de Green axisimétricas elasticas para semi-espagos isotropicos.

Com excecdo dos trabalhos de Manolis e Beskos, 1981, e Capello Sousa, 1999, todos os
trabalhos, tratando de problemas transientes, apresentaram a formulacgio diretamente no dominio
do tempo. Essa op¢do, adotada pela maior parte dos pesquisadores, vislumbra o tratamento futuro
de problemas néo lineares. Infelizmente os avancos, no sentido de gerar modelos mais realistas
de solo, ndo foram possiveis. Os fatores que mais limitam o desenvolvimento de formulagdes
transientes, s&o a complexidade matematica, principalmente a integracdo de funcdes singulares, e
indisponibilidade de fungdes de Green e solugdes fundamentais transientes para os problemas

mais complexos.
1.3 Objetivos e organizac¢io do trabalho

Este trabalho tem como objetivo principal a sintese de fungbes de Green e Influéncia
transientes a partir das solugdes estacionarias, assim como o estudo das fundagdes rigidas de
superficie submetidas & excitagdo transiente. Nesse trabalho, os procedimentos sio limitados ao

estudo de meios visco-elasticos isotropicos.

No capitulo 2, é apresentada a resolugfio do problema de valor de contorno de tensio
estacionario regido pelas equagdes de Navier, a partir da qual ¢ possivel obter as funcdes de

Green para o meio visco-elastico isotrépico. Sao descritas as metodologias para insercdo do
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amortecimento a partir das constantes de Lamé e os modelos lineares de amortecimento sio
estudados nos capitulos seguintes. E apresentada uma rapida discussio sobre o efeito do modelo
de amortecimento nas respostas do sistema, uma vez que modelos inadequados podem gerar nio

causalidade nas respostas transientes.

No capitulo 3, € feita uma revisio dos conceitos envolvidos nas séries de Fourier; sio
deduzidas as integrais de Fourier e as transformadas discretas. Uma revisdo de sistemas lineares ¢
apresentada, na qual serdo estudadas as func¢des de resposta em freqgiiéncia e resposta ao impulso,
além da relagdo entre elas e da resposta do sistema a excitagdes arbitrarias. Os diversos
procedimentos apresentados sdo elucidados com auxilio de exemplos numéricos realizados com

um sistema massa-mola amortecido.

Ao longo do capitulo 4, sio apresentadas as metodologias que envolvem a obtengo
numérica de fungbes de Green e Influéncia. SZo apresentados os resultados para varios
amortecimentos € excitagdes. Os resultados para fungdes de Green sdo comparados aqueles

apresentados por Guan e Novak (1992).

No capitulo 5, s@o estudadas as fundacgdes rigidas e apresentadas duas formulagdes que
permitem a obten¢@o da resposta transiente. Inicialmente a fundag@io é modelada no dominio da
freqiiéncia com e sem efeitos de inércia: a resposta transiente ¢ obtida com a transformag@o da
funcio de resposta em freqiiéncia. Os resultados s3o validados por comparacio com os
apresentados por Spyrakos e Beskos (1986) e Spyrakos e Antes (1986). Em seguida, ¢
apresentada uma formulagiic no dominio do tempo, na qual s3o utilizadas as funcgdes de
Influéncia sintetizadas numericamente no capitulo 4. Essa formulac@o transiente deve permitir a

introducdo, no futuro, do contato entre fundacio e solo.

No capitulo 6, € apresentada a concluséo e serdo propostos trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Funcdes de Green e Influéncia Estacionarias

2.1 Definiciio do Problema Visco-elastodinimico

O método dos elementos de contorno (MEC) requer, para sua solug@o, o uso de um estado
auxiliar: as chamadas solugdes fundamentais, que sdo funcdes de Green para problemas
generalizados, desenvolvidas para espagos infinitos ou semi infinitos. E possivel aplicar o método
de elementos de contorno com o uso tanto das solugdes fundamentais, quanto das fungdes de
Green que representam meios especificos. A vantagem do uso de fungdes de Green € embutir, em
sua formulag?o, as condi¢des de contorno, como a existéncia de uma superficie livre, a presenca
de um leito rigido, ou ainda multicamadas. Essa consideragfio das condi¢des de contorno, ja na
formulacio da funcdo de Green, elimina a necessidade de discretizar a superficie, sendo
necessaria somente a discretizacdo dos elementos que compdem a estrutura analisada. Quando se
aplica o método de elementos de contorno com uso das solugdes fundamentais, que ndo levam
em conta condicdes de contorno especificas, requer-se a discretizacdo das superficies do
problema, além da discretiza¢do da estrutura que seré analisada. Deve-se salientar que os custos,

para desenvolver fungdes de Green para problemas especificos, sdo relativamente elevados.

Os esforgos, no desenvolvimento de fungdes de Green, sio recompensados pela maior
precisdo nos resultados e tempos computacionais necessarios para lidar com os problemas para os
quais foram formuladas (Richter, 1997). As fun¢des de Green costumam considerar cargas

concentradas; no caso das cargas distribuidas sdo chamadas de func¢des de Influéncia.

Nos problemas dinidmicos de interacdo solo-estrutura (DSSI, dynamic soil-structure

interaction), o solo costuma ser modelado com um semi-espago elastico (Gazetas, 1983). Essa

13



considerag@o possibilita a geracio de funcdes de Green e Influéncia que considerem a superficie
livre e suas condigdes de contorno. Ao se considerar o semi-espago como sendo eléstico, nio é
obtida uma representagio real do solo, que tem a capacidade de dissipar a energia das ondas que
por ele se propagam. As caracteristicas de amortecimento dependem do tipo de solo analisado
(Haupt, 1986). Trabalhos precedentes (Mesquita Neto, 1989) geraram fun¢des de Influéneia
estaclonarias para meios visco-elasticos, de modo que fosse possivel introduzir qualquer modelo
de amortecimento material linear, além de permitir a inclusio de coeficientes de amortecimento
obtidos experimentalmente. Modelos de amortecimento ¢ as relagdes para fatores de dissipagiio
medidos podem ser obtidos na literatura, podendo ser citados o livro de Kolsky, 1963 e o trabalho

de Gaul, 1987.

0.16 1] ' L] ' ’ L] i l ¥
014 : Histeresi Constante . ':
] - Kelvin-Voigh T
0.12 -] - -% - Rampa ,,/’ i
0.10 4 P -
2 008+ el .
0.06 i -
R HH KKK KKK KKK KKK
0.04 - - w* -
B P E
0.02 x/x/’( i
4 * i
0.00 ef)( . . : . . . : ' ' . "
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 2.1 — Modelos de amortecimento adotados nos problemas da dissertagio.

A obteng@o dos fatores de amortecimento em fungio da freqiiéncia através de experimentos
foge ao escopo deste trabalho. Portanto, serdio analisados, nesta dissertacdo, trés modelos de
amortecimento além da variagdo dos coeficientes sobre as respostas obtidas para as func¢des de
Green, Influéncia e fundagdes rigidas de superficie. Serdo aplicados os modelos de
amortecimento histerético constante, de Kelvin-Voigt ¢ um modelo de rampa que combina os
dois anteriores. Os modelos de amortecimento, em func3o da freqiiéncia, sio ilustrados na figura

2.1. O modelo de Kelvin-Voigt varia linearmente com a freqiiéncia, o que gera um grande
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amortecimento nas altas freqiiéncias (Findley et al., 1989). N&o causalidades foram relacionadas
ao modelo com coeficiente de dissipacdo constante ao longo da fregiiéncia, quando geradas as
respostas transientes (Crandall, 1970). Scanlan, 1970, mencionou que a natureza € causal e

modelos realistas de amortecimento geram respostas causais.

Os problemas tratados, neste trabalho, lidam com meios visco-elasticos homogéneos e
continuos. Para a andlise de fundac¢des rigidas de superficie no capitulo 5, € aplicado o principio
da superposicdo das fun¢Ses de Influéncia. Detalhes dessas formulagbes podem ser encontrados

nos trabalhos de Banerjee, 1981, Christensen, 1982.

A partir das equagdes da teoria da elasticidade linear, podem ser obtidas as relagbes que
definem o problema de valor de contorno em tensfo visco-elastico linear, que nada mais € que
uma generalizacdo do problema elastico. Para isto, sdo incluidas propriedades do meio, as quais
representam a dissipag@o de energia causada pelo amortecimento material do meio tratado. Nas
formulagdes estaciondrias, isso pode ser feito com aplicaciio do principio da correspondéncia
(Findley et al., 1989), no qual sfo substituidas as equa¢des constitutivas elasticas por equagdes
constitutivas visco-elasticas. O problema visco-elastodindmico € definido pelas equagdes de
equilibrio dinamico, condi¢des de contorno e condic¢des iniciais do problema. A equacdo para

equilibrio de tensGes ¢ dada por,

oy, + fi = pu, em Qx[0,T], 2.1
as condi¢des de contorno sdo dadas por,

u;=q; em L4 x [0,T], (2.2)
ti=oy.n=h; em I'y x [0,T], (2.3)

as condicdes iniciais sdo dadas como sendo,

uizuoi , (2.4)
U, =ty (2.5)
sendo,
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- oy o tensor de tensdes;

- f: as forgas de corpo por unidade de volume;

- n; o vetor normal ao contorno I}

- g, h; os deslocamentos e tragdes especificadas ao longo do contorno;

- padensidade de massa do meio;

- u;y a aceleragdo, ou derivada segunda dos deslocamentos em relacdio ao tempo e

- Ui, U, as condi¢Bes iniciais de deslocamento e velocidade, em #=0.

Uma vez definido o problema elastodinimico, resta apenas definir a equagfio constitutiva

elastica,

0; =Chy, (2.6)
na qual:

- Cyu representa o tensor constitutivo elastica do material e

- &y € o tensor de deformagdes.

Com excecdo da equacio (2.6) que relaciona tensio e deformaco, todas as outras relacdes

podem ser definidas para o problema visco-elastico. A equagio constitutiva, para tratar o meio

visco-elastico, pode ser definida por,
Gij(z): _’.Gijld (t”T)'a_%k{(l)dfa 2.7)
—c L

sendo Gyu(t-o) a definicdo do moédulo de relaxagio visco-elastica dependente do tempo,

caracterizando o problema visco-elastico.

A relagio constitutiva pode ser redefinida de outra forma (Cristensen, 1982),
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o, )=, jz ( %u(0) ;1 +2jy ?G(G)da, 2.8)

na qual A(-7) e p(7-7) sdo as fungSes de relaxacio e J; € o delta de Kronecker.

Para obter a equacio de equilibrio dinamico em fun¢do do vetor de deslocamentos u;, deve-
se recorrer a teoria da elasticidade linear. Assim é possivel definir a relagio deformacio-

deslocamento,
2¢,(z)=u, ; () —u,,(2). (2.9)

Substituindo a relagdo constitutiva definida na equagfio (2.8) e a relagio deformacio-
deslocamento da equacdo (2.9) na equagdo de equilibrio do problema visco-elastico (2.1), obtém-
se a definicdo do problema de equilibrio dindmico do meio visco-elastico em func¢do dos

deslocamentos,

[y T LN @10

~a0

A equacdo apresentada em (2.10) representa o problema visco-elastico transiente. Na
formulacdo das fungdes de Green e Influéncia, uma série de complicagdes matematicas
dificultam as tentativas de obter as fung¢Ses transientes. Nesses casos, recorre-se 4 formulagio do
problema em regime estacionario, o que pode ser observado nos trabalhos de Mesquita Neto
(1989), Almeida Barros (1997), Barros (2001).

Na formulag@o estacionaria, ¢ assumido que as forgas de corpo e as condi¢des de contorno

sio harmoOnicas no tempo, isto €,
fi(x2)= f; -explion). @.11)

Em sistemas lineares, a resposta tende a possuir o0 mesmo comportamento das excitagdes as
quais ¢ submetido. Portanto, uma excitagdo harménica, no tempo, correspondera a uma resposta
também harmdnica (Newland, 1993). Assim sendo, uma resposta, que tecnicamente é dada no

tempo, pode ser observada através da variac@o da freqiiéncia da excitacfio, ou seja, é obtida uma
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funcdo de resposta em freqiiéncia (FRF) do sistema. A aplicacio de uma carga harmoénica gera,

portanto, as respostas de comportamento estacionario do sistema, na forma:
u,(x,1) =7, - expliar). (2.12)

Para efetuar a transicio do problema transiente para o estacionario, aplica-se a
transformada de Fourier. Utilizando a transformada de Fourier sobre a equaciio de equilibrio

(2.10), obtém-se a equac&o de equilibrio dindmico em regime estacionario, que possui a forma:
7 (Zm){[zﬂ + [ﬂ’* (ia))+ p (ia))bk,ki + f; =—pw’i,, (2.13)

sendo as func¢des de relaxacdio complexas, definidas como:

1 (i) = ull+in, (@)); 2.14)
A liw)= 21 +in, (@)); (2.15)
sendo:

- A e usio as constantes de Lamé definidas na teoria da elasticidade;
- na(®) e nu(w) séo os coeficientes de amortecimento do meio, dependentes da freqiiéncia.

E possivel estabelecer um principio de correspondéncia para aproximar a descri¢io do
mecanismo de amortecimento material em um sélido eléstico (Findley, 1989). A aplicagio deste
principio consiste na substituigio das constantes de Lamé elasticas 1 e M por constantes
complexas no dominio da freqiiéncia, como ficou demostrado nas equagdes (2.14) e (2.15). A
componente real dessas equagdes fornece as informagdes do comportamento elastico do sistema,

€ a componente imaginaria, a dissipa¢io da energia devida ao amortecimento do meio.
2.2 Fungdes de Green e Influéncia — Propagacio em Meio Visco-elastico

Fungdes de Green podem ser obtidas como solugdes para o problemas de valor de contorno

em tensdo. A seguir, sera apresentada a solugfio obtida por Mesquita Neto (1989) para o semi-
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espago visco-elastico com carga distribuida harmoénica aplicada sobre a superficie livre, como na

figura 2.2.

o exp(ia)t) o, exp(iwt)

oV

J,v \A A

il 4
I
.
»

\ ¥4 v %v
Wz X

Figura 2.2 — Carregamento normal e tangencial na superficie do semi-espaco.

Considerando a excitacdo harmoénica, ¢ obtida a resposta em deslocamento também na

forma harmonica,
ui(x,t) =1u,- exp(ia)t),

neste caso, como foi mostrado anteriormente, a equagdo de equilibrio para o problema dinamico

estacionario, ou equacdo de Navier ¢ dada por,
p o, ; + [f(z’co)—r y*(ico)k?k,k,. + f, = —po’l,.

As condig¢des de contorno s3o definidas para carga vertical,

(= 0)={ S, (2.18)
Toms 2= 1) = O;x|>a :

e para carga horizontal,

_ L —Efzx;‘xISa

O-ozx(xVZ_O)— O, x}>a (219)
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Deve ser levada em conta ainda a condigio de amortecimento geometrico ou de
Sommerfeld, ou seja, ndo existe energia retornando em direcéio a fonte. As etapas para solugio do
problema sdo claramente apresentadas nos trabalhos de Mesquita Neto (1989) e Romanini
(1995). Em problemas de propagagdo de ondas no solo, é comum representar as propriedades do
meio em func@o das velocidades de propagacio das ondas de pressdo (dilatacdo) C, e das ondas

de cisalhamento C;. Essas velocidades s3io funcio das propriedades do meio, € no caso do meio

visco-elastico sdo dadas por:

2 A +2u

cr=T (2.20)
Je)

2

=L (2.21)
o

Além das velocidades, sio definidos os nimeros complexos de onda, dadas por:

2

k=2, (2.22)
G

=2 (2.23)
C;

Com a utilizagdo das constantes definidas acima, sio obtidas as fungSes de flexibilidade

para o problema tratado. As fungdes de flexibilidade para o carregamento vertical s3o dadas por:

0‘1( )
H,.(8)= FG) ﬁ) (2.24)

7,(p)=" il +0i2 )( ﬂia‘%]; (2.25)

e para o carregamento horizontal, tem-se:

H,(p)= g—ziﬁé-(-%-“) (2.26)
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[(/)’ +a2) 2a1a2]
#'F,,(B)

H, _(p)=- ; (2.27)

sendo os nimeros de onda a; € a dados por:

o =B -k"; (2.28)
o =B -k (2.29)

Fqy € a fungio de freqiiéncia de Rayleigh, e € dada por:

F,(B)= [2,6’ —k, }z ~4p%aa,. (2.30)

As solu¢des finais que fornecem os deslocamentos vertical e horizontal estacionarios para
os carregamentos vertical e horizontal aplicados na superficie do semi-espago visco-eléstico, sdo

respectivamente,

W (x)= %y THW (B)sen(e) exp(ifx)dp ; (2.31)

7 ) ; : T A, (ﬂ)sen(ﬂa) explif)dp (2.32)

-0
com p=x,z.

O estudo de fundacgdes rigidas de superficie assentadas sobre o semi-espago visco-elastico
foi apresentado por Mesquita Neto (1989). Em seu trabalho, foram sintetizadas as fungbes de
influéncia estacionarias 2D (equagdes (2.31) e (2.32)) e 3D, considerando a excitagdo aplicada
sobre a superficie livre. A extensdo da formulagio para a andlise de fundacOes enterradas foi
apresentada por Romanini (1995) que sintetizou fungdes de influéncia 2D, considerando a
excitagio no interior do semi-espago. Essa nova formulagdo possibilitou a consideragido de

estratificacdo horizontal.
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As formulagbes anteriores ainda nfio representam a grande maioria dos solos. Um novo
passo no sentido de obter maior realismo na representacio das propriedades do solo foi dado por
Almeida Barros (1997). Em sua tese de doutoramento, formulou as fun¢des de Green (carga
concentrada) e influéncia (carga distribuida), para as cargas aplicadas tanto na superficie do semi-
espago, quanto no interior, assim como a formulagio dessas fungdes para o interior do espago
completo, considerando o meio com anisotropia. As formulacdes adotaram o estado plano de
tensGes e regime estacionario. Essas funcdes foram empregadas na analise de fundagdes rigidas
de superficie, engastadas e enterradas. Barros (2001) apresentou formulagdes para o estudo de

meios estratificados multicamadas e solo apoiado em leito rigido.

O dominio das formulagdes estacionarias representando mais realisticamente o solo, bem
como dos metodos numeéricos para sua obtencio, permitem uma grande gama de simulacdes.

Infelizmente permanecem limitadas a excitacdes harménicas.

Ao longo dos capitulos seguintes, serd apresentada uma metodologia para geracio de

respostas transientes devido a cargas arbitrérias, como pulsos, degraus, etc.
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Capitulo 3

Elementos da FFT e IFFT, Sistemas Lineares

3.1 Imtroducio

Neste capitulo, sdo apresentadas a série de Fourier, as deducdes para obtengio do par de

transformadas de Fourier, as transformadas discretas e a transformada rapida de Fourier.

Posteriormente, faz-se uma rapida introdugiio aos sistemas lineares, a resposta em
freqiiéncia, a resposta ao impulso, e metodologias para obtenc@o de respostas as excitagdes
arbitrarias com uso das transformadas de Fourier ou por intermédio da integral de convolugio. O
exemplo numérico € aplicado em um sistema massa-mola amortecido, no qual s3o analisados os
efeitos de freqiiéncia de amostragem ¢ da quantidade de pontos de discretizagdo no sinal

transitério.
3.2 Analise de Fourier, Série e Transformadas

E possivel descrever um sinal periédico no tempo, x(t), com periodo T, através de uma

série trigonométrica, conhecida como série de Fourier, que possui a forma:
2nt 4t 2t 47t
x(t)=a,+a, cos—~];-+ a, cos—]—;+ ..t b sen—]—;- +b,sen—+..,

que pode ser escrita na forma compacta como:

k=1

= 2k
x(t)=a0+2(ak cos———-]-?z-+bk sengz;—@), (3.1)
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sendo as constantes de Fourier, a,, a; € by, definidas pelas integrais:

1 %
a, == [x()dt,
Ty
A
2t
a, =—2— jx(t) cos dt, (3.2)
T
A
b =2 [ 2@ sen 2k
A
comk=>1.

As integrais sdo definidas sobre o periodo T; as constantes, na forma das equacdes (3.2),
sdo apresentadas em Newland (1993), ja Bendat e Piersol (1980) apresentam a integral definida

de 0 a T. Nao existe diferenca nos resultados das duas apresentacOes, sendo meramente uma

questdo de notagio matematica.

O termo ay ¢ a média do sinal ao longo do periodo de anélise. A série de Fourier apresenta

convergéncia em grande parte das aplicagdes de engenharia. No caso de fungSes descontinuas, a

série fornece o valor médio de x(t) na descontinuidade.

Assumindo que o valor médio de x(t) seja nulo, entfio de acordo com a primeira integral das

equagdes em (3.2), 25=0. J& os valores de a € by sio geralmente diferentes de zero.

Para cada valor ay e by existe uma freqiiéncia, dada por:

0, = s, 2 2 2T 33
o, = (33)

que € a freqii€ncia da késima harménica. O passo entre duas harménicas ¢ dado por

2z 2 Aow
Aw=—= —
T T

T

(3.4)
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Analisando a equacgdo (3.4), nota-se que, para grandes periodos, sio obtidos pequenos
passos em freqiiéncia. No limite, quando o periodo T tende a infinito, o passo tende a zero, € os
coeficientes da série estardo muito proximos. A partir desta consideracio, a série deixa de
representar um sinal periddico, e ndo € mais possivel a analise na forma discreta. Entretanto, é
possivel obter uma forma integral. Substituindo as equagdes integrais dos coeficientes da série

apresentadas na equacdo (3.2) na equagdo (3.1), que define a série, e assumindo que o valor

médio de x(t) seja nulo, ou seja a;=0, obtém-se:

x(t) = Z{% fé x(t) cos%@dt}cos%kt— + ; {-327-; fé x(¢) senzfj—[ﬁt—dz} seng—?— . (3.5)

Considerando a equacio (3.3) e ainda a equacio (3.4), reescrita de modo a obter 2/T, e

substituindo na equacdo (3.5), x(t) pode ser escrito como:
x([) — Z{ﬁa_). fé x(l‘) cos a)ktd[} cosw,t +Z {éﬁ fA x([) sen a)ktdt} senw,?,
= L7 4 el U AR

quando se faz o limite T, Awo—dw, a somatdria passa para a forma integral com limites © = 0

e ® = oo, de modo que

8

x(t) = 0]' g%q{ c}x(t) cos a)tdt}cos ot +

w=0

d_cq{ Ix(z) sen cozdt} sen ot ,
o w=0 7

-0

definindo ainda,

Alw) = fw x(t)cosawrdt

(3.6)
B(w)= [ x(t)senwtdt,
chega-se finalmente a transformada de Fourier de x(t),
x(t) = L fA(a)) cos wtdt +—1- f B(w)sen wrdt . 3.7
7 7

E possivel escrever a equacio (3.7) na forma complexa, definindo X(w) como:
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X(w)= Alo)+iB(w), (3.8)
e com o uso da formula de Euler:
e’ =cos@ +isené, (3.9)

considerando ainda que 4(®) ¢ uma fungdo par de w e que B(w) é uma funcio impar de @, uma
vez que, com alteragdo do sinal de @ em ambas funcdes, 4(w) mantém o mesmo resultado,

enquanto B(w) muda de sinal. E possivel mostrar que A(w)coswt e B(w)senawx sdo fungdes pares.

Considerando as propriedades de A(w) e B(w), e sabendo que senwt € impar, e

conseqlientemente o produto 4(w)senar é impar, ¢ permitida a considerago a seguir:

1 Alw)senotdo =0

2 = (3.10)

L B(w)cosatdw = 0.
2 -

Reescrevendo a integral da equagio (3.7) com os limites alterados €, conseqlientemente,

inserindo o divisor dois para manter a resposta inalterada, obtém-se:

1 1

1)=—| A(w)coswtdt+— | B(w)senwrd:. 3.11
x(0) =2 [ 4@) —[B@) (3.11)
A 1déia de freqiiéncias negativas ¢ meramente um artificio mateméatico que auxilia na

eliminagdo do fator de multiplicagdo dois. Somando as equaces (3.10) e (3.11), sem alterar o
valor final de x(t), chega-se em:
x() = ——1-{ f A(w)cos wrdt +f B(w)senwrdr +i f A(w)sen wrdt — i f B(w)cos cotdt}.

272- o 0 0 0

Agrupando os termos, tem-se:

x(t) = —2-1; EO {A(co)— iB(a))}{cos ot —isen zat}da) ,
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considerando as equagdes (3.7) e (3.8), determina-se a transformada complexa de Fourier de

X(w), também chamada de transformada inversa de Fourier,
1 iot
) == [ X(0)™do. (3.12)
2 = :

Para obter a transformada de Fourier de x(z), basta considerar as equagdes de (3.6)

substituidas na equacao (3.8),

X(w)= f x(t Ncos wt — i sen oot )dt

X(@)= [ x()e™ar. (3.13)

Nio existe unanimidade quanto a posi¢do do termo 1/27; muitos o adotam na transformada
de X(w), outros preferem manté-lo na transformada de x(z), e existem aqueles que preferem

172

manter o termo (1/2n) ' em ambas as transformadas (Newland, 1994). Bendat e Peirsol (1980)

definem a forma deduzida aqui como a mais usual para sinais periddicos. Para sinais aleatdrios, €

mais comum a forma com 1/2n na transformada de Fourier (Newland, 1994).

A analise de Fourier classica apresenta as condi¢des que x(z) deve respeitar para que a
formulacdo integral seja verdadeira, e exista X(w). Nas aplicacdes comuns em engenharia, €

necessario que,
c]!x(l]dt(w : (3.14)

3.3 Transformada Discreta de Fourier

Na pratica, a obteng¢do de sinais de periodo infinito, tanto em freqiiéncia quanto no tempo,
nfio € possivel. Para andlise da grande maioria dos sinais, ¢ utilizada uma parte discreta ao longo

de um periodo T, ou um espectro em freqliéncia.

Sabendo que a série de Fourier pode ser escrita na forma:
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x(2) = a, + 22(% cos 2];7& +b, seng—];—@}, (3.15)

k=1

€ sendo as constantes de Fourier obtidas pelas integrais:

7
a, =— |x(¢)dt
T

%

2km
a, = 1 J‘ x(t)cos dt (3.16)
T
%
b, = 1 J- x(t)sen 2kt dt
T

Substituindo as equagdes (3.16) em (3.15), obtém-se:

x(2) = Z {—;; f{;z x(t)cos g%kt- dt} cos -2—;@- +Z {EII’_ fé x(t)sen g—?—;ﬁ a’t} sen -'%gl—d—

e considerando que

4,(@) = [ x() cos—z—?ft—dt

B, (@)= [ x() senzj—%kt-dt

para definir a transformada discreta de Fourier, parte-se de

X, =4, —iB, =

X, = f {x(t) cos Z‘Tﬂ —x(t)isen g-?ft—}dz

—i2 ikt

X, = f x(t)e T dt

Assumindo ainda que exista uma série discretafx,}, 7 = 1,2,3..N, sendo t = rAt, e At = T, /N,

a integral pode ser reescrita, aproximadamente, como sendo um somatério
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N —i2nkt
X, =Zxre T At
r=1
% ~i2nkr
X, = Afore N

r=1

obtendo, finalmente, a forma discreta da transformada de Fourier,

X =L xe v . (3.17)
N

N _—
x, == XN (3.18)
T4

3.4 Transformada de Sinais Periodicos

O par de transformadas, apresentado nas equagdes (3.12) e (3.13), é valido quando
.ﬂx(t]dt(oo ;
entretanto, nio € possivel fazer medi¢des para -oo <t < o, sejam experimentais ou através do uso

de métodos numeéricos. E possivel eliminar esta restrigdo, utilizando fun¢des genéricas.

Assumindo que uma funcdo periddica, x(z) pode ser escrita por meio de uma série de

Fourier, dada pela equacg@o (3.15), e simplificada ao se considerar apenas a késima harmoénica:

2%
+b, sen—?ﬁ}. (3.19)

2kt
x(t) = Z(a , COS
A transformada de Fourier desta x(z) ¢ dada por

X(w)=(a, -ib )5(0)—“”} +(a, +ib )5(co+——-—j (3.20)

sendo &(@) o delta de Dirac.
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As partes real e imaginaria da transformada de Fourier da onda harménica (3.19) podem,
desse modo, ser representadas por um par de funcdes delta como as da equacio (3.20). Com a
extenso para as demais harménicas, podera ser observado que uma fungio penddica, x(z), pode

ser representada por uma série de fungdes delta de Dirac, como apresentado na fi gura 3.1.

E possivel demonstrar esse resultado matematicamente, estendendo a equagdo (3.20) a

todas as harm&nicas através de um somatdrio. Para isso, devem ser utilizadas ainda as defini¢Ges,
X, =a,—-ib, € (3.21)
X=X, =a, +ib,, (3.22)

de modo que a equacdo (3.20) pode ser generalizada para:
2 27k
X(@)=3 X&(@--}:—)- (3.23)

E possivel agora constatar que a transformada discreta de Fourier (DFT) de uma série

discreta no tempo {x,}, r = 1,2,3,...,N, resulta em um conjunto de coeficientes complexos:
X, =a,—ib,.
Nos casos em que {x,} representa um ciclo de uma funcdo periodica, x(z), os termos de

{Xi}sdo uma aproximagdio dos coeficientes de uma expansio em séric de Fourier de x(1).

Garantindo que x(?) seja uma funcio continua, a aproximagio dos termos pode ser cada vez mais

refinada pela redugio dos passos no tempo.
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Figura 3.1 — Componentes reais e imaginarios da transformada de Fourier de um sinal
periddico.

3.5 Transformada Rapida de Fourier — FFT

Ao aplicar diretamente a transformada discreta de Fourier apresentada na equagdo (3.17),

~ 12 7kr

Xk:_--]]-\;-ﬁ:x,e N s

r=1

sd3o necessarias N multiplicagdes complexas para cada valor de X;, ou seja, N multiplicagdes
complexas no total. Para o caso de N=1024, seriam necessarias 148.576 multiplicagSes

complexas, o que tornaria proibitiva a aplicago da transformada discreta de Fourier (DFT).

A transformada rapida de Fourier (FFT) é um meio de baixo custo computacional para
realizar a DFT. O algoritmo da FFT foi trazido de volta a luz, publicado por Cooley e Tukey em
1965, uma vez que ja havia sido estudado anteriormente [Hanning, 1987]. Foi uma das maiores
descobertas em métodos computacionais na segunda metade do século XX e permitiu que fossem

realizadas muitas andlises até entdio impossiveis devido aos altos custos computacionais da

31



transformada discreta aplicada diretamente. Com o uso da FFT, o ntmero de operagdes de
multiplicagdo complexa € reduzido para N log; N, ou seja, para o problema com N=1.024, sio
necessarias apenas 10.240 multiplicagdes complexas. O algoritmo original de Cooley-Tukey
necessita de que o numero de termos seja  N=2", com m inteiro, por isso € conhecido como
algoritmo de base dois. Algoritmos mais avangados j& permitem o uso de uma quantidade
qualquer de termos. O algoritmo de Cooley-Tukey e os demais sio largamente discutidos na

literatura, vide Newland (1993), Bergland (1969), Antoniou (1979), entre outros.

Os principais problemas que podem ocorrer, na utilizagdo da FFT, nfio sdo falhas
especificas do algoritmo e sim conseqiiéncias da transformada discreta de Fourier. Os problemas
mais comuns no uso da DFT costumam ser “aliasing”, ‘“leakage” [Bergland, 1969]. Esses
fendmenos sdc mais comuns nas analises, partindo de um sinal transiente para um sinal em

freqiiéncia.

O “aliasing” ocorre quando termos de alta fregiiéncia encobrem os termos de baixa
freqgiiéncia. Isso pode ser observado quando termos de alta e baixa freqiiéncia possuem pontos
em comum, como na figura 3.2. Esse fendmeno pode ser eliminado ao garantir que se esteja
trabalhando abaixo da freqiiéncia de Nyquist, que é dada como sendo a metade da freqliéncia de
amostragem. No caso dos problemas tratados neste trabalho, os resultados em freqiiéncia obtidos
e transformados com o uso da FFT possuem, como freqiiéncia maxima, a freqiiéncia de Nyquist.

Respostas em freqiiéncia acima dessa faixa nio precisam ser calculadas.

O problema de “leakage” ¢ inerente 3 transformada de Fourier de qualquer conjunto finito
de dados da resposta transiente. Um sinal no tempo tem apenas uma parte selecionada com
periodo, T, para ser transformada para o dominio da freqiiéncia, desconsiderando o que ocorreu
antes e apos o periodo selecionado; isso ¢ equivalente a aplicar um filtro retangular. Um coseno
no tempo, possui, como transformada continua, apenas um valor em freqiiéncia (delta de Dirac).
Entretanto, ao aplicar uma janela, e nio escolher apropriadamente a dimensio da janela, ou seja,
ndo representar corretamente um periodo do coseno, ocorreré o leakage, distorcendo o sinal em
freqliéncia, com a introdug@o de uma série de picos espurios (novos deltas de Dirac) em torno do
ponto principal. O leakage pode ser minimizado com o uso de janelas mais elaboradas que a
retangular, mais suaves no inicio e no final, como por exemplo,janelas de Hanning, Hamming,

Kaiser [Hamming, 1987].
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Figura 3.2 — Exemplo de como baixas freqiiéncias podem encobrir os termos de alta
freqiiéncia.

3.6 Resposta de Sistemas Lineares

Existem varias maneiras de definir as caracteristicas de resposta de um sistema qualquer,
que pode ser uma maquina, um edificio, uma fundag@o ou, ainda, um circuito elétrico. Qualquer
que seja o sistema, € assumido que existe um conjunto de entradas, também chamadas de
excitacdes x;(t), X2(t), Xa(t),... Xn(t) € um conjunto de saidas, ou respostas yi(t), y2(t), y3(t),... ya(t).
As entradas e saidas podem ser forcas, pressbes, deslocamentos, velocidades, aceleragdes,
tensdes e correntes elétricas, ou, ainda, a combinagdo dessas. Considerando sistemas lineares,

para os quais cada resposta pode ser relacionada as excitagdes por uma equagio diferencial linear

na forma
n n-1 d r =1
a 4 Ta, d .}1}1 +'"+al"&'+a0% =br£i+br—1i_?+"'+bléx‘}'+boxz +
todt” dt" dt ar dar’™” dt (3.24)

dsx7 ds—lx2
s =+ cs'l s—1
dr dt

dx2
+c Foet O —2+ Xy s
t
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se a equacdo ¢ linear, entdo, considerando que y; (¢} como a resposta as excitagdes x; (1), x» ),
X3 (t)... € ay; () a resposta as excitagdes x; (1), x2 (1), X3 (1),... entdo a resposta as excitacdes
combinadas x; (2)+ x; (1), x2 )+ X2 (1), x3 )+ x3 (2),... deve ser y; (t)+ y1 (). Assim, o principio
da superposi¢@o linear ¢ aplicavel. Os coeficientes a, b, ¢, ... embora possam ser fun¢des do
tempo, mas inicialmente serd considerado que sio constantes, ou seja, o sistema em vibragio
ndo tem variagBes de comportamento ou caracteristicas ao longo do tempo. O principio da
superposi¢do linear ¢ de grande importancia, uma vez que permite sejam analisadas as respostas a
cada excitagdo individualmente. No caso de sistemas com pequenos deslocamentos em relacio

aposi¢do de equilibrio estatico, pode ser feita a consideracio de linearidade.
3.7 Solucio Classica para Resposta de Sistemas Lineares

Se as equagbes de movimento para um sistema linear de parametros constantes podem ser
determinadas , entdo € possivel escrever uma equacio diferencial linear que relacione a entrada
x(t) com a resposta y(t) na forma:

n dn——l d dr dr—l
a —d-—X‘—+a y‘+...+a1-—z—1—+a0y]=b, A ad

n dtn n-1 dtn—l dt dtr r-1 dtr—]

dx
+...+b, ~6—1;‘~+b0x1. (3.25)

Para uma excitag@o x(?) e condigdes iniciais especificadas, essa equagdo pode ser resolvida
por métodos classicos a fim de obter a resposta y(z). Essa solucdo, no entanto, pode ser dificultada
por duas razdes principais. A primeira razio ¢ a dificuldade na obtencdo da equacdo (3.25) de
maneira direta, pois os dados podem ser inadequados ou as constantes a ¢ b podem ndo estar
facilmente disponiveis por meio de experimentos simples ou formulacdes matematicas fechadas.
Além disso mesmo que a equagio seja conhecida, para obter a resposta y(t) é necessario conhecer
x(t) em todo o periodo de estudo, o que no caso de vibragdes aleatérias, por exemplo, ndo seria
possivel (Newland, 1993). No caso de um modelo analitico, é possivel que a equagio nio possa
ser resolvida no dominio do tempo, como no caso de muitas das solucdes fundamentais de
elementos de contorno que possuem forma integro-diferencial. Nesses casos, em que nio se

consegue obter a solugdo da equacio (3.25), é necessaria a utilizacdo de outras alternativas.
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3.8 Método da Resposta em Freqiiéncia

Uma das alternativas vidveis para descrever e determinar as caracteristicas de um sistema
dinamico linear € obter sua resposta a uma excitagfio harmoénica. Assume-se que, para um sistema
ndo excitado, n3o existe resposta, o sistema estard dormente. Essa metodologia ndo pode ser
empregada em sistemas que possuam oscilagSes auto-excitadas: a isso se di o nome de sistemas
instaveis. Considerando-se uma excitacdo harmonica de amplitude constante com uma freqiiéncia

determinada:
x(t) = x,senax , (3.26)

de acordo com a equacdo (3.25), a resposta estacionaria também seria dada por uma onda
harmonica de amplitude constante, mesma freqiiéncia @ e um angulo de diferenca de fase ¢, de

modo que:
¥(2) = v, sen(wrt — ¢). (3.27)

As caracteristicas de transmissio (resposta em freqiiéncia) do sistema, definidas pelo
angulo de fase ¢ e pela razio entre as amplitudes da entrada e saida podem ser determinadas para

a freqiéncia @. Variando o de zero a infinito, é possivel determinar completamente as

caracteristicas dinamicas do sistema.

E comum, no estudo de vibragdes, utilizar nimeros complexos para agrupar as informacdes
de angulo de fase € razdio de amplitudes. A resultante ¢ chamada de fungdo de resposta em

freqiiéncia H(w), que € dada por:

H(w)= Alw)-iB(w), (3.28)
sendo:
E(@) =4+ B =2, (3.29)

e é possivel determinar o angulo de fase pela relagio:

35



Parte _imagindria _ B _
-Z-tangzi. (3.30)

Parte _real
Lembrando que:
e’ =cos@ +isenb,

pode-se rescrever a excitagio x(t), definida em (3.26), usando notagfio exponencial complexa, de

forma que:

x(t) = x, senwt = x, Im(e”‘” ), (3.31)

com resposta correspondente:

(@) = x, Im{H (@)™ }. (3.32)
Consequentemente para uma excitacfio

x(2) = x,e™, (3.33)

aplicada a um sistema linear provoca uma resposta do tipo:

¥(0) = H(w)x,e™ . (3.34)

3.9 Método da Resposta ao Impulso

A fun¢do H(w) define a resposta estacionaria de um sistema submetido a uma excitagdo
harménica; a medi¢do da resposta para diversos valores de @ define completamente as
caracteristicas dinamicas do sistema (Newland, 1993). Uma metodologia alternativa, para obter o
comportamento do sistema, ¢ a2 medi¢do da resposta transiente provocada por uma perturbac@o.

Através da medi¢do da reposta transiente do sistema até o retorno ao equilibrio estatico, permite

determinar as caracteristicas dinimicas do sistema.

Considerando uma excitagio de duragdio muito pequena, teoricamente nula, descrita com

auxilio do delta de Dirac:
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x(t) = 18@t), (3.35)

sendo ] um parametro constante com dimensdes [(x)(tempo)]. Caso x(?) represente uma forga,

descreve o impacto de um martelo, ou impulso de magnitude dada por:

[ xde=1 [ swar=1, (3.36)
sendo a unidade de 7 [forga]x[tempo].

Nio ¢ necessario que x(t) represente uma forca, pode representar qualquer tipo de
excita¢io, mantendo pardmetros adequados. A excitagdo é chamada de impulso unitario se / for
unitario. Respondendo a esta excitacio, o sistema repentinamente sai de seu estado de repouso e
gradualmente retorna ao equilibrio com a passagem do tempo. A resposta a um impulso aplicado

em ¢ = 0, ¢ chamada de funcdo de resposta ao impulso, A(2).
3.10 Relagio Entre a Resposta ao Impulso e a Resposta em Freqiiéncia

Assumindo que, tanto a fungio resposta em freqiiéncia, quanto a fungfo de resposta ao
impulso sdo capazes de fornecer as caracteristicas dindmicas de um sistema linear, deve ser
possivel obter uma a partir da outra. Isso ¢ feito através da transformada de Fourier que permite a

transic@o da resposta ao impulso para a resposta em freqiiéncia e vice-versa.

Para sistemas estaveis, que estdo em repouso antes de sofrerem a excitagdo e retornam ao

repouso apos a aplicagio de impulso (delta de Dirac), sabe-se que:
f |(e)|dt < oo, (3.37)

sendo, portanto, possivel aplicar a transformada de Fourier na excitagfo impulsiva x()=4(¢) € na

resposta transiente y(z)=h(t), obtendo:

X(0)= [ x@e™di = [ s@eat, (3.38)
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Y(@)= [ y@ye™de= [ h@)e™ds. (3.39)
Expandindo a equagio (3.38), obtém-se:
X(co): f 5(1)005601dl‘~if O(t)ysenwtdr =1. (3.40)

Sabendo que um sistema linear submetido a uma excitaciio estacionsria de freqiiéncia ,
tem como resposta uma saida estaciondria harménica com mesma freqiiéncia, é razoavel assumir
que uma entrada X(@)dw, na faixa o até w+dw, tera correspondéncia na saida Y(w)dw na mesma

faixa. Submetendo o sistema a uma excitago x(#) como a definida a seguir:

x(2) = X (w)dwe™ (3.41)

€ obtida como resposta, a saida harménica:

y(t) = Y(0)dowe™ . (3.42)
Com auxilio das equagdes (3.33) e (3.34), a resposta do sistema pode ser escrita como:

¥(2) = H(w)X (w)dwe™

que, comparada com a equagio (3.42), leva a:

Y(0)= H(o)X (). (3.43)

Aplicando os resultados das equagdes (3.39) e (3.40) em (3.43), chega-se a:
[ e dt = H(w) 1 H(w)= [ nwye™ar, (3.44)

que apresenta a relagio entre a resposta estacionaria do sistema e a sua resposta ao impulso. A
transformada inversa /(¢) permite a obtengfio da resposta ao impulso a partir da resposta

estacionaria:

1 :
Wt)=— | H(w)e'dt. 3.45
0)=5-[ H@) (3.45)
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3.11 Resposta do Sistema Linear a uma Excitaciio Arbitraria

A resposta do sistema a uma excitagio arbitraria pode ser obtida pela relacdo
Y(w)=H(®w)X(w). A implementacdio numérica desse procedimento é muito simples, bastando
utilizar os procedimentos de DFT e IDFT. A excitagio pode ser definida no dominio do tempo e
transformada para freqiiéncia, sendo multiplicada pela funcio de resposta em freqiiéncia, o que
gera a resposta estaciondria do sistema aquela excitagfio. Para obtengfio da resposta transiente

basta, aplicar a transformada inversa.

Analiticamente a obtengio de y(#), conhecendo um x(?) e a resposta em freqiiéncia, pode ser

obtida por:
() = —— [ H(w){f x(z)e"”’dz}e*“*”dw. (3.46)
27 ©

Resolver a integral em o, pode ser extremamente dificil em alguns casos, de modo que ¢

necessaria uma outra abordagem.

Uma maneira alternativa é a aplicagdio da resposta ao impulso, %(z). Para um impulso
aplicado em 7=0, a resposta do sistema em um instante #, ¢ dada por /(z), entdo h(t-7) € a resposta
em um instante 7, devida a um impulso em um instante 7, isto ¢, apés uma variagio de tempo 7-7.
Para uma fung8o c(t) de forma arbitraria, composta por uma série de impulsos, na qual o impulso
aplicado entre 7 e 7 + dr, possui magnitude c(7)dz, a resposta em um instante 7 qualquer, a essa
excitagdo, € a fragdo ¢(7)d7/I da resposta a um impulso unitario em 7=r, que ¢ dada por A(t-7). A
contribui¢@io, na resposta total no tempo ¢, é dada por A(t-7)c(7)dz. Aplicando o conceito de
superposicdo dos sistemas lineares, € possivel obter a resposta y(#) em ¢, devido as respostas a
cada impulso individual desde 7=-co. Para tanto, aplica-se a integragiio de x(7)dr de -co até ¢, de

modo que a resposta x(z) ¢ dada por:
y@) = [_h@-1)e(@)dr, (3.47)

que ¢ a integral de convolugao de 4(?) e c(2), que, no dominio da freqiiéncia, é uma multiplicag3o.
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3.12 Resulitados Numéricos

Para analisar as equagdes obtidas para a transformada discreta de Fourier, foi estudado um
sistema de um grau de liberdade, do tipo massa — mola — amortecedor, apresentado na figura 3.3,

regido pela equacdo diferencial
mi+cox+hkx= f(1). (3.48)
A equag@o analitica, para determinar a resposta em freqliéncia deste sistema, é dada por

1

H@)= ———
(@) k—o’m+ioc

(3.49)
sendo & a rigidez do sistema, m a massa, e ¢ o coeficiente de amortecimento. Nas analises
realizadas a seguir, k ¢ m foram considerados como sendo unitarios, € ¢=0,2Ns/m. Em uma
primeira analise, foi obtida a fun¢fio de resposta ao impulso com o auxilio do algoritmo de
transformada réapida inversa de Fourier (IFFT). Os resultados podem ser observados na figura 3.4,
foi utilizada uma freqiiéncia de amostragem @r = 32,044 rad/s, 512 termos e um delta,
Aw=0,0628 rad/s. A fungio de resposta ao impulso obtida possui um tempo de amostragem de

100 s, com At = 0,09765625 s.

K LJC

Figura 3.3 — Sistema massa-mola-amortecedor.

Nas sessbes anteriores, foram apresentadas as relacbes entre tempo e freqiiéncia,

novamente apresentadas aqui:

27k 27N 2« 27
O =— D> Wy =———=— > A = —
T T Af w
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Aw = 2 -1 = 27 ,
T Aw

nota-se, por meio dessas equagdes, que € possivel uma melhoria na resolugio no tempo com o
aumento da freqiiéncia final, além de ser possivel aumentar o tempo de amostragem através de
uma reducdo do passo em freqiiéncia. Para verificagiio dessas possibilidades foram realizadas
duas analises. Inicialmente, para verificar o efeito da reducdo de Aw, fixou-se a freqiiéncia
maxima de 128,68 rad/s. O niimero de termos em freqiiéncia variou com N=2", n=9, 10, 11 e 12,
obtendo, assim, os seguintes valores para tempos de amostragem: #,= 25 s, 50 s, 100 s, 200 s. O
valor de At permaneceu constante em todas as analises, pois nfio houve mudanca na freqiiéncia
final. Os resultados sio apresentados na figura 3.5. Nota-se inexistir mudanga no comportamento
para os tempos iniciais, havendo apenas um aumento do tempo de amostragem devido a redugio
do passo em freqiiéncia. O niimero de termos influi também na convergéncia da resposta, como

pode ser observado na figura 3.6.

Em uma segunda andlise, 4w foi mantido constante, e aumentou-se niimero de termos
(quantidade de pontos em freqiiéncia), com a introdug@o de zeros, aumentando assim a fregiiéncia
final @y, e reduzindo o passo no tempo Az, o que possibilita obter uma resposta mais suave. Os
resultados para essa analise, adotando Aw=0,126, e utilizando N=2", para n = 9,10,11,12, podem
ser observados nas figuras 3.7 ¢ 3.8. A resposta ao longo do tempo ndo ¢ alterada; ocorre uma
suavizagdo da resposta através da introdugdo de novos termos, devido a redugdo no 4z, que é
conseqiiéncia do aumento da freqiiéncia final do sinal que sofre transformada inversa Fourier. A
resposta de fun¢do em freqiiéncia, em todos os casos, foi calculada para os primeiros 512 termos;

os demais foram preenchidos com zeros.
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Deslocamento(t)

Figura 3.4 - Fung@o de resposta ao impulso obtida através da IFFT resposta em freqiiéncia

Deslocamento(t)

Figura 3.5 — Influéncia do nimero de pontos em freqiiéncia na reposta ao impulso.
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Figura 3.6 — Convergéncia devido aumento do numero de pontos.
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Figura 3.7 — Efeito nas resposta ao impulso devido ao aumento da freqiiéncia final.
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Figura 3.8 — Detalhe do efeito nas respostas ao impulso devido a0 aumento da freqtiéncia
final.

Como foi discutido nas se¢es referentes a resposta de sistemas lineares, € possivel obter a
o comportamento desses a partir das fungdes de resposta em freqiiéncia e da resposta ao impulso.

A seguir, serio apresentadas algumas anélises para demonstrar cada uma dessas técnicas.

Inicialmente o resultados serdo obtidos apenas com o uso da transformada de Fourier, para
o sistema com tempo de amostragem, t=1024s, submetido 2 excitagdo por um pulso com duracio

de 50 s, apresentado na figura 3.9, e 0 Ar=0,25.

O pulso modelado no dominio do tempo sera transformado para o dominio da freqiiéncia
com auxilio da transformada discreta de Fourier; o espectro resultante & multiplicado pela fun¢3o
de resposta em freqiiéncia do sistema massa mola, da qual é apresentado o médulo na figura 3.10
€ o angulo de fase na figura 3.11. A resultante em freqiiéncia, obtida pela relacdo
Y(w)=H(w)X(w), pode ser observada nas figuras 3.12 e 3.13, modulo e angulo de fase
respectivamente. A resposta transiente para essa excitagio é obtida pela transformada discreta
inversa de Y(@), figura 3.14. Os resultados sio muito proximos aqueles obtidos analiticamente.

Nota-se a tendéncia do sistema mecénico de vibrar em torno da posicio de equilibrio estatico
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ap6s a aplicagdo da carga, e quando esta cessa, vibrar em torno da posi¢do de repouso até que as

oscilacBes sejam amortecidas completamente.
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Figura 3.9 — Pulso aplicado ao sistema.

Amplitude [0]

o[rad/s]

Figura 3.10 — Fungo de resposta em freqiiéncia, amplitude, para sistema de um grau de
liberdade.
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Figura 3.11 — Fung3o de resposta em freqiiéncia, angulo de fase, para sistema de um grau
de liberdade.
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Figura 3.12 — Resposta do sistema em freqiiéncia, amplitude, quando submetido ao pulso.
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Figura 3.13 — Resposta do sistema em freqiiéncia, dngulo de fase, quando submetido ao
pulso.

2.0 ; , . , ; , . : ; , .

— FFT

W Analitica

1.0

0.5

Deslocamento(t)

0.0

1.0 L 1 ; i . 1 . ] . 1 :
0 25 50 75 100 125 150

Tempols]

Figura 3.14 — Resposta transiente do sistema excitado pelo pulso de 50s.
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Figura 3.15 — Fungéo de resposta ao impulso

A outra alternativa viavel, para obter a resposta transiente, ¢ a utilizacdo da integral de
convolugdo. Para analisar esta possibilidade, serd estudado o mesmo sistema do problema
anterior. No entanto, ao invés de utilizar a transformada de Fourier em P(t) para obter Y(w), serd
realizada a transformada inversa de H(w), para que seja possivel convoluir a fungdo de resposta

ao impulso A(?) com P(z).

A fungio de resposta ao impulso pode ser interpretada como sendo a resposta a um impulso
de durag@o muito curta, teoricamente nula. Matematicamente esse impulso € representado pela
funcZo delta de Dirac, &(2), dependente do tempo. Essa fun¢do ndo ¢ avaliada numericamente,
mas pode ser aproximada por uma fungio pulso retangular, com tempo de aplicacdo bastante

reduzido.

Foi apresentada no capitulo 3 a relagéo entre a fungdo de resposta ao impulso e a fungio de
resposta em freqiiéncia, e ndo ¢ necessario gerar um pulso de pequenas dimensdes, apenas aplicar
a transformada inversa de Fourier sobre a fungio de resposta em freqiiéncia. A resposta ao
impulso do sistema anterior ¢ apresentada na figura 3.15, para os 4096 termos adotados. Percebe-

se que existe uma boa convergéncia dos resultados. A resposta para a integral de convolucio,
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adotando os mesmos parametros de excitacdo do problema anterior, é mostrada na figura 3.16. A
comparagdo com resposta analitica, e aquela obtida anteriormente com o uso das transformadas
de Fourier, mostra que a convergéncia da resposta pela convolucgdo € aceitavel, estando muito
préxima daquela obtida com o uso do produto em freqiiéncia. O ponto negativo apresentado pela

convolucdo € seu alto custo computacional.

20 . , . ; . ; . , , ,

i — IFFT
15 ,f ----- Convolugao

........ Analitica

1.0

0.5

Deslocamento(t)

0.0 +

1.0 ) i . ] ; ] L 1 . i L
0 25 50 75 100 125 150

Tempo[s]

Figura 3.16 - Resposta do sistema a excitagio obtida através de convolugo.
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Capitulo 4

Sintese de Funcdes de Green e Influéncia Transientes

4.1 Introducdo

Ao longo deste capitulo, sio apresentadas as técnicas e procedimentos adotados para
sintese de fungbes de Green e Influéncia transientes a partir das fungdes estacionarias.
Inicialmente serdo apresentados os resultados para fun¢des de Green, com as quais poderdo ser
analisados os efeitos da variacdo dos diversos parametros da transformada de Fourier, na fungio
de resposta ao impulso e a resposta a um degrau unitario. Para validagdo da metodologia de
obtencio da funcio de Green transiente, ¢ realizada uma comparacdo com os resultados
apresentados por Guan e Novak (1992) e os resultados apresentados por Richter (1997). Em
seguida, a metodologia € estendida para as fun¢des de influéncia estacionaria, obtendo, assim, a
funcdo de influéncia transiente. As funcdes de influéncia s@o muito importantes para a
formulagio das fundacdes rigidas que serdo estudadas no capitulo 5. Para analise das fun¢des de
Green, foi adotado o modelo de amortecimento histerético constante. Nas analises das fun¢des de
influéncia, sdo adotados trés modelos de amortecimento e é verificada a influéncia desses

modelos sobre as respostas ao delta de Dirac.
4.2 Ajuste da Resposta Estacionaria — Funcoes de Green

Como foi visto no capitulo 2, as funcgdes de Green e influéncia sio respostas para
problemas especificos, sendo necessarias fungdes especiais para cada tipo de meio tratado. O
estudo da sintese de respostas transientes sera iniciado pelas fungdes de Green para o semi-
espaco isotropico visco-elastico. Inicialmente serd analisado o problema apresentado na figura

4.1. Serdo calculados os deslocamentos: vertical devido a excitacdo normal a superficie G,;
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horizontal devido a carga vertical G,,, e deslocamento horizontal provocado pela carga tangencial
Gy,. Para este meio, nfio foram encontradas formula¢des transientes na literatura; as poucas
solugdes transientes apresentadas sio as desenvolvidas para meios elasticos. Os resultados, em
freqiiéncia, para fungdes de Green aqui apresentados foram obtidos a partir do programa

WINGREEN 2.1 desenvolvido com base no trabalho de Almeida Barros (1997).

As respostas transientes sio obtidas por intermédio das transformadas de Fourier. Como foi
discutido no capitulo dois, grandes periodos de analise T, estio relacionados a pequenos

passos em freqiiéncia Aw, conforme a equacio (3.3):

assim como pequenos passos no tempo Az, s3o vinculados a grandes freqiiéncias de amostragem

@Omax, Telacdo dada pela equagio (3.4):

v

Figura 4.1 — Problema estudado com o uso das funcgdes de Green.

Nas analises que serdo apresentadas, ¢ utilizada a freqiiéncia adimensional,

Ao=—"", (4.1)

52



sendo o a freqiiéncia em rad/s, r a distancia entre o ponto de aplicagio da excita¢fio e o ponto em
que ¢ medida a resposta, € ¢, a velocidade da onda cisalhante no meio continuo elastico, sendo
dada por:

A4

= |2, (4.2)
p

na qual, # € o médulo de cisalhamento do meio e p a densidade de massa.

Na figura 4.2, € apresentada a resposta vertical estacionaria devido a carga normal G,,.(40),
em meios com diferentes coeficientes de amortecimento histerético constante. Essas respostas
foram medidas na superficie livre em x=2, e a excitago aplicada na origem, x=0, o meio possui
os seguintes parametros: moédulo de cisalhamento, G = ] N/m’, densidade de massa p=1 kg/m’. A
determinacdo dessas respostas apresenta alto custo computacional, e, como pode ser observado
para freqiiéncia muito elevadas, ocorre falha no processo de integracdo, em torno de 40=400 para
os menores amortecimentos, € para 7=0.2 os erros ocorrem em freqiiéncia mais baixa 40=150,
sendo mais nitidos. A resposta horizontal provocada pela excitagio vertical G,,(40) é apresentada
na figura 4.3; as limitagdes do processo de integracdo ocorrem em faixas de freqiiéncia
semelhantes as do deslocamento vertical; o mesmo podendo ser observado para o deslocamento

horizontal devido a carga normal G,,(40), na figura 4.4.

As limitacdes do processo de integracdo, tanto no que se refere & qualidade da resposta,
quanto ao tempo computacional despendido,‘r;l'ostram a necessidade de alternativas para geragio
da resposta em freqiiéncia a baixo custo e que nfo influam significativamente na resposta. As
altas freqiiéncias sdo uma necessidade da transformada de Fourier para obter um sinal transiente
satisfatério. A fisica do problema estd limitada a baixas freqiiéncias, principalmente em
problemas de interacéo solo estrutura (Gazetas, 1983). Como alternativas para obter respostas a
custos mais baixos, s3o propostas a interpolagéo de valores, reduzindo Ao, ¢ a inclusdo de zeros

na resposta em freqiiéncia, aumentando @mgx.
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Figura 4.2 — FungZo de Green estacionaria G,,(Ao) para vérios amortecimentos.
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Figura 4.3 — Fungdo de Green estacionaria Gy,(Ao) para vérios amortecimentos.
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Figura 4.4 — Func8o de Green estacionaria G,,(Ao) para varios amortecimentos.

Os efeitos da interpolag@o, com uso da spline cubica, podem ser visualizados nas figuras
4.5, 4.6, 4.7, nas quais sdo apresentados os resultados para G, G, G, respectivamente. Para
analise da interpolagdio, foram utilizadas as respostas das fun¢des de Green calculadas para
AA40=0,05, com coeficiente de amortecimento histerético constante 77=0,/. Foi interpolado um
termo entre cada existente, obtendo assim um novo passo em freqiiéncia 440=0,025. Os maiores
erros estdo nas primeiras freqiiéncias, no caso de G;,, Gy, chegando a 2%. No entanto, para as
freqiiéncias seguintes, o erro ¢ muito proximo a zero. No caso da fun¢do G,,, o erro é mais ou
menos constante ao longo da freqiiéncia, oscilando em torno de 0,01%. Para reduzir ainda mais
esses erros, € preciso calcular a resposta da fung¢éo de Green com passos de freqiiéncias menores,
para iniciar a inser¢cdo de novos termos com o uso da interpolagio spline cubica. O erro, na

interpolagdo spline nos primeiros termos, pode ser contornado com o calculo dos termos pela

funcdo de Green.
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Figura 4.7 — Erro gerado pela interpolagio spline na fun¢3o de Green Gyu,(Ao).

Os efeitos fisicos da interag@o solo-estrutura, nas quais as fun¢des de Green e Influéncia
serdo futuramente empregadas, sdo observados nas baixas freqiiéncias. Entretanto, ¢ necessério o
uso de grandes faixas de freqiiéncia para que a resposta transiente seja refinada. Isso ocorre
porque as transformadas representam sinais periddicos, e, como foi visto no capitulo trés, a
resposta, em freqii€ncia, possui os coeficientes da série de Fourier. Assim, quanto mais longo o
espectro, mais préxima a resposta ¢ da real. Para avaliar esse efeito ¢ analisada a funcfio de Green
estaciondria para o meio com 7=0,0/, ¢ medida a resposta vertical do solo em x=2, para um
pulso de excitacdo normal a superficie, aplicado na origem, com amplitude unitaria e 5 s de
duragdio. A faixa de freqiiéncia para a qual os termos s3o calculados pelas fungdes de Green, é
variada. A freqiiéncia final Aopy=819,2 ¢ mantida com o auxilio da inclusio de zeros na
resposta. Os pontos de corte foram: Aoc.n.=100, 200, 300, 400, 500. Os resultados sdo
apresentados nas figuras 4.8 e 4.9. Para o sinal com menos termos calculados, A0c.r.=100, a
resposta possul grandes oscilagdes em torno da resposta obtida com Ao0.r.=500, essas oscila¢des
possuem a fregiiéncia na qual ocorreu o corte. Apesar das oscilagdes, a forma geral da resposta é
mesma, assim se constata que realmente as informac;(”)es sobre a dindmica do problema estdo nas

baixas freqiiéncias. Efeito semelhante ocorre nas fungdes G, € Gy,. Esses resultados mostram que
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poderia ser viavel introduzir uma transi¢io para o zero, criando mais termos no sinal e,
conseqiientemente, suavizar a resposta. Infelizmente no caso das fungdes de Green e influéncia,
essa transi¢@o com uso de uma extrapolagio é complicado, uma vez que as respostas oscilam em
torno de zero, conforme pode ser observado nas figuras 4.10 e 4.1 1, que apresentam,

respectivamente, as componentes real e imaginaria da fun¢3o de Green para o meio estudado.

0.25 T T T T T T T Y T T T T T
0.20
0.15
0.10
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T Ty

¥ o000
N .
© oo0sh
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e ¥ A A, =200
| N e A,_,=300
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-0.18 ] J— A, =400
Q20+ ] e Ay =500
’025 L H A I Py 1 i | i i i i a i i
0.0 05 1.0 15 20 25 30 35 40

Tempols]

Figura 4.8 — FungZo de Green G,,(t) em funcio da freqiiéncia maxima calculada.
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Figura 4.9 - Detalhe da fungfio de Green G, (t) em fungio da freqiiéncia maxima calculada.
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Apesar da dificuldade de criar a transicfo para zero com uso da interpolagéo spline cubica,
€ possivel suavizar a resposta com o uso de um filtro nas altas freqliéncias, forgando uma
transicdo significativa para zero, principalmente nos problemas com baixos valores de
amortecimento, em que o decaimento da resposta, em freqiiéncia, é muito lento. O filtro & regido

pela equagéo:

F gy (do) = el #o710m2)) (4.1)

filtro
sendo,

- Ao fator de decaimento do filtro;

- Aoguro 2 freqiiéneia na qual se inicia a filtragem do sinal.

O efeito do aumento do fator de decaimento do filtro A, sobre o comportamento do filtro
pode ser visualizado na figura 4.12. Este tipo de filtro é conhecido na literatura por filtro de
Butterfield. O efeito sobre a resposta, variando a freqiiéncia de inicio da filtragem e utilizando um
fator de decaimento 4=0.2, é apresentada nas figuras 4.13 € 4.14. O problema analisado é para o
mesmo melo do caso anterior, entretanto € apresentada a resposta ao impulso, ou delta de Dirac.
Como pode ser observado na figura 4.13, n3o ocorrem mudancas significativas no
comportamento geral da fungéo. Entretanto, observando a figura 4.14 que apresenta o detalhe da
resposta para um pequeno intervalo de tempo, nota-se que o uso do filtro pode ter efeitos nio
desejados, como a piora da resposta, o que pode ser observado quando o filtro se inicia em
Aosinre=50 e 100. Nestes casos, o filtro elimina componentes de freqiiéncia importantes para a
resposta transiente. E possivel constatar que o filtro introduz um aumento do amortecimento na
resposta com conseqtiente reducdo dos picos da resposta. Para o filtro iniciando em Aosiro=200,
ocorre uma redugdo da amplitude das oscilagdes. Na analise seguinte, foi fixada a freqiiéncia de
inicio do filtro Aogur,=300, variando o fator de decaimento do filtro A= 0.005, 0.01, 0.05, 0.1 e
0.2. As respostas podem ser visualizadas nas figuras 4.15 e 4.16. Nesse caso o aumento do fator
de decaimento do filtro permitiu a obten¢do de respostas mais suaves, vide figura 4.16, sem

alterago do comportamento geral da fung3o, figura 4.15.
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Figura 4.12 — Funcio filtro aplicavel sobre a resposta em freqiiéncia.
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Figura 4.13 — Influéncia da freqiiéncia de inicio da filtragem sobre a resposta transiente.
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Figura 4.14 — Detalhe da influéncia da freqiiéncia de inicio da filtragem sobre a resposta
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Figura 4.15 — Influéncia do fator de amortecimento do filtro sobre a resposta transiente.
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Figura 4.16 — Detalhe influéncia do fator de amortecimento do filtro sobre a resposta transiente.

A redug@o do passo de tempo esta relacionada a um aumento da freqiiéncia maxima de
analise. A inser¢do de zeros, na resposta estaciondria a partir da ultima componente calculada
pelas funcdes de Green, deve contribuir apenas com uma suavizagdo do sinal, provocada pela
reducdo do passo de tempo. Para estas analises, a freqiiéncia maxima calculada foi 40.. =300, €
foram inseridos zeros até que fosse atingida a freqiiéncia maxima de A0m.=409,55; 819,15;
1638,35; 3276,75 com o uso de, respectivamente, 8192, 16384, 32768, 65536 termos em
freqiiéncia, com passo A40=0.05. Nio foi utilizado o filtro para transi¢do. Foi adotado o
coeficiente de amortecimento 77=0,05. Esse resultado pode ser observado nas figuras 4.17 € 4.18,
que fornecem a resposta impulsiva, que € a resposta a excitagdo de um delta de Dirac, aplicado
em t=0. Nota-se, pela figura 4.17, que n3o ocorre nenhuma mudanga significativa no
comportamento geral da funco transiente. Entretanto, observando uma janela ampliada (figura
4.18), € nitida a suavizacdo que ocorre, a reducdo no passo de tempo, € um pequeno
deslocamento da resposta. A introdug@o de zeros permite a obtenc@o de respostas com pequenos

passos de tempo sem aumento significativo do custo computacional.
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Figura 4.18 — Detalhe da influéncia da inser¢iio de zeros sobre a resposta W(t).
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As fungdes de Green e as de influéncia apresentam uma singularidade quando a fregiiéncia
tende ao valor estatico 40=0, que corresponde a um movimento de corpo rigido do semi-espaco
2D (Luco ¢ Westmann, 1972). No caso da transformada de Fourier adotando sinais discretos, é
necessario um valor definido para a fungdo de Green na freqiiéncia estatica. Na FFT, a resposta
na freqiiéncia inicial contribui com um movimento de corpo rigido na resposta transiente, é

conhecido por nivel DC (Newland, 1993). Com a anilise da resposta vertical para excitacio

vertical, utilizando valores estaticos G.(40=0)=2" (n=0,1,2,...10), que foram artificialmente
inseridos na resposta em freqiiéncia, ¢ possivel avaliar o efeito do nivel DC sobre a resposta
transiente. A resposta vertical transiente para valores crescentes de G,.(40=0) pode ser
observada na figura 4.19. As respostas sio idénticas a menos de uma constante que provoca o
deslocamento de corpo rigido. E, ento, possivel eliminar a resposta de corpo rigido da resposta

final, definindo que:
G, (t ) =G,y (t ) LA (tmax ) . (4.2)

Na equagdo (4.2), G(2) € a resposta sem o efeito de corpo rigido, induzido pela
singularidade em freqiiéncia. O termo G,.rr1(2) € a resposta vertical transiente obtida pelo
processo de FFT para um valor estitico de G,.(40=0), e a resposta G,.rrr(tma) TEpPrEsenta o

deslocamento de corpo rigido a ser subtraido.

Apos estas consideragdes, é possivel obter as respostas transientes para funcdes de Green
estacionarias modeladas para qualquer tipo de meio, incluindo os da anisotropia, das multi-
camadas, poroelasticidade, leito rigido e piezoeletricidade. A metodologia, para gerar as
respostas transientes das fungdes de Green, pode ser aplicada também sobre as fungdes de

Influéncia, obtendo-se resultados semelhantes.
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Figura 4.19 — Efeito do nivel DC sobre a resposta transiente

4.3 Resultados Numéricos — Funcdes de Green

Para analise e comparagdo com resultados obtidos por formulagSes transientes, s3o
apresentados os resultados para o meio isotropico, visco-elastico. Foi adotado o modelo de
amortecimento histerético constante e feita uma analise do efeito do coeficiente de
amortecimento sobre a resposta transiente. Inicialmente os resultados sdo comparados aos obtidos
por Guan e Novak (1992) para o meio elastico, em seguida seré apresentada uma comparaco
com os resultados obtidos por Richter (1997). N&o foram encontradas, na literatura, formulacdes
transientes para meios visco-elasticos. Como discutido no capitulo trés, é possivel obter a
resposta de um sistema linear a uma excitagdo arbitraria por duas maneiras. A maneira que
apresenta menor custo computacional é o produto em freqgiiéncia da fungio da resposta em
freqiiéncia (FRF) pela excitacdo em freqiiéncia, com posterior uso da transformada inversa de
Fourier. A segunda maneira, de maior custo computacional, consiste na convolucio no tempo da
excitagdo com a fung@o de resposta ao impulso, obtida pela transformada inversa de Fourier da

FRF. Os dois procedimentos foram analisados.
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A formulacdo apresentada por Guan e Novak (1992) considera que a excitagio aplicada

varia no tempo com a fungio Heaviside,

Lz>0
0,6 =0

H(z‘)z{

ou seja, o sistema ¢ submetido a ym degrau unitério iniciando no instante =0, O uso dessa
excitacdo gera uma funcio de Green especifica para essa excitagfio. Entretanto, € possivel obter a
resposta a excitagdes arbitrarias com o uso da integral de Duhamel. Os resultados apresentados,
utilizando a formulagio transiente, foram para periodos de tempo relativamente curtos. Com o
objetivo de comparar a resposta da metodologia apresentada neste trabalho, a carga aplicada
sobre o meio € uma fungio degrau iniciando em =0, ¢ com duracio de 10 s. Este procedimento €
necessario, pois os algoritmos para transformada de Fourier sdo aplicaveis em sinais periédicos;
portanto, € preciso fornecer um sinal transiente que, no periodo de analise, apresente o
comportamento de um degrau. Caso se forneca a funcio Heaviside a partir de /=0, isso ¢
interpretado com uma funcio constante desde -co, que, no dominio de Fourier, € representada por
apenas um ponto na origem. Na figura 4.20, pode ser visualizado o pulso aplicado sobre o
sistema. As respostas apresentadas sdo medidas na superficie em x=2 e as cargas concentradas
tangencial e normal sfio aplicadas na origem do sistema de coordenadas. O meio tratado possui
densidade de massa p=/ kg/m’, modulo de cisalhamento G=! N/m’ e coeficiente de Poisson

v=1/3. Os coeficientes de amortecimento adotados foram n=0,01; 0,05, 0,1; 0,2.

Inicialmente serfo analisados os resultados transientes obtidos a partir da transformada
inversa de Fourier do produto em freqiiéncia das FRFs pela excitacfio. As respostas estacionarias
foram geradas para um passo de freqiiéncia A40=0.05 e freqiiéncia maxima calculada
AOcateuiada=300. Foram utilizados 16384 termos em freqiiéncia com a inclusdo de zeros, de modo
que a freqiiéncia final Aopq = 819,7. Considerando as propriedades do meio € os pardmetros em
freqiiéncia utilizados, obtém-se um periodo de amostragem 7,= /25,65 5, ¢ um passo de tempo
At=0,0038. As respostas para deslocamento vertical W, e horizontal U, devido a carga normal
obtidas sdo apresentadas nas figuras 4.21, 4.23 respectivamente. A resposta horizontal devido a
carga normal U, pode ser observada na figura 4.25. Os resultados obtidos sio proximos daqueles

apresentados por (zuan e Novak. Entretanto, os resultados obtidos a partir das fungdes de Green
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estaciondrias apresentam amplitudes maiores de deslocamento. Os indices P, C, R representam,
respectivamente, as ondas de compressio, cisalhamento e Rayleigh. A onda de pressdo, por ter
maior velocidade, atinge o ponto x=2, antes das demais, provocando o deslocamento inicial em
t=1s. A onda cisalhante comeca a contribuir com o deslocamento em aproximadamente =2s. A
tltima onda a atingir o ponto ¢ a onda de Rayleigh; este tipo de onda possui menor velocidade e ¢
uma onda de superficie, contém mais energia que as demais (Graff, 1975}, o que explica a maior

contribui¢io no deslocamento final. Através das figuras 4.22, 4.24, 425,que apresenta.m detalhes
das respostas de deslocamento, constata-se que, para maiores amortecimentos, as respostas sio
mais suaves e ocorre uma reducio das amplitudes-pico, o que é coerente com a fisica. No
entanto, essa suavizagdo e amortecimento dos picos sio acompanhados de ndo causalidade e, o
sistema tende a responder antes da chegada da onda P, por exemplo. Este fenémeno ¢ causado
por um modelo inadequado de amortecimento, com o amortecimento histerético constante,
gerando ndo causalidade, que pode ser minimizada ou eliminada com o uso de modelos de

amortecimento mais proximos a realidade (Crandall, 1970).

1.5

P(t)

0.5+ i

G 5 10 15 20 25 30
Tempo [s]

Figura 4.20 — Excitago transiente aplicada sobre o solo.

Para a fungdo de resposta cruzada, carga normal e resposta horizontal, U,, o problema com
excitagdo continua e constante (Heaviside), tende ao valor da resposta estatica, obtida do
problema de Boussinesq, os resultados obtidos a partir da fungio de Green estacionaria Gn(Ao)
convergem para o ponto de equilibrio estitico. A solugiio do problema estatico pode ser
encontrada nos livros de Saada (1974) e Hahn(1985).
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Figura 4.21 — Resposta transiente vertical devido a degrau unitario vertical.
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Figura 4.22 — Detalhe da resposta transiente vertical devido a degrau unitario vertical.
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Figura 4.23 — Resposta transiente horizontal devido a degrau unitario vertical.
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Figura 4.24 — Detalhe da resposta transiente horizontal devido a degrau unitario vertical.
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Figura 4.25 — Resposta transiente horizontal devido a degrau unitario horizontal.
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Figura 4.26 - Detalthe da resposta transiente horizontal devido a degrau unitério horizontal.
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Em uma segunda andélise os resultados sio comparados aos apresentados por Richter
(1997). Em seu trabalho Richter obteve funcdes de Green transientes para meios eldsticos e
isotrépicos. O problema estudado é apresentado na figura 4.27. Um impulso, delta de Dirac, é
aplicado na origem do sistema e aresposta é medida em trés pontos: ponto 1: x=] ¢ z=tg(30),
ponto 2: x=7 e z=Ig( 607, ponto 3: x=0 e z=I. As propriedades do semi-espaco sdo dadas por
densidade de massa p=Ilkg/m’, weficiente de Poisson v=1/4 e G=IN/m’. O modelo de
amortecimento adotado € o histerético constante com coeficientes 7=0.005, 0.01, 0.05 0.1¢e0.2.
A resposta estacionaria usada para gerar a resposta transiente, com uso da transformada inversa
de Fourier, foi calculada para um passo A40=0.1, com uma freqiiéncia maxima calculada
Aocqe=1000. A freqii€ncia maxima foi obtida com a inclusio de Zeros até A0,,4,=1638.3, um total
de 16384 termos fol utilizado. A resposta transiente correspondente tem um periodo T},,,x=62.83s

e um passo de tempo 4:=0.0019s. Nio foi utilizado filtro.

As figuras 4.28 € 4.29 apresentam, respectivamente, as respostas de deslocamento vertical e
horizontal no ponto 1, devido a um delta de Dirac vertical aplicado na origem As variacbes
abruptas de deslocamento indicam achegada das ondas de compressio, cisalhamento e Rayleigh.
O aumento do coeficiente de amortecimento implica em menores picos de amplitude, e como
pode ser observado nas figuras 4.28 ¢ 4.29, para grandes amortecimentos, os picos podem ser

eliminados.

Os resultados para o ponto 2 sio dados nas figuras 4.30 e 4.31, deslocamentos vertical e
horizontal devido ao delta de Dirac aplicado na origem. Neste ponto sdo observados somente as
singularidades causadas pelos ondas de pressio e cisalhamento, as ondas de Rayleigh
desaparecem na profundidade. Para maiores coeficientes de amortecimento os deslocamentos

apresentam comportamento mais suave ¢ as amplitudes dos picos decaem,

A figura 4.32 mostra os resultados de deslocamento vertical no ponto 3, devido ao delta de
Dirac aplicado na origem. Os resultados s3o proximos aqueles apresentados por Richter (1997)

para o meio elastico.
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Figura 4.28 — Resposta de deslocamento vertical transiente no ponto 1, devido a delta de Dirac.
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Figura 4.29 — Resposta de deslocamento horizontal transiente no ponto 1, devido a delta de Dirac.
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Figura 4.30 — Resposta de deslocamento vertical transiente no ponto 2, devido a delta de Dirac.
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Figura 4.31 — Resposta de deslocamento horizontal transiente no ponto 2, devido a delta de Dirac.
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Figura 432 — Resposta de deslocamento vertical transiente no ponto 3, devido a delta de Dirac.
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Nas figuras 4.33 e 4.35 sio apresentadas as respostas de deslocamento vertical, para
diferentes instantes de tempo, ao longo de um plano definido por —2<x<2, 0<z<-2. A excitacio é
dada por uma carga concentrada aplicada na origem do sistema. As propriedades do semi-espaco
sio dadas por, densidade de massa p=7 kg/m’, coeficiente de Poisson v=1/4 e G=IN/m’. O
modelo de amortecimento adotado ¢ o histerético constante com coeficiente 1n7=0.05. A resposta
estaciondria usada para gerar a resposta transiente, com uso da transformada inversa de Fourier,
foi calculada para um passo Ado=(./, com uma fregiiéncia maxima calculada A0ca1e=500. A
freqiiéncia maxima foi obtida comainclusio de zeros até A0max=819.1, um total de 8192 termos

foi utilizado. Nao foi utilizado filtro.

Na figura 4.33 ¢ apresentado o resultado para r=0.37966s. Na figura 4.34 s3o apresentados
os resultados ao longo da linha z, com x=0, comparados aos resultados obtidos por Richter. E
possivel perceber a frente de onda em z=0.7. As diferencas de amplitudes sfo conseqiiéncia do

amortecimento, o trabalho de Richter ¢ para meios elasticos.

Resultado semelhante € apresentado para o instante t=0.7637 6s, nas figuras 4.35 e 4.36.

Nesse instante pode ser observada aseparacio entre as duas frentes de onda.
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Os resultados anteriores foram obtidos com o uso das fungdes de Green estacionarias
multiplicadas pela excitagdo em freqiiéncia e posterior transformada inversa. A seguir, sdo
apresentados OS resultados obtidos com a convolu¢io no tempo da fungio de resposta ao impulso
pela excitagao transiente. A funcio de Green transiente de resposta ao impulso ¢ obtida pela
transformada de Fourier da fungZo de Green estacionaria de acordo com a equacdo (3.44). Nas
figuras 4.37 e 4.38, sdo apresentadas as respostas obtidas por convolucio comparadas aquelas
obtidas com as transformadas de Fourier para os amortecimentos 7=0.0] ¢ 0.2. Nota-se que a
metodologia também consegue respostas coerentes com a fisica do problema. Entretanto, a
resposta por convolu¢do ndo ¢ exatamente igual a obtida pela transformada de Fourier,
apresentando amplitudes maiores apés o periodo no qual ¢ aplicada a excitagdo. As respostas,
para o problema resolvido com a aplicagdo da convolugio para os varios coeficientes de
amortecimento histerético constante, sio apresentadas na figura 4.39. A diferenca entre as
respostas obtidas €Om 0 uso da convolug@o no tempo e através do produto em fregiiéncia €
influenciada pelo coeficiente de amortecimento utilizado. Na figura 4.40 é apresentado o erro,
calculado como sendo a diferenca entre as respostas por convolugio e transformadas de Fourier.
Para maiores amortecimentos, a diferenca na fase em que € amortecida a resposta ¢ mais

acentuada.

O maior empecilho para o uso da convolugdo estd no custo computacional que ela gera. Na
tabela 4.1, s@o apresentados os tempos dispendidos pelo “software matlab” para realizar as
convolugdes, nas situa¢des apresentadas. Utilizando a metodologia do produto em freqiiéncia os

tempos para analise completa foram inferiores a um segundo.

Tabela 4.1
Tempos dispendidos pela convolugio numérica.
Ntamero de passos no tempo Tempo utilizado para convolucdo
8192 17s
16384 57s
32768 9minl7s
65536 32 mind4 s
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Figura 4.37 — Resposta E,,(t) obtida por convolugio e FFT para 11=0.01
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Figura 4.38 — Resposta E,,(t) obtida por convolugio e FFT para n=0.2
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Figura 4.39 — Resposta E.w(t) obtida por convolugio para varios coeficientes de amortecimento.

Figura 4.40 — Erros entre a resposta obtida por convolugio e tranformada de Fourier em fungdo
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4.4 Ajuste da Resposta Estacioniria - Funcées de Influéncia

Na figura 4.41, ¢ apresenzdo 0 problema que é resolvido com uso das funcles de
Influéncia. Pode-se dizer que as fingdes de Influéncia sio fun¢des de Green para problemas de
carga distribuida. Na figura 4.42, pode ser visualizada a resposta vertical estaciondria da funcido
de influéncia do sistema submetido 3 excitagdo vertical E,,(4o), variando o coeficiente de
amortecimento histerético constante. A determinagdio dessas respostas apresenta alto custo
computacional, €, em altas freqiiéncias, o processo de integragdo numérica apresenta limitaces.
Para o amortecimento 77=0, 7, ¢ possivel notar que, nas freqiiéncias a partir de 40=400, surgem
oscilagbes que divergem do comportamento de decaimento monoténico das fungdes; nesse ponto
a amplitude da resposta estd em tomo de 107'° As funcdes de Influéncia decaem mais
rapidamente quando comparadas as fincSes de Green Gzw(do) (figura 4.2), quando comparadas
as respostas obtidas pela fungzo de influéncia, o que pode ser constatado na figura 4.42. Para os
menores amortecimentos, os emos podem ocorrem em freqiiéncias elevadas, em torno de
Ao=400. Em ambas as figuras, é apresentado o deslocamento vertical devido excitacdo normal
a superficie (Green G, Influéncia £,,), medidos no ponto x=2, sendo que a carga é aplicada na
origem (fungdo de Green), e, no caso da carga distribuida (fungdo de influéncia), a carga ¢
aplicada no intervalo —0.5<x<0.5. Asrespostas, para deslocamento horizontal devido a excitagio
concentrada tangencial a superficie (Ex), sdo apresentadas na figura 4.43, e o deslocamento

vertical, devido a essa carga (£,,), pode ser visualizado na figura 4.44.

Figura 4.41 - Problema estudada com auxilio das fun¢des de Influéncia.
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Figura 4.42 — Fun¢io de influéncia estacionaria E,u(Ao).
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Figura 4.43 - Fungiio de influéncia estacionéria E,y(Ao).

&3



T T T T T T T

— neta 0.01 |
0 f — ~ neta 0.05
Y |- — neta0.1 |7
) j --- neta0.2
2 -\3 ]
' W WMWQ%WWJ
o L ey
% -4 'T‘\{(\{{\\zf/\/vm N
< RN V\’/\A/\/\
= RGN A7V
5 6t ey Y ]
= v Y J y | fl{’ it
g T / k \) 10 ~
g S ;\PEFYiLV/\’\/\f\/‘/\
.8—7 —8 I 5 - ~ oo e ~ R
- R = - -~
10} - T~ -
ey ‘"“‘.‘,'r,.!,w, -
W ?,r‘:*;’g:*:‘ W, e — e
i ity gt
14 ‘ , ; : s o ; |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ao

Figura 4.44 - Fungio de influéncia estaciondria Exu(Ao).

Os efeitos da interpolacdo spline sio semelhantes aqueles observados para as funcdes de
Green, sendo necessaria a analise do passo minimo em freqiiéncia a partir do qual os erros de
interpolagio sejam aceitaveis. A interpolac@io, como foi discutido para as funcdes de Green,
permite a redugdo do passo de fregiéncia e conseqliente aumento do periodo de anilise. Os
resultados para interpolagdo podem ser observados nas figuras 4.45, 4.46, 4.47 para as respostas
E..(A0), E..(A0c), Exn(Ao) respectivamente. A interpolagdo foi realizada com um passo em
freqiiéncia calculado pelas funcdes de Influéncia estacionarias 440=0,1 para A40=0,05, para o
solo com médulo de cisalhamento G=IN/m°, densidade de massa p=Ikg/m’ e Poisson v=1/3, o
amortecimento foi constante com coeficiente 77=0,05. A anélise dos erros introduzidos mostram
que, a partir do passo de tempo Ado=0,7, & possivel obter bons resultados, nio alterando a
resposta em freqiiéncia, nem introduzindo erros significativos, o que permite a obtencdo de

respostas para grandes periodos de tempo.
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De modo semelhante as fungdes de Green, a obtencdo de respostas transientes com
pequenos passos de tempo, ¢ alcancada com o aumento da freqliéncia maxima de anéalise. A
inser¢do de zeros T2 resposta estaciondria a partir da ultima componente calculada pelas fungdes
de Influéncia deve contribuir apenas com uma suavizago do sinal, provocada pela reducéio do
passo de tempo. Para estas anélises, a freqiiéncia maxima calculada foi Aocare =300, e foram
inseridos zeros até que fosse atingida a freqiiéncia méxima de Ao,,.= 409. 65, 819.15, 1638.35,
3276.75 com o uso de, respectivamente, 8192, 16384, 32768, 65536 termos em freqiiéncia, com
passo Ado=0.05. Nao foi utilizado o filtro para transicdo. Foi adotado o coeficiente de
amortecimento 77=0.05. Esse resultado pode ser observado nas figuras 4.48 e 4.49, que fornecem
a resposta vertical 2 uma excitago vertical impulsiva unitéria, ou um delta de Dirac, aplicado em
=0. Nota-se pela figura 4.48 que ndo ocorre nenhuma mudanca significativa no comportamento
geral da funcdo transiente. Entretanto, observando uma janela ampliada (figura 4.49), ¢ nitida a
suavizagdo que OCOITE com a reduglo no passo de tempo. Nio é observado o deslocamento da
resposta encontrado nas fungdes de Green. A introdug@o de zeros permite a obtencdo de respostas

com pequenos passos de tempo sem aumento significativo do custo computacional.
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As fung¢des de Influéncia para o problema bidimensional apresentam a mesma n3o
sigularidade para a freqiiéncia estacionaria encontrada nas fun¢des de Green. Para as funcdes de
influéncia, o nivel DC tem o mesmo efeitoc observado anteriormente nas fun¢des de Green, sendo,

portanto, valido © uso da equacio (4.2).
4.5 Resultados Numéricos — Funcies de Influéncia

As fungdes de influéncia transiente s3o utilizadas para modelar as fundacGes rigidas de
superficie no capitulo cinco. Aqui sio apresentados os resultados obtidos para o ponto x=2
localizado na superficie livre so semi-espaco. A excitacdo é distribuida no intervalo ~-0.5<x <0.5.
O médulo de cisalhamento do solo ¢ G=7N/m’; a densidade de massa p=1 kg/m’ e Poisson v
=1/3. Foram analisados trés modelos de amortecimento: o amortecimento histerético constante, o
modelo de Kelvin-Voigt € um amortecimento do tipo rampa. Nio foram encontradas, na
literatura, respostas transientes para fungdes de Influéncia visco-elasticas. Portanto, nfo foi

possivel uma comparacido com resultados de outros pesquisadores.

Nas analises 2 seguir, foi utilizada a freqiiéncia méxima Ao,,,= 819,2, ¢ um passo em
freqiiéncia A4o=0,1. As fungdes de Influéncia estacionarias foram calculadas até A0.4;.=500,
sendo os resultados abaixo de 10" eliminados com uso do filtro, pois a partir desses valores os

erros de integragd0 530 mais significativos.

Os modelos de amortecimento podem ser visualizados na figura 4.50; as equacdes que
regem esses modelos estdo apresentadas na tabela 4.2. Foram variados os coeficientes de

amortecimento nos tré€s modelos; os parametros podem ser obtidos na tabela 4.3.

Tabela 4.2: Equagdes que regem os modelos de amortecimento

Modelo de amortecimento Equacio
1) Histerético constante N(Ao)=n (constante)
2) Kelvin-Voigt N(Ao)= Ao 1
3) “rampa” n(Ao)=Aomn, (0<Ao<l)
n(Ao)=n, (Ao>1)
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Tabela 4.3: Modelos de amortecimento e coeficientes

Modelo Coeficientes de amortecimento
Constante

Kelvin 0.01 0.05 0.1 0.2
Rampa

0.16 T T T T ’ T T

Histeresi Constante -7 :
----- Kelvin-Voigh Phe
0.12- [_~~% - Rampa ’

n(A)
)
8
]
i

Figura 4.50 — Modelos de amortecimento adotados nas fungdes de Influéncia.

Serdo apresentadas as respostas aum delta de Dirac aplicado em t=0, que fornece a funcdo
de resposta ao impulso, com a qual pela integral de convolugio podem ser obtidas as respostas a
excitacoes arbitrarias. Nas figuras 451, 4.52 e 4.53, sdo apresentadas as respostas transientes de
deslocamento vertical para excitagio vertical, para os modelos de amortecimento constante,
Kelvin-Voigt, rampa. O aumento do coeficiente reduz significativamente as amplitudes dos
picos, sendo a forma da resposta também mais suave nestes casos. O amortecimento do tipo
rampa fornece respostas muito proximas aquelas obtidas pelo modelo de amortecimento
histerético constante. Na figura 454, sio comparadas as respostas para um coeficiente de
amortecimento constante 7=0.2 com alteragdo do modelo de amortecimento. A resposta do
modelo de Kelvin-Voigt elimina as variag@es abruptas e reduz drasticamente a amplitude de
deslocamento. A informagio para as mudangas abruptas estda contida nos termos de alta
fregiiéncia. Assim sendo, a mudanga observada no comportamento da resposta pode ser explicada

pelo fato de a resposta estacionaria em altas freqiiéncias ser fortemente amortecida no modelo de
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Kelvin-Voigt. Nos solos visco-elisticos, © aumento do coeficiente de amortecimento provoca um
aumento nas velocidades de propagaciio das ondas (Haupt, 1986), o que pode explicar a
antecipagdo das respostas no modelo de Kelvin-Voigt, quando comparadas as do modelo de
amortecimento constante e rampa. E possivel constatar nas figuras 4.51, 4.52, 4.53 que as
respostas, para maiores coeficientes de amortecimento, tendem a retornar mais lentamente para a

posic¢io de repouso ou equilibrio.

As respostas de deslocamento horizontal, induzido pela excitagdo normal & superficie, sio
apresentadas nas figuras 4.55, 4.56,4.57 para os modelos de amortecimento constante, de Kelvin-
Voigt e rampa respectivamente. Na figura 4.54, pode ser observado o efeito do aumento do
coeficiente de amortecimento constante, ocorrendo uma reducdo dos picos, também sdo
eliminadas algumas €tapas de equilibio, como o trecho no intervalo Is < ¢z < 1,3s. Na figura
4.56, esta fase é praticamente eliminada, ocorrendo uma transi¢do suave entre os picos superiores
e inferiores. A comparacdo entre os modelos pode ser vista na figura 4.58; neste caso foi adotado
o coeficiente de amortecimento 7=(,2. As respostas para o modelo de rampa € o histerético
constante sio muito préximas, nio provocando mudanea significativa na amplitude dos picos.

Entretanto, apos 3.2 s as respostss comecam a divergir, para o amortecimento constante a

resposta decai mais lentamente para o equilibrio.

O deslocamento horizontal, devido ao carregamento tangencial 4 superficie, aplicado na
forma de um delta de Dirac em /=0, para os modelos de amortecimento constante, de Kelvin-
Voigt € rampa, ¢ apresentado nas figuras 4.59, 4.60 e 4.61 respectivamente. Nas figuras 4.59 ¢
4.62, constata-se qu€ 0 aumento do amortecimento tende a eliminar os picos que ocorrem em
t=Is e t=3 2s, este efeito € mais acentuado com o modelo de Kelvin-Voigt, figura 4.60. A
eliminagio dos picos, nos casos de maior coeficiente de amortecimento e ainda no modelo de
Kelvin-Voigt, € consistente; o decaimento rapido das componentes de alta freqiiéncia contribui
para a eliminagdo das transicdes abuptas na resposta transiente. Comparando os modelos de
amortecimento para um mesmo coeficiente, € constatado que a resposta transiente Exu) €
semelhante a E,(%) N0 que se refere a0s amortecimentos em rampa € constante, ambas possuem
amplitudes semelhantes ¢ divergem uma da outra no momento em que o sistema retorna ao

equilibrio.
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Figura 4.54 — Fungdo de influéncia transiente E,(t) varios modelos de amortecimento, n=0,2.
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Figura 4.60 — Func@o de influéncia transiente E,u(t) amortecimento de Kelvin-Voigt.
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Capitulo 5

Resposta Transiente de Funda¢des Rigidas de Superficie

5.1 Introduc@o

Neste capitulo, sdo estudadas alternativas para obtengdo de respostas transientes de
fundacdes rigidas. A primeira metodologia parte das respostas para funda¢des modeladas com o
uso de fungdes de influéncia estaciondrias, aplicando a transformada inversa de Fourier sobre as
fungdes de flexibilidade normalizadas da fundagdo. A segunda metodologia utiliza as fungSes de
:nfluéncia transientes, sintetizadas mmericamente, obtidas pelas técnicas apresentadas no
capitulo 4, modelando a fundacio no dominio do tempo, o que permitird, futuramente, a

consideracdo dos problemas de contao entre o solo e a fundagéo.

Neste trabalho, sdo estudades apenas as fundagGes rigidas de superficie; entretanto, as
técnicas estudadas podem ser estendidas para fundagdes engastadas, enterradas e modelos de

solo mais complexos.
5.2 Superposicio das Funcoes de Influéncia em Freqiiéncia e no Tempo

Na analise de fundagdes rigidas, ¢ necessario considerar a superposigdo dos deslocamentos
ou tensdes devido as excitagSes nos diversos segmentos discretizados da interface entre a
estrutura da fundagdo e superficie do solo. Inicialmente ndo sera considerada a existéncia de uma
fundago; assume-se uma distribuicio de excitagSes ao longo da superficie, como apresentado na
figura 5.1. Para obter a resposta, no ponto x; , tanto para deslocamentos, quanto para tensoes, é

necessério considerar os efeitos das excitagSes aplicadas nos demais pontos
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Figura 5.1. Distribuicio de carga ao longo da superficie do solo.

A superposigﬁo pode ser feitacom a funcdo de resposta em freqiiéncia, como descrito nos
trabalhos de Mesquita (1989), Almeida Barros (1997), Sousa (1999), ou utilizando a funcio de

resposta ao impulso.

Para obter a superposi¢@o em freqiiéncia, basta aplicar as fungdes de Green ou influéncia

sucessivamente para cada uma das excitacSes,
s s
W;(xls)zfciGcs(xl xl’a)l’al)"}'fchcs(xl ~x2,a)2,a2)+...+fcsG“(x; 'x5>a’59a5)7 5.1

de maneira genérica para n pontos de excitacdo, a superposi¢do em freqiiéncia pode ser escrita

por um somatério,
VVS(XIS)ZZijGcs(x:—-xj’a)jaaj)a (52)
=1

sendo,
- W, ¢ o deslocamento na direcio s,
- G fungdo de Influéncia ou Green para o dominio estudado,

- f.; a amplitude da excitagio em determinado ponto da superficie, ¢ indica a direc3o da

excitacao,
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- apara o caso de funcgéo deinfluéncia, € a metade da superficie sobre a qual ¢ aplicada

Ji
- wé a freqgiliéncia da excitagio,
- x, éa coordenada do ponto no qual € obtida a resposta da superposi¢ao,
- x s@o as coordenadas nas quais € aplicada a excitag#o.

No caso da superposicao com o objetivo de modelar a fundagdo rigida, as freqiiéncias de
excitacio devem s€T as mesmas em cada um dos pontos, obtendo, assim, a resposta superposta
para cada fregiiéncia, de modo que ¢ possivel obter a fun¢do de resposta em freqiiéncia para a

fundacdo.

A superposi¢do, no tempo, segue a mesma linha do processo adotado em freqiiéncia;
porém, 20 contrario do caso anterior, no qual nfio existe necessidade de conhecer as respostas
para as freqiiéncias anteriores aquela que estd sendo analisada, é preciso conhecer as respostas
dos instantes de tempo anteriores, devido & integral de convolugéo. Assumindo que ©
comportamento da excitacdo, f,;, ao longo do tempo ¢ conhecido, assim como a fungdo de
resposta ao impulso, Ges(?), € possivel obter a resposta para uma das excitagdes pela integral de

convolugdo,
W, (x,,1) = jc;cs(x; —x;,t=0) f,(o)do. (53)
o
A resposta para o conjunto de excitagSes € dada pelo somatorio:

n 1 s
W, (x; ,t)z D j G, (% —x;,t =0, (0)do . (5.4)
j=l0
No caso deste trabalho, a fungdo de resposta ao impulso, Ges(?), € obtida numericamente
com auxilio da transformada discreta inversa de Fourier, como discutido ao longo do capitulo 4,
pois a formulagdo das funcdes de Green e Influéncia existentes para meios visco-elasticos foram
formuladas no dominio da freqiiéncia. A integral de convolugdo ¢ realizada por métodos

numéricos. E possivel obter a superposicdo tanto em freqiiéncia, quanto no tempo.
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As vantagens e desvantagens de cada uma das abordagens serfo discutidas mais adiante.

5.3 Formulacao de Fundacao Rigida 2ID em Freqiiéncia

Para uma fundaciio rigida de superficie, em duas dimensdes, inicialmente sem massa,
apresentada na figura 5.2, discretizada em # partes de mesma dimens3o caracteristica a,
submetida as forgas verticais, F,, horizontais, Fy, € a0 momento, My, € possivel obter um sistema
matricial que permita obter as reagdes, fj, e os deslocamentos, u, v, @, de um ponto de
referéncia da fundaco. Essa matriz é construida com o auxilio das equacdes de equilibrio, das

condicdes de compatibilidade cinemitica e da superposi¢io dos efeitos da funcdes de influéncia.

FX _**T X
>
% 2 % 2l % % %
§ fs
% f5
b 12
£ b
> v
z

2a

Figura 5.2 Fundag3o rigida de superficie.

Inicialmente sera apresentada a formulagio com uso das respostas estaciondrias;

2

posteriormente serd discutida a montagem com o uso das fungdes de resposta ao impulso.

Como foi estudado no capitulo 2 e 4, existem funcBes de influéncia relacionando
deslocamentos vertical, W, (x,®), e horizontal, U,(x,0), com a excitacio normal F,, além dos

deslocamentos Wx(X,0) € Ux(x,), com a excitacio tangencial Fy, explicitados a seguir:

W (x,0)= ;%EZ(X,@)E()C, w); (5.5)
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W (x,0)= f;?f};(xaw)i(x, @); (5.6)

T (x,0) = — G... (%:0)F. (x,0); (5.7)
i
T (x,0) = — G (%:0)F, (x, ®); (5.8)

iy

com o uso das equacdes (5.5) a (5.8), ¢ possivel obter os deslocamentos totais, em um ponto

especifico, devido as cargas normal ¢ tangencial,

W, (3)= 2 G (x,@)F. (x,co)+-;[;Gm(x,w)Fx (x.@); (5.9)

T, 0)= 2 Gl 00)+ T ro)F (5.0). (5.10)

Assumindo um campo de tensdes constante ao longo de cada segdo da discretizagdo da
interface, e aplicando a equacdo (5.2) para avaliar o efeito de cada uma das tensdes, F; sobre o
ponto x;, chega-se a0 deslocamento total no i-ésimo ponto, devido as excitagdes ao longo da

fundacdo,

7 ()= Y| =G b, @ F Ly w)+——G (xi,x,->w)?§(x,~,w)]; (5.11)

e
— L1 = _ . .
T )= ;;Gw(xi,xj,w)pz(xj,w)+;%Gm(xi,xj,w)f;(x,.,m)}. (5.12)

O uso das relagdes (5.11) e (5.12) sobre todos os pontos nodais da fundagdo gera um

sistema matricial da forma:
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(W, (x,0) 'Gwz(x,',x,,co) G, ®) G (m,0) o G, (x.x,,0)] [F.(x,0)
W/(x”,a)) - M}__, G (X”,.X},C()) T Gwr(xn’xn’a)) wa(xn’xlsa)) wa(xwxn’w) Fz(xwa)) ’ (513)
Uf(xl,a)) | G (xl.sxlaw) Gu:(xl,x",a)) G, (xﬂ,x“a)) Gux(xn’xn’a)) ’ F, (xl,a))
Uf(x"’a;) _G"z(x"’xl’m) Tt Gu:(xn?x:ﬂco) Gux(‘xnrxl:a)) Gux(xn’xn’w)J Fx(xn,a])

que de forma compacta € dado por:

W, =[GhF, |, (5.14)

- {ug o vetor deslocamento que possui a informacio de deslocamento de cada ponto da
fundac¢@o;

- [GJanxzv @ fungdo de infludncia que relaciona a excitagdo com o deslocamento;
- {Fy} o vetor com as tensdes 20 longo de cada elemento da fundagio.

A matriz [G/, matriz de flexibilidade dinamica da fundac3o, associa o deslocamento no i-
ésimo elemento com 2 tensdo provocada no j-ésimo elemento, é de grande aplicag#o pratica nos
problemas de interacdo solo-estrutura. As aplicagdes, para essa solugfo, sdo apresentadas por

Mesquita et all, 1995.

A interagdo entre o solo e a estrutura da fundacsio é obtida com o uso das condi¢cSes de
compatibilidade cinematica e do equilibrio de forcas atuando no solo e na fundacfio. Na figura
5.2, observamos que a interface entre 0 solo e fundagfio foi discretizada em diversas partes. Os
pontos sobre o €ix0 X indicam os pontos nodais, comuns ao solo e i estrutura, e possuem
coordenadas x; e zi. Adota-se, como ponto de referéncia da fundacio, o ponto central, com
coordenadas x; € zf Neste ponto, sfo aplicadas as forgas externas e medidas as respostas de

deslocamento da fundagéo.
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Figura 5.3 Condigdes de compatibilidade cinematica.

Por se tratar de uma fundagio rigida, n3o ocorre deformagfo da fundagdo, apenas um
deslocamento de corpo rigido que pode estar acompanhado de rotagdo; consequentemente os nos

devem permanecer alinhados, como pode ser observado na figura 5.3. As condi¢des de

compatibilidade cinematica sdo definidas:

u, =u,+9,x; ~x,)

i

U, =uh~¢y(z,~-'zf) (5.15)

sendo:

- u,, uy, as amplitudes dos deslocamentos vertical e horizontal, no ponto de referéncia
da fundac@o;

- u,; ug, as amplitudes dos deslocamentos vertical e horizontal, nos i-ésimos pontos da

fundag3o, coincidindo com os 0s pontos nodais da discretizagéo;
- ¢a amplitude do angulo de rotaczio;

- w a freqiiéncia da excitaglo;

- x; z; as coordenadas dos pontos de discretizag@o da fundag@o, os pontos nodais;

x; zras coordenadas do ponto de referéncia da fundag3o.

Aplicando as condi¢des de compatibilidade cinematica em cada um dos pontos nodais,

pode ser escrito um sistema matricial na forma geral,

103



U, ] 1 0 (xi o )a

u. 1 0 x ~xf)/ %
u o 1 e —Z/ K (5.16)
: . a 4

4

sendo n o nimero de pontos utilizados para discretizar a fundago. Na forma compacta, o sistema
de (5.16) ¢ dada por:

\,

y ~zn—-z

bl

B
[y

~

b, f=[CClet,y S (5.17)

sendo [CC]J>nx3 a matriz de compatibilidade cinematica.

Da condi¢do de equilibrio de forgas, sabe-se que:

F,=3F. ; (5.18)
F,=YF ; (5.19)
M, =Y F, (- )-F, (z, -z,); (5.20)

sendo, Fy; e Fy as forgas vertical e horizontal, respectivamente, aplicadas sobre cada ponto i da

fundagio, e M, o momento em tomo do eixo .

Aplicando as relagdes (5.18) a (5.20), considerando os pontos da fundag3o, é obtido um

sisterna matricial de equilibrio de foras atuantes sobre a fundagdo, que possui a forma geral:

(‘}7:;
F, 1 1 0 0 F
F, o= 0 1 1 Al 5o
wge) LGona o Comnla —rs (e, =, ]|

Fx,,
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que de forma compacta ¢ dado por:
(F.}=[EONF, }, (5.22)
sendo que [EQ/ 3x2nv € amatriz de equilibrio de forc¢as da fundacéo.

Para gerar um sistema que represente o problema de interacdo solo-estrutura, devemos
agrupar os sistemas matriciais apresentados em (5.14), (5.17) e (5.22). Relacionando as equagdes
que resultam em deslocamento dos pontos nodais, ou seja, as de compatibilidade cinemaética

(5.15) e as que fornecem o deslocamento em funcio da excitagdo aplicada (5.11) e (5.12), obtém-

se dessa maneira:

w?(xi)zZ;{%g(xnxﬂa)ﬁ(xﬂwﬁ oy (xz,xj,a))F( )} (x ~xf)/a¢ as (5.23)

'[]'f'(xi)z Z;’ﬂ[;%“é:(x,,x )F, (x},a)) M(xl,xj,co)F ( )} ——(zi *zf)/agzﬁya ; (5.24)

que resulta,

R ﬂ

DB RO A )G, (x;,%; 0)F, (x,, )}—uv—(x,-~xf)/a¢ya=0;<5.25)

ZL,_—-L'G:( 51,3, O (%, @)+ -G, (x, %, 0 F )} +(z,-2,)/ag,a=0. (5.26)

| T ”ﬂ

As relacdes (5-25) e (5.26) podem ser escritas de forma matricial,

1 1 — £l
“'—'.(—;:;(xi,xj') Mwa(xiaxj) "1 O --(xi—xf) a Fx(xj)
7 TTH —
1 — Lo 4w, =10} (5.27)
;L‘Guz(xi,Xj) ';;;Gux xiaxj) 0 -1 (Zi ‘Zf)/a _Zf-
9,4

Para que o sistema da fundagio tenha solugio, é necessario inserir as condi¢cdes de

equilibrio de forgas definidas em (5.21), de modo que o sistema passa a ser:
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— ] —
;;;Gw(x,,xj) ;%"Gm(xi,xj) -1 0 —(x-x)a ri:ng;‘ L
e i - - Flx; 0
;;;;Guz(xl,xj) 7Tu Gux(xl.,xj) 0 1 (Zi Zf) a u‘“‘vj _ Fv (5.28)
1 0 0 0 0 — ;
: 1 o ° Y M/
L (xl -xf)/a (Zl~zf)/a 0 0 0 | ¢ya ] M, la

O sisterna matricial da fundaciorigida pode, ainda, ser apresentado na forma compacta,

G cCl[F,| [0
{EQ 0 Hu,d}‘{pw}’ (5.29)

na qual:

- Uper € O VELOr cOm 0s deslocamentos no ponto de referéncia da fundacio, ou seja, os

graus de liberdade da fundagio ri gida;

- Fex € 0 Vetor com cargas externas aplicadas, isto &, sobre o corpo rigido que define a

fundac@o;

- Fyéovetor com as forgas reativas em cada um dos trechos da fundagio, ou seja, as

forcas que atuam na interface solo-estrutura;
- CC é amatriz de compatibilidade cinemaética;
- EQ ¢ amatriz de equilibrio de forcas;
- G éamatriz com as funces de flexibilidade da fundac3o.
O sisterna definido em (5.29) ¢ 2N+3 por 2N+3.
5.3.1 Normaliza¢io da resposta da fundac@o rigida em freqiiéncia sem massa

E possivel obter um sistema nomalizado, independente do sistema de unidades, gerando,
assim, respostas adimensionais para a findaczo rigida. Inicialmente, as forgas externas devem ser

aplicadas isoladamente, isto €, se o caregamento normal F,=0), o carregamento tangencial e o
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momento atuante sdo nulos, F, =0 ¢ M,=0. Aplicando este procedimento, considerando apenas a
excitacao normal € dividindo as equagdes (5.25) e (5.26) pela amplitude da carga vertical [7,

obtém-se:

[ Flx; — F(x,
Z;{.LGM(Q:‘,xj,a))——(;;i——c—o)-y_l_(?m(xi,xj,a))_fw}_; uv~%(xi~xf)/a¢ya=0; (5.30)

i

n - E(x~,CU 1 — -I—?: .
Ej:{;%(}u:(xz,xj,a))——;fz———)+};Gux(x1,xj,a>)—%z—a-))}_}:l——uh +—;:—(zi ~zf)/a¢ya =0. (5.31)

z

Definindo as tensdes normalizadas por,

5, Flx)a.
by === —13:2—’ P (5.32)
_ & Flx)a.
k= B"J z“”?”'”j'}j | (5.33)

sendo, g; a largura das se¢des utilizadas para dicretizar a fundagdo, € d; = agy/a. Considerando

essas definicdes nas equagdes (5.30) e (5.31) e multiplicando todos os termos por 7z, de modo

que sejam obtidas as relagdes:

ijl[k';dj'é”;(xi,xj,w)+ knjd,f?—;(xi,x,.,co)]~%uv —%‘(x,. ~x,)lag,a=0; (5.34)
Z;I {kzzjdja:(xi,xj,w)+ -/;dja;(xi,xj,w)]-gﬁuh +_7;£t_(2i -z )/a(pya =0. (5.35)

As amplitudes também podem ser normalizadas com auxilio do fator mu/F,, assim os

deslocamentos verticais, horizontais ¢ a rotagdo passam a ser,

Upy = === 5.36
= (5.36)
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- 7T
MK (5.37)

- ¢ a
J . (5.38)

Substituindo os deslocamentos normalizados nas equacdes (5.34) e (5.35), simplificando as

relagBes obtidas, € possivel mostrar que

2;1 Edj Z;;(xf ,xj,a))+ kx)gdj(_};:(xi,xj , a))]-— Uy — (x,. -x, )/a¢yNa =0; (5.39)
Z;d Z;dj G, (xi,xj,a))Jr kmdj_é;(xi,xj . a))]—— Uy + (Z; - zf)/agﬁyNa =0. (5.40)

Essas equagOes podem ser escritas matricialmente, e o sistema final para fundagdo rigida

passa a ser,
—dj—c—;:(xi’xj) djz};(xi,xj) -1 0 = xi—xf)/a_ (kzzj [0
deuz(xi,xj) dem(xi,xj) 0 -1 (z,.—zf )/ a k., 0
1d, 0 0 0 0 Uy =917, (5.41)
0 d, 0 0 0 w | |0
d,(x-x,)fa —d,(z-2,)/a 0 0 0 | |#ya| o]
O sistermna pode ser apresentado na forma ‘compacta,
Gy CClf ky | _ { 0}
EQ 0 |luy] |Fun)’ (5-42)

na qual

- Uem € O Vetor com os deslocamentos normalizados no ponto de referéncia da

fundagio, ou se¢ja, os graus de liberdade da fundacio rigida;

- Fex; € 0 velor com cargas externas aplicadas, isto €, sobre o corpo rigido que define a

fundagdo; podendo ser {1 00} para forca vertical, {0 1 O} para horizontal ¢ {0 0 1}
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para moImento normalizado. Aplicando individualmente cada um desses vetores sobre

o sistema (5.42), sFo obtides as respostas da fundagio rigida normalizada.

-k, € o vetor normalizado com as forcas reativas em cada um dos trechos da fundacio,

ou seja, as for¢as que atuam na interface solo-estrutura;
- (C ¢é amatriz de compatibilidade cinematica;
- EQ ¢é amatriz de equilibrio de forgas;
- G € amatriz com as fungies de flexibilidade da fundag3o.

Apos comnsiderar todas as excitagbes individualmente, é obtida a matriz de flexibilidade do

sistema, relacionando as forgas extemas comn os deslocamentos, que possui a forma

W: 1 an N“Z N¢Z Fz
1| N N, N, K F (5.43)
¢ya wa Nuy N@, Fy/a

Para o caso das funda¢des 2D, é apresentada uma discussio no trabalho de Mesquita Neto
(1989), que mostra que, para uma findagdo com contato suavizado, os termos da matriz de
flexibilidade, que relacionam a forca vertical com deslocamento horizontal e rotac#o, sdo nulos,
assim como os que relacionam a excitagio horizontal e o momento com o deslocamento vertical,

ou seja, Nyx = Nup = Nz = Ny = 0, demodo que,

W, N, 0 0 F
U, Z}}L 0 N, NyRK F (5.44)
,a) | 0 Ny N, ||Fa

¢ possivel mostrar queé Ng: = N, , ou seja, aplicando uma forca tangencial é provocada uma

rotacdo na fundag2o, do mesmo modo que ocorre um deslocamento em x quando ¢ aplicada um

momento.
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5.3.2 Sintese INume€rica para Resposta T ransiente de Fundagio Modelada em Freqiiéncia

A resposta transiente para a findagao rigida pode ser obtida com o auxilio da transformada
inversa de Fourier, como apresentando por Adolph et al. (2001) para a fung3o de flexibilidade
Nyz(@). Ao longo dessa sessio, sio apresentadas técnicas e metodologias necessérias para que

seja possivel Obter aresposta transiente da fundagdo rigida modelada em freqiiéncia.

A determinago mumérica das fungSes de flexibilidade para fundagio rigida apresenta alto
custo computacional. Por outro lado, a fisica, os fatores criticos, dos problemas de interagio
solo-estrutura esta na faixa O<4o</( (Gazetas, 1983), Ao ¢ a freqiiéncia adimensional dada por
Ao=wA/c;, onde ¢s € 2 velocidade de propagagdo da onda cisalhante no meio eldstico. Para a
fungio de flexibilidade N.-(4o), que relaciona carga normal com deslocamento vertical, é
esperado um decaimento assinttico monoténico em fungo da freqiiéncia Ao. A figura 5.4
apresenta as componentes real e imaginaria de N,,(4o), para solo com coeficiente de Poisson
v=1/3 e coeficiente de amortecimento histerético constante 77=0,01. Verifica-se, pela figura 5.4,
que o processo de integragdo numérica falha na parte real para Ao>16, ¢ Ao>30 na componente
imaginaria. E necessério salientar que as altas freqiiéncias ndo s3o importantes do ponto de vista
da resposta dinamica, mas uma necessidade matemitica para tornar possivel a transformada
inversa de Fourier. As fespostas esticionarias, obtidas a partir dos trabalhos de Mesquita Neto
(1989), Almeida Barros (1997), podem ser estendidas a faixas de freqiiéncias elevadas se
comparado com 0s trabalhos encontrados na literatura, mostrando a capacidade dos processos de

integragao.

Neste trabalho, ¢ apresentada uma metodologia alternativa para obter respostas precisas
para pequenOs passOs em freqiiéncia 4w e grandes freqiiéncias de amostragem @y, Nas baixas
freqiiéncias, € utilizada a interpolagio spline ciibica. Nas freqiiéncias mais altas, onde o processo
de integrag@o falha (vide figura 54), a func@o serd extrapolada. Esses serdo os procedimentos
discutidos a seguir. A figura 5.5 apresenta, esquematicamente, as faixas de ajuste para a funcio

de flexibilidade Ny
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Figura 5.4 — Componentes reais € imaginaria de N,,, para v=1/3 e n=0,01.
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T ¥ +
Apcde Ao zeros Aok

Figura 5.5 — Esquema de interpolag@o para fungio de flexibilidade Ny.(Ao).

Na faixa 0<A40<A0cq. apresentada na figura 5.5, a funciio de flexibilidade é determinada
numericamente para um passo em freqiiéncia A40=0,05. Entre esses valores ¢ ajustada uma
interpolaggo spline cubica. Isso permite que N, seja determinada com um passo Ado arbitrario,
tdo pequeno quanto se deseja a custos computacionais muito baixos. A figura 5.6 apresenta os
resultados obtidos por interpolagdo para N,,. para o valor arbitrario A40=0,025, obtido a partir do
passo original de Ado = 0,05. Os resultados tanto para parte imaginaria quanto para a parte real

apresentam boa concordancia.

Como pode ser observado na figura 5.4, o processo de integragdo numérica para as partes
real e imaginaria falha a freqiiéncia relativamente elevadas. Para a parte real o comportamento de

decaimento monotdnico € relativamente rapido, mas o método falha para fregiiéncias 40>16. Por

111



outro lado o comportamento monoténico da parte imaginéria é interrompido para freqiiéncias
Ao>30. Estes s@o 0s limites de freqiéncia, 40,4, usados para determinar os valores de &, por
integragdo numeérica. Acima destes valores de freqiiéncia, a fun¢do de flexibilidade N,,, pode,
também, ser obtida por interpolagio spline. E assumido que para uma freqiiéncia Ao, a funcio
desaparece, NV,,=0 (cOmo mostra a figura 5.5). Assim, entre Ao,y < Ao < A0zer0s 2 funcio é
interpolada por spline cibica. A spline ctibica & capaz de fornecer uma transigio suave entre

AOcaic € A0seros. A faiXa entre Ao, < do < AOfinq; € preenchida com zeros.

—~— 8192 spline

&
—
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— P
g 2
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= !
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Ao Ao

Figura 5.6 Erro da interpolagio spline para a fungio de flexibilidade Ny para as baixas

freqiiéncias.

A influéncia dos parAmetros Aoy, € AOfina sobre a resposta transiente é investigada a
seguir. As figuras 5.7 € 5.8 apresentam o ajuste das partes reais e imaginéria da funcio »,,,. Essas
funcdes serdo submetidas & transformada inversa de Fourier, com uso do algoritmo da FFT,
obtendo assim a 1€SpOsta no dominio do tempo. Para a parte real a interpolag@o, que fornece a
transicdo, foi realizada utilizando 4o, = 716 e AOseros = 55. J4 para a parte imaginaria, figura
5.8, a faixa de para mnterpolac&io variou entre 40 < AOzeros < 130. O parametro A0,..,, variando de

A0ero = 40 a A0zer0s = 130 € fornecidona legenda da figura 5.8.
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Figura 5.8 Parte imaginaria da fingdo N, interpolada, com Aoca =40 e valores distintos

de Aozeros.
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O efeito do parametro Ao, sobre a resposta transiente da fundagio rigida é investigado
agora. A figura 5.9 apresenta a resposta de uma fundag@o rigida de superficie submetida a um
delta de Dirac Fz())=&7), aplicado no instante r=0. Os parimetros assumidos foram: v=1/3,
n=0,01, A=2,5ft. Pode ser observado que o efeito da freqiiéncia de transicio 40, nio parece
ser téo signiﬁcativa. A Figura 510 fornece o mesmo resultado, porém a escala de tempo €
aumentada significativamente. E possivel motar que ocorre uma convergéncia com o aumento da
freqiiéncia de transi¢80 4o..,,,. Umavez que ¢ atingida a convergéncia com respeito a 40.e.05 a

interpolagio entre A0caic € A0, esta finalizada.

A etapa seguinte € a investigacio da influéncia da faixa de freqiiéncia A0,erps < Ao < Aogina,
na qual é assumido que a resposta desaparece, N,.=0. Teoricamente essas freqiiéncias estdo
relacionadas apenas a passos de tempo A7 menores na resposta transiente W.t). A figura 5.11
mostra o efeito do valor de Aoy, sobre a resposta transiente W.(t), quando a fundacio ¢
submetida ao delta de Dirac. Os resultados apresentados nas figuras 5.11 e 5.12 sio para os
valores de Aofar: 5425 102,4; 2043;409,6 e 8162, que correspondem, respectivamente, a 2048,
4096, 8192, 16384 e 32768 pontos em freqiiéncia. A figura 5.12 apresenta os resultados para os
passos iniciais de tempo. Pode ser observado que o efeito da adigio de zeros, nas altas faixas de
freqiiéncia da fungdo de flexibilidade Ny-(A40), esta ligado apenas a menores passos de tempo.
Esta figura tambem mostra a precisio que pode ser obtida na resposta transiente com o uso dessa

metodologia.

J4 é bem conhecido que as fingdes de flexibilidade para fundacdes rigidas 2D apresenta
singularidade quando a freqiiéncia tende ao valor estatico, Ao=0. Isso corresponde a um
movimento de corpo rigido do semi-espagco 2D (Luco e Westmann, 1972). Para aplicar a
transformada inversa de Fourier numericamente, é necesséario um valor definido para a fun¢do de
flexibilidade na freqii€ncia 40=0, N,.(40). Da teoria da FFT, ¢ sabido que esse valor estatico
contribui com um movimento de corpo rigido, ou o que é chamado de nivel “DC” (Newland,
1993). Foi realizada uma investigagio para avaliar o efeito da funcdo de flexibilidade “estatica”
sobre a resposta transiente. Para avaliar esse efeito, foram gerados valores estaticos
Nyz(A0=0)=2" (n=0,1,2,...,.10), que foram inseridos na parte real da fun¢do NV, dada na figura
5.7. A figura 5.12 mostra a resposta transiente determinada para valores crescentes de Nyz(Ao=0).

Esta analise revela que a influéncia do valor ““estatico” ou “nivel DC” é restrita ao movimento de
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corpo rigido, isto €, adiciona unicamente um valor constante a resposta. E, entdio, possivel

eliminar a resposta de corpo rigido da resposta final, definindo que:
W) = Wy (€)= Worrr (s ). (5.45)

Na equagdo (5.41), W.(z) ¢ a resposta sem o efeito de corpo rigido, induzido pela
singularidade em freqliéncia. O termo W.rrr(?) € a resposta vertical transiente obtida pelo
processo de FFT para um valor estitico de N,.(40=0), e a resposta W.rrr(tmay) Tepresenta o

deslocamento de corpo rigido a ser subtraido.

Apos essas investigagdes numéricas terem sido concluidas, passa a ser possivel gerar a
resposta transiente para grandes periodos de tempo ou pequenos passos de tempo, sem a

influéncia de movimentos de corporigido estacionarios 2D.
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Figura 5.9 — Resposta vertical transiente da fundagdio W,(t) excitada pelo Delta de Dirac.
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Figura 5.10 — Detalhe da resposta vertical transiente da fundag@o W,(t) excitada pelo Delta
de Dirac, em fungdio da freqiiéncia de transicao Ao0,ers.
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Figura 5.11 — Resposta transiente W ,(t) para fundagdo excitada por um Delta de Dirac e
valores distintos de Aos.
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Figura 5.12 — Detalhe da resposta transiente W,(t) para fundagio excitada por um Delta de
Dirac e valores distintos de Aoy
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Figura 5.13 - Efeito do valor daresposta estacionaria estatica Nwz(Ao0=0) sobre aresposta
transiente W,(t).
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5.3.3 Resumo dos procedimentos necessarios para obtencdo da resposta transiente

Na sess@o anterior, foram apresentadas as investigacdes realizadas para a obtenc3o de
respostas transientes de fundacdesrigidas de superficie. O caso estudado foi a resposta vertical da
fundagdo devido a uma excitag3onomal & superficie. Entretanto, esses procedimentos podem ser
facilmente estendidos as outras respostas. E possivel obter as respostas para excitacio tangencial
e, ainda, para fundagdo submetida 2 um momento, ou a combinagdo dessas excitagdes. Os

procedimentos s#o 1dénticos aqueles demonstrados anteriormente.

Na figura 5.14, € apresentado o fluxograma de procedimentos e etapas de processamento
para obteng@o da resposta transiente de uma fundacio, podendo esta ser de qualquer tipo.
Inicialmente € calculada a resposta estacionaria com passo e limites de freqiiéncia arbitrarios.
Nesta etapa, os modelos de amortecimento e o valor sdo impostos. Apds concluidos os calculos,
as componentes real ¢ imaginiria da fungio de resposta em freqiiéncia s3o visualizadas,
permitindo a defini¢do do ponto de corte, a partir do qual a integragdo numérica falha. Nos casos
em que se deseja aumentar o periodo de analise, € necesséria a interpolacdo spline. Deve ser feito
um estudo do erro que a spline causa para o passo em freqiiéncia imposto inicialmente, caso esse
erro extrapole o permitido, € preciso recalcular a resposta em freqiiéncia para os valores
interpolados, reduzindo o passo em freqiiéncia no processo de integragdo numérica. Quando a
diferenga entre o valor interpolado ¢ o calculado for satisfatério, & possivel partir para etapa

seguinte.

Uma vez concluida a etapa inicial, que ¢ a analise da resposta estacionaria, € preciso impor
a faixa de transiga0 40.r. Cria-se um vetor de carga, € caso se opte por aplicar o processo para
obter 2 resposta a carga arbitraria em freqiiéncia, ¢ necessario aplicar a FFT a excitagio, realizar
o produto pela fungdo de resposta em freqiiéncia, seguida pela transformada inversa. A analise da
resposta transiente definird se a faixa de transic#o foi adequada. Caso nio tenha sido, essa devera

ser redefinida.

Nos casos em que ¢ necesséria ou desejada a resposta pela integral de convolugdo, a analise
para defini¢Zo do ponto de transigio pode ser sobre a funcio de resposta ao impulso, obtida pela
IFFT da fungdo de resposta em freqiiéncia, procedimento este que é mais recomendado, devido

ao alto custo computacional da convolugio no tempo.
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Figura 5.14 — Fluxograma de procedimentos para obteng¢fo de respostas Fransientes de fundacdes
e rigidas a partir da funcdo de resposta em freqiiéncia.
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5.3.4 Resultados Numéricos paraFundaciio Rigida sem Massa Modelada em Freqiiéncia

Nesta sessao0, a metodologia descrita ao longo do capitulo sera aplicada com o objetivo de
valida-la, e, ainda, determinar a influéncia dos modelos de amortecimento sobre a resposta
transiente. Serdo apresentados os resultados para deslocamento vertical de uma fundacgo rigida

de superficie, submetida a excitaco normal ao plano da fundacio.

Todas as analises foram realizadas considerando uma fundag3o rigida de superficie, como
na figura 5.15, com comprimento 24=3fZ, repousando sobre o solo com os seguintes parametros:
médulo de elasticidade E=2,58984 x 10° IbffP (1,24 x 10" N/n?), densidade de massa
p=10,3861b/sec’ (5362,45kg/m’) ¢ coeficiente de Poisson v=1/3. Essas propriedades para solo e
modelo e fundagao foram utilizados por Spyrakos e Antes (1986)  Spyrakos ¢ Beskos (1956)
para demonstrar a formulagio de elementos de contorno no dominio no tempo que
desenvolveram (T-BEM). A interface entre a fundacio e o solo foi discretizada em 16 elementos.
A freqiiéncia final foi fixada em A0su=204,8, e foram utilizados 8192 termos em freqgiiéncia, de
modo que o passo foi Ado=0,025. O valor da integral foi calculado para Ao,u.s=100,
considerando a transi¢do. A resposta transiente € obtida para Tpe=0,0649s, com passo de tempo

At=3,9624 x 107s.

Foram investigados trés modelos distintos de amortecimento, chamados de modelo de
amortecimento histerético constante, modelo de Kelvin-Voigt e um modelo de amortecimento em
rampa. A dependéncia da freqiiéncia dos modelos de amortecimento 7(40) analisados pode ser
visualizada na figura 5.16. As equagdes que regem os modelos de amortecimento sdo

apresentadas na tabela 5.1.
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Figura 5.15 - Fundag3o rigida de superficie analisada.
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Figura 5.16 - Modelos de amortecimento.

Tabela 5.1: Equagdes que regem os modelos de amortecimento

Modelo de amortecimento Equacio
1) Histerético constante n(Ao)=n (constante)
2) Kelvin—VOigT n( AO)'—' Ao n
3) “rampa” n(Ao)=Aon, (0<Ao<l)
n(Ao)=n, (Ao>1)
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Para cada modelo, houve um investigagdo para varios valores dos coeficientes de
amortecimento. A tabela 5.2 apresenta os valores investigados.

Tabela 5.2: Modelos de amortecimento e coeficientes

Modelo Coeficientes de amortecimento

Constante
Kelvin 0.001 0.005 0.01 0.05 0.1 0.2
Rampa

As figuras 5.18 @ 5.21 apresentam a resposta vertical transiente da fundagio, devido a
excitacio normal em forma de degrau apresentado na figura 5.17, para os diversos modelos e
coeficientes de amortecimento. O pulso possui duragio de 16 x 107 ¢ amplitude F,=180kib/f:.
Para validagdo, os resultados foram comparados com os divulgados por Spyrakos e Antes (1986)
e Spyrakos ¢ Beskos (1986), usando 0 método de elementos de contorno direto formulado no
tempo (T-DBEM). Pode ser observado que os valores dos coeficientes de amortecimento
influenciam na amplitude da respostanos instantes iniciais de tempo. Na figura 5.18, a resposta é
para o amortecimento histerético constante, com coeficientes variando de 77=0,01 a 7=0,2. E
possivel constatar que O aumento do coeficiente de amortecimento implica um decréscimo da
amplitude dos picos na resposta. Os resultados siio muito proximos aqueles da solucdo de
Spyrakos e Antes (1986) formulados para o solo elastico ideal. Os resultados reportados por

Spyrakos e Beskos (1986) apresentam algumas divergéncias nos instantes iniciais de tempo.

A figura 5.19 apresenta os resultados para o modelo de amortecimento de Kelvin-Voigt.
Neste caso, o aumento do coeficiente de amortecimento implica picos menores de resposta, além
de uma suavizagio desta. Este resultado é consistente. Os elevados valores de amortecimento, nas
altas freqiiéncias, amortecem os termos da resposta estacionaria relativos a elas e que sio

responsaveis pelas mudangas bruscas da resposta transiente.

A resposta para 0 modelo de amortecimento do tipo rampa pode ser analisada na figura
5.20. Como esperado, €la apresenta 0 mesmo comportamento ndo suave da resposta para o
amortecimento histerético constante, uma vez que ambas as respostas possuem 0s mesmos
termos de alta freqliéncia. Entretanto, é notavel que a redugdo na amplitude dos picos & menos

acentuada que nos outros modelos de amortecimento. A resposta transiente da fundagio para os
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trés modelos de amortecimento, considerando um coeficiente de amortecimento 7=0,05, aparece

na figura 5.21.

A FFT fornece a resposta como sendo um sinal peridédico (Newland, 1993). Desta maneira,
o valor da resposta para o maior tempo 7;,.» € conectada a resposta do instante inicial t=0. Isso
significa que em Tmes podem estar as informagdes sobre a causalidade obtida na resposta
transiente. A figura 5.22 apresenta a influéncia do modelo de amortecimento sobre o
comportamento causal da fundagio para um coeficiente de amortecimento 7=0,05. Como

esperado, o modelo de amortecimento histerético constante apresentou a maior néo causalidade.

O modelo de Kelvin-Voigt apresenta um comportamento causal, exceto para os tltimos

instantes de tempoO-

A figura 5.23 permite visulizar o comportamento n3o causal para o modelo de
amortecimento histerético constante para valores distintos de coeficiente de amortecimento 7. O
carater ndo causal da resposta aumenta & medida que o coeficiente de amortecimento é
aumentado. Os resultados apresentados indicam que a metodologia pode ser utilizada para

analisar a relacdo entre os modelos de amortecimento e a causalidade.
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Figura 5.17- Excitac#o retangular, impulso
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Figura 5.18 — Resposta vertical devido a excitagdo impulsiva retangular, modelo de
amortecimento constante.
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Figura 5.19 — Resposta vertical devido a excitacio impulsiva retangular, modelo de
amortecimento Kelvin-Voigt.
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Figura 5.20 — Resposta vertical devido a excitagdio impulsiva retangular, modelo de
amortecimento rampa.
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Figura 5.21 — Resposta vertical devido 4 excitagio impulsiva retangular, efeitos do modelo de
amortecimento.
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Figura 5.22 — Efeitos dos modelos de amortecimento sobre a n3o causalidade da resposta.
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Figura 5.23 — Efeitos do coeficiente de amortecimento sobre a no causalidade daresposta.
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Os proximos exemplos s3o para a fundacdo submetida a uma excitagio harménica de
amplitude F.=1 80KIb/ft, aplicada repentinamente no instante 7=0. Foram consideradas trés
freqiiéncias distintas para a excitagho: 4o=0,5, 4o=1,0 e do=1,5. A figura 5.24 fornece a
amplitude estacionaria do valor absoluto de W.(Ao). Para Ao=0,5, o valor do deslocamento
vertical ¢ W,(40=0,5)=7,2 x 107 fi. Amalogamente, Wy(Ao=1,0)=4,8 x 10°fi e Wy(do=1,5)=3,4 x
10°ft. As figuras 5.25 2 5.27 apresentam o comportamento transiente para a carga harménica

aplicada repentinamente, nas trés freqincias mencionadas.

As trés figuraS mostram que, apds a parte transiente da resposta ter sido amortecida, a
amplitude restante € €xatamente a amplitude da resposta estacionaria. A analise desses resultados
mostra que a metodologia descrita neste trabalho ¢ eficaz e flexivel o suficiente para preencher a
transi¢do entre o corportamento transiente € estacionario. Dessa maneira a metodologia ¢ capaz
de fornecer respostas transientes estiveis para grandes periodos. Os resultados apresentados
nessas figuras s#o validados por comparagdo com os apresentados por Spyrakos e Antes (1986) e

Spyrakos e Beskos (1986).

Na figura 5.28, € apresentado o detalhe da resposta transiente para a excitacdo harmdnica,
variando o coeficiente de amortecimento 77. Foi considerado o modelo de amortecimento
histerético constante. A resposta reflete 0 comportamento esperado, isto é, com aumento do
coeficiente de amortecimento, a amplitude da resposta decai € o comprimento de onda cresce

sensivelmente.
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Figura 5.24 - Resposta estaciondria para amortecimento constante n=0.05.
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Figura 5.25 — Resposta transiente devido a excitacZo harménica com Ao0=0.5.
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Figura 5.26 — Resposta transiente devido 2 excitagio harménica com Ao=1.0.
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Figura 5.27 — Resposta transiente devido a excitagdo harmdnica com Ao=1.5.
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Figura 5.28 — Resposta transiente devido a excitagdo harmdnica com Ao=1.5, efeito do
coeficiente de amortecimento.

5.3.5 Insercao dos efeitos de inércia- consideracio de massa da fundacio

As equagdes diferenciais que governam os efeitos de inércia na resposta transiente da
fundagdo com massa podem ser incorporadas facilmente nas respostas estaciondrias dadas pela
equacdo (5.41) (Mesquita Neto, 1989, Sousa, 1999).

Na figura 5.29, € apresentado o diagrama de corpo livre para uma fundagio na qual é

considerada a massa.
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Figura 5.29 — Diagrama de corpo livre da fundagio com massa.

As equagdes para equilibrio de forgas desse sistema s#o obtidas pela aplicagéo da segunda
let de Newton,

ZFZ =m,a;
D Fo=mea; (5.46)
SM, =J,8,;

sendo m¢ a massa da fundag@o e J,, o momento polar de inércia.

A fundacdo € carregada sobre o ponto s pelas forgas externas Py, P, e Ty. O ponto s define o
centro de massa do corpo rigido, sobre o qual siio medidos os deslocamentos, velocidades e

aceleragdes. Definindo as aceleragdes em cada uma das dire¢des como sendo,

. =i, + R
a, =ii, —h,; (5.47)
a, =0.

¥y

Desprezando 0s termos de segunda ordem da aceleragio de modo a linearizar as relagdes,

.. i2 s e .
elimina-se o fermo ¢y . Impondo-se as solicitagBes externas ao sistema, reecreve-se (5.46) como,
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P —F =m,i,;
P.—F, =m,u{,‘——mfh¢y; (5.48)
T,—M,=J; @,;

que na forma matricial possui a forma a seguir:

m, 0 0 |[i] [R]]1 0o 0] (F

o 0 Jy |4 (5] r 1] M,

O sisterma matricial de (5.49), formulado no dominio do tempo, representa o equilibrio de
forgas para a fundagdo rigida com massa, quando submetida a carregamentos externos. Esta
relagdo juntamente com o sistema apresentado em (5.29), que descrevia o estudo da interacdo
dinamica de fundagdes rigidas comosolo, com uso das fungdes de influéncia, permitiré a solugo
das fundagGes com massa. Inicialmente € necessario transformar o sistema de (5.49) para o

dominio da freqiiéncia, obtendo,

m;, 0 0 |lu | [P|[1 o o] [F

2 _ A L7 =
@’ 0 m, h:nf U, ¢ = _{)i -10 1 O0}<F, (5.50)

o o J, || |I)|lo ~ 1] |M,

multiplicando e dividindo a iltimalinha por a, que é a semilargura da fundac@o, o sistema passa a

ser escrito como,

m, 0 0 ||u P| J1 00]| F
@ 0 m, —hm|Su, 2={P t—l0 1 0|4 F, (5.51)

o 0 J, | (4a T, 0O & 1| M,

N a” | a a

que, na forma compacta, € representado por,

o [Mrs }= (P}~ [OFF | (5.52)
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sendo [M] a matriz de massa equivalente do sistema, e {1—51 }vetor com os dados de carregamento

externo.

A matriz Q € dada por:

1 00
Q=10 1 0 (5.53)
1 71

Agora & possivel inserir os efeitos da inércia na formulagdo apresentada para a fundagio

sem massa., que ¢ representada pelosistema (5.29),

G ccl[Fs|_ )0
{EQ 0 J{QI} - {f}
que pode ser dividido em dois subsistemas,
GIF, }+[cClersr 1= {0} (5.54A)
[£0F / |= {F . (5.54B)

Substituindo (5.54B) em (5.52),

[oIEQNF ; }+ o’ [M Tetrr }= (.}, (5.55)

introduzindo (5.55) no lugar da segunda equagio do sistema de (5.54),

[GIF/ }+[cClianr 1= 10}
[I0lF , }+ 0’ M v = .}

na forma matricial,

G cC Ff}:{_(_)}
0-E0 oM |lurr] (P}’ (5.56)
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sendo:

. {7 amatrizcom as funcdes de influéncia;

- CC amatriz de compatibilidade cinematica;

- Fyovetor com as forgasna interface solo-fundagio;
- a matriz a matriz definida em (5.53);
- EQ amatriz de equilibrio de forcas;

- w a freqii€ncia de excitagio em rad/s;

- M amatriz de inércia equivalente da fundacio;

4, os deslocamentos vertical, horizontal e rotacdo da fundacio no ponto de referéncia;

P, o vetor de carregamento a0 qual é submetida a fundacio.

O passo seguinte € normalizar a resposta da fundag@o rigida com massa. A partir do sistema
apresentado em (5.51), € possivel escrever trés relacdes de equilibrio, uma para cada grau de

liberdade:

Q)sz;v :Fz “Fz
a)szuh wa)zmlhgﬁya :Px;Fx (5.57)
0 L2y a-Tr4F, -
a a a

Para fundac@o rigida sem massa, os deslocamentos foram normalizados pelas equacgdes
(5.36) a (5.38), assim para deslocamento vertical, horizontal e rotagdo da fundagio, tem-se,

respectivamente:

134



-I;VN = u:f#
— i
iy = LT (5.58)
P,
¢},Na =
{ £,

Ap6s isolar o deslocamento nio normalizado das equagdes (5.58) para substituir em (5.57),

e alguma algebra, chega-se a:

i _
oL (5.59)
ﬂ’y P, Pr
w'm, - w’m P. F.
Uy — ——hp == - (5.60)
T T P, P
Lo W
.a_’z_i”_z:ﬁz_(ﬁ a=-2 _hEs e (5.61)
mem, a7 P. P P,

Recorrendo & dinamica classica, pode-se definir o raio de giragio, em func¢do do momento

de inércia de massa € da massa,

_Tn

m

7, (5.62)

Com o auxilio do raio de giragio, a equagdo (5.61) pode ser reescrita, eliminando o

momento de inércia,

C{)zm ¥ hFx T -
L2 g ==t (5.63)
mu \ a P: P P

Definindo um fator que relaciona a massa da fundag@o my, com a massa do solo mg, com 0

objetivo de simplificar as relagGes anteriores, a massa do solo sera definida como sendo a massa
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equivalente 2 contida em um semicirculo abaixo da fundagio, com raio @. Assim o fator que
relaciona as massas do sistema §,

m, m;

B=——= > (564)
ms ;?Z'}{?Cl
Considerando ainda que a velocidade de propagacdo da onda cisalhante € dada por,

cz=£ (5.65)
P

Com o uso das consideracgdes acima, & possivel reescrever os termos que envolvem a
freqtiéncia,

Finalmente, reescrevendo as equagdes (5.59) a (5.61)

- }—52 Fz .
A Buw =<3 (5.66)
— — .ﬁ): —F—x
A, Buw — A, Bho,ya = 7 B (5.67)
Iy _ M,
s . hF
w -4 _*__a .
A4,B—2-¢ ya 5 B B (5.68)

e agrupando na forma matricial, obtém-se o sistema de equilibrio normalizado,
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(5.69)
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que na forma & representado por:

4, BM Yt = P |~ [OFF o } (5.70).

Esta relaggo de equilibrio nomalizada pode ser inserida na equacZo (5.42), que descrevia a
fundacgfo rigida normalizada sem massa. Ap&s algumas consideracdes, ¢ possivel escrever o

sistema normalizado para fundacio rigida com efeitos de inércia,

6: cC kn _ 0
{Q'EQ AGBMjH;refN} {F,N}’ (5.71)

sendo:
- G, amatriz com as fungdes de influéncia;
- CC amatriz de compatibilidade cinematica;
-k, o vetor normalizado com as tensdes na interface solo-fundac3o;
- Qa matriz definida em (5.53);
- EQ amatriz de equilibrio de forgas;
- A,B afreqliéncia adimensional multiplicada pelo fator de massa;
- M amatriz de inércia equivalente da fundagio;
- Uy 0 graus de liberdade normalizados no ponto de referéncia;

- P, o vetor de carregamento externo normalizado.
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E pogsivel obter a resposta de uma fundagio com massa, a partir dos resultados obtidos

pela matriz de flexibilidade da findagdo rigida sem massa (Mesquita Neto, 1989). Considerando

o sistema apresentado em (5.43),

W, N, N. N_]|[F
U l=d N, N, N_[F

i '
$,a N,, N, N, F,la

Considerando o equilibrio de forgas na direcio vertical,

P.—F.=—’m W (5.72)

Assumindo que exista apenasa excitac@o vertical, do sistema (5.43) conclui-se que

Fz = Wz %ﬂ: . (5.73)
Substituindo (5.73) em (5.72),

P.—W. -]—’\}fﬁ‘—-— =—w’m,W.,

isolando a carga externa,

. =_mzmﬁz+'va§%=w{;i mm] (.78
Considerando a normalizagio do deslocamento,

W= W—;—:{ﬂ 5 (5.75)

é possivel escrever a relagdo (5.74) nomalizada,
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1 e'm | = 1, — 1
=W~ =Wav| ——-AB | =Wy = (5.76)
wg H ~ - A’B

wz

W2

Com a equacdo (5.76) & calculada a resposta para uma fundag3o com massa, utilizando a

funcgo de flexibilidade calculada para fundagéo sem inércia.

O raciocinio adotado para obter o deslocamento vertical, devido a carga normal para a
fundacdo com massa, usando a fungio de flexibilidade para o sistema sem massa, pode ser

estendido para as demais excitagdes.
5.3.6 Resultados numéricos — Funda¢io com Massa

Para analise dos efeitos da inércia sobre a resposta transiente da fundac@o rigida, adotou-se
a mesma fundag@o analisada na segio 5.3.4. Para parametro B, que relaciona a massa da fundagdo
com uma massa equivalente de solo, foram adotados os seguintes valores: 1, 5, 20, 50. Ndo foram
alteradas as caracteristicas do solo, e foi adotado o modelo de amortecimento histerético
constante com coeficiente 0.05. A resposta estacionaria € apresentada na figura 5.30. Pode ser
observado que os efeitos da inércia sio mais significativos a partir de B=5. Com o aumento da
massa da fundac@o, o sistema apresenta um comportamento ressonante. Os picos de ressonéncia

crescem, enquanto a freqiiéncia de ressonancia decresce com aumento de B.

A resposta transiente, para a findagdo com inércia excitada pelo pulso apresentado na
figura 5.17, pode ser vista na figura 5.31. Para maiores fundagbes de maior massa, a amplitude
final decai e os picos sdo atingidos em tempos mais longos. Grandes fatores de inércia tendem a
retardar o movimento de corpo rigido com respeito ao tempo. Para valores altos de B, B=20 ou
B=50, o efeito da inércia é muito pronunciado, e algumas oscilagdes fortemente amortecidas

aparecem em torno da resposta estdtica.
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Figura 5.31 — Resposta transiente para fundacio com massa excitada por carga impulsiva.
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5.4 Formulac@ao de Fundacio Rigida2D no Tempo

A montagem dos sistemas para findag3o rigida na freqiiéncia € mais simples que no tempo.
Para cada freqiiéncia, € construido o sistema, ou seja, a solugdo ¢ independente das freqiiéncias
anteriores. No entanto, ndo € possivel a analise de problemas néo lineares em freqiiéncia. Essa
deficiéncia pode ser suprimida pela modelagem no tempo. Uma das possibilidades de estudo de
n3o linearidades é a simulagdo de contato entre a fundagZo e o solo, o que poderia ocasionar o
escorregamento, €aso fosse superada a forca de atrito. A grande vantagem da metodologia
proposta € que as funcdes de influsncia nfo precisam ser modeladas no tempo, bastando a

resposta transiente obtida pela transformada de Fourier.

A maior complicacdo em modelar o sistema da fundagfo rigida no tempo estd na
convolugdo, enquanto que, na freqiéncia seria possivel montar a matriz [E(w)] e inclui-la
facilmente no sistema global com as condigdes de compatibilidade cinematica e as equacoes de

equilibrio, existindo, no tempo, uma dependéncia das respostas anteriores.

Partindo das equagdes de superposi¢io dadas em (5.4), apresentadas novamente a seguir:

W, (x,.1) j E (%=Xt —0)f,(0)do . (5:4)
Jj= 1 [¢]

Quando se deseja fazer a superposicdo para obter o deslocamento W(¢), ndo existe qualquer
dificuldade em realizar a integral, que, para ‘dados discretos, passa a ser um somatério. No
entanto, na montagem dos sistemas para a fundag@o rigida, F. € uma incégnita, s@o as tensdes na
interface entre o solo ¢ a fundagdo. () € conhecido, uma vez que é imposto pelas condi¢des de
compatibilidade, com as quais os resultados da superposigio sdo igualados. O principal objetivo
dessa sessio & mostrar como € possivel separar as componentes da superposicdo em um sistema

de matrizes.
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Figura 5.32 — Fungdes Heaviside para descrever as forgas de reacio.

Considerando inicialmente apenas uma fungio de influéncia, ou seja, nfio é realizada uma
superposicdo. Ecs(?) € obtida de maneira discreta, pelo uso da transformada de Fourier,
consequenternente, Wi(1) e F(1) devem ser discretos, apresentando mesmo passo de tempo.
Assumindo que Fe(?) possa ser descrita por uma série de degraus (figura 5.31), entio podemos
descrever F(¢) como sendo um somatério de fungdes Heaviside, H(t-1;), se >t H=1, se t<t;

H=0.
Entio F(t) é dado por:
FO)=flHG-2)-He=t )1+ £lH-1) = B -0+t £ [HE 1, ) - HG-1)].  (5.77)

Aplicando a integral de convolugio com a F(y),
w(t) = ][E(r ~olWAlHo~2,)-Hlo-t)]+ ...+ f[H(o -1, )~ H(o -1 o

integrando até 7, para calcular Wz)):
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W(t!) = ‘ﬂg([; - g)]{ﬂ [H(O- - to)—' H(U ‘tl)]'l" .fz[H(U - Zl)_ H(O_ - tz)]'*‘ fs[H(U - tz)“' H(O— - tz)]"' ...}dUa
a integral da soma € igual 2 soma das integrais,

()= 16— NA o 1) = Hlo-1)o +
”ﬂse, o falH o ~1)- Hlo —)lies

+J'[E(z Al H(o‘ t,)~H(o —t,)ldo + ...

analisando a segunda e terceira integrais, no intervalo #,<0<t,, a fun¢io Heaviside [H(o-t;)-H(o-
t;] € nula, o mMesmo raciocinio valendo para a terceira e todas as subseqlientes. Assim 0

deslocamento no instante #; € dado por

wi(t,)= ﬂE(t ~olflH (e —2,)-Hlo-2)]do
neste intervalo, [H(o-tg)-H(o-2;]=1,de modo que,
W)= e, - o)AHo,

sendo f; uma constante, pode ser retirado da integral, como #,-t; = tp e t;-tp = t;, o valor de W(t;) €

dado finalmente por:
W)= f, [lE(e)Mo = £iGle)ar. (5.78)
Para o instante t = tp, calculado assim W (t2)

w()= 5l - A C 1)~ He -]+ £[H (o ~0)- Ho )]+ flHE 1)~ Hlo -1+ Yo
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neste intervalo, [H(c-t)-H(o-t;]=0, consequentemente, ¢ separando em duas integrais com os

limites diferentes,

()= [5G, ~ Nl —1)-Ho—2)]+ AlHo —5)- Hlo - 1)io+

< et - WAl -1)~ Ho- )+ £ [H( 1)~ Hlo 1o

Analisando cada integral separadarnente, na primeira integral de ty a t;, o termo que

multiplica f; é nulo. Jana segundaintegral, o termo que multiplica f; desaparece, assim sendo
w(.)= EC -l (o ~1,)-Ho-2)ldo + [[EC, - WAt (o -1)- H(o -1, )jio
t, 4

nos intervalos de integragao nos quais existem as fungdes Heaviside, elas possuem valor unitario
>

deste modo,

4 Iz
w(t,)=f, HE(tz —o)lo+ Ja J.[E(tz—a)]do- , 0s limites da integral podem ser rescritos, de
t, 4 ,

maneira que a integrar sé tenha o termo o,
I 1

w(,)= 1, [[E(c)Ho + £, [[E(o)ko,
t A

estas integrais resultam,
W(tz) = fl[E(tz )]At + fZ[E(tl )]AZ ' (5.79)
Analogamente para W(ts) ¢ obtida a seguinte equacio:

w(t,) = AlE@)A + AIEG Az + 1Bl )ac . (5.80)

Para simular o efeito da superposiciio, tomam-se em consideragdo trés funcdes de

influéncia, G1:1(t), G12(t), G13(t), que relacionam os deslocamentos Wi(t), Wa(t), Wi(t) com as
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excitacdes Fi(t), F2(1), F3(t). Aplicando a superposigao para obter os deslocamentos no instante t;,

com auxilio de (5.78),

W(t,) = F () Ey (@)8 + B () EL ()b + Fi () E (1,)At
W,(t,) = F(1,) Eyy GO+ 5 () By ()M + F5 (1) Es (1) A
W,(t,) = Fy (1) By QDAL+ Fy (1) By (1) + F5 (1) E (8) A1

este sistema pode seT escrito na forma matricial,

W;(tl) Eu(tl) Elz(tl) Eu(tz) F;(tl)
._.1__ W,(t) = Ezl(l‘l) En(@) Eyt)F@) ;-
Al w,(%) E, @) En(t) E )]\ F@)

Para o instante t, 0 sistema passa ter a forma:

wi(t,) E () E,@) Et)|F@) E\() E,@) Es@)||F@©)
-}— W,(t,) ¢ = Ezl(tl) E, () E () R F5 () p+ E, () E,@) E,@)|FH@)
@) [ Ea@ En@) E0)|[F()] |Ea@) En) Es@)]|F@)

E no instante 13,

w(t,) En(tl) E,(%) E,@) || F1(%)
..L W,(t,) = Ezl(tl) E, (@) Eu(t) [ F2 (&) p+
M) |Ea® Eu®) E0)]|FE)

’Eu(tz) Eu(tz) 13(12) F(tz)
+ E21(t2) Ezz(tz) EEAQ)}{F @)+
LEsx(tz) E3Z(t2) EL (1) || F )
[E,\ () E,(t;) E @) || F(@)
+| E, (%) Ezz(ts) E23(t3)HF2(2‘1)}

_Esl(tB) E3z(t3) E() F;(tl)

Genericamente, para t,,

I

ﬁ{wgg} = [ECFE )+ Y IECHFC, )} - (5.81)

i=2
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Nota-se que o vetor {F} incignita, ou seja, para t, esta sempre multiplicado pela matriz
[E(ty)], todas as forcas para os instantes anteriores sio calculadas nos passos anteriores, de modo
que o termo do somatorio resulta emum vetor com constantes, que deve ser calculado para cada
passo de tempo. E importante frisar que as funcdes de influéncia relacionam as excitacdes

horizontais e verticais com os deslocamentos verticais e horizontais, assim sendo:

L.0)l= B @6} SE0F-C.) (5.82)

:='>

i—t .= [Ewt e}~ Z E )P (5.83)
! {5 )= [E=( WE-,)}+ 2 Eet)F- o)) (5.84)

: {17 () WE<)}+ 2 Bl )7 (o)) (5.85)

o~

Os deslocamentos totais em cada diregZo s3o obtidos pela equagdes a seguir:

—Al—t— W toa (L, )} = [Em ( )}{F @, )} + g [Ew (ti)]{_fz @, )}+ [wa (¢, )}{_—x (@, )} + g [‘E},r (z, )]{—F—x (tn-i+1)} (5.86)

z&% O o @)= [E(, )]{Fz ()} + g [Euz(t,)}{i o) (s, E-, )+ : £, WE-.... ). (5.87)

i=

O somatorio gera um vetor, {CONV(t,)}. Considerando a influéncia dos demais elementos
sobre o elemento no qual € calculado 0 deslocamento, ¢ introduzido mais um somatério nas
equagdes anteriores. Pode-se montar um sistema como o apresentado para as fungdes

estaciondrias (como em 5.14). Neste caso, 0 sistema na forma compacta possui a forma:
()} = M[EGRE, @)+ ar{conm ()} (5.88)

Para montagem da fundag3o rigida sem massa, devem ser consideradas as condi¢Ges de

compatibilidade cinematica (5.17),
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e, (2} = 1CC Tty @) (5.89)

Tgualando (5-89) a (5.88), inicia-se a2 montagem do sistema para fundacdo rigida,

e -STY 70} - - cavte. 590

At

Considerando as equagdes de equilibrio, o sistema passa a ser completo e com soluggo,

V;fg C(% H f(t))} {- Cz]\(/:/ )(tn )}’ (5.91)

sendo,
- [E(t;)] a matriz com os valores das fungdes de influéncia no instante inicial;
. [EQ] amatriz de equilibrio de for¢as do sistema;
. [C(C] amatriz de compatibilidade cinematica da fundag@o;
- Ar o passo no tempo;
- Fy(t,) o vetor das tensoes na interface solo fundagio no instante #,;

- Upef(tn) © VEtOr com os deslocamentos dos graus de liberdade no ponto de referéncia da

fundac¢8o no instante z,;

- Fu(t,) vetor de excitagio aplicada sobre a fundag@o;

- CONV(,)= Z [E@)KF(,_.,)} . calculado para cada fungdo de influéncia e

i=2

excitacao correspondente.
5.4.1 Resultados Numéricos para Fundacéo Rigida 2D no Tempo

Para analisar numericamente as findag&es rigidas de superficie, com auxilio das fungdes de

influéncia transientes, é estudada a estrutura apresentada na figura 5.33 Os parametros adotados
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para o meio infinito sdo dados por: médulo de cisalhamento, p=1 Nz/m; coeficiente de Poisson,
v=1/3; densidade de massa, p=lkgm’. E considerado o modelo de amortecimento histerético

constante com coeficiente =0,01.

O sistema da fundag&o foi simplificado, s&o consideradas s6 as funges de influéncia que
relacionam deslocamento vertical com a excitacfio normal a superficie. Com essa consideracio é
possivel aplicar somente a excitagio vertical. Entretanto, como demonstrado em trabalhos
anteriores (Mesquita Neto, 1989), as cargas verticais produzem apenas deslocamento vertical,
além de ndo haver contribuic@o neste deslocamento provocada por outras excitagdes, como a
tangencial e o momento. Essa simplificacdio permite uma redugio sensivel dos custos

computacionais, quando € tratado o problema em que s6 existe a excitagio normal a superficie da

Figura 5.33 — Fundagiio estudada pela formulagdo no tempo.

Para a fundag@o discretizada com quatro termos o sistema apresentado em (5.91) passa a

ser dado por:

—szll(zl) EwlZ(tl) E‘_13(t1 sz14(t1) —yAt rox(t

)

szu(tl) sz22(tl) Euzzs(tl) Ew224(tl) -yAl‘ E/Z(ln
) t
)

)] [conn(e,))
)| |comn(,)
B (@) Eun@) E_0) E..(,) —yAtJFvs(n;r=<CONV3(tn)

Em41(t1) sz42(t1) sz43(tl sz44(t1) _yA[ Em(tn CONVA;(t,,)
1 1 1 1 0 rqu(fn) . Fl)

v

: (5.60)
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que pode ser escrito matricialmente na forma:

w0 B

Discretizando a fundac@o em partes iguais, € possivel reduzir o tempo necessario para gerar
as fungdes de influéncia, pois € necessirio calcular apenas os termos da primeira linha. Os demais
termos sio obtidos por rotacdo das componentes da primeira linha e simetria da matriz. Na figura
5.34 sdo apresentadas as funcSes de influéncia para os diversos pontos da fundag@o. Assume-se
que € aplicada excitagdo no primeiro ponto, € sfo calculadas as fungdes de influéncia nos pontos
1, 2, 3 e 4. Quando a excitagdo ¢ aplicada sobre o ponto 1, a amplitude da resposta no ponto 1 ¢
superior as demais, além ndo possuir atraso no tempo de resposta. Para gerar as fungGes de
influéneia, foi adotada uma freqiiéncia maxima de dados calculados ©cc=400 rad/s, um passo em
freqtiéncia de Aw=0,1 e uma freqiiéncia final ©Om.=819,2 rad/s, obtida com auxilio da incluséo de

Zeros.

Para a fundacdo discretizada com apenas 1 termo (PVCF), espera-se que a resposta seja a
mesma da resolu¢do do problema de valor de contorno em tensdo (PVCT), isto €, da convoluggo
da funcdo de influéncia com a excitagio. O resultado para essa analise ¢ apresentado na figura

5.35, as respostas s0 idénticas e o erro ¢ nulo.
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Figura 5.34 — Fungbes de Inflitncia E..,(t) para a fundagso discretizada em 4 partes.

Na figura 5.36 s@0 apresentados os resultados para a fundag@o discretizadaem 1, 2, 4 ¢ 8
partes, a fundac¢do foi submetida a um degrau iniciando em t=0 e cessando apés 1s. Com o
objetivo de validar o resultado ¢ zpresentada também a resposta para fundagio modelada em
freqiiéncia, como descrito na sessio 5.3. Pode-se perceber que existe uma boa convergéncia, para
os passos de tempo iniciais, com aumento do nimero de partes. Entretanto, para 4 ¢ 8 partes
surgem oscilagdes, € o processo diverge. O efeito ¢ muito mais evidente para a fundagio
discretizada em 8 partes. Na figura 5.37 sdo apresentados os deslocamentos verticais para tempos
maiores com a fundagdo discretizadaem 1, 2 e 4 componentes. E possivel com a formulacdo no
tempo obter respostas para periodos relativamente longos. Sfio necessirias mais investigacoes
para determinar as causas das oscilagdes observadas na resposta transiente para a fundagio

discretizada em 8 partes.

150



0.30
Erro
I O 1 elemento PVCF
0.25 - x 1 elemento PVCT
0.20
I 015
=
0.10
0.05
0.008®-
Tempo[s]
Figura 5.35 - Comparag3o entre resposta do PVCT ¢ PVCF.
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Figura 5.36 — Resposta vertical da fundac@o obtida pela formulag&o transiente.
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Figura 5.37 - Resposta vertical da fundagio obtida pela formulac3do transiente.

Para validag¢@o da metodologia foi analisada a fundagio rigida de superficie simulada por
Spyrakos e Antes (1986) e Spyrakos e Beskos (1986). Este problema foi analisado na secdo 5.3.4

(Resultados Numéricos para Fundagio Rigida sem Massa Modelada em Freqiiéncia).

A interface entre o solo ¢ 2 fundacdo foi discretizada em 4 e 6 elementos. Para
determinagiio das fungdes de influéncia necessarias para a superposicio, foi adotada uma
freqiiéncia maxima Aor =819. 2, e utilizados 8192 termos em freqliéncia,, sendo obtido um passo
em freqliéncia A4o =0.1. As fingdes estacionarias foram calculadas até Ao,,,,=500. A
Consequentemente foram obtidas respostas transientes para essas funcdes de influéncia para um p

Tnax=0.0162s, com passo de tempo A=9.9059 107s. A superposicdo dessas funcdes foi realizada
para o periodo T = 0.001s.

Os resultados para a fundacio discretizada em quatro elementos ¢ apresentada nas figuras
5.38, 5.39, 5.40, respectivamente para 0 modelos de amortecimento histerético constante, o
modelo de Kelvin-Voigt e o modelo de rampa. Uma comparagio para analisar a influéncia do
modelo de amortecimento pode ser feita através da figura 5.41, na qual sio apresentados os trés

modelos de amortecimento para o coeficiente de amortecimento 1=0.05. Através dessas figuras

152



podem ser observadas oscilagBes, nfo encontradas nos resultados das fundagbes modeladas em
freqiiéncia, entretanto os resultados sio muito proximos aqueles obtidos por Spyrakos e Antes €
Spyrakos ¢ Beskos. Na figura 4.39, para 0 modelo de amortecimento de Kelvin-Voigt nota-se a

instabilidade para o coeficiente de amortecimento n=0.1.

Na figura 5.42 ¢ apresentado o resultado para o amortecimento histerético constante,
n=0.05, por¢ém utilizando quatro e seis elementos. Para maiores periodos de tempo, com seis

elementos ¢ observada uma maior instabilidade da resposta.

Resultados para fundacio discretizada em seis elementos, submetida ao pulso, sdo
apresentados nas figuras 5.43, 5.44, 545, para o amortecimento constante, de Kelvin-Voigt e
rampa, respectivamente. As respostas sio proximas aquelas obtidas nos outros trabalhos, as
oscilagdes também s30 mais nitidas e significativas, levando a divergéncia da resposta. Como foi
comentado anteriormente s&0 necessirias mais investigag3es para determinar as causas e solugdes
para esse problema. Acredita-se que o problema esteja relacionado ao condicionamento da
matrizes que compoem o sistema no qual s@o determinados os deslocamentos e reagdes ao longo
da fundacio. Deve-se salientar que o tempo computacional aumenta sensivelmente com o
refinamento da discretizagdo, isso se deve principalmente ao maior nimero de convolugdes

realizadas para montagem do sistema.

As resposta da fundagdo a outros tipos de excitagdio foi simulada. Para isto a fundag#o foi
discretizada em 4 elementos e submetida a uma excitagio harmoénica do tipo seno, com
freqiiéncia Ao=1.5, como na secio 5.3.4. A resposta ¢ muito proxima daquelas obtidas por
Spyrakos € Antes € Spyrakos e Beskos, apresentando comportamento muito melhor do que as

respostas obtidas para o pulso.
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Figura 5.38 — Fundag3o com 4 elementos, amortecimento histerético constante.
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Capitulo 6
Conclusdes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, foram apresentadas as técnicas para obtenc¢@o de fungSes de Green e
Influéneia 2D transientes a partir das funcdes estacionarias. A metodologia foi estendida para a
analise de deslocamentos de fundagdes rigidas de superficie. A técnica, para obtengio das
respostas e fungdes transientes, consiste basicamente na aplicacfo das transformadas de Fourier,
com uso do algoritmo da transformada rapida de Fourier (FFT). A partir da observagdo das
respostas e fungoes estacionarias, foram desenvolvidas algumas técnicas para adequa-las ao
processo de transformacdo de dominio. As técnicas empregadas foram o uso de interpolagdo
spline cubica, filtro em altas freqiiéncias, transi¢fo para zeros com o uso de interpolagdo spline e

a introducdo de zeros na resposta estacionaria.

As funcdes de Green obtidas foram comparadas aos resultados apresentados por Guan e
Novak (1992), sendo obtida boa concordancia. Foi analisado somente o modelo de
amortecimento histerético constante. No caso das fungdes de influéncia, devido a auséncia na
literatura técnica de respostas transientes, ndo foi possivel a compara¢io com resultados de outros
pesquisadores. No entanto, os resultados apresentaram coeréncia e respeito a dindmica do
problema de propagasdo de ondas no solo. As respostas apresentadas para as fungdes de
Influéncia consistem da fun¢@o de resposta ao impulso, ou seja, do sistema submetido a um delta
de Dirac. Foram analisados trés modelos de amortecimento: o histerético constante, o de Kelvin-

Voigt e um modelo de rampa. Os resultados obtidos foram analisados e comparados entre si.

As funcdes de Influéncia foram aplicadas aos problemas de interagdo solo-estrutura, no

estudo de fundagdes rigidas de superficie. Inicialmente foi apresentada a formulacdo em
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freqiiéncia, na qual os sistemas que regemn a fisica das fundaces rigidas, sio montados com uso
das fungdes de Influéncia estacionirias. O sistema é remontado para cada freqii€ncia. Foi possivel
com isso gerar a fungdo de respostaem freqiiéncia da fundacéo, a partir da qual, com uso da FFT,
foram obtidas as respostas ftransientes. Para anélise numérica, foi estudado o deslocamento
vertical da fundacdo submetida 4 excitagdo também vertical. Foram observados problemas de néo
causalidade, que, apds estudos com os modelos de amortecimento, puderam ser eliminados. Esses
estudos deix aram clara a influéncia dos modelos de amortecimento no comportamento fisico das
fundag@es; modelos inadequados geram respostas ndo causais. Foram estudados os modelos de
amortecimento histeretico constante, de Kelvin-Voigt e rampa. O amortecimento de Kelvin-Voigt
foi o que apresentou menor nio causalidade. Os resultados obtidos foram validados com os

apresentados por Spyrakos e Antes (1986) e Spyrakos e Beskos (1986).

A formulag@0 dos sistemas para a analise de fundag¢des foi também realizada no dominio
transiente, com o uso das fungdes de influéncia sintetizadas com a transformada de Fourier. Essa
formulacio permite que os modelos de contato sejam inseridos futuramente. A principal
dificuldade na formulacdo no tempo foi a superposigio no tempo, que ¢ regida pela integral de
convolugdo. A obtengio das respostas transientes das fundagdes rigidas, com o uso desta segunda
formulagdo, apresenta um custo computacional mais elevado quando comparado & formulagdo

em freqiiéncia.

Para trabalhos futuros, propée-sc 0 uso da técnica apresentada para as demais funcdes de
Green e Influéncia existentes. Assim sera possivel a analise de meios anisotrépicos,

estratificados, poroelésticos e sobre leito rigido.

Uma vez que a técnica € bem dominada, é possivel realizar o estudo da interagcdo do solo
com estruturas mais complexas, como fundacdes engastadas e enterradas. Também pode ser
proposto o acoplamento no tempo com elementos finitos, modelando estruturas complexas
apoiadas sobre o semi-espagco. O alto custo computacional necessério, para gerar a respostas

estacionarias, demonstra a necessidade de estudos em sistemas de processamento paralelo.

A metodologia pode também ser empregada em outras areas que ndao0 a propagacdo de
ondas no solo, como, por exemplo, os problemas de propagacdo de trincas, que possuem

formulagdio estacionaria.
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