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Resumo

CRECI, Geraldo Filho, Geragdo de Malha Tridimensional para o Método dos Elementos de
Contorno, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de

Campinas, 2004. 143 p. Dissertagio (Mestrado).

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um programa de geragao de malhas nio
estruturadas que serdo usadas em andlises numéricas pelo método dos elementos de contorno.
O método dos elementos de contorno é um dos métodos numéricos de destaque usados atual-
mente em simulacOes computacionais. Ele possui algumas caracteristicas particulares que o
tornam mais atrativo em determinados tipos de aplicagdes, quando comparado com outros
métodos numéricos. Dentre essas caracteristicas, estd a vantagem de se discretizar somente
o contorno das geometrias para o célculo da solugdo aproximada do problema. Isso significa
dizer que em casos tridimensionais somente elementos de superficie precisam ser gerados na
malha. O gerador de malhas implementado neste trabalho foi desenvolvido para gerar ma-
lhas com elementos triangulares-lineares em geometrias tridimensionais compostas por faces
planas. A idéia geral consiste em deslocar cada face que compde a geometria tridimensional
para o espago bidimensional usando-se transformagdes geométricas e, em seguida, aplicar o
algoritmo de triangulagio de Delaunay para geracdo dos elementos. Depois de gerados os
elementos, novas transformacbes geométricas sdo aplicadas a fim de enviar a face de volta
para sua posigao original no espacgo tridimensional. A confinuidade da malha & assegurada,
promovendo-se & geragho dos nds nas arestas antes da geracéo dos nés no interior das faces.
Vérios exemplos de malhas em geometrias tridimensionais sdo apresentados para ilustrar a
capacidade do programa desenvolvido e algumas anélises numéricas foram feitas para de-

monstrar a qualidade das malhas em problemas com condicdes de contorno especificas.

Palavras-Chave: Triangulacdo de Delaunay, Geracio de Malha, Método dos Elementos de

Contorno, Geometria Computacional, Computacio Gréfica, Transformagées Geométricas.



Abstract

CRECI, Geraldo Filho, Three-Dimensional Mesh Generation for Boundary Element Method,
Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

2004. 143 p. Dissertacio (Mestrado).

This work presents the development of an unstructured mesh generator to be used in
numerical analysis by the boundary element method. The boundary element method is one of
the prominence methods recently used in computational simulations. It has some particular
characteristics that make it more favorable in certain types of applications, when compared
to other numerical methods. Among those characteristics, one is especially important from
the mesh generation point of view. It is the fact that, in boundary element method, it is only
necessary the discretization of the geometry boundaries. In other words, in three-dimensional
cases only surface elements should be generated. The mesh generator implemented in this
work has been developed to generate meshes with triangular-linear elements over three-
dimensional geometries composed by plane faces. The general idea consists of moving each
face belonging to the three-dimensional geometry to bi-dimensional space using geometrical
transformations and the Delaunay triangulation algorithm for element generation. After
element generation, new geometrical transformations are applied in order to send the meshed
face back to its original position in three-dimensional space. The continuity of the final mesh
is assured by generating the nodes of the edges of the geometry prior to the generation of the
nodes in the interior of the face. Several examples of meshes in three-dimensional geometries
are presented to illustrate the capabilities of the developed program and some numerical
analyses have been performed to show the quality of the meshes in problems with specific

boundary conditions.

Key-Words: Delaunay Triangulation, Mesh Generation, Boundary Element Method, Com-

putational Geometry, Graphics Computing, Geometrical Transformations.



Sumario

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Nomenclatura

1.1
1.2
1.3
1.4

2.1

2.2

2.3

Introducao

Inmbrodug@io . . . . . .. ...
Motivagao e Objetivos . . . . .. . . . .. . ...
Contribuigbes deste Trabalho . . . . .. . . .. ... . ... .. ... ... .
Descrigo do Trabalho . . . . . ... .. ... ...

Revisao Bibliogréfica

Comnsideragdes Iniciais Sobre Malhas . . . . . . ... . ... ... ... ....
2.1.1 Propriedades de Natureza Geométrica . . . ... ... .. ... ...
2.1.2 Propriedades de Natureza Fisica . . . . .. .. .. ... ... .. ...
Técnpicas de Geraggode Matha . . . . . . .. . ... . ... .. ... ... ..
2.2.1 Geragdo de Malha por Transporte-Mapeamento . . . .. .. ... ..
2.2.2  Geragdo de Malha por Solugho de um Sistema de EDP . . . . . . . .
2.2.3 Geragéo de Malha por Deformacio de um Grid de Pontos . . . . . .
2.24 Geragao de Malha por Avangode Fronte . . . . ... ... ... ...
2.25 Geragdo de Malha por Voronoi-Delaunay . . . . ... ... ... ...
Revisdo Bibliografica . . . . . . ... ... . . ... .. .. ... .. ...

iv

vii

viii

[=> B WL I T

]



3 Meétodo dos Elementos de Contorno para Elasticidade

3.1 EquacOes Bésicas da Elasticidade . . . .. ... ... ... . ... ... . . .

3.21  As Solugdes Fundamentais de Kelvin . . . ... ... ... .. . .. .
3.22 Teorema da Reciprocidade de Betti . . . . . .. .. ... ... . . ..
3.2.3  Equagoes Integrais de Contorno para os Deslocamentos . . . . . . . .

3.24 Discretizacio das Equacdes Integrais de Contorno . . . . . . . .. ..

Implementacio Computacional
4.1 Programacao Orientada a Objetos . . . . . . . .. ... .. ... .. . .. ..
4.1.1 Obtendo um Modelo Orientado a Objetos . . . . . . . ... ... . .
42 Caracterfsticas do Gerador . . . . .. ... ... ... ... ... ... ..
4.3 Estrutura de Dados Usada pelo Programa . . . . ... ... ... ... ...
44 Fluxogramado Programa . . ... ... ... .. ... ... . ... ... .
45 DiagramadeClasses . . ... ... ... ... ... ... ... ...
451 EstruturadasClasses. . . . .. ... . ... ... ... ... .....
4.6 Trapsformagdes Geométricas . . . . . .. .. . ... ... ... ... .
47 Geragiodo Gridde Pontos . . . . .. ... .. ... ... .. ... ...
4.8 Selecdo dos Pontos que Serdao os Nésda Matha . . . . . . . . . .. ... . . .
4.9 Triangulagdo de Delaunay . . . . .. .. .. ... ... ... ... .. ..

Resultados e Discussoes

5.1 Imterface de Visualizacio . . . . . . .. ... . ... ... ... .. .. ..
5.1.1 Programa de Visualizacio das Malhas em MatLAB® . . . . .. . ..

5.2 Geragéo de Malhas em Geometrias Tridimensionais . . . ... ... .. ...

2.2.1 Tabelas com Parametros de Qualidade da Malhas Geradas . . . . . .

i

29
29
31
32
33
35
37

41
41
42
43
44
49
51
51
57
59
61
64
65
67
68
70



5.3 Andlises Numéricas . . . . . . .. ... ... ... .. ... ... . 38

5.3.1 Primeiro Estudode Caso . . . . .. ... ... ... .. ... .. .. . 88
5.3.2 Segundo Estudode Caso . . . . ... ........ . ... . ... .. 90
5.3.3 Terceiro EstudodeCaso . . . .. .. .. ..... T 93
Conclusoes e Sugestbes para Préximos Trabalhos 97
6.1 Conclusdes . . . . . ... ... ... 97
6.2 Publicagbes . . ... .. ... ... a9
6.3 Sugestes para Trabalhos Futuros . . . . . ... .. . ... ... .. .. . .. 100
Referéncias Bibliograficas 103
Anexo A: OpenGL® e MS Visual C*+ 109

Anexo B: Elementos Finitos do Ansys® - (shell63, solid{5 e solid92) 117

i



Lista de Figuras

2.1 Exemplo de malha conforme. . . . . .. ... . ... ... . ... ... ...
2.2 Exemplo de malha ndo-conforme. . . . .. ... ... ... ...
2.3 Transporte-mapeamento usando um quadrildtero unitario. . ... .. .. ..
2.4 Os dois sistemas de varidveis envolvidos no método. . . . . ... .. .. .. .
2.5 Aplicagdo de um grid regular de pontos para geracdo da malha. . . . .. . .
2.6 Eliminagio dos quadrildteros nfo necessérios a geracdo da malha. . . . . . .
2.7 Malha sem a aplicaco da funcdo de deformaciio Fs. . . . . . .. .. .. ...
2.8 Malha final com a aplicacio da funcio de deformacdo Fs. . . . . . . . . .. .
2.9 Fluxograma simplificado de execucio do algoritmo de avanco de fronte. . . .
210 Sttuacioemque a < §. . ... Lo
2.11 Situaggoemque F oK. L L L
212 Situaggoem que I <o ... ...
2.13 Fronte inicial formado pelo contorno da geometria. . . . . . .. . ... ...
2.14 Novos segmentos que constituem o fronte apés primeira iteracgo. . . . . . . .
2.15 Novos segmentos que constituem o fronte apds segunda iterago. . . . . . . .
2.16 Geometria com a malha final gerada apés todas as iteragdes. . . . . ... . .
2.17 Diagrama de Voronoi para um conjunto de 3 pontos no plano. . . . . . . . .
2.18 Diagrama de Voronoi para um conjunto de 8 pontos no plano. . . . ... . .
2.19 Situagho de quatro pontos em uma circunferéncia de Delaunay. . . . . . . . .
2.20 Triangulagio de Delaunay do diagrama de Voronoi da figura (2.18). . . . . .
2.21 Propriedade dos circuncirculos vazios da triangulago de Delaunay D(P). . .
2.22 Tridngulo formado por py, p» € p3 circunscrito a uma circunferéncia. . . . . .

2.23 Propriedade de maximizagéo dos &ngulos internos minimos de D{P).

iv



3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
422

5.1
5.2

Modelagem de um problema tipico de valor de contorno. . . .. ... .. ..
Contorno auxiliar usado para o processo de limite (X' — z/). . . ... .. ..
Exemplo de malhas 2D: (a) elementos de contorno e (b) elementos finitos. . .

Elemento de contorno triangular-linear continuo de trés nds. . . . .. . . . .

Exemplo de geometria tridimensional aceita pelo programa. . . . .. .. ...
Formatos do arquivo de entrada (a) e do arquivo de safda (b). . .. ... ..
Processo de obtengio do arquivo de entrada de dados para o gerador. . . . .
Orientagéo do vetor normal com relagio a ordem dos segmentos S; e S.

Orientagdo do vetor normal da face calculado & partir de vy e va. . . . . . .
Fluxograma do processo para realizacio de uma analise numérica. ., . . . . .
Fluxograma de execugao do gerador de malhas implementado ECon-MG. . .
Diagrama de classe que relaciona a classe Node com a classe Element. . . . .
Diagrama apresentando a modelagem das classes Segment, Facet e Edge.

Classe GeoTrafo modelada usando a notagio UML. . . . . ... ... ... .
Classe Mesh modelada usando a notagio UML. . . . ... ... .. . . ...
Processo para deslocar a face F; no espago R® paraoplano zy. . . . . . . . .
Geragio do grid de pontos para a triangulacio de Delaunay. . .. ... ...
Hustragao do algoritmo para determinacio de ponto interno a uma face. . . .
Elimina¢éo dos pontos muito préximos a algum ponto do contorno. . . . . .
Conjunto de pontos final que serdo osnés damalha. . . . . . . .. ... ...
Propriedade do circuncirculo vazio da triangulaco de Delaunay. . . ... ..
Tridngulos gerados fora do dominio daface. . . ... .. ... ... .. . ..
Malha final da face obtida pelo conjunto de pontos da figura (4.16). . . . . .
Ilustragéo da intersecgdo de dois segmentos. . . . . . . . . ... . ... ...
Tridngulo qualquer da malha, onde « é 0 dngulo minimo. . . . .. ... ...

Triangulo qualquer da malha, onde ang.min é o Angulo minimo. . . . . . . .

Malha de dominio bidimensional com 421 nés e 649 elementos. . . . . . . . .

Malha de dominio bidimensional com 356 nds e 602 elementos. . . . . . . . .



5.3

5.4

5.9

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
5.21
5.22
5.23
5.24
5.25
5.26
5.27

Malha de uma geometria multifacetada com 162 nés e 247 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 655 nds e 1314 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 787 nés e 1582 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 1508 nés e 3020 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 1776 nés e 3624 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 766 néds e 1532 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 2721 nds e 5442 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 2039 nés e 4074 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 1722 nés e 3444 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 1107 nés e 2210 elementos.

Malbha 3D para elementos de contorno com 1536 nés e 3072 elementos.

Malha 3D para elementos de contorno com 962 nés e 1920 elementos. . . .

Malha 3D para elementos de contorno com 1148 nés e 2292 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 957 nés e 1910 elementos.

Malha 3D para elementos de contorno com 1737 nés e 3474 elementos.
Malha 3D para elementos de contorno com 1058 nés e 2116 elementos.

Anélise usando o solver E-Con3D com malha gerada pelo ECon-MG.

Anélise usando o solver E-Con3D com malha gerada pelo Ansys®. . . . . .
Variagao da solugio ao longo doraiodotubo. . . . . . . . ... ... ...

Anélise usando o solver E-Con3D com malha gerada pelo Ansys®. . . . . .

Anélise usando o solver E-Con3D com malha gerada pelo ECon-MG.

Andlise usando o solver Ansys® com malha gerada pelo préprio Ansys®.

Malha gerada pelo ECon-MG com 778 nés e 1564 elementos. . . . . . . . .
Malha do Ansys® com 624 nés e 1846 elementos, usando solidd5.. . . . ..
Malha do Ansys® com 11968 nds e 22525 elementos, usando solid92. . . . .

vi



Lista de Tabelas

5.1 Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (54). . ... ... 84
5.2 Dados para avaliacdo da qualidade da malha da geometria (5.5). . . . . . . . 84
5.3 Dados para avaliagdo da qualidade da malha da geometria (5.6). . . . . . . . 85
5.4 Dados para avaliacio da qualidade da malha da geometria (5.7). . . . . . .. 85
5.5 Dados para avaliacdo da qualidade da malha da geometria (5.8). . . . . . .. 85
5.6 Dados para avaliacdo da qualidade da malha da geometria (5.9). . . . . . . . 85
5.7 Dados para avaliacio da qualidade da malha da geometria (5.10). . . . . .. 86
5.8 Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.11). . . . . . . 86
5.9 Dados para avaliagio da qualidade da malba da geometria (5.12). . . .. .. 86
5.10 Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.13). . . .. .. 86
5.11 Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.14). . ... .. 87
5.12 Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.15). . ... .. 87
5.13 Dados para avaliagdo da qualidade da malha da geometria (5.16). . . .. .. 87
5.14 Dados para avaliagao da qualidade da malha da geometria (5.17). . . .. . . 87

5.15 Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.18). .. ... . 88

vii



Nomenclatura

Letras Latinas

a; - pontos intermedidrios localizados na aresta de um poligono

4
a¥ - pontos intermedidrios localizados na aresta do elemento de referéncia
ang-man - angulo minimo de um tridngulo

b; - componentes da forca de corpo

B;; - bissetor perpendicular ao segmento formado por p; € p;

comp.seg - comprimento do segmento

¢y - centro do circulo que circunscreve um tridngulo de Delaunay
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djj+1 - distancia entre os pontos o] e al™
dy. p, - disténcia entre os pontos p; e p;

D{P} - triangulagio de Delaunay de um conjunto de pontos P
e; - elemento triangular no espaco Euclidiano 2

E - médulo de elasticidade

£ - conjunto de elementos da malha

J - fungdo qualquer continua no dominio

fi - funcdo parametrizada do lade de um poligono em 0

F - fronte constituido por uma lista de segmentos

Fs - fungdo de deformac¢so da malha
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G - matriz que contém as integrais envolvendo os termos U;
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H(pi, p;) - semi-plano com contorno Bj; contendo p
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n; - componentes do vetor normal unitdrio
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N™ - funcdes de forma para um elemento de m nés
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P - conjunto de pontos no espaco Euclidiano R2

R; - componentes cartesianas do rajo (R; = X; — X!

S - sistema de equacbes diferenciais parciais

t; - componentes da forca de superficie

i; - componentes da forca de superficie conhecidas

Ti;(X', X) - solugéo fundamental de Kelvin para forcas de superficie
u; - componentes de deslocamento

U; - componentes de deslocamento conhecidas

Ui (X', X) - solugao fundamental de Kelvin para deslocamentos

v; - vértices de um poligono

#; - vértices do elemento de referéncia

V{p;) - regidio de Voronoi do ponto p;

V(P) - diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos P

z - coordenada = no espaco Euclidiano

z; - componentes de coordenadas cartesianas

X; - componentes cartesianas do ponto campo

X} - componentes cartesianas do ponto fonte
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Letras Gregas

@ - dngulo formado entre dois segmentos
& - angulo formado entre dois segmentos

7y - angulo formado entre dois segmentos
4 - médulo de cisalhamento

v - coeficiente de Poisson

£ - coordenada £ no espago isoparamétrico
7 - coordenada n no espago isoparamétrico
¢{ - coorderada { no espaco isoparamétrico
k - representa o nimero do né da malha
di; - fungio delta de Kronecker

&i; - tensor de deformagfo simétrico

045 - tensor de tensio simétrico

wj; ~ tensor de rotag@o anti-simétrico
A(X' — X - funcao delta de Dirac

V - operador de Laplace

{2 - dominio

€l - dominio de referéncia

I" - contorno

I' - contorne de referéncia

Nomes e Siglas

Ansys® - pacote comercial de anslise numérica em elementos finitos
CAD - projeto auxiliado por computador

DC - contexto de dispositivo

DMC - Departamento de Mecinica Computacional

DLL - biblioteca com vinculagio dindmica

ECon-MG - programa de geracio de malhas implementado neste trabalho




E-Con3D - programa de andlise numérica em elementos de contorno desenvolvido no DMC
Excel® - programa para geracio de planilhas e gréficos

EDP - sistema de equagtes diferenciais parciais

GDI -~ dispositivo de interface grifica

IGES - formato de arquivo de geometria

MatLAB® - ambiente de computagao numeérica baseado em matrizes
Meflab™™ - programa de andlise numérica em elementos finitos implementado no DMC
MFC - classes de base da Microsoft®

Microsoft® - empresa desenvolvedora de programas computacionais
Microsoft Visual C*+® - compilador C*+ da Microsoft®

Nastran® - pacote comercial de andlise numérica em elementos finitos
Newmat10 - biblioteca em C** para célculo matricial

ON - caracteriza os tridngulos que estdo dentro da faixa de aspecto aceitdvel
OFF - caracteriza os tridngulos que estao fora da faixa de aspecto aceitével
OpenGL® - biblioteca grafica em C++

Rational Rose® - modelador de classes da Rational®

RC - contexto de renderizacao

RGB - sistema de cores baseado no vermelho, verde e azul

SolidEdge® - programa CAD para elaboragéo de deserhos

STL - arquivos obtidos pelo processo de estereolitografia

UML - notagao de modelagem unificada

Unicamp - Universidade Estadual de Campinas

Windows® - sistema operacional desenvolvido pela Microsoft®



Capitulo 1

Introducao

1.1 Imtroducao

Atualmente a simulacio computacional de fendmenos fisicos de problemas de engenha-
ria tem sido uma das principais ferramentas que auxiliam os engenheiros no desenvolvimento
de projetos. Virios fenémenos fisicos, nas mais diversas 4reas do conhecimento, podem
ser representados por equagdes diferenciais parciais. Em casos préticos, dificilmente essas
equagoes possuem solugdes analiticas. Por isso, métodos numéricos, como o método dos ele-
mentos de contorno, s&o empregados para se obter uma solugio aproximada das equagdes que
governam o problema. Problemas envolvendo andlises térmicas, analises de tensdes, escoa-
mento de Huidos, eletromagnetismo, sé para citar alguns, podem ser modelados sob as mais
variadas condigdes de contorno com o objetivo de simular computacionalmente as condicoes
reais de servigo de um determinado componente mecanico. Essa prética tem sido cada vez
mais utilizada atualmente, pois proporciona uma significativa economia de tempo e recursos
financeiros durante o desenvolvimento de projetos. Vdrios ensaios praticos e a construgdo
de protétipos, que outrora eram indispenséveis, podem ser substituidos por uma adequada

simulacao computacional feita por um programa de andlise numérica.

A esséncia do método dos elementos de contorno consiste em transformar a equacio
ou conjunto de equagdes diferenciais que sdo apliciveis a todo o dominio do problema em
equagOes infegrais no contorno. O processo de transformacao das equacdes diferenciais em

equagdes integrais pode ser obtido por diversas formas. Geralmente ele é realizado pelo uso de



solugbes fundamentais do problema a ser analisado, em conjunto com um teorema de recipro-
cidade. Algumas vantagens sfio obtidas realizando-se esse processo. Dentre elas destaca-se
a redugdo da complexidade do problema em uma dimensdo, pois os termos do dominio nio
serao utilizados para o calculo computacional e nenhuma aproximacao matemadtica precisa

ser introduzida.

Depois de obtidas as equagdes integrais de contorno ¢ possivel calcular o valor da sclugao
do problema em especificos pontos de interesse, chamados de nés. A partir desse conjunto de
valores calculados ¢ possivel derivar o valor da solucio nas demais posigoes do contorno do
problema, usando funcSes de forma apropriadas para interpolacio. Se for necessario, ainda,
pode-se posteriormente obter a solugdo em algum ponto no dominio do problema a partir

dos resultados j4 calculados no contorno.

Portanto, como primeiro passo para esse cilculo numérico é necessario a construgao de
uma malha, que definird a posicdo dos nés e a formacio dos elementos na geometria estu-
dada. Os elementos nada mais s3o que uma conectividade de nés que definem uma regido
no espago. Os valores fisicos encontrados em cada né serio interpolados pelas fungoes de
forma inerentes a cada tipo de elemento a fim de se determinar os valores da solugao dentro
da regiéo definida pelo elemento. Como em elementos de contorno o problema estd definido
no contorno, somente € preciso gerar nés e elementos no contorno da geometria. Isso quer
dizer que em casos tridimensionais somente é necessério gerar nés e elementos na superficie
do problema. Isso ¢ extremamente benéfico do ponto de vista de geragao de malha, pois
possibilita a implementacio de um gerador de malhas de forma bem mais simpies, robusta e

eficiente.

O processo de geracgo de malhas é uma fase extremamente importante em uma anslise
numérica, uma vez que, gerar uma malha em uma geometria complexa n&o ¢ uma tarefa
trivial e pode ser bastante custoso do ponto de vista de processamento computacional. Além

disso, € crucial que a malha seja gerada de uma forma que melhor se adapte as condicoes



fisicas do problema, pois a qualidade da soluggo computacional calculada estd fortemente
relacionada com a qualidade da malha gerada. Neste sentido, é desejavel que a malha seja
gerada de forma adaptativa, isto é, mais refinada nos locais onde existam altos gradientes
de solugéo e menos refinada nos outros locais. E desejével, também, que essa variacio de

refinamento ocorra da forma mais suave possivel.

Neste trabalho é apresentado um gerador de malhas que foi desenvolvido para modelar
problemas tridimensionais que serdo analisados pelo método dos elementos de contorno. Na
secao seguinte sdo apresentadas as caracteristicas do gerador desenvolvido, bem como, os

motivos que levaram ao seu desenvolvimento e o contexto em que ele sers usado.

1.2 Motivagao e Objetivos

O gerador de malhas implementado nesse trabalho foi concebido para Ser um novo
madulo a ser incorporado nas ferramentas computacionais que vém sendo desenvolvidas pelo
grupo de pesquisa em elementos de contorno, supervisionado pelo professor Dr. Paulo Sollero,
da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp). Esse grupo de pesquisa faz parte do De-
partamento de Mecénica Computacional (DMC) da Faculdade de Engenharia Mecéanica da
Unicamp. Um dos principios mais fortes que norteiam as pesquisas desenvolvidas por esse
grupo estd no fato de se investir no desenvolvimento de programas para analises numéricas
pelo método dos elementos de contorno com o cédigo fonte aberto. Objetiva-se com isso,
a médio e longo prazo, dispor-se de uma plataforma de anlise numérica em elementos de

contorno implementada em linguagem C™ usando o paradigma da orientacgdo a objetos.

A linguagem de programagdo C** foi escolhida para desenvolvimento dos programas
por ser uma linguagem extremamente poderosa e eficiente para aplicacbes cientfficas. Além
disso, € possivel usar ferramentas para modelagem das classes e objetos para facilitar na

construcao da estrutura do programa e realizar tarefas de manutengio.



Sabe-se, todavia, que existem iniimeros pacotes de anslises numéricas disponiveis atu-
almente no mercado, usando-se os mais variados métodos numeéricos. Esses pacotes como ¢
Ansys® e o Nastran®, que usam elementos finitos como formulacio de base, j4 vém sendo
desenvolvidos por um longo perfodo e contam com uma sélida infra-estrutura que possibilita
08 avangos continuos e a boa qualidade dos resultados alcancados. Entretanto, esses sio
pacotes comerciais fechados, ou seja, ndo possuem o cédigo fonte disponivel para alteragGes
ou novas implementagdes. Se for necessdrio analisar um problema cuja formulaco ndo tenha
sido implementada em um desses pacotes, o engenheiro nio terd ferramentas para obter in-

formagdes suficientes para solucionar o problema e desenvolver o projeto de forma adequada.

Desenvolvendo um programa de andlise numérica com o ¢édigo fonte aberto e escrito
de forma bem estruturada, é possivel direcionar as pesquisas para a implementacio de no-
vas formulagdes que possibilitem a andlise de problemas que nao podem ser analisados pelos
pacotes acima mencionados. Neste estégio, os verdadeiros e methores resultados, do ponto
de vista de avangos cientificos poderdo ser obtidos. Entre os trabalhos desenvolvidos pelo
grupo de pesquisa supervisionado pelo professor Dr. Paulo Sollero vale ressaltar o trabalko
de Albuquerque [1] na andlise de problemas dindmicos em materiais anisotrépicos; o trabalho
de Paiva [45] na anélise da solucio fundamental para placas finas anisotrdpicas; e, principal-
mente, o trabatho de Veras [60] e Noritomi [42] no desenvolvimento de uma. interface gréfica

para analise de tensdes em problemas tridimensionais.

O programa de anélise tridimensional de tensdes desenvolvido por Veras e Noritomi,
chamado de E-Con3D, utiliza elementos de contorno do tipo continuo, triangular-linear de
trés nds e isoparamétrico. A solugio fundamental implementada é a isotrépica linear ho-
mogénea. Essas particularidades definiram as caracterfsticas do gerador de malhas imple-
mentado neste trabalho que vai ser usado em conjunto com o E-Con3D. O gerador de malhas
desenvolvido tem como objetivo gerar malhas em geometrias tridimensionais simples, com-
postas por faces planas. Essa aproximacio permitiu o desenvolvimento de um programa de

geragao de malhas tridimensionais suficientemente robusto e eficiente. Mesmo considerando o



fato de que somente geometrias compostas por faces planas podem ser analisadas, o programa
implementado permite uma grande liberdade de uso de geometrias com um considerdvel grau
de complexidade, 0 que para o momento tem se mostrado suficiente. A idéia geral consiste
em deslocar cada face que compde a geometria tridimensional para 0 espago bidimeasional
usando-se transformagoes geométricas. Depois que a face é deslocada para o espaco bidimen-
sional, aplica-se o algoritmo de triangulacdo de Delaunay, gerando-se os elementos triangu-
lares na face. Portanto, o problema é reduzido e transportado para o espago bidimensional.
Em seguida, novas transformagdes geométricas sio aplicadas para enviar a face de volta para,
sua posi¢ao no espago tridimensional. Uma atencio especial é dada para assegurar a con-
tinuidade final da malha. Como a geragio da malha é feita face a face, poderia existir descon-
tinuidade de nés e elementos nas arestas da geometria. Apesar de em elementos de contorno
ser possivel 0 uso de elementos descontinuoes, um cuidado especial foi tomado para manter a
malha final continua, o que significa que, as malhas geradas por este gerador, também podem

ser usadas em andlises tridimensionais por elementos finitos, usando-se a formulagéo de casca.

1.3 Contribuicoes deste Trabalho

A fase de pré-processamento é considerada como a fase mais custosa em uma anslise
numérica, {30]. Isto porque na fase de pré-processamento a malha é gerada e o problema é
modelado com suas respectivas condicdes de contorno. Gerar uma boa malha para andlise
numérica ¢ uma tarefa bastante dificil, especialmente em problemas envolvendo geometrias

tridimensionais complexas e/ou condigdes de contorno complicadas.

Os algoritmos para gerago de malhas tridimensionais s3o geralmente muito complexos
e dificeis de serem implementados para casos arbitrarios. Os custos computacionais sio altos,
21]. Isto faz com que, ainda hoje em dia, grandes esforgos e investimentos sejam realizados
com a finalidade de que novas técnicas e novos algoritmos sejam desenvolvidos para melhorar

o processo de geracdo de malha em geometrias tridimensionais.



O programa de geragio de malhas proposto neste trabalho possui varios aspectos posi-
tivos tais como: simplicidade, eficiéncia e robustez. O cédigo fica extremamente simplificado
uma vez que o problema ¢ transformado do espago tridimensional para o espaco bidimensional
pelo uso de matrizes de transformacio geométrica. Portanto, os algoritmos para geracdo dos
elementos sdo bidimensionais, ou seja, mais confidveis e simples de serem implementados.
Com relacdc a eficiéncia e robustez, como cada face da geometria tridimensional é movida
para o espago bidimensional e a malha é gerada sobre uma face por vez, a possibilidade de
geragdo de elementos ruins é minimizada. Como a malha final é construida face a face, o
problema é subdividido em varios problemas menores e o algoritmo principal assume o para-

digma de dividir-para-conquistar, que assegura alta eficiéncia e velocidade de processamento.

Todo o cédigo foi escrito usando a linguagem C*H+ orientada a objetos e as classes foram
modeladas usando-se a notagio UML. Isso faz com que o programa possa ser mais facilmente
modificado, 0s custos de manutencio sejam reduzidos e novas implementacdes possam ser
realizadas conforme a necessidade e desejo do programador. Por tudo isso que foi exposto,
pode-se perceber que esse trabalho pode ser 1til para aquelas pessoas gue possuem um codigo
de gerag8o de malhas bidimensional j4 implementado e pretendem expandir suas funcionali-

dades para tratar geometrias tridimensionais simples compostas por faces planas.

1.4 Descricao do Trabalho

Procurou-se escrever esta obra da forma mais clara e simples possivel, a fim de possi-
bilitar, realmente, a reproducéo e o aprimoramento deste trabalho por qualquer pessoa que
possua os conhecimentos minimos necessérios na drea. A apresentacdo da feoria mateméatica
necessdria para o desenvolvimento computacional foi apresentada de forma simplificada, de-
talhando somente os pontos mais importantes. Com isso objetiva-se que o leitor tenha uma
leitura agradével e rica em informagdes nos conceitos importantes que envolvem o desenvolvi-
mento de um gerador de malhas com as caracteristicas j§ destacadas. A seguir é apreseatado

um breve resumo do contetido dos capitulos seguintes.



No capitulo 2 ¢ apresentada uma breve explanacio sobre as principais técnicas de
geragdo de malha existentes. S3o apresentados métodos de geragio de malha por técnicas
de mapeamento, por técnicas que envolvem a solugio de um sistema de equagdes diferenciais
parciais (EDP), técnicas baseadas na deformacio de um grid de pontos e técnicas de geracdo
de malha elemento a elemento a partir das informactes do contorno. Além disso, é feita
uma breve reviséo bibliografica usando os principais artigos publicados recentemente, que

contribuiram para o desenvolvimento do gerador de malhas implementado.

No capftulo 3, a formulagio tridimensional do método dos elementos de contorno para
elasticidade é descrita. Essa formulacfo ¢ apresentada para ilustrar o que esté implementado
no programa E-Con3D e servird de base tedrica para as anélises numéricas realizadas com as

malhas geradas pelo presente trabalho.

O capitulo 4 trata da implementacio computacional realizada. Nele sio apresentados
o fluxograma de funcionamento do gerador de malhas, o diagrama de classes que define a
estrutura do programa, os algoritmos implementados nos principais métodos de cada classe

e informagdes a respeito da estrutura de dados utilizada.

O capitulo 5 apresenta os resultados obtidos. Vérias malhas em geometrias tridimen-
sionais arbitrdrias sao apresentadas para ilustrar a capacidade e versatilidade do gerador de
malhas desenvolvido. Além disso, algumas analises numéricas foram realizadas, usando-se o
solver em elementos de contorno, E-Con3D. Essas andlises servem para mostrar a aplicabili-
dade das malhas geradas e demonstrar a qualidade dos resultados encontrados. O programa
Ansys® também é usado para realizar comparacoes com os resultados obtidos e contribuir

para uma melhor anélise das solucdes calculadas.

No capitulo 6 séo apresentadas as conclusdes e sugestdes para trabalthos futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Antes de apresentar uma revisao bibliogréfica com os principais trabalhes que ajudaram
no desenvolvimento desta obra, sao apresentadas algumas consideracoes iniciais a respeito de
malhas para andlises numéricas. Em seguida sdo descritas as principais técnicas de geracéo

de malhas existentes com o objetivo de posicionar esta obra em um contexto mais amplo.

2.1 Consideragoes Iniciais Sobre Malhas

Uma malha composta por elementos triangulares de um dominio 2 é definida por um
conjunto C constituido por um nimero finito de pontos, segmentos e tridngulos. Os elemen-
tos £ de tal malha devem satisfager algumas propriedades que serdo apresentadas nas secdes

seguintes.

2.1.1 Propriedades de Natureza Geométrica

1. Os elementos devem ser gerados de forma a constituir uma malha conforme, ou seja,
os elementos devem preencher todo o dominio, 2, e a intersecc@o de dois tridngulos em
C deve ser de tal modo que ocorra nos vértices dos tridngulos, ou seja reduzida a uma

aresta, vide figuras (2.1) e (2.2);

2. E desejavel que a variagdo em tamanho entre dois elementos adjacentes seja feita de

forma progressiva e gradual;



3. A densidade de elementos em determinadas regides do dominio deve ser mais intensa,

especialmente nos locais com altos gradientes de solucéo;

4. Para malhas com elementos triangulares, como é o caso, a existéncia de ngulos internos
muito pequenos deve ser evitada. Considera-se um angulo em torno de 13° para controle

do 4ngulo minimo, [50];

5. E desejavel, também, que os elementos sejam gerados e orientados por algumas dire¢des

preferenciais de acordo com o problema fisico em questo.

Figura 2.1: Exemplo de malha conforme. Figura 2.2: Exemplo de malha nao-conforme.

2.1.2 Propriedades de Natureza Fisica

As propriedades de natureza fisica estdo fortemente relacionadas com os aspectos fisicos
do problema em consideracgo. Isto talvez seja um dos pontos que originam maior dificuldade
durante o processo de desenvolvimento de geradores de malhas. Dependendo do tipo de pro-
blema é desejével produzir elementos pequenos, elementos orientados por algumas dire¢Ses
preferenciais, elementos com formas especificas, de modo que o comportamento fisico exis-

tente no problema seja melhor modelado.
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2.2 Técnicas de Geracao de Malha

Existem muitas técnicas desenvolvidas destinadas & geracio de malhas. Todas elas tém
suas vantagens e desvantagens umas em relacéo as outras. Dentre essas técnicas destacam-se
as técnicas de mapeamento, as técnicas que envolvem a solugéo de um sistema de equacdes
diferenciais parciais (EDP), as técnicas baseadas na deformagiio de um grid de pontos e as
técnicas de geragio de malha elemento a elemento a partir das informaces do contorno. As
principais idéias de cada técnica serdo apresentadas nas secdes seguintes a fim de fornecer

uma idéia geral das metodologias existentes.

2.2.1 Geragao de Malha por Transporte-Mapeamento

Este método baseia-se no mapeamento de uma malha de referéncia correspondente a
uma geometria elementar, por exemplo, um trifngulo ou um quadrilterc em um dominio
real. Este tipo de método também é conhecido como um método algébrico. A malha de
referéncia, obtida trivialmente, é mapeada para o dominio real com o auxilio de uma funcéo
de transporte. A robustez e a generalidade de aplicagio deste método estd relacionads com

a escolha da fungao de transporte-mapeamento.

Principio Geral do Método

Primeiramente é considerado um dominio {} simples na forma de um tridngulo ou
quadrilétero, por exemplo. Em seguida, é definida uma funcdo de transporte que respeite o
contorno poligonal do dominio real (2, conforme a figura (2.3). Os pontos do contorno do
poligono s@o transportados para o quadrildtero unitério de tal modo que as distincias entre
eles sejam preservadas e a distribuigdo mantida. Uma abordagem mais aprofundada pode
ser encontrada em [11, 29]. No caso do quadrilstero unitério, se jv;, vi11| é um dos lados do
dominio real (2 e af sdo n pontos intermedidrios localizados neste lado, entdo, os aF pontos

intermediarios localizados no lado correspondente do quadrildtero unitdrio sdo criados por
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al = o ik 2 i Qi 51
an s ai—m—n_id“ (2.1)
Zj:l i+l
sendo que d; ;41 é a disténcia entre os pontos @ e o', O indice 7 define a aresta que estd
sendo analisada e o indice & representa o niimero do ponto na aresta que vai determinar o

intervalo em relacio & uma extremidade.

Figura 2.3: Transporte-mapeamento usando um quadrildtero unitério.

Depois que os pontos sdo gerados no dominio {0 do quadrildtero unitério, a malha é
obtida de forma trivial unindo-se os pontos dos lados opostos. No caso de um tridngulo no
dominio ﬁ, a construcdo da malha pode ser feita a partir de seu centréide, por exemplo. O
transporte da malha de referéncia gerada no dominio de referéncia 0 para o dominio real, (2,

é feito usando-se uma funcéo de mapeamento F;.

| Malha de Referéncia |+ @ — | alha Real[

No caso de um quadrildtero unitdrio, a funco de mapeamento JF;, para transportar um

ponto p no dominio £ com coordenadas § e 1 para o dominio real Q) é dada por
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Fl&m) = 1 =n)fi(€) + £fo(n) +nfa(6) + (1 = &) fuln)
— (1 =81 =~ moy + &1 — vz + Enus + (1 — E)nwy) (2.2)
sendo que o0s f;'s s280 parametrizagtes dos lados do dominio Q e os 7;’s sao os vértices corres-

pondentes. Os lados sio aproximados pelo pontos af. Para o caso do tridngulo, a seguinte

funcao de transformacéo é usada:

Pl n) = T RO + )+ 1)
7 1—§=n, . &
- m(l —{—nu + “““i*j:—f—fvz T n??@'s)- (2.3)

2.2.2 Geragado de Malha por Solucao de um Sistema de EDP

A técnica de geragdo de malha pela solugio de um sistema de equacdes diferenciais
parciais (EDP) possui uma abordagem parecida com a técnica de transporte-mapeamento
apresentada na secio anterior, com relacio aos tipos de dominios envolvidos. Por outro lado,
a fun¢fio usada para gerar a malha nédo é definida a priori como na técnica de transporte-
mapeamento. Essa fun¢do € obtida pela solugdo de um sistema de equagbes diferenciais
parciais. Nos trabalhos de Thompson {54, 55] é possivel encontrar um estudo completo deste

tipo de método e suas diferentes aplicacdes.

Principio Geral do Método

Assim como no método de transporte-mapeamento, define-se um dominio de referéncia
§ do tipo quadrilateral unitdrio. Neste dominio de referéncia é gerada uma malha estrutu-
rada cuja conectividade dos nés ¢ do tipo (¢, 7), como mostrado na figura (2.4). Uma malha

estruturada é aquela na qual cada vértice, exceto nas bordas da malha, tem uma vizinhanca
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isomorfica. Em duas dimensGes uma malha estruturada corresponde, na maior parte dos
casos, a uma grade quadrada deformada por alguma transformacao de coordenadas. Uma
malha nao estruturada é aquela na qual os seus vértices podem apresentar vizinhos locais
arbitrariamente variados. Em geral, malhas néo estruturadas correspondem a triangulacdes
com vizinhanga local ndo isomérfica. Define-se, entdo, as varidveis de espago =, y e z, conec-

tadas ao domifnio fisico 2 e as varidveis £, n e (, relacionadas ao dominio de referéncia Q.

o)

- - -
- - L]
- » -

{1j+2) (i+1,§+2}l(i¢2,f*2)

{i.j+*) (“145*1)L+2‘§+‘!) i

(i) () jﬁ*Zi}

Figura 2.4: Os dois sistemas de varidveis envolvidos no método.

Neste método de geracio de malha é necessdrio considerar um sistema de equagdes
diferenciais parciais S e um conjunto de condi¢bes de contorne CC. Para cada par formado
por um sistema de equagdes diferenciais parciais & e um conjunto de condicdes de contorno
CC deve existir pelo menos uma solugdo computacional possivel. A dificuldade estd em definir
o sistema &, chamado de sistema gerador. A escolha deve ser feita de forma a assegurar a
geragao de uma malha aceitdvel e satisfatéria para uma andlise numérica. Neste método é
possivel usar uma abordagem adaptativa de geracdo de malha em funcio dos valores nodais
calculados. Como a funcdo de transformacao mapeia o dominio real  no dominio de re-
feréncia £ e, vice-versa, pode-se associar uma possivel variacdo dos valores das varidveis
fisicas do dominio real com uma variagéo na forma da malha do dominio de referéncia. Isso
traz grandes beneficios do ponto de vista de convergéncia de resultados e adaptacao da malha

ao problema fisico estudado.
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2.2.3 Geragao de Malha por Deformacao de um Grid de Pontos

Este método constréi uma malha em um dominio {2 essencialmente a partir da geracio
de um grid de pontos e dos dados do contorno. Virios tipos de grid podem ser gerados de
modo a preencher todo o dominio do problema. O ideal é gerar um tipo de grid que melhor
se adapte as caracteristicas ffsicas do problema em consideragio [7]. Depois de estabelecida
a conectividade dos nds da malha, aplica-se uma funcio de deformacio Fj para deslocar os
pontos do grid a fim de proporcionar uma melhor adaptacio dos elementos da malha ao tipo
de geometria e problema fisico em questdo. Uma abordagem mais aprofundada sobre esta

técnica pode ser encontrada em [10].

Principic Geral do Método

O principio do método é apresentado nesta segio usando-se um grid regular de pontos.
Para o dominio (2, apresentado na figura (2.5), é tracado um grid regular de pontos de forma
a preencher toda uma drea retangular que contém 2. O espacamento do grid, geralmente, é
definido em fung¢éo do menor segmento do contorno ou, ainda, é deixado como pardmetro de
entrada pelo usudrio para definicio do grau de refinamento da malha. O processo se realiza
nas seguintes etapas: primeiramente sdo removidos os quadrildteros que nio interceptam o
contorno I' e nao pertencem ao dominio 2, figura (2.6}. Depois, os pontos situados muito
préximos ao contorno sao removidos para se evitar a formagio de elementos com uma forma
ruim. Os pontos exteriores a geometria também sio removidos. Aplica-se, entdo, um método,
que pode ser o método de triangulacio restrita de Delaunay, para estabelecer a conectividade
entre os pontos do contorno da geometria e 0s pontos no interior que est3o livres, figura (2.7).
E possivel ainda, aplicar-se uma funcgéo de deformacdo F; para deslocar as coordenadas dos
pontos da malha com a finalidade de melhor adaptar os elementos &s caracteristicas fisicas

da geometria e do problema estudado, (2.8).
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Figura 2.5: Aplicagio de um grid regular Figura 2.6: Eliminago dos quadrilateros
de pontos para geragho da malha. 140 necessarios a geracao da malha.

s ponios livres
= pontos no contomo

Figura 2.7: Malha sem a aplicagdo da Figura 2.8: Malha final com a aplicagéo
funcéo de deformacio Fs. da funcao de deformacao F;.

2.2.4 Geragao de Malha por Avanco de Fronte

A geracio de malha por avango de fronte é bem adequada para o caso de geometrias
arbitrarias e foi estudado por George em (25, 27] e Mavriplis em [37]. Este tipo de método
constréi a malha de dominio a partir das informagdes do contorno. O processo é iterativo:
um fronte ¢ inicializado por um conjunto de segmentos que definem o contorno da geometria
e, entéo, € feita uma andlise para se determinar a zona de partida, a partir da qual um
ou vérios elementos serdo criados. O fronte entdio € atualizado e o processo de geracdo de
elementos continua indefinidamente até que o fronte fique vazio. O fuxograma do algoritmo

¢ apresentado pela figura (2.9).
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Figura 2.9: Fluxograma simplificado de execugo do algoritmo de avanco de fronte.

Principio Geral do Método

Este método de geracio de malha proporciona uma solucfio automatica para o problema
de geragdo de malha usando elementos triangulares em geometrias arbitrdrias. Para um
fronte F constituido pelos segmentos do contorno de uma determinada geometria e, sendo o
o &ngulo formado por dois segmentos consecutivos pertencentes ao fronte, trés situagtes de

especial interesse podem ser identificadas:

® o < §: os dois pontos livres, p; e py, dos segmentos que formam o angulo « so unidos

para criar um tridngulo, figura (2.10);

< o < & a partir dos dois segmentos que formam o angulo ¢, um ponto interno p

¢ K

Lt B X

dois tridngulos e; e e; séo gerados, figura (2.11);

® —233 < @' um ponto interno p e dois segmentos sdo gerados para formar um tridngulo,

figura (2.12).
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Figura 2.10: Situagdo em Figura 2.11: Situacéo em Figura 2.12: Situagio em
que o < I. quei<ag ¥ que # < a.

A posicao dos pontos internos criados é definida de tal forma que possibilite a geracio
dos tridngulos com a forma mais préxima possivel a de um tridngulo equildtero. No caso em
que 3 < o< —23’1, 0 novo ponto p é gerado no segmento bissetor de . A localizacdo deste

ponto é dada por

1
dppa = ”é(zdmm + 2dpap4 + dpzpz + dmps)‘ (2-4)

Isso ¢ feito admitindo-se que os dngulos 2 < F < (m—F) e £ < v < (7~ I), figura (2.11).

O angulo de % radianos é definido empiricamente, [26]. Caso 3 e v néo estejam nessa faixa
gu 5 v

de valores, é adotado o procedimento para geracio de elemento no caso em que @ <

nofy

Na situagao ilustrada pela figura (2.12), o menor segmento do fronte ¢ usado para gerar

(o]

S

tridngulos da forma mais regular possivel.

Neste processo, para cada ponto criado é necessério verificar se ele se encontra dentro
do dominio e se ele néo se encontra no interior de algum elemento gerado. Esta verificagao é
crucial para este tipo de método e baseia-se em algoritmos bem estruturados que possibilitam

o conhecimento répido dos entes geométricos em uma determinada zona de interesse.

Uma ilustragéo passo a passo do método de avanco de fronte pode ser vista pelas figuras
(2.13), (2.14), (2.15) e (2.16).
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Figura 2.13: Fronte inicial formado pelo Figura 2.14: Novos segmentos que consti-
contorno da geometria. tuem o fronte apds primeira iteragao.

Figura 2.15: Novos segmentos que consti- Figura 2.16: Geometria com a malha final
tuem o fronte apds segunda iteracao. gerada apds todas as iteragdes.

2.2.5 Geracao de Malha por Voronoi-Delaunay

A geragio de malha usando o diagrama de Voronoi e a triangulacio de Delaunay é
uma forma bastante apropriada para se gerar malbas com elementos triangulares-lineares,
que serfo destinadas a andlises numéricas. Isto deve-se ao fato do método da triangulacéo de
Delaunay conferir a propriedade de maximizar os menores dngulos internos de cada tridngulo

da malha [44, 47], como poder4 ser visto nas secbes seguintes.
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Diagrama de Voronoi

Um diagrama de Voronoi contém informagdes referentes & proximidade entre os pontos
de um dado conjunto de pontos P. O conceito foi inicialmente desenvolvido por Dirichlet em

1850 e publicado por Voronoi em 1908, [61].
Definicoes e Propriedades Bdsicas

Dado um conjunto de pontos P = {p;, ps, ..., P} 10 plano Euclidiano ®R2, pode-se par-
ticionar esse plano em regides que delimitam todos os pontos desse plano que estdo situados
mais préximos a um determinado ponto p; do conjunto de pontos P. Cada ponto p; forma

uma dessas regides pela expressdo

Vp)={p € R®: |p; — p| < lp; - p|,¥j 5 i} (2.5)

sendo que V(p;) é uma regifo de Voronoi para o ponto p;. Definindo-se todas as regides V(p;)

do conjunto de pontos P, obtém-se o diagrama de Voronoi V(P).

O diagrama de Voronoi V(P) pode ser tragado considerando-se os bissetores Bi; perpen-
diculares aos segmentos formados por p; e pj. Qualquer ponto p situado em B; é equidistante

a p; € p;, como pode ser visto na figura (2.17).

Bos H(Pzzpa‘)ﬂﬂ(pz:m)

H(ps, pa) (Y H(ps, p1)
D3

BSI

H(p1,ps) (1 H(p1,p2)

Figura 2.17: Diagrama de Voronoi para um conjunto de 3 pontos no plano.
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Por exemplo, considerando-se os pontos p; e ps tem-se que Bys é o hissetor perpen-
dicular ao segmento pip,. Todos os pontos situados no bissetor By sfio equidistantes aos

pontos p; e pp. Da mesma forma para os segmentos pops € pap; tem-se os bissetores By € By

O ponto ¢, originado pela. intersecao dos bissetores Bya, Bos € Bs; é 0 centro do tdnico
circulo que passa sobre o tridngulo formado pelos pontos py, p; e p3, pois, pela construgio,

estes pontos estdo a mesma disténcia de ¢,.

Sendo H(p;, p;) o semi-plano com contorno B;; e contendo p;, entdo, H(p;, p;) pode ser
visto como o conjunto dos pontos p do plano R? tais que |p — p;| < |p — p;l. Isso permite

escrever a seguinte expressao

Vip:) =) H(p:,ps) (2.6)

i
ou seja, ¢ feita a intersecgio de todos os semi-planos H(p;,p;), enquanto 1 # j. A figura
(2.18) mostra um diegrama de Vorono? para um conjunto de oito pontos no plano. As linhas

sélidas que delimitam as regides de Voronoi séo tragadas a partir dos bissetores perpendicu-

lares a cada segmento formado por dois pontos do conjunto de oito pontos que sao vizinhos.

Figura 2.18: Diagrama de Voronoi para um conjunto de 8 pontos no plano.
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Triangulagao de Delaunay

Em 1934, Delaunay estabeleceu a dualidade entre o diagrama de Voronoi e um grafo
planar constituido por segmentos lineares [16], construindo uma malha de elementos triangu-
lares. O caso de mais de trés pontos sobre uma circunferéncia de Delaunay deve ser evitado

pois implica na formaggo de tridngulos sobrepostos [44], como mostrado na figura (2.19).

Figura 2.19: Situagio de quatro pontos em uma circunferéncia de Delaunay.

A triangulagio de Delaunay D{P} do diagrama de Voronoi apresentado pela figura
(2.18) pode ser vista pela figura (2.20). Os tridngulos sdo formados unindo-se cada ponto p;
aos outros pontos do conjunto de pontos P que estdo situados nas regides de Voronoi vizinhas

a regifio de Voronoi V{(p;).

Figura 2.20: Triangulagdo de Delaunay do diagrama de Voronoi da figura (2.18).
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Propriedades da Triangulagdo de Delaunay

A seguir sdo apresentadas algumas propriedades da triangulacio de Delaunay sem
as respectivas provas matemsticas formais. Caso o leitor deseje uma referéncia para consultar

0s teoremas e as provas matematicas, vide [23, 47].
e D{P} é um grafo dual de V{P};
» D{P} é conforme se ndo existe quatro pontos cocirculares, figura (2.19);
» Cada tridngulo D{P} corresponde em quantidade a um vértice V{P};
o Cada lado de D{P} corresponde em quantidade a wm lado de V{P};

e Cada nd de D{P} corresponde a uma regido de V{P}.

Sendo ¢, um vértice de V(P) na juncdo de V{p;), V(ps) e V(ps), entao, ¢, é o centro do
circulo que circunscreve o tridngulo formado por p;, py e ps. No interior desse circulo ndo
existe nenhum outro ponto do conjunto de pontos P, como garante a expressao (2.5) e como

pode ser visto na figura (2.21).

Figura 2.21: Propriedade dos circuncirculos vazios da triangulagio de Delaunay D(P).

Dessa forma, os tridngulos que sdo formados a partir da triangulacéo de Delaunay

possuem os &ngulos internos mimimos maximizados. Essa propriedade pode ser verificada
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admitindo-se um tridngulo formado pelos pontos p;, ps, € p3 de um conjunto de pontos P,
circunscrito a uma circunferéncia como mostrado na figura {2.22). Sendo p;ps o menor seg-
mento do tridngulo, tem-se que o Z{pipspe) é 0 menor dngulo interno do tridngulo pypaps.
Admitindo-se um outro tridngulo qualquer, formado pelos pontos py, p; e py, tal que py € P,
tem-se que se L(pipape) > L(p1psp2), entdo, py é interior a circunferéncia que circunscreve
0 Apipaps, © que contradiz o fato do tridngulo formado pelos pontos pi, pa, € ps ser um

tridngulo de Delaunay, figura (2.23).

D3

Figura 2.22: Tridngulo formado por p;, p» ¢  Figura 2.23: Propriedade de maximizacio
P3 circunscrito a uma. circunferéncia. dos dngulos internos minimos de D(P).

2.3 Revisao Bibliografica

A 4rea de pesquisa em geracdo de malha é uma drea extremamente vasta e muito rica
para um pesquisador. Existem intimeras publicagdes na é4rea e, ainda hoje em dia, muitos
esforgos e muitos recursos tém sido dedicados para a melhoria dos geradores de malha exis-
tentes. Nesta segdo é apresentado uma breve revisdo bibliografica, destacando-se as principais

publicacdes que ajudaram no desenvolvimento deste trabalho.

No trabalho de Lee e Dyczij-Edlinger [34] s8o apresentadas técnicas de geracio de malha

usando ¢ método da triangulagéo de Delaunay. A abordagem é feita visando a implementacéo
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de geradores autométicos tanto para o caso bidimensional, como para o caso tridimensional.
S&o apresentados alguns algoritmos para construcio da triangulagio de Delaunay como o
algoritmo de Bowyer-Watson, o algoritmo de Green-Sibon e o algoritmo de triangulacdo de

Delaunay por avango de fronte.

No trabalho de Ruppert [50] é apresentado um algoritmo para triangulacgo de Delaunay
destinado a gerar malhas em geometrias planas compostas por segmentos lineares. Este tra-
balho trata o problema de geragdo de malha no caso bidimensional e mostra importantes
informagdes sobre como refinar as malhas usando-se como critério o &ngulo interno mfnimo
dos triéngulos. Um étimo controle da forma e do tamanho dos tridngulos é alcancado com esta
técnica. DemonstracOes e provas mateméticas sdo apresentadas para comprovar a eficicia

dos resultados obtidos.

O trabalho de Shewchuk [52] é baseado no estudo de Ruppert. Neste artigo é apre-
sentado um modelo intuitivo para andlise do algoritmo de refinamento proposto em [50] e,
pequenas melhorias em alguns aspectos, sdo mostradas. Em especial, é dado destaque ao
controle dos angulos internos dos elementos no caso de geometrias que jé contém angulos

internos muito pequenos.

Outro trabalho importante para este estudo foi desenvolvido por Nicolas e Nicolas [41].
Este trabalho apresenta um gerador de malha tridimensional automaético cujo método de
execugdo € baseado principalmente na combinagdo de dois algoritmos diferentes: um para a
geragao de trifingulos e outro para a geragdo de quadrildteros. A geragio da malha §é feita
pela discretizagéo de superficies bidimensionais. Posteriormente é feita uma translacio dessa
superficie discretizada ao longo de uma linha ou, uma rotagdo, em relagéo a um eixo, para

se obter malhas tridimensionais.

Nos trabalhos de Tsuboi et. all. {58, 59] o processo de geracio de malhas é direcionado

especificamente para o método dos elementos de contorno. Na publicacio [58] é apresentada a
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implementacdo de um kernel para se gerar malhas com elementos triangulares em linguagem
Lisp. Um destaque especial é dado para a estrutura de dados utilizada pelo programa. Na
publicagdo [59], é apresentado uma algoritmo de triangulacio adaptativa com um critério de

refinamento baseado em uma funcdo Laplaciana de estimativa de erro.

Em [18], Du apresenta um algoritmo para triangulagdo de Delaunay para dominios
planos arbitrarios. Os tridngulos de Delaunay sio construidos a partir dos &ngulos internos
e nao pela propriedade do circuncirculo vazio. O algoritmo baseia-se nas informacdes do

contorno e move-se dinamicamente para o interior da geometria.

No trabalho de Mavriplis [37] é descrito um algoritmo para geragio de malhas nio-
estruturadas em um dominio bidimensional arbitririo. Os nés da malha séo gerados auto-
maticamente pelo algoritmo de modo que uma suave variacio no tamanho dos elementos &
assegurada. A triangulagdo resultante constitui a triangulacio de Delaunay desses pontos. O
algoritmo proposto combina a eficiéncia e elegincia matematica proporcionada pelo método

de Delaunay com a robustez de geragio de pontos associada As técnicas de avanco de fronte.

Secchi e Simoni apresentam em [51] um procedimento para discretizacio de dominios
bidimensionais que destina-se especialmente & problemas que exigem uma continua atualiza-

¢io da malha. E usado o método de Delaunay para geracao dos elementos.

Com relagao a gerago de grid, Qiang e Gunzburger em [48], apresentam um proce-
dimento para geragdo de pontos baseado na construcio de diagramas de Voronoi. O grid
de pontos & gerado a fim de se obter solugbes de equagdes diferenciais parciais usando-se o
método dos elementos finitos. Em se tratando de optimizacio de grid, Castillo e Otto em
[8] apresentam uma metodologia usando uma formulagio variacional para geracio de grid
de pontos com énfase no funcional de comprimento, que é o funcional mais importante na

geracao de grid por métodos variacionais.
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Em [46], Phongthanapanich e Dechaumphai descrevem um procedimento de trian-
gulacao de Delaunay, usando programacio orientada a objetos. Este procedimento é consti-
tuido por criagao de nds, geragio da malha, suavizagéo da malha e remalhamento adaptativo.
Bastian e Li em [2] implementaram um gerader de malha automético em G+, também usan-

do o paradigma da orientag3o a objetos, para geracéo de elementos quadrilaterais.

No trabalho de Lee ef. all [35] é proposto um algoritmo para geracdo de malha
bidimensional com elementos quadrilaterais. O algoritmo é baseado na triangulacio de De-
launay restrita e no algoritmo de Q-Morph. Em [20], El-Hamalawi propbe outro algoritmo
para gera¢ao bi-dimensional de malhas que combina o método de triangulacio de Delaunay

com a técnica de avanco de fronte.

Considerando a geragic de malba tridimensional para o método dos elementos finitos,
George em [28] apresenta um algoritmo eficiente para geracio de malha de forma adaptativa.
Os pontos de campo séo definidos usando a abordagem de avanco de fronte e a conectividade
¢ estabelecida pelo método da triangulagéo tridimensional de Delaunay generalizada. Viarios
aspectos da triangulacdo tridimensional de Delaunay sdo apresentados no trabalho de Esco-

bar e Montenegro [21].

Tianyu em sua tese de doutorado [56] desenvolveu a formula¢do para o problema de
triangulagdo de superficie genérico minimizando os nimeros de trifingulos e vértices sob a
restrigdo de distorgdo L. Esse problema se mostrou do tipo NP-hard de complexidade
computacional. Malhas de alta qualidade foram obtidas tanto para superficies explicitas

z = f{x,y), como para superficies implicitas f{z,y, z) = 0.
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Capitulo 3

Método dos Elementos de Contorno
para Elasticidade

Antes de apresentar a formulacio matematica do método dos elementos de contorno, é
feita uma breve explicagdo sobre as notagdes usadas nas segdes seguintes. O componente de
coordenadas cartesianas de um ponto ou vetor no espaco tridimensional é denotado por z;.
O subscrito 1 varia de 1 a 3, uma vez que sdo considerados problemas tridimensionais. As
notagdes dos tensores cartesianos e a convencio de soma de Einstein sao adotadas. Uma
leitura mais detalhada sobre os postulados bésicos da elasticidade pode ser encontrada em

[5, 9]. A derivada parcial com respeito as coordenadas cartesianas ¢ feita em notagio indi-

Sus

cial, por exemplo, u;; equivale a Sa

. A fungao delta de Kronecker é denotada por 4;;. Os
materials em consideragao sio admitidos como isotrépicos e homogéneos. Isso quer dizer que
as propriedades eldsticas do materjal sGo as mesmas em todas as direcdes e posicdes. Além
disso, ¢ postulado o caso de pequenos deslocamentos e pequenas deformagtes. Adotando
esse postulado, o produto das derivadas dos deslocamentos sdo t3o pequenos que podem ser

desprezados quando comparados com os préprios deslocamentos.

3.1 Equacoes Bésicas da Elasticidade

O estado de um corpo eldstico tridimensional com um volume de domfnio Q) e um
contorno 1" sujeito a condigdes de contorno e forgas de corpo, € caracterizado por quinze

varidveis:
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e as trés componentes de deslocamento u;;
@ as seis componentes de deformagdo £, pois (g;; = £;);
» as seis componentes de tens@o oy, pois {(oy; = o).
As quinze varidveis podem ser representadas usando-se as equacdes abaixo:

As seis equagoes de deslocamento-deformacao

1
&y = 5{uis + ) (3.1)
As trés equacgoes de equilibrio
O'ij,j 4 bz = O (32)
As seis equacgtes constitutivas
2vp
% = T8 2y5z'j€mm + 2pey (3.3)

sendo que &; s&o as componentes da forga de corpo, u = E/2{1 +v) é o médulo de cisalha-

mento, F é o médulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson.

Um problema de elasticidade pode ser solucionado a partir das quinze equagdes (3.1),
(3.2) e {3.3) para quinze varidveis desconhecidas, se forem aplicadas condicdes de contorno
adequadas. As condigBes de contorno consistem, geralmente, na imposi¢io de deslocamentos
e na aplicacdo de forgas de superficie. Em um problema tipico de valor de contorno, assume-
se que o contorno I' é dividido em duas partes I'y e I'y, ver figura (3.1). Admite-se que os
deslocamentos u; séo conhecidos em I'; e as forcas de superficie t; sdo conhecidas em I'y. As

forcas de superficie podem ser calculadas pela férmuls de Cauchy apresentada abaixo

L3152
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forcas de corpo &
t;
T Iy

G g

Y i1
)-3 (2) ZH (b)

Figura 3.1: Modelagem de um problema tipico de valor de contorno.

Ty

- onde n; 530 as componentes dos vetores normais unitarios que apontam para fora da geometria
no ponto considerado. Deste modo, as condigbes de contorno podem ser escritas como

Uy = Ty em I’l
=1, 39)

t em I
sendo que T; e ¢; sdo valores conhecidos de deslocamentos e forcas de superficie, respectiva-
mente. As equagdes de (3.1) a (3.5) constituem um problema tipico de valor de contorno. Na
prética algumas das quinze varidveis séo eliminadas usando as equagdes (3.1), (3.2) e (3.3},
antes que o processo para a obtengdo da solugio seja realizado. Por exemplo, substituindo a

equacdo (3.3) na (3.2) e usando a equagdo (3.1), leva a

g 55 + ————‘Li—;uj,ﬂ +b; =0 (36)

1-2
onde somente as trés componentes de deslocamento u; sao desconhecidas. A equacdo (3.6) é

a equacao de Navier e a partir dela é derivada a forma da equacio integral da clasticidade.

3.2 Formulacao do Método dos Elementos de Contorno

A formuiagdo do método dos elementos de contorno é baseada em equacbes integrais
singulares de contorno. A formulacéo foi obtida com sucesso para a elasticidade por Muskhe-

lishvili [40] e Kupradze [33], baseando-se nos trabalhos de Betti [4] e Somigliana [53]. A
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formulagao analitica envolve a transformacéo da equagéo diferencial que é aplicdvel a todo o
dominio do problema em uma equagdo integral no contorno. A equacio integral de contorno
pode ser derivada por vérias maneiras, embora, geralmente, ela é obtida pelo uso de solucdes
fundamentais do problema em conjunto com um teorema de reciprocidade. O problema de
elasticidade apresentado na forma da equaglo diferencial parcial (3.6), com a condicdes de
contorno dadas pela equagdo {3.5), pode ser transformado em equacdes integrais no con-
torno usando-se as solugbes fundamentais de Kelvin e o teorema da reciprocidade de Betti.
Fazendo uma discretizaggo isoparamétrica da equagfio integral de contorno para os desloca-
mentos, obtém-se as equagdes caracteristicas do método dos elementos de contorno, como

pode ser viste em [38, 57].

3.2.1 As Solucgoes Fundamentais de Kelvin

Considera~se um dominio eldstico infinito € com as forgas de corpo dadas por

b = A(X — X)b (3.7)

sendo que X' representa o ponto fonte e X representa o ponto campo, que pode ser gualquer
ponto excete X'. A funciio A(X' — X) é a funco Delta de Dirac que possui a seguinte
propriedade

fg FOOAX - X)da = F(X) (3.8)

para qualquer funcdo f continua no dominio €. A equagio de Navier (3.6), para desloca-

mentos desconhecidos u} pode ser escrita por

s+ Tt gy + AKX - K)oy =0, (3.9)

Usando Uy;(X’, X} para representar u}, a j-ésima componente da i-ésima solucdo da equagéo

{3.9), as expressdes de Uy; (X', X') s8o dadas por
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1
167(1 — v)uR

sendo que R = VR R, &txéﬂxgeﬁ‘iz%z%_

Uij (X’, X) = {(3 —— 4?/)(52'3' + R],;RJ} (310)

As forgas de superficie correspondentes em X, na diregao do vetor normal n = (ny, ny, ng),

podem ser obtidas pelas equagdes (3.10), (3.1), (3.3) e (3.4) na forma da equacdo seguinte

, -1 OR
'I;J(X ,X) o= m {Mé—?;[(l - 2?/)51'3' -+ 3R55R,j] - (1 - ZU)(TZjR,i - niR,j)} (3}1)

onde %R = R;n;. Assolugdes (3.10) e (3.11) sfo as solugdes fundamentais para problemas em
elasticidade. O significado fisico dessas solugdes fundamentais é que, Up(X' X)) e T(X, XD,
representam os deslocamentos e as forgas de superficie na diregéo 7 em um ponto campo X,

devido a aplicacdo de uma carga unitdria concentrada na direcdo i em um ponto fonte X,

3.2.2 Teorema da Reciprocidade de Betti

Admitindo-se uma funcéo vetorial continua u} que representa o deslocamento de um
estado elasto-estético definido sobre um dominio Q como sendo uma funcao pseudo-residual

da equagdo de equilibrio (3.2), tem-se

Q Q

considerando somente o primeiro termo da equacdo, pela regra de derivacio do produto de

duas funcdes, tem-se

(oiuf).s = 0w qu; + oyul (8.13)
/ crijuzjdﬂ = /(o*ijuf),jdﬂ s / O‘z'j,ju:dﬂ (314)
Iy} 17} 8]
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usando o teorema da divergéncia, fQ gif‘:édﬂ == fr Jin:dD, tem-se que

/(Giju?),jdg“—“/(Uz'juf)nde:/tfu;'dT (3.15)
0 r r

substituindo em {3.14)

‘[Gijufﬁjdﬂz/.tiu:di‘wfaij,ju:dﬂ (316)
2 T 1y

pode-se escrever uj; como a soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico, da forma

Ed

1 1
ug ;= (g, +ul,) + ‘2“(?53 —ui)=e

*

5+ wr (3.17)

2 7 i

sendo que &}; e w;; representam, respectivamente, os tensores de deformacéo (simétrico) e de

rotagio (anti-simétrico) do estado “*”. Multiplicando por o;; tem-se

® * *
Tijly; = 035855 + TigWy; - (3.18)

Como o produto de um tensor simétrico ¢f; por um tensor anti-simétrico w}; é nulo

il = O45€ (3.19)

substituindo em (3.16) tem-se

[JéjE;de%]t.gu:dr"—/ﬁij’juzdﬂ (320)
Q I 2

o que conduz &

La:jfijdﬂzLtfuiﬂ—[zafj’juidﬂ, (3.21)
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A partir das equacdes constitutivas apresentadas em (3.3) pode-se escrever

. 2vp .
Tij€i; = (b&;jé‘mm - 2,&5@_7')51-5,— =

vy, * *
1-9 vEHEmm + 2#8@5@- = aijgij (322)

1-2

igualando-se as equagdes (3.20) e (3.21), como é permitido por (3.22), tem-se

/tiu:d}f‘—/o*ijju:dﬂ = ft:uidf—fofj,juidﬂ . (323)
r 1Y r Q

A equag8o (3.23) pode ser reorganizada como

[l(oij,ju’f - o‘fj!juz—)dﬂ = 4/1:(@'7.43 -— t:u,,)df" (324)

que ¢ andlogo & férmula de Green generalizada para o operador Laplace V apresentada abaixo

: e [ (B e OF
fovi-svre= [y -9 pa. (3:29)

Levando em consideragao a equacéo (3.2), a equacdo (3.23) pode ser escrita como

/ Brusd® + f £ru;dD = J[ tuldl + / butd®) (3.26)
v} r I Q

que é conhecida como o teorema da reciprocidade de Betti. A equagiio (3.26) indica que
o trabalho total realizado pelas forgas do estado real b e t, agindo sobre os deslocamentos
produzidos pelo estado fundamental u}, ¢ igual ao trabalbo total realizado pelas forcas do

estado fundamental, t* e &*, agindo sobre os deslocamentos produzidos pelo estado real, u;.

3.2.3 Equagoes Integrais de Contorno para os Deslocamentos

As equagoes integrais de contorno para os deslocamentos podem ser derivadas a partir
do teorema da reciprocidade de Betti e das solugdes fundamentais de Kelvin. Se os desloca-

mentos, forgas de superficie e forgas de corpo séo dados por uy, ¢; e b;, para o estado real de
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um problema de elasticidade com dominio 2 e contorno T, 0 estado fundamental é definido
pelas solugbes de Kelvin, Uy, T e by = A(X' — X)8;. O ponto fonte X’ é admitido ser
um ponto interno a {) e a partir do teorema da reciprocidade de Betti e da propriedade da
fungdo Delta de Dirac, apresentada pela equacdio (3.8), a identidade de Somigliana para os

deslocamentos pode ser escrita como

w(X) + f Ty (X', 2)uy(2)dD(z)
r
_ / Uy (X', 2)t5(2)dT(x) + f U,y (X', X)bs (X)X | (3.27)
r k9]

As equagbes integrais de contorno relacionadas acs deslocamentos e forcas de superficie
agindo no contorno podem ser obtidas a partir da equagéo (3.27) considerando o processo de
limite de um ponto interno indo para o contorno (X’ — z'). Um contorno auxiliar I'— ", + I
é adotado como mostrado pela figura (3.2), sendo que I'? representa a superficie de uma esfera

de raio ¢.

Figura 3.2: Contorno auxiliar usado para o processo de limite (X' ~ z).

Conforme ¢ — 0, T} tende a T'. e, portanto, o contorno auxiliar tende a I'. O processo de

limite de X’ - 2’ para a equagdo (3.27) pode ser substituido fazendo & — 0

(@) + lim Ty(e', 2)u(2)d0 (=) = lim f U@, o)t;(2)dl(z)  (3.28)
. eV Jrorr:

=0 Jp_ro4r

sendo que a existéncia das forgas de corpo é desprezada. A primeira integral da equacio {3.28)
contém um integrando fortemente singular de ordem O(1/R?) que é avaliada no sentido do

valor principal de Cauchy. A segunda integral da equaciio (3.28) contém um integrando
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singular de ordem O(1/R), que é integrado como uma integral imprépria. Uma discussio
detalha do processo de limite pode ser encontrada em [32]. Finalmente, as equacGes integrais

de contorno para os deslocamentos podem ser escritas como

¢ (2 )uy(z') + fF T (', 2)u;(z)dl(z) = fr U (2, 2)t;(z)dl () (3.29)

sendo que ¢;;(z') € uma fungdo da variagio do contorno da geometria no ponto z’ situado
no contorno. B valido ressaltar que até esse momento nenhuma aproximagao matematica foi
feita para a transformacéo da equagdo diferencial dada pela (3.6) que governa o problema,
para a forma integral apresentada pela equago (3.29). A obtencio de uma solucio analftica
para os deslocamentos e forgas de superficie a partir da equagio (3.29) pode ser muito dificil
de ser obtida e na maioria das vezes é impossivel, especialmente em casos tridimensionais com
geometrias complexas. Portanto, é necessario fazer uma adequada discretizacdo do contorno
para o calculo da solugdo aproximada do problema em especificos pontos de interesse. A

secao seguinte trata do processo de discretizacdo com maiores detalhes.

3.2.4 Discretizacao das Equagdes Integrais de Contorno

Inicialmente sao apresentadas, a titulo de ilustracio, duas mathas bidimensionais para,
andlises numéricas. A figura (3.3a) mostra uma malha de elementos de contorno bidimen-
sional composta por elementos lineares. A figura (3.3b) mostra uma malha de elementos fini-
tos bidimensional composta por elementos triangulares. E importante perceber a diferenca
entre as duas discretizagbes realizadas. A geometria do problema é a mesma, o que muda é
o método de andlise numérica empregado. Fica nitido, entdo, que em elementos de contorno,
um nimero bem menor de elementos precisa ser gerado. Isso traz grandes beneficios como a

redugao do custo computacional durante a fase de pré-processamento.

Devido a equagdo (3.29) possuir somente termos dependentes do contorno o processo de
geragao de malha pode ser realizado de forma bem mais robusta, rdpida e eficiente, uma vez

que, em casos tridimensionais somente elementos de superficie precisam ser gerados. A malha
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(@) T (b

Figura 3.3: Exemplo de malhas 2D: (a) elementos de contorno ¢ (b) elementos finitos.

tridimensional de elementos de contorno é como se fosse uma casca constituida por vérios
elementos que modelam um sélido geométrico. A implementacio computacional fica ex-
tremamente simplificada e no caso especifico deste trabalho, a discretizacio é feita usando-se
elementos continuos triangulares-lineares de trés nés e com funcgdes de forma isoparamétricas,

como mostrado na figura (3.4).

Neste trabalho, 0 método dos elementos de contorno é apresentado para problemas da
elasticidade, mas este método também & bastante til em problemas de bicengenharia [43];
em problemas que necessitam de continuo remalhamento, como propagacio de trincas; em
problemas de avanco de superficie, no estudo do espalhamento de polui¢do; em problemas

cujos dominios sao ilimitados; dentre outros.

" N¢n) =€
N3¢ m) =7

£

Figura 3.4: Elemento de contorno triangular-linear continuo de trés nés.

Usando as funges de forma N!, N? e N®, que estdo implementadas no solver E-Con3D,

o método dos elementos de contorno pode ser escrito na forma discreta como
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N M
s + 303w f ] Tyla®, 2 (€, IN™(€,m)J(€, m)dedn

=l el 14
N M i
=33 [ [ vyt st minmie mre maedn 5.30)
nl me=l ]

sendo que M é o niimero de nds por elemento, N é o niimero total de elementos da malha, &
representa o numero do né da malha que est4 sendo avaliado como ponto fonte e J™ é o Jaco-
biano da transformacéo. O Jacobiano da transformagio pode ser caleulado por J® = |z¢ X z,]

1

sendo que os subscritos £ € 77 denotam as derivadas com relacdo a £ e n respectivamente.

A equagdo (3.30), apresentada na forma discreta, pode ser reescrita na forma matricial

de um sistema de equacdes lineares como

[H]{u} = [G[{t} (3.31)

sendo que a matriz [H] contém as integrais envolvendo os termos Ti; e a matriz [G] contém
os termos envolvendo Uj;. Os vetores {u} e {t} consistem, respectivamente, de todas as
componentes dos deslocamentos e de todas as componentes das forqas de superficie em cada

no da malha. Aplicando-se as condicBes de contorno o sistema pode ser rearranjado na forma

(Al{x} = {f} (3.32)

sendo que {x} é o vetor das componentes das varidveis desconhecidas de u; e t;. A matriz
quadrada {A] é obtida pelo processo de permutacio das colunas das matrizes H] e [G] & im
de se isolar as varidveis desconhecidas no vetor {x}. Todos os valores nodais no contorno
desconhecidos de w; e £; podem, entdo, ser calculados solucionando-se a equacio (3.32).
O vetor {f} é obtido usando as condigdes de contorno do problema. Caso Lecessario, 0s
deslocamentos e as tensdes internas ao dominio €} podem ser calculados depois de ser obtida

a solugao no contorno I', usando-se a identidade de Somigliana, dada pela equacéo (3.27).
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Capitulo 4

Implementagao Computacional

Neste capitulo serd apresentada a implementacéio computacional, que foi feita baseada
nas técnicas apresentadas no capitulo 2, para o desenvolvimento do gerador de malhas pro-
posto. O gerador de malhas proposto usa conceitos da técnica de transporte-mapeamento,
da técnica de geragdo de um grid de pontos e, principalmente, do método de triangulacgao
de Delaunay. O cédigo do programa foi escrito em linguagem C** usando o paradigma da
orientacéo a objetos. O programa foi escrito usando o compilador Microsoft Visual CH+® e o
modelador visual de classes Rational Rose® [49], Foram usadas bibliotecas auxiliares como a
biblioteca Newmat10, para célculo matricial, e a biblioteca OpenGL®, para desenvolvimento

de uma interface gréfica para exibigio grafica das geometrias e malhas.

4.1 Programacao Orientada a Objetos

A linguagem C*¥ oferece pleno suporte a programacio orientada a objetos, incluindo-
se os conceitos de encapsulamento, heranga e polimorfismo, [36]. A linguagem C** suporta
multiples entidades e bibliotecas usando a abstragio de dados. Abstracao de dados significa
que & possfvel combinar diferentes tipos de estruturas de dados e operagles em um novo tipo
abstrato de dados, [19]. Um tipo abstrato de dados comporta-se como os tipos de dados que
sa0 inerentes a linguagem de programacéo, sé que sao criados pelo programador. A estratégia
de implementagdo usando programagéo orientada a objeto consiste em identificar os aspectos

do problema em quest@o, como os conceitos fisicos envolvidos e as etapas que permitem a

41



obtengao da solugo e, a partir daf, representar esses aspectos computacionalmente, usando
a abstracao de dados, na forma da criagfo de classes e objetos. Os objetos contém todo o
conhecimento da classe, na forma de atributos e métodos. Eles podem acessar os atributos e
métodos da classe através de um controle de acesso. Esse controle de acesso é feito usando-se
a palavra-chave public, que significa que todos os objetos da classe tém acesso aos atributos
e métodos, a palavra-chave private, que significa que somente os préprios membros da classe
tém acesso e, a palavra-chave protected, que significa que somente os membros da prépria

classe e de classes derivadas tém acesso.

A utilizacdo desses conceitos de programagio permite a manipulaco dos dados do pro-
grama de forma mais facil, eficiente e segura. Com essas vantagens o programador pode se
concentrar mais na conceituagio do problema, criando um cédigo que melhor adapte o com-
putador & resoluggo do problema. Outro ponto positivo é que fica bem mais ficil manter a
complexidade da solugdo sob controle. Assim, a montagem do sistema final ou mudancas de
foco durante o desenvolvimento do programa podem ser conduzidas de forma mais eficiente

e bem menos custosa.

4.1.1 Obtendo um Modelo Orientado a Objetos

Um modelo orientado a objeto pode ser conseguido por um processo de desenvolvimento

que possui trés etapas:

¢ Andlise orientada a objetos: é a fase onde um especialista descreve o problema em

termos das necessidades e tarefas a serem resolvidas pelo programador;

» Projeto orientado a objetos: é a fase de definicio das classes e de seus atributos e

métodos que irdo fazer & vincula¢do e a comunicagio entre os objetos;

o Programacéo orientada a objetos: é a fase de implementacdo, na qual ocorre 2 codi-

ficagao dos métodos, os testes e a integragio do programa como um todo.
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Uma vez definidas as classes, a programacao orientada a objeto compde o problema
em um conjunto de objetos que se relacionam entre si. Esse relacionamento ocorre pelos
métodos das classes da qual esses objetos foram instanciados. Assim sendo, os objetos sdo
criados € comunicam-se entre si, recebendo e distribuindo tarefas, e apés cada um cumprir o

seu proposito, o problema estara resolvido.

Para auxiliar no desenvolvimento do programa foi usado o modelador visual Rational
Rose®, que é um programa de engenharia de soffware que fornece uma representacio grifica
e possibilita um entendimento mais claro do programa em desenvolvimento. No modelador
de classes Rational Rose® so criadas e definidas todas as classes do programa, COm seus
respectivos atributos e métodos. As relagGes entre as classes, como relages de heranca,
posse e uso, também podem ser facilmente estabelecidas com o auxilio dessa ferramenta.
Essas informagdes formam a estrutura bésica do programa. Em seguida, com um recurso
existente no programa Rational Rose®, a estrutura desenvolvida é codificada automatica-

mente na linguagem C**, restando ao programador a tarefa de implementar os métodos.

4.2 Caracteristicas do Gerador

O programa implementado neste trabalho tem capacidade de gerar malhas com elemen-
tos de superficie triangulares-lineares em geometrias tridimensionais arbitrérias, compostas
por faces planas. Um exemplo de geometria tridimensional aceita pelo programa ests apre-

sentado na figura (4.1).

O gerador de malhas implementado nfo pode ser classificado tnica e exclusivamente
por uma. das técnicas de geracdo de malha apresentadas no capitulo 2. Na verdade, ele usa
conceitos da técnica de transporte-mapeamento, da técnica de geracio de um grid de pontos
e, principalmente, do método de triangulagio de Delaunay. O principio de funcionamento
consiste em deslocar cada face da geometria do espago tridimensional, usando transformactes

geométricas, para o plano zy. Entdo, no plano zy gera-se um grid de pontos sobre a face e
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Figura 4.1: Exemplo de geometria tridimensional aceita pelo programa.

aplica-se 0 método da triangulagéo de Delaunay. Algumas verificacbes s&0 necessérias para
o caso das faces possuirem uma geometria muito irregular e com rasgos internos, a fim de
garantir que a malha seja gerada de forma correta. Essas verificacdes visam evitar a geracao
de elementos fora do dominio da face e a formagdo de tridngulos sobrepostos. Elas estdo
apresentadas em detalhes na se¢do 4.9. Depois de gerada a malha na face, novamente, um
conjunto de transformacgOes geométricas sdo aplicadas para mover a face de volta para sua
posi¢ao original no espaco. A continuidade final da malha é assegurada promovendo-se a
discretizacdo das arestas da geometria, antes da geracdo do grid de pontos na face. O fun-
cionamento do programa poderd ser melhor entendido analisando-se o seu fluxograma de

execucdo que é apresentado na secio 4.4

4.3 Estrutura de Dados Usada pelo Programa

Os formatos dos arquivos de entrada e saida usados pelo gerador de malha sdo apre-
sentados pela figura (4.2). O arquivo de entrada contém as informactes da geometria e o
valor do pardmetro MeshPar fornecido pelo usudrio. Este arquivo é obtido usando-se um
tradutor IGES, ver processo na figura (4.3). Primeiramente a geometria é desenhada em um
programa CAD, neste trabalho é usado o SolidEdge® para elaboracio dos desenhos e, em

seguida, o desenho € salvo no formato IGES.

44



MeshPar = [ (valor_do_meshpar) } NodeNumber = nimero_de_nds
ElermentNumber = nimero_de_elementos

Nodes=[
{ndmere} (coord X coord Y coord_Z) Nodes={
(ndmero} (coord X coord Y coord_Z)
]
]
Segments=]
{ndmero) (NG_A né,_B) Elements=[
{(ndmero) (nd_A né_B nd_C)
]
1
Facets={

(quantidade) {ndmero) (seg_A) (seg_B) (seg_C) ...
|

(a) {b)

Figura 4.2: Formatos do arquivo de entrada (a) e do arquivo de saida (b).

SolidEdge

Dessnho em
formato IGES

Tradutor IGES
do Ansys

Lista de Vértices Lista de Segmentos Lista de Faces

Excel

Arguivo de Entrada
do ECon-MG

Figura 4.3: Processo de obtencdo do arquivo de entrada de dados para o gerador.
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O desenho é, entdo, aberto no Ansys® e as informacées do desenho sdo exportadas de
modo a gerar trés lista: uma lista de vértices, uma lista de segmentos e uma lista de faces.
E usado, entdo, o programa Excel® para gerar o arquivo de entrada de dados no formato
apresentado pela figura (4.2a}. Percebe-se aqui, a necessidade de se implementar um tradutor
IGES para tornar o gerador de malhas independente de outros programas, com excegdo dos
programas de CAD, naturalmente. O valor do MeshPar vai ser usado por uma funcio do
programa para determinar o nimero de divisGes a serem feitas nos segmentos do contorno
da geometria. Ele é dado em unidade de comprimento. Por exemplo, se um segmento da
geometria possui comprimento de 1 unidade e o valor do MeshPar = 0,3 o segmento serd
dividido em trés partes iguais com 1/3 de unidades de comprimento cada. Portanto, o ntiimero

de divisdes a ser feita no segmento é um valor inteiro N_div calculado por

N_div = int (%%) (4.1)

onde o comp_seg é o comprimento do segmento analisado. Como o MeshPar é um parametro
de discretizagéo, reduzindo-se seu valor implica em um aumento no nidmero de elementos da
malha. Dessa forma, cada segmento da geometria possui uma lista de nés que contém todos

os nods desse segmento discretizado,

O arquivo de entrada contém uma listagem dos vértices da geometria. Cada vértice é
representado por um ndmero e suas respectivas coordenadas z, y e z, associado a palavra
Nodes. Os segmentos sdo representados pelo seu respectivo nimero e pelos nimeros dos
vértices que o definem. As faces sio descritas pela quantidade de segmentos que é constituida,
por seu respectivo nimero e pelos nimeros dos seus segmentos. E importante ressaltar que
a ordem dos dois primeiros segmentos de cada face definem a orientagio do vetor normal da

face como mostrado pela figura (4.4).

No caso (4.4a), o segmento S; foi fornecido antes do segmento Ss, 0 que resultou em
um vetor normal com a orientacao (0 0 -1) &). No caso (4.4b), o segmento S; foi fornecido

depois do segmento Ss, 0 que resultou em um vetor normal com a orientacio (0 0 1) (.
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caso (b)
Figura 4.4: Orientagéo do vetor normal com relagio a ordem dos segmentos S; e Ss.
E preciso, também, levar em consideragdo a situagio apresentada na figura (4.5). Tanto para

0 caso (4.5a) como para o caso (4.5b), o segmento S; que origina o vetor vy foi fornecido

antes do segmento S» que origina o vetor va.

caso (a) caso (b}

Figura 4.5: Orientagéo do vetor normal da face calculado a partir de v; e vs.

No caso (4.5a) o vetor normal deve ter orientagio (0 0 1) e no caso (4.5b) deve ter ori-
entaggo (0 0-1) &. Isso pode ser verificado pelas posigSes das 4reas das faces com relagio ao
vetor vi. Entretanto, quando o produto vetorial vq X vz é calculado para as duas situagdes o
resultado obtido é (0 0 -1). Esse problema pode ser solucionado gerando-se um ponto auxiliar

deslocado para direita ou para a esquerda do ponto médio do segmento 5y, que origina vy,

Ival

i Dntao verifica-se se esse ponto estd ou ndo no interior da face

por um incremento de
pelo algoritmo apresentado na segéo 4.8. Dessa forma é possivel corrigir a orientacgio do vetor

normal da face para o caso (4.5a).
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O método que calcula o vetor normal de uma face deslocada para o plano zy ests pre-
sente na classe Mesh e seu nome é give_ValueO f Facet NormalVector2D(List < Segment >
theFacetSegmentList, doubledr FaceNormal K). Este método recebe como argumento
uma lista de segmentos que define a face e passa por referéncia o valor do indice k do vetor

normal, pela varidvel do tipo double, FaceNormal_K.

Em elementos de contorno é necessédrio que todos os vetores normais dos elementos da
malha estejam apontando para fora da geometria. Desse modo, os vetores normais de todos
os elementos de uma face da geometria serdo alinhados segundo o vetor normal da face, que
devera estar apontando para fora da geometria. O arquivo de saida gerado pelo programa
contém a quantidade de nés da malha, a quantidade de elementos, as informagbes de cada
né da malba e suas respectivas conectividades que definem os elementos, ver figura (4.2b).

O arquivo de saida é usado pelo solver E~-Con3D para a realizacio de anslises numéricas.

O fluxograma do processo para realizagdo de uma andlise numérica é apresentado na
figura (4.6). O arquivo com as informagdes da geometria do problema ¢ usado pelo gerador
de malhas implementado nesse trabalho, ECon-MG. O gerador cria um arquivo com os dados
da malha da geometria analisada. Em seguida, esse arquivo é usado pelo solver E-Con3D
para realizaco da andlise numérica. Depois que a anslise é feita pelo solver, os resultados

obtidos sdo carregados no MatLAB® para fins de visualizacio.

Arquivo de Enfrada
{Geometria) ECon-MG
Arquivo de Saida
{MALHA)
Visualizaggo 3D ’
(MatLAR) E-Con3D

Figura 4.6: Fluxograma do processo para realizagio de uma andlise numérica.
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4.4 Fluxograma do Programa

O fluxograma simplificado de execucgo do programa de geragao de melhas implemen-
tado é apresentado pela figura (4.7). O processo de geracio da malha se inicia com a leitura do
arquivo de entrada. Assim que esse arquivo de entrada é lido, o programa ji tem armazenado
na forma de listas todas as informagtes necessrias para a geracao da malha. S3o entdo cri-
adas {rés listas: uma lista de nés que contém objetos do tipo Node corm as informactes dos
vértices da geometria, uma lista de segmentos que contém objetos do tipo Segment e uma
lista de faces que contém objetos do tipo Facet. O valor do MeshPar é armazenado em uma

varidvel do tipo double.

O processo se inicia a partir de um loop na lista de faces. Para cada face da Lista de
faces ¢ aplicada uma matriz de transformacio geométrica que ird deslocé-la para o plano xy.
Esse processo ¢ detalhado na segdo 4.6. Depois que a face estd no plano zy é feito um loop
em todos os segmentos que definem a face. Cada face possui como atributo uma lista de seg-
mentos que contém todos os segmentos da face. Inicialmente verifica~se se o segmento ja foi
previamente discretizado ou néo. Essa verificacio é feita pois cada segmento pertence a duas
faces. Se o segmento j4 foi discretizado, dé-se continuidade ao loop analisando-se o segmento
seguinte da lista. Caso nfo tenha sido discretizado, a discretizagdo € entio realizada usando
como parametro o valor do MeshPar, explicado anteriormente. Portanto, os nds nas arestas

da geometria séo definidos @ priori, garantindo a continuidade final da malha nas arestas.

Depois que o loop na lista de segmentos da face é encerrado, € chamado o método
que gera um grid de pontos alternados que cobre a regido retangular minima que contém a
face. Esse procedimento serd apresentado de forma mais detalha na secdo 4.7. Em seguida é
chamado um método que faz uma selegio dos pontos desse grid de pontos gerado, definindo-
se, assim, os futuros nds que estardo presentes na malha, ver secao 4.8. Com o conjunte
de pontos definido, aplica-se 0 método da triangulacio de Delaunay verificando se ocorre a
geragio de um, ou alguns elementos, de forma ndo desejada. E necessério verificar se to-

dos os tridngulos gerados estdo dentro da &rea da face e se nio existe caso de formacgo de
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D Arquivo da Geometria

LISTA DE LISTADE LISTA DE
/ MESHPAR / / NOS / / SEGMENTOS / / FACES /
[ I I I
mmmmmmmmmmmmmmmmmmm LOOP DE FACES |- — = — = = = m e e
Face Atual
TRANSFORMAGAC GECMETRICA
30 - 2D

LOCP DE SEGMENTOS

I
1
i
i
i
i
i

Segmento Atual

DISCRETIZA

——————————————— LGOP DE SEGMENTOS [m e e v e o o 5

GERA GRID DE PONTOS

'

SELEGAQ DE PONTOS

'

TRIANGULAGAD DE DELAUNAY

MALHA CONFORME CORRIGE

TRANSFORMAGAD GEOMETRICA
2D - 30

LOQP DE FACES

ESCREVE ARQUIVO

Figura 4.7: Fluxograma de execucdo do gerador de malhas implementado ECon-MG.
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tridngulos sobrepostos quando existern mais de trés pontos em um cireulo de Delaunay. Essas
verificacOes serdo apresentadas de forma mais detalhada na secao 4.9. Assim que a geracio
da malha for concluida de forma adequada na face, a inversa da matriz de transformacéo,
que foi usada para deslocar a face do espago tridimensional para o plano zy, é aplicada para
enviar a face de volta para sua posi¢io original no espaco. Entdo, outra face da lista de faces
é selecionada e o processo continua até que todas as faces tenham sido analisadas. Ao final do
loop de faces o programa terd armazenado uma lista de nés contendo as informagdes dos nds
da malha e uma lista de elementos contendo a conectividade nodal. Finalmente, um arquivo
com as informagdes da malha final ¢ escrito e servird de entrada para o solver E-Con3D para

a realizacio das anslises numéricas.

4.5 Diagrama de Classes

Nesta secdo serdo apresentadas as classes principais do programa. As classes foram mo-
deladas visualmente usando-se a notagdo UML no programa Rational Rose®. A notagao UML
foi escolhida por se tratar de uma notacio de modelagem de sistemas e programas orientados
a objetos que foi originada a partir de um processo de unificacio de vérias notacoes. Essa
notagao tende a se tornar a escolha padro para especificar, documentar e construir soffwares
de sistemas no futuro. Maiores informacdes sobre a notacio UML podem ser encontradas em
[49]. Um enfoque especial serd dado para as classes Node, Segment, Facet, Element, Triag,

Mesh e GeoTrafo, que séo as principais classes do programa.

4.5.1 Estrutura das Classes

Na figura (4.8) sdo apresentadas as classes Node, Element, Triag e Centroid modeladas
no programa Rose® usando UML. E possivel ver, também, a classe Dictionary, com seus atri-
butos e métodos escondidos. A classe Dictionary nao foi desenvolvida nesse trabalho. Essa
classe foi importada do Meflab™, um solver numérico em elementos finitos, desenvolvido

principalmente pelo prof. Dr. Janito Vaqueiro Ferreira e pelo prof. Dr. Renato Pavanello,
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ambos do Departamento de Mecénica Computacional da Unicamp. A classe Dictionary é
muito importante para o programa desenvolvido pois possibilita a leitura do arquivo de en-
trada de dados de maneira ficil e eficiente. Percebe-se pelo diagrama apresentado pela figura
(4.8) que tanto a classe Element como a classe Node dependem da classe Dictionary. Alids,

as classes Segment e Fucet também dependem, s6 que ndo foram exibidas nesse diagrama.

Dictionary
{from Data) K = e o

Element i
ghumber :long int= 0 ‘
Giacobian : double = 0 i
StheNodelist : List<Node>
area ' double =0
theCentroid stheSegmentl.ist : List<Node> :
———— @ gtheEdgelist : List<Edge> s

1

%give_CurrentWordinterpretation( )

1 Wgive_Centroid( ) ‘
Sgive_Jacobian{) ,
Centroid ‘give_Area( ) |

{from GeomiricProperty)

%s0lve_Property( )

pCircumCircle

Node
{from Nodes)
Triag & double = 0.0
&Y : double = 0.0
“give_CurrentWordinterpretation( ) &2 : double = 0.0
$give_Centroid{ ) ahumber : fongint =0
$give_Jacobian( ) & : double = 1.0
Soive_Area() Sgive_CurrentWordInterpretation( )

Figura 4.8: Diagrama de classe que relaciona a classe Node com a classe Element.

A classe Element possul uma série de atributos e métodos como pode ser visto. A
assinatura dos métodos, isto é, o tipo do método e os argumentos que sio passados a ele, néo

foi mostrada no diagrama, para simplificar visualmente a modelagem desenvolvida. O método
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give_Current WordInterpretation() ¢ um método estético e, por isso, pode ser chamado sem
a necessidade de se instanciar um objeto. Basta usar o nome da classe e o operador “::”
seguido pelo nome do método. A classe Triag é a tinica classe derivada da classe Element,
pois as malhas geradas serfo constituidas somente por elementos triangulares. O método
gwve_CurrentWordInterpretation() é um especialista que tem a capacidade de interpretar as
informagoes do arguivo de entrada de dados relacionadas a uma palavra previamente adi-
cionada ao diciondrio. Percebe-se entdo que as classe Node, Segment e Facet também possuem
o método giwe_Current WordInterpretation{) para possibilitar a leitura da estrutura de da-
dos apresentada pela figura (4.2). Os demais métodos da classe Element, give_Centroid(),
give_Jacobian{) e give_Area() sio métodos virtuais, que permitem a atribuicido de ponteiros
do tipo Element a objetos do tipo Triag. Com isso, o cbdigo para célculo do centréide, do ja-

cobiano e da drea de um elemento triangular séo implementados nos métodos da. classe Triag.

Pode-se perceber, ainda, duas associacdes existentes na figura (4.8): uma associacdo
entre a classe Element e a classe Node e uma associagio entre a classe Element e a classe
Centroid. Na primeira, um objeto do tipo Node é agregado por referéncia a classe Flement, o
que implica que todo objeto do tipo Element vai possuir um atributo do tipo Node, chamado
de pCircumCircle, agregado por referéncia. Esse atributo pCircumCircle vai possuir as coor-
denadas do centro do circulo que circunscreve um elemento Triag. Na segunda, um objeto

do tipo Centroid, theCentroid, é agregado por valor a classe Element.

Na figura (4.9) séo apresentadas as classes Segment, Facet e Edge. Sao apresentadas,
também, as classes List e Container que sdo classes Template, isto &, sio parametrizadas. Fe-
sas classes néo foram desenvolvidas neste trabalho e, também, foram importadas do Meflab*+.
Algumas pequenas modificagdes foram feitas na classe List mas, essencialmente, ela é a
mesma que se encontra implementada no Meflab*™. Percebe-se que a classe List depende
das classes Node, Segment, Facet, Edge e Element, pois é necessério criar-se listas de objetos

do tipo Node, do tipo Segment e assim por diante.
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Segment
{from Segments)

shumber :{ong int
stheNodelist : ListeNode>

Element
(from Elements)

1 1 V“\ “ Hshow,_seg : booi = true
. %give_CurrentW ordinterpretation( )
™~
/ AN 7
S /
/ N /
/ ™
s Node List R
ptriag2
\ ; (from Nodes) < = — P |
Tria 1\ Container =
pinag \ N \ |
\\ 1 1N | \\
! i
\\ ; | \
\ pNodet | AN
\\ \
\\ i pNode2 N
1 \
', 1/
Y 1 N
1 )Q /‘/ Facet
Edge (from Facets)
{from Edges) Snumber : long int
enumber tlongint=0 &~ T T T T T gtheSegmentlist : List<Segment>
tatus_free : bool = true
getalus- %give_CurrentWordinterpretation( )

Figura 4.9: Diagrama apresentando a modelagem das classes Segment, Facet e Edge.

A classe Edge foi abstraida visando o aprimoramento do algoritmo de geragao de ele-
mentos. Com a classe Edge é possivel conhecer os entes geométricos em uma determinada
regiao de interesse de forme mais répida e eficiente. Por exemplo, da forma como a classe
Edge se relaciona com a classe Element e com a classe Node, é possivel perceber que cada
objeto do tipo Edge possui dois objetos do tipo Element (pTriag! e pTriag?) e dois objetos
do tipo Node (pNodel e pNode2). Dessa forma, para um determinado objeto Edge, ficam
imediatamente conhecidos quais s8o os dois tridngulos da malha que fazem parte dele, e quais
sao os dois nds que o definem. Isso é extremamente benéfico do ponto de vista de econo-

mia de tempo de processamento, pois ndo é mais necessédrio fazer uma busca por todo um
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conjunto de entes geométricos, mas somente em uma determinada regifo de interesse. Isso
possibilita uma futura implementagdo de um novo algoritmo para geracio de malha mais
eficiente e veloz, aproveitando a estrutura que foi desenvolvida até o momento. Devido a
estrutura ter sido desenvolvida usando o paradigma da orientagao a objetos, basta adicionar
um novo metodo na classe Mesh, que ¢ apresentada pela figura (4.11), com o cédigo desse

novo algoritmo para geracao de elementos.

A seguir serfo apresentadas as classes GeoTrafo e Mesh que sdo as classes mais im-
portantes do programa e gue contém os métodos para a geracio das malhas nas geometrias.
Os atributos e métodos da classe GeoTrafo podem ser visualizados pela figura {4.10) e os
atributos e métodos da classe Mesh podem ser visualizados pela figura (4.11). Novamente,
para facilitar a visualiza¢do, a assinatura dos métodos nio foi exibida. O cddigo implemen-
tado nos principais métodos dessas classes poderd ser entendido nas se¢oes seguintes onde 0s

pontos mais importantes da estrutura do programa serfo abordados em detalhe.

GeoTrafo

$give_Translation( )

%give_Rotation_X({ )

%give_Rotation_Y( )

$give_Rotation_Z( )
$give_Trafo3Dto2D( )
%give_ReferenceNodes( )
%give_TrafoMatrix3Dto2D( )
%give_Multiplication_FacetxTrafoMatrix( )
%give_Multiplication_NodexTrafoMatrix( )
%give_FacetNodeFile( )

Figura 4.10: Classe GeoTrafo modelada usando a notagdo UML.
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Mesh

&MeshPar : double = {
£min_x : double = 0
&min_y : double =0
&max_x:double=0
&max_ y : double = 0
&NodeQty : longint =0
sElementQiy :longint=0
&Angle : double = 60

$give_CumentWordinterpretation( )
Qgive_EliminationOfEncroachedSegments( )
$give_CircumCenter( )
Wgive_ValueOfVetorialProduct( }
$give_OutputMeshFile( )
“give_VerificationOfPointinsideDomain( )
$give_BoundaryDiscretization( )
Vgive_DelaunayTriangulation( )
$give_ExtremeCoordinates( )
Wgive_GridGeneration( )
%give_SelectionOfinternalNodes( )
%give_OutputFileNodeList( )
®give_OutputFileElementList( )
ive_Segmenisintersection()
%give_Trianglesintersection( )
®give_Edgesintersection( )
Wgive_SegmentsDiscretization( )
$give_ExtremeCoordinates( )
%give_OrderNodeList( )
$give_NormalStandartization( )
Ygive_ValueOfVetorialProduct3D( )
“%give_NormalStandartization2D( )
$give_ValueOfFacetNormalVector2D( )
Qgive_ValueOfFacetNormalVector2D( )
®give_MeshQuality( )

Figura 4.11: Classe Mesh modelada usando a notagiio UML.
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4.6 Transformacoes Geométricas

O processo de deslocar cada face do espago ®* para o plano zy é conseguido pelo uso

de matrizes de transformacdo [24]. Na figura (4.12), esse processo ¢ apresentado passo a passo.

Figura 4.12: Processo para deslocar a face F; no espago R° para o plano zy.

Na figura (4.12a) é apresentada uma face plana qualquer no espaco tridimensional,
formada por segmentos de reta. Esta face pode ser um poligono ndo-convexo e possuir Tasgos
em seu interior. Inicialmente ¢ detectado o ponto da face que contém a coordenada y minima,
neste caso F;. A partir desse ponto aplica-se uma matriz de translag@o a toda a face, a fim
de deslocé-la para a origem do sistema de coordenadas, conforme a figura (4.12b). A matriz

de translagio [A] é dada por

Aij == 55_7' = 53'4(‘—10}:5) e 51;4("'}3;&')53;4 para ?:,j, k - 1, 4 (42)

que na forma expandida é apresentada como
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100 —P,
Al=14 0 1 _p (4.3)
000 1

sendo que F;, Py, e P, s80 as coordenadas z, y e z do ponto Pi. O vetor V,, é o vetor normal a
face que pode ser obtido pelo produto vetorial de V e V3, como dito anteriormente. Depois
de deslocar a face para a origem do sistema de referéncia, basta aplicar uma matriz de
- transformagao geométrica [B] a fim de alinhar V,, com o eixo z ¢ V3 com o eixo y. Isto &
mostrado pela figura (4.12¢). A matriz de transformacéio [B] que desloca a face F; do espaco

R* para o plano zy é dada por

Bij = .R;j - (543.‘&3' o 514313) -+ 5@45j4&j -+ 5@45];4 para i,j = 1,4 (44)

que na forma expandida é apresentada como

Rlz Rly Rlz 0
1T RZx R2y Rzz 0
[Bj - RS:.: R3y R3z 0 (45)

0 0 0 1

sendo que as componentes dos vetores Ry, Ry e Ry podem ser calculados por

R3=I—¥7:—l, Rl:i—%% € RszSXRl.

Portanto, a matriz de transformagdo [T] a ser implementada é calculada pelo produto

da matriz [B] com a matriz [A]

T = B A (4.6)

aplicando sobre um conjunto de pontos P, a face F; é deslocada para o plano 2y como

mostrado pela figura (4.12d) pela transformagio
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P =Ty Py (4.7)

Y

O método que calcula a matriz de transformacao [T}, pelo uso da biblioteca Newmat10,
¢ o método give.TrafoMatriz3Dto2D(List < Segment > & theSegmentList, Matriz&
TrafoMatriz). A inversa da matriz de transformagio, [T]™, desloca a face do plano Ty

para sua posicao original no espaco R

4.7 Geracao do Grid de Pontos

Depois de aplicada a matriz de transformacdo geométrica [T], a face j4 se encontra no
plano zy. O método de geraciio do grid de pontos escolhido consiste em gerar um conjunto
de pontos P no plano zy de forma alternada. Primeiramente determinam-se as coordenadas
z ¢ y maximas e minimas de modo a formar o menor retdngulo possivel que contenha toda

a érea da face Fj, figura (4.13).

d (zma:c: ymaa:)

=) {

2 & & & 9 & & 0 & £ S 9 & 8 e 4

® & 84 & & F = H 3 0 O & & D G B
4 2 & & & & B S 8 B PR SO
® & 2 ¢ 4 o 9 2 5 = 3 S P G @

$ * 2 o 8 B " " s B eSO e

(@m‘m ymin)

Figura 4.13: Geracéo do grid de pontos para a triangulagao de Delaunay.
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Em seguida calcula-se o pardmetro d para realizar a geracdo dos pontos de forma incre-
mental. O pardmetro d é determinado com o auxilio do valor do MeshPar. Primeiramente

calcula-se o nimero de divisdes N_div, que é um inteiro, pela equacao

: . I(m'maz . mmm)l
N_div= e A )
div = int ( MeshPar (48)
e depois o valor d por
— 1(-‘Tma;c - xmz’n}i ) )
=N (4.9)

em seguida, a partir do ponto (Tmin, Ymin) cria-se o grid de pontos usando como incremento
de coordenadas o pardmetro d, nas direcGes T e y. Ao final do processo, os novos pontos

criados preenchem toda a drea retangular previamente estabelecida.

Esse € um método bastante simples de geragdo de pontos e que proporciona um alto
controle na forma dos tridngulos da malha. Os tridngulos gerados a partir de um grid de pon-
tos como esse, tendem a possuir uma forma muito préxima i de um tridngulo equilatero. O
método give.GridGeneration{List < Node > & theGridList) é o método responsivel pela
geragao desse grid. O argumento theGridList é uma lista de nds que é passado por referéncia
e possui todos pontos que preenchem a érea retangular minima definida por (Zmaz, Ymaz) ©
(Zmin, Ymin ). Pode-se perceber, ainda, que esse método de geracdo de pontos néo gera pontos
de forma adaptativa, isto €, com uma maior concentragio de pontos nas regides onde existem
os maiores gradientes de solugao. Entretanto, outros tipos de método para a geracio de grid
de pontos podem ser facilmente implementados de acordo com a necessidade do problema
analisado e aproveitando toda a estrutura computacional jé desenvolvida. Para isto basta
adicionar um novo método que gere os pontos com as caracteristicas desejadas ou modificar

o método ja existente.
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4.8 Selecao dos Pontos que Serao os Nés da Malha

Depois de gerado o grid de pontos é necessario fazer uma selegio para se determinar os
pontos que serdo os futuros nés da malha. Primeiramente, ¢ preciso eliminar os nds que nio
est&o no interior da face. O algoritmo para verificar se um ponto estd no interior ou nao da

face ¢ ilustrado pela figura (4.14).

Figura 4.14: Tlustracéo do algoritmo para determinacio de ponto interno a uma face.

Para cada ponto do conjunto de pontos é “tragada uma reta” partindo do ponto ana-
lisado para o exterior da geometria e verifica-se quantas vezes essa reta intersecciona o con-
torno da face. Se o ntimero de intersecgdes for par, significa que o ponto ests fora da face,
se for um nimero impar de intersecgbes, o ponto esti no interior da face. Demonstra-
gOes e provas matemdticas podem ser encontradas em [31]. Os métodos encarregados de
filtrar os pontos internos a face so os métodos give.SelectionO fInternalN odes(List <
Node > & theGridList, List < Node > & theBoundaryNodeList, List < Segment >
theFacetSegmentList, List < Node > & theInternal FacetN odeList) e o método que efe-
tivamente faz a verificagio give_VerificationO f PointInside Domain(double zc, double ye,

List < Segment > theFacetSegmentList).
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Por exemplo, analisando os quatro pontos circulados representados na figura (4.14) e

tragando-se as respectivas retas ry, rq, r3 & 74, tem-se:

s para g reta Ty 0 ponto circulado que da origem a reta ry estd dentro da geometria, pois

71 intersecciona o contorno somente uma vez;

® pare a reta Tyt areta r intersecciona o contorno duas vezes, portanto, o ponto analisado

esta fora da geometria;

® para a reta t3: O ponto circulado que da origem a reta 3 também est4 fora da geometria,

pois 73 Intersecciona o contorno quatro vezes;

® para a rete T4 a reta ry intersecciona o contorno somente uma vez, portanto, o ponto

circulado estd dentro da geometria.

No algoritmo implementado computacionalmente, sdo usadas as coordenadas do ponto
a ser analisado e a lista de segmentos que define o contorno da face. Primeiramente é feito
um incremento tempordrio na coordenada z do ponto analisade por um valor definido em-
piricamente de 0,001. Isto é feito para se evitar problemas com vértices do contorno que
estdo alinhados verticalmente com este ponto. Em seguida é feito um loop nos segmentos que
define a face, determinando-se todos os segmentos cujas coordenadas z de suas extremidades
englobam o valor da coordenada z do ponto analisado. Depois disso, todos os segmentos do
contorno que estao abaixo do ponto analisado sdo separados e contados. Se o ntmero de
segmentos for par implica que o ponto esta fora do dominio da face, caso contrério ele estd

dentro, como dito anteriormente.

Depois que os pontos externos a face sdo eliminados, obtém-se um conjunto de pon-
tos como mostrado na figura (4.15). Todos os pontos desse conjunto estdo no interior da
face e sdo representados por “e”. O pontos representados por “s”sdo os pontos originados
pela discretizacao jd realizada anteriormente no contorno. A fim de se evitar a formacio de
tridngulos ruins, ou seja, com angulos internos muito pequenos, eliminam-se os pontos que

estao muito proximos a algum ponto do contorno. Os pontos que serdo eliminados foram
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circulados na figura (4.15). Esses pontos foram selecionados usando um critério de distancia
entre pontos. Atualmente o programa usa como distancia minima permitida entre os pontos
do grid, o valor de 0,8 x MeshPar, definido empiricamente. O conjunto de pontos final, ao

qual serd aplicado 0 método da triangulagio de Delaunay é apresentado na figura (4.16).

Figura 4.15: Eliminacso dos pontos muito préximos a algum ponto do contorno.

Figura 4.16: Conjunto de pontos final que serdo os nés da malba.
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4.9 Triangulacao de Delaunay

O método da triangulagdo de Delaunay foi apresentado em detalhes na secio 2.2.5. O
programa de geracado de malhas implementado nesse trabalho, chamado de ECon-MG, usa
esse método para estabelecer a conectividade entre os nés da malha, baseando-se, princi-
palmente, na propriedade dos circuncirculos vazios. O principio consiste em realizar uma
varredura no conjunto de pontos P, selecionando trés pontos pi, p» € p; em cada iteracio
e, verificar se existe algum outro ponto do conjunto de pontos P interior a circunferéncia
que circunscreve o tridngulo formado por py, po e ps, figura (4.17). O método que realiza a
triangulacdo de Delaunay no ECon-MG € o give. DeleunayT riangulation{double normal k,
List < Node > theNodeList, List < Element > & theElementList, List < Segment >
theFacetSegmentList). Este método recebe uma varidvel do tipo double normal_k que in-
dica a orientagao da face para que os vetores normais dos elementos a serem gerados apontem
para fora da geometria. Além disso, ele recebe uma lista de nds, a partir da qual os elemen-
tos serdo gerados e, uma lista de segmentos, que determina o contorno da face. O resultado

obtido é uma lista de elementos que é passada por referéncia pelo método.

b3

Figura 4.17: Propriedade do circuncirculo vazio da triangulacido de Delaunay.
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O célculo das coordenadas do centro do circulo que circunscreve o Apypaps é feito por

— (p%:z: -+ pgy)(p%ﬂ - pSy) + (p%:: “+ p%y)(pE‘y - ply) + (sz ‘*‘ng)(Ply - p?y)
N 2D(C)

(4.10)

o = Pl +2L) Py — poy) + (03, + P3,)(Pry ~ Pay) + (P, + P, ) (o2 — P1y)
e 2D(C)

(4.11)

sendo que D{C) ¢ o determinante da matriz [C] = (Poz = p1z) P2y = py) }, vide [44].

N (pSz "‘sz) (p3y - ply)

As coordenadas z e ¥ do centro do circulo ¢, sio denotadas POT Cpe € Cyy, Tespectivamente.
Com isso determina-se o médule do raio r e calcula-se o valor da distdncia d. Se d > r, 0

ponto p esta fora do circulo que circunscreve o Ap;pops, caso contrério, o ponto p esté dentro.

4.9.1 O Algoritmo de Geracao dos Elementos

for(i=1i<N-1i++){
for =1+ 1;j < N; j++) {
for (k=3 + 1; k<= N; k++) {
— calcula cyy € Gy do tridngulo formado por p;, Dj € D
— calcula 0 raio v de Apip;py
for (I =1;1<= N; l++) {
s coleula a disténcia d do ponto p; a ¢,
if(disténcia d < 1)
w— descarta Ap;p;pr

}

—— insere Ap;p,;p;, na lista de elementos
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O algoritmo de geracio de elementos implementado no ECon-MG, foi apresentado
acima de forma simplificada. Esse é um algoritmo de complexidade O(n)* e est4 apresentado
em [44]. Objetivou-se principalmente, neste trabalho, desenvolver um estrutura para geracio
de malhas suficientemente robusta e eficiente. Posteriormente pode e deve ser implementado
um outro algoritmo para realizar a varredura dos pontos e geracio dos elementos de forma
mais rapida. Isto € dito porque é sabido que o algoritmo de triangulacio de Delaunay de
complexidade O(n)* é demasiadamente lento e apresenta o problema de over flow em ma-
thas com uma grande quantidade de nés. No c6digo real foi necessério implementar alguns
métodos para garantir a boa formagéo da malha. Nas faces com geometrias muito irregulares
& com rasgos 1o interior é preciso verificar se acontece a geragao de um, ou alguns, elementos

fora da face, como Hustrado pela figura {4.18).

tridngulos ndo desejdveis

Figura 4.18: Tridngulos gerados fora do dominio da face.

Essa verificacio ¢ feita calculando-se o centréide de cada tridngulo e determinando se
o centroide se encontra no interior da face, usando o método apresentado na secio 4.8. Além
disso, é preciso evitar a formagio de tridngulos sobrepostos, no caso de existir mais de trés
pontos em um cfrculo de Delaunay, quando d = r. No programa foi definido d igual a r
quando (r —d) > -1 x 107% e (r — d) < 1 x 10°. Dessa forma, a formacao de tridngulos
sobrepostos é evitada, quando existem mais de trés pontos sobre uma circunferéncia de De-

launay, inserindo-se todos os tridngulos circunscritos a essa circunferéncia em uma lista de
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elementos auxiliar. Entao, ¢ feito um loop nessa lista e o tridingulo que intersecciona algum
outro tridngulo dessa lista é removido, até que, ao final do processo, essa lista de elementos
esteja totalmente filtrada e possa ser transferida para a lista de elementos principal. A deter-
minagio da interseccdo entre dois tridngulos é feita segmento a segmento de cada tridngulo,

ver segao 4.9.2. A malha final obtida para a figura {4.16) € mostrada na figura (4.19).

1IN
" AVAVAVAVAVAVAVAVAVA
ANAVAVAVAVAVAVAVAVAV
AVAVAAL N'AVAVAVAVAVA
VAVAVAV AVAVAVAVAV

NG VAVAV
AVAVAVAVAVAVAVA‘V

N

Figura 4.19: Malha final da face obtida pelo conjunto de pontos da figura {4.16}.

4.9.2 Determinacao da Interseccio de Dois Segmentos

Sejam dois segmentos pips e psps no plano zy, como mostrado pela figura (4.20). Os

seginentos se interseccionam se ps e ps estdo em lados opostos em relacio a pips €, a0 mesmo

Y51
2\

Ps3

Figura 4.20: Ilustragao da intersecgao de dois segmentos.
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tempo, p; e p2 estao em lados opostos em relagéo a pspy. A primeira condigio ocorre se (p1ps %
11P3) € (P1pe X p1ps) tém sinais opostos. Analogamente, os produtos vetoriais (psps X pap1) e
{p3ps % p3pe} devem ter sinais opostos. Portanto os segmentos se interseccionam se, e somente
se, (p1P2 X P1p3)(P1P2 X P1pa) < O € (papa X papy)(psps X pspz) < 0. O método que deter-
mina se dois segmentos se interseccionam € o método give Segmentsintersection{Segmentx
pSegmentl, Segmentx pSegment2). Este método retorna uma varidvel do tipo bool, true

ou false, indicando se os segmentos se interseccionam ou nao.

4.10 Critério de Qualidade das Malhas

A qualidade de uma malha é medida pela forma dos seus tridngulos que, em aplicacdes
numeéricas, é desejével que se aproxime da forma de um tridngulo equildtero. Medidas tipicas
analisam o maior ou o menor dos dngulos, a razdo entre a menor e a maior de suas arestas, e,
a razao entre os raios dos circulos inscrito e circunscrito. Os valores encontrados sao analisa-
dos tendo por parametro as relacoes correspondentes nos tridngulos equildteros. A qualidade
da malha é entdo dada pelo elemento de pior medida ou, ainda, pode ser feita uma média

ponderada levando em consideraco todos os elementos da malha.

A verificacao da qualidade das malhas geradas pelo ECon-MG foi feita baseando-se no
trabalho de Ruppert [50], que é uma das principais medidas para se verificar a qualidade de
malhas formadas por elementos triangulares-lineares. Essa medida é calculada pela razio do
aspecto do tridngulo, que € avaliada pela razdo do tamanho de sua maior aresta pelo tamanho
da menor de suas alturas. A especificacdo de um &ngulo minimo « para os tridngulos de

uma malha fornece um limite de (7 — 2a) para seu Angulo méximo e garante uma razéo de

2

aspecto entre sona)

. Isso pode ser verificado considerando-se a figura (4.21) e «

ke
‘sen(a)
como sendo o menor dngulo do tridngulo formado pelos pontos a, b e ¢. Pode-se, entdo,

escrever as seguintes relagbes, uma vez que, o lado ab é no minimo tao longe quanto cb

|b_a|>,|f:_ﬂ

elb—a|l <jc-aj.
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Se d é a projecéo de b na aresta ac, entdo, |b—d| = [b— a|sen{c), o que conduz a

1
sen{a)

2
senf{ )

(4.12)

< <
=To=q =

e, portanto, wm limite para «, fornece um limite para a razdo de aspecto e vice-versa.

Figura 4.21: Tridngulo qualquer da malha, onde o é o dngulo mfnimo.

Como objetiva-se que a forma dos tridngulos da malha fique mais proxima possivel &
forma de um tridngulo equildtero, o é admitido ser 60° para determinacéo da razio do aspecto
do triangulo. Calcula-se, entdo, o dngulo minimo de cada trifingulo da malha e verifica-se
se esse angulo estd dentro ou fora da faixa de valores aceitével, usando a expressio (4.12)
para o = 60°. Definiu-se a caracteristica ON para os tridngulos que estdo dentro da faixa de
valores e OFF para os tridngulos que estdo fora. Além disso, os tridngulos sio classificados

de acordo com os seus dngulos internos minimos nos seguintes intervalos:
e AQ-A5 (0° < ang-min < 5°);

e A5-Al5 (5° < ang.min < 15°);

A15-A25 (15° < ang.min < 25°);

A25-A35 (25° < ang.min < 35°);

A35-A60 (35° < ang_min < 60°);

sendo que ang.min é o menor dngulo interno do tridngulo.
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4.10.1 Cdlculo do Angulo Interno Minimo de um Tridngulo

O método que calcula os pardmetros de qualidade das malhas das geometrias estudadas
é o give.MeshQuality(double& minimum.angle, long int last_value, List < Element >
theElementList, List < Element > & theElementList_A0_A5, List < Element >
& theElementList.A5.A15, List < Element > & theElementList_A15_A25, List <
Element > & theElementList _A25_A35, List < Element > & theElementList_A35_A60,
List < Element > & theElementList. ON, List < Element > & theElementList. OFF).

Para se determinar o dngulo interno minimo de um tridngulo genérico, como mostrado

na figura (4.22), é feito o seguinte procedimento:

L b
1 ! Ls
K
ang.min .
a P c

L,
Figura 4.22: Tridngulo qualquer da malha, onde ang_-min é o dngulo minimo.

e determina-se o tamanho de cada lado do tridngulo;
e os lados s&o classificados com relagdo ao tamanho:

— Ly : major tamanho;
- Ly tamanho intermedidrio;

— L3 : menor tamanho;

s pela lei dos cossenos tem-se

2 2 _ 72
L1+ L3 L2) h= Lssen(a,ng_m’in).

ang-min = acos ( SL.L,

Assim o dngulo minimo de qualquer tridngulo é facilmente determinado, bem como, sua

altura h que é fundamental para a determinacgdo da raz&o do aspecto do tridngulo.
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

5.1 Interface de Visualizacao

Inicialmente € apresentada a interface grafica do programa de geracio de malhas desen-
volvido, chamado de ECon-MG, que utiliza funcdes da biblioteca OpenGL® para exibicio
gréfica [62]. Essa interface ainda se encontra em wma fase inicial de desenvolvimento e é
usada, somente, para exibir malhas de domfnio em geometrias bidimensionais {12, 13]. Para
exibi¢do das malhas tridimensionais de superficie, que serdo usadas pelo método dos elemen-

tos de contorno, foi usado o programa MatLAB®,

As malhas tridimensionais nfo foram exibidas usando a interface desenvolvida porque
objetivou-se construir um projeto dnico e integrado. Se for apenas uma questdo de visuali-
zagho, a interface j4 estd pronta para exibir malhas 3D, basta usar as fungbes da biblioteca
OpenGL® apropriadas. Entretanto, procurou-se desenvolver um ambiente integrado usando
0 MFC AppWizard (exe), onde estariam presentes tanto os algoritmos de geracao de malha
como os de visualizagdo. Como néo foi conseguido compilar a biblioteca NewMat10, que pos-
sui vinculagdo estdtica (.lib) no projeto MFC AppWizard (exe), a interface de visualizagio
ficou separada do médulo de geraggo de malha e as malhas 3D foram plotadas no MatLAB®
para simplificar e agilizar a visualiza¢do dos resultados. Uma descrigo detathada sobre como
criar uma aplicagdo usando o compilador MS-Visual C**® para exibigao grifica usando a

biblioteca OpenGL® pode ser encontrada no Anexo A.
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Figura 5.3: Malha de uma geometria multifacetada com 162 nds e 247 elementos.

Na figura (5.1) é apresentada a janela do programa ECon-MG que funciona em am-
biente Windows®. A 4rea de saida gréfica esté4 incorporada na janela principal do programa,
0 que proporciona robustez e praticidade. A malha apresentada pa figura (5.2) é uma malha
de dominio em uma geometria bidimensional arbitriria. Pode-se notar, tanto na figura (5.1)

como na figura (5.2), uma boa qualidade dos tridgngulos formados.

A figura (5.3) representa uma geometria bidimensional composta por 5 faces. Cada
regido delimitada por uma cor representa uma face. Nessa geometria pode-se verificar a con-
tinuidade da malha nas arestas. Depois de estabelecida a continuidade da malha nas arestas,
a composicao de uma malha em uma geometria tridimensional fica definida pela aplicagdo

das matrizes de transformacgo geométrica apresentadas na secéo 4.6.
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5.1.1 Programa de Visualizacio das Malhas em MatLAB®

Nesta secio é apresentado um programa em MatLAB® para visualizacdo tridimen-
sional das malhas geradas. O programa necessita de duas matrizes previamente carregadas
no Workspace do MatLAB®: Nodes e Elements. A matriz Nodes contém as informacoes
dos nds da malha, sendo que, as coordenadas z, y, ¢ z de cada né da malha, sao dadas por
suas colunas 2, 3 e 4, respectivamente. A matriz Flement possui a conectividade nodal. Nas
colunas 2, 3 e 4 da matriz Element est&o os niimeros do primeiro, segundo e terceiro nés que

formam um fridngulo da malha.

Primeiramente é feito um loop de 1 até o miimero de elementos da malha. S&o criadoes
trés vetores z, y e 2, que contém as coordenadas z, ¥ e z de cada né do elemento que est4 sendo
construido. Em seguida define-se a cor para cada né da malha. No programa apresentado
a cor é definida no vetor c. Quando ¢ = [0.9 0.9 0.9] significa que todos os nés do elemento
possuem a cor cinza. O comando patch é usado para desenhar e colorir o tridngulo a partir
das coordenadas e cores dos nds que o definem. Pode-se associar a cada né uma cor diferente
que representa um valor da solugao numérica. O preenchimento do tridngulo serd feito pela

interpolacao linear das cores do nds.

figure

for t= 1 : length{Elements)
% = [Nodes(Blements(t,2),2);Nodes{Elements(t,3),2);Nodes(Elements(t,4),2)];
y = [Nodes(Elements(t,2),3);Nodes(Elements(t,3),3):Nodes(Elements(1,4),3)];
z = [Nodes(Elements(t,2),4);Nodes(Elements(t,3),4):Nodes(Elements(t,4),4}];

%c = [Nodes(Elements(t,2),5);Nodes(Elements(t,3),5);Nodes(Elements(t,4),53}];
c=[0.9 0.9 0.9];
patch(xy,z.c)

end;

xlabel('x(m)"
ylabel('z(m)")
ylabel('y(m)’)

axis equal

grid off
axis off
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5.2 Geragao de Malhas em Geometrias Tridimensionais

Nesta segdo sdo apresentados os resultados obtidos pelo ECon-MG para geometrias
tridimensionais. S80 apresentadas as malhas geradas em diversas geometrias tridimensionais
arbitrarias compostas por faces planas, figuras (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8}, (5.9), (5.10),
(5.11),(5.12), (5.13}, (5.14), (5.15), (5.16), (5.17) e (5.18). Essas geometrias foram desenhadas
no programa de CAD SolidEdge® e exportadas para o formato do arquivo de entrada do
ECon-MG, como apresentado na segdo 4.3. A partir daf o programa ECon-MG se encarrega

de gerar as malhas de acordo com o valor do MeshPar fornecido pelo usudrio.

As malhas foram geradas em um computador Pentium 4 com 1 GB de meméria RAM
e clock de 2.6 GHz. O tempo gasto de processamento para gerar as malhas apresentadas
variou aproximadamente de 3 a 5 minutos. Por exemplo, a malha mostrada na figura (5.6)
precisou de 04 min e 11 seg para ser gerada. J4 a malha da engrenagem apresentada pela
figura (5.8) levou 03 min e 06 seg para ser gerada. Na geracio de malhas muito refinadas, isto
é, com uma grande quantidade de nds, pode acontecer problemas de overflow. Problemas de
overflow ocorrem devido ao fato do algoritmo de varredura implementado ser de complexi-
dade O(n)*, conforme explicado na se¢io 4.9. De um modo geral, o programa ndo apresenta
dificuldades em gerar malhas de até 10000 elementos. Este niimero de elementos, no entanto,

pode variar de acordo com a forma da geometria.

Logo depois que as malhas sédo mostradas, uma série de tabelas, correspondentes a
cada uma das malhas geradas sdo apresentadas para avaliacdo da qualidade das malhas. O
critério de Ruppert foi escolhido como principal meio de avaliagdo das malhas geradas. Os
resultados estdo dispostos em tabelas levando em consideracio os dngulos internos minimos
dos tridngulos das malhas e suas razdes de aspecto. Vide tabelas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.8,
5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15.

75



/1
y

v

0K

.

N
i

0

)

<N
N
k5

o

Figura 5.4: Malha 3D para elementos de contorno com 655 nds e 1314 elementos.

Figura 5.5: Malha 3D para elementos de contorno com 787 nds e 1582 elementos.
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Figura 5.6: Malha 3D para elementos de contorno com 1508 nds e 3020 elementos.

Figura 5.7: Malha 3D para elementos de contorno com 1776 nds e 3624 elementos.

77



Figura 5.8: Malha 3D para elementos de contorno com 766 nds e 1532 elementos.

Pode-se perceber em todas as geometrias uma boa formagao de elementos. As geometrias
sdo arbitrdrias e servem para demonstrar a capacidade do gerador em lidar com diferentes
tipos de objetos. Nao se teve a preocupagdo de modelar componentes mecénicos reais de
engenharia, mas sim ilustrar diversas malhas em varias geometrias. Mesmo fazendo a mode-
lagem das geometrias por uma composicao de faces planas, percebe-se que um grande niéimero
problemas 3D com um razodvel grau de complexidade podem ser modelados. Se necessério
um maior refinamento da malha, dentro de um processo de regeneragéo por exemplo, deve-se

reiniciar a geracao da malba ajustando-se o pardmetro MeshPar para um menor valor.
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Figura 5.10: Malha 3D para elementos de contorno com 2039 nés e 4074 elementos.
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Figura 5.11: Malha 3D para elementos de contornc com 1722 nés e 3444 elementos.
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Figura 5.12: Malha 3D para elementos de contorno com 1107 nés e 2210 elementos.
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Figura 5.13: Malha 3D para elementos de contorno com 1536 nés e 3072 elementos.
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Figura 5.14: Malha 3D para elementos de contorno com 962 nés e 1920 elementos.
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Figura 5.15: Malha 3D para elementos de contorno com 1148 nés e 2292 elementos.
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Figura 5.16: Malha 3D para elementos de contorno com 957 nds e 1910 elementos.
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Figura 5.17: Malha 3D para elementos de contorno com 1737 nds e 3474 elementos.

Figura 5.18: Malha 3D para elementos de contorno com 1058 nds e 2116 elementos.

83



5.2.1 Tabelas com Parametros de Qualidade da Malhas Geradas

Nesta segdo 580 apresentadas as tabelas para avaliacio da qualidade das malhas ge-
radas. Pode-se notar que todas as malhas apresentam bons indicadores de qualidade e os
angulos minimos encontrados, na grande maioria dos casos, possuem valores altos. Na li-
teratura encontra-se o valor de 13° para o dngulo minimo de uma boa malha para andlise
numérica. No caso especifico da figura (5.13), onde o 4ngulo minimo encontrado na malha foi
de 1,09°, como pode ser visto na tabela 5.10, observa-se que esse angulo é devido a prépria
forma da geometria. Portanto, ndo foi um tridngulo gerado de forma ruim pelo gerador. Esse
angulo é intrinseco & geometria e fica no entalhe da parte frontal da camera, reservado para
o adesivo com o logotipo do fabricante da camera. Nas demais geometrias que apresentaram
angulos minimos abaixc de 13°, como as geometrias (5.9), (5.14) e (5.18), basta diminuir o
valor do MeshPar para se conseguir uma malha mais refinada e com tridngulos com angulos

internos minimos maiores.

AG-A5 AB-Al15 AI5-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 0 6 264 1044 1314
(%) 0 0 0,46 20,09 79,45 100
ON OFF Soma, Angulo Mfnimo
Quantidade 1200 114 1314 22,73°
(%) 91,32 8,68 100

Tabela 5.1: Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.4).

AO0-A5 A5-A15 Al15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 0 5 135 1442 1582
(%) ) 0 0,32 8,53 91,15 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
Quantidade 1472 110 1582 23,93°
(%) 93,05 6,95 100

Tabela 5.2: Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.5).
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A0-A5 A5-A15 A15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 0 2 483 2535 3620
(%) 0 0 0,07 15,99 83,94 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
Quantidade 2885 135 3020 22,11°
%) 95,53 447 100

Tabela 5.3: Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.8).

A0-A5 A5-A15 Al15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 0 4 1090 2530 . 3624
(%) 0 0 0,11 30,08 69,81 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
Quantidade 3446 178 3624 23,85°
(%) 95,09 491 100

Tabela 5.4: Dados para avaliagdo da qualidade da malha da geometria (6.7).

AO-A5 A5-Al5 AI5-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade { 0 4 310 1218 1532
(%) 0 0 0,26 20,23 79,50 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
Quantidade 1344 138 1532 53.03°
(%) 87,73 12,27 100

Tabela 5.5: Dados para avaliagéo da qualidade da malha da geometria {(5.8).

A0-A5  AB-Al5 AlI5-A25 A25-A35 A35°A60 Soma

Quantidade 0 7 326 1779 3330 5442
(%) 0 0,13 5,99 32,69 61,19 100
ON QOFF Soma, Angulo Minimo
Quantidade 4747 695 5442 9,18°
(%) 87,23 12,77 100

Tabela 5.6: Dados para avaliagdo da qualidade da malha da geometria (5.9).
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AD-A5 A5-A15 Al15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 0 1 401 3672 4074
(%) 0 0 0,02 9,84 90,13 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
Quantidade 3959 115 4074 23,86°
(%) 97,18 2,82 100

Tabela 5.7: Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.10).

AD-A5 A5-A15 Al15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 0 28 507 2009 3444
(%3 0 "0 0,81 14,72 84,47 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
Quantidade 3235 209 3444 22,66°
(%) 9393 6,07 100

Tabela 5.8: Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.11).

A0-A5 AB-A15 A15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 0 16 550 1644 2210
(%) 0 0 0,72 24,89 74,39 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
Quantidade 2059 151 2210 17,60°
(%) 93,17 6,83 100

Tabela 5.9: Dados para avaliagdo da qualidade da malha da geometria (5.12).

AO-A5 AB-A15 Al15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 4 1 97 612 2358 3072
(%) 0,13 0,03 3,16 19,92 76,76 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
Quantidade 2565 507 3072 1,09°
(%) 83,50 16,50 100

Tabela 5.10: Dados para avaliagdo da qualidade da malha da geometria (5.13).
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AC-A5 A5-A15 Al15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma
Quantidade 0 11 50 265 1594 1920

(%) 0 0,57 2,60 13,80 83,02 100

ON OFF Soma
Quantidade 1732 188 1920

(%) 90,21 9,79 100

Angulo Mfimo
7,83°

Tabela 5.11: Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.14).

A0-A5 A5A15 AI5A%5 A25-A35 A35-A60 Soma
Quantidade 0 1 91 555 1645 2202
(%) 0 0,04 3.97 24,21 71,77 100

ON OFF Soma
Quantidade 1976 316 2292

(%) 86,21 13,79 100

Angulo Minimo
14,14°

Tabela 5.12: Dados para avaliagio da qualidade da malha da geometria (5.15).

A0-A5 A5-A15 A15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 0 31 372 1507 1910
(%) 0 0 1,62 19,48 78,90 100
ON OFF Soma, Angulo Minimo
Quantidade 1720 190 1910 16,75°
(%) 90,05 9,95 100

Tabela 5.13: Dados para avaliaggo da qualidade da malha da geometria (5.16).

AQ0-A5 A5-A15 Al15-A25 A25-A35 A35-A60 Soma
(Quantidade 0 6 734 1064 1670 3474

(%) 0 0,17 21,13 30,63 48,07 100

ON OFF Soma
Quantidade 2435 1039 3474

(%) 70,09 29,91 100

Angulo Minimo
13,07°

Tabela 5.14: Dados para avaliagao da qualidade da malha da geometria (5.17).
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A0-A5 A5-Al5 Al5-A25 A25-A35 A35-A60 Soma

Quantidade 0 4 90 507 1515 2116
(%) 0 0,19 4,25 23,96 71,60 100
ON OFF Soma Angulo Minimo
(Juantidade 1689 427 2116 5,41°
(%) 70.82 20,18 100

Tabela 5.15: Dados para avaliagao da qualidade da malha da geometria {5.18).
5.3 Anadlises Numeéricas

Foram realizadas algumas andlises numéricas, usando o solver em elementos de con-
torno E-Con3D e o solver em elementos finitos Ansys® a fim de se demonstrar aplicagdes
préaticas das malhas geradas. Para andlise dos resultados numéricos buscou-se inicialmente a
comparacio dos resultados obtidos com uma solucgdo analitica conhecida para um problema
de 1/4 de anel simulando a parede de um tubo com pressgo interna. Nos demais estudos
de casos, os resultados obtidos foram comparados com solucdes calculadas pelo Ansys®, que
¢ um programa comercial de grande aceitacdo e validado por diversos benchmarks. Para

maiores informacdes consultar Ansys® Inc. Theory Reference.

5.3.1 Primeiro Estudo de Caso

A primeira anslise realizada foi um problema com uma geometria do tipo 1/4 de anel
simulando a parede de um tubo com pressdo interna, figura {5.19). Esse problema encontra-se
resolvido em [32] e possui solugdo analitica. Primeiramente, gerou-se a malha no ECon-MG

com 200 nés e 396 elementos. As condigbes de contorno aplicadas foram as seguintes:

&

restricdo de deslocamento na dire¢do z dos nés da face paralela ao plano yz;

restricdo de desiocamento na diregdo y dos nés da face paralela ao plano zz;

e restricio de deslocamento na direcdo z dos nds das faces paralelas ao plano xy;

aplicagdo de pressdo interna de 50 unidades nos elementos da parede interna do tubo.
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O coeficiente de Poisson usado foi de 0,3 e ¢ médulo de elasticidade E = 2600 unidades.
O mapa de deslocamentos obtido pelo solver E-Con3D pode ser visto na figura (5.19).
Analisou-se 0 mesmo problema, também no E-Con3D, para uma malha gerada no Ansys®

com 212 nds e 420 elementos, usando-se o elemento shell63, ver figura (5.20).

G007 ot o115

Figura 5.19: Anélise usando o solver E-Con3D com malha gerada pelo ECon-MG.

GaM7 00592 9BeEE  BaTM oSS DO 200k S Btis oHEs

Figura 5.20: Andlise usando o solver E-Con3D com malha gerada pelo Ansys®.
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Para facilitar a comparagéo dos resultados tragou-se um grafico com a variacio da
solu¢do ac longo do raio do tubo, figura (5.21). O raio interno do tubo mede 4 unidades
e o raio externo 12 unidades. Nota-se que ambas as solugbes ficaram muito préximas da
solugdo analitica. Os resultados obtidos com duas malhas geradas pelo ECon-MG, uma mais
grosseira com 280 elementos e cutra mais refinada com 396 elementos, estio apresentadas no
grafico para evidenciar a convergéncia dos resultados.

0.12

3 : ¢ [— Solugso Anaiitica
GHIRN ot L, .} = — Malha do Ansys - 420 Elementos
: : 1 | —— Maiha do ECon-MG ~ 396 Eiementos

04F -

Q.07

Deslocamento Total [unidades)

0.08

0.05

) S SN SR N S SN S
4 5 6 7 8 8 ig 11 12

Raio [unidades]

Figura 5.21: Variaglo da solugio ao longo do raio do tubo.

5.3.2 Segundo Estudo de Caso

Umn segundo estudo de caso foi realizado. Inicialmente foi gerada uma malha no Ansys®
com 934 nds e 1832 elementos, usando o elemento shell63, para a geometria apresentada pela
figura (5.22). Foi usado um coeficiente de Poisson igual a 0,21 e um médulo de elasticidade

E = 2900 unidades. As condig¢Ges de contorno aplicadas foram as seguintes:

¢ restricdo de deslocamento nas directes z e z dos nds dos dois furos;

e restricdo de deslocamento na direcfio y para os nés da duas faces laterais externas que

contém os furos;

o aplicagdo de pressdo de 500 unidades nos elementos da face na extremidade da haste.
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0 §.871 11.9482 17.8183 23,8924 29,8655

Figura 5.22: Anélise usando o solver E-Con3D com malha gerada pelo Ansys®.

0 5.6878 11.9950 17.9936 23.9915 28,9854

Figura 5.23: Andlise usando o solver E-Con3D com malha gerada pelo ECon-MG.
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0 ' &, 587 13,185 19.752 26,39
3.299 5.8985 15.493 23.091 29.688

Figura 5.24: Andlise usando o solver Ansys® com malha gerada pelo préprio Ansys®.

A solugao calculada com a malha do Ansys®, pelo solver ECon-3D, para os desloca-
mentos é mostrada pela figura (5.22). A malha, como dito anteriormente, possui 934 nds e
1832 elementos. Foi feita outra andlise no solver ECon-3D para o mesmo problema, usando
uma malha gerada pelo ECon-MG com 936 nds e 1876 elementos, vide figura (5.23). Para
finalizar, foi realizada uma outra andlise usando elementos finitos, com elementos do tipo
solid{5 no préprio Ansys®, para uma malha com 1618 nés e 6013 elementos. O resultado
obtido é apresentado pela figura (5.24). Constata-se que as trés andlises apresentaram re-
sultados muito parecidos. Isto leva a concluir que tanto a malha gerada pelo ECon-MG
como o solver em elementos de contorno, E-Con3D, estéo apresentando bons resultados. Foi
usado o elemento solid{5 porque ele possui interpolacio linear. Desse modo a comparagéo

dos resultados fica justa pois, como jé foi dito, o ECon-3D usa elementos triangulares-lineares.
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5.3.3 Terceiro Estudo de Caso

Um terceiro estudo de caso foi feito. A geometria do problema ¢ apresentada pela figura
(5.25). Foi usado um coeficiente de Poisson igual 0,25 e £ == 2100 unidades. As condigbes

de contorno aplicadas foram as seguintes:
* restrigdo de deslocamento na direcio 2 dos nés da face inferior paralels ao plano zy:
e restrigio de deslocamento nas diregbes z e y para os nés interiores ao furos de fixagéo;
e pressdo de 250 unidades nos elementos da metade inferior do furc do mancal.

Na figura (5.25) é apresentado o mapa dos deslocamentos calculado pelo E-Con3D a
partir de uma malha de 778 nés e 1564 elementos gerada pelo ECon-MG. Na figura (5.26}
€ apresenta a solugdo calculada pelo Ansys®, com uma malha gerada pelo préprio Ansys®

com 624 nds e 1846 elementos do tipo solid/s.

0 13788 27573 4.1359 5.5146 6.8932 B.2718  9B505 11.0202 124078

Figura 5.25: Malha gerada pelo ECon-MG com 778 nés e 1564 elementos.
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' 2.243 T 5.73 ENEIE
1.322 3,368 5.608 7.851 10.095

Figura 5.26: Malbka do Ansys® com 624 nds e 1846 elementos, usando solid{5.

AN

- 6.138 . "% . 397
1.55 4.649 7.748 .B47 13.946

Figura 5.27: Malha do Ansys® com 11968 nés e 22525 elementos, usando solid92.
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Comparando os resultados obtidos, verifica-se que o deslocamento méximo obtido pelo
solver E-Con3D usando uma malha gerada pelo ECon-MG foi de 12,408 unidades, e o deslo-
camento méximo obtido pelo Ansys® foi de 10,095 unidades, conforme figura (5.26}. Por se
tratar de uma diferenca significativa de valores, foi feita uma nova anslise no Ansys® usando-
se uma malha com 11968 nés e 22525 elementos do tipo solid92. O elemento solid92 possui
funcbes de forma com interpolagio quadrdtica, o que faz com que a solucdo encontrada tenha
maior credibilidade quando comparada com a andlise feita com o elemento solid45. Uma des-
crigio mais detalhada dos elementos implementados no Ansys®, como os elementos shell63,
solid45 e solid92, pode ser encontrada no Anexo B. Além da diferenca entre os elementos,
umna malha muito mais refinada foi usada. Os resultados obtidos sio apresentados na figura
(5.27). Verifica-se que o deslocamento méximo encontrado foi de 13,946 unidades, o que
leva a concluir que, a solug@o apresentada pelo solver E-Con3D, usando a malha gerada pelo
ECon-MG, representou melhor o comportamento fisico real do problema quando comparado
com a andlise feita pelo Ansys® com o elemento solid{5. Isto nos faz acreditar que nossas
ferramentas estao apresentando bons resultados quando comparadas com outras ferramentas

jé consagradas, como o Ansys® e, principalmente, que estamos no caminho certo.
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Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes para Préximos
Trabalhos

6.1 Conclusoes

O gerador de malhas desenvolvido neste trabalho mostrou-se eficiente para a geragao
de malhas em geometrias tridimensionais arbitrarias compostas por faces planas. Devido 2
programagao ter sido feita usando o paradigma da orientagio a objetos, foi possivel construir
a estrutura do programa de forma bastante clara e eficiente. Além disso, essa estrutura é
extremamente flexive] e permite a expansdo e o aprimoramento do ¢édigo de maneira mais

facil e rapida.

Em todas as geometrias analisadas pelo gerador ECon-MG péde-se gerar a malha de
forma adequada. Em algumas situagdes foi necessério fazer um reajuste do valor do MeshPar
até se conseguir uma malha com qualidade satisfatéria para se realizar uma anélise numérica.
Apesar do gerador somente aceitar geometrias compostas por faces planas, pode-se constatar,
pela andlise dos resultados obtidos, que uma grande variedade de problemas tridimensionais

pode ser modelada com uma complexidade de forma considergvel.

O procedimento empregado na geragso de elementos assegura a formagéo de tridngulos
com bons pardmetros de qualidade, como pdde ser visto no Capitulo 5. O grid de pon-
tos, gerado de forma alternada, j4 contribui para a maximizacio dos &ngulos internos dos

tridngulos. Além disso, vérios métodos de verificacdo foram implementados para se impedir
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a geracao de elementos sobrepostos ou fora do contorno da geometria. Na grande maioria das
geometrias constatou-se que os dngulos minimos encontrados nas malhas possuiam um valor
bastante elevado, geralmente em torno de 20°. Em algumas geometrias ocorreu a geracio de
angules minimos com valores muito baixos. Isso, entretanto, deve-se ao fato da prépria geo-
metria possuir angulos muito pequenos e ndo uma falha do gerador. Nas malhas de algumas
outras geometrias verificou-se a presenca de dngulos em torno de 10°, que é um valor bastante
razodvel, mas esse valor de &ngulo minimo pode ser facilmente aumentado reduzindo o valor

do MeshPar, caso necessario.

Por possuir o c6digo fonte aberto e ter sido desenvolvido usando uma codificagio orien-
tada a objetos, os métodos e classes ja desenvolvidos neste trabalho, podem ser reaproveitados
ou alterados da forma que methor for conveniente. Isso quer dizer que um novo método para
a geragao do grid de pontos pode ser desenvolvido para substituir aquele que estd implemen-
tado atualmente e, pode-se, ainda, modificar o processo de escolha de trés pontos do grid de

pontos para se verificar a propriedade do circuncirculo vazio de Delaunay.

O algoritmo proposto neste trabalho, baseado no uso de matrizes de transformacéo
geométrica, possul varios aspectos positivos com relacio a simplicidade, eficiéncia e robustez.
O cddigo fica bastante simplificado, uma vez que, o problema é transformado do espago tridi-
mensional para o espaco bidimensional. Os algoritmos e métodos para geracio dos elementos
s80 bidimensionals, ou seja, sGo mais simples, confidveis e ficeis de serem implementados.
Com relagéo a eficiéncia e robustez, como cada face da geometria tridimensional é deslocada
para o espago bidimensional e & malha € gerada sobre uma face por vez, a possibilidade de
ocorrer uma formagho de elementos ruins é minimizada. Como a malha final é construida
face a face, o problema ¢ subdividido em varios problemas menores e o algoritmo principal
assume o paradigma de dividir-para-conquistar, o que assegura alta eficiéncia e velocidade

de processamento computacional.
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Pelas anélises numéricas realizadas verifica-se que a malha influencia de maneira ex-
tremamente significativa no resultado numérico da solugdo do problema fisico em estudo.
Portanto, € desejével que a malha seja gerada de forma adaptativa, ou seja, mais refinada
nos locais de maior concentracdo de solugdo e menos refinada nos demais outros locais. As
malhas geradas pelo ECon-MG, apesar de néo serem geradas de forma adaptativa, mostraram
bons resultados quando usadas em conjunto com o solver E-Con3D e comparadas com as

malhas geradas pelo Ansys® analisadas por elementos fnitos.

Por fim, é importante mencionar que investir no desenvolvimento de cédigos para
realizar a fase de pré-processamento de uma anélise numeérica é uma tarefa bastante rdua e
custosa. Especialmente conhecendo as capacidades de modelagem e exibicdo de resultados dos
programas de andlise numérica disponiveis atualmente no mercado. Entretanto, o importante
a ser ressaltado € o fato desse trabalho contribuir para o desenvolvimento de uma estrutura
computacional com o cédigo fonte aberto que destina-se a realizar andlises numéricas nsando
o método dos elementos de contorno. Com isso, objetiva-se, no futuro, dispor-se de uma
plataforma computacional de andlise numérica que permita a implementacdo de novas for-
mulagdes e o direcionamento das pesquisas para o estudo de problemas que ndo podem ser
analisados pelos pacotes numéricos disponiveis no mercado. Neste estégio é que poderdo ser

obtidos os melhores resultados sob a éptica de avancos cientificos.

6.2 Publicacoes

As publicagdes originadas a partir desse trabalho de mestrado foram as seguintes: um
artigo publicado no XXIV Cilamce [12] e um resumo publicado no 7th US National Congress
on Computational Mechanics, 4th Symposium on Trends in Unstructured Mesh Generation
[13]. Estao submetidos dois outros artigos: um para o XXV Cilamce [14] e outro para a

revista internacional indexada Advances in Engineering Software [15].
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6.3 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Da forma que o programa foi desenvolvido, usando o paradigma da orientacao a objetos
e, dada a importancia de um gerador de malhas para o desenvolvimento de andlises numéricas,
especialmente, no contexto do grupo de pesquisa ao qual ele se insere, uma grande variedade
de opgoes de trabalhos futuros aparecem. Pode-se transformar o programa de geragio de
malhas ECon-MG, aproveitando-se toda a estrutura desenvolvida, em um gerador extrema-
mente eficiente com relagéo ac tempo de processamento e a qualidade dos elementos gerados.
Para isso, aconselho a eliminacéo da geraggo do grid de pontos e a substituicao do algo-
ritmo de triangulagéo de Delaunay de complexidade O(n)*. Recomendo a implementagio do
método de triangulacdo de Delaunay por avancgo de fronte, a fim de maximizar os dngulos
internos minimos dos tridngulos da malha e aumentar de forma extremamente significativa a
eficiéncia do programa [20, 37]. Desse modo ndo hé necessidade de se gerar um grid de pontos
e a geracdo dos nos e elementos ocorreria iterativamente. Isso modificaria a complexidade
do algoritmo de geracdo dos elementos para O(n)? no pior dos casos, o que ji muito bem

aceitdvel quando comparado, até mesmo, com geradores comerciais.

Com relacao as dificuldades que ndo foram superadas, mas sim contornadas, vale
destacar a ndo implementacédo de um interpretador IGES para leitura dos arquivos de ge-
ometria desenhados em um programa CAD e, sua respectiva traducéio para um arquivo com
a formatacdo aceita pelo ECon-MG. Por isso, ainda, usa-se o interpretador IGES do Ansys®
para geragao dos arquivos de entrada para o ECon-MG, como foi explicado na se¢éo 4.3. Fica
aqui entao a sugestao para implementacdo futura. Outro ponto importante estd relacionado
ao fato do mdédulo de visualizac8o estar desvinculado das classes de geracdo de malha. Isso
deve-se a0 fato de nao se ter conseguido compilar a biblioteca NewMat10 para cdlculo ma-
tricial, que possuiu vinculagéo estdtica (.lib), em um projeto MFC AppWizard (exe) onde
estd o médulo de visnalizagio gréfica pela biblioteca OpenGL®. Deve-se investir ainda neste
sentido de forma a criar um projeto tnico e integrado, pois isso traz grandes beneficios do

ponto de vista de robustez e praticidade.
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Uma questao interessante que surgiu durante o desenvolvimento deste trabalho e que
nao foi investigada mais aprofundadamente foi a questdo de ordenagdo dos niimeros dos nés
nas malhas. Neste trabalho néo se teve preocupacéo em implementar algoritmos para definir
a ordenacao dos nimeros dos nds presentes na malha. Sabe-se que em elementos finitos
a ordenagao dos nimeros dos nés é muito importante, pois proporciona uma matriz global
melhor condicionada e com os valores predominantemente na diagonal principal. Isso é muito
benéfico para elementos finitos pois proporciona resultados numéricos da solucio do problema
de forma mais precisa. Entretanto, ficou a divida se para anjlises feitas por elementos de
contorno uma melhor ordenagao dos numeros dos nés da malha traria beneficios do ponto de
vista de precis@o de resultados. Isto é dito porque em elementos de contorno a matriz global
é totalmente cheia e nao possui a diagonal principal predominante. Seria, portanto, bastante
interessante como trabalho futuro implementar algum método de ordenacio dos nimeros dos
noés das malhas no gerador desenvolvido para verificar se ocorre uma melhora nos resultados

obtidos pelas andlises numéricas feitas por elementos de contorno.

Por possuir a estrutura do programa na forma de classes e objetos modelados visual-
mente no Rational Rose® abre-se a perspectiva de novas implementagoes e mudangas de
foco do gerador. Um dos objetivos futuros pode ser o tratamento de arquivos STL. Esses
arquivos nada mais sao que malhas compostas por elementos triangulares geradas pelo pro-
cesso de esterolitografia [3]. Essas malhas geralmente modelam ossos e outros componentes
do corpo humano. Entretanto, essas malhas nio séo apropriadas para anslises numéricas
pois os tridngulos da malha sdo gerados sem nenhum controle de qualidade e via de regra
possuem parametros de qualidade muito ruins. Usando-se arquivos STL abre-se a perspec-
tiva de se analisar numericamente néo somente problemas de engenharia, mas ossos e outras
partes do corpo humano [6]. E uma questdo de implementar um algoritmo tridimensional
para melhorar a qualidade dos tridngulos contidos nas malhas dos arquivos STL. Esta é uma
drea de pesquisa bastante recente em geragdo de malha e que tem recebido muita atencéo

devido sua importincia.
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Anexo A
OpenGL® e MS Visual C*+

O objetivo deste anexo é mostrar como criar uma aplicagio gréfica usando o compila-
dor Microsoft Visual C**® e a biblioteca gréfica OpenGL®. Primeiramente seré demonstra-
do como configurar os requisitos minimos necessdrios para um aplicativo Windows® exibir
gréficos OpenGL®. Como um dispositivo de interface grafica (GDI) necessita de um con-
texto de dispositivo (DC) para desenhar imagens, 0 OpenGL® necessita de um contexto de
renderizagdo (RC). Um contexto de dispositivo (DC) nada mais ¢ que uma estrutura que
define um conjunto de objetos gréficos e seus respectivos atributos, que sao passados para
um dispositivo de interface grafica (GDI). O OpenGL® usa o conceito de contexto de ren-
derizagdo (RC). Uma vez que o contexto de renderizacio estd ativo em um thread, todas
as chamadas em OpenGL® neste thread usaréio esse mesmo contexto de renderizacao. En-
quanto que multiplos contextos de renderizagio podem ser usados para desenhar em uma

janela tinica, somente um contexto de renderizacdo pode estar ativo em um tnico thread.

Inicialmente serd criado e tornado ativo um contexto de renderizacdo do OpenGL®.

Existem trés passos para criar e tornar ativo um contexto de renderizago:

s Configurar o formato do pizel da janela;
o Criar o contexto de renderizagio;

e Ativar o contexto de renderizacdo.
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Siga os seguintes passos para criar o projeso:

1. Crie um novo projeto do tipo MFC AppWizard (eze). Selecione o diretdrio onde vocé
deseja que seu projeto seja criado e digite um nome para o projeto, por exemplo
“GLInterface”. Aperte o botio OK. Em seguida serd apresentada uma lista de passos

e parametros que vocé deve escolher. Os pardmetros nao listados sdo opcionais;
2. Escolha Single Document Interface;
3. Suporte a banco de dados: None;
4. Compond Document Support: None;

5. Docking Toolbar: ON {opcional);
Initial Status Bar: ON (opcional);
Printing and Preview: ON (A impressao de imagens OpenGL® § realizada criando um
RC usando um modo de impressao DC);
Context Sentive Help: ON (opcional);
3D Controls: ON (opcional);

6. Use o estilo padrao de projeto MFC;
Gere comentarios nos arquivos de cédigo fonte;

Use a biblicteca MFC como uma DLL compartithada;

7. Mantenha tudo como default;

Aperte Finish.

Confira tudo na caixa de didlogo New Project Information e aperte OK. O novo projeto serd
criado dentro do diretério GLInterface. Primeiro é necessario incluir os arquivos OpenGL®
neste projeto. Selecione Project Settings no menu e escolha a pasta Link. Escolha a catego-
ria General e entre com o seguinte na caixa de edigio Object/Library modules: “opengl32.lib

glu32.lib glaux.lib”. Aperte OK. Abra o aquivo “stdafx.h” e insira as seguintes linhas:
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#define VC_EXTRALEAN /f Exclude rarely-used stuff from Windows headers

#include <afxwin.h> /t MFC core and standard components

#include <afxext.h> /I MFC extensions

#inciude <ghgih>

#include <glgiuh>

#include <afxdisp.h> ff MFC Automation classes

#include <afxdict.h> /f MFC support for internet Explorer 4 Common Controls
#ifndef _AFX_NO_AFXCMN_SUPPORT

#include <afxcmin.h> i MFC support for Windows Common Controls

#endif I _AEX_NO_AFXCMN_SUPPORT

OpenGL® precisa que a janela possua estilo WS_CLIPCHILDREN and WS_CLIPSIBLINGS
configurados. Edite 0 método PreCreateWindow da classe CGLInterfaceView de modo a

ficar como o seguinte:

BOOL CGLinterfaceView::PreCreateWindow(CREATESTRUCT& cs)

// TODO: Modify the Window class or styles here by modifying
/I the CREATESTRUCT ¢s

cs.style |= (WS_CLIPCHILDREN | WS_CLIPSIBLINGS);

return CView::PreCreateWindow(cs);

}

A primeira coisa a ser feita para criar um RC é definir o formato do pizel da janela. O
formato do pirel descreve como os graficos exibidos pela janela s&o representados na meméria
do computador. Alguns pardmetros controlados pelo formato do pizel sdo: profundidade de
cor, método de buferizagio e o tipo de interfaces graficas suportadas. Primeiro crie um novo
método protected na classe CGLInterfaceView chamado BOOL SetWindowPixelFormat(HDC
hDC) e edite-o da forma como apresentado abaixo. Adicione a varidvel membro protected do

tipo int de nome m.GLPixellndex a classe CGLInterfaceView.
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BOOL CGLinterfaceView::SetWindowPixelFormat(HDC hDC)
{

PIXELFORMATDESCRIPTOR pixelDesc;
pixelDesc.nSize = sizeof(PIXELFORMATDESCRIPTOR);
pixelDesc.nVersion = 1;

pixelDesc.dwFlags = PFD_DRAW_TO_WINDOW |
PFD_DRAW_TO_BITMAP |
PFD_SUPPORT_OPENGL |
PFD_SUPPORT_GDI
PFD_STEREO_DONTCARE;

pixelDesc.iPixelType = PFD_TYPE_RGBA;
pixelDesc.cColorBits = 32;
pixelDesc.cRedBiis = 8;
pixelDesc.cRedShift = 186;
pixelDesc.cGreenBits = 8;
pixelDesc.cGreenShift = §;
pixelDesc.cBlueBits = 8;
pixelDesc.cBlueShift = ¢,
pixelDesc.cAlphaBits = 0;
pixelDesc.cAlphaShift = 0;
pixelDesc.cAccumBits = 64:
pixelDesc.cAccumRedBits = 186;
pixelDesc.cAccumGreenBits = 16;
pixelDesc.cAccumBlueBits = 186;
pixelbesc.cAccumAlphaBits = ;
pixelDesc.cDepthBits = 32;
pixelDesc.cStencilBits = §;
pixelDesc.cAuxBuffers = 0;
pixelDesc.iLayerType = PFD_MAIN_PLANE;
pixelDesc.bReserved = {;
pixelDesc.dwhayerMask = (;
pixeiDesc.dwVisibleMask = 0;
pixelDesc.dwDamageMask = Q;

m_GLPixellndex = ChoosePixelFormat( hDC, &pixelDesc);
if (m_GLPixellindex==0) // Let's choose a default index.

{
m_GLPixellndex = 1;
if (DescribePixelFormat(hDC, m_GLPixellndex,
sizeof(PIXELFORMATDESCRIPTOR), &pixelDesc)==0)

returm FALSE;
}

1
if (SetPixelFormat( hDC, m_GLPixelindex, &pixelDesc)==FALSE)
return FALSE;

}
refumn TRUE:
}
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Usando o ClassWizard, adicione OnCreate em resposta a mensagem WM_.CREATE e edite-0

como mostrado a seguir. Compile o programa e corrija quaisquer erros de sintaxe.

int CGLInterfaceView::OnCreate(LPCREATESTRUCT IpCreateStruct)

{
if (CView::OnCreate(fpCreateStruct) == -1}
return -1;

HWND hWd = GetSafeHwnd();
HDC hDC = ::GetDC(hWnd);

if (SetWindowPixelFormat(hDC)==FALSE)
return 0;

return O;

}

Agora que o formato do pizel j4 estd configurado, basta criar um contexto de renderizacao
e torna-lo ativo. Comece adicionando um novo método protected a classe CQLInterfaceView

chamado BOOL CreateViewGLContext(HDC hDC) e codifique-o como mostrado.

BOOL CGLInterfaceView::CreateViewGLContext(HDC hDC)
{

m_hGLContext = wglCreateContext(hDC});
if {m_hGLContext == NULL)

]

return FALSE;
if (wglMakeCurrent(hDC, m_hGLContext)==FALSE)
return FALSE:

return TRUE;
}

Adicione a varidvel de membro protected do tipo HGLRC e de nome m_hGLContext & classe

CGLInterfaceView. Edite o método OnCreate para chamar a nova funcéo.
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int CGLinterfaceView::OnCreate(LPCREATESTRUCT ipCreateStruct)

{
if {CView::OnCreate(lpCreateStruct) == -1)
retum -1;

HWND hWnd = GetSafeHwnd();
HOC hDC = ::GetDC(hWind);

if (SetWindowPixelFormat{hDCi==FALSE)
return O;

if (CreateViewGLContext(hDC)==FALSE)
retum Q;

retumn O;

}

Adicione OnDestroy em resposta a mensagem WM_DESTROY e edite-0 como mostrado.

void CGLinterfaceView::OnDestroy()
{

iffwglGetCurrentContext()i=NULL)

/I make the rendering context not current
wglMakeCurrent(NULL, NULL) ;

}
if {m_hGLContexti=NULL)

{
wglDeleteConiext{m_hGL Context);
m_hGLContext = NULL;

}
{/ Now the associated DC can be released.
CView::OnDestroy();

}

Edite o construtor da classe CGLInterfaceView como mostrado a seguir.

CGlinterfaceView::CGLinterfaceView()

{
m_hGLContext = NULL;
m_GLPixelindex = 0;

}
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Mais uma vez compile o programa e corrija quaisquer erros de sintaxe. Quando vocd
executa o programa ele se parece com uma shell genérica de um programa MFC, mas s6 que
agora ele estd habilitado para desenhos em OpenGL®. O método CreateViewGLContext cria
e torna ativo um contexto de renderizagio (RC). A func¢io wglCreateContext retorna um ma-
nipulador para o RC. O formato do pizel para o dispositivo associado ao DC, que é passado
para dentro dessa fungao deve ser configurado antes que o método CreateViewGLContext
seja chamado. A fungio wglMakeCurrent torna o RC ativo. O DC passado para dentro dessa
funcao deve ter o mesmo dispositivo e formato de pizel. Se um outro contexto de renderizacio
estiver ativo quando for chamado wglMakeCurrent, a fungao simplesmente exibe o antigo RC
e 0 substitui pelo novo. Pode-se chamar wgiMakeCurrent(NULL, NULL) para fazer com que

nenhum RC fique ativo.

Use o ClassWizard para adicionar o método OnSize & classe CGLInterfaceView em

resposta a mensagem WM _SIZE. Edit OnSize da seguinte forma.

void CGLInterfaceView:OnSize(UINT nType, int ¢x, int cy)
{

CView::OnSize{nType, cx, ¢y);

Glsizei width, height;
GlLdouble aspect;

width = ox;
height = cy;

if (cy==00}
aspect = (GLdouble)width;
else
aspect = (GLdouble)width/{GLdouble)height;

giViewport{Q, 0, width, height);
giMatrixMode(GL_PROJECTION);
gil.oadldentity();
gluOrtho2D{(0.0, 500.C*aspect, 0.0, 500.0);
figiuPerspective(45, aspect, 1, 10.0);
giMatrixMode(Gl._MODELVIEW);
giLoadidentity();
/fgiDrawBuffer(GL_BACK);
figlEnable(GL_LIGHTING);
/fglEnable{Gl._DEPTH_TEST);

}
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Agora use o Class Wizard para adicionar o método OnPaint & classe CGLInterfaceView

em resposta a mensagem WM_PAINT.

void CGLinterfaceView:OnPaint()
{

CPaintDC de(this); /f device context for painting
/I (added by ClassWizard)

gilLoadidentity();
giClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT);

glBegin(GL_POLYGONY);
glColor4f{1.0f, 0.0f, 0.0f, 1.0f);
giVertex2f(100.0f, 50.07);
g!Colordf(0.0f, 1.0, 0.0f, 1.0f);
giVertex2{(450.0f, 400.06);
giColor4f(0.01, 0.0f, 1.0f, 1.0f);
giVertex2{{450.0f, 50.0f);
glEnd();

glFlush();
}

Compile e execute o programa. Vocé deve ver uma janela com um fundo preto e
um tridngulo multicolorido. Conforme a janela é redimensionada o tridngulo também &
redimensionado. Todos os comandos OpenGL® usam o prefixo “gl”. No método OnPaint
pode-se notar o comando glColordf, que define a cor no padrio RGB e, o comando glVertex2f
que especifica as coordenadas dos vértices no plano 2D. Portanto, o resultado grifico dos
comandos que estao dentro do escopo do modo GL_POLYGON & um tridngulo que possui
um veértice vermelho, outro verde e outro azul. A cor no interior desse tridngulo é definida
pela interpolacéo linear das cores dos vértices. Esse programa, apesar de simples, j4 permite
o desenho de geometrias tridimensionais basta usar as apropriadas fungdes do OpenGL® e
projecdes perspectivas. Este cédigo, ainda, pode servir de base para um uso mais avancado
do OpenGL® como a criagio de animagcdes e efeitos especiais. Para maiores informacses e

uma abordagem mais aprofundada consultar [24, 62].
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Anexo B
Elementos Finitos do Ansys® - (shell63, solid45 e solid92)

Introducao

O método dos elementos finitos é um procedimento numérico que pode ser aplicado para
obter solugdes em uma grande variedade de problemas de engenharia [22]. Vérias abordagens
do método como a formulagdo direta, a formulagdo da energia potencial minima e a for-
mulagdo por residuos ponderados, foram desenvolvidas para tratar problemas estaciondrios,
transientes, lineares e ndo-lineares em: analise de tensdes, transferéncia de calor, escoamento

de fluidos, eletromagnetismo e outras dreas. Referéncias classicas do método incluem [17, 631

Todas as abordagens do método dos elementos finitos envolvem a divisio do sistema
fisico estudado em pequenas sub-regides ou elementos. Cada elemento é essencialmente uma
unidade simples cujo comportamento pode ser prontamente analisado. As complexidades
do sistema global s8o representadas usando uma grande quantidade de elementos. No caso
de uma estrutura pino-junta por exemplo, a escolha do elemento & obvia; cada membro da
estrutura é tratado como um elemento sujeito & forgas de tragéo e compressao. A partir
das andlise simples de rigidez dos elementos individuais, é possivel estabelecer o compor-
tamento da estrutura completa em termos das respostas de deslocamento originadas pelas
cargas externas aplicadas. Essas cargas sdo aplicadas nas juntas da estrutura e é convenjente
considerar os deslocamentos nesses mesmos pontos, que sio referidos como nds. A Seguir sao
apresentados os elementos do Ansys® usados nas anélises numéricas mostradas no capitulo

9 com suas respectivas caracteristicas e capacidades de andlise.

117



Elemento shell63

O elemento shell63 tem capacidade de flexBo e caracteristicas de membrana. Tanto
carregamento na dire¢ao normal como no plano sio permitidos. Cada né do elemento possui
seis graus de liberdade: translagfes nas diregbes nodais z, ¥ e z; e rotagdes ao redor dos
eixos nodais z, y e 2. Na formulacdo do elemento também estdo incluidas as caracteristicas
de rigidez a tensao e grandes deformagBes. Uma opcdo de matrix de rigidez especial estd
disponivel para o uso em anélises envolvendo problemas com grandes deformacdes (rotagtes

finitas). Para maiores informacdes consultar Ansys® Inc. Theory Reference e [39].

(b)
Elemento shell63: (a) opcio quadrilateral; e (b) opcdo triangular.

Dados de Entrada Principais

O elemento ¢ definido por quatro nds, quatro espessuras, uma rigidez eldstica e pelas

propriedades do material.
Elemento:

Nome — shell63
Nés — I, K, L
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Graus de Liberdade:
Deslocamento — UX, UY, UZ
Rotagdes — ROTX, ROTY, ROTZ

Constantes Reais:

Espessura dos nés I, J, K, L — TK(I), TK(J), TK(X), TK(L)
Rigidez Eldstica — EFS

Angulo de Rotacao do Eixo z — THETA

Propriedades do Material:

Modulo de Elasticidade — EX, EY, EZ

Coeficiente de Poisson — PRXY, PRYZ, PRXZ, ou NUXY, NUYZ, NUXZ
Densidade — DENS

Forcas de Superficie:

Pressao — facel, face2, face3, face4, faced, face6

Forcas de Corpo:
Temperatura — T1, T2, T3, T4, T5, T6, T7, T8

KEYOPT(1):
0 — rigidez de membrana e flexio
1 — rigidez de membrana somente

2 — rigidez de flexao somente
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Dados de Saida Principais

As principais informagoes de saida, depois de realizada a andlise numérica so: valor de
tensao nodal; solucdo nodal de temperatura; intensidades de tensao e deslocamento; tensio

equivalente; deformacao eldstica média e deformacio térmica média.

Elemento solid45

O elemento solid45 é usado para modelagem sélida de estruturas tridimensionais. O
Elemento € definido por oito nds, cada um com trés graus de liberdade: translacdes nas
diregdes nodais z, y e 2. O elemento possui caracteristicas de plasticidade, fluéncia, swelling,
rigidez a tensdo, grandes flexdes e grandes deformagdes. Uma opcao de integracdo reduzida

com controle de tempo de processamento é disponivel.

de prisma

@0
Z

o

Elemento solid45: com op¢do de forma prismética e tetraédrica.

Dados de Entrada Principais

O elemento é definido por oito nés e pelas propriedades do material.
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Elemento:
Nome — solid{5
Nés -1, J,K,L,M,N,Q,P

Graus de Liberdade:
Deslocamento — UX, UY, UZ

Propriedades do Material:

Médulo de Elasticidade — EX, EY, EZ

Coeficiente de Poisson — PRXY, PRYZ, PRXZ, ou NUXY, NUYZ, NUXZ
Densidade ~ DENS

Forgas de Superficie:

Pressdc — facel, face2, face3, face4, face5, face6
Forgas de Corpo:
Temperatura — T(I), T(J), T(K), T(L), T(M), T(N}, T(0), T(P)
Fluéncias — FL(I), FL(J), FL(K), FL(L), FL(M), FL(N), FL(0), FL({P)
Dados de Saida Principais
As principais informagdes de safda, depois de realizada a anélise numérica sio: valor de

deslocamento nodal; solu¢do nodal de temperatura; intensidades de tensdo e deslocamento;

tensdo equivalente.

121



Elemento solid92

O elemento solid92 é usado para modelagem sélida de estruturas tridimensionais. Por
possuir um comportamento de deslocamento quadratico, este elemento é bastante adequado
para modelar geometrias irregulares. O Elemento é definido por dez nés, cada um com trés
graus de liberdade: translagdes nas diregdes nodais z, y e z. O elemento possui caracterfsticas

de plasticidade, fluéncia, swelling, rigidez a tenso, grandes flexdes ¢ grandes deformacdes.

Elemento solid92: tetraédro de 10 nés com interpolagioc quadritica.

Dados de Entrada Principais

O elemento € definido por dez nés e pelas propriedades do material.

Elemento:
Nome — s0lid92
Nés -1, J.K,L,M,N, O,P,Q R

Graus de Liberdade:
Deslocamento — UX, UY, UZ
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Propriedades do Material:

Médulo de Elasticidade - EX, EY, EZ

Coeficiente de Poisson — PRXY, PRYZ, PRXZ, ou NUXY, NUYZ, NUXZ
Densidade — DENS

Forgas de Superficie:

Pressao — facel, face2, face3, faced
Forgas de Corpo:
Temperatura — T(I), T(J), T(K), T(L), T(M), T(N), T(O), T(P), T(Q), T(R)
Fluéncias — FL(I), FL{J), FL(K), FL{L), FL(M), FL(N), FL(O), FL(P), FL(Q), FL(R)
Dados de Saida Principais
As principais informages de saida, depois de realizada a anslise numérica sio: valor de

deslocamento nodal; solugdo nodal de temperatura; intensidades de tensdo e deslocamento;

tensdo equivalente,
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