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Resumo

BATISTA, F. B. (2005). Identificacdo de pardmetros eldsticos em placas finas de
materiais compdsitos. Campinas, 2005. Dissertacfo de mestrado - Faculdade de Engenharia
Mecénica - Universidade Estadual de Campinas (Unicamp).

Neste trabalho sfio abordados dois métodos para identificar constantes eldsticas em
materiais compositos de aplicagdes estruturais. Sio métodos que apresentam caracteristicas
ndo destrutivas, envolvem testes simples e nfo requerem grandes esforgos computacionais.
Podem ser aplicados a materiais anisotrdpicos e, conseqiientemente, a materiais 1sotrépicos
e ortotrépicoé, 0 que os tornam ferramentas optativas de grande auxilio ao estudo dos
materiais compésitos. No primeiro método, as freqiiéncias naturais e os modos préprios
adequados, obtidos da anilise modal, serfio os dados de entrada para a solugio de um
sistema linear de equagdes oriundas da equagiio diferencial que representa a vibragdo
transversal de placas finas anisotrépicas sob a condi¢iio de todos os bordos Livres. As
constantes elasticas desta equagéio sdio os pardmetros desconhecidos e estio associadas aos
devidos modos préprios de vibrar. A verificagio da precisdo deste método é feita baseada
em simulacBes numéricas realizadas em um software de Elementos Finitos, Ansys 7.0, ¢
testado experimentalmente em uma placa isotrépica de ago. O segundo método trata-se de
um problema de projeto étimo cuja solugfio é feita através da combinagio do método dos
Elementos Finitos e um método de otimizagdo, ambos executados em um tinico software
comercial, Ansys 7.0. A analise modal ¢ requerida para obtengdo somente das freqiiéncias
naturais, que sdo varidveis utilizadas na fungfio objetivo. A verificagiio do método ¢ feita
em simulagbes numéricas e testada experimentalmente com a mesma placa isotrdpica de
ago utilizada no método anterior. Para esta placa de aco, os resultados obtidos através dos
dois métodos foram muitos satisfatorios. Entretanto, com relagio & placa anisotrépica

utilizada, os resultados obtidos pelo segundo método n3o foram satisfatérios.

Palavras chaves: materiais compésitos, andlise modal, vibragdes, elementos finitos,

projeto otimo, placas.
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Abstract

BATISTA, F. B. (2005). Identification of elastic parameters on thin Plates of composite
materials. Campinas, 2005. Dissertagio de mestrado - Faculdade de Engenharia Mecanica -
Universidade Estadual de Campinas (Unicamp).

In this work two methods are analyzed to identify elastic constants in composite
materials of structural application. They are methods that have nondestructive
characteristic, comprised of simple tests and don’t require high computational efforts. They
can be employed to anisotropic materials as well as isotropic or ortotropic materials,
making them useful alternative tools to composite materials studies. In the first method,
both natural frequencies and suitable mode shapes are input data for the solution of a linear
system that come from differential equation that governs the transverse vibration of a free-
free thin plate. Elastic constants of this equation are unknown parameters and are associated
with vibration mode shape. Numerical simulations of Finite Element software, Ansys 7.0,
and experimental modal analysis indicate the accuracy of this method. The second method
refers to an optimum design problem and its solution is obtained by combining both Finite
Elements and optimization methods in a single commercial software, Ansys 7.0. The modal
analysis is required to obtain only the natural frequencies that are the variables used in the
objective function. The second method is verified using numerical simulations and tested
experimentally with the same isotropic steel plate used in the first method. Results obtained
for this steel plate from both methods were highly satisfactory. In relation to the anisotropic
plate, results obtained from the second method weren’t satisfactory.

Key words: composite materials, modal analysis, vibrations, finite elements, optirnum

design, plates.
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Lista de simbolos principais

Primeiro método

£, &, € £, : deformag&o linear ao longo dos eixos %, y e z respectivamente;

Yy Ye © ¥, ¢ deformacdo de cisalhamento (ou deformagio angular) nos planos yz, xz e
Xy respectivamente.

0., O, € 0_; tensOes normais ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente;

Tos Tus Ty Tyes Ty € 7, tENSGes tangenciais (ou de cisalhamento) ao longo dos planos

Xy, Xz, yX, yz, Zx € zy, respectivamente;

C+ coeficientes de rigidez da matriz de constantes eldsticas [Cl;

Sy + coeficientes de deformabilidade da matriz compliance [S];

I, cossenos diretores;

E_, E, e E_:médulo de elasticidade longitudinal (ou modulo de Young) nas direcdes x, y
€ z, respectivamente;

G, G,. e G_: mddulo de elasticidade transversal (ou médulo de cisalhamento) para os

planos xy, yz e xz, respectivamente;
Uy, U, € v, coeficientes de Poisson para os planos xy, yz e xz, respectivamente;

w: funcdo flecha;

D rigidez;

p : densidade da placa;

o : freqiiéneia natural;

h : espessura da placa;

W : fungdo ponderadora;

@ : fungio flecha aproximada;
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@ : funcdo amplitude para a fung¢io ¢ ;
Z : fung@o amplitude para a funcio w.

Segundo método

g, h e w,: varidveis de estado
a,, B, e y,: tolerncias das varidveis de estado;
F : funco objetivo;

Joum © reqiiéncia natural numérica;

Jeo : freqiiéncia natural experimental;

v: coeficiente de Poisson;

E: médulo de elasticidade longitudinal;

G médulo de cisalhamento
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Capitulo 1 — Introducio

1.1 Materiais compositos

Os materiais de aplicagfo estrutural, utilizados hoje pela engenharia, podem ser
divididos em quatro categorias basicas: metais e suas ligas, cerfmicos, polimeros €
compositos. Estes ultimos s3o obtidos a partir da combinagio entre as duas ou trés demais
categorias em unidade estrutural macroscdpica, 0 que conseqiientemente lhes conferem a

presenga de fases distintas.

A maior parte dos materiais estruturais macroscopicamente homogéneos é, na
verdade, combinagSes microscopicas de uma ou mais fases diferentes ¢ com propriedades
proprias, dispersas em uma matriz de forma a otimizar e globalizar suas propriedades

mecanicas.

A resisténcia e a tenacidade 3 fratura associada as ligas metdlicas e a alguns
polimeros de engenharia s3o obtidas gracas & combinago, a nivel microscopico, de fases
de elevada resisténcia com fases de maior ductilidade. O ago galvanizado, p or exemplo,
consiste basicamente de ago comum recoberto por uma ¢ amada de zinco, ¢ ombinando a
resisténcia mecinica do ago com a resisténcia 4 corrosfo do zinco. Em compésitos, esta
combinagio € visualizada sob um ponto de vista mais macroscépico. S3o materiais
fisicamente distintos e mecanicamente separaveis em que um dos constituintes se encontra
na forma de fibra ou de pequenas placas, particulas, com uma razio de volume entre as
fases maior que dez por cento e entre as propriedades, principalmente as de rigidez e
resisténcia mecénica, maior ou igual a cinco (ARGAWAL e BROUTMAN, 1996). Sio
tambeém m ateriais que s caracterizam por apresentarem mudangas em suas propriedades
fisicas de acordo com a combinagio de seus componentes constituintes. Sendo assim, a
dispersdo de um material em outro deve ocorrer de forma controlada e seguindo processos

de fabricagfio especificos e adequados para cada necessidade.



De maneira geral, os compositos apresentam duas partes bésicas: matriz e reforgo.
Sua qualidade estd diretamente relacionada, dentre outros fatores, com a interac&o dessas
duas partes. Podem ser divididos em grupos de acordo com a forma das fases imersas na

matriz. Assim tem-se:

* compositos reforgados com fibras: sdo aqueles em que a segunda fase esta presente
na forma de fibras, podendo ser estas continuas, entrelagadas (figura 1.1-3,
GIBSON, 1994) ou néo (figura 1.1-2, GIBSON, 1994), picadas (figura 1.1-4,
GIBSON, 1994) ou ambas, continuas e picadas. Neste caso, estes comp6sitos sio
chamados de compésitos hibridos (figura 1.1-5, GIBSON, 1994). Como exemplo de
fibras mais usados nestes tipos de compdsitos, pode-se citar as fibras de vidro,
fibras de grafite ¢ carbono, fibras de Kevlar, fibras de boro, etc. A figura 1.1-1
ilustra um compésito laminado que, em vérios casos, sio formados por camadas

(1&minas) reforcadas por fibras.

Lamina }Laminadn

figura 1.1-1: compésito laminado.



figura 1.1-5: compésito reforgado com fibras continuas e picadas.



* compdsitos particulados: so aqueles onde a segunda fase é adicionada 3 matriz na

forma de particulas ou grios;

* espumas: compoésitos entre um sélido e um gas, de grande aplicagio na drea de

embalagens;

* compdsitos sanduiche (figura 1.1-6, GIBSON, 1994): sfio compositos em que sua
estrutura consiste de uma construcio laminada com duas ou mais laminas formando
faces delgadas, também charnadas de pele, com um nticleo na forma de colméia e
espesso em relagio a espessura das faces. Estas faces podem ser de metal oude

material compésito, e o niicleo, geralmente, é metalico ou de polimero.

figura 1.1-6: compésito sanduiche.

Atualmente, os compésitos s¥o materiais que estio presentes em varios tipos de
indistrias, tais como: automobilistica, aeronautica, de veiculos aeroespaciais, indistria
eletrdnica, de eletrodomésticos, de tubos, de containers, de artigos esportivos, de
construgdo civil, e outras. S3o geralmente utilizados devido &s propriedades desejaveis nio
obteniveis por outro tipo de material pertencente as outras categorias citadas. D entre os
materiais usados em engenharia, os compdsitos apresentam a maior relagio de rigidez por
densidade, chamada de rigidez especifica, e maior resisténcia mecénica por densidade,
chamada de resisténcia mecédnica e specifica, que sio propriedades que podem contribuir

para uma grande reducfio da massa em componentes de um projeto. Devido & imensa



capacidade de combinagles e arranjos das fibras, os engenheiros e projetistas 8m & sua
disposi¢dio materiais para atender um grande nimero de aplicagdes, principalmente em
projetos que exijam caracteristicas especificas, tais como: resisténcia mecinica e dureza
elevada, resisténcia a corrosdo e a4 abrasdo, boas propriedades de acabamento, baixa
interagéio com fluidos, elevada resisténcia térmica, boas propriedades quimicas em meios
agressivos, baixa fragilidade, auséncia de irritabilidade e, toxidade baixa. Os compdsitos
sdo também, na maioria, materiais que apresentam uma grande capacidade de serem
moldados em diversas geométricas, caracteristica esta importante para certas areas da
engenharia onde o uso de outros tipos de materiais poderia ser inadequado ou até mesmo
impossivel. As figuras 1.1-7, 1.1-8 e 1.1-9 abaixo, exemplificam ¢ uso de materiais
compositos nas indlstrias aerondutica, automobilistica esportiva e de artigos esportivos,

respectivamente.

Compasite matedals

2 Alwsisbon alovs
Titaniun ($PF 7 SPF.BRBY
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figura 1.1-7: materiais compoésitos na industria aerondutica

figura 1.1-8: materiais compésitos na indastria automobilistica.



figura 1.1-9: materiais compdsitos na indtstria esportiva.

Os métodos experimentais utilizados para determinar as constantes eldsticas, nestes
materiais, 40 0s ensaios estdticos e os ensaios dinfmicos. Devido a sua simplicidade, os
ensalos estaticos sdo mais comuns. Entretanto, estes exigem um ntmero considerivel de
corpos de prova com seqiiéncias de camadas especificas, normalmente [0]g, [90]16 € [+45]s
(CARLSSON e PIPES, 1997). Este fato representa uma das desvantagens deste método,
uma vez que estas seqli®ncias de camadas raramente representam as seqiiéncias do
laminado real. Além disso, fatores tais como: efeitos de borda, campos de tensdes ou
deformagdes néio uniformes e, respostas referentes a regides localizadas do corpo de prova
(algumas vezes devido a falhas na confec¢io dos mesmos), além de influenciarem os
resultados, sdo fatores dificeis de serem controlados durante a execugfio dos ensaios, 0 que
torna estes ensaios ndo tdo atrativos. As figuras 1.1-10 ¢ 1.1-11 exemplificam corpos de

provas utilizados nos ensaios estéticos de tragfic de compress3o.

38cm ’

T (1S in. 15.2cm (6.0 in. - 38cm
(-3 ) ! (1.5in) ™
8

e ——

figura 1.1-10: corpos de prova para ensaio de tragdo: 1 — carregamento longitudinal; 2 —
carregamento transversal.
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figura 1.1-11: corpo de prova para ensaio de compressio.

Uma abordagem alternativa para se determinar estas constantes el4sticas sdo através
dos ensaios dindmicos. Estes ensaios experimentais combinam analise modal e métodos
numeéricos. As constantes eldsticas sdo obtidas com um tnico corpo de prova, com a mesma
seqliéncia de camadas do laminado real. As propriedades elasticas, neste caso, representam
valores globais para o laminado, com pouca influéncia de imperfeicdes locais. Além disso,
estes ensaios sdo nfo destrutivos e podem até ser utilizados em controle de qualidade. Os
corpos de prova sfo geralmente placas e quase sempre placas finas (que seguem as
hipéteses de Kirchhoff), uma vez que em vigas, a anélise modal s6 é capaz de fornecer duas

constantes elasticas.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo determinar as constantes eldsticas de materiais
compdsitos através de dois métodos que envolvem ensaios experimentais e simulacdes
numeéricas. No primeiro meétodo, as freqiiéncias naturais e os modos proprios medidos

experimentalmente sdo utilizados como dados de entrada para um programa desenvolvido




no software Matlab 7.0 para a realizagio dos calculos que identificam os parimetros
elasticos do material. Neste, sio usados os métodos numéricos de Diferencas Finitas,
Integragdo Numerica e Interpolagfio. Ja no segundo método utilizado para o célculo das
constantes elasticas, somente as freqiiéncias naturais medidas experimentalmente sio dados
de entrada para uma rotina desenvolvida em um software comercial baseado no método dos
Elementos Finitos, que executar4 todos os célculos. Trata-se da resolu¢dio de um problema
de projeto Otimo cuja solugio ¢ obtida por otimizagdo. Este trabalho também tem por

objetivo:

» verificar a eficicia dos métodos numéricos abordados (Diferencas Finitas,

Integrag@o Numérica e Interpolagio);

¢ comparar a precisdo dos dois métodos adotados para o célculo das constantes

elasticas;

e verificar a importancia na precisio dos dados medidos através da anélise modal.

1.3 Revisio bibliografica

A identificagdio das propriedades elasticas por meio do comportamento dinimico de
uma estrutura se baseia na relago entre os modos de vibrar e/ou freqiiéneias naturais com
os pardmetros elasticos. Entretanto, em geral, as solugdes analiticas para o comportamento
dindmico de estruturas, especialmente aquelas de materiais c ompésitos, sé sfio p ossiveis
para casos particulares, o que exige que algum método numérico seja usado no processo de

identificagdo.

Na grande maioria dos trabalhos, os dados medidos experimentalmente sdo
geralmente as primeiras freqiiéncias naturais. E feito um modelo numérico para a estrutura
e criada uma fun¢éo objetivo que apresenta um minimo quando as freqiiéncias naturais e
numericas s¢ aproximam. As constantes elasticas so identificadas através de um processo

iterativo que busca a minimizagio da fungfio objetivo. Nestes casos, as técnicas mais usadas



sdo métodos como Rayleigh-Ritz ou Galerkin, uma vez que a estrutura ¢ quase sempre
limitada a uma placa retangular, o que nfo justifica o emprego de métodos numéricos mais
robusto como, por exemplo, o método dos elementos finitos. Este tipo de abordagem tem
sido utilizada em muitos trabalhos que analisam as particularidades dos métodos numéricos
utilizados na discretizagio da estrutura e, principalmente, no processo iterativo para se
ajustar as constantes elasticas a partir das medidas de vibracSes da placa. A aplicag3o
destes procedimentos de identificag3io de constantes elésticas para estruturas ortotrépicas e
anisotrépicas ocorreu com maior intensidade a partir do final dos anos 80 com o trabalho de
McINYRE ¢ WOODHOUSE (1988) que apresentaram um processo simples onde todas as
quatro constantes elasticas de um laminado ortotrépico podem ser determinadas
rapidamente e com relativa precisfio utilizando a s freqiiéncias d e ressonancia dos modos
mais baixos de placas retangulares finas com bordas livres. Também, no minimo trés das
quatro constantes de amortecimento podem ser determinadas medindo-se os fatores de
amortecimento dos mesmos modos. AYORINDE e GIBSON (1995) apresentaram um
método para encontrar as quatro constantes elasticas independentes (médulo de Young
transversal e longitudinal, médulo de cisalhamento no plano, ¢ a razio de Poisson
principal) em um material ortotrépico utilizando dados da ressonéncia obtidos por anélise
modal em uma placa em vibragio livre. O uso de trés e de seis modos foi comparado com
base nos resultados de problemas posteriores e inversos. FREDERIKSEN (1998)
investigou uma técnica inversa de identificacio de constantes elsticas através das
freqiiéncias naturais de uma placa analisando parfmetros de incertezas devide a erros
experimentais. AYORINDE ¢ YU (1999), em um trabalho mais detalhado, apresentaram
um método para encontrar as constantes eldsticas de materiais compdsitos através de
informagBes da ressonéncia obtidas da anilise modal, onde o material se encontrava sob
vibragdo livre. Estes materiais eram isotrépicos e ortotrépicos. Os modos diagonais s3o
incluidos na representagfio dos trés termos de deformagio do método Rayleigh otimizado
para as placas de compoésitos quadradas isotrépicas ou quase isotrpicas. HWANG e
CHANG (2000) desenvolveram um método inverso combinando elementos finitos e
projeto &timo para determinar as constantes eldsticas em placas de materiais compositos.
As freqiiéncias naturais experimentais sio dados de entrada para a solugio do problema. As

constantes elasticas séo primeiramente escolhidas de forma aleatéria e as freqiiéncias



naturais correspondentes sfo calculadas através de um software de elementos finitos. Fssas
freqliéncias naturais calculadas sfo comparadas com as freqiiéncias paturais medidas
experimentalmente, no material que se deseja conhecer as propriedades elésticas, através do
uso de uma fun¢@o chamada de fungdo objetivo. Trata-se de um problema de projeto 6timo
cuja solugdo € dada por otimizagdo. As iteragdes sdo executadas até que sejam satisfeitas as
condi¢Bes de parada estipuladas anteriormente. O método proposto envolve testes simples,
que exigem pouco esforco computacional. Tais testes foram realizados em varias placas
com condi¢des de contorno livres e restritas. BASTOS (2001) estudou a identificagdio de
parimetros elasticos (constantes de engenharia) em placas retangulares ortotrépicas do tipo
“colméia” sanduiche. Ele adotou um método nfio destrutivo para a identificagio de tais
parametros elasticos através de medidas experimentais das freqiiéncias naturais de uma
placa em vibrag#o livre. O problema de estimacdo dos parimetros elasticos é resolvido
minimizando-se as diferengas entre as freqiiéncias naturais medidas experimentalmente e as
frequiéncias calculadas através do método dos minimos quadrados. O método numérico para
o calculo das freqiiéncias naturais foi a formulagio de Rayleigh-Ritz. BERTHELOT e
ANOULVANT (2001) desenvolveram uma anélise extensiva para o problema de
determinar as rigidezes de flexo de laminados s imétricos e o rtotrépicos. Usaram placas
retangulares em vibragdo flexional com diferentes condigdes de contomo, tais como bordas
livres e engastadas. Os métodos de aproximacio de R ayleigh e Ritz foram c onsiderados
para a avaliagio das vibragSes flexionais das placas. RIKARDS et al. (2001)
desenvolveram um método numérico-experimental para identificar as propriedades
elasticas de laminados anisotrépicos 4 partir de dados obtidos experimentalmente.
Propuseram usar o método de projeto experimental € a superficie resposta aproximada para
resolver o problema inverso de identificaciio das constantes eldsticas. As aproximagdes da
superficie resposta foram obtidas usando as informacSes do comportamento de uma
estrutura no ponto de referéncia do projeto experimental. HUANG et al. (2003)
desenvolveram um algoritmo de identificagdio das constantes eldsticas, para corpos de
materiais ortotrépicos bi-dimensionais, baseado na rrzininaizagé’io de uma funcio objetivo
definida como sendo uma soma quadratica das diferengas entre os deslocamentos medidos
¢ os calculados em um modelo de elementos de contorno. Este problema de minimizagdo é

resolvido usando o método de Levenberg-Marquardt, onde o célculo da matriz Jacobiana se
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baseia na diferenciagiio das equacdes matriciais de elementos de contorno algébricas
discretizadas. FIGUEIREDO et al. (2004) identificaram as constantes eldsticas em
laminados compdsitos utilizando-se freqliéncias naturais experimentais ¢ numéricas. As
freqiiéncias naturais experimentais foram medidas por meio de ensaios de vibrago livre em
uma placa. O método numérico adotado se baseia na utilizagdo da teoria classica de placas,
nas hipoteses de Kirchoff, e envolve a formulagio de Rayleigh-Ritz, que utiliza polindémios
ortogonais que satisfazem a condicdio de bordos livres da placa. As constantes elisticas
foram calculadas através de minimizagio de uma fungio objetivo onde os parimetros que a
minimizam s80 as constantes eldsticas procuradas. Para a minimiza¢io desta fungéo, foi
desenvolvido um algoritmo de busca inteligente de “downhill”, onde ndo necessita de
gradientes de primeira e segunda ordem ¢ nem do calculo dos autovetores.
MUTHURAJAN et al. (2004) examinaram a possibilidade de avaliar constantes eldsticas de
placas finas retangulares especialmente ortotrépicas, através das medidas das freqgiiéncias
naturais de placas em balango, desenvolvendo uma expressdo para essas placas para
determinar as freqiiéncias naturais. PINTELON (2004) usando técnicas de identifica¢io de
sistemas mostraram como o médulo de Young dependente da freqiiéncia pode ser calculado
precisamente em uma banda larga de freqiiéncias através de vibragdo forgada, longitudinal
e flexional, em vigas sob a condicio de bordas livres. LAUWAGIE et al. (2004)
desenvolveram um método nio-destrutivo para estimar as propriedades elasticas no plano
para cada camada individual. O método proposto encontra as propriedades do material

utilizando as freqiiéncias de ressonéncia de placas vibrando livremente.

Uma abordagem altemativa, que identifica as constantes elasticas sem o uso de um
processo iterativo, foi proposta por GREDIAC e PARIS (1996). Eles usaram um método
direto para determinar seis constantes elasticas independentes de placas finas de materiais
anisotropicos utilizando-se as freqiiéncias naturais e os modos proprios das placas. As
constantes de rigidez desconhecidas eram a solugio de um sistema linear onde as equagles
foram obtidas com um ajuste de fungdes ponderadoras & diferentes modos de vibrar. Mais
tarde, GREDIAC et al. (1998) d escreveram um método e xperimental para o calculo dos
modos ¢ das freqiiéncias naturais baseado em excitagfio aciistica, por meio de alto-falantes,

e medida dos deslocamentos utilizando-se sensores 6pticos. Os resultados experimentais
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foram inseridos como dados de entrada no procedimento proposto no trabalho anterior
(GREDIAC e PARIS, 1996). As constantes de rigidez desconhecidas foram determinadas

diretamente sem nenhum calculo iterativo.

Alguns trabalhos também trataram da identificagfio de constantes eldsticas porém a
partir de resultados de ensaios estaticos. Embora estes tipos de propostas sejam similares as
que envolvem carregamento dindmico, a maior dificuldade est4 na obtengéio dos parimetros
elasticos que fortemente influenciam na tor¢do da placa. No caso dinimico, os modos de
torgdo aparecem quando se tem todas as bordas livres, que é uma condigiio facilmente
realizavel experimentalmente. N o caso estatico, pode-se usar a condi¢fio engastada livre,
porém ¢ mais dificil de se garantir um engastamento efetivo no emsajo experimental.
WANG e KAM (2000) apresentaram um método de minimizac3o para a caracterizago do
material de placas de compésitos laminados utilizando os resultados de testes estiticos. As
respostas mecénicas, como deslocamentos e deformacdes, foram medidas através de
ensaios estaticos realizados ern placas e também através do método dos elementos finitos.
Uma fungdo erro pode entfio ser estabelecida para calcular as diferencas entre as duas
respostas, experimental e tedrica, das placas de compésitos laminadas analisadas. A
identificag@o das constantes ¢ formulada como um problema de minimizagéo restrito em

que as constantes eldsticas sdo determinadas fazendo-se a fungio erro um minimo global.

A mnfluéncia da seqliéncia de empilhamento nas freqiiéncias naturais e nos fatores de
amortecimento modal foi analisada por TITA (1999), em que montou um banco de ensaios
com amostras a base de epbxi e fibras de vidro considerando diferentes seqiiéncias de
empilhamento das l4minas para a realiza¢do de analise modal. Tais experimentos também
foram utilizados para validar os resultados do modelo teérico proveniente de uma analise
numerica realizada pelo método dos elementos finitos. Seu trabalho propds também um
ciclo de desenvolvimento de projeto para estes componentes integrando procedimentos de
simulagbes numeéricas e experimentais e visando a otimizaciio do projeto do componente

com maior rapidez, confiabilidade e menor custo.
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Um resumo de vérias técnicas de identificagiio de constantes eldsticas a partir de
analise modal foi apresentado por GIBSON (2000) que mostrou que a analise modal tanto
em um tnico modo como em varios modos de vibrar pode ser usada para determinar
modulos elasticos e fatores de amortecimento de compdsitos e seus constituintes sob vérias
condigbes ambientais. Com a técnica de excitagio impulsiva, ele demonstra que além de ser
uma forma rapida e precisa para a caracterizagio das propriedades intrinsecas do material,

também pode ser usada para controle de qualidade e inspego.

No presente trabalho sZo abordados dois métodos de identificacio de constantes
elasticas, Um primeiro método € apresentado baseado nos trabalthos de GREDIAC e PARIS
(1996) no qual a identificagdo é feita de maneira direta, sem o uso de processos iterativos.
E, um segundo método € analisado baseado no método proposto por HWANG e CHANG
(2000}, que combina o método dos elementos finitos e técnicas de projeto Otimo para
determinar as constantes eldsticas em placas de materiais compésitos. A analise modal
experimental € realizada utilizando-se procedimentos padr8es, conforme os propostos por
ERWINS (1984).

1.4 Apresentacdo do trabalho

Este trabalho foi divido em seis capitulos onde sio apresentadas revisdes literarias e
toda metodologia d e i dentificacfio dos pardmetros e ldsticos d os d ois m étodos abordados.
Visando uma melhor compreensio por parte do leitor, os capitulos foram organizados da

seguinte maneira:

* Capitulo 2: neste capitulo é feito uma reviso literaria da mecénica dos materiais,
onde € apresentado virios conceitos basicos cujo objetivo é o de mostrar a deducio
da equagio diferencial que governa a vibragBo transversal de uma placa fina
anisotrépica, nfio amortecida e sob a condigfio de bordos livres. Esta equagdo € a

equagio utilizada no primeiro método abordade neste trabalho.
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» Capitulo 3: neste capitulo foi descrito alguns conceitos bésicos sobre andlise modal
e os experimentos realizados neste trabalho. S3o apresentados todos os aparelhos e

materiais utilizados na analise modal experimental.

s Capitulo 4: aqui € descrito o primeiro método abordado para a identificacdo dos
parimetros elasticos. Sfo apresentados os resultados e as discussées das simulagdes
numéricas e dos testes experimentais executados para verificar a precisio deste

método.

o Capitulo 5: neste é descrito o segundo método para determinar as constantes
elasticas juntamente com uma revisfo sobre o método de otimiza¢3o utilizado no
Ansys 7.0. E definido o problema de projeto étimo a ser resolvido por otimizaco
de acordo com as possibilidades e restricdes oferecidas pelo software. Sdo

mostrados também os resultados e discuss6es para as simulagSes e testes realizados.

¢ (Capitulo 6: este é o capitulo das conclusdes sobre os métodos abordados. Também

s@o apresentadas propostas para trabalhos futuros.

Além destes capitulos, o trabalho possui também dois apéndices, 4 ¢ B, onde ¢ feita
uma revisdo literdria sobre o Método dos Residuos Ponderados, Integracio Numérica e
Interpolacdo Nurnérica utilizados no primeiro método e, wma revisio sobre conceitos

basicos de otimizagéo de projetos para a compreensdo do segundo método.
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Capitulo 2 - Mecanica dos materiais

2.1 Introducio

A mecanica dos materiais ¢ um ramo da mecénica aplicada que lida com o
comportamento dos corpos deforméveis sujeitos a diversos tipos de carregamento. Seu
principal objetivo ¢ determinar as tensbes, as defbm:ac;f‘)es ¢ os deslocamentos em
estruturas e seus componentes quando submetidas 4 ag8o de cargas (GERE, 2003). Para o
calculo dessas deformagdes e tensdes utilizam-se as propriedades fisicas dos materiais,
varias leis tedricas e conceitos técnicos. Assim, a solugio dos problemas na mecanica dos
sOlidos torna-se vinculados a principios fundamentais da mecanica (conservac@io de massa,
conservagdo de momento, conservacio de energia, leis de irreversibilidade e
termodinamica) e a leis (ou equagdes) constitutivas do material que modelam o seu

comportamento.

2.1.1 Propriedades mecinicas dos materiais

As propriedades mecdnicas compreendem as respostas dos materiais s influéncias
de agentes mecinicos externos, manifestadas pela capacidade dos COTpPOS em

desenvolverem deformages reversiveis e irreversiveis, e de resistirem 2 fratura.

2.1.2 Propriedades elasticas dos materiais

As propriedades eldsticas ou também conhecidas como “constantes eldsticas” sio
caracteristicas importantes da resisténcia dos materiais, e sdo caracteristicas i nerentes de
cada material. O comportamento de um material qualquer submetido as influéncias de

agentes mecénicos externos, tais como forgas, estd diretamente relacionado com estas
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propriedades. S3o elas: mddulo de elasticidade longitudinal, também conhecido como
médulo de Young; modulo de elasticidade transversal ou médulo de cisalhamento e
coeficiente de Poisson ou razdo de Poisson. Essas propriedades sfo consideradas como

sendo as principais, mas existem outras, como pode ser visto no item 2.2.4 deste trabalho.

De maneira geral, a teoria da elasticidade pode ser dividida em quatro categorias
principais (LAMATTINA, 1997): relagdes cinematicas, equagdes de equilibrio, condigBes
de contorno e, relagdes constitutivas. As tr8s primeiras categorias sdo independentes e,
portanto, aplicaveis a qualquer material. Porém, as relagBes constitutivas sdo dependentes

do material.

2.1.3 Tensdes

Um membro ou um corpo quando submetido 2 acdo de forcas terd seu
comportamento dependente das Leis Fundamentais da Mecdnica Newtoniana. Estas tratam
do equilibrio de forcas e das caracteristicas mecdnicas do material, que sio POT sua vez,
caracteristicas obtidas através de ensaios em corpos de prova. Essas forcas podem ser
externas ¢ internas. Define-se como forgas externas aquelas forcas aplicadas diretamente ao
corpo, como rea¢des dos suportes e oufras, e o peso proprio. J4 as forcas intermnas sdo
aquelas decorrentes das forgas externas e aparecem nas se¢des internas dos corpos. Sendo
assim, para que um corpo esteja em equilibrio € necessario que qualquer parte dele também
esteja, ou seja, as forgas externas, que estfio atuando em um lado de um corte arbitrério,
devem ser compensadas pelas forgas internas. O equilibrio pode ser estdtico ou dinamico,
podendo este ultimo ser reduzido também a um equilibrio estatico, ou seja, para qualquer
corpo, pode-s¢ imaginar como estando instantaneamente em estado de equilibrio estatico
(Principio de d’ Alembert).

Considerando-se um sistema dextrégiro de eixos cartesianos, cujas coordenadas
cartesianas sdo representadas por x, y e z, pode-se considerar o equilibrio estatico para um

corpo solido como sendo:
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DF =0, (2.1-1)

que representa o somatorio de forgas atuantes nas diregdes x, y e z. Essas forgas podem ser

cortantes (ou de cisalhamento) ou forgas axiais, de tragdo ou compressdo. E, a expressio:

dM,,. =0, (2.1-2)

representa o somatdrio dos momentos em x, y e z causados pelas forcas externas. Podem ser
momento fletor ou momento torsor. Estas equagSes de momento (forca x brago) podem ser
utilizadas diretamente aos corpos deforméveis admitindo-se suas dimensdes originais

quando estas deformagdes forem despreziveis comparadas as dimensdes totais da estrutura.

Em geral, as forgas internas que atuam em dreas infinitesimais de um corte tém
magnitudes e diregSes variadas, Essas forcas s3o de natureza vetorial e mantém o equilibrio
com as forgas externas aplicadas. Na mecanica dos sélidos é particularmente significativo
definir a intensidade dessas for¢as como sendo a resisténcia a deformagfo nas vérias partes
do corte. A fensdo pode ser definida como sendo a forga normal dividida pela drea em que
esta forga estd sendo aplicada ou, em outras palavras, sdo as componentes da intensidade da

forga por unidade de érea. Partindo-se desse conceito, para uma segiio do coIpo, tem-se:

7 = lim & (2.1-3)
A0 A4
AF
T . )
7y = lim = (2.1-4)
r=tim &% (2.1-5)
M0 A4

sendo 4 a édrea da segZo transversal do corpo onde a forca esta sendo aplicada.

Pode-se representar as tensfes como T,, onde o primeiro subscrito 7 refere-se 3

diregdo perpendicular ao plano da drea, ou seja, refere-se 3 direcsio externa da face em que a

componente de tensdo age, ¢ 0 segundo subscrito j se refere 4 direcdo da tensdo. Quando
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i=J, atensdo ¢ chamada de fensdo normal, que por sua vez, pode ser de tragfio ou de
compressdo. Costuma-se dizer que neste caso, para um sistema cartesiano, T, =0,
T, =0, €7, =0, Quando i+ j, as tensOes sdo chamadas de fensdes tangenciais. Estas
tensGes sempre OCOIrem aos pares, € para que O corpo esteja em equilibrio, 7, =7, Para
um elemento cibico de dimensdes infinitesimais, dx, dy e dz, como mostrado na figura

2.1-1, também chamado de ponto material, tem-se:

* Tensbes normais: ¢,, o, € 0,;

» Tensdes tangenciais, ou de cisalhamento: Tos Tags Tpes Tpns Ty € T,

figura 2.1-1: distribui¢io de tensdes em um ponto material.
Sendo assim, existem nove componentes de tensiio. As tensdes constituem um

tensor de segunda ordem pois necessitam de dois indices para identificar seu elemento ou

componente. O tensor de tensdes sera:
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x Xy xz
Ty O, T, 1. (2.1-6)
T, T, ©

As componentes de tensio em um corpo continuo que estd em equilibrio devem
satisfazer as equagdes de equilibrio, como foi dito anteriormente. Para o sistema cartesiano

tem-se:

2
SF =%, T 0% 5. (21-7)
& & &
o, 8o, &
SF =22 5 Ty, (2.1-8)
Ta &
£ ==, %% 00 (2.1-9)
T o, & ’ '

sendo X, Y e Z as forgas que atuam no corpo por unidade de volume nas diregdes x, y e z,
respectivamente, podendo ser forgas inerciais ou de campo, tais como as provocadas pelo
peso proprio ou efeito magnético. A figura 2.1-2 (POPOV, 1978) mostra estas forgas Xe ¥

para o plano xy. O equilibrio dos momentos ¢ assegurado por 7, =7,.
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iy &
Tyx + i?::x d
Txy
X Foy
J)’ a7 Tx ox dx
&r

j Y i xy + 3;}' dx

Tyx !

¥
il .

figura 2.1-2: elemento infinitesimal com tensdes e forgas de campo.

Quando este sistema convencional de eixos ndo fornece informagdes significativas
sobre a tensdo em um ponto, torna-se necessario transformar as tenses de um conjunto de
eixos para outro. Em alguns casos, as tensdes sio analisadas em planos inclinados. Assim,
conhecendo-se as componentes de tensdes nos planos normais aos eixos das coordenadas &
possivel determinar a tensiio em qualquer plano inclinado com normal # que passa através

de um plano dado. Assim:

T =0, cosnx)+ 7, cos(n, y)+7,, cosn,z); (2.1-10)
T, =1, cos(n, x)+0'y cos(n, y}+ 7,, cos(n, z); (2.1-11)
T, =71, cos(n,x)+1_cos(n,y)+o, cos(n,z), (2.1-12)

sendo T

s w € T, as componentes do vetor referentes as coordenadas do plano inclinado.
Apos deterrinéd—as, pode-se encontrar facilmente por projegdes, as componentes normal e
tangencial da tensdo em um plano com normal #. As tensBes normais de valores méaximos
e minimos s3o chamadas de tensdes normais principais, e as diregSes em que atuam essas

tensbes sio chamadas de diregées principais.
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2.1.4 Deformacées

Diz-se que um corpo se deforma quando hd mudanga de temperatura ou quando ha
uma carga externa atuando sobre o mesmo. As deformagGes geralmente variam de um
ponto para outro. Quando a posigdo relativa de dois pontos quaisquer em um sélido &
alterada, este sélido é considerado deformado. O estado de deformagéio de um ponto em um
corpo continuo € caracterizado por seis componentes de deformagio, onde trés referem-se 3
mudanga de volume, designados pore e seus respectivos subscritos, ¢ trés referem-se 3
mudanga de forma, designados por y com dois subscritos. S endo assim, para o sistema

cartesiano considerado, tem-se:

* £, &, e & deformacdo linear ao longo dos eixos X,V € z respectivamente;

® Vs Ve © ¥, deformagdo de cisalhamento, ou deformacéo angular nos planos yz,

Xz e xy respectivamente.

As componentes de deformaciio podem ser expressas em termos de deslocamentos.
Considerando-se # como sendo o deslocamento na dire¢io x, v o deslocamento na direcio

¥, € w o deslocamento na direcio z, quando ndo existirem limitacSes para estender as

deformagdes, entdo as relagdes entre Exs €y .3V ys ¥V Vs U, V € W podem ser dadas,

de acordo com as relacdes cinematicas (AMBARTSUMYAN, 197), como:

r 2 2 2
g1 [?_”,J N _5’_"_) N Q."Y.J : (2.1-13)
& 2\ ox Ox ox

[ 2 - N2 2
e, =21 (_63] +(f3’i} +[~3—W-J : (2.1-14)
& 2oy oy oy




£, =§—lf+-}-l:[@—)z -{Ev-jz +(%)2J; (2.1-15)
Toooz 2\ &z oz oz

ol Oudu vdv owow
Yo & oo (2.1-16)

(}+£yX1+sz) ’

ow
+—t
%y

smy,, =

awéuauéuavovawaw

._+_..,, [ —

+
. 6x 8z Ox oz axaz ox az
sy, = ; 2.1-17

Vs sz Xits,) (21-17)

Ou  ov  Oudu 8v6v Bwé"w

Y o oy aoy may
v (l+e Nivs,) (21-18)

siny

Para o caso de pequenas deformacgdes, as derivadas ao quadrado dos deslocamentos

s0 pequenas comparadas com a unidade e estas férmulas podem ser simplificadas para:

‘. m%; (2.1-19)

€, =§~; (2.1-20)

g =M, (2.1-21)
oz

Voe =§Z‘i+%’-}5; (2.1:22)

Ve m%-{»%; (2.1-23)

- =%+%. (2.1-24)
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Estas equagdes (2.1-19) a (2.1-24) acima sfo as equacdes usadas pela engenharia na
majoria dos casos onde se admite pequenas deformacGes, e sfo verdadeiras para gualquer
corpo continuo, tanto elastico como inelastico. Elas sio suficientes para resolver problemas

de equilibrio estético, dindmico e de estabilidade de um corpo elastico.

Da mesma forma que foi anteriormente para um tensor de tens@o, representando um

tensor de deformagfio como &, a chamada deformacdo normal ocorre quando /= j, e

descreve a extensdo ou contragio por unidade de comprimento ao longo da direcfio
correspondente. A deformacdo por cisalhamento ocorre quando i # je descreve a distorgio
associada com as linhas que eram originaimente paralelas aos eixos ortogonais. As
deformacGes lineares ¢ de cisalhamentos exprimem o tensor de deformagio, que é analogo
ao tensor de tensGes. Entretanto, as relacdes para deformagBes angulares devem ser
modificadas a fim de se ter um tensor (uma entidade que deve obedecer a certas leis de
transformagéo). Fisicamente, entiio, a definigio para deformagfio angular como mudanga no

dngulo ¥ nio ¢ aceitavel quando essa deformaggio angular for componente de um tensor.

Pode-se definir, da mesma forma que para as tensdes, o fensor de deformacées como sendo:

gxx Xy gxz
w €y Eu . (2.1-25)
82): 2 gz

Tensor de deformagio ( £;) e deformagio (7,) para engenharia s3o conceitos

diferentes. No caso de deformagio normal, em que i = j, tem-se que &, =y, , mas para a

1}' 4
deformagfo de cisalhamento tem-se que & =7;/2. O tensor acima também pode ser

representado como:

e T Te
7@% 7")// (2.1-26)

2 Sy 2 .
?z/ ?f./
2 2 &
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A deformacio de cisalhamento em engenharia y, descreve que a distorgio total

muda no &ngulo entre as linhas que eram originalmente paralelas as direcdes dos eixos 7 e

J » mas o tensor de deformacio de cisalhamento &, descreve a soma da rotacdo das linhas.

2.2 Leis Constitotivas
2.2.1 Introducio

A resposta mecinica interna de um sélido a uma agdo externa pode ser expressa em
termos de tensdes e deformacSes. Para relacionar as componentes de tensfio com as
componentes de deformag@io, torna-se necessirio o uso de um modelo que represente as
propriedades eldsticas do corpo. Em geral, na relagdo entre tens3o-deformacio em um
ponto de um material eldstico, cada componente de tensio estd relacionada com cada

componente de deformacéio com a seguinte expressdo geral:
Oy = fg‘,i (‘911’812’813:821’8228231831'33?833): (2.2-1)
sendo f;, uma fung3o que pode ser linear ou nio.

Uma vez cessada a agio ou causa geradora de tensdes e deformacdes, um sélido é
dito eldstico se retornar 2 sua situagfo inicial sem guardar deformagdes residuais. A esta
propriedade di-se o nome de elasticidade. Os materiais eldsticos (ou sdlidos eldsticos)
podem ter um comportamento linear ou nfo. Os que apresentarem uma relagdo
essencialmente linear entre tensio e deformagio sfio chamados de linearmente elisticos e
aqueles que apresentarem um comportamento ndo-linear, sfo chamados de materiais ndo-

linearmente eldsticos.
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Para um material eléstico linear cujas relagdes entre tensio e deformagio sio
lineares para cada ponto, excluindo os efeitos de condi¢Bes ambientais, essas relagBes

podem ser dadas por equagdes da forma:

r0-11 ] —me CEIZZ C1133 C1123 CEISI CYI112 Cll!?, C1213 C1121 ] r“':“li ]
022 sz; 1 C2222 C2233 C2223 CZZS! CZZ 12 C2232 C2213 C222 1 622
033 C33 13 C3322 C3333 C3323 C3331 C33 12 C3332 C33 i3 C3321 833
s |y
{64, b= .- 4331 b (2.2-2)
0.12 . T ' o i} e ) ) 812
O3 ’ e ' " : €3
o ey,
(€21 _sz C2122 C2133 sz C2131 Czuz 62132 Czus sz_] \321,

sendo [C] uma matriz (9 x 9) de constantes elgsticas, e seus componentes (C,,,) sdo

chamados de coeficientes de rigidez. Esta matriz contém, no caso mais geral, um total de 81
componentes. Esta expressio (2.2-2) também pode ser representada de forma mais

simplificada, em notacio indicial, como;

0; = Cuty, (2.2-3)

g

sendo os dois primeiros subscritos (i7) dos termos da matriz [C] correspondentes aos
subscritos (i ) dos termos de tensio ou deformago. Os indices i, j, k e [ variamde 1 a
3. O tensor C,,, relaciona cada um dos nove componentes do tensor de deformagio a cada

um dos nove componentes do tensor de tensio.

Esta equagdo (2.2-3) acima, representa a Lei de Hooke generalizada e est4 baseada
no principio da superposicio, em que a tensdo e a deformagdo resultante em um sistema
sujeito & agdo de diversas forgas é igual a soma algebrica de seus efeitos quando aplicados

separadamente. Esse principio sera verdadeiro se cada deformacio (&) for diretamente e

linearmente relacionada com a tensdo (5,), e se as deformacdes (&, ) decorrentes de uma
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componente de tensio (0,) ndo causarem grandes efeitos anormais sobre outra tensio.

Portanto, essas relagdes sdo validas somente para materiais que sofrerem deformagdes

elasticas, como mostra o grafico da figura 2.2-1.

T

AO'j' ..
! fase elastica

>

ASjj
: &j

figura 2.2-1: grafico tensdo x deformacfio para um material qualquer.
E comum também, representar a expressdo (2.2-3) como:
£y =80y, (2.2-4)
ou também:

{e}=[slc}. (22-5)

onde a matriz [S] € chamada de matriz compliance {que € igual 4 [C]_’) ¢ seus coeficientes

(.S, ) sdo conhecidos como coeficientes de deformabilidade.

Na pratica, ndo se costuma trabalhar com as equacdes (2.2-3) e (2.2-4) desta forma,
uma vez ser possivel simplifica-las através das condi¢Bes de simetria. Estas equagdes estio

em sua forma mais geral, sem nenhuma simetria,
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2.2.2 Homogeneidade

Todos materiais reais possuem alguma forma de simetria. Estas relagdes,
apresentadas até agora, sio somente vélidas para um ponto do material. Define-se um
material como sendo homogéneo quando a constituicdo fisica do material se mantém
constante ao longo de todo seu volume. Como conseqiiéncia, as suas caracteristicas,
propriedades elasticas, se mantém constantes em todos o pontos do corpo, ouseja, s fo
idénticas em todas as diregdes paralelas passando através de qualquer um de seus pontos
(LEKHNITSKII, 1968). No quer dizer que tais propriedades em um determinado ponto

sejam as mesmas em todas as diregdes.

No caso de um compésito, por exemplo, sob um ponto de vista mais microsedpico,
a tensdo, a deformacio e o mddulo de elasticidade mudam de um ponto para outro. Nestes,
o médulo de elasticidade da matriz ¢ diferente do reforgo. Por isso, em compositos é mais
conveniente se fazer uma andlise mais macroscopica usando médias para os valores de

tensdo e deformagdo, que sdio relacionados por mddulos efetivos de um material

homogéneo equivalente.

2.2.3 Simetrias

Uma vez que o tensor de tenso pode ser definido como sendo-

o, = (2.26)

para materiais onde a relagdo fensdo x deformacio é linear, a densidade de energia de
deformagiio U deve ser uma fungiio quadritica da d eformag#io que, no caso mais geral,

pode ser caracterizada pela seguinte série polinomial (MASCIA, 1999):

U=C, +a,e, + B8, (2.2-7)
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sendo os termos C, e S, constantes. Considerando que a energia de deformacio é nula
para um estado livre de deformacZo, ou seja, I/ =0 para &; =0, € possivel arbitrar a essa

constante C; um valor igual a zero. O tensor de tensdo, segundo o qual a equagdio (2.2-6) é

dada, sera:

oy =, + (B + Buy Jou - (2.2-8)

Assumindo que o estado livre de tensdes comresponde a um estado livre de

deformagdes (@, = () e fazendo:

Cowr = By + Buy» (2.2-9)
pode-se escrever:
oy = Cu€y (2.2-10)

Com base nesta expressao (2.2-10) percebe-se que as tensdes tangenciais provocam

deformacGes tangenciais € normais. Assim:

do,
- =aa Y —c,. (2.2-11)
&y 08,8,
e:
2 2
ov_ .U _e.. (22-12)

8e,0e, Ogie,

Nota-se que, as expressdes acima (2.2-10) e (2.2-11) estfio de acordo com as

derivadas relativas a expressdo (2.2-8). Dessa forma, o tensor C,u € simétrico em relacfio

aos pares de indices (1, j } e (£,7), ou seja:
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Co) )= Cay )- (2.2-13)

Lembrando-se que os tensores de tensdo e deformagfo devem ser simétricos (devido
ao equilibrio do sistema), e utilizando-se da expressio (2.2-10), para a simetria do tensor

o, tem-se:

0y =Cuty =0, = C oty (2:2-14)

ji
e dai:
Cz‘jfc.' = Cjikl . (2.2-15)

E, para a simetria do tensor &, , tem-se:

0y = Cty =Cpylps (2.2-16)

e entdo:

Cho = Ci - (22-17)

Com estas simetrias, tem-se: quando Cyu = C,y, 0 nlimero de constantes eldsticas

sera reduzido de 81 para 54 ¢; quando Cy = Cyy » o mlimero de constantes eldsticas sera

reduzido de 54 para 36.

A existéncia de uma fungfio densidade de energla que satisfaca a equagiio (2.2-6)
garante que o material ndo viole as leis da termodinamica (ndo gere energia em um ciclo de

carregamento ¢ descarregamento) ¢ a0 mesmo tempo €xige que o tensor (Cy) apresente

simetria da forma (2.2-13). Portanto, quando Ci) o) = Cy (5)» © mamero de constantes
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agora sera reduzido de 36 para 21 sendo que 18 sdo independentes. Os materiais que

apresentam este nimero de constantes eldsticas sfio chamados de materiais anisotropicos.

Ao invés de escrever a expressio (2.2-10) com os indices das constantes sob a

forma Cypus (6,7 =1,--3), pode-se fazer simplificacdes de forma a representa-los como

C,» (1,7 =12,-,6), como mostra a tabela 2.2-1 abaixo.

Tabela 2.2-1: indices de C; e Co-

Indices de Cij indices de Ciu

1 11
22
33
12
23
13

(= S IRV R N AR S

Sendo assim, considerando as simetrias, a equacdo (2.2-2) pode ser expressa como:

fo—lz —Cli C. C, C, C; Cis r"3'11
On Con Cu G Cy Cyulle 3}

193 - Cs Gy Cy Cy RS L (22-18)
T Cu Cis Cuilrn
Ty SIM Css Css ||72s

s ) L Cos 11713 )

O tensor C,,, também pode ser escrito em um novo sistema de coordenadas de tal

forma que, através de uma matriz de transformac@o, se encontra as constantes (C mnop ) do

novo sistema de coordenadas. Com isso (ALBUQUERQUE, 2001):

Coep =1,1,1,1,Cp, (2.2-19)

mi*nf*ok® pl
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ou, se utilizar a matriz compliance:

mi“ni*ok® pl

S'miop =Ll 1S s (2.2-20)

sendo l,.j 0s cossenos diretores.

2.2.3.1 Simetria elastica em um plano

Considerando um sistema de eixos cartesianos x, y e z, e assumindo que um plano
pode ser passado através de vérios pontos de um corpo, este plano ser de simetria eldstica
quando duas diregSes quaisquer que s3o simétricas com respeito a este plano sdo
equivalentes em todos os aspectos no que concerne s propriedades de elasticidade. Em um
corpo homogéneo, todos esses planos passando por diferentes pontos sdo paralelos. A
dirego normal a este plano recebe o nome de direcdo principal de elasticidade.
Considerando-se esta diregdo principal como sendo a dire¢iio da coordenada z, os cossenos

diretores, /., em uma rotagdio de eixos coordenados em um sentido anti-horério & dado por:

L T

cosf senf 0
[, =|—sen@ cosé 0, (2.2-21)
0 0 1

Os valores das constantes eldsticas devem permanecer constantes em qualquer
dire¢do apds uma rotagdo do sisterna de coordenadas de 180° em tomo de qualquer um dos

trés eixos mutuamente perpendiculares. Considerando uma rotagio de 180° em torno de z,

{fem-se:

-1 0 0
I.=l0 -1 o0l (2.222)
i

0 0 1
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Desta forma:

Cot =10 1,1, C o = Cpa s (2.2-23)

im* kot ip ™ mnap
€ assimu

Cin = —Cii

G ==Cy3

Cos = ~Coom

gzzls = ”gzzls (2.2-24)
3323 T T 3323

Coas = ~Caans

Chan =—Clps

Cis =—Chyys

Estas igualdades sdo possiveis se, e somente se, seus valores forem nulos, ou seja:

Ciiz = Cu = szzs =Cyy = Cyypy = Copn =Cpps = Choin =0, (2225 )

¢ dessa forma, o nlimero de constantes diferentes cai para 13, sendo que 11 sdo
independentes devido ao fato que, das duas dltimas linhas deste tensor pode-se tirar
condicbes de dependéncia entre C,,,, C,,, e Cs; - As propriedades elasticas serdio

diferentes em duas outras direcSes que néio z'e z. Assim, aplicando a Lei de Hooke, tem-

s€:

(o), C, Cp C; O 0 Cylle,
T Cy Cp G5 O 0 Cylitn
19 - Cy Gy Gy O 0 Gy &3 9 (2.2-26)
Ty 0 0 0 C, Cs 0 iy,
T 0 0 0 Cu Cs5 0 |iry
) [Ca G C 0 0 Co |7
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2.2.3.2 Simetria eldstica em trés planos

Quando trés planos, mutuamente perpendiculares, de simetria eldstica passam por
vérios pontos de um corpo homogéneo, as equacdes da Lei de Hooke Generalizada para o
sistema de coordenadas x, y e z, (sendo esses eixos normais aos planos de simetria e

considerando o mesmo procedimento do item anterior) sera:

(o, ] -Cu C, C, O 0 0 fen]
P5) Cuh Cp Cy O 0 0 il&xn
s _ Cy Gy Gy 0 0 0 NEE g (2.2-27)
T 0 0 0 C, O 0 ilye
Ty 0 0 0 0 Ci 0 {7,
7s) O 0 0 0 0 Cgilys)

O numero de constantes elasticas independentes agora serd 9. Os eixos x, y € z, neste
caso, sfo chamados de diregées principais do material, e as constantes elsticas para estas
direcSes sdo chamadas d e constantes e ldsticas p rincipais. Um ¢ orpo que apresenta estas
caracteristicas € chamado de anisotrdpico ortogonal ou simplesmente de ortotrdpico.
Constituem, portanto, um caso especial de anisotropia em que as propriedades em uma
diregfio particular sio as mesmas ao longo do material, e as propriedades em outras
direcdes perpendiculares a esta diregdo particular s3o as mesmas (mas diferentes das
primeiras propriedades), ou seja, as propriedades sfo diferentes nas diregdes longitudinal,

radial e transversal.

2.2.3.3 Plano de isotropia

Quando através de véarios pontos de um corpo passa um plano em que todas as
dire¢Ses sdo equivalentes com relagdo as propriedades elasticas, ou seja, um planc em que
estas propriedades ndo variam com a diregdo, o mesmo recebe o nome de plano de
isotropia. Este plano €, por sua vez, um plano de simetria elastica. Supondo novamente o

sisterna de coordenadas x, ¥ € z com o eixo z normal ao plano considerado, e impondo uma
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rotagdo de um angulo qualquer () em torno deste eixo, percebe-se que o tensor de
constantes e lasticas n 3o serd modificado. Fazendo-se entiio a transformacio d os tensores
através da matriz transformacfio (2.2-21) para um angulo (8), percebe-se também que as
condigSes de simetria transversalmente isotrépicas podem ser facilmente obtidas 3 partir de

um material ortotrdpico. Assim, a Lei deHooke é escrita como:

r(J‘“ ) FCH Cu C13 0 0 0 raﬂ )
(o9 Cy Cp=C; Cu=C, 0 0 0 £,
195 L Cy Cy =Gy Css . 0 0 0 % i
2% 0 0 0 E(Cn ”Clz) 0 0 4% .
Tn 0 0 0 C,;=C, 0 Y
L F1a ) i 0 Q 0 0 0 Css—cu,“f‘-’w
(2.2-28)

O numero de constantes elasticas independentes neste caso cai de 9 para 5. Os

materiais com estas caracteristicas sio chamados de transversalmente isotropicos.

2.2.3.4 Simetria completa

Quando um corpo apresenta as mesmas propriedades em todas as direcles, este
recebe 0 nome de isotrdpico. Todos os planos sio planos de simetria eldstica e todas as
diregBes séo diregGes principais. Nestes tipos de materiais, quando muda-se o sistema de
coordenadas para um outro, ou seja, passa dex, yez para x, ¥ e z, os valores de suas
constantes elasticas ndo mudam. Para estes materiais agora, existem 12 constantes el4sticas
ndo nulas, mas apenas duas sdo independentes, € com isto a equagiio para a Lei de Hooke

pode ser bastante simplificada. Para este caso:

Cp=C,= Co=C, = Cy = Cs,
C,=C, = C, ; (2.2-29)
Cu= Css = C

E para a Lei de Hooke:
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(o, C,, Co Cy 0 0 0 &y
T2 C, Gy 0 0 0 €n

198, Cu 0 0 0 153 L (2.2.30)
[0 (Cn -Cp )/ 2 0 0 Y12
T SIM (C§1 -Cp )/ 2 0 Y2

LT ) L (Cu ~Chy )/2,_ 12 )

2.2.3.5 Outras simetrias

De acordo com GIBSON (1994) o miimero de constantes elésticas pode, de forma
geral, variar dependendo do tipo de material e de acordo com o mimero de dimensfes

analisadas, como pode ser visto na tabela 2.2-2 abaixo (GIBSON, 1994).

Tabela 2.2-2: Coeficientes elasticos na relagio tensdo-deformacéo para diferentes materiais

e sistemas de coordenadas.

Material e sistema de Niimero de Nimero de coeficientes
coordenadas coeficientes diferente independentes
de zero
Caso tri-dimensional
anisotropico 36 18
Geralmente ortoprépico 36 9
{coordenadas nfo—principais)
Especialmente ortotrépico 12 9
(coordenadas principais)
Especialmente ortotrdpico 12 5
(transversalmente isotropico)
Isotrépico 12 2
Caso bi-dimensional
Anisotropico 9 6
Geralmente ortopropico 9 4
(coordenadas nio—principais)
Especialmente ortotrdpico 5 4
(coordenadas principais)
Ortotropico balanceado ou 5 3
simétrico quadrado (coordenadas
principais)
Isotropico 5 2
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2.2.4 Constantes de engenharia

Quando um material é caracterizado experimentalmente, as entio chamadas
“constantes de engenharia” sdo usualmente determinadas ao invés de C, oude §,. E so

estas também grandemente utilizadas em andlises ¢ projetos por serem facilmente definidas

¢ interpretadas em termos de simples estado de tensio ou de deformago. Sgo elas:

* modulo de elasticidade ou médulo de Young (E): é medido pela razfo entre a tensdo
normal e a deformacio linear dentro do limite eldstico, onde a deformacio ¢
totalmente reversivel e proporcional & tensdo. Em um sistema de coordenadas

cartesiano x, y € z, pode-se ter E_, E » € £, que sdo os médulos dessas respectivas

diregdes x, ye z;

* modulo de cisalhamento ou médulo de elasticidade transversal ou ainda médulo de
Coulomb (G): ¢ uma constante de proporcionalidade cujas dimensGes sdo as

mesmas de (E). Pela Lei de Hooke em cisalhamento tem-se que =Gy . Em um
sistema de coordenadas cartesiano x, y e z, pode-se ter ny, G}z e G, que sfo os

médulos para os planos xy, yz e xz, respectivamente;

® coeficiente de Poisson ou razdo de Poisson (v): é a relagio entre deformacio linear
lateral que surge na diregio perpendicular ao carregamento axial no corpo, com a
deformagdo linear na diregfio do camegamento axial. Em um sistema de

coordenadas cartesiano, x, y e z, pode-se ter Uy, U, € U, que s8o os coeficientes

para os planos xy, yz e xz respectivamente.

Considerando entdo estas constantes, para a inversa da equacdo (2.2-30) de um

material isotropico, tem-se:
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u%E 4’ _% 0 0—'0';
‘%3 0 0 0l
Ve ; 2 g ‘:» (2.231)
G 2
SIM %; 0 7y
%.; (T ]

e, da mesma forma, para a inversa da equagéo (2.2-27) tem-se:

7%, ”/%:

/

k-

0 0
0 0
0 0

/ 0 0
o
0 0 0 d
% i
0 0 0 %l naa2)
T
0 ﬁ 0 I
b . T
0 0 /Gyz 7]
0 0 0 %;

Devido a simetria para materiais elasticos, de acordo com Green, tem-se:

Ev, =Euv,
Ev, =Ev, . (2.2-33)
Ev, =FEuv,_

A inversa da equacéo (2.2-28) torna-se:

I/E

e

“%'

mlf/E o o 0] .

O-K

E/E -L/ 0o 0 0|
/ /E 0 0 0%l (2234

/G 0 0 |i%s

0 0 0 %} 0 ||%s

0 0 0 0 %; (Fx
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sendo E o modulo de elasticidade do plano de isotropia; £ & o médulo de elasticidade

perpendicular ao plano de isotropia; G = %(1 _ u) ¢ modulo de elasticidade transversal ao

plano de isotropia; G € o médulo de elasticidade transversal para qualquer plano normal

a0 plano de simetria; v € a razdo de Poisson para um carregamento aplicado ao plano de

simetria e; v € a razdo de Poisson que caracteriza a deformag@o normal do plano de
simetria na diregéio p erpendicular ao carregamento quando o carregamento é aplicado na

diregdo normal ao plano de simetria. Geralmente as cinco constantes independentes sdo: £,

E,v,v,e Gsendo G.

Considerando agora o caso mais de geral de anisotropia total (LEKHNITSKI],

1963), para a matriz compliance, tem-se:

S, = 1/Ex

S = uxy/Ez = mUW/Ey
Sy =-v, [E =~v_/E,
A Ly /‘Ex = ﬂx,yz/Gyz
Sis = Ty s /Ex = /Gyz
Sis = ny,x/Ex

Sy, = E/Ey

Sy=v,JE =-v,_/E,
Sz = ﬂn:x/Ey = Uﬂ,Z/Gyz
Sos =Ny [E, =11, /G
S26 =My /Ey = ny,xy/G@
Sy =VE,

Sy = Wﬂ,z/Ez =0z /Gyz
Sas = Moe [E. =12 /G,
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SSé :UU,;{/EZ xi?z,xy/ny

S, = l/Gy;I

S5 zé’zy,ﬂ/G}z :gﬂ,zz/ze

Sis =80 /Gyz mgwy/ny . (2.2-35)
Sss =1/G,,

Sss mé’xy,ﬁ/Gn =$an /G

S = I/ny

Para escrever em notagfio indicial associa-se os eixos x, y e z aos nimeros 1, 2 e 3,

respectivamente, nas constantes de engenharia. Assim, x=1, y=2¢ z=3.

Logo, para a equagdo (2.2-35) acima tem-se: E, (i=123) so os méduios de
elasticidade longitudinais; G, (7,7 =1,2,3) sfo os médulos de elasticidade transversais para
os planos definidos por (i, /) (4,7 =12,3); v, (i,j =123) sfo os coeficientes de Poisson;
N (G7,k=123) sfo os coeficientes de influéncia mitua de primeira espécie que
caracterizam extensOes nas diregdes dos eixos principais produzidas por tensdes tangenciais
agindo nos planos principais; T (i,j,k =123) sho os coeficientes de influéncia mitua
de segunda especie que expressam deformacdes tangenciais nos planos principais causadas

pelas tensdes normais atuantes nos planos principais; ¢, (4,/,k,/=123) séo os

coeficientes de “Chentsov” que caracterizam as deformacBes tangenciais em planos
paralelos aos planos principais de elasticidade causadas por tensdes tangenciais que atuam

em outros planos paralelos aos planos principais de elasticidade.
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2.3 Placas

2.3.1 Imtroducio

As placas sio elementos estruturais com superficies limites planas ¢ simétricas em
relagdo a um plano médio, com a dimens3o normal 2 esse plano pequena em comparagio
com as outras ¢ submetidos a cargas externas perpendiculares ao plano médio (GIBSON,
1994). A dimensfio normal ao plano médio, compreendida entre as superficies, € a
espessura da placa. Se as superficies limites forem planos paralelos tem-se uma placa de

€spessura constante; caso contrario, terd-se uma placa de espessura variavel.

As placas podem ser classificadas dependendo da relagdo enfre a sua espessura e a

sua menor dimensio em planta em: espessas, delgadas (ou Jinas) e muito delgadas.

e Placas espessas: sZo aquelas em que a relagio entre a espessura € a menor dimensio

¢ maior que 1/5;

*+ Placas delgadas ou finas: s3o aquelas em que a relagio entre 2 espessura e a menor

dimensdo € menor que 1/5 e sujeita a pequenas deflexdes, menores que a espessura;

» Placas muito delgadas: a relagfio entre a espessura e a menor dimensio é muito
pequena ¢, devido a esta pouca espessura, apresentam os momentos fletores
provocados pelas cargas pequenos em relagio aos esforcos de membrana, podendo

ser desprezados.
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2.3.2 Equacao diferencial de deslocamento transversal de placas

A teoria aproximada para deslocamento transversal de placas finas é baseado nas

seguintes consideragdes (hipdteses de Kirchoff):

Os deslocamentos séo pequenas, de modo que a curvatura em qualquer dirego pode

ser dada pela segunda derivada do deslocamento vertical na direcio considerada;

As se¢des planas da placa ndo deformada, que sdo perpendiculares com a superficie
média, permanecem planas e perpendiculares & superficie média com a placa
deformada;

A placa esta sob equilibrio elastico, ¢ homogénea e apresenta espessura constante;

A placa esta submetida a flex3o simples.

A figura 2.3-1 representa uma placa fina qualquer com o sistema de coordenadas x,

figura 2.3-1: placa fina.
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sendo g a carga distribuida no plano da superficie normal em relagdo ao plano médio (se
mantém normal mesmo com a placa fletida) e 4 é a espessura. O plano x-y é o plano médio

da placa ndo deformada. Para esta teoria, considere-se que a tensdio normal (o,),
perpendicular ao plano médio, é pequena quando comparada com as tenses

perpendiculares as se¢des fransversais, como o,, 0, e 7. Assim, considerando somente

um elemento infinitesimal da placa, como mostra a figura 2.3-2:

IH
Y N ’ =
. 5N

s
49

Oy ’/1:3: T "'qr// x‘&#>\
o

figura 2.3-2: elemento de placa sob estado plano de tensdo.

Plano médin

¢ integrando-se as componentes de tensio ao longo da espessura, pode-se definir:

m o= {" o zdz; (2.3-1)
x Bz %
/2 _
m, = h;zUFZdZ ; (2.3-2)
2
m,, = fm 7, zdz; (2.3-3)
2
me =, T,.2dz; (2.3-4)
/2
e = |, Tx92; (23-5)
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q,= T “dz; (2.3-6 )

sendo:

m_: momento fletor uniformemente distribuido, aplicado nos bordos do lado da placa

perpendicular ao eixo x, que produz curvaturas opostas nos planos (z-x) e (z-y);

m,: momento fletor uniformemente distribuido, aplicado nos bordos do lado da placa

perpendicular ao eixo y, que produz curvaturas opostas nos planos (z-y) e (z-x);

m,, : momento uniformemente distribuido, atuante em paralelo ao eixo x e que causa flexdo

em y;

m,, : momento uniformemente distribuido, atuante em paralelo ao eixo y € que causa flexdo

em x;
g, : carga uniformemente distribuida, normal ao plano médio (x-y) atuantes no plano (x-z);

g, : carga uniformemente distribuida, normal ao plano médio (x-y) atuantes no plano (y-z).

Estes momentos e cargas séo mostrados na figura 2.3-3.

figura 2.3-3: cargas e momentos atuantes no elemento de placa.
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Em muitos casos, ¢ necesséario calcular os momentos e as forgas resultantes em
outro sistema de eixos normal e tangencial ao contorno da placa como ocorre quando a
placa no € retangular. As trés tensGes resultantes em um contorno arbitrério com normal »

sao dadas por:
m, =m, cos’(n, y)+m, cos?(n,y)+2m_ cos(n,x)cos(n,);  (2.3-7)
m,, = (m, —m, Jeos(n, x)cos(n, y)+ m, [cos? (m, x) - cos? Wi (23-8)
4, =4, cos(n,x)+g, cos(n, y), (2.3-9)

sendo cos(n,x) e cos(n, y) 0s cossenos dos dngulos entre os eixos n e x €, 1 e A

respectivamente,

Para que haja o equilibrio de forgas em z, pode-se escrever:

8
TF, =0-“:>—-gxdy+(qx + 8{;’; dxjdyqydx-{qy + ;f dy}dx+gdxdy=0:>
5
= % ey + 20 gy s gy = 0>
ox oy

+g=0, (2.3-10)

Da mesma forma, para que haja equilibrio dos momentos em relacdo ao eixo x:



om
dM, =0= qydxiz+[qy +§g¥-¥wdy]dx~d~23—iwmxydy+(mxy +m5£dx}dy+
b

2 &
6 om a
+mydxm(my+ ;"y ddememqydxdy+—-é-x"ldxay- ;” didy = 0=
om
:»a;”; +2g, =0, (23-11)

E também, para que haja equilibrio dos momentos em relagdo ao eixo y:

dx og dx om
M, =0=—qdv——qg +2o g S im dx—\m +—2dylde—
Z ¥ qxdy 2 (qz a ] 2 mI}’ (mlj' fa y]

om om &m
—m. dy+ + e Ny = 0 = —g dxdy ~——dxdy + —2dxdy = 0 =>
m.dy (m . Jy q.dxdy & dy o Py

om, om,
poncd ay +—5x—-—qyﬂ0. (23-32)

Isolando-se os termos ¢, € g, das equagdes (2.3-11) e (2.3-12), respectivamente, e

substituindo-se na equacdo (2.3-10), e também, considerando-se a simetria dos momentos

m,, =m, ,tem-se:

m
e S (2.3-13)

A figura 2.3-4 abaixo mostra a posig#o inicial e final de um elemento dado por abed
paralelo ao plano médio e com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, e

distanciados de z do plano médio.
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figura 2.3-4: deformagio do lado abed do elemento.

Supondo que durante o estado deformado os pontos a, b, ¢ e d movem-se para a ,
b, ¢ e d', respectivamente, e que u, ¢ o deslocamento do ponto @ na direciox, e v, é 0

deslocamento do ponto @ na diregiio y. Sendo assim, o deslocamento de umponto  na

diregdo de x pode ser dado por:
. du
b, —b =u, +—dx. 2.3-14
x x MO ax { )

O incremento no comprimento dx na diregfo x é dado por:

Ade= (2.3-15)
ox
e a deformacfo na dire¢do x é dada por:
g Ak _Mu (23-16)
dx &
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Fazendo-se de maneira similar para a dire¢io y ¢ para o plano (x-), obtém-se:

£y=~@mé; (2.3-17)
dy
ou oOv

e e 23-18

A figura 2.3-5 abaixo, mostra as posigdes iniciais e finais de uma secio plana,

paralela ao plano x-y, que contémos pontos a, b, n, e n,. A rotagdo do elemento an,,

inicialmente localizada na posi¢io vertical, ¢ igual a (8w/dx).

figura 2.3-5: posigdes inicial e final de um elemento de placa abnn,.

Entdo, o deslocamento de um ponto na direcdo x com uma distincia z da superficie

média pode escrito como:
w (2.3-19)

U= — g ——

o
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em que w representa o deslocamento na diregdo z e ¢ fungfio de x e y, ou seja, w= £ (x, y) .

Da mesma forma, o deslocamento de um ponto na direcio y distante z da superficie

média ¢ dado por:

v=—z2 (2.3-20)

Substituindo as expressdes (2.3-19) e (2.3-20) nas (2.3-16), (2.3-17) e (2.3-18) tem-

s€:

62
£ =z Gx?; ; (2.321)
Z
g, = ng——w—; (2.3-22)
¥ ay2
o, O (2.3-23)
- pee .

Para um estado plano de tensio, onde os termos da equacio (2.2-18)

Gy =T,y =Ty = (0, esta equagho (2.2-18) pode ser escrita como:

b Sy Ho, b (2.3-24)

Substituindo as equacdes (2.3-21), (2.3-22) e (2.3-23) nesta equacdo (2.3-24) tem-

5€
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c, m‘—Z(B“"é“;{"‘FB;Z'gyW'FzB ————], (2.3-25)
o, = —z(Bn i B, T2, --mj; (23-26)

(2.3-27)

sendo os termos B, constantes dada por:

1
B, ='X(Szzsss “stz)
1
By, mE(SIISGS “S162)
i
B, = X(Smszs “szsés)
1 3
xx{snszz _Suz)

1
By = ‘Z\“(Szzszs “Szsz)

(2.328)
BGG

1
By = K(Szzsw ”‘SnSzé)

A=lS, S, Syl (2.3-29)
S

Substituindo as equagdes (2.3-25), (2.3-26) e (2.3-27) nas equagdes (2.3-21), (2.3-
22) e (2.3-23) e integrando, tem-se:

49



2 2 2
mx:-(l) o0, 2% op éﬁi} (2.3-30)

*w *w &*w
m, = {DIZ —é;-i- -+ D22 'é;"im -+ 2‘026 —a—x"éy“—J ; ( 2.3-31 )
& w o*w *w
Moy = "{Dls o + Dy 5‘y2 +2Dg 535. ““*‘ay]a (2.3-32)
sendo:
D; =8B, IR (2.3-33)

Substituindo estas equagdes (2.3-30), (2.3-31) e (2.3-32) em (2.3-11) e (2.3-12)

obtém-se:

>

o*w &’w w &w
9:=| Dy =5 +3Dy w5+ (D, + 2Dy )5+ Dy == |; (2.3-34)

Ox dx- 3y ox oy |

8w 8w 8’ w 8w |
gy = [DIG ngT+ (IJE2 +2D66 )"é"x"é“y—a- 4+ 3D26 @xzay -+ D22 3);3 ( 2.3-35 )

Desta forma, a equagfo (2.3-13) pode ser escrita como:
3 4 4 4 4

D, %‘;ﬁ +4D;, % +2(D,, + Dy )-é%gy"i;-» 4D, aia;; + Dy, Zy T=g. (2336)

Esta equaco € a chamada equagdo diferencial de deslocamento transversal para

placas finas anisotrépicas.
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O problema de tensfio ¢ deformagSio em placas amisotrépicas torna-se mais
complicado quando as cargas mudam com o tempo. A equagio de movimento para uma
placa anisotrdpica ¢ similar a equagio de equilibrio dada pela equagiio (2.3-36),

2

considerando o termo de forga distribuida g como sendo a forga de inércia ph E

ot
assim, esta equagdo (2.3-36) torna-se:
d*w o*w &*w &

w
W+4D26 '{"D.?;’, ay“ z——pk az ,(23-37 )

'w otw
Z”Q:“&?*Qs 'ax—ga;ﬂL Dy, +Dy)

sendo:

w= f (x, v,t): fungdo flecha, que representa o deslocamento vertical dos pontos da placa

em um dado instante £;

p ¢ densidade da placa;
h : espessura da placa.

Esta equagBo (2.3-37) ¢é vélida para materiais com anisotropia plana. Por nio
possuirem termos que acoplem o movimento de flex3o com o de extensfio, a mesma nio
pode ser aplicada a materiais que possuem acoplamento das deformagBes transversais ao
plano do laminado com as deformagSes paralelas ao plano, como acontece, por exemplo,

quando se tem laminados n#o simétricos.
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Capitulo 3 — Analise Modal

3.1 Introducio

A anilise modal € uma ferramenta utilizada para modelar de forma confidvel o
comportamento dindmico de estruturas (MAIA, 1997). Em geral, suas aplicagdes tém por

objetivos:

a identificagdo e valida¢io dos fenémenos vibratérios;

* avalidagfio, corregdo e avaliagdo de modelos dindmicos analiticos;

* o desenvolvimento de modelos dindmicos baseados em modelos experimentais;

* aintegracdo de partes de estruturas;

 as possibilidades de modificacBes estruturais e detecciio de defeitos;

* aintegracio de modelos entre dreas da dindmica, como actistica, fadiga etc, e;

o estabelecimento de critérios e especificagdes para projetos, testes, qualificacdes e

certificados,

0 que faz da analise modal uma ferramenta forte e confidvel de andlise de vibracfio na
engenharia moderna e promove um conhecimento das caracteristicas da estrutura quando
esta operando sob certas condigBes e critérios de performance. Assim, possibilita o
melhoramento de projetos em relagdo a seu comportamento dindmico e a solucdio de

problemas de dindmica estrutural.
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3.2 Analise modal tedrica

Esta parte da analise modal fornece todo conhecimento basico necessario para a
compreensdo dos fendmenos vibratérios e as varias formas possiveis de se determinar as
propriedades modais. As caracteristicas dindmicas de uma estrutura vibratdria sfo
manifestadas principalmente pelas freqiiéncias naturais e modos proprios, € podem ser
obtidas através de varios modelos matematicos da estrutura. Dessa forma, a analise modal
tedrica utiliza uma rotina dividida em trés fases, nas quais, uma tipica andlise de vibragéo

progride:

o Descrigdo da estrutura = representa o chamado Modelo Espacial,
»  Modos de vibrar = representa o Modelo Modal,

e Niveis de resposta=> representa o Modelo Resposta.

A anéalise inicia-se com uma descricio das caracteristicas fisicas do sistema, usualmente
em termos de suas propriedades de massa, rigidez e amortecimento, representadas pelas
matrizes de massa [M], de rigidez [K]e de amortecimento[C] (ou [D]). Este modelo se
refere ao chamado “Modelo Espacial” (EWINS, 1984). A andlise modal analitica deste
modelo espacial conduz a uma descri¢io do comportamento da estrutura através de seus
modos de vibrar, ou seja, a solugiio deste modelo sempre descreve as véarias formas em que
a estrutura € capaz de vibrar naturalmente. Sem qualquer excitagdio externa, estes modos
sdo chamados de modos normais ou naturais. Esta fase de analise dos modos representa o
“Modelo Modal”. Eiste modelo trata-se, portanto, da solucio de um problema de auto-valor
e auto-vetor, que fornecera as propriedades modais (freqiincias naturais, valores de
amortecimentos modais e vetores dos modos prdprios) que estio contidas nas matrizes

271 e [®] chamadas de matrizes de auto-valores e auto-vetores, respectivamente. O
r P

terceiro estagio analisa exatamente como a estrutura vibra sob uma condicfio de excitagdo e,

especialmente, em que amplitudes. Esta etapa n3o depende somente das propriedades
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inerentes da estrutura, mas também da natureza e magnitude da excitagio imposta. A este
modelo da-se o nome de “Modelo Respesta™, onde ocorre, portanto, um ajuste de funcdes
respostas em freqii€ncia (chamadas de FRFs) definidas para um grupo de freqiiéncias que

se deseja analisar.

Partindo-se da equagio de movimento que representa o sistema e considerando o
mesmo excitado por uma forca harménica, torna-se possivel descrever a solugfo completa
deste sistema através de uma matriz, chamada de matriz fungdo resposta em Jfregiiéncia

[H# (@)], onde cada um de seus elementos H P (@) é por si s6 uma FRF que representa a
resposta harménica em uma coordenada (x ;) do ponto j devido a excitagdo ( £, ) aplicada

no ponto &, podendo ser j = k. Portanto, pode-se representar o elemento A 7 (@) como:

H, (a,)___ Z(@’;r)@%)’ (32-1)

k r=}

sendo: » o modo; A s3o os auto-valores do modo r que contém informacgdes das

freqiéncias naturais ¢ dos fatores de amortecimento; ¢ .+ € 0 j-enésimo elemento do auto-

vetor {gé}, do modo r que representa o deslocamento relativo do ponto durante o modo de
vibrar 7; N ¢ o nimero de graus-de-liberdade do sistema; @ ¢ uma freqiiéncia qualquer e;

x; € f,, slo vetores NxJ das amplitudes complexas independentes do tempo.

As propriedades dindmicas de um sistema podem ser expressas em termos de
qualquer caracteristica de resposta conveniente. Usualmente, a vibragio é determinada em
termos de movimento e a sua correspondente FRF pode ser representada em termos de

deslocamento, velocidade ¢ aceleracdo, de forma que [H{w)] possa ser:

deslocamento
() = Leslocamento

= receptincia ;
Sorca
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Y{w)= velocidade _ molibidade ;
forca
Alw)= aceleragio _ acelerdncia ;

forca

orca .. P
__Jorea = rigidez dindmica ;
deslocamento

forca . A .
—t = impedancia  mecanica ;
velocidade

forga

e = RASSA  APAVERLE .
aceleracdo

3.3 Analise modal experimental

A analise modal experimental segue uma rotina de analise inversa da tedrica. Nesta,
inicia-se pelo “Modelo Resposta” para chegar ao “Modelo Estrutural”, tendo-se como fase
intermedidria o “Modelo Modal”. Em outras palavras, a partir das FRFs obtidas da
estrutura, determina-se as propriedades modais através de algnm método de analise modal
para so entdo ajustar o modelo em estudo. De maneira geral, ela tem por objetivos (MAIA,

1997):
e obter as freqii€ncias naturais e os modos préprios da estrutura;
« obter informagoes sobre os fatores de amortecimento;

e correlacionar resultados medidos através da estrutura real com modelos numéricos,

como por exemplo,“Elementos Finitos™;
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* obter um modelo dindmico que possibilite ser usado em modificagbes estruturais

quando necessérias, ou;

» obter um modelo dinimico adequado para fornecer informagdes para um modelo
numérico (de Elementos Finitos, por exemplo) da estrutura, de forma que este modelo
tedrico seja uma representagiio melhor das caracteristicas dinfmicas desta estrutura real

quando comparada com o modelo anterior.

Quando se trata de testes experimentais, uma série de detalhes e cuidados praticos

devem ser tomados para que se tenha informaces confidveis e com o minimo de erros.

Os aparelhos que compdem uma anilise modal podem pertencer & basicamente trés
grupos (MAIA, 1997):

* mecanismos de excitagdo: sBo os dispositivos necessarios para excitar a estrutura,

como por exemplo, shakers, martelos e som;

* mecanismos de sensibilidade: s %o os dispositivos encarregados de medir a entrada e
saida de dados no sistema, ou seja, medem a excitacio e respostas. Podem estar ou nfo em
contato com a estrutura. S3o exemplos destes dispositivos, os acelerdmetros, o0s

transdutores de forca e o lazer.

* mecanismos de aquisicdo e processamento: sio os aparelhos que medem os sinais
devolvidos pelos dispositivos de sensibilidade e averiguam as magnitudes e fases das
forgas de excitagdo e respostas. Para estes aparelhos, pode-se citar os analisadores e os
geradores de sinais. Atualmente, os mais comuns sdo os analisadores baseados no

algoritmo “Transformada Rapida de Fourier” que ja fornecem diretamente as FRFs.
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3.4 Trabalho experimental

O trabalho experimental teve por objetivo, através da Andlise modal, determinar as
freqiiéncias naturais e os modos préprios que foram utilizados na identificagiio dos
parametros elasticos de uma placa de aco. Estas informagSes foram utilizadas como dados
de entrada para os métodos abordados neste trabalho, que sfio apresentados nos capitulos 4
es.

A placa foi posicionada de forma a tentar reproduzir as condi¢des de contornos com
todos os bordos livres. Foram realizados trés testes sendo que nos dois primeiros a placa foi
suspensa por dois fios de nylon presos ao teto, e no terceiro a dois fios elasticos (“tripa de
mico”), também presos ao teto. Os fios foram presos a placa nas posi¢Ses proximas as

extremidades laterais.

3.4.1 Materiais e aparelhos

A figura 3.4-1 abaixo representa um esquema ilustrativo dos aparelhos utilizados na
analise modal experimental deste trabalho, que foi realizada em uma placa de ago com as

caracteristicas mostradas na tabela 3.4-1.

Tabela 3.4-1: placa de ago utilizada na analise modal experimental.
Dimensges (mmy) 450x350x 2,1

Densidade (Kg/mm’) 8,2539x10°
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Fios para
sustentacio
Transdutor Acelerdmetro
de forca //

bond
Excitador

Placa
— Condicionador
de sinais
Condicionador
de sinais .
Analisador
Amplificador
Gerador de Computador
sinais

figura 3.4-1: esquema de montagem experimental para a analise modal.

Excitagdo externa

A placa foi excitada em um tnico ponto por umn vibrador eletro-mecanico ou shaker
(Briel & Kjaer DK-2850 Naerum). O mesmo foi suspenso por uma “girafa” e posicionado
adequadamente na diregfo de excitagio da placa, de forma a ficar perpendicular 3 mesma.

As figura 3.4-2 e 3.4-3 ilustram o shaker e sua instalacgdo.
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Resposta a excitagdo externa

A resposta do sistema foi medida através de um acelerdmetro (ENDEVCO, modelo
226C, S/N C289, capacitincia 353 pf) cuja massa (aproximadamente 2 gramas) é
desprezivel comparada & massa da placa de ago (aproximadamente 2730 gramas). Em
materiais leves, come em muitos compoésitos por exemplo, é recomendado medir esta
resposta sem que haja contato com a estrutura. Isso porque a massa do acelerdmetro pode
influenciar nas respostas, devendo-se entdo ser incorporada ao modelo numérico, 0 que
significa adicionar a energia cinética do acelerbmetro 4 energia cinética da placa, sendo o
acelerdmetro considerado uma massa pontual. Este procedimento pode aumentar a
possibilidade de se ter erros e conseqiientemente alterar os verdadeiros resultados. Entfio,
uma forma de medir esta resposta, para estruturas muito leves, seria através de microfones,
ou métodos Opticos, ou ainda, fazer uma estrutura maior de forma que a massa do
acelerbmetro seja desprezivel em relagfio 4 massa da estrutura. A figura 3.4-4 mostra o

acelerdmetro utilizado e sua instalacio.

figura 3.4-4: acelerbmetro.

Como pode ser visto nesta figura 3.4-4, o acelerdmetro foi posicionado, em todos os
nés definidos, de forma a medir os deslocamentos da placa na diregfio transversal (direcfio

normal & superficie que contém os elementos).
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Condicionadores de sinais

Os sinais de safda da fonte de excitagBo externa devem ser amplificados e
convertidos em tensfio elétrica antes de serem enviados ao analisador de sinais. Foram
utilizados dois condicionadores (Briiel & Kjaer, tipo 2626), um para o acelerdmetro e outro
para o transdutor de forga acoplado ao shaker. Ambos condicionadores foram ligados ao

analisador. A figura 3.4-5 mostra os condicionadores utilizados.

Analisador de sinal

O analisador ¢ um aparelho utilizado para receber os sinais enviados pelos
condicionadores para entdo trata-los e armazena-los. A anélise destes sinais pode ser feita
no dominio do tempo ou no dominio da freqiiéncia. Neste trabalho utilizou-se no dominio
da freqiiéncia pela facilidade de se trabalhar com as FRFs, Foi utilizado um analisador

SD380 da Scientific-Atlanta. A figura 3.4-5 mostra este analisador utilizado.

Software de andlise modal

O software utilizado para extrair os parimetros modais foi o0 STARModel da SMS,
instalado em um computador PC. Este software possibilita o processo de transferéncia dos
dados entre o analisador e o computador e, permite ao usuério definir os modos, através das
fungBes respostas, e definir o método de analise modal em seu banco de dados. Assim, o
programa fornece ao usudrio as freqiiéncias naturais, os modos préprios e as estimativas do

amortecimento da estrutura.
Gerador de sinal
Este aparelho € o encarregado em transmitir o sinal de excitagio ao qual o excitador

ira executar na estrutura. Neste trabalho foi utilizado um gerador de sinais aleatérios (1381,

2Hz-50KHz, General Radio Company) que s#o sinais cujas amplitudes sfo constantes para
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todas as freqiiéncias dentro de uma faixa pré-definida pelo usudrio. Este gerador € mostrado

na figura 3.4-5 abaixo.

Amplificador

Este aparelho € encarregado de amplificar os sinais que sfic enviados pelo gerador
de sinais e gue vio para o excitador. Portanto, representam uma interface entre o gerador de
sinais ¢ o excitador. Neste trabalho foi utilizado o amplificador da Brilel & Kjaer, tipo

2712. A figura 3.4-5 mostra este amplificador.

figura 3.4-5: aparelhos utilizades na analise modal.
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Transdutor de forca

S#o dispositivos utilizados para medir a forga de entrada no sistema que é aplicada &
estrutura. Neste trabalho, ele foi fixado & estrutura (base) em uma extremidade e conectada
ao stinger na outra extremidade. Sua massa também ¢ importante para que nio interfira na
resposta do sistema. Neste trabalho foi utilizado um transdutor da Briiel & Kjaer, tipo 2713.

A figura 3.4-6 mostra o transdutor e sua fixagfo 4 placa.
Stinger:

E o material que faz a conex#o entre o shaker e o transdutor de forga fixo 4 estrutura
em teste, ou entre o transdutor de forga fixado ao shaker com a estrutura. Neste trabalho, o
transdutor de forga foi fixado a placa testada e o stinger foi fixado entre o shaker e o

transdutor.

O stinger deve ter algumas caracteristicas para que nfio afete os sinais de forga e nfo
introduza erros nas medigdes. Deve ser rigido na diregfic axial (neste caso, perpendicular a
placa), que é a direcio de excitacfio, e ser relativamente flexivel para os movimentos
laterais e rotacionais. Neste trabalho, foi utilizado um stinger de latio de 104,5 mm de

comprimento ¢ 1,5 mm de didmetro. A figura 3.4-6 mostra o stinger ¢ sua instalacfio.

figura 3.4-6: transdutor de forga e stinger.
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Cabos:

Os cabos fazem as conexdes entre os aparethos e dispositivos. Também sio
importantes na Andlise Modal. Sua correta especificagiio e estado de conservacio sio

mdispenséveis para a precisio dos resultados.

3.5 Analise modal no Ansys (7.0)

No software comercial Ansys, a analise modal ¢ utilizada para determinar as
caracteristicas de vibraglo (freqiiéncias naturais e modos préprios) de uma estrutura ou de
um componente de maquina enquanto se estd projetando. Neste software, trata-se de uma
analise linear, onde quaisquer nio-linearidades, como uma plasticidade, sio ignoradas
mesmo se elas forem definidas. Pode-se escolher varios métodos de extragfio dos modos:
“Block Lanczos”, “subspace”, “PowerDynamics”, “reduced”, “unsymmetric”, “damped” ¢

“OR damped”’. Nestes dois tltimos métodos é possivel incluir o amortecimento na

estrutura.
O procedimento para uma analise modal consiste de quatro passos principais:
1. construir o modelo;
2. aplicar cargas e obter a solugio;
3. expandir os modos (escrevé-los para o arquivo de resultados);
4. rever os resultados.

A equaclo bésica a ser resolvida em uma tipica anéalise modal nfio amortecida é o

problema de autovalor cléssico, dado por:
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Ko} = 0! [MIp,}. (35-1)

onde[K] é a matriz de rigidez; [A] é a matriz de massa; {g,} é o vetor dos modos préprios;

£, ¢ freqiiéncia natural do modo i (@, é o autovalor).

3.6 Materiais compdsitos no Ansys (7.0)

O Ansys (7.0) dispde de modelos para materiais compositos com elementos
especializados chamados “layered elements”. Estes materiais sfio um tanto quanto mais
dificeis de se modelar do que um material isotrépico, como o ago ou o ferro. Deve-se tomar
cuidado especial na definicdo das propriedades e orientagdes das varias camadas (cada
camada pode ter propriedade ortotrdpica). Os elementos oferecidos pelo Ansys para
modelar estes materiais sfo: SHELL63, SHELL9S, SHELL91, SHELL181, SOLIDA46,
SOLID65, SOLID9S, SOLID191, BEAM188 e BEAM189.

A caracteristica mais importante de um material compdsito é a configuragio do
laminado. Cada camada pode ser feita de um material ortotropico diferente e ter suas
dire¢des principais o rientadas d iferentemente. Para os compésitos laminados, as diregdes
das fibras determinam a orientagio da camada. Estas diregdes, juntamente com as

propriedades do material e espessura, devem ser definidas para cada ldmina.

3.7 Ensaios e simulacoes

A tabela 3.7-1 abaixo compara os valores das seis primeiras freqiiéncias naturais,
obtidas da analise modal experimental, com os valores das seis primeiras freqiiéncias
correspondentes obtidos da andlise modal numérica (Elementos Finitos) realizada no
software Ansys (7.0). Foi utilizada uma placa de ago 450 x 350 x 2,1 mm com 80 nos
(elementos com 50 x 50 mm) em um primeiro ensaio, de densidade 8,253%9¢-6 kg/mm?®, sob

a condicdo livre-livre. As constantes elasticas que eram dados de entrada no Ansys foram:
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mddulo de elasticidade longitudinal £ = 210000 MPa e coeficiente de Poisson v = 0,3. Foi
utilizado também elemento “SHELL63” com 4 nés. Essas propriedades elasticas sdo
baseadas em uma média geral para agos e foram utilizadas somente para verificar se as
freqiiéncias medidas com os seus respectivos modos estavam coerentes com os valores
obtidos numericamente. Portanto, devido a esses valores médios das propriedades elasticas,
era de se esperar a existéncia de erros entre os valores destas freqiiéncias, independente dos
erros provenientes do proprio ensaio experimental. Foi utilizada uma malha também com

80 nés no Ansys.

Tabela 3.7-1: freqiiéncias experimentais e numéricas,

Freqiiéncias obtidas experimentalmente | Freqiiéncias calculadas numericamente | Etro
(Hz) (Hz) %
42,46 43,651 2,72
55,87 53,686 4,06
95,90 93,140 2,96
103,97 104,68 0,67
124,61 125,01 0,31
160,37 156,13 2,71

De acordo com a tabela 3.7-1 € possivel perceber que as propriedades elasticas
utilizadas como dados de entrada no Ansys sio préximas das propriedades do ago testado,
ou segja, 0 médulo de elasticidade (£) ests em torno de 210000 MPa e o coeficiente de
Poison (v) estd em torno de 0,30. H4 de se considerar também, o fato de existir erros
experimentais oriundos de medi¢des e de varios outros fatores de uma Analise Modal

experimental.

As freqiiéncias naturais experimentais podem ser encontradas com apenas uma
fungdo resposta em freqiiéncia (FRF), ou seja, medindo-se apenas um ponto. Quando se usa
um numero maior de pontos estd contribuindo para o aumento da precisdo destes valores
devido a média que ¢ feita através de todas as FRFs. No caso, em que foram utilizados 80

nos em um primeiro ensaio e 176 nos outros dois, uma boa precisdio € garantida para esses
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valores. A figura 3.7-1 mostra uma FRF obtida do ensaic experimental com a excitagio no
no 24 e resposta medida no né 1 (como pode ser visto na figura 3.7-5), ambos na diregiio
normal ao plano da placa. E as figuras 3.7-2 a 3.7-4 mostram trés modos {torgdo, flexdo em
x ¢, flexfio em y) fornecidos pele software STARModal e que foram utilizados no primeiro
método abordade neste trabalho. A tabela 3.7-2 mostra as freqiiéncias obtidas e os
amortecimentes estimados para estes trés modos especificos, também forecidos pelo
STARModal.

50.00

Log Mag |~ o T \
Real Y— o I’H

-60.00
= |

>

875 Freq [Hz} 1.5

figura 3.7-1: FRF fornecida pela software STARModal de andlise modal experimental.

Nesta figura 3.7-1, o grafico em vermelho estd em escala logaritma e o azul estd em

escaia real.

67



figara 3.7-2: primeiro modo — modo de torgio

figura 3.7-3: segundo modo - modo de flexdo em y
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figura 3.7-4: terceiro modo ~ mode de flexfio em x

figura 3.7-5: placa de ago utilizada nos ensaios experimentais com seus respectivos nos.
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Tabela 3.7-2: modos préprios com suas respectivas freqiiéncias naturais e fatores de

amortecimento.
Modos Freqtiéncias naturais Amortecimento Amortecimento
(Hz) (Hz) (%)
Torcdo 42,51 (,04914 0,11560
Flexdoemy 56,00 0,05107 0,09119
Flex3o em x 96,02 0,04667 (,04860

Para as freqiiéncias naturais numéricas, calculadas através de Elementos Finitos,
quanto maior o nimero de pontos (nés) utilizados maior sera a precisdo dos céleulos devido
as caracteristicas deste método. Esse fato ¢ verificado somente até um certo nimero de nés,
onde a partir deste, o aumento nfio acarretard mudancas significativas e somente servirfio
para aumentar os esforcos computacionais. A tabela 3.7-3 abaixo, mostra a variacio dos
valores das fregiléncias naturais calculadas por Elementos Finitos no Ansys de acordo com
o numero de nés na maltha. Foram mantidos o0 mesmo tipo de elemento ¢ os valores das
constantes elasticas, das dimensdes geométricas e da densidade do material da placa

utilizada para fornecer os valores da tabela 3.7-1.

Tabela 3.7-3: variagio das freqiiéncias naturais em relagiio a variacio do niumero de nos.

Freqiiéncias Freqliéncias Freqiiéncias Freqiiéncias Freqiiéncias
numericas numeéricas numéricas numéricas numericas
para malha | para malha com | para malha com | para malha com para malha
com 36 nos 80 nds 176 nés 1116 nés com 6461 nos
(Hz) (Hz) (Hz) (Hz) (Hz)
43,751 43,651 43,592 43,542 43,534
53,874 33,686 53,643 53,629 53,620
93,007 93,140 93,112 93,026 93,024
105,18 104,68 104,36 104,06 104,02
125,94 125,01 124,62 124,38 124,32
157,67 156,13 155,90 155,92 155,85
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A fim de verificar a veracidade dos resultados medidos experimentalmente, os
valores de entrada no software (Ansys) devem ser coerentes com os valores utilizados no
ensaio, ou seja, as caracteristicas da estrutura real devem ser as mesmas da estrutura
definida como entrada no programa. Qualquer valor ndo condizente com o real implicara
em resultados erréneos e imprecisos. Para o segundo método abordado neste trabalho
(apresentado no capitulo 5), em que requer somente as freqiiéncias naturais, os fatores
dimensdes do corpo e densidade podem ser muito significantes. As tabelas 3.7-4 ¢ 3.7-5
mostram a influéncia destes pardmetros nos valores das freqiiéncias naturais. Na tabela
3.7-4 foi feita uma mudanca na espessura ¢ no modulo de elasticidade utilizados como
dados de entrada no Ansys. A densidade, a largura, o comprimento e o valor do coeficiente
de Poison que deram origem aos valores da tabela 3.7-1 foram mantidos os mesmos. Foi
verificado as seis primeiras freqiiéncias naturais para uma malha de 176 nés. Por esta tabela
3.7-4 pode-se perceber que as freqiiéncias sdo mais sensiveis a variages de valores quando
ha mudangas em sua espessura do que em seu médulo de elasticidade (£). Com o aumento

da espessura h4 um aumento do volume e conseqiientemente de massa e de rigidez.

QOu, de outra forma, para comprovar essa influéncia da massa, foi alterado
diretamente o valor da densidade. A tabela 3.7-5 abaixo mostra a variagdo das freqiiéncias
paturais com esta variagio da densidade do material. Foram mantidos as propriedades
elasticas (E = 210000 MPa e v = 0.30) e as dimensdes geométricas da placa (450 x 350 x

2,1 mm). Foi utilizado também uma malha de 176 nés.
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Tabela 3.7-4: variagdo das freqiiéncias em relagfo 4 variacfio do médulo de elasticidade e

espessura da placa.

E=150000 (MPa)

Freqjiiéncias para uma placa

com espessura de 1,9 (mm)

Freqiiéncias para uma placa

com espessura de 2,0 (mm)

Freqiiéncias para uma placa

com espessura de 2,3 (mm)

37,516 39,490 45,414
46,165 48,595 55,884
80,132 84,350 97,002
89,811 94,538 108,72
107,25 112,89 129,83
134,17 141,23 162,41

E = 200000 (MPa)

Freqiiéncias para uma placa

com espessura de 1,9 (mm)

Freqiiéncias para uma placa

com espessura de 2,0 (mm)

Freqiiéncias para uma placa

com espessura de 2,3 (mm)

38,490 40,516 46,594
47,364 49,857 37,336
82,214 86,541 99,522
92,144 96,994 111,54
110,03 115,83 133,20
137,65 144,90 166,63

E = 210000 (MPa)

Freqiiéncias para uma placa

com espessura de 1,9 (mm)

Freqiiéncias para uma placa

com espessura de 2,0 (mm)

Freqtiéncias para uma placa

com espessura de 2,3 (mm)

39,441 41,517 47,744
48,534 51,088 58,752
84,244 88,678 101,98
94,420 99,389 114,30
112,75 118,69 136,49
141,05 148,47 170,75
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Tabela 3.7-5: variagfo das freqiiéncias em relagfio a variagfio das densidades.

Freqiiéncias para a placa Freqiiéncias para a placa Frequiéncias para a placa
com densidade de 7,8e-6 | com densidade de 8,2539¢-6 | com densidade de 9,0 e-6
(Kg/mm’) (Kg/mm’) (Kg/mm?’)
44,843 43,592 41,747
55,182 53,643 51,371
95,783 93,112 89,169
107,35 104,36 99,939
128,20 124,62 119,34
160,37 155,90 149,30

Estas variagOes so validas para qualquer tipo de material, tanto nos isotrépicos,

ortotropicos e anisotrdpicos.

Quando se trabalha com materiais laminados, como ocorre em muitos compositos,
as dire¢Oes das fibras também definem as caracteristicas do laminado, como por exemplo, a
rigidez, as freqiiéncias naturais, os modos prdprios, os autovetores e as propriedades
elasticas do laminado. A cada combinagfio surge um novo material, isotrépico, ortotrépico
ou anisotrdpico, mesmo se os materiais da matriz e do reforgo continuarem os mesmos. E
logicamente, além das direcSes das fibras, as propriedades elasticas de cada l&mina também
influenciam nestas caracteristicas. Estes fatos podem ser verificados no Ansys e foram
mostrados nas tabelas 3.7-6 e 3.7-7 através dos valores das seis primeiras freqiiéncias
naturais. Foram utilizados dois laminados de compositos de fibra de carbono e matriz
epoxi, com as seguintes propriedades para cada lamina (GREDIAC, 1996): E; = 120000
Mpa, E; = 10000 MPa, G;; = 4900 MPa, v = 0,30 ¢ densidade 1,510e-6 kg/mnf’. As
dimensdes geométricas (450 x 350 x 2,1 mm) sfo as mesmas para ambos ¢ somente as
direcdes das fibras e as propriedades de uma 1&mina do laminado foram modificadas. No
laminado 2 da tabela 3.7-7, para a camada 8 (ultima camada) foi considerado E; = 110000
MPa, E,; = 15000 Mpa, G;; = 6000 MPa, v = 0,30 e densidade 1,6e-6 kg/mm3. Foi utilizado
o elemento do Ansys “SHELL99” com 8 nos, e foi considerado também laminados com 8

camadas.
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Tabelas 3.7-6: variagio das freqliéncias alterando somente a direcio das fibras do

laminado.
Frequiéncias (Hz) do Laminado 1 Freqiiéncias (Hz) do Laminado 2
carbono/epoxi Carbono/epdxi
[0]s - [unidirecional] [0,90%5
25,497 25,849
45,345 75,422
68,784 91,765
95,250 106,40
107,61 118,27
125,66 168,24

Tabelas 3.7-7: variagio das freqiiéncias alterando o tipo de material de apenas uma lamina

do laminado.
Freqiiéncias do Laminado 1 Fregiiéncias do Laminado 2
carbono/epdxi carbono/ep6xi [unidirecional] mais um
[0]s-[unidirecional] material desconhecido [unidirecional]
25,497 26,206
45,345 48,157
68,784 71,718
95,250 93,800
107,61 107,09
125,66 133,42

Um modo préprio de um determinado material com o mesmo modo proprio de um
outro material apresentam autovetores com valores diferentes. Por exemplo, um modo de
tor¢do d ¢ um material qualquer é diferente do modo de tor¢do de um outro material em
termos de deslocamentos dos pontos na direcsio em que se est4 medindo. Esse fato pode ser
verificado pela tabela 3.7-8 abaixo, em que foram utilizados dois materiais diferentes e
verificado o mesmo modo de flexdo. Foram utilizadas duas placas com as mesmas

dimensGes geométricas: uma placa isotrdpica com o médulo de elasticidade (£} igual a
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210000 MPa, v igual a 0,3 ¢ densidade 7,8¢-6 Kg/mm’; e uma placa ortotrépica com
médulo de elasticidade na diregiio 1 (£)) igual a 120000 MPa, médulo de elasticidade na
diregdo 2 (£} igual a 10000 MPa, médulo de cisalhamento no plano (1-2) igual a 4900
MPa, coeficiente de Poisson no plano (1-2) igual a 0,3 e densidade 1,510e-6 Kg/mm®. Para
ambas teve-se uma malha com 176 nds e dimensdes 450 x 350 x 2,1 mm. A tabela 3.7-8
mostra 0s valores das flechas (emn mm) para alguns pontos aleatérios para um mesmo modo
de flexfo calculados no Ansys com elemento “SHELL63™.

Tabela 3.7-8: flechas para o mesmo modo de flexio em x em placas com propriedades

diferentes.
nos | Flechas da placa isotrdpica | Flechas da placa ortotropica Diferenca
(mm) (mm) ()
1 31,910 78,800 46,890
25 38,465 87,542 49,077
40 7,374 19,901 12,527
36 30,212 66,441 36,229
61 14,323 32,813 18,49
75 5,702 12,723 7,021
93 -12,097 -27,031 14,934
101 ~-16,056 -35,353 19,297
150 -0,17%9 0,345 0,524
176 23,099 54,822 31,723
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Capitulo 4 — Primeiro Método

4.1 Primeiro Método: identificacio dos parametros elasticos através
de freqiiéncias naturais e métodos numéricos.

Partindo-se da equagfio diferencial parcial que governa a vibragdo transversal de uma
placa fina anisotrépica sob pequenas deslocamentos em z como foi deduzida anteriormente no

capitulo 2, tem-se:

Sw w B'w Fw

4 4
oW, p Z» 6x25y2+4D25 +D, = phZ Y (4.141)

T=D --4—+D16-é~x-%+ D, +D,)

llax

Pelo Metodo dos Residuos Ponderados (Apéndice-A) sabe-se que:

<RW, >= [ Rlx,y,zW,(x,y,2)dS = 0. (4.1-2)

sendo R(x, y, z) o residuo e 7, (x,7,2) a fungio ponderadora.

Aproximando a fungdo exata w(x, y,t) da equagfo (4.1-1) por uma fungdo aproximada

ga(x, y,t), de forma que:

wlx, y.6) = p(x,,1), (4.1-3)

e aplicando o método dos Residuos Ponderados, pode-se identificar o residuo como:

R(x,y,z)mL2m(¢)(x,y,z))—f(x,y,z), (41-4)
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sendo L, o operador diferencial de ordem 2m.

Para a equacio (4.1-1), portanto, este residuo sera:

a* e, oo &' e e e
R(x,y,t)= D, —= PV + Dy M*?Z(sz +D66)"a'x—25§?+41)26 5;5};;'*'922 o +Ph“ét“g““
oo
: (4.1-5)

Como pode ser visto, o residuo neste caso de placa fina ¢ fungfo de x € y e, por se tratar

de vibragio, é também fungio do tempo ¢ Substituindo este residuo (4.1-5) na expresséo (4.1-2),

tem-se:
LT-z-phéff— dS =0 (4.1-6)
atz I3 ¥
Ol
£T]WdS=«~L(ph ]WdS——phLdeS (4.1-7)

A funcdio ponderadora W, é uma funco arbitraria desde que seja continua no dominio §

da placa. Suas derivadas também devem ser continuas até a segunda ordem. A equagio (4.1-6)
estd em sua forma forte. Através do teorema de Green, dado pela relagéio (4.1-8) abaixo, pode-se

transformar a equag#io para sua forma fraca. Assim:

—Lv G-WdS = LVW .VG-dS - iw-W dr, (4.1-8)

sendo que: G ¢é a fungio que se deseja abaixar o grau; W é a fungdo ponderadora; I' € o dominio

do contorno da placa; # é wm vetor unitério em um dado ponto e; S € o dominio do problema.

Desta forma, aplicando-se este teorema para a equagio (4.1-7), tem-se:
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262 226})2@72

2 b4
—{_M,, dS+nj:l:Q+ w,ds + [ B9V, . p S8V,
on
2 2 4 2 2 2 2 2
D}g[a¢am+a¢an¢)+4D 8’p W, mm[aqpa a¢am}+

2 2 2 2 2 + 2
»* b o o oxdy Ondy oxdy x| ox oxdy
2 2 2
+2D,, a¢an§+a¢aw ds = a“’Waas (4.1-9)
Xy &' oyt axdy

Restringindo-se as condigdes de bordas livres, as condi¢es de contorno s3o:

oM ‘
M =0 =), 4.1-10
” e Q, S ( )

ou seja, as integrais de contorno desaparecem.

Como as rigidezes s3o valores constantes, pode-se escrever a equagdo (4.1-9) da seguinte
maneira:

o'p W, 30 W &0 O'W, 39 O,
D, [=2="ras+p, [£L 2a!S D, [| 2550+ 22 Dt las +
ax” Ox o oy oy ox e &y

2 2 2 2
D, “;6@8 g5 s leéi(agga aqpaWJdS

dxdy Exdy xdy ax*  ox' oxdy
& O'W, B¢ W, _
+2D26L[Bxéy 5 o axay]ds“ phj w.ds. (4.1-11)

A equagdio (4.1-11) é interpretada geralmente em termos de trabaltho virtual por associar

W, a um deslocamento transversal virtual (deslocamento em z no sistema adotado neste

trabalho). A integral do lado esquerdo € o trabalho virtual interno e a do lado direito & o trabalho

virtual causado pelas forcas inerciais.
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Considerando a placa vibrando em um de seus modos naturais e fazendo uma separacio
de varidveis, aproximando @(x,y,7) pelo produto da amplitude ®(x,y) e sen(wt), para cada

modo proprio j, tem-se:

@, (.x, y,t) = @U)(x, y)sen(a) j.t), (4.1-12)

sendo @, referente a freqiiéncia natural associada ao modo /.

Conseqiientemente:
g\x .t
mm-ié-(;?m) ~a, 0, (x,y.1). (4.1-13)
E para a funcio exata:
w, (x,y,t) = Z(f}(x,y)sen(wjt). (4.1-14)

Substituindo as expressbes {4.1-12) e (4.1-13) na equagio (4.1~i 1), obtém-se:

820V &*w, aqu(ﬂ W, 2oV &*w, aze;esb} W,
D, L S+ 1322_[; ~—dS+D, 5 e e B ds +
2oV a*w, ooV o*w, oY) oW,
+4Dg [ —————LdS+2D,, o ds +
oxdy xdy &xdy &' ext oxdy

250/} a2 2.5() a2
2D, (“5 o ,o® oW S = —pha, jqb(J)WdS (4.1-15)

+
ody & @' oxdy
Desta equaco (4.1-15), os termos procurados sdo as seis rigidezes D, e, portanto, sua
solugio depende agora de encontrar a fungio ponderadora W,(x,y) e a fungio amplitude na

ressonincia @V )(x, y) juntamente com sua respectiva freqiiéncia natural @, . A densidade p e a

espessura /# podem ser facilmente medidas.
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Pelas d educBes feitas até agora é de se notar que teoricamente esta equagiio (4.1-15) &
valida para qualquer modo préprio e para qualquer fungfio ponderadora, desde que estas sejam
continuas e que suas derivadas de segunda ordem também sejam continuas. Sendo assim, torna-
se possivel montar um sistema de equagBes lineares em que as rigidezes s3o os termos
desconhecidos. Como ¢ seis o mimero destas rigidezes desconhecidas, sio necessarias seis
equagbes independentes para a solugo deste sistema. Mas, dependendo da fumgio ponderadora
W,(x,7) associada & fungio @U)(x,y), alguns ou mesmo todos os coeficientes de rigidez D, da
equagdo podem ser anulados por razdes de simetria. Por exemplo, se a fungio ponderadora for
uma fun¢fo somente de x, ou somente de y, anulara trés dos seis coeficientes desta equagio
(4.1-15). Considerando uma placa ortotrépica qualquer, cujos modos s3o mostrados pela figura
(4.1-1) abaixo e se para o quarto ou segundo modo for associado uma funcdo ponderadora

simétrica do tipo W,(x,y)= W,.(y), ou se para o quinto modo for associado uma fungio
ponderadora simétrica do tipo W, (x,¥)=W,(x), entdo os coeficientes D, se anulario. Tais

escolhas deveriam, portanto, ser evitadas.

Mode 1 Mode 2 Maote 3
fi=475Hz 5=657THz f=117.4 Hz
&Y

x
!

Mode 4 Mode 5 Muode §
£;=180.4 Hz £ =227 8Hz £ 2326 He
Muode ¥ Muode 8 Mode 8
G =247.1 Hz f=3083 Hz £=35481z

figura 4.1-1: primeiros modos préprios de vibrar de uma placa ortotrépica.
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A fungio w(x, y,t) ndo € conhecida, mas através da andlise modal pode-se obter os
valores das amplitudes Z {f)(x, y) da funcio exata w(x, ¥, t) em pontos requeridos. E estes
valores serdo restrigdes para a fungfo aproximada ga(x, y,t), de forma que, para um modo
qualquer (), @U)(x,y) =z (xy) no ponto (x,y) medido. Partindo-se deste principio, através do
método numérico de Diferencas Finitas, utilizando-se a Série de Taylor, pode-se determinar as
derivadas parciais de segunda ordem de qﬁ(f)(x,y) da equagfo (4.1-15) criando-se uma malha na

placa com o nimero de pontos (nés) desejados e igualmente espagados nas diregdes x € y, €
utilizando-se seus valores medidos através da analise modal. Os elementos da malha podem ser

assim, elementos retangulares ou quadrados. Essas derivadas sdo:

320V (xy) 8*0V(xy) . 820V (xy)
at Oxdy

, (4.1-16)

Devido as caracteristicas deste método numérico, quanto maior ¢ numero de pontos
medidos, maior serd sua precis3o. Assim, quanto mais refinada for a malha para a placa, mais

preciso serfio os valores de suas derivadas e, conseqilentemente, de suas integrais.

A escolha dos modos ¢ de fundamental importancia neste método. Ao observar o modo de
torgdo nota-se que ele é um modo que depende fortemente das constantes D, D, e D,,. Jaos
modos de flexdo ao longo da diregdo ! e 2, sfo fortemente dependentes das constantes D,,, D,, e
D, ¢ D,,, D, e D,, respectivamente. Portanto, estes trés modos sdo d ependentes das seis

rigidezes procuradas. E estes modos também, geralmente, representam os modos de freqiiéncias
mais baixas e com curvas mais suaves, ideais para o método da diferencas finitas. Os modos mais

altos podem apresentar muita variagio de sinal, e sendo assim, para uma correta identificagio da
funcio w(x, y,t) seria necessario uma malha bem mais refinada. Entdo, para este presente

método de identificacdo das constantes elasticas, os trés modos (torgdo, flexfio em x e flex3o em

¥) ou os modos que mais se aproximam a estes serfo sempre adotados para qualquer material.

Como j4 foi mencionado, qualquer fun¢do ponderadora poderia ser utilizada, mas trés em

particular sfio relevantes. Estas podem ser interpretadas como deslocamentos virtuais com
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campos de curvaturas constantes que enfatizam, particularmente, a contribuigio das tensdes de
cisalhamento no plano interno e as tensdes normais ao longo das direcdes / ¢ 2. Estas fungdes
levardo o problema para um sistema de equagdes diferenciais parciais desacopladas, onde as

rigidezes s&o os termos desconhecidos.

Com base em uma aproximag8o quadritica bidimensional para a funciio ZY) (x, y), para

cada modo ()} pode-se representa-la como:

2
ZU(xy)= @(f}(x,y)=2aiq5,.(x,y), (4.1-17)
el

sendo ¢ o mimero de fun¢des utilizadas na aproximaggo de Z)(x, ). Aplicado-se 0 método de

Galerkin, tem-se:
W, (xy)=9,(xy)

Através do tridngulo de Pascal:

as fungdes &,(xy)=x*, b, (xy)=1" e D, (x)=xy serdo utilizadas. As curvas destas fungdes

se assemelham as curvas dos modos de torgdo e de flexfo utilizados diminuindo assim o erro no

método. E também, para estas fungdes tem-se:
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L W(xy)=x

As trés derivadas parciais sdo:

2
%gi:z, (4.1-18)
z 2
aéyw:l :szi:o, (4.1-19)

e, portanto, substituindo-se estas equagdes (4.1-18) € (4.1-19) na eqqaqﬁo (4.1-15), tem-se:
Dk YV +p,x,"+2D,K V= m%’f—wf [oVxds. (4.1-20)

sendo:

kY= LMdS; (4.121)

, 2
Kw(f} = iMS; (4.1-22)
%

kY= La =Y)dg, (4.1-23)

Estas integrais podem agora ser calculadas pelo método da Integracdo Numérica, uma vez

conhecidos os valores das derivadas nos pontos calculados pelo método das diferengas finitas.

2. Wz(x,y)z y?

Para esta equac3o as trés derivadas parciais sio:
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ay2 m2; (4.1-24)
2 2
o 2, (41259

&, portanto, substituindo-se estas equages (4.1-24) e (4.1-25) na equagio (4.1-15), tem-se:
DK +D kY 12D,k V) = -%’?.mf [oYyas. (4.1-26)

3. Wixy)=n

Para esta equago as trés derivadas parciais sio:

2
%mi; (4.1-27)
2 2
aajfs - aaypi’s =0, (4.1-28)

e, portanto, substituindo-se estas equacdes (4.1-27) e (4.1-28) na equacdo (4.1-15), tem-se:

DK,V +D,k V42D k V= J-;f’f‘mwf [@Vxyds . (4.1-29)

Como as curvaturas das funcdes ponderadoras sio constantes, as integrais em (4.1-15) sdo
geralmente determinadas com maior exatiddo, ao contrario de quando se utilizam fungGes
ponderadoras onde as curvaturas mudam de sinais no dominio da placa. Usa-se estas trés
equagbes com trés diferentes modos para determinar os parimetros desconhecidos. Séo
necessarios no minimo dois modos para resolver este sistema, tendo-se neste caso, seis equagdes
e seis incognitas. Mas corre-se o risco dos modos (auto-vetores) ndo dependerem fortemente de

todas as constantes procuradas, o que pode levar a um sistema de equacBes mal condicionado. Ja
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0 contririo, utilizando um ntmero maior de modos, aumenta-se o erro numeérico devide a
variacio das curvas da funcfio exigindo-se assim uma malha mais refinada, com um ndmero

maior de nos.

Matricialmente, as trés equagdes acima envolvendo o modo () podem ser escritas comio:

-

DHN
_ D :
Y o0 k9 o0 2k o = , [#V'x*ds
o &,V kY o o 2k Y 1 =220 [oVyds}. (41-30)
. o D, [@Yxyds
;DZGJ

Os coeficientes de rigidez na equag@io (4.1-29) podem ser interpretados em termos de
curvaturas médias para o modo préprio (j). Na pratica, p modos sfio considerados no

desenvolvimento do seguinte sistema:

s ~

K0 o KW o kU o o} [0V)-x*-as
= Y or g (D, ] -
0 Kﬁ;) Kg) 0 o g D“ coj.a L@U) -y*.ds
0 0 o kW gl g7z 2 T U 5. S
i = D, ph “ L P

< o e g 7y (41'31)

kB o k® o g g ||DPs 2 w? L@U)-x”-ds
o pad *¥
0 kW kO o o gw|De 2 [ 0.2

»w xx xy C!)K.L@ ¥ -ds
0 o0 0 £k® g®© x|l |

mo S Dy w; _[_95{”) -xy-dS
que € um sistema do tipo:
AD=B, (4.1-32)
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sendo 4 uma matriz 3p x 6; D é uma matriz 6 x / e B é uma matriz 3p x 1. O sistema pode ser
resolvido usando-se 0 método dos minimos quadrados por haver um niimero maior equagBes do

que varidveis para obter finalmente:

D=(474)"(4"B). (4.1-33)

A susceptibilidade do método estd diretamente relacionada com o grau de independéncia

das equagdes no sisterna (4.1-32). Este pode ser obtido usando-se urm ajuste adequado dos modos.

Uma escolha relevante dos modos usados no programa de identificacio é de grande
importincia. A observagdo das linhas nodais da placa vibrando permite conhecer qual a rigidez
estd fortemente envolvida em cada modo, como pode ser visto na figura 4.1-1. Geralmente, os
modos mais baixos promover#o erros mais baixos por apresentarem um ndmero menor de picos e

vales, o que favorece uma melhor aproximaggo das derivadas e integrais numéricas.

4.2 Simulacdes, resultados e discussdes

Para verificar a precisdo do primeiro método de identificagio dos coeficientes de rigidez
abordado por este trabalho serd usado o software Ansys 7.0. Como o método tem por objetivo
identificar tais propriedades de um material desconhecido, ele parte do principio que tal material
seja a priori anisotropico, cuja solugio é obtida de uma equacdo diferencial para placas finas
anisotrépicas. Portanto, espera-se que para um material que ndo seja anisotrépico, haveri
repeti¢do de alguma constante elastica e a anulagfio de outras, definindo-se assim uma isotropia
ou ortotropia. No Ansys, para a verificagio do presente método, foram considerados trés
materiais, sendo um isotrépico (aco), um ortotrépico (compdsito carbono/epéxi) e um
anisotrépico (compdsito carbono/epéxi), cujas propriedades eldsticas sio dadas na tabela 4.2-1
(GREDIAC, 1996). Com estes dados, através da analise modal numérica, baseada em elementos
finitos, obteve-se os valores requeridos (as freqiiéncias naturais e os autovetores de seus
respectivos modos préprios) para os trés modos especificos; um de tor¢do e dois de flexiio (ou os

que mais se aproximam destes modos). Esses valores por sua vez foram os dados de entrada para
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um programa desenvolvido no software Matlab 7.0 onde foram executados todos os célculos
necessarios (diferencas finitas, integracdo numérica, interpolagéio e minimos quadrados) para a
obtenclio da solugdo da equacdo diferencial e conseqiientemente dos valores das rigidezes
procuradas. De posse destes valores torna-se possivel a comparag@o entre as propriedades que
foram utilizadas como dados de entrada no Ansys com as obtidas com a aplicagdo do método. O
fluxograma representado pela figura 4.2-1 mostra a relagio de utilizag@o dos programas para a

verificagio deste primeiro método.

Freqiiéncias
naturais

“Matlab™:
> > resolugdo do

problema

Modos proprios
“Ansys”: placa
com Propriedades
propriedades obtidas
elasticas
conhecidas

Comparacéo dos
resultados

figura 4.2-1: esquema de utilizagfo dos programas para o primeiro método
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Tabela 4.2-1: caracteristicas geométricas e propriedades das placas utilizadas para a verificagdo

do método.
Caracteristicas Placa 1: isotrépica Placa 2: Placa 3:
Aco ototrépica anisotroépica
Carbono/epéxi Carbono/epoxi
[0]s [0,45,90,135];
Dy (Nmm) 178119,9 93381,7 64363,9
D32z (N'am) 178119,9 7717,5 24155.8
D2 (N'mm) 53405,1 2546,8 8875,1
Dss (N'mm) 62434.6 37816 10032,7
D (Nmm) 0,0 0,0 6019,6
D36 (N'mm) 0,0 0,0 6019,6
E; de cada lamina 210000 120000 120000
(MPa)
E; de cada 1amina 210000 10000 16000
(MP2)
Gz de cada ldmina 80800 4900 4900
(MPa)
Coeficiente de 0,3 . 0,3 0,3
Poisson de cada
1&mina _
Largura (mm) 350 350 350
Comprimento (mm) 450 450 450
Espessura do 2,1 2,1 2,1
laminado (mm)
Densidade (Kg/mn) 7.8 1,510 1,510

88



Para a placa 1 foi utilizado no Ansys o elemento “SHELL63” com 4 nds por elemento e
para as placas 2 e 3 foi utilizado o elemento “SHELL99” com 8 nds onde as propriedades
elasticas e as dire¢des para cada lamina podem ser definidas separadamente. Para este caso, hd a
necessidade de se aumentar um ponto em cada elemento na posi¢io central para que seja possivel
utilizar o método das diferengas finitas. O valor das varidveis neste novo né foi obtida por

interpolagdo usando as fungdes de forma dos elementos finitos utilizados.

Considerando-se uma malha com 80 nés (elementos com dimensdes 50 x 50 mm) e 176
noés (elementos com dimensdes 35 x 30 mm com 4 nds) para a placa 1, como foi feito nos ensaios
experimentais, ¢ 501 nos (mais 150 nés que foram criados no Matlab para estes elementos) para
as placas 2 e 3 (elementos com dimensdes 35 x 30 com 8 nés), obteve-se os valores das

constantes elasticas mostradas na tabela 4.2-2, respectivamente,

Tabela 4.2-2: resultados para o primeiro método sem interpolagao.

Propriedades Placa 1 Erro Placal | Erro | Placa2 | Erro | Placa3 | Erro
elasticas 80 nds (%) 176 nés | (%) (%) (%)

D;; (N'mm) 229872 | 29,05 | 181178,8 | 1,72 | 955932 | 2,37 | 657623 | 2,17

Dy; (Nmm) | 218179,8 | 22,49 | 171566,7 | 3,68 | 7817,5 | 1,3 | 242574 | 0,42

Dz (N'mm) 743603 | 39,23 | S51811,8 | 2,98 | 2444.1 | 4,03 | 8860,1 | 0,17

Des (Nmm) | 63403,9 | 1,55 | 625289 | 0,15 | 3768,3 | 035 | 100342 | 0,015
Drs (Nmm) 118,5 - 0.1 - 0,2 [ 6058,1 | 0.64
Dzs (Nmm) | -370,0 - 4.0 - 0,1 T 5971,4 | 0,80

Utilizando-se essa mesma quantidade de nds para obter os pardmetros modais
(freqiiéncias naturais e modos) mas fazendo-se agora uma interpolagdo spline ¢ uma cibica no
Matlab para aumentar 5 vezes o numero de ndés em cada direcdo, obteve-se os valores das

constantes elasticas mostradas nas tabelas 4.2-3. ¢ 4.2-4.
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Tabela 4.2-3: resultados para o primeiro método com interpolacgdo spline.

Propriedades Placal | Erro(%) | Placa2 | Erro (%) | Placa3 | Erro (%)
elasticas
Dy (N'mm) 179695,1 0,88 93406,9 0,027 64281,8 0,10
D2z (Nmam) 180550,5 1,36 7782,5 0,84 241436 0,05
D;; (N'mm) 544930 2,03 2339.8 8,10 8682.2 2,17
Dss (N'mm) 62376,0 0,09 3750,2 0,83 10008,4 0,24
Djs (N'mm) -0.0000 - 0,0 - 5977,7 0,70
D325 (Nmm) 0.0004 - 0,0 - 5974,1 0,70

Tabela 4.2-4: resultados para o primeiro método com interpola¢do cibica.

Propriedades Placa 1 Erro (%) | Placa2 | Erro (%) | Placa3 | Erro (%)
elasticas
Dy (N'mm) 1771120 | 0,56 93287,3 0,1 64192,0 0,26
Dj; (N'mm) 174326,8 2,12 7749.5 0,4 24040,1 0,48
Dy, (Nmm) 52040,9 2,55 2326,8 8,63 8640,2 2,65
Dgs (N'mm) 62371,9 0,10 3750,1 0,83 10005,0 0,27
D6 (N'mm) -0,1 -- 0,0 -- 5967,5 0,86
D26 (N'mm) 0,3 - 0,0 - 5953,9 0,10

E possivel verificar, através das tabelas 4.2-3 e 4.2-4 acima, que com a interpolacio
houve uma melhora na precisdo dos resultados. As figuras 4.2-2 a 4.2-13 mostram os trés modos
e suas derivadas segunda da placa 1 com 176 nés, e as figuras 4.2-14 a 4.2-17 mostram o modo
de flexfo em x interpolado e sua derivada em x interpolada com interpolaggio spline e ciibica para

Hlustrar a diferenga entre as duas interpolagdes.

Os valores de D;; apresentaram os maiores erros, como pode ser visto nas tabelas 4.2-3 ¢
4.2-4. Este fato pode ser justificado por estar este par&metro relacionado com o efeito Poisson.
Umas das razdes principais ¢ certamente a pequena contribuigciio desta rigidez em todos os

modos.
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figura 4.2-3: derivada segunda em y do modo de tor¢o da placa de ago com 176 nds sem
interpolacfio.

¥ a0

®

figura 4.2-4: derivada segunda em x do modo de torgfio da placa de ago com 176 néds sem
interpolacio.
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figura 4.2-5: derivada segunda em xy do modo de tor¢io da placa de ago com 176 nés sem
interpolagdo.

y ¢ 0

figura 4.2-7: derivada segunda em x do modo de flexdo em y da placa de ago com 176 nos
sem interpolagio.
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figura 4.2-8: derivada segunda em y do modo de flex8io em y da placa de ago com 176 nds
sem interpolacgfo.

figara 4.2-9: derivada segunda em xy do modo de flexfic em y da placa de ago com 176 nds
sem interpolagao.

¥ x

figura 4.2-10: modo de flex@o em x da placa de ago com 176 nds sem interpolagdo.
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figura 4.2-11: derivada segunda em x do modo de flexdo em x da placa de ago com 176 nés
sem interpolago.

figura 4.2-12: derivada segunda em y do modo de flexfio em x da placa de ago com 176 nos
sem interpolago.

figura 4.2-13: derivada segunda em xy do modo de flexfio em x da placa de aco com 176
nos sem interpolacio.
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figura 4.2-15: derivada segunda do modo de flexf3o em x com interpclagio spline.
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Y b4

figura 4.2-16: modo de flex8o em x com interpolagfio clbica.

figura 4.2-17: derivada segunda em x do modo de flexfio em x com interpolagdo ctbica.
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Através destas figuras 4.2-15 e 4.2-17 pode-se perceber que com a interpolagio spline as
curvas das derivadas apresentaram ser melhores que as curvas com a interpolagfio ctbica. Isso
ocorre pois a interpolagfio ciibica nfio garante a continuidade da derivada segunda da fun¢fo em
todos os pontos. Estas interpolacdes sfo eficientes somente nos casos em que os modos
apresentam curvaturas suaves, sem muita variagdo de sinal. Caso o contréario, seria necessario um
nimero muito maior de pontos (nds), com os valores da fungfio conhecidos, 0 que tornaria a
analise modal experimental muito trabalhosa. Como os modos utilizados pelo método apresentam

essa caracteristica de suavidade, a interpolagéo melhorou a precis@o do método.

Com os valores apresentados pelas tabelas 4.2-2, 4.2-3 ¢ 4.2-4 pode-se perceber que o
método ¢ eficaz. Experimentalmente, o método foi testado para uma placa de ago, isotrdpica,
cujos valores das freqii€éncias naturais e dos modos proprios foram determinados através da
analise modal experimental. O fluxograma representado pela figura 4.2-18 mostra a relagdo de

utilizagdo dos programas para a verificagio deste primeiro método a partir de dados

experimentais.
Freqiiéncias
naturais
Anélise modal “Maﬂfb”
experimental » resolugdo do
problema
Modos
proprios
Propriedades Propriedades
“literatura” obtidas
Comparagéo
[13 en_ 0 bl

figura 4.2-18: esquema de utilizagfo dos programas para o primeiro método.
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Todos os aparelhos utilizados ja foram mencionados no capitulo 3. A tabela 4.2-5 abaixo
mostra os resultados obtidos para dois dos trés ensaios descritos, sem interpolaciio, e as tabelas

4.2-6 ¢ 4.2-7 mostra os resultados obtidos com interpolagdo spline e ctbica respectivamente.

Tabela 4.2-5: valores obtidos para a placa de ago utilizada nos ensaios experimentais sem
interpolag@o.

Propriedades Ensaio 1 Erro (%) Ensaio 2 Erro (%)
elasticas 80 176 nés
nos

D;; (Nmm) 505361,8 138,72 147941,2 16,94
D322 (N'mm) 181982,2 2,16 132462,4 25,63
Dy; (Nmm) 238023,1 345,69 30761,1 42,40
Dgs (N'mm) 58292,7 6,63 66407,8 6,36
Dys (N'mum) 332708 - -13428 =
D36 (N'mm) -6719,7 -- ~-4493 --

Tabela 4.2-6: valores obtidos para a placa de ago utilizada nos ensaios experimentais com
interpolag@o spline.

Propriedades Ensaio 1 Erro (%) Ensaio 2 Erro (%)
elésticas

Dy (Nmm) 467078,9 162,22 2491494 39,87
Dz (N'mm) 155578,6 12,65 140192 21,29
Dz (Nmm) 220833,3 313,5 41248,1 22,76
Dgs (N'Tm) 63723,2 2,06 72116,1 15,5
Djs (N'mm) 62189,7 - -39623,9 -
D36 (N'mm) -1332,4 -- -14505,6 --
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Tabela 4.2-7: valores obtidos para a placa de ago utilizada nos ensaios experimentais com
interpolag@o cubica.

Propriedades Ensaio 1 Erro (%) Ensaio 2 Erro (%)
elasticas

Dy (N'mm) 354688,6 99,129 1872058 5,10
D;; (Nmm) 141596,6 20,50 155065,9 12,94
Dy; (N'mm) 202085,0 278,4 354433 33,63
Dgs (N'mm) 57374, 8,10 65396,6 4,74
Djs (N'mm) 240832 e -17936,6 e
D26 (N'mm) -88,1 - ~7563,6 --

Pelas tabelas 4.2-6 € 4.2-7 pode-se perceber que mesmo com a interpolagdc nio houve,
em geral, melthoras nos valores obtidos. Isso ocorreu devido aos erros experimentais surgidos nas

medi¢Oes dos pontos (nos).

As figuras 4.2-19 a 4.2-24 mostram os modos obtidos experimentalmente sem

interpola¢fo e com interpolacfio clibica para a placa utilizando-se 176 nds.

¥ x

figura 4.2-19: modo de flexfo em y da placa experimental do ensaio 2 sem interpolagfo.
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.

figura 4.2-22: modo de flexdo em y da placa experimental do ensaio 2 com interpolacgfo cibica.
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figura 4.2-24: modo de tor¢fo da placa experimental do ensaio 2 com interpolac@o cuibica.

De acorde com os valores obtidos, pode-se perceber que este método abordado para
identificacfic das constantes eldsticas ¢ um método eficiente e preciso, desde que os valores
requeridos como dados de entrada sejam também muito precisos. Esta precisdo esté relacionada
diretamente com a analise modal, 0 que exige que a mesma seja muito bem executada, utilizando-
se aparelhos e procedimentos adequados. Os aparelhos utilizados na anélise modal neste trabalho
ndo sdo adequados para obter a precisfio requerida neste método. Somente mostrou adeguado
para obter as freqiiéncias naturais. Para materiais compoésitos leves, esses erros poderiam ser

ainda maiores. Também, para materiais em gue o amortecimento € alto e ha uma defasagem entre
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0s auto-vetores de um determinado modo, este método também pode apresentar erros. O
amortecimento faz com que na ressonancia, os pontos ndo atinjam os valores maximos e minimos
simultaneamente. E daf o fato de haver uma defasagem entre eles. O amortecimento também nio

¢ considerado no modelo matematico utilizado neste método.

As dimensdes da placa (que sdo largura, comprimento ¢ espessura ) e dos elementos da
malha, e a densidade do material utilizadas para a determinagfio das constantes eldsticas por este
primeiro método devem ser precisamente medidas, pois seus valores influenciam diretamente nos
valores das constantes calculadas. Isso porqué o Método da Diferencas Finitas e Integragfo
Numérica requer os valores pontuais da fungdio que esta sendo aproximada (neste trabalho ¢ a
fungdo flecha) e o distanciamento destes pontos entre si, que sfo dados pelas dimensdes, largura ¢
comprimento, dos elementos da malha. Portanto, as medidas dos pontos na analise modal devem
ser cuidadosamente realizadas em suas posi¢des pré-definidas, que representam os nés da malha
na placa. A densidade do material e a espessura da placa séo valores aplicados diretamente na

equagdo diferencial (4.1-15) e, portanto, influenciam também diretamente no problema.

Uma das dificuldades deste primeiro método é encontrar os trés modos especificos (torcfo
¢ dois de flexdo) através da andlise modal experimental, ja que para cada material h4 uma ordem
propria para que estes modos surjam, que por sua vez, estd relacionado com a facilidade ou nio
de vibrarem em tais modos dependendo da freqiiéncia, como foi visto no capitulo 3. Portanto, a
principio, trata-se de um frabalho de identificacio dos modos requeridos, utilizando-se um
numero major de freqtiéncias nas FRFs para a andlise. Como foi visto também no capitulo 3, o
fato dos mesmos modos em materiais diferentes apresentarem auto-vetores diferentes, ndo é
possivel usar para este método os auto-vetores de modos calculados numericamente com
freqtiéncias naturais calculadas experimentalmente (correspondentes a estes modos). Ou, em
outras palavras, utilizar um modo de torgio ¢ os dois modos de flexdo de um material qualquer,
calculado numericamente, e as freqiiéncias naturais para o modo de tor¢do e os de flexdio
caleulados experimentalmente, na placa real. Esse fato pouparia o trabalho de se ter que medir

varios pontos experimentais e, também, facilitaria a utilizago de uma malha mais refinada.
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Capitulo 5 — Segundo método

5.1 Otimizacio de projeto no Ansys 7.0
5.1.1 Introdu956 a otimizacio

No Ansys (7.0) existem, fundamentalmente, dois tipos diferentes de otimizagfio. O
primeiro, refere-se ao “Design Optimization”, que trabalha inteiramente com uma linguagem
propria chamada “Ansys Parametric Design Language” (APDL) e estd contido em seu préprio
mddulo (/OPT). Este tipo de otimizagio permite o controle do usudrio na defini¢o das fungdes e
dos pardmetros (fun¢dio minimizadora, gradientes e projetos de experimentos) na linguagem
APDL que serfo minimizados e restritos pelos métodos de otimizagdo. O outro tipo de
otimizacio € a “Topological Optimization”, que é uma forma propria de otimizacfio. Ela ¢,
algumas vezes, conhecida também como “Layout Optimization” na literatura. O objetivo desta
forma de otimizagdo € encontrar o melhor uso do material do corpo, tal que, um critério objetivo
(como rigidez global, freqliéncia natural, etc) leve a um valor maximo ou minimo, sujeito &
restricdes dadas (como por exemplo, reducgdo de volume). A funcfo distribuicio de material em
todo o corpo serve como pardmetro de otimizacfio, e o usudrio precisa definir o problema
estrutural (propriedades do material, modelo do elemento finito, cargas, etc) e a fungdo objetivo
(a fung8o que serd minimizada ou maximizada). As variaveis de estado devem ser selecionadas
por um critério pré-definido. O “Topological Optimization™ ndo faz parte do médulo “Design
Optimization” mas esta agregado as estruturas padrfes do Ansys: pré-processamento, solugio €
pos-processamento. Nio requer linguagem APDL e, portanto, nfo requer a definigio explicita

dos pardmetros de otimizag8o, como as variaveis independentes a serem otimizadas.

5.1.2 Introducio ao “Design Optimization”

Este méddulo do Ansys (7.0) ¢ uma parte integral do programa que pode ser empregada

para se determinar o projeto 6timo. Este projeto 6timo é, por sua vez, o melhor projeto em
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relagéio a um critério predefinido. Em muitas situagdes, a minimizacio de uma tnica fungdo pode
ndo ser o objetivo principal, tendo também que atender a algumas restri¢des estabelecidas para o
projeto como, por exemplo, limites de tensGes, geometria, deslocamento, fluxo de calor etc. O

Apéndice-B apresenta os conceitos basicos de otimizacdo bem como a nomenclatura utilizada

neste capitulo.

Enquanto se trabalha em busca de um projeto Gtimo, as rotinas de otimizagio do Ansys
(7.0) empregam trés tipos de varidveis que caracterizam o processo de projeto: varidveis de
projeto, varidveis de estado e fungdo objetivo. Estas varidveis, conhecidas como varidveis de
otimizacdo, sdo representadas por pardmetros escalares na linguagem APDL e representam um
passo essencial para a qualidade do processo. As varisveis de projeto sdo varidveis independentes

do problema e podem ser representadas por um vetor:
Zh=lx x % A 1] (5.1-1)

Estas variaveis estfo sujeitas a restrigdes em que se define um limite méximo e minimo de

forma que:
X, S x, S;:; (i=12A ,n); (5.1-2)
sendo 7 0 ntmero de varidveis de projeto.

As restrigbes das varidveis de projeto referem-se freqiientemente ao tamanho das
restrigSes e definem o que se chama comumente como espago de projeto factivel (ou aceitdvel).

A funcio a ser minimizada é:

f=rlx}, (5.1-3)

que € uma funcfo das varisveis de projeto. Esta funcdo esta sujeita a:
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gbP<g; (=123m), (5.1-4)

.‘Z"_:x = kj({x}); (1 = 152s3n"'nm2)a ( 5.1.5 )
W, SW,({x})S;,-; (im1,2,3,~~,m3), (5.1-6)

em que:

f 1 é afunglio objetivo, dependente das variaveis de projeto;

g, h e w: sdo varidveis de estado. A barra subscrita representa 0 menor limite ¢ a barra

sobrescrita representa o maior limite;

m, + m, + m,: nimero de varidveis de estado restritas com valores limites.

As variaveis de estado s3o varidveis dependentes e variam com o vetor {x} de variveis

de projeto. As equagBes acima definem o problema de minimizag¢#o restrito, no qual o objetivo é

a minimizac3o da funco objetivo f sob as restricdes impostas.

No Ansys, para as varidveis de projeto, deve-se definir wma tolerdncia maior que zero
com a mesma unidade desta variavel. Podem ser utilizadas no méximo 60 varidveis de projeto. Ja
para as variaveis de estado, pode-se definir ou um limite maximo e minimo, ou apenas um lirnite
e, também, deve-se definir wma tolerfncia maior que zero com a mesma unidade desta vanavel.
O Ansys permite o uso de até 100 variaveis de estado. Com relagdio & fungfo objetivo, em um
problema no “design optimization” pode-se definir apenas uma desta varidvel. E assim como
ocorre com as outras duas variaveis, deve-se definir uma tolerncia com a mesma unidade desta

variavel.
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3.1.3 Grupos de projetos factiveis e infactiveis

As configuragdes do projeto, que satisfazem todas as restrigdes, sdo referidas como
projetos factiveis (ou aceitdveis, ou ainda, possiveis). Ja as configuragSes em que ha violagdo de
uma ou mais restrigdes sdo os projetos infactiveis (ou nio aceitdveis, ou ainda, impossiveis). Para
se definir um espago de projeto possivel, uma tolerdncia deve ser adicionada em cada um dos
limites (no maior limite ¢ no menor Limite) das varidveis de projeto. Entlio, se {x} & um dado

grupo de varidveis de projeto 6timo de um passo qualquer, tem-se:

{x}*m(xf X, X, e x;), (5.1-7)

e este projeto pode ser considerado factivel somente se:

g: mg,.({x}')s §i+ai; (i=1,2,3,-=~,m1), (5.1-8)
h-B sk =h{lx}); (=123m,), (5.1-9)
w,~7 <w =w(ixf ) w4y (=123m,), (5.1-10)

sendoa,, B, e y,: as tolerdncias.

E, para as varidveis de projeto 6timo, tem-se:

—i

x <x <x; ((=12,,n) (5.1-11)

desde que nenhuma toleréncia seja adicionada s restrigdes das variaveis de projeto.
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5.1.4 Grupo de melhor projeto

Os grupos de projeto sfio gerados por métodos ou ferramentas de otimizag8o através de
processos iterativos, e o projeto dtimo €, entdo, determinado, € o seu valor armazenado, O melhor
grupo de varidveis de projeto, que representa o projeto étimo, ¢ determinado sob uma das

seguintes condigdes:

e se¢ existem um ou mais grupos factiveis, o melhor projeto sera aquele factivel em que o valor
da funcio objetivo € menor, ou em outras palavras, serd ¢ projeto que mais precisamente

concorda com os objetivos matematicos representados pelas expressdes (5.1-3) a (5.1-6);

* setodos os grupos sdo projetos infactiveis, o melhor projeto serd aquele que mais se aproxima

de um projeto factivel, independente do valor da funcéo objetivo.

5.1.5 Métodos de otimizacio e ferramentas de projeto

O procedimento de otimizagio do Ansys oferece dois métodos e algumas ferramentas
que, em varias formas, tentam se enquadrar na formulagio matematica geral acima, representada
pelas expressdes (5.1-3) a (5.1-6). Os métodos de otimizacio (Método de aproximagdo por
subproblema e Método de otimizagéo de Primeira-Ordem) transformam o problema restrito em
um irrestrito que sera eventualmente minimizado. J4 as ferramentas de projeto, ao contrério, ndo
executam minimizacio diretamente, mas oferecem meios alternativos para se compreender ¢
espago de projeto e o comportamento das varidveis dependentes. As ferramentas oferecidas pelo

Ansys sdo: “Single — Loop”, “Randon”, “Sweep”, “Factorial” ¢ “Gradiente”.

Dependendo do problema, o Ansys permite ao usuario implementar um algoritmo de

otimizagdo externo, onde seus algoritmos ja existentes sfo ignorados.
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3.1.6 Método de aproximaciio por subproblema

Este método de otimizagdo pode ser descrito como um método de ordem-zero, avancado,
em que requer somente os valores das varidveis dependentes (funcio objetivo e variaveis de
estado) e ndo de suas derivadas. Essas varidveis dependentes sfio aproximadas por meio de
ajustes de minimos quadrados e o problema de minimizag8o restrito ¢ convertido em um
problema de minimizag3o irrestrito através do uso de fungdes penalidades. Portanto, esses dois
conceitos (uso de aproximages para a funcdo objetivo e para as variaveis de estado, ¢ a
conversdo de um problema restrito para um problema irrestrito) representam um papel primordial
neste meétodo. A minimizaciio € entio executada em toda iteragdo sobre a fungdo penalidade,
aproximada (chamada de subproblema), até que a convergéncia ou algum critério de parada seja
encontrado. Cada iteragio neste método representa um loop completo de anilise por elementos

finitos.

Como este método depende das aproximacdes para a fungfo objetivo e de cada varjavel
de estado, uma certa quantidade de informagBes preliminares & requerida. Estas informagdes, por
sua vez, podem ser definidas diretamente pelo usuirio com o uso das ferramentas de otimizag&o.

Caso isso ndo ocorra, o método gerara, por si s6, grupos de projetos 6timos.

5.1.6.1 Meétodos de aproximacées

O primeiro passo na minimizacdo do problema restrito & representar cada varidvel

dependente por uma aproximagdo. Para a notagio “ ~ ” representando esta aproximagio, tem-se:

FE&P = 1D+ erro; (5.1-12)
&(lx) = e(txP+erro; (5.1-13)
A(x}) = h({x)+erro; (5.1-14)
W{xf) = wl{x})+erro. (5.1-15)
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A forma mais complexa que a aproximacio pode assumir ¢ uma representacdo

completamente quadrética com termos cruzados. Usando o exemplo da fungio objetivo, tem-se:
f=ay+Y ax+Y > bxx;. (5.1-16)
i i

A forma corrente de ajuste varia de iteragio para iteragio e é determinada geralmente pelo
programa (mas permite algum controle do usuério). Uma técnica de minimos quadrados

ponderada é usada para determinar os coeficientes a, e b, da equagdo (5.1-16) anterior. Por

exemplo, 2 norma erro por minimos quadrados ponderados para a fungéo obj etivo tem a forma:

2
>

g =3 o070 - 0]
I

(5.1-17)

sendo:
@) 0 peso associado 2 iteragdo j;
nd: niimero corrente de iteragdes de projetos.
Similarmente, as normas E° sdo formadas para cada varidvel de estado. Os coeficientes
da equagdo erro sio determinados minimizando E* com relaglo aos coeficientes. Os pesos

usados sdo calculados em uma das seguintes formas:

e baseado nos valores da fungdo objetivo, onde os passos de projeto com baixos valores para a

funcio objetivo tem peso alto;

o baseado nos valores da funggio objetivo, onde os passos de projeto sfo mais préximos para o

peso alto de admissdo do projeto;
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* baseado na possibilidade, onde os passos factiveis tem peso alto e os passos infactiveis tem

peso baixo;
* baseado em uma combinagio dos trés pesos descritos acima;
* todos 0s pesos so unitérios para todos os J.

Um certo niimero de iteracdes (passos) do projeto deve existir de maneira a formar as
aproximacQes; caso contrario, passos de projetos aleatérios serdo gerados até que o ntimero
requerido seja obtido. Qu seja:

nd <n+2; {5.1-18)
ndzn+2, (5.1-19)
sendo:

nd: nimero de passos de projeto;

n: mumero de variaveis de projeto.

Enquanto mais passos sio gerados, os termos incluidos na equaco (5.1-16) de f

aumentarm.

5.1.6.2 Minimizando a aproximacio por Subproblema

Com as aproximagBes das funcdes, o problema de minimizagio representado pelas

equagdes (5.1-3) a (5.1-6) pode ser reescrito como:
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* minimizar a fungio

7 =7, (5.1-20)
* sujeito a
X <x 2x; ((=12,,n), (5.1-21)
g =gt )<z va; (=123,,m), (5.1-22)
h-B <k =hllx}); (=123 .m), (5.1-23)
w7, < =)< w45 (=123m,). (5.1-24)

O préximo passo ¢ a converso destas equagdes (5.1-20) a (5.1-24) de um problema

restrito para um problema irrestrito. Portanto, por meio das fungdes de penalidade, tem-se:
Fixhpe)=71 +ﬁ)px[ZX(x,)+ >6(2)+ Y Hh )+ ZW(»?»,-)}, (5.1-25)
i=1 i=l i=1 f=1

sendo X a fungdo penalidade usada para impor as restricbes das varigveis de projeto; G, He W
sdo as fungdes de penalidade para as restricdes das varidveis de estado. O valor de referéncia da
fungfo objetivo, f,, € introduzido de forma a encontrar unidades consistentes. A funcdo objetivo
irrestrita, F({x}, p), também conhecida como superficie resposta, varia com as variaveis de

projeto € com a quantidade p,, que é um parfmetro da superficie resposta. Uma téenica de

minimizacfo irrestrita segiiencial, SUMT (ANSYS 7.0 USER’S MANUAL), € usada para
resolver a equacdo (5.1-25) para cada iteragdo. O subscrito K reflete o uso de sub-iteractes

executadas durante a solugfio do subproblema, segundo o qual, o parimetro superficie resposta ¢
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aumentado em valores ( p, < p, < p,-) para encontrar a precisdo dos resultados convergidos e

garantir que as restriges estejam na regifio factivel.

Todas as fungdes penalidade utilizadas sdo do tipo interior estendido. Por exemplo, perto

do limite mais alto, a funcfo de penalidade da varigvel de projeto € formada como:

X(x,.)x{clwz/(x'x‘) ©oE i_“g(i—z)},(ml,z,m,n), (5.1-26)

sendo:
€, 6,,¢5 € ¢, constantes que sfo calculadas internamente;
£ : numero positivo muito pequeno.
Um procedimento similar € feito para as variaveis de estadp.

A técnica SUMT ¢ um algoritmo empregado para buscar a funcio objetivo irrestrita

minima representada por £ 2 para a iteracfio (ou passo) j, onde:
&V - F1Y como FO s FU), (5.1-27)
sendo {¥ }U ! o vetor de variaveis de projeto correspondente a F V.
O passo final executado para cada iteragiio de projeto é determinar o vetor de varidveis de

projeto, {x}{f +l}, a ser utilizado em uma préxima iteragdo, (j-+1). Este vetor {x}(f*]) €

determinado comeo:

G = 0 o) - ), (5.1-28)
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sendo {x}m um vetor de constantes do passo do melhor projeto, e C é uma constante que varia
entre (0.0) e (1.0) escolhida internamente pelo software e é baseado no niimero de solugdes
mfactiveis.

5.1.6.3 Convergéncia

As iteragGes das aproximagSes por subproblemas continuam até que a convergéncia seja

encontrada ou até que algum critério de parada seja alcangado. A convergéncia é assumida
quando, ou a iteragio atual {x}*’, ou a anterior {x}'™", ou a melhor {x}*, seja um projeto

factivel, € uma das seguintes condi¢des seja satisfeita:

|F9 - 19, (5.1-29)
- r9)<e, (5.1-30)
(X0 < g (=1.2,,m); (5.1-31)
iﬂ”mx&uﬁﬁﬁ’ﬁ=1£;”Jﬂ, (5.1-32)

sendo 7 e p; as tolerdncias da fungdo objetivo e das varidveis de estado, respectivamente.

Se as condi¢Ses representadas por estas equagdes (5.1-29) a (5.1-32) nfio forem satisfeitas,
entdo o término das iteracSes pode ocorrer se uma das duas condigdes (5.1-33) ou (5.1-34) abaixo

forem encontradas:

ns = Ns, (5.1-33)

ns; = Ns,, (5.1-34)
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sendo: ns, niimero de iteragdes do subproblema; Ns, niimero maximo de iteragdes; zs,, nimero

de passos seqiienciais impossiveis; Ns,, nimero méximo de passos seqiienciais impossiveis.

3.1.7 Método de otimizac¢io de Primeira-Ordem

Este meétodo de otimizagdo calcula e faz uso de derivadas. A formulagiio do problema
restrito, expressada anteriormente, é transformada em um problema irrestrito através de funcdes
penalidades. As derivadas séo formadas para a fun¢do objetivo e para as fungdes de penalidade
das varidveis de estado, levando a uma dire¢fio de busca no espago de projeto. Virias buscas de
dire¢do conjugada e de melhor passo descente sfo executadas durante cada iteraco, até que a
convergéneia seja encontrada. Cada iteragdo € composta de sub-iteragBes, que incluem calculos
dos gradientes (derivadas) e de dire¢des de busca, ou em outras palavras, uma iteragfo de
otimizagdo de projeto de Primeira-Ordem executa varios loops de andlise. Ao contririo do
método de subproblemas, a representacio do modelo de elementos finitos atual é minimizada e
nfo aproximada. E um método que exige mais esforgos computacionais, porém € mais preciso

que o método de subproblemas.

5.2 Definicdo do problema de otimizacio para a identificacio dos
pariametros elasticos

De acordo coma definiio de projeto 6timo apresentada no Apéndice-B, o processo de
determinacgio das constantes elasticas para placas finas através deste presente método pode ser
formulado. Trata-se de um método de aproximagéo alternativo e répido, nio destrutivo, em que
as constantes elasticas, que sdo as varidveis desconhecidas, sio determinadas inversamente. E
baseado no método numeérico de Elementos Finitos combinado a um método de otimizagZo em

que requer freqiiéncias naturais experimentais e numéricas do corpo/estrutura em analise.

Dado o problema de projeto 6timo representado de forma geral como:
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¢ Minimizar uma fungio F = f(x),

gi(x)sgi’ f=1=2=3:“'9m
o Supeitoay A <h(x)  i=123...m,

w, Sw, Sw,, i=123,..,m

a formulagéo do problema para este presente trabalho pode ser feita identificando-se as varidveis

de otimizagdo. Sendo assim, a fungdo objetivo a ser minimizada é definida como:

n 0
F= Z(f e J (5.2-1)

i=l xp

sendo f

nm

a freqiiéncia natural do modo (i) calculada numericamente pelo software comercial de
Elementos Finitos e ]ﬂ,&’g € a freqii€ncia natural do mesmo modo (i) medida experimentalmente.

Esta func¢io estd elevada ao quadrado para que seja sempre positiva. As varidveis de estado s3o
definidas como sendo as freqliéncias naturais numéricas que sdo, por sua vez, varidveis implicitas
das variaveis de projeto. As varidveis de projeto sBo as constantes elasticas que se deseja
encontrar. Seu nimero depende do tipo de material (como pode ser visto na tabela 2.2-2). Este
metodo requer, portanto, um chute inicial para tais constantes para que o processo iterativo tenha
inicio. A cada loop o programa testa automaticamente novas varidveis de projeto, de acordo com
as restri¢des impostas inicialmente, e calcula as novas freqiiéncias naturais. Com estes valores é
feito a comparacdo com as freqliéncias experimentais através da funcfio objetivo no préprio
programa. Este processo ¢ entfio continuo até que a convergéncia ou algum critério de parada seja

satisfeito.

Como o problema de otimiza¢do sera executado em um software comercial, as definicSes
das varidveis e demais exigéncias devem ser realizadas de acordo com as recomendagdes do
proprio programa. Neste trabalho foi utilizado o software Ansys (7.0) onde todas as varidveis de
otimizagdio com suas respectivas tolerincias juntamente com as demais varidveis devem ser

escritas de forma parametrizada em uma linguagem prépria deste programa, chamada de APDL.
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Dos métodos e ferramentas de otimizagdo oferecidos por este programa ¢ de acordo com o

problema a ser resolvido aqui, 0 Método de Aproximagio por Subproblemas ser4 o adotado.

5.3 Simulacées, resultados e discussoes

Inicialmente, para verificar a eficiénecia deste segundo método de identificacio de
parametros elasticos abordado neste trabalho, foi utilizado somente o software Ansys, sem
nenhum dado experimental. Os valores das constantes elasticas das placas utilizadas como
valores de referéncia serviram para calcular as freqiiéncias naturais numéricas, Essas freqiiéncias
obtidas foram consideradas como sendo as freqgiiéncias experimentais que foram utilizadas na
func@io objetivo. Cinco grupos de valores iniciais foram utilizados para cada placa em uma
primeira etapa, onde as tolerdncias das varidveis de otimizacfio e os limites das varidveis de
projeto e de estado eram maiores. Os cinco grupos tinham valores que iam desde muito menores
até muito maiores dos valores de referéncia. Dos resultados deste primeiro estagio foi feito uma
meédia e a partir desta foi feito um melhoramento (“aperto™) nas tolerdncias e nos limites das
variaveis de otimiza¢io para serem entfo utilizados em uma segunda etapa. Nesta, os valores
obtidos na média do primeiro estagio foram utilizados como sendo os novos dados de entrada.

Com os novos resuitados foi entfo calculado o erro em relagio aos valores de referéncia.

A figura 5.3-1 mostra o fluxograma das etapas do processo de determinagdo das constantes

elésticas para o segundo método.
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Freqiiéncias naturais Considera as freqiiéncias Ansys:

obtidas pelo Ansys — naturais numéricas como Otimizagdo
elementos finitos —> sendo as freqiiéncias | 1% 2% etapas

naturais experimentais

Ansys: Propriedades
“placa com _ obtidas pela
propriedades elasticas ' otimizagdo
conhecidas”
Comparagéio
CCErro!ﬂ

figura 5.3-1: fluxograma das etapas do processo de determinagio das constantes elasticas para

verificagdo do segundo método

5.3.1 Primeira simulacio
Para uma primeira simulagdo foi utilizada uma placa isotr6pica, de ago, cujas

caracteristicas s3o dadas na tabela 5.3-1 abaixo, que s3o as mesmas utilizadas no primeiro

método abordado neste trabalho.
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Tabela 5.3-1: caracteristicas da placa 1 utilizada na primeira simulagéo.

Caracteristicas da placa 1
E (MPa) 210000
v 0,3
Dimensdes (mm) 450x 350x 2,1
Densidade (Kg/mm®) 7,861x10®

Para esta placa foi utilizado o elemento “SHELL93” do Ansys e uma malha com
elementos de 30 x 35 mm. Como pode ser visto na tabela 5.3-1, foram utilizados somente duas
constantes elasticas, ou seja, somente duas variiveis de projeto. A tabela 5.3-2 abaixo mostra as
freqiiéncias naturais calculadas numericamente a partir dos valores da tabela 5.3-1 e que foram

consideradas como sendo as freqiiéncias naturais,

Tabela 5.3-2: freqiiéncias utilizadas como sendo as freqgiiéncias naturais experimentais.
Freqiiéncias (Hz) | 44,463 54,935 95,309 106,22 127,03 159,63

A tabela 5.3-3 abaixo mostra os valores das tolerancias utilizados na primeira etapa do

processo de identificagdo das constantes elésticas.

Tabela 5.3-3: toleréncias e limites das varidveis de otimizago para a primeira etapa; placa 1.

Tolerancias e limites das varidveis de otimizagio para a placa 1 na primeira etapa
Toleréncia para a varidvel de projeto (£) MPa 100
Tolerincia para a varidvel de projeto (v) 0,1
Toleréncia para as varidveis de estado (fyu.) Hz 1
Tolerdncia para a funcdo objetivo 0,01
Limite maximo para a varidvel de projeto (£) MPa 250000
Limite minimo para a variavel de projeto (£) MPa 150000
Limite méximo para a variavel de projeto (v) 0,4
Limite minimo para a varidvel de projeto (v) 0,2
Limite maximo para as varidveis de estado (f,,) Hz LO5(frum)
Limite minimo para as varidveis de estado (fo.) Hz 0,95(frum)
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A tabela 5.3-4 mostra os cinco grupos de valores iniciais utilizados para iniciar o processo

iterativo de identificag@o das constantes elasticas.

Tabela 5.3-4: grupos de valores iniciais para as varidveis de projeto.

Constantes Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
elasticas | '
E (MPa) 500 50000 150000 250000 500000
v 0,2 0,35 0,4 0,35 0,2

A tabela 5.3-5 mostra o s resultados obtidos no processo de o timizagiio para os valores

iniciais apresentados na tabela 5.3-4.

Tabela 5.3-5: resultados obtidos da primeira etapa.

Constantes | Grupol | Grupo2 | Grupo3 Grupo4 | Grupoe s Média
elasticas
E (MPa) 208870 208810 208870 208800 216220 210314

v 0,323 0,323 0,323 0,293 0,288 0,31

Com o valor da média dos cincos grupos foi feito um “aperto” nos limites e toleréncias. A

tabela 5.3-6 abaixo mostra estes novos valores.
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Tabela 5.3-6: tolerdncias e limites das varidveis de otimizacgo para a segunda etapa; placa 1.

Tolerancias e limites das varidveis de otimizacio para a placa 1 na segunda etapa
Tolerancia para a variavel de projeto (E) MPa 30
Tolerancia para a variavel de projeto (v) 0,01
Toleréncia para as variaveis de estado (foum) Hz 0,5
Tolerancia para a fungio objetivo 0,001
Limite maximo para a variavel de projeto (£) MPa 220000
Limite minimo para a variavel de projeto (£) MPa 205000
Limite maximo para a varidvel de projeto (v) 0,34
Limite minimo para a variavel de projeto (v) 0,28
Limite méximo para as variaveis de estado (fuum) Hz 1,02(foum)
Limite minimo para as variaveis de estado (fruum) Hz 0,98(frum)

Utilizando os valores obtidos pela média, mostrado na tabela 5.3-5 ¢ considerando os

dados da tabela 5.3-6, obteve-se 08 v alores a proximados d as ¢ onstantes procuradas. N a tabela

5.3-7 abaixo estes valores sfio apresentados.

Tabela 5.3-7: resultados obtidos da segunda etapa.

Constantes | Média da Valor Erro

elasticas | primeira | encontrado| %

etapa
E (MPa) 210314 209826 0,08
v 0,31 0,308 2,6

De acordo com os dados obtidos pela tabela 5.3-7 acima, pode-se notar que o método de
identificagdo das constantes através de otimizagio quando foi aplicado a um material isotrépico

utilizando-se de apenas duas constantes eldsticas como sendo os dados de entrada apresentou um

resultado muito satisfatorio.
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5.3.2 Segunda simulacio

Nesta s egunda simulagdo foi utilizada a mesma placa da s imulagio anterior, sé que ao
mnvés de utilizar somente duas constantes eldsticas como varidveis de projeto, foram utilizadas

quatro. A tabela (2.8) mostra as caracteristicas desta placa.

Tabela 5.3-8: caracteristicas da placa 1 utilizada na segunda simulag3o.

Caracteristicas da placa 1
E; (MPa) 210000
E; (MPa) 210000
G2 (MPa) 80800
viz 0,3
Dimens&es (mm) 450x350x 2,1
Densidade (Kg/mm®) 7,861x10°

Para esta placa as freqiiéncias obtidas s8o mostradas na tabela 5.3-9 abaixo.

Tabela 5.3-9: freqiténcias utilizadas como sendo as freqiiéncias experimentais.

Freqiiéncias (Hz) | 44,989 55,575 96,419 107,48 128,52 161,49

E as tolerincias e limites para a primeira etapa sdo apresentadas na tabela 5.3-10.
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Tabela 5.3-10: tolerdncias e limites das varidveis de otimizag¢do para a primeira etapa; placa 1.

Tolerincias e limites das varidveis de otimizacdo para a placa 1 na primeira etapa
Toleréncia para a variavel de projeto (£;) MPa 100
Toleréncia para a varidvel de projeto (£,) MPa 100

Tolerancia para a variavel de projeto (G,2) MPa 100
Tolerancia para a variavel de projeto (v;2) 0,1
Toleréncia para as varidveis de estado (f,m) Hz i
Toleréncia para a fungéio objetivo 0,01
Limite maximo para a variavel de projeto (£;) MPa 250000
Limite minimo para a varidvel de projeto (E;) MPa 150000
Limite maximo para a variavel de projeto (£;) MPa 250000
Limite minimo para a varidvel de projeto (£>) MPa 150000

Limite méximo para a varivel de projeto (G;;) MPa 100000

Limite minimo para a varidvel de projeto (G;;) MPa 50000
Limite méximo para a variavel de projeto (v;2) 0.4
Limite minimo para a varidvel de projeto (v;7) 0,2

Limite maximo para as variaveis de estado (f,,,,,) Hz L,05(fum)

Limite minimo para as variaveis de estado (fy,») Hz 0,95(f )

Os grupos de valores iniciais para as constantes eldsticas sdo mostrados na tabela 5.3-11

abaixo.

Tabela 5.3-11: grupos de valores iniciais para as varidveis de projeto.

Constantes Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupe §
elasticas
E; (MPa) 500 50000 150000 250000 500000
E; (MPa}) 400 40000 190000 230000 600000
G2 (MPa) 100 6000 81000 90000 250000
V2 0,2 0,35 0,4 0,35 0,2
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Para estes valores, os resultados para a primeira etapa sfo mostrados na tabela 5.3-12

abaixo.

Tabela 5.3-12: resultados obtidos da primeira etapa.
Constantes | Grupol | Grupo2 | Grupo3

Grupo4 | Grupo5 Média

elasticas

E; (MPa) 217720 217700 220660 199430 217640 214630

E; (MPa) 205930 205950 214720 204470 205975 207409

Gi2 (MPa) 89438 89438 89455 78113 89443 87177.4
\97} 0,341 0,341 0,221 0,219 0,341 0,2926

Da mesma forma que foi feito para a primeira simulagfio, houve aqui um reajuste dos
Iimites de variag@o e tolerdncias de acordo com a média dos valores calculadas na tabela 5.3-12

anterior para serem reutilizados na segunda etapa. A tabela 5.3-13 mostra esses novos valores.
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Tabela 5.3-13: reajuste dos limites e tolerincias.

Toleréncias e limites das varidveis de otimizacio para a placa 1 na primeira etapa

Tolerancia para a variavel de projeto (E;) MPa 30
Toleréncia para a varidvel de projeto (E;) MPa 30
Tolerancia para a varidvel de projeto (G;;) MPa 30
Toleréncia para a varidvel de projeto (v;) 0,01
Toleréncia para as variaveis de estado (fpm) Hz 0,5
Tolerancia para a fungio objetivo 0,001
Limite maximo para a varidvel de projeto (£;) MPa 220000
Limite minimo para a variével de projeto (£;) MPa 2050000
Limite maximo para a variavel de projeto () MPa 220000
Limite minimo para a variavel de projeto (E;) MPa 205000
Lirmite maximo para a variavel de projeto (G;;) MPa 75000
Limite minimo para a variavel de projeto (G;,) MPa 90000
Limite méximo para a variavel de projeto (v;3) 0,34
Limite minimo para a variavel de projeto (v;2) 0,28
Limite maximo para as variaveis de estado (f,.) Hz 1,02(fum)
Limite minimo para as variaveis de estado (f,m) Hz 0,98(fum)

E, os valores obtidos s3o mostrados na tabela 5.3-14.

Tabela 5.3-14: grupos de valores iniciais para as variaveis de projeto.

Constantes | Médiada| Valor Erro
elasticas | primeira |encontrado %
etapa

E;(MPa) | 214630 215430 2,5

E> (MPa) | 207409 206050 1,88

G2 (MPa) | 871774 80213 0,73
Vi2 0,2926 0,286 4,66
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7
Comparando os valores calculados da tabela 5.3-7 com os valores da tabela 5.3-14, pode-

se concluir que embora para a primeira simulag@io os erros tenham sido menores, para a segunda
simulagio em que foram utilizados quatro constantes, também apresentou resultados satisfatérios.
Sabendo-se que se trata de um material isotrépico, os médulos de elasticidade E; e £, devem ser
iguais, e portanto, fazendo-se uma média enfre esses dois valores obtidos (tabela 5.3-14)

encontra-se 210740 MPa, o que significa um erro de 0,35 % comparado ao valor de referéncia.

5.3.3 Terceira simulacio

Para uma terceira simulag@o com o objetivo ainda de verificar a precisiio deste método de
otimizagdo, foi utilizado uma segunda placa. Esta placa € um compdsito laminado que apresenta
as caracteristicas mostradas na tabela 5.3-15 abaixo. E a mesma placa 2 ortotrépica de carbono
epoxi e [0]s utilizada no Primeiro Método de determinagfio das constantes elasticas apresentada

neste trabalho (capitulo 4).

Tabela 5.3-15: caracteristicas da placa 2 utilizada na terceira simulagfo.

Caracteristicas de cada Iimina da placa 2 [0]s
E; (MPa) 120000
E; (MPa) 10000
G2 (MPa) 4900
Viz 0,3
Dimensées (mm) 450x 350x 2,1
Densidade (Kg/mm’) 1,510x10°

Foi utilizado no Ansys (7.0) o elemento “SHELLS9”, que € um elemento proprio para se
trabalhar com laminados. Este elemento, no entanto, permite encontrar utilizande este método de
otimizagdo, somente os valores das varidveis de projeto (constantes elasticas) de cada lamina
requerida. A malha foi mantida a mesma, com elemento de dimensdes 35 x 30 mm, porém este

elemento possui 8 nos.
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Repetindo o mesmo procedimento utilizado nas simulagdes anteriores, as freqiiéncias

encontradas para esta placa especifica sdo dadas na tabela 5.3-16 abaixo.

Tabela 5.3-16: freqiiéncias utilizadas como sendo as freqiiéncias experimentais.
Freqiiéncias (Hz) | 25,497 45,348 68,779 95,247 107,61 125,73

Para esta placa foram definidas as tolerincias e limites de variagdo inicial. Estes sdo

mostrados na tabela 5.3-17 abaixo.

Tabela 5.3-17: tolerincias e limites das varisveis de otimizag3o para a primeira etapa; placa 2.

Tolerdncias e limites das variaveis de otimizacdo para a piaca 1 na primeira etapa
Tolerancia para a variavel de projeto (E;) MPa 100
Toleréncia para a varidvel de projeto (£;) MPa 100

Tolerancia para a varidvel de projeto (G;;) MPa 50
Tolerancia para a varidvel de projeto (v;3) 0,1
Toleréncia para as varidveis de estado (f,,,) Hz 1
Tolerdncia para a funcdo objetivo 0,01
Limite maximo para a variavel de projeto (£;) MPa 200000
Limite minimo para a variavel de projeto (£;) MPa 80000
Limite maximo para a variavel de projeto (E5) MPa 106000
Limite minimo para a varidvel de projeto (E;) MPa 1000

Limite maximo para a varidvel de projeto (G;;) MPa 10000

Limite minimo para a varidvel de projeto (G;,) MPa 1000
Limite maximo para a variavel de projeto (v;3) 0.4
Limite minimo para a variavel de projeto (v;2) 0,2

Limite méximo para as variaveis de estado (fum) Hz 1,05(Frum)

Limite minimo para as variaveis de estado (f,,,) Hz 0,.95(fnum)

E os cinco grupos de valores iniciais sdio dados na tabela 5.3-18.
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Tabela 5.3-18: grupos de valores iniciais para as varidveis de projeto.

Constantes Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
eldsticas
E; (MPa) 500 50000 150000 250000 300000
E; (MPa) 400 40000 19000 23000 600000
G2 (MPa) 100 6000 8000 9000 250000
V2 0,2 0,35 0,4 0,35 0,2

(s valores obtidos sdo mostrados na tabela 5.3-19.

Tabela 5.3-19: resultados obtidos da primeira etapa.

Constantes | Grupo 1 Grupo2 | Grupo3 Grupo 4 Grupoe 5§ Média
elasticas
E; (MPa) 174220 159950 131050 124440 131118 128869,33
E; (MPa) 7321,4 8942 10650 9604,5 9376,9 9877,13
G2 (MPa) 4393,1 43924 45581 4565,8 4646 4585,96
Vi2 0,261 0,229 0,348 0,256 0,223 0,2756

Os grupos 1 ¢ 2 da tabela 5.3-19 nfo apresentaram nenhum projeto factivel, e portanto, a
média feita para o ajuste das tolerfincias e limites para a segunda etapa foi feita em relacio aos
grupos 3, 4 e 5, que foram projetos factiveis. A tabela 5.3-20 mostra os novos valores para estes

limites e tolerdncias.
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Tabela 5.3-20: tolerancias e limites das variaveis de otimizacZo para a segunda etapa; placa 2.

Tolerincias e limites das variaveis de otimizagfo para a placa 1 na primeira etapa
Tolerancia para a varivel de projeto (E;) MPa 30
Tolerancia para a variavel de projeto (£,) MPa 30

Tolerancia para a varidve] de projeto (G;;) MPa 10
Toleréncia para a varidvel de projeto (v;2) 0,01
Toleréncia para as variaveis de estado (f,m) Hz 0,5
Toleréncia para a fungio objetivo 0,001
Lirmite maximo para a variavel de projeto (£;) MPa 125000
Limite minimo para a variavel de projeto (£;) MPa 115000
Limite maximo para a variavel de projeto (£;) MPa 13000
Limite minimo para a variavel de projeto (£;) MPa 9000
Limite maximo para a varidvel de projeto (G,;) MPa 5500
Limite minimo para a varidvel de projeto (G; 2) MPa 3500
Limite maximo para a varidvel de projeto (v;5) 0,33
Limite minimo para a variavel de projeto (v;,) 0,25
Limite maximo para as variaveis de estado (foum) Hz 1,02(fnum)
Limite minimo para as variiveis de estado (frum) Hz 0,98(F )

Na tabela 5.3-21 estdio os valores obtidos para os cinco grupos. Assim como nos casos

anteriores, foram utilizados como dados iniciais os valores da média mostrado na tabela 5.3-19.

Tabela 5.3-21: resultados obtidos da segunda etapa.

Constantes | Média da Valor Erro
elasticas primeira |encontrado %
etapa
E; (MPa) | 128869,33 121180 0,98
E; (MPa) 9877,13 9775,24 2,0
G2 (MPa) | 4589,96 5093 3,9
77 0,2756 0,32 6,66
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De acordo com os dados obtidos na tabela 5.3-21, percebe-se que este método também

apresentou resultados muito satisfatorios. Somente o erro do coeficiente de Poisson foi maior.

O elemento que foi utilizado no Ansys, “SHELL99”, requer que o usuério entre com as
propriedades, dire¢3o das fibras e espessura para cada camada. Os valores obtidos anteriormente
s#o referentes a cada lamina. Portanto, na prética, a qualidade do método neste caso especifico,
requer os valores das freqliéncias naturais (medidos precisamente), o nimero de camadas do
laminado, a orientagdo das fibras e, a espessura e o tipo de material de cada camada. O nimero de
varidveis de projeto e conseqiientemente de constantes elasticas, estd relacionado diretamente
com os tipos de materiais utilizados em cada camada. O calculo destas variaveis ¢ feito utilizando

as freqiiéncias naturais do laminado.

5.3.4 Quarta simulacgio

Nesta simulagio foi utilizada a mesma placa 3 do primeiro método (capitulo 4) anterior.
Esta placa possui 0 mesmo numero de camadas da placa 2, porém a orientagiio das fibras €
diferente, o que a torna um laminado anisotrépico. O material também continua o mesmo,

carbono/epdxi. As caracteristicas desta placa sfo dadas na tabela 5.3-22.

Tabela 5.3-22: caracteristicas da placa 3 utilizada na quarta simulaco.

Caracteristicas de cada lamina da placa 3 [0,45,90,135];
E; (MPa) 120000
E; (MPa) 10000
Gz (MPa) 4900
Viz 0,3
Dimensdes (mm) 450 x 350x 2,1
Densidade (Kg/mm®) 1,510x10°

As freqiiéncias naturais para estes dados sdo mostradas na tabela 5.3-23,
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Tabela 5.3-23: freqtiéncias utilizadas como sendo as freqiiéncias experimentais.

Freqiiéncias (Hz) 36,970 72,575 86,026 96,333

120,98

179,78

As tolerdncias e limites iniciais sio dados na tabela 5.3-24.

Tabela 5.3-24: tolerfncias e limites das variaveis de otimizag#o para a primeira etapa; placa 3.

Tolerincias e limites das varidveis de otimizacio para a placa 3 pa primeira etapa

Tolerancia para a variavel de projeto (E;) MPa 100
Toleréncia para a variavel de projeto (£;) MPa 100
Tolerancia para a variavel de projeto (G;;) MPa 50
Tolerancia para a varidvel de projeto (v;3) 0,1
Tolerancia para as variaveis de estado (f,,) Hz 1
Tolerncia para a fungo objetivo 0,01
Limite maximo para a varidvel de projeto (£;) MPa 200000
Limite minimo para a varidvel de projeto (£;) MPa 80000
Limite méximo para a variavel de projeto (£,) MPa 100000
Limite minimo para a varidvel de projeto (£,) MPa 1000
Limite méximo para a variavel de projeto (G;;) MPa 10000
Limite minimo para a variavel de projeto (G;) MPa 1000
Limite méximo para a varidvel de projeto (v;3) 0.4
Limite minimo para a variavel de projeto (v;7) 0,2
Limite miximo para as variaveis de estado (fum) Hz 1,05(Fum)
Limite minimo para as variaveis de estado () Hz 0,95(fuum)

Os cincos grupos iniciais sdo dados na tabela 5.3-25.
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Tabela 5.3-25: grupos de valores iniciais para as variaveis de projeto.

Constantes Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
elasticas
E; (MPa) 500 50000 150000 250000 500000
E> (MPa) 400 40000 19000 230600 600000
Gz (MPa) 100 6000 8000 9000 250000
V12 0,2 0,35 0,4 0,35 0,2
Os valores obtidos sdo mostrados na tabela 5.3-26.
Tabela 5.3-26: resultados obtidos da primeira etapa.
Constantes | Grupo 1 Grupo 2 Grupo3 | Grupod4 Grupo 5 Meédia
elasticas
E; (MPa) 143100 141480 142090 131340 134424 138486,8
E; (MPa) 1327.6 29248 2922.1 2398,9 2703,3 2455,34
G2 (MPa) 4931,7 4640,7 4649,9 5464,5 4985,6 493448
\77) 0,3685 0,222 0,233 0,318 0,291 0,286

Utilizando-se a média desses valores da tabela 5.3-26, os ajustes nas toler@ncias e nos

limites que foram feitos sdo mostrados na tabela 5.3-27.
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Tabela 5.3-27: tolerincias e limites das variaveis de otimizacdo para a segunda etapa; placa 3.

Tolerincias e limites das varidveis de otimizacfio para a placa 3 na primeira etapa

Tolerédncia para a variavel de projeto (E;) [MPa] 30
Toleréncia para a variavel de projeto (£2) [MPa] 30
Toleréncia para a variavel de projeto (G;2) [MPa]. 10
Tolerancia para a varidvel de projeto (v;5) 0,01
Toleréncia para as variaveis de estado (f) [Hz] 0.1
Tolerancia para a fungdo objetivo 0,001
Limite méximo para a variével de projeto (E;) MPa 140000
Limite minimo para a variével de projeto (£;) MPa 115000
Limite méaximo para a variavel de projeto (E;) MPa 2000
Limite minimo para a variavel de projeto (&) MPa 12000
Limite maximo para a varidvel de projeto (G;;) MPa 5360
Limite minimo para a variavel de projeto (G;2) MPa 4000
Limite méximo para a variavel de projeto {v;3) 0,33
Limite minimo para a varidvel de projeto (v;2) 0,26
Limite maximo para as variaveis de estado (foum) Hz L02(faum)
Limite minimo para as variaveis de estado (foum) Hz 0,98(frum)

Os resultados sdo dados na tabela 5.3-28.

Tabela 5.3-28: grupos de valores iniciais para as variaveis de projeto.

Constantes | Média da Valor Erro
elisticas | primeira | encontrado %
etapa

E;(MPa) | 138486,8 | 127510 6,26

E;(MPa) | 245534 | 7061,26 | 29.38

G2 (MPa) | 493448 | 519322 5.9
vi2 0,286 0,30 0,0
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5.3.5 Quinta simulacio

Nesta simulagdo foram utilizados os valores de uma placa de aluminio fornecidos pela
artigo de HWANG e CHANG, 2000. A tabela 5.3-29 mostra as caracteristicas desta placa.

Tabela 5.3-29: caracteristicas da placa de aluminio do artigo de HWANG e CHANG, 2000,

Caracteristicas da placa de aluminio

E; (MPa) 72400
E; (MPa) 72400
G2 (MPa) 28000
Vi 0,33
Dimensges (mm) 254x 254x 3,16
Densidade (Kg/mm’®) 2,77x10°

As freqiiéncias experimentais s3o dadas na tabela 5.3-30 e também foram retiradas do

artigo.

Tabela 5.3-30: freqiiéncias experimentais fornecidas pelo artigo de HWANG e CHANG, 2000.

freqiiéncias 156.7
experimentais

(Hz)

2325

300.4

411.7

411.7

744.9

A tabela 5.3-31 mostra os cinco grupos iniciais com os mesmos valores utilizados pelo

artigo e os resultados obtidos.

Tabela 5.3-31: valores iniciais e resultados obtidos para a primeira etapa.

Valores iniciais
E; (MPa) 960 25000 65000 85000 960000
E, (MPa) 900 24000 55000 81000 900000
G2 (MPa) 650 3000 21000 30000 650000
V2 0,35 0,20 0,30 0,32 0,35
Resultados
E; (MPa) 77322 70423 78816 78988 78510
E> (MPa) 70774 75680 72289 70537 70064
Gi; (MPa) 27104 26989 25904 24304 26302
Vi 0,358 0,337 0,356 0,362 0,37
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A tabela 5.3-32 abaixo mostra o resultado encontrado.

Tabela 5.3-32: resultados obtidos.

Média dos resultados | Valores de referéncia Erro (%)
E; (MPa) 76811,8 72400 6,09
E, (MPa) 71868,8 72400 0,73
Gz (MPa) 26120,6 28000 6,7
V2 0,356 0.33 7.8

5.3.6 Teste na placa de ago experimental

Para verificar este segundo método, foi utilizada a mesma placa de ago experimental. A
figura 5.3-2 mostra o fluxograma das etapas do processo de determinacio das constantes elasticas
utilizando-se agora dados experimentais e numéricos.

Freqliéncias naturais Ansys: Ansys:
experimentais Freqiiéncias naturais Otimizagéio
— numéricas » 1% e 2% etapas

Anélise modal
experimental —- placa
de ago
h 4
Propriedades Progriedades
“literatura” ob?1d§s pi:la
otimizagio

Comparagéo
GCEHO”

figura 5.3-2: fluxograma das etapas do processo de determinagfio das constantes elasticas para o
segundo método



Nas tabelas 5.3-33 e 5.3-34 s3o fornecidos os dados medidos experimentalmente.

Tabela 5.3-33: caracteristicas da placa.
Dimensdes (mam) 450x350x 2,1
Densidade (Kg/mm”) 8,2539x10°

Tabela 5.3-34: freqiiéncias naturais medidas experimentalmente. _
Freqiiéncias | 44.463 54.935 95.309 106.22 127.03 159.63
(Hz)

A tabela 5.3-35 mostra as tolerdncias e os limites de variag8o inicial utilizados para as

varidveis de otimizagfo.

Tabela 5.3-35: valores dos ajustes iniciais.

Tolerdncias e limites das variaveis de otimizacfio para a placa de aco na primeira etapa
Tolerdncia para a variavel de projeto (£) MPa 100
Tolerancia para a varidvel de projeto (v) 0,1
Tolerncia para as variaveis de estado (fuum) Hz 1
Tolerancia para a fungéo objetivo 0,01
Limite maximo para a varidvel de projeto (£} MPa 250000
Limite minimo para a variavel de projeto (£) MPa 150000
Limite méximo para a variavel de projeto (v) 0.4
Limite minimo para a variavel de projeto (v) 0,2
Limite maximo para as varidveis de estado (fm) Hz 1,05(Fum)
Limite minitno para as variaveis de estado (fum) Hz 0,95(f )
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Tabela 5.3-36: grupos de valores iniciais para as varidveis de projeto.

Constantes Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
elasticas
E (MPa) 500 50000 150000 250000 500000
v 0,2 0,35 0,4 0,35 0,2

A tabela 5.3-37 mostra os resultados obtidos da primeira etapa e os valores das médias

para os devidos ajustes de tolerancias para a segunda etapa.

Tabela 5.3-37: resultados obtidos na primeira etapa.

Constantes | Grupol | Grupo2 | Grupo3 Grupo 4 Grupo 5 Média
elasticas
E (MPa) 199350 199750 199370 199370 199490 199466
v 0,303 0,303 0,303 0,294 0,303 0,301

Na tabela 5.3-38 sfio mostrados os ajustes feitos para as tolerincias e limites para serem
utilizados na segunda etapa.

Tabela 5.3-38: tolerancias e limites das varidveis de otimizagdo para a segunda etapa.

Tolerancias e limites das varidveis de otimizacfio para a placa de aco na segunda etapa
Toleréncia para a varidvel de projeto (£) MPa 30
Tolerancia para a varidvel de projeto (v) 0,01
Tolerancia para as variaveis de estado () Hz 0,1
Tolerncia para a fungfo objetivo 0,001
Limite maximo para a variavel de projeto (E) MPa 215600
Limite minimo para a varidvel de projeto () MPa 195000
Limite méaximo para a variavel de projeto (v) 0,32
Limite minimo para a varidvel de projeto (v) 0,28
Limite maximo para as variaveis de estado (f,) Hz 1L,01(fum)
Limite minimo para as varidveis de estado (foum) Hz 0,99(frum)
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Na tabela 5.4-7 abaixo sfo dados os valores obtidos utilizando-se os dados das tabelas
5.4-5 e 5.4-6. Foi feito também um refinamento da malha, passando os elementos de 30 x 35 mm

para 5 x 5 mm.

Tabela 5.3-39: resultados obtidos na segunda etapa.
Constantes | Médiada | Valor Erro %

elasticas | primeira obtido

etapa
E (MPa) 199466 214750 2,26
v 0,301 0,31 3,33

Com os valores obtidos nas simulages e nos testes realizados, pode-se perceber que uma
das desvantagens deste método estd no ajuste do limite de variacdo e nas tolerdncias das varidveis
de otimizagdo e, assim como no primeiro método abordado neste trabatho, este também exige
dados experimentais precisos. Mas, pelo contrario, apresentou ser um método muito pratico, que
exige muito pouco esforgo computacional e que funciona muito bem para materiais isotropicos e

ortotrdpicos nos casos especificos apresentados neste trabalho.
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Capitulo 6 — Conclusdes e Trabalhos futuros

6.1 Primeiro Método

De acordo com os dados obtidos nos ensaios ¢ testes que foram realizados neste
trabalho, p ode-se perceber que o primeiro método abordado mostrou ser wma técnica de
identificag@o de parimetros elasticos relativamente simples, direta, que nfo €xige processos
iterativos e nem grandes esforgos computacionais. Devido a equagdo diferencial utilizada,
este método torna-se aplicivel a qualquer material, isotrépico, ortotropico ¢ anisotrépico,
desde que o mesmo esteja na forma de placa fina e sob as hipéteses de Kirchhoff. Ele
permite uma grande aplicabilidade pratica a um b aixo custo, visto que n3o requer testes
destrutivos e, portanto, néio hd perda de material. As informagBes experimentais requeridas
sdo provenientes do préprio material da placa, sendo uma grande vantagem quando se
compara 20s testes estaticos utilizados para determinacio das constantes eldsticas. Os
modos utilizados para 2 solugio da equagio diferencial geralmente sio os modos de baixa
freqtiéncia, e isto pode favorecer a identificaco dos mesmos através da anilise modal
experimental. Porém, ¢ um método que requer grande precisio nas medicSes experimentais,
tais como espessura e massa da placa, freqiiéncias naturais e auto-vetores. Devido aos
métodos numeéricos utilizados por esta técnica (Diferencas Finitas, Integracio Numérica e
Interpolagdo), ela exige também um ntimero consideravel de nés na malha, o que significa
ter um grande numero de pontos a serem medidos e, conseqiientemente, pode tornar o
método muito trabalhoso experimentalmente. Além disso, em materiais muito leves, como
a maior parte dos compdsitos, a andlise modal exige majores cuidados e técnicas especiais
devido a influéncia de fatores externos. Neste trabatho, mesmo utilizando uma placa de ago,
pelos resultados obtidos, pode-se perceber que os aparelhos utilizados n3o conseguem
fornecer as informagbes necessdrias e com a precisio exigida pelo método. Uma outra
desvantagem deste método estd relacionada com a influéncia do amortecimento. Este fator
ndo ¢ considerado no modelo numérico e, portanto, em materiais com amortecimento alto,

os resultados podem apresentar erros maiores. Isso porque o amortecimento faz com que os
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auto-vetores fiquem defasados entre si, no atingindo os valores méaximos e minimos

simuitaneamente.

6.2 Segundo Método

O segundo método abordado neste trabalho também é um método ndo destrutivo e
que requer experimentalmente somente os valores das freqiiéncias naturais. E um método
facil de ser aplicado (modelado) e relativamente rapido (depende do ntimero de nés da
malha e do miimero de varidveis de projeto). Uma de suas grandes vantagens é o fato de
poder ser executado em softwares comerciais de modelagem estrutural que possuam
internamente algoritmos de otimizagdo. Porém, é um método muito sensivel aos parametros
de otimizacdo, como definir o tipo e o nimero das varidveis de otimizagdo utilizadas
juntamente com suas tolerdncias e limites de variagio. Sendo assim, devido ao grande
numero de varidveis de projeto, ¢ um método dificil de ser aplicado em materiais
anisotropicos. Ele depende de limitacSes do software como: nimero de variaveis, valores
de tolerincias e limites de variagdo e, tipos de elementos disponiveis para trabalhar com
anisotropia. E também, requer valores muito precisos das freqiiéncias naturais
experimentais utilizadas, das dimensdes e da densidade da placa em estudo. Estes sfo os
dados de entrada no software e, portanto, valores nio condizentes com o real podem
fornecer resultados completamente diferentes dos verdadeiros. Pelos resultados obtidos, nos
casos especificos utilizados neste trabalho para verificar sua precisio, este método

apresentou resultados satisfatorios para os materiais isotrépicos e ortotrépicos testados.

6.3 Conclusdes finais

Como pbdde ser visto, os dois métodos abordados neste trabalho apresentam suas
respectivas v antagens e d esvantagens. O primeiro método, embora seja um método mais
trabalhoso experimentalmente, pode ser considerado mais aplicavel, j4 que nfo exige
chutes iniciais por ndo se tratar de um método iterativo. Porém € um meétodo restrito a

placas finas. J4 o segundo método pode ser aplicado a outras geometrias, ndo somente em

139



placas, porém ¢ um método que exige varios ajustes, principalmente quando se trata de uma
anisotropia tri-dimensional. E também, por ser executado em um tnico software, seus

parametros ficam restritos as opgdes oferecidas por ele.

6.4 Trabalhos Futuros

Como sugestdo para trabalhos futuros pode-se citar:

* Inclusdo do amortecimento estrutural na modelagem numérica juntamente com a
elaboracfo de procedimentos experimentais de estimativa de seus valores.
* Extensio dos métodos para estruturas de forma variadas, que ndo sejam

necessariamente placas.

*» Andlise mais detalhada da sensibilidade dos métodos com relacdo as variagBes dos
dados de entrada.

¢ Para o segundo método, andlise mais detalhada dos limites de variagdo e tolerancia

das variaveis de otimizacdo.

* Abordar outras técnicas de analise modal experimental, particularmente as
apropriadas para estruturas de baixa densidade. Por exemplo, as técnicas de
excitagdo e medida de resposta sem contato (excitagio por meios actsticos, medida

por meios Opticos ou laser).
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Apéndice - A

A.l1 - Métodos Numéricos

Vérios problemas de engenharia sdo governados por equagdes diferenciais (ordinarias
ou parciais) validas em uma certa regifio (ou dominio) onde as solucbes requerem que
condi¢Bes de contorno sejam satisfeitas. Geralmente, estas solugdes ndo sdo possiveis

analiticamente, tendo-se que recorrer aos métodos numéricos.

A.1.1 - Método das Diferencas Finitas

O método das diferengas finitas é um método numérico que pode ser usado para obter
solucdes aproximadas para equacdes diferenciais, substituindo-se estas por expressies
aproximadas d as diferengas em termos de variaveis diferenciais (RUGGIERO e LOPES,
1996). Desta forma, as equagles diferenciais podem ser escritas em qualquer ponto em
termos dos valores das wvaridveis no ponto considerado e nos pontos adjacentes.
Conseqilentemente, escrevendo as equacgbes diferenciais desta maneira, em um nimero
finito de pontos, e introduzindo as condi¢des de contorno e suas equagdes, a equagdo
diferencial de uma solug3o continua pode ser substituida por um sistema simultineo de
equacdes lineares. A solugdio destas equacBes fornece os valores das varidveis nos pontos

selecionados.

As expressdes de diferencas finitas podem ser encontradas através de valores da
fungdo na direcfio positiva, negativa (dependendo da orientacdo do sistema referencial
adotado) ou ainda, em ambas, do ponto analisado. Estes termos sio denominados como
diferencas a direita, & esquerda e central, respectivamente. A diferenga central ¢ mais

precisa, ja que utiliza ao mesmo tempo valores dos pontos a direita e a esquerda.
Se a série de Taylor for utilizada, as expressdes d as diferengas finitas podem ser

encontradas com maior rigor, e a ordem das aproximagOes poderd ser estabelecida.

Supondo uma fungfio continua, unidimensional, como mostrado na figura A-1 abaixo, o
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valor de qualquer fungfo continua nos pontos (x + &) e (x - ) pode ser escrito em termos
dos valores da fungéio e em termos das suas derivadas em relagdo aos pontos (x) de acordo

com a série de Taylor, como:

Fle+h)= f(x)+hf'(x)+%1— f"(x)-!——}—;? ), (A-1)

Fle=m)= () -hf &)+ 2L 1 (-2 7 ()4 o) (A-2)
2! 3

sendo # a distancia entre os pontos.

fix) A
f(x+h) /
f(ix)
f(x-h) A
>
(x-h) (X  (x+h) %

figura A - 1: fungfo continua qualquer, unidimensional

Usando-se a segunda equaggo (A - 2) da primeira (A - 1) e reorganizando os termos,

tem-se:

F@)=La G h)- A e (an)

7= LL = Ll n)- 276 e M2 7 (e (-0
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2 2
Qs termos (%f’"(x)+-u) e (%f”(x)+~--) sdo os erros, e podem ser

quantificados. Neste caso, o erro é de ordem h°. Estas expressdes sdo exatas para fungSes
de baixa ordem (quadraticas ou menor para a primeira derivada, e ctibica ou menor para a

segunda derivada}.
Para se obter a expressdo da diferenga central para as derivadas de maior ordem, os

valores em outros pontos terfio que ser utilizados. Usando a série de Taylor para os pontos
(x £ h)e{x £ 24) tem-se:

7r2m)= 1)+ 2 @+ (e B (0 B g (ans)
St R = F i i e e @ e (a6
Sa=R= 51 (-2 e e anm)

7e=2m)= 1627 () B ) B ) B vy (s

Estas expressdes, (A - 5), (A - 6), (A - 7) e (A - 8), podem ser tdo precisas quanto
necessério, simplesmente incluindo um nimero maior de pontos analisados e eliminando
parcelas indesejaveis da série de erros. Com essas quatro expressdes & possivel calcular até

a derivada de quarta ordem. A ordem de precisio esta relacionada com a ordem do erro.

Para determinar as derivadas de primeira e segunda ordem pela diferenca central

com uma ordem de precisio k*, utiliza-se as equacGes da série de Taylor acima até a

derivada de quarta ordem e procede-se da seguinte forma:
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1. muitiplica-se a expressdo (A - 5) por uma constante a:

7+ 28)a= e 20ty @)+ a0 1 )0 a @ )0 @0y, ()

2. multiplica-se a expressdo (A - 6) por uma constante b:

flr+np= f(x)b+bkf'(x)+b%~ I (x)+ b% f"'(x)+b%;~ 7 (x); (A-10)

3. multiplica-se a expressdio (A - 7) por uma constante c:

fle~n)e = flx)e—chf (x)+c-—-f (x)- c-—~—f (x)+c«-~—f”’(x) (A-11)

4. multiplica-se a expresso (A - 8) por uma constante &;

Flx=28)d = £(x)d —2an (x) +-a EAL )f() d(‘”’) f()+d(2h)4f”'(x) (A-12)

5. soma-se as equagdes (A - 9), (A-10), (A- 1D e(A- 12), e reorganiza-se os termos
da equago resultante do somatério de forma que as fungdes e derivadas fiquem em

evidéncia:
of (x +2h)+ bf (x+ h)+ of (x~ B)+ df (x—20) = (@ + b+ c + d) F(x)+ (2a + b —c 2d)f (x)+

(2a+zb+}c+2d)k f(x)—!»( a+6b-—«gc-—§'—d]hf (x)+

Larbp-te-2aher) (A-13)
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6. Para determinar a derivada primeira, o seguinte sistema de equagfes deve ser

satisfeito:

a+b—c-2d)=1; (A-14)
1, 1
(2a+——b+~—c+2d}=0; (A-15)
22
(ia+lb_lc_id)mo; (A-16)
376 6 3
(?—a+—z—b-—1—0m—2—d =0. (A-17)
3° 24 24 3

Resolvendo o sistema com quatro equagBes e quatro varidveis desconhecidas

encontra-se os valores de a, b, ¢ e d. Substituindo-se entfio na equagio (A - 13), tem-se:
f’(x)=T%};[f(xm2k)-8f(x-h)+8f(x+h)mf(x+2h)]. (A-18)

7. para determinar a derivada segunda, o seguinte sistema de equagbes deve ser

satisfeito:

Qa+b-c-2d)=0; (A-19)
1, 1

(2a+-——b+——c+2d)=1; (A-20)
272

(ﬁa+lb-ic-id]mo; (A-21)

376 6 3

[—m——b——-c——d]zo. (A-22)
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Resolvendo o sistema com quatro equagdes e quatro varidveis desconhecidas
encontra-se 0s novos valores de a, b, ¢ e d. Substituindo-se entdio na equacglo (A - 13), tem-

s8¢l

&)= [~ f(x—2R) +16 f (x — B) = 30 £ (x) + 16 £ (x + )~ Flx+28)]. (A-23)

12}':2

Em muitas situagBes nfio é possivel utilizar a diferenca central e entio deve-se
utilizar as diferencas 2 direita ou & esquerda. E ste fato o corre ¢ om muita freqiiéncia em
problemas de engenharia em que se deve calcular os valores aproximados das derivadas
para 0s contornos, como ocotre neste trabalho, onde, para os contomnos da placa nio é
possivel utilizar diferenga central. Assim, da mesma forma que foi feito para encontrar as
derivadas de primeira e segunda ordem na diferenca central faz-se para as diferencas a

direita e esquerda, mudando-se somente os pontos utilizados. Para a diferenca a direita com
ordem de precisdo também 4* utiliza-se os pontos f{(x + n), flx+ 2h), flx+3h) e

F{x+4h) e obtém-se:
(x)_——(%f( )m f(x+h)+%9~f(x+2h)—%if(x+3h)+%f(x%4h)). (A-24)

E para a diferenca a esquerda utiliza-se os pontos f (x - h), f (x -2h), f (x -3h) e
F(x—4h) e obtém-se:

fx)= [ £x)-2 f( ~n)+ 2 f( —2h)---—f( —3h)+ f(x 4;,)) (A-25)

Como pode ser visto, as expressdes de ordem superior para diferencas finitas 2
direita e a esquerda podem ser encontradas, porém é sabido que para se conseguir a mesma

ordem de precisio, os operadores serdio sempre mais espalhados do ponto analisado do que
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os usados na expressdo da diferenca central. Assim, a diferenca central é sempre preferivel,

exceto quando existem problemas de vizinhanga.

Viérios problemas de analise estrutural s3o definidos por equagBes que, por sua vez,
sdo fungdes de uma ou mais varidveis e assim as derivadas parciais sdo envolvidas. Estas
equagdes podem ser expressas em forma de diferengas finitas e as mesmas consideracdes

utilizadas para fun¢des de uma variavel podem ser aplicadas. Assim, tendo-se as derivadas

2
de primeira ordem em uma diregdo, calcula-se facialmente a derivada —q—g—;(—{?—y—) com a

mesma ordem de precisdio da seguinte forma:

alf(x,y)mi(@‘(x,y)) (A-26)
axdy )
€
32f(xay)mw§m[af(an’)) (A-27)
dyox y\ ax )

A.1.2 - Integracic numérica

Sabe-se que se f (x) for uma funcdo continua em [a, b], entdo esta funcdo tem uma
primitiva neste intervalo, ou seja, existe F{x} tal que F'(x)= f(x) (RUGGIERO e
LOPES, 1996). Assim:

[7()ax = F ()~ F(a), (A-28)
no entanto pode no ser facil expressar esta fungfo primitiva por meio de combinacdes

finitas de fungdes elementares. Existe o caso em que o valor de f(x) é conhecido apenas

em alguns pontos, em um intervalo [a, b]. Como nfo se conhece a expressfo analitica de
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f{x}, ndo tem condigses de calcular a integral f f(x)dx. Uma forma de se obter uma

aproximagio de f (x) num intervalo [a, 5], como nos casos acima, ¢ através dos métodos

numéricos de integracio numérica.
A idéia bésica da integracio numérica é a substituigio da fungdo f (x) por um

polindmio que aproxime razoavelmente no intervalo [a, b]. Assim o problema fica

resolvido pela integragio de polindmios, o que é trivial de se fazer. Com este raciocinio,
pode-se deduzir formulas para aproximar f f(x)dx . Estas formulas podem ter a expressio

geral dada por:

(G~ 4,1 (ro)+ A45Ce) -+ 4,1(x,), (A-29)
onde x, € [a, b], i=1,23 .., n

Neste trabalho, a integragio numérica ao longo de um elemento triangular foi feita
utilizando-se as formulas de Hammer para integracdo direta em um tridngulo. Segundo
estas formulas, a integral de uma fungio f (4,” , r]) ao longo do tridngulo mostrado na figura
A-2 ¢ aproximado por (ZIENKIEWICZ, 1977):

J:f{f(@’?)d??dé’mgwff(é’,m,-), (A-30)

sendo w, os pesos de Hammer e (£,,m,) as coordenadas dos pontos de Hammer.
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(URY

»
0,0 (1,0) 3

figura A - 2: trifingulo de Hammer para integragdo direta
Estas férmulas integram exatamente polindmios de ordem m:
fEn)=a+b+af+bn+-+al +by’, (A-31)

No caso deste trabalho, foi admitido que a funcio a ser integrada tinha variagdo

linear ao longo do tridngulo, sendo:
f(f:”)zaﬂ*be'i'aig*'bﬁ?- (A-32)

Neste caso, a formula de Hammer ¢ exata com um ponto de integracdo. E assim,

tem-se:

fay
n

n== (A-33)

-

€ peso

w=—, (A-34)




E assim:
- lefp 1 1 )
[l f(i,n)dnd&mif(b 5o 3) (A-35)

A.1.3 - Interpolacio

Interpolar uma fun¢fo f (x) consiste em aproximar essa fungo por uma outra fungio
g(x) escolhida entre uma classe de fungdes definida a priori ¢ que satisfaga algumas
propriedades. A fungio g(x) ¢ entdo usada em substitui¢do 4 fungdio f (x) A necessidade

de se efetuar esta substituigdo surge em vérias situagBes, como por exemplo:

¢ quando sdo conhecidos somente os valores numéricos da funcio para um conjunto de

pontos ¢ ¢ necessario calcular o valor da fungio em um ponto ndo tabelado;

* quando a fungZio em estudo tem uma expressio tal que, operagdes como a diferenciagio

¢ a integragdo sdo dificeis (ou mesmo impossiveis) de serem realizadas.

Considerando (n + I) pontos distintos: x,,x,,-+-,x,, chamados nds da interpolacdo,
e os valores de f(x) nesses pontos: /(x,), 7 (x )}, f(x,), 2 forma de interpolaciio de f (x)

consiste em se obter uma determinada fungfio g(x) tal que:

g(xe) = f(xo)

g(xl)z:f(x!), (A-36)

£lx,)= /(x,)

onde a funcio g(x) pode ser escolhida entre as fun¢Bes polinomiais, func¢des racionais,

fun¢@es trigonométricas, etc.
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A.1.4 - Método dos Residunos Ponderados

O Metodo dos Residuos Ponderados é um método aplicavel aos problemas de
Mecénica do Continuo governado por equagdes diferenciais parciais, como € o caso deste
trabalho. Esta metodologia permite construir uma forma integral para a equaco diferencial

no dominio do problema.
Problema de valor de contorno

Dado um operador diferencial L, ( ) vélido para um dominio S e outro operador
B{ ) valido para o contomo C de S, o problema consta de determinar uma funco

gp(x, y,z) que satisfaca as equag¢Bes dadas por:

{Lm(@(x,y,Z)Ff (xy,2z) em (A-37)

Bpx,y,2)=g,(x,y,2), em C’

sendo o operador B,() (i=12,---,m) de ordem (2m-1), e as funcdes f(x, y,z) e
g, (x, v, z) sdo conhecidas em § e C, respectivamente. Assim, define-se as seguintes

condi¢8es de contorno:

s condicdes de contorno essenciais: s30 aquelas que envolvem as derivadas de ordem

0 até (m-1);

* condigdes de contorno naturais: s3o aquelas que envolvem derivadas de ordem m

até (2m-I) no maximo.

Uma fungiio o(x, y, z) ¢ dita Admissivel (ou teste) para o problema se ela satisfazer
todas as condigbes de diferenciabilidade relacionadas com o operador L, ( ) e se ofx, y,z)
satisfazer identicamente as condigdes de contorno B, (¢(x, ,z))= g,{x,y,z) no contorno C.

Se @(x, y,z) satisfazer todas as condicdes de diferenciabilidade/continuidade relacionadas
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com o operador Lzm( ) ¢ se todas as condicGes de contorno sdo satisfeitas, a formulaggo
para 0 Método dos Residuos Ponderados é chamada de Forfe. Se go(x, ¥ z) tiver condicGes
de diferenciabilidade/continuidade relaxadas em relagéio ao operador L, () ese o(x,y,z)

satisfazer aproximadamente as condigdes de contornos naturais, a formulagdo € dita ser
Fraca, ¢ neste caso, observa-se que as condicdes de contorno essenciais devem ser

satisfeitas identicamente.

Uma seqiiéncia de fungBes admissiveis {p, @, - @,} linearmente

independentes em D ¢ dita completa se para um problema:

L2m(u(x:yrz))“f(x>ysz)s em S
(A-38)
B,.(u(x,y,z))m gi(x>ysz)= em C
sendo (i =12,---,m)e u(.x, ¥, z) a solugio exata, vale a seguinte relaco:
A 2
J{u(xayaz)_zaf‘;p(x:ysz)} dssﬁs (A"39)
S 1

para um 3 pequeno, desde que M seja umn valor suficientemente grande.

Para este problema (A - 39), supondo uma funcio admissivel gy(x, ¥,z), definem-se
como fungdes residuo Rix,y,z) e R, (>,,2) as fungBes:

R(x, ¥, z) =L,, (gp(x, v, z))w I (x, ¥, z), (A-40)

no dominio S e,

Rc(x,y,z)wg(s,-(;a(x,y,z»—g,.(x,y,z», (A-41)
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no dominio C. Se a formulacio for Forte, R (x, V. z)= 0 em C. Se a fun¢éo go(x, v, z) é

solucdo exata, entdo R(x, ¥, z) =0 em 5. A funcio residuo surge pelo fato de @(x, Vs z) ser

uma fun¢@o aproximada.

O termo Residuo Ponderado ¢ definido como sendo o produto interno:
<RW, >= [R(x,y,zJ¥,(x,y,2)dS, (A-42)

sendo W,{x, y, z) uma funcdo ponderada que precisa respeitar os requisitos de continuidade

em §. Portanto, para um conjunto de fun¢es ponderadoras:
W ()17, () 75 () 7, ()} (A-43)

linearmente independentes, sendo #,(x) quadraticamente integravel em S. Através de cada

funcio ponderadora pode-se montar uma equacdo integral para o Residuo Ponderado no

dominio € no contorno.

Solucdo por Residuos Ponderados

O objetive € encontrar wma fungio ;p(x, Vs z) que satisfaga as equacgBes acima, de
forma que f (x, y,z) e g, (x, v, z) sejam conhecidas, e qo(x, Vs z) seja a solugdo aproximada.

Assim:

u(x,y,2)= olx. y,2), (A-44)
Para uma seqiiéncia de funcdes admissiveis:

o200, (.20 0,0, v, ), 0,(x. 3, 2)} (A-45)
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as seguintes restrigdes devem ser respeitadas:

o, (x, ¥, z), (j=12,--,n j, devem ser continuas e diferenciaveis até a ordem 2m. As

derivadas de ordem 2m devem ser continuas por partes no minimo;

@,(x,y.z)  deve satisfazer todas as condigbes de  contorno

Blp,(x,5,2)=g,(x,y.2) para (i =1,2,--,m) em C;

@, (x,y.2) deve satisfazer todas as condi¢Ses de contorno homogéneas associadas

Br‘(goo(‘x’yﬂz)):o COm(i mlazs"':m) e(ij,Z,---,n).

Por construgdo, uma fungso admissivel @(x, y,z) pode ser expressa como:

olx y.2)= 0y (x,7.2)+ > a,0,(x,1,2). (A-46)

i=l

sendo « , uma constante.

Substituindo esta expressdo (A - 46) nas expressdes (A - 40) e (A - 41) tem-se:

R(x,y,z)m LZm(g::o(x,y, z}+ iajgaj.(x,y,z)J —f(x,y,z), (A-47)

=1

J=t

Rc(xsyvz)x i(&[%(x,y,z)-#icxi@j(x,y,z)]mgi(x,y,z)J - (A-48)

Se o operador do contorno Bj( ) for linear (como geralmente ocorre), entdo a

equagio (A - 48) pode ser escrita como:
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R, (x, ¥, z)= g[ﬁ', (goo (x, A z))+ }m;i:Bi [Z;: a0, (x, v, Z)J“ g, (x, v, Z)D, (A-49)

i=

que conduz a:

R,(x,y,2)= {f(&(%(x,y,z»“ g,-(xJ,Z))}-f-g&[gaﬂ,(x,ysﬂ} =0,  (A-50)

iml

sendo:

i(Bi(¢o(x,y=2))—gf(xsy,z))w0; (A-51)
> B,'[anaj%(x,y,z)}a (A-52)

As igualdades (A - 51) e (A - 52) acima sfo verdadeiras pois @, (x, v, z) satisfaz as
condigBes de contorno e @, (x, y,z) satisfaz as condigdes de contorno homogéneas

associadas.
Método de Galerkin
O metodo de Galerkin € um dos mais utilizados no contexto de aproximagdes. Dado

um problema, como foi mencionado anteriormente pelas equagdes (A - 38) e considera-se a
func¢@o admissivel (A - 46) e a func3o residuo (A - 47). Pelo método de Galerkin, adota-se:

W,.(x,y,z)wgo,.(x,y,z), (A-53)

ou seja, as fungdes ponderadoras s3o as fungdes admissiveis, o que implica em especificar o

Pprocesso como sendo:
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<R(x, 7,2} W,(x, y,2) >=< R(x, 3,2} 0, (x, 7, 2) > (A-54)
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Apéndice - B

B.1 - Introducio a otimizacio

B.1.1 - Projetos de engenharia

De maneira geral, pode-se dizer que a engenharia consiste de um grande nimero de
atividades que incluem anélises, projetos, fabricagdo, pesquisas, vendas e desenvolvimento
de sistemas. O projeto de sistemas ¢ omplexos requer o processamento d e informagdes e
envolve um grande numero de célculos que podem ser executados com relativa rapidez nos
computadores modemnos. Com essa fertamenta de grande auxilio & engenharia, torna-se
possivel o melhoramento de projetos e o desenvolvimento de softwares cada vez mais
robustos. A otimizac¢io € usada entdo para encontrar ferramentas que auxiliam esta drea da
engenharia, voltada a projetos, cujo objetivo é o de encontrar um projeto dtimo, ou seja, o
projeto que envolve menor custo respeitando todas as restrigdes do problema. Portanto, um
problema de projeto pode ser formulado como um problema de otimizagio, onde teorias de
otimizac¢do, métodos numéricos e softwares e hardwares modermos podem ser usados como

ferramentas para melhoramento destes projetos.

Muitas possibilidades e fatores devem ser considerados durante a fase de
formulagdo do problema, como a economia por exemplo. Ao mesmo tempo, dependendo de
sua complexidade, devem ser divididos em problemas menores, chamados de
subproblemas, que serfo tratados individualmente como problemas de projeto oOtimo.
Assim, projeto € um processo iterativo, onde hi a andlise de varias tentativas, uma apods
outra, até se chegar a um projeto dito aceitavel (possivel ou, factivel), ou também, a um
melhor projeto (melhor solugo dentre as vérias possiveis). Essas tentativas sdo baseadas na
experiénela, intuicio e em analises matematicas. Um projeto completo envolve a
cooperagdo entre varias areas da engenharia. O conceito de “melhor” projeto pode ter
diferentes conotagdes para diferentes sistemas, que em geral, implica em menores custos,
eficiéncia, seguran¢a e durabilidade. O fluxograma abaixo (ARORA, 2004), representado

pela figura B - 1, mostra um modelo para o desenvolvimento de um projeto.
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Necessidades e
objetivos

4

>

Especificagdo do
sistema

Projeto
preliminar

-«

>
%

A 4

Projeto
detalhado

hl

A 4
Fabricag8io do
protétipo

h 4
Testes

h 4
Projeto final

figura B - 1: modelo para desenvolvimento de um projeto
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Um ponto importante € que os conceitos € métodos de otimizac@io podem ser fteis
em varios estagios do projeto, que uma vez associados a softwares adequados, podem ser
capazes de analisar vérias possibilidades de projetos rapidamente. Estas técnicas podem ser
Gteis durante as fases preliminares e de detalhamento do projeto assim como na fabricagio
e testes. Através dos fluxogramas (ARORA, 2004) mostrados pelas figuras B-2e B - 3,

pode-se comparar um processo de projeto convencional com um processo de projeto otimo.

Coleta de informagdes e dados para
descri¢do do sistema

i

Estimativa do projeto inicial

i

) Anélise do sistema

l

Verificacdo do critério de
performance

O projeto ¢ satisfatério? _ Pare

Sim
l Nio

Mudang¢as necessarias do projeto
baseadas na experiéncia/ heuristica

figura B - 2: fluxograma de um processo de projeto convencional
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Identificagéo:
(1) Variaveis de projeto;
(2) Fungdo objetivo a ser minimizada;
(3) Restrigbes que devem ser satisfeitas.

Coleta de informagdes e dados para
descri¢éio do sistema

i

Estimativa do projeto inicial

l

Analise do sistema
e

l

Verificac8o das restri¢bes

O projeto satisfaz o critério de _ Pare
convergéncia?

Sim
l Nio

Mudancas necessérias do projeto
usando um método de otimizagdo

figura B - 3: fluxograma de um processo de projeto Gtimo
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B.1.2 - Formulacio do projeto de otimizacio

A solugiio de um problema de otimizagiio € grandemente dependente de sua
formula¢iio, o que significa dizer que, uma boa solugfio ou uma solugio correta depende de
como o problema é formulado. Essa formulagio, geralmente, é composta de cinco estigios
(ARORA, 2004):

e Primeiro estdgio: descrigdo do problema/ projeto. Neste estagio sdo descritos todos os

objetivos e requerimentos a serem encontrados;

e Segundo estdgio: coleta de dados e informages. Aqui, sdo identificados as ferramentas
e procedimentos d e andlises que e stio envolvidas com a definigdo das equagbes paraas

variaveis do problema;

s Terceiro estdgio: identificagdo e definicdo das variaveis de projeto. Neste estagio do
processo de formulagao, sdo identificadas as varidveis independentes que serdo as varidveis
de projeto. Essa etapa é de fundamental importéncia, pois desta escolha pode-se encontrar

ou nio a soluglo procurada;

» Quarto estagio: definicdo de um critério para ser otimizado. Este estigio ¢ onde se
define o critério que compara os projetos testados entre si, para que seja possivel se chegar
ao projeto Otimo procurado. Esse critério deve ser uma fung3o escalar e deve ser também,
fungdo das varidveis de projeto. Essa funciio é chamada de fungdo objetivo onde,
dependendo do problema, pode ser maximizada ou minimizada. Quando for minimizada, é

comum chama-la como furgdo custo.

o Quinto estdgio: identificacdo das restrigdes. Esse passo ¢ realizado em problemas onde
h4 restri¢des, os chamados problemas de otimizagdo restritos. Essas restrigdes limitam as
variagBes das variaveis de projeto e fungSes do problema, e definem critérios de parada
{quando s#io violadas). De maneira geral, elas podem ser lineares, nfo lineares, implicitas,

explicitas, de igualdade, e de desigualdade.
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Para descrever conceito e métodos de otimizagio, torna-se necessario representar a
formula¢do do problema de projeto 6timo de forma matematica. Este modelo matemitico &
definido como a minimizagfio de uma fungéo objetivo e, a0 mesmo tempo, respeitando as
restricbes do problema. Dessa forma, definiu-se wm modelo padrio de otimizacdo da

seguinte maneira:

* Encontrar um vetor (n x I):

W=t % - 5} (B-1)

que representa as varidveis de projeto (ou seja, as variaveis independentes) do problema,

que minimiza uma fungéo:

Sxp= floxe,x,), (B-2)
chamada de fungdo objetivo ou fungéo custo, sujeita a:
By QD)= Ay (xox 3, ) = 05 (= 1.2,+, p), (B-3)
que sdo as restrigdes de igualdade, e:
gi({x})= gi(xlﬁxzﬂu'ﬂxn)s' 0: (zm 1323"':m): (B “"4)
que sdo as restrigdes de desigualdade. E também:
x, 20, (B-5)

Ol

(B-6)

onde x, € o valor mais baixo de x, e x,, é o valor mais alto de X,, que definem o intervalo

(ou os limites) para as variéveis de projeto.
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Deste modelo, pode-se observar que (ARORA, 2004):

o as fungdes f{{x}), 2 y (x) e g,(x)) devem ser explicitamente ou implicitamente
dependentes de algumas das variaveis de projeto. Entdo, sfio vilidas somente para

problemas de projeto. Fungdes que ndo dependerem de nenhuma varidvel, nfo tem relagio

com o problema e podem ser seguramente ignoradas;

e o nimero de restri¢des de igualdade independentes, deve ser menor ou igual ao nimero
de varidveis de projeto, ou seja, p<n. Quando p>n, tem-se um sistema super-
determinado de equacles, e neste caso, ou existern algumas restricbes de igualdade
redundantes (linearmente dependentes de outras restri¢fes) ou inconsistentes. No primeiro
caso, restrigbes redundantes, podem ser retiradas. Se p <n, a solugfio do projeto étimo
para o problema € possivel. Se p = n, nenhuma otimizag@o do sistema ¢ necessario pois as

solugdes das restrigdes de igualdade sdo somente candidatas para o projeto 6timo;

* todas as restricdes de desigualdade sfo geralmente padronizadas como “<0”. O
nimero total de restricBes ativas (as que satisfazem a igualdade) para o projeto 6timo, é

usualmente menor ou igual ao nimero de variaveis de projeto;

e alguns problemas podem nfo ter restrigdes, e como ja foi dito anteriormente, s3o os

chamados problemas de otimizacio irrestrito;

» se todas as fungdes f({x}), A y ({x]) e g,({x}) forem lineares, o problema & dito ser um

problema de programagio linear;

e se a fungdo custo for multiplicada por uma constante positiva, o projeto étimo néo
muda, somente o valor da funcio muda. Também, qualquer constante pode ser adicionada a
fungio custo sem afetar o projeto 6timo. Similarmente, as restrices de desigualdade podem
ser multiplicadas por uma constante positiva sem afetar a regifio possivel (aceitavel) e

conseqiientemente a solucdo otima.
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Um “grupo possivel” ou “grupo factivel” para um problema de projeto é uma colegdo
de todos os projetos possiveis. O termo “grupo restrito” e “espago de projeto possivel”
tambeém s3o usados para representar o grupo possivel de projetos. Se § for o grupo possivel,
matematicamente este grupo é uma colegio de pontos do projeto que satisfaz todas as

restricdes, ou seja:

s={in D=0, j=1p g0, i=lomh (B-7)

O grupo de projetos possiveis ¢, algumas vezes, referido como a “regido possivel”
ou “regido factivel”, especialmente em problemas de otimizagio. Geralmente, essa regido

diminui com o aumento de restrigdes ¢ aumenta com a diminuicio das mesmas.

As restrigdes de desigualdade sfo ditas ativas para um ponto {x} do projeto, se ela
satisfaz a igualdade g, ({x}')m 0. Para um projeto possivel, uma restri¢io de desigualdade

pode ser ativa ou nfo. Porém, todas as restrigbes de ignaldade sdo ativas para todos os

projetos possiveis. Uma restricdo de desigualdade é dita estritamente inativa para um ponto

{x} do projeto, se ela satisfaz estritamente a desigualdade g, ({x}‘)< 0. Se a restrigio for
g, ({x})> 0 sera uma restrigdo violadn. Uma restri¢do de igualdade #, ({x})z 0 ¢ violada
para o ponto do projeto {x}*, se ela for A, ({x})a‘: 0. Portanto, uma restri¢iio de igualdade

ou serd ativa ou violada para um ponto {x} .

B.1.3 - Conceitos de projeto 6timo

Os métodos de otimizagdo sio divididos em duas categorias (ARORA, 2004), como
pode ser vista pelo fluxograma, mostrado pela figura B-4.
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Métodos de otimizagio

Critérios de otimalidade Meétodos de busca
(métodos indiretos) (métodos diretos)
Problemas restritos Problemas irrestritos

figura B - 4: classifica¢fio dos métodos de otimizacgio

Os critérios de otimalidade sfo as condi¢Bes que uma fungfo deve satisfazer para
seu ponto minimo. As técnicas de minimizag8o que procuram solucdes para as condigdes
de otimalidade séo os métodos indiretos. As técnicas de busca, ditas técnicas diretas, sdo
baseadas em uma filosofia diferente. Nestas, inicia-se com uma estimativa do projeto 6timo
para o problema, que geralmente nfio satisfaz os critérios de otimalidade, e € entdo
iterativamente melhorado até que esses critérios sejam satisfeitos. Portanto, nesta

aproximagio, busca-se os pontos 0timos para o espago de projeto.

B.1.4 - Métodos numéricos para projeto 6timo

Um problema de otimizagio € dito nfo linear quando alguma ou todas as funges do
problema, func#io objetivo e/ou funcbes de restricdio, sfio n#o lineares. Os métodos
numéricos para estes tipos de problemas s8o necessarios pois os métodos analiticos usados
para solucionar alguns desses problemas nfio sfo adequados. Existem duas razbes bésicas

que justificam esse fato (ARORA, 2004):
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* quando o nimero de varidveis de projeto e restricdes sdo grandes tendo-se entdo varias

equagoOes para resolver, que na maioria dos casos sdo ngo lineares;

* quando as fun¢des, objetivo e/ou restrigdes, sio fungdes implicitas das varidveis de
projeto, onde as formas das fungBes explicitas das variaveis independentes nfo sdo
conhecidas.

Varios métodos numéricos t8m sido desenvolvidos, alguns melhores do que outros, para
solucionar problemas nio-lineares. Em tais a proximacdes, e stima-se um projeto inicial e

faz um melhoramento do mesmo até que a condigBes de otimalidade sejam satisfeitas.

B.1.5 - Algoritmo geral

Muitos métodos de solugfio numérica sio descritos pela seguinte prescricdo

iterativa:

Vetor: {x}(k“) = {x}{k} +A{x}(k) s(k=12,-)
Componentes: x,,(“” mxi("‘) + ™ (k=12,) e (i=12,---,n), onde k é o nmero de

iteragdes e 7 € o nlmero de variaveis de projeto (independentes).

Trata-se de um esquema iterativo que é continuo até que as condigdes de
otimalidade sejam satisfeitas, ou uma solugfo obtida. Essa formula iterativa pode ser
aplicada tanto para problemas restrito como para problemas irrestritos. Para os problemas

restritos, as restricdes d evem também s er ¢ onsideradas enquanto se calcula as mudangas
A{x}(") . Existem vérios métodos para calcular o valor de A{x}(k) para os problemas restritos
e irrestritos. Essa mudanga A{x}(]‘) pode ser decomposta em duas partes: A{x}(k) =a, {d }(") ,
onde {d }(k) ¢ o vetor de diregdo de busca no espaco do projeto, e o, € um escalar positivo
que representa o tamanho do passo (ou comprimento do passo) naquela direciio. Assim, o
processo para determinar A{x}(k} envolve dois subproblemas separados: um para encontrar

a direcdo {d } €, um para determinar o comprimento do passo (escalar ao longo da direcdo
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{d }). Vérias combinac¢Ses de procedimentos podem ser usados para desenvolver diferentes

algoritmos de otimizag#o.

Em sintese, a idéia basica dos métodos numéricos para problemas de otimizagdo
ndo-lineares é iniciar com uma estimativa razoavel para o projeto otimo. O processo €
continuo até que, ou as condi¢Bes de otimalidade, ou outros critérios de parada sejam
encontrados. Este processo iterativo representa uma busca organizada através do espago do
projeto para os pontos que representam um minimo local. Assim, os procedimentos so

freqiientemente chamados de técnicas de busca ou métodos diretos.

O processo iterativo pode ser resumido pelo seguinte algoritmo geral, valido para

problemas restritos e irrestritos:
e Primeiro s esti { }(0)‘ k=0;
passo: estimar (x; ’; para kK =0;

e Segundo passo: computar uma dire¢io de busca {d }(") no espago do projeto. Este

calculo geralmente requer um valor da fungio objetivo e de seu gradiente para problemas

irrestritos, e em adigHo, funcSes de restri¢do e seus gradientes para os problemas restritos;

o Terceiro passo: verificar a convergéneia. Se converge, entio termina o processo. Caso

contrério, continua;

e Quarto passo: calcular o comprimento do passo «, (positivo) na direcdo de descida

s Quinto passo: atualizar o projeto; passa para a proxima iteragdo k = k +1 e volta para o

segundo passo; {x}¢ = {x}® + Al = &% 1o, @},
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