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Resumo

Moraes, Francisco José Vicente de, Teoria Wavelet Aplicada & Anélise de
Vibragbes, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 1996. 87 p. Tese (Mestrado)

O conhecimento do comportamento dinamico de equipamentos é
importante, seja para o desenvolvimento e otimizagao de projetos ou para o
monitoramento e diagnéstico de falhas de operagao. Técnicas de
processamento para extrair dos complicados sinais de vibragdes mecanicas
as informagoes pertinentes a cada analise tém sido investigadas.

A analise de Fourier é capaz de revelar o conte(ido frequencial dos
sinais. Porém, tal técnica é limitada a analise de sinais estacionarios, ja que
os resultados obtidos sio médias dentro do periodo amostrado, nao
distinguindo o instante de tempo em que um determinado evento ocorreu.
Atuaimente, cresce o interesse por sinais nao estacionarios, complexos em
sua estrutura mas muito ricos em informagodes.

A teoria wavelet, capaz de fornecer informagdes locais de um sinal, € o
objeto do presente estudo. A técnica consiste na decomposigao do sinal em
ondiculas {wavelets) que, além de estarem relacionadas a um contetdo
frequencial, possuem um carater localizado na linha do tempo. Assim,
partindo da analise de Fourier, introduzimos os conceitos dessa nova
técnica, bem como alguns exemplos praticos de aplicacio.

Palavras Chave

- Processamento de Sinais, Vibragdo, Transitorios (Dinamica), Analise

Funcional
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Abstract

Moraes, Francisco José Vicente de, Teoria Wavelet Aplicada & Andlise de
Vibragoes, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 1996. 87 p. Tese (Mestrado)

The knowledge of the dynamic behaviour of machinery is important to
develop modern design and condition monitoring. Thus, it is necessary to
adequate appropriate processing methods in order to extract the desired
informations from the complicated time domain mechanical vibration signals.

The Fourier analysis has been extensively used to extract the
frequency content from the signals. However, such technique is suitabie only
for stationary signals, since the given results correspond to average values
on the sample period and do not discern the time location of discrete events.
Nowadays, there has been a special interest on non-stationary signals, which
have a complex structure but are very rich in informations about the rea!
nature of the system.

The wavelet theory, which is able to give local properties of a signal, is
the subject of this workpiece. The technique consists on decomposing the
given signal on small waves (wavelets), which are localised in both time and
frequency domains. Inthe light of Fourier analysis, we introduce the bases of
wavelet theory and some practical insights.

HKey Words

- Signal Progessing, Vibration, Transients (Dynamics), Functional Analysis
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Capitulo 1

Introducgao

Para satisfazer as exigéncias de mercado (qualidade e custo), as
industrias se valem cada vez mais de equipamentos complexos, em projeto e
manutengdo, garantindo a produtividade. De todos os fatores produtivos
envolvidos, resulta um compromisso de confiabilidade que determina o tipo

de atengao a ser dado a cada maquina.

Neste contexto, se destacam os programas de manutengéo preditiva,
especialmente os que utilizam como parametro de andlise os sinais de
vibragdes mecénicas do equipamento, através de monitoramento continuo ou
amostrado. Assim, a fim de se obter um diagnéstico precoce, busca-se
técnicas capazes de identificar variagtes sutis no comportamento dinamico

de uma maquina.

Tem-se na analise funcional uma poderosa ferramenta matematica que,
impondo aigumas condigbes genéricas as fungdes (sinais), faz valer regras
de transformagdo (andlise). Ou seja, se nossos sinais satisfazem as
condigdes impostas pela andlise, podem ser transformados por regras
matematicas que revelam diferentes propriedades do sinal, como se
observassemos uma escultura de diferentes angulos. Partimos, entio, a

classificacao e analise de nossos sinais.
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No Capitulo 2 desta dissertagdo é introduzido o espago funcional
L?(0,T), formado pelas fungbes T-periodicas com energia finita em {[0,7).

Temos que toda fungdo f(r) € L?(0,T) € passivel de uma representagio em

série de Fourier ou, em outras palavras, pode ser representada como uma
soma de componentes harmdnicas ortogonais, geradas a partir de uma Unica
fungio W(f) = ¢'®™'", revelando assim o seu conteido espectral. S3o entio

revisados os conceitos de transformada de Fourier integral (IFT) e

transformada de Fourier discreta (DFT).

Destaca-se que a analise de Fourier se mostra inadequada ao
processamento de sinais nado estacionarios, ja que o contetido espectral
obtido por tal analise corresponde a média dentro do intervalo amostrado,
nao distinguindo o instante em que um determinado evento ocorreu. Na
pratica, temos que os defeitos em um equipamento se tornam mais aparentes
quando este varia as suas condigdes operacionais, resultando em sinais
bastante complexos mas ricos em informacdes sobre a saide da maquina.
Em outras palavras, um defeito sob solicitagdo estacionaria tende a causar
efeitos também estacionarios, dificultando a sua identificagio. Ja em
mudangas de regime, geralmente se comportam de maneira descontinua e
nao linear. Sendo assim, se fazem necessarias técnicas adequadas para

uma analise consistente desses sinais.

Neste sentido, € introduzido no Capitulo 3 o espago funcional L2(R),
cujas fungdes diferem das anteriores por possuirem uma localizagéo na linha
do tempo (possuem comeco e fim). Essa nova classe de fungdes é associada
aos componentes de um sinal nao estacionario, cada um com suas
caracteristicas, inicio, periodo de atuagfo e fim. Surgem entio duas

possibilidades de analise para esses sinais, sejam estas:

e Analise tempo-frequéncia: o sinal é dividido em intervalos na linha do
tempo e o seu coniteldo espectral é avaliado em cada um desses

segmentos.

(g%



+ Andlise tempo-escala: o sinal é primeiramente filirado em bandas de
frequéncia (escalas) e, entdo, é analisada em cada uma dessas escalas a

variagao de energia em fungao do tempo.

Esses dois raciocinios pertencem a uma classe mais geral de
algoritmos chamada decomposigdo atdmica. Entendemos decomposigao
atomica como a extragdo dos constituintes mais simples (wavelets) de uma
complicada mistura (sinal), sendo que cada tipo de sinal possui como
caracteristicas proprias o tipo de 4tomo e o tipo de arranjo que o constitui. O
objetivo da teoria é encontrar as wavelets étimas de um dado sinal e os

correspondentes algoritmos de codificagdo e analise.

Na analise de sinais vibratorios, é importante que essas wavelets
possuam caracteristicas harmonicas e, ao mesmo tempo, possuam uma
localizagao temporal variavel a fim de se analisar precisamente fenémenos
simultaneos de altas e baixas frequéncias. Além disso, por simplicidade, é
interessante que o conjunto de wavelets utilizado em uma analise seja gerado
a partir de uma unica fung@o e constitua uma base ortonormal do espacgo
funcional L2(R). Em destaque, estao as wavelets ortonormais de Daubechies.
O Capitulo 4 apresenta um método de construgdo dessas wavelets, o qual é

diretamente utilizado no algoritmo de analise multi-resolugao.

No algoritmo de analise muiti-resolugfo, os detalhes e a tendéncia de
um sinal sac extraidos a cada escala, através de filtros definidos pelas
fungdes wavelet. A tendéncia sera amostrada na préxima escala, onde sera
novamente dividida em detalhes e tendéncia, seguindo adiante até as escalas
mais gosseiras. Assim, podemos analisar um sinal pelos detathes em cada
escala e por uma Ultima tendéncia, representando o nivel médio do sinal. A
implementagao discreta desse algoritmo, chamada transformada wavelet

ortonormal discreta (DWT) é descrita no Capitulo 5.

No Capitulo 6 é apresentado um exemplo simulado, onde pertubagdes
transitorias nao detectaveis pela analise de Fourier sdo reveladas e isoladas
pela andlise wavelet. E feita também uma analise de sinais medidos

experimentalmente, provenientes do movimento vibratéric de um rotor em



aceleragdo e desaceleragao. Nesse llitimo exemplo, a analise wavelet foi
capaz de detectar um comportamento vibratério localizado, que foi
posteriormente analisado pela transformada de Fourier sob janela deslizante,
Ainda nesse capitulo, sido comentados alguns trabalhos atuais com
aplicagbes praticas da teoria wavelet e, também, é apresentado um cenario
para futuros desenvolvimentos.



Capitulo 2

Sinais Estacionarios e Analise de Fourier

Seja L?*{0,T) a colecao de todas as fungdes mensuraveis f(r)' definidas

no intervalo [0, T) e que respeitem a seguinte inequacao:

_Uf @)dt <o . (2.01)

Na realidade, este espago funcional é composto pelas fungdes (sinais) com
energia finita no intervalo de amostragem 7, o que n#o limita a nossa analise
ja que todos os sinais de nosso interesse pertencem a esta classe. Além
disso, assumiremos sempre que tais fungdes em L2{0,T} se estendem

periodicamente pela linha real R={—w,+x), isto é:
f@O=f(t~-T), paratodo r € R. {2.02)

Através da simples padronizag8o na escala de tempo do periodo de

amosiragem 7

f(o) = f(2fr%) , (2.03)

! Nio ¢ intengdo deste trabaltho apresentar um formalismo matematico complexo sobre teoria de lebesgug e
andlise funcional, embora sejam bastanie uteis alguns conceitos basicos. Assim, é suficiente no momento
assumir que a fungdo j(#) é continua por partes e, se necessdrio, maiores informagdes sfio encontradas em

1027, [11], 120], {21] e {34].
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podemos, neste caso, associar o espago funcional L?{(0,T} ao espago
L?{0,2 r ), usualmente conhecido como o espago de fungdes 2 r -periddicas

com quadrado integravel e, sendo assim, qualquer fungéo f(f) € L?{0,T)

possui uma representagao continua em série de Fourier na Forma:

f)= Zc,,e“w” , he 2, (2.04)

By

onde as constantes ¢,, chamadas coeficientes de Fourier, séo definidas por:

T
e, :,51: L F()e ™D gt | he Z. (2.05)

A convergéncia da série {2.04) é definida em L2{0,T) por:

2

dt=0. (2.06)

bd

() - Z c, ! 2/ )

h=~x

lim

T
x,y—r0 jo

Cada coeficiente ¢, corresponde & contribuigcido da h-ésima harmonica.

Sendc o tempo medido em segundos, temos a frequéncia da h-ésima
harmonica em Hertz:

h
W, ==, 2.07
= (2.07)
e o intervalo entre as harménicas no eixo da frequéncia é dado por:

1

Aw=— | 2.08
- (2.08)
Assim, no limite quando 7-5>«, 0 espagamento Aw se tornara tao
pequeno que o sinal 7(¢) {periodo infinito) ndo mais podera ser representado

por componentes discretas de frequéncia. Surge, entdo, a Transformada de

Fourier integral (IFT), definida por:

Foy=—[ 7™ dr , weR, (2.09]



sendo a frequéncia w medida em Hertz. Temos também a transformada de

Fourier integral inversa (1IFT), definida por:
f@ =} Fw)e'®™ aw . (2.10)

Vale comentar que o conceito de frequéncia negativa advém da

representagado complexa do operador de Fourier.

Nossa analise esta voltada a sinais processados digitalmente, isto é,
compostos de valores discretos igualmente espacados de Ar,
correspondendo portanto a uma frequéncia de amostragem w, = 1/Ar. Sendo
assim, o sinal f() € representado pela série discreta f para
n=012..,(N-1), onde t=nAt e At=T/N. Nesse caso, substituimos a

integral em (2.05) pela somatéria abaixo:
I N-1
F = e ™) para h=012,...(N-1), 2.11
1] N ;fn p yhas )( ) ‘ )

e obtemos, assim, a chamada Transformada de Fourier Discreta (DFT).
Embora (2.11} ndo fornega suficiente informagéo para se obter a fungao
continua original, sua importancia esta na capacidade de recuperagao exata
dos valores discretos da série f , através de sua formula inversa (IDFT),

apresentada a seguir:

N-1

Iu= ZE, e paran=012,... . (N-1). (2.12)

=0

Ressaltamos que, embora apresentada através de propriedades das séries
continuas de Fourier, a DFT possui propriedades exatas e nao propriedades

aproximadas baseadas nos correspondentes resultados continuos [30].

O critério de Nyquist estabelece que, para séries discretas amostradas
em intervalos constantes Ar, a frequéncia maxima passivel de anilise é

1/(2A¢). Esta é chamada frequéncia de Nyquist e, se analisamos um sinal que

contenha componentes de frequéncias superiores a este limite, ocorre o
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chamado erro de Aliasing. Em outras palavras, a frequéncia de amostragem
1/(2Af) deve ser grande o suficiente para cobrir toda a banda de frequéncias
do sinal continuo original. Na pratica, é feita uma pré-filtragem do sinal
através de um filtro analégico do tipo “passa-baixa”, com banda limitada em

pelo menos 1/(2A1).

Além disso, quando operamos a DFT, estamos efetivamente calculando
os coeficientes de Fourier de uma fungdo periédica cuja amostra f(),
0<t<T, representa um unico ciclo. Na maioria dos casos, sao
desconhecidas informagdes sobre a periodicidade do sinal e, sendo assim,
se uma amostra genérica é estendida periodicamente a linha real, sio

induzidas descontinuidades nos pontos de conexao (x7, x € Z). Como efeito,

ocorre o chamado erro de Leakage.

Esta questao nos leva a aplicagao de um janelamento com decaimento
exponencial nos extremos do intervalo de amostragem, aproximando o sinal a
uma condigdo de periodicidade virtual quando estendido a linha real.
Imaginando a linha real do tempo, este janelamento nada mais é do que uma
localizagéo da série de Fourier no intervalo amostrado. Dentre as janelas
mais utilizadas estdo a de Hanning, a de Hamming e a Flat-top. Essas nao
serao tratadas especificamente mas, no capitulo seguinte, serio tratados os

conceitos basicos das janelas de localizagéo temporal.

A DFT ¢é extensivamente utilizada em grande variedade de aplicagdes
em processamento de sinais e, portanto, é de grande interesse a
implementagao de um algoritmo eficiente para o calculo da transformada
{2.11) e de sua inversa (2.12). E fato que, para o calculo da DFT ou IDFT de
uma amostra com N pontos, € necessaria a ordem de N° operacgdes
matematicas (multiplicagbes e adigdes). Este nimero pode ser reduzido
consideravelmente através do algoritmo da Transformada Rapida de Fourier
(FFT), baseado no simples principio de que uma DFT com N pontos pode ser

computada através de duas DFTs com N/2 pontos, ou quatro DFTs com N/4

pontos, & assim por diante. Dessa forma, através da FFT, o nGmero de



operagOes necessarias para a transformagéao (direta ou inversa) é reduzido a
ordem de NloghN [22].

Destacamos, agora, trés caracteristicas da representagdo em série de

Fourier. Primeiro, a fung@o f(r) @ decomposta em uma soma de infinitas

componentes  g,(f)=c, €9, he Z, mutuamente ortogonais, onde

ortogonalidade significa que:
(g,.8.)=0 paratodo hxx, hxc Z, (2.13)

sendo o produto interno acima definido em L3(0,T} por:

1 —
(88:) =7 £ 20 dr para hxez, (2.14)

A barra superior denota o complexo conjugado da fungéo. A equagéio (2.13)

€ explicada pelo simples, mas importante, fato de que a familia das fungdes
W, (H)=e%™"  he, (2.15)

é uma base ortonormal de L3{0,T}). Uma familia de fungdes constitui uma base
ortonormal de L2{0,T) se suas fungdes formam um sistema linearmente
independente normalizado e densc em L2{0,T), ou seja, no casc de
W.(t) € LA{C,T):

W, ,W.)=6,,, hxeZ, (2.16)

onde §,, € o delta de Kronecker e, também, toda fungao f(/) ¢ L2{0,T) pode

ser descrita pela série abaixo:;
7= e W) - (2.17)
h= o

Sendo definida também, para o espago funcional L?{0,T},a sua norma:

=000, (2.18)



é facil verificar de {2.16) que:
W, =1. (2.19)

A segunda caracteristica importante da representacio em série de

Fourier é o fato da base ortogonal W, (r) ser gerada por dilatagdes de uma

unica fungao

W()=eomn (2.20)
ou seja:

W.()=W(ht) , he Z. (2.21)

Em notagéo funcional, o operador de Fourier para a fungéo f(f) € L?{0,T) é

descrito por:

Fon) =(7. W) =2 [ 70 W@t , he 2, (2.22)

e a recuperag¢ao da amostra por:

+a

OEDRRALACE (2.23)

oty

Vemos, entdo, que o operador de Fourier projeta a fungao f(7) em

fungdes harmdnicas ortonormais de diferentes frequéncias, ou seja, procura-
se a semelhanga da fungdo dada com essas fungdes teste, através do
produto interno (produto escalar) em cada frequéncia. Obtém-se, entio, uma
amplitude relativa a cada uma das frequéncias que, pelos limites de
integragao em (2.22), sdo médias dentro do periodo amostrado, nao
distinguindo o instante de tempo em que um determinado evento ocorreu
[04]. Isso demonstra gue a analise de Fourier ndo € capaz de descrever

adequadamente sinais nao estacionarios.

Um exemplo classico & a analise de Fourier da resposta de um mesmo

sistema linear ao impulsc unitario e a um ruido branco estacionaric. Sendo
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estas respostas normalizadas ao mesmo valor quadratico médio, apresentam

a mesma densidade espectral [30].

A terceira e ultima caracteristica pode ser apresentada através do

chamado teorema de Parseval que, em fungéo das propriedades ortonormais
descritas acima, determina:

5{.. [ @ di = i[c,f : (2.24)

Este teorema estabelece que o valor quadratico médio de uma fungéao
periodica & igual a soma dos quadrados de todos os seus coeficientes de
Fourier. Agora, seja também o espago £2(Z) composto pelas sequéncias bi-

infinitas {c,}, € Z, de modo que {c,} € £3(Z) se, e somente se:

Zic,,lz <w . (2.25)
h=—ct

Para este espago sequencial, sdo definidos o produto interno:

il

{c,,d,)= Zc,, d, , (2.26)
ey
e 3 norma:
leul, = {chen)* - (2.27)

Entdo, o operador de Fourier mapeia o espago funcional L2(0,T) em £2{Z} de
forma linear e, de {2.24), sabemos que esta transformacao é isométrica, ja
gque os produtos internos sdo preservados. Em outras palavras, a energia de
um sinal & diretamente proporcional ac seu conteQdo espectral e, sendo

assim, sua distribuic&o pode ser avaliada também no dominio da frequéncia.
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Capitulo 3

Sinais Nao Estacionarios e Decomposicao Atdomica

Consideremos agora o espago L?(R), formado por funcbdes mensuraveis

F{t) definidas na linha real e com energia finita, ou seja,

IE(r)F di <o . (3.01)

Claramente, os espagos funcionais L2{0,T) e L?(R) sao distintos, mesmo
quando o primeiro & estendido periodicamente a linha real. Destacamos que
toda fungao pertencente a L?{R) deve decair a zero em Zo, ou seja, deve
possuir um comego e um fim. Assim, podemos associar esta classe de
fungdes aos componentes de um sinal nao estacionario, cada um com suas
caracteristicas (timbre, frequéncia e intensidade)’, inicio, periodo de

atuagao e fim.

Dessa forma, estao exciuidas do espago funcional L2[R} as ondas seno
e coseno utilizadas na analise de Fourier. Agora, se procuramos “ondas” gue
construam o espacgo L3[R}, estas devem decair a zero em *w e, por motivos

praticos, o decaimento deve ser rapido® [10]. Além disso, comoe na analise de

' A frequéncia ¢ determinada pelo nimero de ciclos por unidade de tempo de cada componente de vibragio, a
intensidade estd relacionada ao nivel de energia do sinal e timbre € ¢ resultado da particular combinacio das
diversas componenies presenies no sinal.

2 O decaimento rapido introduz localidade 4 andlise [36].
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Fourier, estas ondiculas (wavelets) devem ser geradas a partir de uma Gnica
fungado e, também para uma melhor eficiéncia computacional, a familia
destas waveleis deve constituir uma base ortonormal para o espaco L2(R}.
Surgem entao duas possibilidades de analise para esses sinais, sejam estas:

analise tempo-frequéncia e analise tempo-escala.

Na analise tempo-frequéncia, o sinal é dividido em intervalos na linha
do tempo e o seu conteido espectral é avaliado em cada um desses
segmentos. Ja na analise tempo-escala, o sinal é primeiramente filtrado em
bandas de frequéncia (escalas) e, entdo, é analisada em cada uma dessas

escalas a variagao de energia em fungao do tempo.

3.1 Analise tempo-frequéncia

Gabor, frente as limitagoes praticas da transformada de Fourier, teve a

idéia de dividir o sinal através de fungdes janela j(r-%), onde o parametro
k € R € usado para transladar a janela a fim de cobrir todo o dominio do
tempo. Seja uma fungado f(f) € L3(R) (sinal analoégico com energia finita) e

sua Transformada de Fourier integral (informagao espectral do sinal) dada

por:
Fw)= «»25;] £y e ™ g | (3.02)

Sabe-se que a formula acima nao é capaz de representar sozinha

informagdes locais do sinal f(r). Buscando uma boa janela de localizagao

temporal, Gabor obteve a forma 6tima que, segundo o Principio da Incerteza

de Heisenberg, é obtida por qualquer fungao gaussiana, descrita por:

fl

g %

w1
g(n= 2T ) {3.03]

onde o >0 R éfixo (Fig. 3.01). Trataremos mais adiante no texto a questao

da localizagao otima.



Janela Gaussiana

08
0.7
e X
05
0.4
amplitude
0.3

02

0.1

tempo

Fig. 3.01: Janelas Gaussianas para vérios a, k=0

Temos, entao, a definicao da transformada de Gabor® da fungdo f(9)

descrita acima.
G2 ) =5 [ 1) g (- Rya . (3.04)

Dessa forma, (G f)(w) localiza a transformada de Fourier integral de £(7)

em torno de /=%, sendo a largura da janela determinada pela constante

positiva o . Além disso, como

ﬁg“ - k)dk = 5} (ydi=1, (3.05)
temos:
I (GF FYwydk = F(w) , weR: (3.06)

3 A aqui chamada transformada de Gabor ¢, de fato, um caso particular (Stima localizagiio tempo-frequéncia)
da transformada de Fourier de curta duragfo ou transformada de Fourier sob janela deslizante,
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ou seja, o conjunto {G; f:k € R}, de transformadas de Gabor ao longo do
tempo, recupera a Transformada de Fourier Integral F(w) exatamente,

fornecendo informagao espectral local. Assim, a transformada de Gabor

inversa é definida por:

s@=5-| [ {eoGz non} gt -kydwak (3.07)

A seguir, apresentamos a transformada de Gabor em notagdo

funcional. Seja:
GeL (1) =€ g1~ k) , (3.08)

temos:

(@ N =(1.68.) =5 [ 1O G D e . (3.09)

Novamente, a barra superior denota o complexo conjugado da fungéo.
Podemos entdo, ao invés de considerar (G f)(w) como a localizagao da

transformada de Fourier do sinal f(7), interpretar a transformada de Gabor

como a decomposigao do sinal em fungdes G (r) (Fig. 3.02). Cada fungéo

G7,(1) representa um atomo correspondente ao instante k4, de duragio

proporcional a ¢ e frequéncia média w. Naturaimente, tudo isso depende da
convengao usada na definigdo da banda de g®(r), como sera explicado

adiante no texto.

Por varios motivos, tais como eficiéncia computacional ou
conveniéncia de aplicaglo, pode ser interessante a utilizagio de outras

fungdes como janelas de localizagéo temporal. Para uma fungao j(7) € L3R)

qualificar-se como uma janela de localizagao, deve satisfazer a condigao de

suporte compacto, ou seja, possuir decaimento rapido em +wx, de forma que:

t.j(¢) € LA(R) . (3.10)
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Fig. 3.02: Waveletde Gabor;at = 1, k=0, w=2nrad/s

Pelo teorema de Parseval (2.24), podemos garantir que a sua

transformada de Fourier integral J(w) também pertence a L3(R), mas nao

que esta necessariamente satisfaz:
w J(w) € L3R}, {3.11)

ou seja, a fungdo j(r) ndo possui necessariamente suporte compacto no

dominio da frequéncia. Dessa forma, para qualificarmos uma janela tempo-
freguéncia, necessitamos de uma fungio com suporte compacto em ambos
os dominios, tempo e frequéncia. Lembramos que a transformada de Fourier
integral de uma fungéo gaussiana (suporte compacto) é também uma fungao

gaussiana.

Podemos assim definir, para qualquer fungao j{t) € L3[R} que satisfaga
{3.10}, o centro 7 e o raio de janelamentc 7, (dominio do tempo), segundo o

conceito de desvic padraoc ou duragfo quadratica média, respectivamente

como.
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11

[tlor a (3.12)

£, =

L 2_1_,..{}"”(:4 Y j(t);zdz}% (3.13)
B P2 T ’ '

sendo a largura do janelamento definida por 27,.

Analogamente, se J(w) tamkém satisfaz (3.11), definimos o centro de
frequéncia w, e a tanda quadratica média 2L, da fungdo janela J(w)
(dominio da frequéncia). Em suma, quando definimos como fungéao janela, da
transformada definida em (3.04}, uma fungao j(r) de suporte compacto nos

dominios do tempo e da frequéncia, definimos tamkém um atomo no plano

tempo-frequéncia com as seguintes dimensoes:
[t,+b~L ,t +b+L1] x [w,+w—~L ,w_ +w+L)]. {3.14)

Essas dimensoes definem o suporte do atomo nos dominios do tempo e da

frequéncia, respectivamente. Esses atomos sio tamkém chamados elipses

de Heisenkerg e sao representados na figura 3.03.

Sendo assim, para uma precisa localizagio tempo-frequéncia, deve-se

escolher uma fungao j{¥) de modo a se okter o 4tomo de menor dimensao
possivel. No caso das fungdes gaussianas definidas em (3.03), temos:
L = Ja e L, = 1/2\/5 e, além disso, o Principio da Incerteza de Heisenkerg

nos assegura que este e o menor atomo tempo-frequéncia que pode ser

oktido por uma fungao janela.

E importante ressaltar que as dimensdes do atomo tempo-frequéncia,
em oposigdoc ao que ocorre na analise tempo-escala, permanecem
constantes. Sendo a frequéncia diretamente proporcional ac nimere de
ciclos por unidade de tempo, € necessaria uma janela temporal estreita a fim

de se localizar mais precisamente fendmenos de alta frequéncia e, por outro
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lado, uma janela mais larga a fim de se examinar minuciosamente as
componentes de baixa frequéncia do sinal. Dessa forma, esta técnica nao se
mostra eficiente na analise de sinais de banda larga, ou seja, que possuam

simultaneamente altas e baixas frequéncias.

u

&

FREQUENCIA

il

!
]
]

TEMPO

Fig. 3.03: Representacio de dois atomos no plano tempo-frequéncia

Um outro problema essencial & a criagdo de um algoritme que
decomponha, de maneira 6tima, um dado sinal pela transformada de Gabor.
Quando lidamos com decomposigdes continuas (utilizagio de todas as
frequéncias e todo o tempo), as wavelets de Gabor podem ser tratadas como
se formassem uma base ortonormal, possibilitando a reconstrucio do sinal
através da transformada inversa na forma descrita em (3.07). Mas, na
pratica, o aigoritmo discreto nao existe ou requer muita elaboracao [26], o

que inviabiliza sua utilizagzo.

Os atomos tempo-frequéncia de Liénard diferem dos de Gabor por
permitirem que a duracgio do ataque (antes do maximo do envelope) seja

independente da duragao do decaimento, Mesmo incluindo mais dois
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parametros e perdendo o janelamento o6timo, Liénard nao atingiu a
ortogonalidade. De fato, no comego da década de 80, Low e Balian
mostraram que, se uma fungio janela j(r) é suficientemente regular e bem

localizada, ent@o a familia de fungdes (wavelets)
Jin(®) =™ (1) (3.15)
nunca pode formar uma base ortonormal para L3(R) [26].

Imaginemos, agora, uma analise local do periodo de amostragem [0, T)
através de B janelas quadradas 4, (f)=1 no intervalo [bT/B,(b+1)T/B),
b=012,..,B-1 e 4(f)=0 em qualquer outro instante de tempo. De (2.13),
temos que estas janelas sio ortogonais mas, devido a sua falta de
regularidade, sao induzidas descontinuidades quando da periodizagdo dos
intervalos [5T/B,(b+1)T/B) na andlise de Fourier. Como efeito, temos que a
transformada de Fourier discreta ira considerar um grande numero de
frequéncias a fim de caracterizar a descontinuidade, encobrindo o real
conteldo espectral do sinal. Quanto melhor a localizagdo temporal (menor
suporte da janela no dominio do tempo), piores sdo esses efeitos (maior o

suporte no dominio da frequéncia). No limite, temos a fun¢ao impulso ou
deita de Dirac.

Estes efeitos podem ser atenuados pela Transformada Coseno Discreta
{DCT) que, utilizando uma base ortogonal composta pela seguinte familia de

funcgoes:
C (i‘)_—«1 e C (= L cos(E4Y, w=123 (3.16)
G [2 > — 2 * Eind bt RAR S | .

decompde cada segmento de sinal [b7/B,(b+1)7T/B) através do seguinte

operador:

€, N ={f.G,..) - (3.17)
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Se o sinal f(¥) é bastante regular, os efeitos numéricos causados pela

segmentagao crua sao reduzidos da ordem de 1/w a 1/w® [26].

Buscou-se, entao, contornar o teorema de Low e Balian utilizando um
janelamento mais regular, com decaimento exponencial em ambos os
dominios e alternando, para posigdes (») impares ou pares, a DCT e a
Transformada Seno Discreta (DST). A DST é definida por:

(S, W =(1.5,.) , (3.18)

e, em cada segmento, utiliza como base ortogonal a seguinte familia de

fungoes:
1
S, () =—=sen(®31) , w=123,..., 3.19
NP (351 (3.19)

garantindo ortogonalidade entre intervalos adjacentes, mesmo quando as
janelas se sobrepdem parcialmente (devido a ortogonalidade entre as

fungdes seno e coseno).

Em 1987, quatro décadas apas Gabor, Malvar propds partir a linha real
do tempo em intervalos adjacentes através de janelas simples e bem
definidas que, devido a uma particular sobreposicac parcial, formam uma
base ortonormal para o espago L3R). Seja [ =aq,,, —a, a duragio da janela
correspondente ao intervalo [q,,q,,,]1 e o, >0 pequeno o suficiente para que

I >a, +a,, . Assim, essas janelas devem respeitar as seguintes condigbes:

0<m (t)<1 paratodo 7reR, {3.20)
m(f)=1 se g, +a,<t<aq,, —a,,, (3.21)
m{}=0 se t<a,~a, ou t2a, +a,, , {3.22)
mi(a, +o)+mi{a,~0o)=1 se |o|sa,, {3.23)

m,(a, +c)y=m(a,—o) se |ol<a,. {3.24)
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Fig. 3.04: Caracteristicas da wavelet de Malvar (depeis de Meyer [26])

Da figura 3.04, notamos que a janela se desenvolve de forma regular

de m()=0 a m, =1 durante um intervalo 2«,, permanece constante em
m,=1 durante um tempo arbitréaric / -«,-ca,, e, entdo, decai
progressivamente a zero durante um intervalo 2¢,,, [28]. Cada um desses

intervalos é analisado pela DCT ou, alternadamente, pela DCT e DST. Dessa

forma, chegamos as wavelets de Malvar (Fig. 3.05).

m, (1}

—m, (1}

Fig. 3.03: Wavelet de Malvar (depois de Mever [26])
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Temos que nessas wavelets as duragdes do ataque, do periodo
estacionario e do decaimento sio determinadas de forma arbitraria e
independente. Com isto, se faz necessario um meta-algoritmo de busca da
segmentagdo que melhor se adapte ao sinal, em fungdo do objetivo da
analise. Nos limitaremos aqui a esta breve introdugéo, mas adiantamos que
tal técnica se mostra bastante promissora na anélise de frases sonoras, tais

como: musica, reconhecimento de vozes, analise da fala, etc... .

3.2 Analise tempo-escala

Como vimos anteriormente, para obtermos uma base ortonormal
interessante para o espago funcional L?(R), devemos voltar nossa atencgao a
wavelets de suporte compacto e geradas a partir de uma anica fungio
basica, agora chamada y(r). Assim, para cobrirmos todo o dominio do

tempo, iremos novamente transladar esta fungéo através de deslocamentos

k% na linha temporal, através de:
v (D=y(t-Fk), ke Z. (3.25)

Mas, se pretendemos relacionar essas wavelets a um conteido frequencial e,
ao mesmo tempo, manejar o suporte dessas a fim de obtermos uma
localizag&o precisa de fendmenos simulténeos de altas e baixas frequéncias,

tudo o que precisamos sado diferentes dilatagbes' (escalas) para essas
wavelets, definidas por:

v, O=w2't-k), jkeZ (3.26)

Estas dilatagbes 2’ s@o possiveis gragas a uma importante condigdo naoc

considerada por Gabor e seus seguidores [10]. Seia ela:

ﬁ(t) dr=0. {3.27)

'Por motivos de eficiéncia computacional, estas dilatagdes serdo sempre por 2/ [10].



Além disso, se definimos nossa familia de wavelets por:

v, (O=2%5yR1-k), jke 2, (3.28)
temos:

"WMHZ =lyl,=1. jkez, {3.29)
caracterizando um sistema normalizado.

Uma fungao y(r) € L?(R) é chamada de wavelet ortonormal se a familia

definida em (3.28) constitui uma base ortogonal de L2?(R) (sistema

linearmente independente e denso em L2(R)) , ou seja:
(Vf,-; , ww) =08,.6,,, J.kxyeZ, (3.30)

e toda fungao f(¢) € L?(R) pode ser descrita pela série wavelet abaixo:

f@= iicﬂ" ¥ at) - (3.31)

JE—a frzzweon

Os coeficientes ¢, sdo calculados através do seguinte produto interno:

Cre = (f”/’j,k> s {3.32)
e a convergéncia em L?(R) é dada por:

N, N,

- Z ch.k 'lfyj,k

JEm ALy k=M

Im
M N My Ny

=0 . (3.33)

2

Como veremos adiante, existem infinitas possibilidades para esta

funcao y(r) mas, mesmo antes da formalizacéo do espago funcional L3(R],

Haar apresentou a mais simples dentre elas. Seja esta a wavelet basica de

Haar:
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~lpara0<t <},
We(t)=< lparalj<t<l . {3.34)
Oparat<Oet 21

A partir de y,(7), podemos gerar todo o sistema de Haar ¥y, através de

(3.28).
SISTEMA DEHAAR
A -4 [ ki 2 3
ANANAAARAAAAARANARE
OO OO0 oo oot
5 — ——d bd ) b d bnnd L fnd —d b
-4 1) 1 2 8 -
TEMPO

Fig. 3.06: Sistema de Haar; escalas j=-2 a 2 no intervalo (¢, 3 )

Na figura 3.06, apresentamos as wavelets de Haar {com amplitudes
padronizadas) de escalas j=-2 a j=2, no intervalo (-2,3). Vale ressaltar

que nao ha sobreposigéo entre wavelets de uma mesma escala e, além disso,
uma wavelet sempre possui valor constante no suporte das wavelets em
escalas superiores. Essas observagdes comprovam facilmente a condigao
de ortogonalidade definida por (3.30).

Alem disso, podemos perceber que na escala j = 0 somente uma tnica
wavelet esta contida no intervalo unitario [0,1) . J& na escala j=1, temos

duas wavelets de comprimento 1/2, uma com suporte em [0,1/2) e outra em

'Na verdade, através de uma padronizagdo na escala de tempo, esse intervale unitirio pode corresponder a
qualquer intervalo de interesse em uma dada fungfio. Na prética, corresponde ao periodo de amostragem de um
sinal, o qual € o objeto de nossa analise.
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[1/2,1). Assim seguimos as escalas mais finas. De forma analoga, na escala
j=-1 somente metade da wavelet correspondente se encontra no intervalo

unitario. Seguindo adiante, observamos que para todas as escalas negativas
a contribuigao de cada wavelet é constante em [0,1) e, com isso, podem ser
representadas por uma unica escala constante (esta sera chamada j=-1).
Em suma, em uma dada escala j> 0 existem 2/ wavelets no intervalo [0,1) e,

ainda, temos o suporte de cada wavelet i x,, dado por:

I, =[k27, (k+127] . (3.35)

Dessa forma, um sinal amostrado no intervalo [0,1) pode ser

representado por uma constante somada & combinagao linear das wavelets

de todas as escalas j> 0. Assim, definindo r =27 + &, temos:

w 2

fty=a,+ Z Zar"”ffu , para 0<¢t<1 {3.36)
j=0 k=0
e, devido a ortogonalidade das wavelets dada por (3.30), os coeficientes a,

podem ser facilmente calculados por:

a, = j]f(z) dt , {3.37)

a = 21“"0}(:) Ve, (Ot . (3.38)

Esta é a classica aproximagao de um sinal continuo f(r) por fungdes degrau,

cujos valores correspondem ao valor médio do sinal no intervalo diadico?
correspondente [26]. Apesar da convergéncia apresentada em {3.33) estar
garantida, devido a caracteristica descontinua das wavelets de Haar pode
ser necesséario um grande namero de termos a fim de se atingir uma

representagao precisa da fungao f(s).

*Um intervalo diadico & o suporte resultante de uma dilatacdo por 2’ ¢ uma translagdo de k/2.



Vale também ressaltar que as wavelets de Haar nao possuem suporte
compacto no dominio da frequéncia mas, de certa maneira, estao
relacionadas a um contetdo frequencial chamado escala. O trabalho de
Haar somente seria completado em 1987, quando Daubechies formalizou um
procedimento para a construgio de wavelets tempo-escala, de suporte
compacto e dotadas da regularidade desejada. A regularidade das wavelets
ira determinar a banda de frequéncia de cada escala e o suporte das
wavelets. Quanto maior a regularidade, maior o suporte das wavelets {pior
definigdo temporal) e mais proxima a uma oitava é a banda de cada escala
(melhor relagdo espectral). Essas questbes serdo tratadas com mais

detalhes nos capitulos seguintes.

Varios trabalhos, de certa forma isolados, contribuiram para esta
conclusdo. Ja em 1927, Franklin propds um sistema de fungdes continuas
que formava uma base ortonormal para o espago L?(R). Esse sistema nao era
gerado por uma Unica fungao e seria reduzido & forma (3.28) somente em
1980 por Stronberg.

Na década de 30, Littlewood e Paley em seus estudos sobre
homogeneidade de fungdes introduziram na analise de Fourier o conceito de
blocos diadicos (A, f)(f), definidos por:

2ty

(A7)0 = ) {a,cos() +bsen(330)} , j € N, (3.39)

h=2d

sendo a série de Fourier representada por:
FOy=a,+ ) {a,cos() +bsen()) = ay + Y (A, 1)D) . (3.40)
=1 =0

Essa sequéncia de operadores A, je N, constitui um banco de filtros

passa-banda, orientados em intervalos de frequéncia que cobrem
exatamente uma oitava. Através dos blocos diadicos de Littlewood-Paley,

realiza-se uma analise do sinal f(¢) onde a principal atrac&o é a possibilidade

de variagao das escalas j e, assim, embora os intervalos definidos por {3.39)
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sejam dotados de um conteido frequéncial, essa no¢ao de frequéncia é de
menor importancia. O trabalho de Zygmund relaciona os blocos diadicos de
Littlewood e Paley as wavelets definidas por {3.28) e, como veremos, essa
divisGo em blocos diadicos é de fundamental importancia na elaboragio de

um algoritmo eficiente.

Calderéon (década de 60), Grossman e Morlet (década de 80)

trabalharam na formalizagdo matematica da Transformada wavelet Integral
(IWT), definida por:

7, o=k r0u(Za, 1e1am), (3.41)

onde b e a sao respectivamente a translacao e a dilatagio na transformada
wavelet integral. Além disso, para possibilitar a transformada wavelet
integral inversa, a fung@o y(r) deve satisfazer a condigio de admissibilidade,

definida por:

j' N 4 (3.42)

-~ M

onde ¥(w) € a transformada de Fourier integral de y(f). Assim, existe uma

variedade de fungdes (reais ou complexas) utilizadas como wavelet de

andlise. Em destaque estd a wavelet de Morlet, seja esta:

O(t) = e¥=e 1T | (3.43)

onde c>5 é utilizado a fim de garantir {(3.42) [36]. £ importante notar que, ao
contrario do que acontece na analise de Fourier, a IWT esta intimamente
relacionada com a série wavelet definida por {3.31). Esta relagao é

representada por:
o =(Fow,0) =, &L . (3.44)

Talvez, para nés, esteja no trabalho de Maliat (1985) a maior

contribuigdo, jé& que relacionou técnicas ji utilizadas em processamento de
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sinais a teoria wavelet, tornando efetivos os seus conceitos. A analise multi-
resolugédo proposta por Mallat é baseada na técnica de codificagéo em sub-
bandas através de filtros quadraticos em espelho, desenvolvida por Galand,
juntamente com Esteban e Croissier, e utilizada em telefonia digital [26].
Apresentaremos a seguir o caso da codificagdo em dois canais de

frequéncia.

Tomemos, novamente, um sinal digital arbitrario amostrado e definido

nos instantes nAf, n e Z, e representado por uma sequéncia de energia finita

So€ 822y

+a0

2

=~

7.

<w . (3.45)

Definimos o operador de decimacéo D: ¢3(Z)— (3(22), representado por 241,
como a subamostragem que retém somente os termos com indices » pares

na sequéncia X = (f,,)nez. Seja também o operador adjunto £ : /2(2Z)—¢3(Z},
representado por 112, a extenséo mais simples possivel de um sinal que, a
partir de uma sequéncia Y:(fZH)neZ’ constréi a sequéncia definida em Z

adicionando zeros nas posigOes impares. Sao definidas as normas para os

espagos sequenciais £3{Z} e (3{2Z) respectivamente por:

w=(Sr) o me(Sr] (.49

Primeiramente, os sinais X' a serem analisados sao filtrados por dois

filtros F, e [, resultando em duas saidas X =F (X) e X, =F(X) com
energia finita. A fung¢ao de resposta ac impulso do filtro F, é determinada

pela sequéncia dos coeficientes de Fourier da fung8o 27 -periddica

E(8) = Zc,,e““’) , Bemrad/s , {3.47)

oty
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ocorrendo o mesmo com F(9) e F. Os sinais X, e X, sdo entdo

subamostrados pelo operador D=2J1, resultando em Y, =D(X,) e
Y, =D(X,). WNessas condigbes, os filtros F, e F, sdo chamados filtros

quadraticos em espelho® se, para todos sinais X de energia finita, é valida a

seguinte propriedade:

ol +lzl = b (3.48)

Sendo definidos os operadores totais: 7, =DF,: f3(Z)>¢3(2Z) e
T, = DF, : $3Z)—>{3*(2Z}, bem como os seus adjuntos: 7' = FE: £2(2Z)>(%(Z) e
I, =F'E: 3(2Z)>{3%(Z), temos que a equagio (3.48) é equivalente a

propriedade de reconstrugao prefeita. Seja esta:
I1=LLeTT, (3.49)

onde I: {3(Z)->{3(Z) € o operador identidade. Além disso, um espago vetoria!

X é a soma direta de dois subespagos Y e Z, simbolizada por X=Y & 7, se
cada X € X possui uma representaglo (Unica X=Y+Z, Ye¥Y e ZeZ. A

figura 3.07 ilustra este processo de andlise e sintese.

X Y
> F 22312142 —F;
X & X
X Y,
»F —2 1142 —F
analise sintese

Fig. 3.07: Andlise e sintese através de filtros quadratices em espeiho

3 Esta nomenclatura deriva das propriedades de ortogonalidade e simetria destes filtros.
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Esses conceitos sao sustentados pelo seguinte teorema:

Teorema 3.01: As seguintes propriedades sao equivalentes:

¢ A matriz 1

[ @)  F(©
V2

& unitaria para tod 0
F,(0+7) E(9+”)] € unitaria p quase todo 8 ¢ [0,27]

(3.50)

* Ooperador (7,,7)): {3Z)->£2(2Z) X £2(2Z) é um isomorfismo isométrico

(3.51)

Em outras palavras, a equacgao (3.51) estabelece que os filtros quadraticos
em espelho constituem transformagbes ortogonais particulares, enquanto
{3.50) nos permite construir filtros quadraticos em espelho com fungdes de

resposta ao impulso finitas [26].

Seguindo Maliat, relacionamos a teoria wavelet aos filtros quadraticos

em espelho. Partimos de uma fungdo ¢(r) € L3R}, de forma que p(t—k),
k € Z, € uma sequéncia ortonormal em L3R). Seja ¥, o subespago linear
fechado gerado por esta sequéncia (¢(r - k), k € Z, 8 uma base ortonormal de

V,) e, generalizando, definimos 7, por uma mudanca de escala, ou seja:
fO e, o f@nev,, (3.52)

de forma que: NTV, = {0} e UJV, é um subespago denso em L3(R), ou seja, o
conjunto dos subespagos V; constitui uma base ortogonal para L3({R). Assim,

apresentamos a familia de fungoes
b, {0) =27 g2 i-k), jkeZ, (3.53)

e definimos a tendéncia do sinal f(r) na escala j por:

v, ()= Z(f B10) Bis D) {3.54)
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ou seja, pela projecao da fungdo f(¢) no subespaco V., através da sua base

ortonormal ¢, (), k€ Z.

Agora, sao definidos também os detalhes em cada escala:
h(t)=v,,,()-v, (1) . (3.55)

A fim de se analisar estes detalhes, definimos o subespago H, como o
complemento ortogonal de 7, em ¥, de forma que ¥, =V, ®H,. Entdo,

existe pelo menos uma fungao y(f) e H, de modo que y(1-k), k< Z, é uma

base ortonormal de H,. A familia de fungdes

v (O=2Ry @'t~k , jkez, (3.56)

constitui, também, uma base ortonormal de L?(R) e, mais precisamente,

temos:
h(1) = Z( T )W, (0. (3.57)
k=
Nessas condigbes, as fungbes ¢(f) e y(f) slo associadas aos

operadores 7, e 7 e, através das diferentes escalas, podem ser

sucessivamente aplicadas segundo o esquema apresentado na figura 3.08:

VNw@j_p VN-J—“”‘bN.z“_" N2TE O e V;”’ ée B

1 | | ”

Wy Wy Wy
1 | |
H, NI HN«Z H, ]

Fig. 3.08: Analise Multi-resolucéo
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No caso discreto, temos que o sinal f, a ser analisado é amostrado na
escala mais fina V, e decomposto em tendéncia e detalhes através das
fungdes ¢, ,(7) e v, ,(f). Atendéncia sera amostrada na préxima escala Vy
como um novo sinal que sera novamente decomposto em tendénciz
detalhes pelas wavelets da escala j=N-1. Assim, o esquema segue

sucessivamente até a escala j =0,

Partindo das fungbes wavelet ¢(Y) e y(r), Mallat foi capaz de

caracterizar os filtros quadraticos em espelho e a analise multi-resolugao
correspondente. O caminho inverso foi trilhado somente em 1987 por
Daubechies que, com esse novo enfoque, foi capaz de criar um método de
construgao de wavelets, dependentes de um inteiro R>1 que define o
suporte [0, R-1), bem como a regularidade destas wavelets e, além disso, o
método é de facil implementacio e se adapta ao algoritmo de analise

multiresolugao que sera desenvolvido nos capitulos seguintes.
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Capitulo 4

Construindo Wavelets Ortonormais

Em 1987, Daubechies apresentou um método de construgdo de
wavelets ortonormais, de suporte compacto e regularidade definida,

baseando-se nos filtros quadraticos em espelho F, e F,. Neste método,
calcula-se através de equagdes de dilatagio a fungdo de escala ¢(r) e, a
partir desta, chega-se a equagéo da wavelet basica y(f). Sao essas as duas

fungoes que formam a analise multi-resolugao proposta por Mallat.

Além da possibilidade de implementagao por uma simples sequéncia
de muitiplicagdes de matrizes, a grande qualidade deste método é que sua
estrutura é diretamente utilizada no engenhoso algoritmo criado por Mailat.
Este algoritmo efetua a chamada transformada wavelet ortonormal discreta

(DWT) e sera apresentado no proximo capitulo.

4.1 Equagoes de dilatacao

Entendemos que ¢(1) € uma versao dilatada (horizontalmente) de ¢(21).

Em uma equacgao de dilatagdo, ¢(1) é expressa como uma série finita de
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termos (por exemplo) ¢(2¢), cada um desses termos ocupando uma diferente

posicao & na linha do tempo’, ou seja:
R-i
()= ¢, p2t-k) . (4.01)
k=0

onde os coeficientes ¢, sao constantes numéricas (positivas ou negativas).

Estas constantes serao aqui chamadas construtores e, como veremos

adiante no texto, sdo determinadas de forma especifica.

Exceto em alguns poucos casos, estas equagdes nido podem ser
resolvidas diretamente [31] e, por isto, devemos recorrer a um método
indireto. Assim, é proposto um processo iterativo de simples implementagao

matricial. Neste processo iterativo, partimos de uma funcgao caixa unitaria

1,05t <1

¥ 4- 02
0, outros ( )

¢a(f)={
e cada nova aproximagao ¢ (f) é calculada a partir do resultado anterior

¢,.(t), seguindo o esquema

6,(0= c, $,,2t—k) . (4.03)

O processo segue até que ¢, () se assemelhe a ¢ _ (¢) e a fungdo resuitante

€ chamada fungio de escala. Para melhor entendermos esse processo,
analisaremos o desenvolvimento da fungao de escala ao longo das iteragdes
para um nimero R=4 de construtores. Este desenvolvimento é ilustrado na
figura 4.01.

Nota-se que a primeira iteragao transforma uma Unica ordenada
unitéaria, definida em [0,1), em quatro novas ordenadas ¢,, ¢, ¢, e ¢,
correspondendo respectivamente aos intervalos [0,0.5), [0.5,1), [1,1.5) ¢

[1.5,2). Na segunda iteragdo, a ordenada ¢, ird gerar quatro novas

! Yeremos adiante que na implementagio da transformada wavelet ortonormal discreta ocorre uma

34



ordenadas c’, CoC1s Cofy,s €6y, referentes aos intervalos [0,0.25), [0.25,0.5),

[0.5,0.75) e [0.75,1), bem como a ordenada ¢, ira gerar cc,, ¢}, c,c,, c.c,, aos

intervalos [0.5,0.75), [0.75,1), [1,1.25) e [1.25,1.5), e assim sucessivamente.

Método iterative da Funglio de Escala

T T ¥
3 i

! i i

1.5 2 25 3
tempo

Fig. 4.01: Primeiras sete jteragdes na construcéo da funcéo de escala, R=4 .

Esse processo pode ser implementado na seguinte forma matricial:

{4.04)

padronizacio da escala de tempo, tornando unitario o periodo de amostragem.



onde a matriz A, opera o i-ésimo passo de iteragdo. Estas matrizes

possuem ordem (2" +2' -2) x (2' + 2™ - 2), sendo que cada coluna possui uma
submatriz de construtores posicionada 2 linhas abaixo em relagéo a coluna

-

anterior. O numero de segmentos é (2*'+2'-2) e cada um com

comprimento (1/2'), determinando o suporte total da fungao de escala em

[0,3).

Em outras palavras, ocorre uma particédo ponderada da fungao caixa
unitaria, seguindo adiante em cada segmento e alterando também o seu
suporte. Dessa forma, é gerada uma nova fungio de natureza fractal (Fig.
4.02), chamada fung¢ao de escala. Esta por sua vez ira dar origem a wavelet

basica correspondente.

Fungio de Escala Apds 7 iteragbes

1.4 T

1.2

c.8

C8

G4
amplitude
0.2

Fig. 4.02: Funcao de escala apds 7 iteragtes , R= 4,
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4.2 Wavelets de dilatacgao

Uma familia de wavelets é gerada a partir da fungio wavelet basica

w(f), a qual deriva da fungéo de escala correspondente também através de

uma equacgao de dilatagéao, definida por:
R-1
w(t)=Y (- ¢, gQt+k-n+1) . (4.05)
k=0

Sao utilizados os mesmos construtores, em diferente ordem e com sinais
alternados. O resultado, apresentado na figura 4.03, é uma fungdo com
caracteristicas semelhantes as da fungao de escala. Outras definigées s3o
possiveis [37], mas esta se ajusta de forma mais conveniente ao algoritmo
da DWT [31].

Funcio Wavelet Basica Apds 7 iteragGes
1 '5 1] T T T T

amplitude

-1

tempo

Fig. 4.03: Funcao wavelet basica apés 7 iteracbes

Como podemos perceber, a equacao {4.05}) pode ser encarada como

mais um passo no processo iterativo de geracio da funcdo de escala,
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executado apds o seu completo desenvolvimento (i iteragdes)’. Na forma

matricial, isso pode ser conseguido acrescentando-se a matriz M e
alterando-se a ordem e o sinal dos construtores na matriz A1,. Para uma

fungao de escala com R=4 construtores e desenvolvida apés i =2 iteragdes

temos:

[wi]= M, M, . {4.06)

As equagdes (4.04) e {4.06) s&o de suma importincia, pois
formam a estrutura basica do algoritmo da DWT. Antes da apresentagao

deste algoritmo, valem alguns comentarios sobre os construtores c,.

4.3 Propriedades dos construtores

Logicamente, o resultado das operagbes matriciais descritas acima
dependem da escolha dos construtores ¢, e, em fungéo disso, estes devem
satisfazer certas condigcdes a fim de garantir a eficiéncia do método. Estas
condigbes sao traduzidas em equagbes e, como resultado, temos tantas
equagoes linearmente independentes quanto construtores. Assim, esses

construtores sao determinados de forma univoca.
Existem trés diferentes categorias de condigdes, quais sejam:

o Conservagao de area

Para que uma equagao de dilatlagio seja coerente, se faz necessaria

uma normalizagdo dos construtores ¢,. Para dilatagdes de ordem 2, como

em {4.01), temos:

“Mais adiante no texto, ver-sc-4 que este desenvolvimento completo estd relacionado com o nimero de pontos
de nossa amostra discreta do sinal. Em outras palavras, devemos desenvolver nossas fungdes até uma precisio
compativel com a da amostra do sinal, que por sua vez estd relacionada 2 frequéncia de amostragem do mesmo.

38



R—1

Z c, =2 . (4.07)

k=0

Como consequéncia, a fungdo de escala € Gnica e sua area se mantém
unitaria durante o processo iterativo. Com isso, ocorre também a

normalizagao das wavelets,
s Precisao

Surge da necessidade de se garantir que a decomposigio de um
segmento de sinal discreto, em um ndmero finito de wavelets, representa o
sinal em questdo de forma tdo precisa quanto possivel. Strang [37]){38]
relacionou este fendmeno a forma da transformada de Fourier da fungio de
escala e, assim, apresentou um conjunto de (R/2) equagdes a fim de garantir

uma representagao robusta, sejam estas:
R-1
Z (-D¥ k"¢, =0 para x=012,....(R/2)-1. {4.08)
k=0

¢ QOriogonalidade

Para que o algoritmo da DWT funcione de forma simples e eficiente, é
necessario que o processo iterativo descrito acima possa ser facilmente

revertido. Para tanto, as matrizes A/, devem ser ortogonais, de modo que:
BMIM =1, (4.09)

onde g & um fator escalar. Assim, para tal condigdo, devemos satisfazer o

conjunto de (R/2) -1 equagdes apresentado abaixo:

El

-1

Cp Craae =0 para x=123,...,(n/2)-1. {4.10)

0

e
]

Como consequéncia, temos ainda a condigao adicional de média quadratica

constante durante as iteragoes, seja esta:
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>
L

c2=2, (4.11)

ko
i
=]

4.4 Consequéncias das propriedades ortogonais

Como consequéncias destas condigbes, temos que a fungio de escala

é ortogonal a suas proéprias translagoes, ou seja:

0,parak+0

. 4.12
l,parak=0 ( )

IE(:) $(t— k) di = {

Além disso, se utilizamos um nimero par de construtores, a fungao wavelet

y(r) € automaticamente ortogonal a sua funglo de escala ¢(¢) e a suas

translagdes, como representamos abaixo:
E;(r) $(t—k)dt=0 , paratodokcZ. (4.13)
Ocorre também a ortogonalidade em relagéo as dilatagbes de y(¥),
E(zft) $(t—k)dir=0, paratodokc Z. {4.14)

Seguindo adiante, temos a ortogonalidade da fungéo waveiet em relagéo a

suas proprias translagdes e dilatagbes, como descrito a seguir:
w2/ t-k)dt=0, paratodokcZe j#0. (4.15)

O,parak#0

J'E;(r) Wit — k) dt ={ (4.16)

1, parak=0"

Dessa forma, a partir das equagdes genéricas {4.10) e {(4.11)}, pode-se
gerar todo um sistema ortogonal de wavelets, dotado de propriedades que
podem ser demonsiradas sem mesmo uma expressao explicita para as

fungdes ¢(t) e w(r) [31]. Devemos também ressaltar que este sistema
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compartitha das mesmas propriedades que tornam o sistema de Haar tao
peculiar e, de fato, este & o resultado do método para um nimero R=2 de

construtores.

Sobre o nimero de construtores, podemos comentar que: quanto maior
o nimero de construtores, maior € o suporte e maior a regularidade das
wavelets que, além disso, se aproximam de filtros de oitavas (fungdes
harmtnicas janeladas). Em outras palavras, quanto maior o niimero de
construtores, melhor a caracterizagdo frequencial e pior a localizagio

temporal das wavelets.
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Capitulo b

Algoritmo da Transformada Wavelet Ortonormal Discreta

O objetivo do operador wavelet € decompor um sinal arbitrario f(¥) em

uma série infinita de wavelets de diferentes escalas e posi¢gdes, como

representado pela seguinte expansao:

ro e
FO=3 e v@i-h. (5.01)
PPt
Como na transformada de Fourier, para uma efetiva utilizagao pratica desses
conceitos, se faz necessaria a implementagao de um algoritmo discreto que,
a partir de uma amostra digital finita representando um segmento de sinal,
determine de forma Gnica um namero também finito de coeficientes wavelet.
Estes coeficientes irdo ponderar as respectivas wavelets que, quando entao
somadas, devem recuperar o segmento de sinal em questdo com a devida

precisio.

5.1 Transformada wavelet circular

Por conveniéncia na implementagao da transformada wavelet discreta,
iremos limitar ou simplesmente padronizar o intervalo de amostragem ao

intervalo unitario. Para uma melhor compreensao dessa decomposigéo e das
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novas idéias que serdo apresentados neste capitulo, iremos novamente nos
referir ao sistema de Haar e a figura (3.06). Ja foi dito que, para este sistema,
a contribuigdo das escalas negativas sobre cada intervalo unitario é
constante. Agora, se geramos este sistema pelo método das equagdes de
dilatagao (R =2 construtores), temos que a sua fungao de escala é também

constante no intervalo unitario;
pH)=1, 0<t<l. (5.02)

Assim, para este exemplo, representamos a contribuicio das escalas

negativas por:

kaicj.k y(@'t-k)= kicu #(i-k) , (5.03)

onde c¢,, € um novo conjunto de coeficientes. Aiém disso, em fungéo das
definigtes (4.01) e ({4.05), é possivel demonstrar que para as escalas
negativas w(2/r- k) pode sempre ser representada como uma somatéria de
termos ¢(t—k), independentemente do nimero (par) de construtores [30].

Podemos entdo, sem perda de generalidade, rescrever (5.01) da seguinte

forma:

0= e dt-B+D Y ¢, w(@'1-k). (5.04)
k=-wm J=0 k=m0
Entretanto, em fungao do suporte da wavelet basica (que por sua vez é
fungdo do nimero R de construtores), algumas wavelets y(2/7- k) podem

ultrapassar os limites do intervalo unitario. Para resolvermos esta questao,
consideramos novamente que a amostra em questao se repete em intervalos

adjacentes, ou seja:

f)= i fa-k , keZ (5.05)

k=—c0
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Devido a caracteristica local das wavelets, as descontinuidades induzidas
por tal periodizag@o ndo apresentam grandes dificuldades praticas quando
da analise de amostras suficientemente grandes. De toda forma, deve-se

estar atento a efeitos indesejados durante a interpretagao dos resultados.

Podemos encarar essa periodizagdo como o enrolamento do sinal, ou
seja, toda vez que ultrapassamos o limite superior do intervalo unitario,
voltamos ao inicio do mesmo. Portanto, quando uma wavelet de analise com
inicio em [0,1) ultrapassar este intervalo, podemos assumir que esta é
também enrolada sobre o sinal (se necessario mais de uma vez). No caso da
funcao de escala ocorre o mesmo e, como efeito, esta se torna constante
apds o enrolamento [30]. Sendo assim, representamos (5.04) da seguinte

maneira:

w(41)
B w(21) w4t -1)
J@)=ap(t) +ap(f) + [a, GS]I:W@I‘ _ 1):! +[a, a5 a; a,] w(4t—2)
y(41-3)
ek @ (2= k) + e, (5.06)

onde os coeficientes a, correspondem a contribuigao de cada wavelet (apés
enrolamento) para a representagio do segmento de sinal f(r). Quanto maior
a escala, mais finos sdo os detalhes e maior é o nimero de wavelets, sendo
gue na escala j existem 2’ wavelets espagadas de 27/ ao longo do eixo

temporal.

Um fato importante é que as condigdes de ortogonalidade (4.12) a
{4.16} continuam sendo respeitadas apdés o enrolamento e, com isso,

podemos calcular os coeficientes a, através das seguintes convolugdes:

a=[rws0a, (5.07)

a =2 j o w(@t-kydt . (5.08)
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Note que os limites de integragao foram restringidos ao intervalo unitario e,
se ¢(f) e w(2’t—k) foram previamente geradas e enroladas, os valores

dessas integrais podem ser avaliados com a precisdao desejada. Porém,

através do engenhoso algoritmo de Mallat, podemos avaliar os coeficientes

wavelet sem mesmo obter explicitamente ¢(r) e w(27r- k).

5.2 Algoritmo de Mallat

Descreveremos agora o algoritmo da transformada wavelet ortonormal
discreta, seguindo a analise multi-resolugdo proposta por Maliat. Neste

algoritmo, um sinal discreto representado pela série f, (n=0:2"-1) é

transformado em uma nova série a (r=0:2"-1) de coeficientes wavelet.
r

Como vemos, o numero de pontos da amostra determina o nimero de
wavelets e, consequentemente, de escalas na decomposigao. Com isso, para
analisarmos de forma completa todas as escalas presentes, o nimero de

pontos deve ser sempre uma poténcia de dois. Em suma, uma sequéncia de
2% pontos ira propiciar uma decomposig@o em x +1 escalas, gerando um total

de 27 coeficientes wavelet.

Este algoritmo de decomposigdo utiliza a mesma estrutura do método
de geragao das wavelets e, para melhor compreensio de sua engenhosidade,
sera primeiramente apresentado o algoritmo inverso de recuperag¢ao de uma
amostra de sinal a partir de seus coeficientes wavelet. Para tanto,
consideramos que o grupo de coeficientes abaixo é o resultado da

decomposi¢cado de uma amostra discreta do sinal f(s), com oito pontos, em

wavelets geradas por guatro construtores.
a=la,a,a,a,a,a,a,a,] . {5.09)

De (5.06}, sabemos que o elemento g, corresponde & contribuigio de
#(2) (escala -1) na reconstrugao do sinal. Sendo ¢(¢) gerada iterativamente a

partir de uma fungao caixa unitaria definida em [0,1), podemos gerar a,.¢()
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de forma andloga, partindo de uma fungio caixa com amplitude a,, definida

nesse intervalo. Temos, entdo, o primeiro passo de iteragdo na forma

matricial:

4

[a,] - {5.10)

Porém, o resultado dessa primeira iteragéo ultrapassa o intervalo unitario
(Fig.4.01) e, portanto, deve ser enrolado na maneira descrita anteriormente.

Tal enrolamento pode ser obtido na forma matricial por:

¢, E[CO+C1J[GD] . (5.11)

¢ +e,

Seguindo adiante, apds a terceira iteragao, obtemos:

Co 2
4 !
& G S &
c, ¢ ¢ ¢ lie,+c
3 6 1 GG+
$; = [a,] - (5.12)
¢, ¢ ¢, G lle +e
¢ G ¢, ¢
¢, €,
L G 6l

Como resultado, obtemos um vetor com oito ordenadas em [0,1),

representando a fungao de escala enrolada e ponderada pelo coeficiente a,.

Como podemos notar, as matrizes A/, siao redefinidas devido ao
enrolamento. As novas matrizes possuem ordem 2’ x2"', sendo que cada
coluna possui uma submatriz de construtores posicionada duas linhas abaixo
em relagdo & coluna anterior. Quando as submatrizes ultrapassam as

dimensodes de M, os elementos excedentes devem ser recolocados no topo

da coluna, seguindo abaixo na ordem original. Assim, podemos rescrever

{5.12) na seguinte forma:
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@) =M, M, M a, (5.13)

e, na forma de diagrama:

a, = [P (D)—" fP(12) Lty £H(14) s £4(18) ,
(5.14)

onde f*(1:8) € um vetor com oito elementos representando a contribuigao de

a,.¢(f) para a amostra do sinal (1), em r=0,1/8,1/4,...,7/8 [30].

De volta a sequéncia (5.09) partimos ao coeficiente a,, relativo a
contribuigao da fungdo wavelet y(f) (escala 0) na reconstrugso da amostra

de sinal. Tomaremos novamente o processo iterativo, substituindo a fungio

caixa unitaria original por uma de amplitude a,. A diferenga em relagio a

funcéo de escala, como no método de construgio das wavelets, esta na

ordem e no sinal dos construtores na matriz A1,. A matriz resultante, apés o

enrolamento, é definida por:

—C; =0
G, =[ :i . (5.15)

C, +¢C,

Assim, analogamente a (5.13), os oito elementos que representam a
contribuig@o de g,y (r) na reconstrucio da amostra de sinal sio obtidos

através das seguintes operacoes:
FOUH = M, M,.G a, (5.16)

ou ainda, em diagrama:

a, = O (D)~ fO(12) s fO(14) s £O(18)

(5.17)

Ja na escala 1, o coeficiente g, corresponde a contribuigdo da wavelet
w(2f) na reconstrugao da amostra de sinal. Essa wavelet pode ser gerada

pelo mesmo processo iterativo descrito-no capitulo anterior mas, por ser uma
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versé@o contraida a metade em relagédo a y(f), devemos partir de uma fungao
unitaria definida em [0,0.5). Assim, a contribuigao de a,.y(27) para a amostra
de sinal € obtida partindo-se de uma fungao de amplitude a, definida neste

intervalo. Na forma matricial, essa contribuigdo (apés o enrolamento) é
obtida por:

F8) = M, _cz [4.] - (5.18)

Ainda nessa escala temos y(2/-1), versdo deslocada de 7=1/2 a direita em
relacdo a w(21). Assim, quando da geragao de (2¢-1), partimos de uma

fungao unitaria definida em [0.5,1) e, como no caso anterior, obtemos

a,.y(2t-1) a partir de uma fungado de amplitude a, definida nesse intervalo.

Na forma matricial, representamos essa contribuicéo (apés o enrolamento)

da seguinte maneira:
FOP08) = M, Cz [a,] - (5.19)

Agora, se combinarmos (5.18) e {5.19), obtemos a contribuigéo total da

escala 1 para a amostra de sinal. Definindo

=€ =G
G Gy
G, = , (5.20)
G G
& G

temos:

FO8) = M, G, [ﬂ , (5.21)

3
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ou, ainda:

a
[ 2] = f(12)—&— rO(14) 2y r0(18) . (5.22)
a,
Chegamos a escala 2, onde os coeficientes a,, a, a, e aq
correspondem respectivamente as amplitudes das wavelets y(47r), w(41-1),
w(4t—-2) e wy(4/-3) na reconstrugéo da amostra de sinal em questio.

Seguindo a linha de raciocinio anterior, podemos descrever a contribuigéo

total dessa escala da seguinte maneira:

a,
P8 =aG, Z‘ . (5.23)
6
a4
ou, em diagrama:
4,
a
T= P14 2 fP18) . (5.24)
Qs
| 47

Como no caso das matrizes M,, as matrizes G, possuem ordem 2’ x 2",

sendo que cada coluna possui uma submatriz de construtores posicionada
duas linhas abaixo em relagio a coluna anterior. A diferenca esta na ordem e
no sinal dos construtores (igual ao método de construgio das wavelets) e,

novamente, quando as submatrizes ultrapassam as dimensdes de G,, os

elementos excedentes devem ser recolocados no topo da coluna, seguindo

abaixo na mesma ordem.

Dessa maneira, podemos recuperar exatamente nossa amostra de sina!

com a somatdria das contribuigoes de todas as escalas, ou seja:
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FE8) = A8+ FOU8) + P8+ FP(18) . (5.25)

Na forma de diagrama, apresentamos o algoritmo inverso de Mallat [23]:

F )M~ (L) M~ ()M} f(1:8) =,

T T T

G, G, G,

T T T

a=[ a(l) a(2) a(3:4) a(5:8) ]

Fig. 5.01: Algoritmo inverso da transformada wavelet ortonormal discreta

Buscaremos agora inverter essas operagdes, a fim de se obter os
coeficientes wavelet a(12%) a partir de uma amostra de sinal f(12%).

Veremos que, em fungado das condigdes de ortogonalidade impostas aos
construtores, esta invers@o ocorre de forma trivial. Como consequéncia das

condigdes {4.10) e (4.11), temos que:
KM M =1 M .G =0
G/.M, =0 WG .G =1. {5.26)
Assim, definindo
P=1G e Q =10, (5.27)

podemos rescrever os passos (5.13), (5.16), (5.21) e {5.23) de maneira

inversa, respectivamente como:

a,=0,.0,0,.1, (5.28)



a=P0,0.1, (5.29)

H =P.0,.f (5.30)
e
a,
as
=P.f. (5.31)
s
a

Dessa forma, todo o diagrama (5.26) pode ser revertido, resultando no

algoritmo de Mallat para a transformada wavelet ortonormal discreta [23].

SO gl F 12+ Qz*—fi(-l-"f’)*— of—f(1:8) =,
l l

PI P2 P3

l l !

a=[ a(l) a(2) a(3:4) a(5:8) ]

Fig. 5.02: Algoritmo da transformada wavelet ortonormal discreta

Este aigoritmo efetua a analise multiresolugao apresentada no capitulo

4. As matrizes F atuam como filtros passa alta, separando os detalhes mais
finos a cada escala. De maneira analoga, as matrizes Q atuam como filtros
passa baixa, quadraticos a £. Sendo assim, os filtros O, captam exatamente

o restante de informagdes ndo analisadas por P.
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5.3 Software utilizado

Todos os algoritmos utilizados neste trabalho foram implementados em
plataforma MATLAB®, software comercial para computagdao numérica e
visualizagdo. Esse software, produto da companhia americana The Math
Works Inc., se destaca pela habilidade na operacéo de matrizes, pelos
recursos graficos e pela sua estrutura de programagio em linguagem
orientada ao objeto. Através da linguagem orientada ao objeto, o software
fornece uma biblioteca de algoritmos interessantes que podem ser utilizados

de maneira simples, sendo desnecessario o acesso direto aos cédigos.

Existem, assim, bibliotecas chamadas de caixas de ferramentas
(toolboxes), com algoritmos de aplicagido especifica que estendem o
ambiente MATLAB® para a solugdo de classes particulares de problemas.
Neste trabalho, foi utilizada a caixa de ferramentas para processamento de
sinais (produto da The Math Works Inc.), juntamente com a caixa de
ferramentas Wavelab® para analise wavelet. Além disso, foram também
utilizadas algumas rotinas apresentadas por David Newland em seu livro

Random Vibrations, Spectral and Wavelet Analysis [30].

A caixa de ferramentas Wavelab® foi desenvolvida na Universidade de
Stanford (USA) e é disponivel, livre de encargos, via Internet (anonymous FTP
para playfair.stanford.edu, diretério /pub/wavelab). Esse acesso facilitado se
enquadra na filosofia de pesquisa reproduzivel em ciéncias da computacao,
difundida pela escola de Stanford. Tal filosofia defende a apresentagao dos
algoritmos utilizados juntamente com os resultados obtidos, ja que muitas
vezes uma descoberta cientifica é determinada pelo correto ajuste de
parametros capaz de produzir bons resultados com dados reais em um

ambiente computacional complexo.
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Capitulo 6

Aplicagoes e Resuitados

Tendo-se em mente as propriedades e generalidades das bases
ortonormais, associadas a versatilidade do algoritmo da transformada
wavelet ortonormal discreta, torna-se facil a experimentagio nas mais
diversas aplicagdes praticas. Logicamente, esse numero de aplicagdes é
ainda maior se contarmos com todos os diferentes algoritmos associados as
wavelets. As aplicagbes atuais estdo relacionadas a: processamento
numérico de imagens, andlise nao linear, analise fractal, turbuléncia,
identificagao de fontes de ruidos, sismologia, anélise da fala, sinais musicais,
eliminag@o de ruido branco, dentre outros. A nés cabe relacionar estas

técnicas a andlise de vibragodes mecanicas.

Iniciamos com uma simulagdo simples, a fim de introduzir as
possibilidades computacionais e a forma de apresentagio dos resultados. A
seguir, analisaremos a acelerag@o e a desaceleragao de um rotor montadc
em bancada. Apresentamos, também, uma relagic de trabalhos atuais de
interesse e fechamos com comentarios sobre a importancia de técnicas

eficientes na avali¢do do comportamento dindmico de equipamentos.
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6.1 Um exemplo simples

Consideramos, aqui, um sinal composto por trés componentes
harmonicas de frequéncias 100Hz, 60Hz e 25Hz , ponderadas respectivamente
por 10, 04 e 06 e, além disso, a amplitude da terceira componente é
moduiada por uma frequéncia de 124z . A esse sinai é acrescentado um ruido
branco normalizado, com nivel RMS=10". Esse sinal pode exemplificar a
vibragdo mecéanica de um sistema rotativo, com as componente relacionadas
respectivamente ao desbalango na velocidade de rotagao, a uma ressonancia
estrutural excitada e a uma frequéncia de engrenamento. Um periodo de
amostragem de 1 segundo desse sinal é apresentado na figura 6.01{A), sendo
a frequéncia de amostragem igual a 4096H: (4096 pontos). A figura 6.02(A)

apresenta o espectro correspondente.

Processamos, entao, a transformada wavelet ortonormal discreta deste
sinal, utilizando uma wavelet com 12 construtores. Na figura 6.03(A), os
coeficientes wavelet sado representados, em cada escala, por segmentos
verticais proporcionais aos seus valores, cada um posicionado no instante

temporal referente ao centro da wavelet correspondente.

Uma outra forma de representagao, chamada mapa de quadrados

médios, é apresentada na figura 6.04{A). Nessa representagao, cada escala
j é dividida em 2’ intervalos (a escala j=-1 possui um {nico intervalo),

sendo que cada um desses intervalos esta centrado exatamente no instante
temporal correspondente ao centro de uma wavelet de mesma escala. Assim,
a cada um desses intervalos € associado o valor do quadrado da amplitude do
coeficiente wavelet correspondente, formando assim uma superficie que
representa a distribuigao do valor quadratico médio do sinal entre as
diferentes escalas e entre as diferentes wavelets de mesma escala. Através
de curvas de nivel de diferentes cores e em escala logaritmica de base 2,
podemos mapear a distribuigao de energia do sinal, percebendo que sua

energia se concenira nas escalas 5a9.

Agora, iremos somar a esse sinal harmbdnico uma sequéncia de 8 puisos

transitorios, representando algum tipo de impacto como por exemplo o toque
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de uma palheta de turbina na carcaga ou alguma particula na superficie de

engrenamento. Esses pulsos possuem um nivel RMS =107, duragéo de 244ms
e estao localizados aleatériamente entre os instantes 7= 055 e 1 =054s. Esse
novo sinal no tempo € apresentado na figura 6.01(B) e o seu espectro na
figura 6.02(B). Nas figuras 6.03(B) e 6.04(B) temos, respectivamente, a
transformada wavelet ortonormal discreta e 0 mapa de quadrados médios do

sinal.

Temos que as perturbagdes se mostram evidentes somente no mapa de
quadrados médios (Fig. 6.04), alterando muito pouco e de forma irregular o
espectro. Além disso, podemos ter uma localizag@o precisa dos eventos
através do processo de filiragem das escalas wavelet, como descrito a

seguir.

Percebe-se que os coeficientes wavelet bastante alterados pelas
pertubagdes se localizam nos niveis 10 e 11. Assim, iremos zerar todos os
coeficientes de escalas inferiores (muito relacionados aos sinais harménicos)
e, em seguida, efetuar a transformada wavelet ortonormal discreta inversa,
recuperando o sinal no tempo correspondente aos niveis 10 e 11. O resultado
€ apresentado na figura 6.05 nos dominios wavelet (A) e do tempo (B). Na
figura 6.06, faz-se uma comparacdo entre as perturbagdes originais,
acrescentadas ao sinal sem ruido (A), e as perturbagdes recuperadas pela

filtragem wavelet (B). Sem dividas o resultado é satisfatério.

Apresentamos nas figuras 6.07, 6.08 e 6.09 os resultados obtidos pelo
mesmo procedimento utilizando respectivamente wavelets com 4, 8 e 20
construtores. Podemos notar que com um menor niimero de construtores, as
componentes harmobnicas interferem em um maior nimero de escalas,
caracterizando uma pior definigdo de frequéncias. Assim, no caso com 4
construtores, recuperamos somente a escala 11 e, no caso com 20
construtores, recuperamos as escalas 9, 10 e 11. Apesar de possuir uma pior

localizagao temporal, a waveiet com 20 construtores foi capaz de localizar

muito bem as perturbagoes (frequéncia de amostragem suficiente).
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6.2 Aceleracgao de rotores

E fato que o sinal de vibragéo proveniente do movimento de um rotor
em aceleragao possui caracteristicas bastante dependentes do tempo,
variando em fungao de parametros como velocidade de rotagao, poténcia do
motor, carga, etc... . Buscou-se entdo, através da analise wavelet, detectar
experimentalmente efeitos ndo observaveis por técnicas convencionais ou,

ao menos, detectar esses fendmenos com vantagens de implementacgao.

A montagem experimental’' consiste de um eixo de Laval montado em
mancais de rolamentos suportados por réguas flexiveis de ago. O eixo é
conectado ao motor de corrente variavel através de uma mangueira bastante
flexivel (silicone). Com acelerdometros colados nas diregoes vertical e
horizontal do mancal mais préximo ao acoplamento, mediu-se os sinais
vibratérios durante a aceleragao do rotor. Partiu-se do repouso, fornecendo
ao motor uma determinada condigdo de corrente, acelerando-o até
aproximadamente 75Hz. Foi feita também uma analise semelhante, partindo
de uma velocidade constante de aproximadamente 954z e desligando o

motor, obtendo assim o sinal da desaceleragao do rotor até o repouso.

Os sinais foram primeiramente processados pelo analisador
ScientificAtlanta®, sendo filtrados analogicamente (filtro anti-aliasing) e
entdao quantificados digitaimente com frequéncia de amostragem
conveniente, apesar da limitagao de 2048 pontos. Estes sinais foram entao
convertidos para formato ASCII, através da conexdo do analisador com um
microcomputador (placa GPiB). Assim, & possivel o processamento desses

dados em nossos algoritmos computacionais.

Nas figuras 6.10 e 6.11 apresentamos os sinais da aceleracao do rotor
no tempo, com frequéncia de amostragem de w, =512H:z (periodo de
amostragem de 4s5), e os respectivos mapas de quadrados médios (wavelets
com 20 construtores). Além da identificagdo das passagens por

ressonéancias, podemos perceber um comportamento fora de padriao no
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instervalo aproximado 265 a 3.1s (escalas 8 a 10). Ao contrario do que
acontece com as ressonancias, este efeito ocorre simultaneamente nas duas
diregdes, sendo relacionado a caracteristicas estruturais ou de flexdao do

rotor.

Assim, através da transformada de Fourier sob janela deslizante, foi
feita uma analise espectral localizada, buscando caracterizar melhor o
fendbmeno. Utilizou-se uma sequéncia de 15 janelas de Hanning com 256
pontos cada e 75% de sobreposi¢éo entre elas, cobrindo o intervalo de 2 a
3.75s . Os resultados em cascata, para ambos os sentidos, sdo apresentados
em trés dimensdes nas figuras 6.12 e 6.14 e, na forma de diagrama de

contorno, nas figuras 6.13 e 6.15.

Podemos notar que, no instante em que a anormalidade foi detectada,
surge uma componente com frequéncia aproximada de 95Hz e uma outra
cuja frequéncia corresponde & soma da componente da rotagiio com a
componente de 95Hz, caracterizando um fenémeno nao linear com soma de

frequéncias. Vejamos o que ocorre com o ensaio de desaceleragao.

Ao fornecer corrente maxima ao motor, verificamos que este se
estabiliza a uma rotagdo de 95Fz. Observamos entdo, através da
transformada wavelet discreta com 20 construtores, quatro segundos do
fendbmeno de desaceleragdo. Nos mapas de quadrados médios {vertical e
horizontal) apresentados nas figuras 6.16 e 6.17, localizamos novamente as
passagens por ressonancias, bem como um fendmeno semelhante ao
descrito anteriormente, presente nos instantes imediatamente apés o
desligamento do motor (escalas 8 e 10). Efetuamos, também para esse caso,
uma analise do intervalo de 0 a 2s através da transformada de Fourier sob
janela deslizante (as caracteristicas sdo as mesmas da anélise anterior). Os

resultados sdo apresentados nas figuras 6.18 e 6.21.

E bastante aparente, principalmente na diregao horizontal (Figs. 6.20 e

6.21), que mesmo com a frequéncia de rotagio caindo de 95Hz, esta

' Santos, . F., Colla, G. C. Influéncia das pés flexiveis e da sua distribui¢do na dindmica de rotores rigidos
suportados pbr elementos eldsticos - teoria e experimento. Relatorio téenico SAE/UNICAMP, novembro 1996,
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componente resiste por alguns instantes, sendo que da componente com
frequéncia igual a da segunda harmonica de rotagao (190Hz) surgem duas
componentes, uma correspondente a segunda harménica de rotagao e a
outra correspondente & soma da componente de rotagio com a componente
de 95Hz.

Podemos observar trés casos onde ocorre a excitagio da componente
de 95Hz. No caso da desaceleragao, podemos percebé-la excitada pela
propria componete da rotagio (instantes iniciais) e também pela segunda
harmonica de rotagao (instantes finais). No caso da aceleragio, a
componente de 95Hz é excitada por uma banda lateral 4 componente da
rotagao, causadas por uma modulagéo do sinal com frequéncia aproximada

de 26Hz (distancia entre a componente principal e a banda lateral).
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Fig. 6.12: Analise de Fourier sob janela deslizante.
Cascata 3-D para ensaio de aceleragéo (vertical)
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Fig. 6.14: Analise de Fourier sob janela deslizante.
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Fig. 6.15: Analise de Fourier sob janela deslizante,
Diagrama de contorno para ensaio de aceleragao (horizontal)
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Fig. 6.18: Analise de Fourier sob janela deslizante.
Cascata 3-D para ensaio de desaceleragéo (vertical)
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Fig. 6.20: Analise de Fourier sob janela deslizante.
Cascata 3-D para ensaio de desaceleragio (horizontal)

78



termpo ()

i

f
20 48 &0 20 100 124 140
frecuéncia (HZ

Fig. 6.21: Analise de Fourier sob janela deslizante.
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6.3 OQutras referéncias

Comentaremos, agora, algumas aplicagdes atuais da teoria wavelet &

analise de vibra¢goes mecéanicas.

Em seu livro [31], Newland estuda a vibragao causada por um trem
subterraneo e medida em diversos andares de um edificio. Analisando
separadamente cada nivel wavelet, foi capaz de notar um comportamento
correlacionado em baixas frequéncias e um comportamento multi-modal em
altas frequéncias, ou seja, neste caso as vibragoes em alta frequéncia sao
bastante dependentes da posigao onde sdo medidas. Em um outro trabalho
[28], o autor exemplifica a detecgéo de detalhes localizados e encobertos por
outras componentes vibracionais, destacando as propriedades locais das

wavelets ortonormais.

Tomlinson [39] destaca a importancia do estudo de fendmenos nao
lineares, especiaimente aqueles com caracteristicas fisicas identificaveis
(casos praticos). Sugere, em fungdo da grande variedade de
comportamentos ndo lineares, uma analise baseada em varias técnicas,
fundamentadas em diferentes conceitos. A teoria wavelet esta incluida na
lista de técnicas de identificagao e caracterizagao de nao linearidades. Este
mesmo autor, juntamente com Staszewski [36], aplica a transformada
wavelet integral na detecgao de falhas em engrenamentos. A transformada
wavelet foi capaz de localizar transientes resultantes de impactos em um
dente defeituoso. Os resultados sao também associados a simulagbes com
sinais basicos, tais como: pulsos, fungdes harmodnicas com decaimento e

fungdes harmonicas com frequéncia variavel.

Alattass, Mahfoudh e Play [01], também analisam falhas em

engrenamentos através da IWT, seguindo a metodologia abaixo:
1. Testes com engrenagens em bom estado.

2. Criagao de diferentes condigdes de falha (localizada ou uniforme).
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3. Analise dos diferentes sinais nos dominios do tempo, da frequéncia e

wavelet,

4. Determinagao da influéncia das falhas em diferentes parametros através

de meétodos estatisticos.

5. Comparagao dos resultados nos diferentes dominios em fungido de

diferentes condigdes de torque e velocidade.

Os parametros analisados foram: pico, pico a pico, desvio padrao,
valor quadratico médio (RMS), fator de crista, curtosis e grau de assimetria.
Os autores verificaram que os parametros no dominio da frequéncia sio
menos sensiveis as falhas quando comparados as outras duas analises, mas
esta representagdo é bastante eficiente na localizagao das frequéncias de
engrenamento e suas harmodnicas. Além disto, 0 comportamento dos
parametros na representagdo wavelet é mais estavel em fungio das
condigdes de velocidade e torque, levando vantagem em relagao a analise no
dominio do tempo.

Gade e Herlufsen [18] fazem uma analise do som originario de uma
explosao em indistria mineradora. Neste tipo de sinal, com duragio inferior
a um segundo, as caracteristicas espectrais variam bruscamente com o
tempo devido a ocorréncia de eventos isolados, com duragéo aproximada de
100ms. Sendo assim, estes sinais ndo podem ser completamente decifrados
através da simples analise de Fourier. Através da aplicacao da transformada
de Fourier sobre janela deslizante e da transformada wavelet, é possivel a
localizagao temporal destes eventos, bem como a determinagio de suas
caracteristicas espectrais. A analise é feila através do software comercial
para anélise de sinais ndo estacionarios (tipo W7 9362 ) da companhia

dinamarquesa Briel&Kjazr.

Uma analise semelhante & feita por Van de Auweraer, Leuridan e Vold
{40], onde a pressao sonora proveniente do fechamento de uma porta de
automovel é analisada através da transformada de Fourier de curta duragao

{(com janelas gaussianas de diferentes tamanhos) e, também, pela
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transformada wavelet. Enquanto a transformada de Fourier de curta duragao
se mostra eficiente na resolugao de frequéncias, somente a transformada
wavelet é capaz de localizar precisamente os instantes em que ocorrem os

fendmenos de alta frequéncia.

Donoho et.al. {13])[14]{15][16] descreve um método de eliminagdo do
ruido branco presente nos sinais reais através de um determinado
encolhimento dos coeficientes wavelet, seguido de uma transformacgio de
voita ao dominio do tempo. Este método supera os métodos tradicionais por

preservar descontinuidades do sinal.

Nos trabalhos [33] e [34], Robertson et. al. apresentam técnicas que
empregam a transformada wavelet na extracio de caracteristicas de
resposta ao impulso de sistemas dinamicos lineares. Destaca-se a
capacidade de distingdo de diferentes sinais com mesma densidade
espectral, pela localizagao temporal das componentes de cada escala, além
da capacidade de detecgéo de descontinuidades bruscas, provenientes de
trincas ou incidentes transitorios. E facil assim imaginar novos
desenvolvimentos no controle ativo de vibragdes e no monitoramento on-line

de condigoes estruturais.

6.4 Comentarios finais

Como vimos, a teoria wavelet & mais uma tecnologia a passar do nivel
de ciéncia pura ao nivel de ferramenta pratica e, certamente, ja é efetiva em
equipamentos de Gltima gerag@o. Em nossa andlise de vibragdes mecanicas,
€ evidente a sua ulilidade no monitoramento da saGde de maquinas, com
intencdes preditivas. Mais do que isso, hoje se fala em atitude pré-ativa,

resolvendo situagoes problematicas antes mesmo destas acontecerem.

Imaginamos, entao, a fase de projeto dos chamados produtos de
sistemas complexos, cuja principal caracteristica & a integracio de
tecnologias avangadas de diferentes areas da ciéncia em um Gnico produto.

Valendo-se de modelos fisico-matematicos, simulagdes, ensaios de
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componentes e testes de integragao, além da experiéncia adquirida, um
fabricante concebe um equipamento e determina as suas capacidades
operacionais. Logicamente, o grande volume de conhecimento envolvido nao
é passado ao usuario final, interessado somente na eficiéncia do
equipamento no cumprimento de suas tarefas. Assim, é interessante que
esses produtos possuam um sistema complementar, responsavel por sua

auto-avaliagao e até mesmo por atitudes de readaptacgao.

Em termos de tecnologia corrente, poderiamos imaginar que uma
maquina venha devidamente instrumentada e acompanhada de um CD-ROM,
contendo modelos, parametros e bancos de dados do equipamento, além de
algoritmos dedicados de monitoramento. Estes algoritmos seriam como
caixas de ferramentas compativeis com algum software matematico de
interface amigavel, se apresentando ao usuario na forma de instrumentos
virtuais. Desta forma, os sinais da maquina seriam fornecidos
(constantemente ou periodicamente) ao sistema, resultando numa

capacidade de analise superior.

Fechando o trabalho, acreditamos que num futuro proximo a teoria
wavelet aplicada a analise de vibragdes pode ser uma ferramenta bastante
eficiente na identificagio de parametros de um modelo e no controle de
sistemas mecéanicos, além das ja comprovadas habilidades de

monitoramento.
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