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Resumo

SARACHO, Cristina Minioli, Modelos Matemadticos Lineares e Ndao-lineares para Representar o
Acoplamento entre Rotor e Palhetas Fleziveis - Ezemplos Numéricos e Verificagao Ezperi-
mental, Campinas : Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas,
2002. 241p. Tese (Doutorado)

Os objetivos deste trabalho sao o desenvolvimento, a solugao, a andlise e a validacao experi-
mental das equagoes de movimento de um conjunto formado por um rotor rigido acoplado a palhetas
flexiveis. As palhetas flexiveis sao modeladas como vigas girantes, sendo que tanto aproximagoes
lineares quanto nao-lineares sao utilizadas para descrever a sua deformacao, o que leva a diferentes
tipos de modelos matemaéticos desta viga. As equagdes globais do conjunto sao obtidas usando a
metodologia de sistemas de multiplos corpos hibridos (rigidos + flexiveis), sendo que as equagoes
resultantes sao variantes no tempo e lineares ou nao-lineares dependendo do modelo matematico da
viga girante. As equagoes lineares periodicamente variantes no tempo sao apresentadas e resolvidas
matematicamente via anélise modal em sistemas periodicamente variantes no tempo. A influéncia
dos efeitos de coriolis, giroscopico, rigidez rotacional e enrijecimento centrifugo no comportamento
das freqiiéncias do sistema ¢é investigada. Outra caracteristica deste sistema é o aparecimento de
vibragoes paramétricas, que nada mais sao que as freqliéncias naturais do sistema variante no tem-
po, e podem ser observadas tanto teoricamente quando experimentalmente, com o auxilio de uma
bancada de testes. As equagbes nao-lineares sdo resolvidas numericamente e as limitacoes dos mo-
delos lineares e nao lineares sao apontadas. Os resultados experimentais também deixam claro que
somente com uma aproximacao nao-linear para as deformacoes da viga girante consegue-se descrever

corretamente o comportamento do sistema rotor-palhetas e o efeito de enrijecimento centrifugo.
Palavras Chave

Dinamica de Multiplos Corpos, Andlise Modal em Sistemas Variantes no Tempo, Palhetas Flexiveis,

Dinamica de Rotores
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Abstract

SARACHO, Cristina Minioli, Numerical and Ezperimental Analysis of Flexible Blades Dynamic
Behavior, Campinas : Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Camp-
inas, 2002. 241p. Tese (Doutorado)

In this wok, the development, solution, analysis and experimental validation of the equations
of motion of a system, a rigid rotor attached to flexible blades, is presented. The flexible blades are
modeled as rotating beams, and both linear and nonlinear approaches are used to describe the beam
deformation. These linear and non-linear approaches result in three different mathematical models
of the rotating beam. The global equations of this assembly are obtained using the methodology
of hybrid systems (rigid + flexible bodies). The resulting equations are time-varying linear or
time-varying nonlinear, depending on the mathematical model of the rotating beam. Periodic
time-varying linear equations are presented and analyzed mathematically using modal analysis in
periodic time-varying systems. The influence of the rotational stiffness, coriolis effects, gyroscopic
and centrifugal stiffening on the behavior of the rotor-blade frequencies is also investigated. Another
characteristic of this system is the appearance of parametric vibrations, which are no other than the
natural frequencies of the time-varying system. These parametric vibrations can be observed both
theoretically and experimentally, with the aid of a test rig. The nonlinear equations are numerically
solved and the limitations of the linear and nonlinear models are highlighted. The experimental
results clearly shows that at least a second order nonlinear approach must be employed in order to

describe correctly the behavior of the rotor-blade system and the effect of centrifugal stiffening.
Keywords

Multibody dynamics, Modal Analysis in Time-varying Systems, Flexible Blades, Rotor Dynamics
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Xx1



momento de inércia polar do rotor

momento de inércia lateral do rotor

momento de inércia do corpo finito na ponta da viga ou palheta

rigidez do mancal na dire¢do horizontal y

rigidez do mancal na diregio vertical z

rigidez do mancal A na diregado horizontal y

rigidez do mancal A na diregao vertical z

rigidez do mancal B na dire¢ao horizontal y

rigidez do mancal B na direcdo vertical z

rigidez equivalente da palheta p;

comprimento da palheta p;

comprimento do corpo finito

momento fletor aplicado & segdo transversal da viga girante
massa do rotor

massa do rotor nas diregoes z, y e z, respectivamente
massa da palheta p;

massa do corpo finito na ponta da viga ou palheta
forca normal a secao transversal da viga girante
forca normal atuante ao longo da palheta p;

i-ésima palheta

vetor de coordenadas generalizadas

distancia do mancal A ao centro do rotor C
distancia do mancal A ao mancal B

distancia entre C e O;

distancia do ponto de fixacdo do corpo finito a seu centro de massa

forca transversal & segdo transversal (esforgo cortante) da viga girante
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Capitulo 1

Introducao

As primeiras investigagdes tedrico-experimentais relacionadas com a Din&mica de Palhetas
Flexiveis no Departamento de Projeto Mecénico da Universidade Estadual de Campinas datam de
1995-96. Inicialmente, com apoio do Convénio entre a Unicamp e a Central de Manutencao do Polo-
Petroquimico de Camagcari (Ceman) na area de Vibragdo em Mdquinas Rotativas, uma pequena
bancada de testes foi construida, visando o estudo experimental de palhetas flexiveis (ver figura
(1.1)). Esta pequena bancada de testes foi utilizada tanto para a realizacao dos primeiros testes
experimentais (pesquisa) quanto para aulas experimentais (educagao), entre outras nas disciplinas de
Modelagem de Maquinas e Estruturas (graduagéo), Dindmica de Rotores (pés-graduagao) e curso
de treinamento para engenheiros mecanicos da Ceman ( eztensdo), procurando integrar pesquisa
e educacdo. Esta bancada é mostrada na figura (1.1) e foi objeto de alguns projetos de pesquisa
apoiados também pela Fapesp ! e SAE-Unicamp (proc.092/95).

A calibracdo desta bancada de testes (alinhamento, balanceamento, nao-linearidades dos man-
cais, etc.) e a elaboragdo de um modelo matemdtico para descrever a interagao dinamica entre
palhetas flexiveis e um rotor rigido foram temas de um trabalho técnico? publicado em 1997. Al-
guns testes experimentais foram realizados, em duas condigdes: (a) rotor-mancal sem palhetas;
(b) rotor-mancal acoplado com oito palhetas flexiveis. Em ambos os casos as anélises tedrico-
experimentais foram conduzidas para velocidade angular nula. Posteriormente, foi desenvolvido
um modelo mateméatico do conjunto rotor-mancal-palhetas, utilizando equacdes de Newton-Euler,
o qual, no entanto, revelou dificuldades para prever o comportamento dindmico do sistema girante.
Os resultados numéricos permaneceram inconclusivos, n&o sendo possivel prever ou analisar, a partir
do modelo linear elaborado, a resposta dindmica do sistema em fungdo do aumento da velocidade

de rotacao do rotor.

IFAPESP - Proc. 96/2115-2, Investigacdes Tedrico-Experimentais em Sistemas Rotativos acoplados com Pas
Flexiveis.
2Santos, I.F. e Colla, G.C. Influéncia de palhetas flexiveis na dindmica de sistemas rotativos — teoria e experimento.

In: Anais do COBEM’97 - XIV Congresso Brasileiro de Engenharia Mecdnica 8-12 Dez (CDROM), Bauru, Brasil,
1997.



() (b)

Figura 1.1: Bancada de testes para a investigacio do acoplamento vibratério entre rotores rigidos e palhetas
flexiveis, construida com o apoio do Convénio Unicamp-Ceman no Departamento de Projeto Mecanico da
Faculdade de Engenharia Mecanica da UNICAMP - (a) rotor sem palhetas: (b) rotor com palhetas.

Vérias perguntas relacionadas & criacdo de modelos mateméticos e s hipéteses adotadas
ficaram sem respostas. Vérias discrepancias entre resultados tedricos e experimentais nao puderam
ser explicadas, como por exemplo o aparecimento de vibracdes mecanicas em diferentes freqliéncias.
Estas freqiiéncias nao se relacionavam nem s freqiiéncias naturais do rotor, nem as das palhetas
flexiveis e tao pouco a de rotacdo do eixo (desbalango). Estas freqiiéncias, detectadas experimen-
talmente, apresentavam algumas parcelas que aumentavam e outras que diminuiam com o aumento
da velocidade angular do rotor.

Em seguida, 1996-99, com a apoio do Convénio entre a Unicamp e a Petrobras 3 na 4rea
de Dindmica de Palhetas Fleziveis de Compressores Industriais, palhetas flexiveis de diferentes
dimensdes de 12 estagios de um compressor axial da refinaria do Vale do Paraiba puderam ser
modeladas via Método dos Elementos Finitos (ver figura (1.2)). O comportamento dinimico de
tais palhetas foi determinado teoricamente e experimentalmente em duas condigoes de montagem:
(a) livre-livre e (b) montada no compressor axial da REVAP, como pode ser visto na figura (1.2).

Os resultados tedrico-experimentais deste convénio de pesquisa foram objetos de alguns traba-

*Convénio Petrobras/Unicamp - Carta-Contrato 285.3.825.97-8, Funcamp N.35/97, Estudo do Comportamento
Dinédmico das Palhetas do Compressor Axial da Revap.



lhos técnicos? 3, também apoiados pelo CNPq® e pela CAPES”. O principal objetivo do convénio
Unicamp-Petrobrés foi a determinagao, tanto numérica quanto experimental das freqiiéncias criticas
das palhetas do compressor, e a andlise das possiveis condigoes de operagdo, em regime ou durante a
partida, que poderiam excitar estas freqiiéncias. O modelo numérico desenvolvido para cada palheta
dos doze estégios do compressor foi obtido pelo Método dos Elementos Finitos. Nesta modelagem
foi utilizado o elemento sélido quadritico (com 20 nés), sendo que para cada palheta um modelo
com 2322 graus de liberdade foi criado, conseguindo-se prever os dois primeiros modos de flexao e o
primeiro modo de torgéo com extrema precisao. Além disso, durante medigbes ”in-situ” verificou-se
que as palhetas do primeiro e segundo estdgio do compressor encontravam-se desgastadas devido a
raspagem contra a carcaga da maquina (ver figura (1.2)). Entretanto, isto pode ser verificado apenas
ap6s a desmontagem da méquina, quando as palhetas j4 se encontravam parcialmente danificadas.

(a) (b) (©

Figura 1.2: Verificagdo do comportamento dinamico de palhetas flexiveis — (a) compressor axial composto
por 12 estégios, com 43 palhetas por estégio; (b) uma das palhetas do compressor na condi¢do de montagem
livre-livre; (c) palhetas raspadas dos dois primeiros estagios — Convénio Unicamp-Petrobras.

Uma outra questdo prética em se tratando da dindmica de palhetas flexiveis e variagao das

4Saracho, C.M. e Santos, L.F. Theoretical and experimental investigation of flexible blades dynamics, In: Proceed-
ings of the VII International Conference on Dynamic Problems in Mechanics, Angra dos Reis, Brasil, 6-10 Mar., 1997,
pp-151-153.

5Santos, L.F. e Saracho, C.M. Campbell’s Diagram for flexible blades critical frequencies - theory and experiment,
In: Anais do COBEM’99 — Congresso Brasileiro de Engenharia Mecdnica (CDROM) , Aguas de Linddia, SP, Brasil,
92-26 Nov, 1999.

8Saracho, C. M. Andlise Numérica e Exzperimental de Palhetas Fleziveis , Tese de Mestrado defendida em 2 de
marco de 1998 no Departamento de Projeto Mecénico da Faculdade de Engenharia Mecanica da UNICAMP.

"Projeto Probral Daad /Capes — Cooperagao Bilateral Brasil-Alemanha envolvendo a Technische Universitat Darm-
stadt e Universidade Estadual de Campinas (Janeiro de 1998 - Julho de 2001); Titulo: Dindmica de Mdquinas Rota-
tivas considerando a Raspagem entre Componentes Estaciondrios e Girantes; Coordenador Brasileiro: Prof. Dr.-Ing.
Ilmar Ferreira Santos; Coordenador Alemao: Prof. Dr.-Ing. Richard Markert; Agentes Financiadores: CAPES -
Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (proc.1160-14/97) e DAAD - Deutsche Akademische

Austauschdienst.



suas freqiiéncias naturais foi levantada também durante o periodo do convénio Unicamp-Petrobrés:
(I) O aumento da velocidade de rotagao da méquina faz com que as freqiiéncias naturais das palhetas
aumentem devido aos efeitos centrifugos?®; (II) O aumento da velocidade do fluido escoando entre
as palhetas flexiveis contribui com uma rigidez e amortecimento adicional, o qual faz com que
algumas freqiéncias naturais aumentem e outras diminuam®. Fica entdo a pergunta: Qual dos
dois parametros, (I) rotagdo ou (II) interacao fluido-estrutura, é mais importante quando se tem
em foco o comportamento vibratério das palhetas? Algumas destas perguntas foram e estao sendo
respondidas com o auxilio do projeto de pesquisal® apoiado pela Fapesp (proc.98/14654-0), e a
bancada de testes mostrada na figura (1.3).

A partir destes trabalhos desenvolvidos, surgiu a necessidade de um estudo aprofundado do
acoplamento dos movimentos de vibragao de rotor e palhetas para explicar matematicamente tépicos
relacionados com enrijecimento centrifugo e vibracdes paramétricas. A inclusio da raspagem no
problema introduz ainda o aparecimento de vibracdes sub-harménicas e superharmoénicas, de carac-
teristicas nao-lineares (Choy e Padovan, 1987; Muszynska, 1989; Saracho, 1999) e que podem levar
ao movimento cadtico (Chu e Zhang, 1998; Piccoli, 1994). Contudo, sem o profundo conhecimen-
to da dindmica do conjunto formado por rotor e palhetas flexiveis, o tratamento do problema da
raspagem torna-se impraticavel. Diferentes tipos de vibracio precisam ser identificados: vibragoes
subharmonicas ou superhdrmoénicas decorrentes da raspagem, vibragbes paramétricas e vibracdes
de estruturas flexiveis que sofrem enrijecimento centrifugo, sendo que a natureza destes fendmenos
ainda nao estava elucidada com modelos mateméticos lineares (Santos e Colla, 1997). Por outro
lado, a modelagem do conjunto rotor e palhetas deve ser realizada de maneira a limitar o numero
total de graus de liberdade, por meio da escolha de um modelo reduzido da palheta. Por exemplo,
no caso prético do compressor axial da Revap de 12 estégios, com 43 palhetas flexiveis por estégio,
onde estas sdo discretizadas com 2322 graus de liberdade, chega-se a modelos mateméticos rotor-
palhetas, discretizados pelo Método dos Elementos Finitos, com mais de 100.000 (12 x 43 x 2322)
graus de liberdade. Assim, no caso da discretizacio pelo método dos elementos finitos deve-se
buscar a utilizagdo de um nimero minimo de elementos, ou ainda, a utilizacdo de um método de
redugéo de modelos (Junkins e Kim, 1993; Friswell e Mottershead, 1995), ou condensacdo dindmica
(Wiedemann e Gasch, 1993). Por outro lado, com a utilizacao de outros métodos de discretizacao,
como o método dos modos assumidos, o modelo reduzido é obtido com o auxilio de familias de
fungbes de tentativa, ou fungdes admissiveis, as quais permitam aproximar os modos de vibracao
dentro da faixa de interesse com um nimero minimo de graus de liberdade (Baruh, 1999; Gérardin
e Cardona, 2001; Schwertassek et al., 1999). Assim, busca-se, nesta tese, trabalhar com modelos

8Saracho, C. M. e Santos, I.F. Dynamic Models for Coupled Blade-Rotor Vibrations. In: Proceedings of the IX
International Conference on Dynamic Problems in Mechanics, Floriandpolis, Brasil, 5-9 Mar, 2001, pp.263-268.

®Padovese, G. C. e Santos, I.F. Theoretical and experimental determination of the equivalent stiffness and damping
deriving from the fluid flow passing through flexible plates, In: Proceedings of the IX International Conference on
Dynamic Problems in Mechanics, Florianépolis, Brasil, 5-9 Mar, 2001, pp.365-370.

¥Padovese, G. C., Determinacio da rigidez e amortecimento equivalentes provenientes do fluido escoando e inter-
agindo com placas fleziveis - teoria e constatagées experimentais, Tese de Mestrado defendida em 6 de agosto de 2001
no Departamento de Projeto Mecanico da Faculdade de Engenharia Mecanica da UNICAMP.



(c) (d)

Figura 1.3: Bancada de testes utilizada para a verificagao da influéncia do fluido escoante sobre o com-
portamento dinamico de palhetas flexiveis, construida com o apoio da Fapesp, no Departamento de Projeto
Mecanico da Faculdade de Engenharia Mecénica da UNICAMP (proc.98/14654-0) — (a) palheta flexivel
(elemento 1), montada num sistema massa mola (elemento 2, 3 e 4), cujos movimentos séo restringidos a
deslocamentos lineares na direcéo vertical. O elemento 5 ilustra o sistema de excitagio (zoom na figura (c))
e o elemento 6 ilustra o sistema de medigio direta de vibragéo via extensémetros colados na palheta (zoom
na figura (d)); (b) Sistema montado no tinel de vento.

reduzidos para descrever o acoplamento das vibragdes entre rotor e palhetas flexiveis.

A anélise dindmica de um conjunto formado por um rotor apoiado sobre suportes flexiveis
acoplado a palhetas também flexiveis é desenvolvida ao longo deste trabalho. A metodologia em-
pregada para analisar este conjunto, tanto do ponto de vista analitico (formulacdo das equagses
de movimento), numérico (solugdo numéricas das equagdes diferenciais de movimento) e experi-
mental (validagio dos modelos matemdticos), consiste em dividir o problema inicial — rotor rigido
acoplado a palhetas flexiveis — em problemas intermedidrios que sdo estudados detalhadamente.
Inicialmente, ressalta-se que o sistema de um rotor rigido acoplado a palhetas flexiveis pode ser
estudado como um sistema de multiplos corpos, rigidos e flexiveis, conhecido também como flexible

multibody systems, FMBS, (Gérardin e Cardona, 2001). Neste trabalho, assume-se que as palhetas



sao relativamente longas e delgadas, sendo que o elemento estrutural que pode ser utilizado para
aproximar esta palheta é uma viga unidimensional. Assim sendo, o primeiro tépico a ser desen-
volvido dentro deste trabalho é o estudo de uma viga girante que, posteriormente, é acoplada a um
sistema de multiplos corpos. O problema da anilise dindmica de uma viga girante caracteriza-se
pela influéncia da velocidade de rotagido nas freqiiéncias criticas da viga, que passam a variar em
fungao da velocidade de rotagdo e das condigdes de operacdo, como a curva de aceleracao inicial,
por exemplo. O acoplamento entre o movimento de rotagio e deslocamento eléstico da viga girante
nao é linear, nao € possivel aplicar uma superposicao linear entre os dois tipos de movimento (Absy
e Shabana, 1996).

A principal caracteristica que se observa nas equacdes de movimento do conjunto formado por
rotor e palhetas € que as matrizes sdo variantes no tempo. Observa-se também que, dependendo do
ndmero de termos nao-lineares incluidos no vetor de deformacao da viga, as equagoes de movimento
além de variantes no tempo, sdo nao-lineares. A solucdo e andlise das equacgoes diferenciais de
movimento lineares sao conhecidas e fornecem paridmetros a respeito da dindmica do sistema, tais
como freqiiéncias naturais e modos de vibracdo. A anélise dindmica do sistema a partir de tais
pardmetros define a andlise modal, que tem aplicacdo tanto na andlise numérica quanto experi-
mental do sistema. Contudo, no caso de equacdes diferenciais variantes no tempo ou nao-lineares,
este tipo de estudo néo é possivel. Na condigdo em que a velocidade de rotacao é constante, a
variacdo destas matrizes € periédica. Adicionalmente, se termos linearizados de segunda ordem sdo
considerados no vetor de deformagao, as equacdes resultantes sio lineares. Dessa forma, a andlise
das carateristicas dindmicas deste sistema deve ser alterada e expandida, a partir do estudo da
teoria geral de sistemas lineares, sejam estes invariantes no tempo ou néo. Assim sendo, a terceira
etapa deste trabalho tem como objetivo apresentar a an4lise modal de sistemas periodicamente
variantes no tempo. Este novo tipo de anélise modal permite redefinir os pardmetros tais como
freqiiéncias naturais e modos de vibracao para sistemas periodicamente variantes no tempo. Outra
caracteristica de tais sistemas é o aparecimento de vibracdes paramétricas originadas da variacéo
periédicas dos coeficientes da equagdo diferencial de movimento. No caso do sistema em analise,
o rotor rigido com palhetas flexiveis, dois fenémenos, que sido funcio da velocidade de rotagao,
sao observados: o enrijecimento centrifugo e vibragdo paramétrica. A observacio destas duas ca-
racteristicas é evidenciada pela aplicacao do conceito de analise modal expandida as equagdes de
movimento do conjunto formado por rotor e palhetas.

Finalmente, o modelo do conjunto deve ser validado tanto do ponto de vista numérico quanto
experimental. A analise numérica consiste em solucionar as equacdes diferenciais de movimento
no dominio do tempo, através da integragdo numérica, e comparar com os resultados obtidos pela
andlise modal expandida. A validacdo experimental é obtida com a construcao de uma bancada
de testes. Nesta bancada, formada por um rotor rigido acoplado a quatro palhetas flexiveis, que
é apoiado sobre uma fundagao flexivel, sdo medidas as respostas em freqiiéncias nas partes nio
girantes do conjunto. Os resultados medidos séo, entdo, comparados com os resultados obtidos pela
andlise modal variante no tempo e pela integracdo numérica.



O desenvolvimento do modelo numérico e experimental do conjunto rotor e palhetas procura,
da maneira proposta, elucidar como ocorre o acoplamento entre o movimento de corpo rigido e
rotacdo do rotor com os deslocamentos devido & flexibilidade das palhetas. Adicionalmente, busca-
se analisar como este acoplamento altera a resposta dindmica do conjunto. Inicialmente, dois
fendmenos sao predominantes: o enrijecimento centrifugo das palhetas e o aparecimento de vibragoes
paramétricas. Estes sdo os efeitos estudados nesta tese de doutorado. O conhecimento detalhado
das interacdes entre os componentes e a resposta global do conjunto permite também a inclusao de
outros fenémenos , como por exemplo, a raspagem das palhetas contra a carcaga do rotor. Neste
caso, o modelo desenvolvido permitiria estudar como a raspagem afeta a resposta global do conjunto.
Embora o estudo do efeito da raspagem nao seja objetivo desta tese, acredita-se que a base tedrica-
experimental apresentada permite a inclusao deste tipo de excitacao ao conjunto em etapas futuras
desta linha de pesquisa.

1.1 Revisao bibliografica

Seguindo a divisdo de etapas apresentada anteriormente, esta revisao bibliogréfica também ¢
dividida em tépicos a saber: (a) viga girante; (b) sistemas de miltiplos corpos e (c) anélise modal

em sistemas rotativos e variante no tempo.

1.1.1 Viga girante

A analise dindmica de uma viga que gira em torno de um eixo transversal ao seu plano
de deformacdo pertence a uma classe de problemas que tem sido estudada nos ultimos 30 anos.
Em sistemas de multiplos corpos, a exigéncia por materiais mais leves, aliada a maior exigéncia
na performance destes sistemas, introduziu dificuldades na modelagem dos mesmos. Inicialmente
modelados como um sistema de corpos rigidos, a introducao da flexibilidade em alguns ou todos
os corpos do sistema leva a andlise de uma nova classe de problemas : sistemas de corpos rigidos
e flexiveis. Os grandes deslocamentos e rotagdes, associados aos movimentos de corpo rigido, sao
acoplados aos deslocamentos devido a flexibilidade do corpo. A principal caracteristica de um
sistema de corpos rigidos e flexiveis é o acoplamento entre estes dois tipos de deslocamento, de corpo
rigido e flexivel, de tal forma que o movimento resultante néo é a simples soma destes movimentos
se os corpos nao estivessem acoplados. Assim, a modelagem destes sistemas muitas vezes resulta
em equacdes de movimento nao-lineares. Este tipo de problema encontra variada aplicacao diversos
sistemas na Engenharia, tais como mecanismos flex{veis, manipuladores e bragos de robds, antenas

de satélites, hélices de helicépteros e palhetas de turboméquinas.

O objetivo principal da primeira parte desta revisao é analisar a modelagem de uma viga
girante flexivel acoplada a um sistema de corpos rigidos. A utilizagdo do modelo de uma viga,
acoplado a um sistema de muiltiplos corpos, permite modelar mecanismos flexiveis, manipuladores

e palhetas, de helicépteros ou turboméquinas. Em geral, a viga é sujeita & velocidade de rotagao



e movimentos de translagdo. No caso inicial da viga girante apenas os movimentos de rotagao sao
considerados. Em ambos os casos, estes movimentos se acoplam & deformacéo eléstica da viga.
A primeira alteragao observada no comportamento dinamico da viga é o aumento das freqiiéncias
naturais com a velocidade de rotacdo, num efeito que é conhecido como “enrijecimento centrifugo”
(centrifugal stiffening).

O célculo das freqiiéncias naturais da viga girante, inicialmente, é realizado através de um
método de aproximagoes sucessivas (Schilhansl e Providence, 1958). Este método relaciona as veloci-
dades de rotacao e as freqliéncias naturais da viga no-girante através de uma proporgao quadrética.
Contudo, este € um método empirico. Anderson (1975) apresentou as equacdes de movimento de
uma viga delgada girante, incluindo termos nao-lineares de deformacio. Estes termos nio-lineares
se referem as relagoes geométricas entre deslocamento e deformagio, sendo que a hipétese de pe-
quenos deslocamentos, neste caso, ndo € vélida. O autor discute que as equagdes de movimento
obtidas apenas com termos lineares de deformagao néo representam adequadamente o comporta-
mento dindmico de uma viga girante, uma vez que, neste caso, as fregiiéncias naturais diminuem
com o aumento da velocidade de rotagdo. Neste trabalho, o autor propde a solugio do chamado
problema de tensao inicial para linearizar as equagdes de movimento da viga girante. O objetivo do
problema de valor inicial é separar os termos lineares e nao-lineares de deformacao para obter uma
equacao de movimento que seja linear e inclua corretamente o efeito de enrijecimento centrifugo.
Supde-se entao que a viga tem uma grande deslocamento, devido 3 aceleracao centrifuga, e depois
oscila linearmente em torno desta posicao de equilibrio. Este tipo de formulacio entretanto se re-
stringe para o caso de uma viga que estd sujeita apenas a uma velocidade de rotacio constante e
nao translada.

A formulagao das equagbes de movimento de uma viga tridimensional sujeita a grandes ro-
tagdes é apresentada por Simo (1985). Neste trabalho o autor apresenta a base tedrica para a
andlise dindmica de uma viga tridimensional na qual os deslocamentos e rotacoes nao podem ser
considerados pequenos. A cinemdtica da deformagio da viga é apresentada. Entretanto, o trabalho
nao apresenta a implementacdo numérica das equacdes obtidas. A analise dindmica de uma viga
plana submetida a grandes movimentos é apresentada por Simo e Vu-Quoc (1986a). As equacdes
de movimento da viga sdo obtidas utilizando uma teoria nao-linear para descrever os deslocamentos
e as deformagoes de uma viga plana. A implementacio numérica das mesmas equacoes é apresen-
tada por Simo e Vu-Quoc (1986b), utilizando o Método dos Elementos Finitos. A implementagao
numérica das equagbes de movimento de uma viga tridimensional, incluindo torcao e acoplada a
uma base livre para se movimentar no espago, é apresentada por Kane, Ryan e Banerjee (1987), com
a definicao de um vetor de deformacéo finita geometricamente nao-linear. Este trabalho é uma ex-
tenséo de outro trabalho apresentado por Buffinton e Kane (1985), em que os autores apresentam a
formulagao das equagoes de movimento de uma barra com deformacéo longitudinal apenas acoplada
a uma base que se movimenta. As equagGes de movimento sio obtidas pelo Método de Kane, que é
andlogo ao Método das Poténcias Virtuais, sendo que a viga pode realizar um movimento de corpo

rigido genérico, devido ao acoplamento com o movimento da base a que a viga girante estd montada.



O sistema resultante das equagoes de movimento, originalmente nao-linear, é linearizado utilizando
um processo de linearizacao consistente de tal forma que o efeito de enrijecimento centrifugo néo
seja desprezado. A interpretacao fisica deste enrijecimento e sua relagado com os termos nao-lineares
de deformacao é apresentada no trabalho de Simo e Vu-Quoc (1987). Os autores discutem a ordem
de linearizacdo necesséria para que o efeito de enrijecimento centrifugo seja adequadamente consid-
erado, demonstrando que os termos nao-lineares sao responséveis pela transferéncia de parcela de
energia de rotacao para a equacao de flexao da viga. Neste trabalho, o autor compara as hip6teses
utilizadas por Simo e Vu-Quoc (1986a) e Kane, Ryan e Banerjee (1987) e conclui que as equagoes
de movimento resultantes sdo analogas, se for utilizada uma aproximacao nao-linear de segunda
ordem. A formulacdo de um elemento de viga com rotagoes finitas é apresentado por Cardona e
Geradin (1988) e Hsiao, Yang e Lee (1994), sendo que este tipo de formulagao também pode ser
aplicada ao problema de viga girante. Os trabalhos acima citados apresentam as bases tedricas para
a formulacdo das equagdes de uma viga girante acoplada a outros corpos.

Os trabalhos publicados posteriormente destacam a implementagao numérica dos conceitos
de formulacido apresentados anteriormente. Inicialmente, discute-se a utilizagdo desta linearizagao
de segunda ordem que introduz no sistema de equagbes uma matriz de rigidez geométrica, que
representa os termos do enrijecimento centrifugo. No caso de vigas sujeitas a velocidades de rotagao
constantes esta matriz é calculada através da solugdo do problema de tensao inicial e esta matriz é
suposta constante ao longo do movimento. Entretanto, no caso mais geral, esta matriz é varidvel ao
longo do movimento, e depende dos deslocamentos longitudinais da viga (Bakr e Shabana, 1986).
Dessa maneira, a matriz de rigidez geométrica deve ser atualizada iterativamente. Neste trabalho,
os autores, embora considerem que a matriz de rigidez é varidvel, nao incluem a derivada desta
matriz, pois estes representariam termos de ordem mais alta. A influéncia da derivada da matriz
de rigidez geométrica é incluida no trabalho de Mayo e Dominguez (1996). Neste trabalho, os
autores demonstram que estes termos que sao usualmente desprezados podem levar a diferentes
solucdes. Entretanto, a solucdo torna-se extremamente sensivel & funcdo de forma utilizada para
discretizar o deslocamento na direcao axial. Neste caso, é necessério incluir um grande numero
de modos axiais para corretamente modelar o acoplamento entre o movimento das diregoes axial
e transversal, de tal forma que a solugado numérica é dificultada, tornando-se instdvel em muitas
situacdes. Mayo, Dominguez e Shabana (1995) discutem a eficiéncia numérica do modelo nao-linear
completo. As equagdes de movimento sao discretizadas pelo Método dos Modos Assumidos. Os
autores comparam os resultados obtidos quando a rigidez é calculada a partir do modelo linear, néao-
linear de segunda ordem (matriz de rigidez geométrica) e pelo modelo nao-linear completo e também
discutem o numero de modos necessarios para corretamente modelar o sistema. Outro maneira de
modelar este problema é apresentada neste trabalho, na qual os deslocamentos axiais sdo estimados
a partir da prépria deformagdo transversal e considera-se que nao hi deformagao axial. Segundo
os autores, este tipo de abordagem leva a um modelo numérico muito eficiente e estdvel, sendo que
nao é necessédrio incluir nenhum modo axial, dependendo da faixa de freqiiéncias de interesse. Este

tipo de formulacdo em que o deslocamento e a deformacdo axial sdo desacopladas € valida para



sistemas em que a rigidez axial é muito maior que a rigidez transversal. A implementacdo numérica
deste modelo utilizando o Método dos Elementos Finitos é apresentada em Mayo e Dominguez
(1997). Um maneira de melhorar a implementacio numérica para contornar esta atualizagdo da
matriz de rigidez geométrica é proposta por Fallahi e e Lai (1994), em que os termos dependentes e
independentes do deslocamento sio separados e as matrizes reorganizadas em funcao destes termos.
Sharf (1996) compara as formulagdes para a energia potencial da viga utilizando aproximacdes de
primeira, segunda e terceira ordem. O autor conclui que a utilizagdo de um modelo de ordem mais
alta é menos eficiente, de dificil solu¢do e instdvel. Para contornar estas dificuldades o autor propoe

a utilizagao de fungdes de interpolagdo de ordem mais alta para o deslocamento axial.

Uma anélise detalhada do problema do encurtamento longitudinal em vigas girantes € apre-
sentada em Radisavljevic e Baruh (2001). As magnitudes das vibragoes combinadas nas direcoes
longitudinais e transversais sao analisadas, procurando-se verificar em que condigdes a elastici-
dade longitudinal passa a ter a mesma grandeza do encurtamento devido ao grande deslocamento
transversal. Em geral, a presenca de forcas longitudinais determina em que condigdes o efeito de
elasticidade longitudinal ou encurtamento da projeco longitudinal devido & curvatura devem ser
considerados. Se hd uma forga longitudinal, como no caso da viga girante, o encurtamento da pro-
jecao deve ser incluido no modelo matematico. Na auséncia desta forca longitudinal, deve-se incluir
a deformagao na direcdo longitudinal, antes de incluir o encurtamento. Neste caso, a deformacao
longitudinal é um termo de primeira ordem e o termo de encurtamento, de segunda ordem.

Finalmente, um apanhado geral das condigdes de linearizacio das equagoes de movimento
de um viga girante é apresentada em D’Eleuterio e Barfoot (1999). Neste trabalho, também ¢é
apresentada uma implementagao numérica eficiente das equacdes de movimento.

As vigas estudadas nos trabalhos citados anteriormente, assume-se que a viga é delgada.
Contudo, a inércia de rotacdo da viga passa a ter maior influéncia na resposta dindmica de vigas
quando a viga considerada nao é delgada. Al-Ansary (1998) relata que desprezar a inércia de
rotagao da viga pode levar a erros de até 10% nas freqiiéncias naturais da viga. Segundo o autor,
enquanto a velocidade de rotagéo tem grande influéncia no primeiro modo de flexdo da viga, este
efeito nao é tao acentuado para os modos mais altos, sendo que para estes a inércia de rotagao
exerce maior influéncia. A formulacéo e implementacio das equacgoes de movimento de uma viga de
Timoshenko girante foi apresentada por Oguamanam e Heppler (1998). Os autores testam diferentes
formulagoes nao-lineares para aproximar o efeito de enrijecimento centrifugo e concluem que a viga
de Timoshenko prevé deslocamentos maiores que a viga de Euler-Bernoulli em velocidade de rotacgao

mais elevadas.

Os trabalhos de Lee (1995) e Tan, Lee e Leng (1997) analisaram a estabilidade dindmica de
uma viga girante sujeita a um movimento da base. As equacdes de movimento da viga sao obtidas a
partir de uma viga de Euler-Bernoulli, incluindo o efeito da matriz de rigidez geométrica através da
forca normal atuante ao longo da viga. O método das multiplas escalas é utilizado para determinar

as fronteiras instéveis do sistema. Os autores concluem que a velocidade de rotacao tem efeito de
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estabilizacdo, enquanto que a excitagdo da base tende a aumentar a regiao de instabilizacao.

Viga girante com massa concentrada

Enquanto as equagdes de movimento e formas modais de uma viga néo-girante sao amplamente
conhecidas (Inman, 1996), no caso de uma viga com massa concentrada, ou elementos inerciais, fixos
em sua extremidade livre ou ao longo de seu comprimento, a determinacdo de expressoes analiticas
para as freqiiéncias naturais e formais modais ¢ mais complicada, sendo que muitas vezes esta
estimativa s6 pode ser realizada numericamente. A massa que é fixa & viga pode ser modelada
de trés diferentes maneiras, dependendo de suas dimensodes e condigdes de fixacdo. No primeiro
caso, a massa é considerada concentrada, pontual, ou seja, a inércia de rotagao é desprezada. No
segundo caso, as dimensdes da massa sdo finitas e sua inércia de rotagao nao pode ser desprezada,
mas considera-se que o ponto de fixacao deste corpo & viga se dé pelo centro de gravidade do corpo
finito. Finalmente, tem-se o caso em que as dimensdes do corpo sao finitas, mas que a fixagao deste
4 viga se d4 por um ponto diferente do centro de gravidade, sendo que, em geral, este ponto é uma
das extremidades do corpo finito. Cada uma destas diferentes hipéteses leva a diferentes condigoes
de contorno e, portanto, diferentes freqiiéncias criticas e formas modais (Bhat e Wagner, 1976;
Liu e Huang, 1988a). Outros aspectos que poderiam ser adicionados a este problema séo inclusao
de rigidez na extremidade juntamente com a massa (Stephen, 1982) ou em outro ponto da viga
(Gurgoze e Batan, 1986), secdo transversal varidvel com massa fixa a extremidade livre (Laura e
Gutierrez, 1986), influéncia da posi¢ao de molas e massas ao longo do comprimento nas freqiéncias
e formas modais (Liu e Huang, 1988b), ou ainda vibragdo de um viga com massa na ponta sujeita
a uma excitacdo na base (To, 1982).

O estudo da implementacao de métodos numéricos para discretizar um viga com elementos
inerciais e eldsticos ao longo de seu comprimento ou na extremidade é apresentado por Hamdan
e Abdel Latif (1994). Neste trabalho, os autores comparam as solugbes obtidas pelos Métodos de
Galerkin, Rayleigh-Ritz e Elementos Finitos quanto aos seguintes aspectos: condigoes suficientes e
necessérias para a convergéncia, taxa de convergéncia, taxa de convergéncia e precisao da solugao em
funcéo do esfor¢o computacional para obter a solugao com um erro pré-determinado. As conclusoes
obtidos pelos autores neste trabalho mostram que: (a) os trés tipos de discretizagao apresentam
razoével precisio e boa taxa de convergéncia, se os elementos inerciais apresentam pequenos valores
em comparacao as dimensdes da viga; (b) a precis@o e taxa de convergéncia diminuem drasticamente
se a magnitude dos elementos inerciais é aumentada; (c) o aumento do ndmero de funcoes de
tentativa n&o aumenta a precisdo dos modos e freqiiéncias mais altos; e (d) o Método de Rayleigh-
Ritz apresenta vantagens quanto ao aspecto dos esforco computacional, enquanto o Método dos

Elementos Finitos apresenta maior estabilidade e precisao.

As freqiiéncias de vibragao de uma viga girante com massa , Ou COrpo finito, acoplado a
sua extremidade sdo estudadas em Wrigh, Smith, Thressher e Wang (1982), massa concentrada,

e Low (1990), corpo finito com ponto de fixacao diferente do centro de massa deste corpo. Em
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ambos trabalhos, busca-se obter uma solucdo analitica, ou ainda, expressoes para as formas modais
e freqliéncias naturais da viga girante com estas duas condigoes de contorno. Por outro lado, Hoa
(1979) investiga a solugdo deste problema utilizando o método dos elementos finitos, incluindo
uma matriz de rigidez geométrica constante para aproximar o efeito de enrijecimento centrifugo da
viga. Neste trabalho, o autor conclui que a massa concentrada na extremidade tende a diminuir as
freqiiéncias criticas em baixa velocidade de rotacdo, mas tende a aumentar estas freqiiéncias em altas
velocidades. As vibragdes transientes de uma viga girante com massa concentrada sio analisadas
em Kojima (1986). Yigit, Scott e Ulsoy (1988) analisam as vibracdes transversais de uma viga de
Euler-Bernoulli, girante, com um corpo finito na extremidade livre, aproximando a matriz de rigidez
geométrica a partir da forca normal atuante na viga, tanto nas condicoes de velocidade de rotacao
constante quanto aceleragao.

Fallahi, Lai e Gupta (1994) apresentam o modelo de uma viga de Timoshenko com um corpo
finito na extremidade livre, considerando movimentos longitudinais e transversais da viga, sendo
que a matriz de rigidez geométrica, varidvel no tempo, e sua derivada sio incluidas na formulacéo.
Também € apresentado um método numérico eficiente para montar as matrizes das equagoes de
movimentos, em que os termos independentes e dependentes do tempo sdo calculados separada-
mente. A formulacdo e implementagdo de uma viga geometricamente nao-linear girante com um
corpo finito é apresentado em Lai (1994). Low (1994) estuda a influéncia de parimetros tais como
razao das massas (da viga e pontual) e inércia da resposta dinamica. A dinidmica da massa concen-
trada, ou corpo finito, exerce grande influéncia a resposta dindmica da viga, uma vez que acentua
os efeitos de acoplamento entre os termos elésticos e dinamicos.

Outros aspectos

As frequiéncias naturais de uma viga girante podem ser obtidas experimentalmente utilizando
equipamentos que permitam transmitir os sinais do sistema girante para o sistema inercial. Fan,
Ju e Tsuei (1994) utilizaram uma bancada de testes em que as medidas de deformagéo obtidas em
extensdmetros sao transferidas através de um sistema de telemetria. Os autores compararam os
resultados encontrados com o modelo de uma viga de Timoshenko com rigidez geométrica incluida
e encontraram boa concordéncia entre as freqiiéncias experimentais e numéricas. Também foi ob-
servado que a variagao das freqliéncias naturais da viga com a velocidade de rotacio é uma relagdo
nao-linear. A vibragao de vigas girantes pode ser medida também utilizando sensores épticos (Nava
et al., 1994).

O modelo de uma viga girante sujeita a grandes movimentos de translacao é utilizado também
na solugao de problemas de mecanismos e manipuladores flexiveis. Ao contririo do problema de
dindmica de rotores, as velocidades de rotacio envolvidas nao sio tio elevadas, porém os desloca-
mentos de corpo rigido tornam-se mais importantes. Assim, a utilizacao de um modelo dindmico
que inclua a rigidez geométrica é suficiente para acoplar adequadamente os deslocamentos axiais e
transversais (Meek e Liu, 1995). Neste trabalho, um manipulador flexivel é formulado como uma
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viga plana de Timoshenko. Du e Ling (1995) apresentam o modelo de mecanismos tridimensionais
utilizando vigas de Euler-Bernoulli incluindo também o efeito da matriz de rigidez geométrica. A
utilizacdo de um modelo néo-linear completo incluindo todos os termos de deformacao encontra
limitagoes (Hsiao et al., 1994), pois no caso da anélise dindmica de mecanismos, a solucdo numérica
é obtida utilizando um procedimento incremental-iterativo, pois para cada incremento de tempo é
necessario resolver uma equacao vetorial fechada. O esquema numérico utilizado é em geral uma

combinacio do método de Newmark e Newton-Raphson (Kim e Haug, 1988; Kim e Haug, 1989).

1.1.2 Sistemas de muiiltiplos corpos — corpos rigidos e flexiveis

A formulacdo, implementagao e solugao das equagdes de movimento de um sistema de corpos
rigidos e flexiveis € uma expansao do conceito da dindmica de sistemas de corpos rigidos. Os
movimentos de cada um dos corpos é descrito com ajuda de sistemas de referéncia auxiliares, sendo
que 0s movimentos entre os mesmos € definido por juntas cinemdticas. As relagoes de equilibrio
dinamico entre os corpos sao obtidos através das equagdes de Lagrange, ou ainda, da equagoes de
Newton-Euler. No primeiro caso, nao hé necessidade de avaliar as forgas de iteragao entre os corpos,
sendo, por outro lado, necessério calcular a energia potencial e cinética do conjunto, bem como a
velocidade absoluta do centro de massa de cada corpo. No segundo caso, as grandezas estimadas
sdo forca, momento e aceleragdo absoluta do centro de massa de cada um dos corpos. Uma terceira
abordagem ainda é possivel, com a utilizagao das equagoes de Newton-Euler-Jourdain, em que
velocidades e aceleracdes absolutas sdo calculas e apenas as forgas e momentos externos contribuem
para a equacdo de equilibrio dindmico. As equagoes de Newton-Euler-Jourdain e Lagrange sao
equivalentes, pois se baseiam na busca do ponto minimo de energia, que corresponde ao equilibrio
dindmico do sistema. No caso das equagdes de Lagrange, o principio dos trabalhos virtuais é
utilizado, enquanto que no caso das equagdes de Newton-Euler-Jourdain, o principio das poténcias

virtuais é aplicado.

No caso de um sistema formado tanto por corpos rigidos quanto flexiveis (FMBS - flezible
multibody systems), a elasticidade dos corpos flexiveis deve ser considerada, sendo que este corpo
deve ser modelado como um corpo sujeito a deslocamentos e rotagoes finitos, que se acoplam a
sua deformacao eldstica. O resultado é que aparecem termos néao-lineares de inércia acoplando os
dois tipos de movimento (De Veubeke, 1976; Shabana, 1990; Barhorst e Everett, 1995). Em geral,
deve-se considerar que a hipStese de pequenos deslocamentos nao é valida para obter as relagoes
entre deslocamento e deformacéo do corpo elastico do conjunto (Sorge et al., 1993). Entretanto, se
a grandeza dos deslocamentos e velocidades de rotagao envolvidas for baixa, em relagao ao sistema

global, o corpo eléstico pode ser modelado linearmente (Jahnke et al., 1993).

No caso de FMBS, a formulacdo das equagdes de movimento com restricées de movimento,
sejam estas holon6émicas ou nao-holonémicas, requer a solucdo de uma equagdo vetorial fechada
(Barhorst, 1998), o que leva a um sistema de equagoes diferenciais e algébricas ndo-linear. Dessa

forma, a configuragao do sistema deve ser determinada a cada instante de tempo durante o processo
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de integracao numeérica (Shabana, 1991; Anantharaman e Hiller, 1993).

A formulagao das equagbes de movimento de FMBS pode ser facilitada utilizando-se progra-
mas comerciais de manipulagdo simbélica (Barhorst, 1997), pois segue-se uma metodologia facil-

mente automatizavel para obtencéo das equactes de movimento.

Ressalta-se que os efeitos de enrijecimento centrifugo observados em corpos flexiveis girante —
sejam estes vigas, placas ou elementos em que as trés dimensdes do COrpo sao importantes — exercem
papel fundamental na dindmica do sistema de multiplos corpos, pois acoplam os movimentos de
rotagdo e eldsticos dos corpos. Dessa forma, o efeito de enrijecimento deve ser considerado na for-
mulacao através da inclus@o de termos ndo-lineares de deformagcéo na modelagem do corpo flexivel,
ou incluindo, a0 menos, a matriz de rigidez geométrica (Wallrapp e Schwertassek, 1991; Tadikonda
e Chang, 1995). A utilizacdo desta matriz, na verdade, é de implementagao numérica mais simples e
representa termos linearizados de segunda ordem. Além da nio-linearidade geométrica, devido aos
grandes deslocamentos, efeitos tais como nio-linearidade do material, devido & plasticidade também
podem ser incluidas na formulagédo de FMBS (Ambrésio, 1996).

A discretizagao dos corpos flexiveis, em geral, é obtida utilizando um dos seguintes métodos:
modos assumidos ou elementos finitos. No caso do método dos modos assumidos, consideram-se as
formas modais das primeiras freqiiéncias naturais do corpo flexiveis com as mesmas condigoes de
contorno geomeétricas do corpo acoplado ao conjunto. O método dos elementos finitos mostra-se
mais fécil de ser implementado, permitindo a inclusio de amortecimento e efeitos de nao-linearidades
geométricas. Contudo, neste caso, o ntdmero de graus de liberdade aumenta consideravelmente
(Langlois e Anderson, 1999). A discussdo a respeito da obtengao de um modelo representativo e de
pequena dimensao para o corpo flexivel é apresentada a seguir.

Escolha da fungao de forma e reducao de modelo

A escolha do método ou esquema de discretizacao do corpo flexivel é uma etapa essencial no
desenvolvimento do modelo matem4tico do sistema de multiplos corpos. Em especial, dois aspectos
devem ser ponderados. Um deles é o ”tamanho”do modelo numérico do corpo flexivel, ou seja,
o nimero de graus de liberdade em que este corpo ¢ discretizado. O segundo, é a capacidade
deste modelo representar a dindmica deste corpo, seja pela escolha do ndmero de modos & ser
considerado ou ainda pela inclusdo de termos nao-lineares do vetor de deformac@o. Um grande
nimero de graus de liberdade, em primeira anélise, poderia levar a um modelo numérico mais fino
ou representativo da dinédmica do corpo flexivel. Contudo, devido &s montagem e acoplamento com
o sistema de multiplos corpos, um grande nimero de graus de liberdade para o corpo flexivel torna
a implementagao e solugao numérica do conjunto custosa, do ponto de vista computacional, ou até
mesmo proibitiva. Dessa forma, busca-se a obtencio de um modelo discretizado do corpo flexivel
que tenha um numero minimo de coordenadas generalizadas. Por outro lado, este modelo numérico
deve descrever a dindmica do corpo flexivel de maneira precisa, considerando a faixa de freqliéncias

de interesse, e os efeitos dindmicos nao-lineares envolvidos, como o enrijecimento centrifugo. A
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escolha do método de discretizacao do corpo flexivel é a busca de um modelo discretizado, eficiente

e representativo ao mesmo tempo.

A discretizagao do corpo flexivel pode ser feita de diferentes maneiras (Sorge et al., 1993):
(a) substituir do corpo eldstico por uma combinagao de massas e molas; (b) tratar o corpo eldstico
como continuo; (c) concentrar a massa do corpo em alguns nés, sendo que a elasticidade é mantida
continua. Embora, as primeiras e terceiras opg¢bes possam ser utilizadas, a mais empregada é
a segunda. Neste caso, sao utilizados métodos de discretizagao do corpo continuo, sendo que a
massa e rigidez s3o distribuidas pelos graus de liberdade ou nés da malha discretizada, a partir da
introducao de funcoes de tentativa que relacionam os deslocamentos nodais e os deslocamentos ao
longo do corpo continuo. No caso em que estas fungoes de tentativa respeitam todas as condigdes de
contorno, tanto essenciais quanto naturais, as funcoes recebem o nome de fungoes de comparacao e
o método de discretizagao é o Método de Galerkin. Se estas fungdes respeitam apenas as condigoes
de contorno essenciais recebem o nome de funcgdes admissiveis e o método é denominado Método
de Rayleigh-Ritz. A utilizagdo de fungdes admissiveis no dominio por partes define o Método dos
Elementos Finitos (Hamdan e Abdel Latif, 1994). Outra diferenca entre os dois métodos é que as
funcdes admissiveis no Método dos Elementos Finitos sdo polinémios de baixa ordem, que satisfazem
requerimentos minimos de diferenciabilidade. Estas funcdes admissiveis sao muitas vezes conhecidas
como funcdes de interpolacao ou fungdes de forma. A divisao do dominio em partes traz uma série
de vantagens ao MEF, entre elas a facilidade de modelar geometrias complexa, descontinuidades
e nao-uniformidades. E a utilizagao de fungbes polinomiais facilita a implementacao numérica.
Contudo, nos casos em que a geometria é simples e uniforme, o método cléssico de Rayleigh-Ritz
é capaz de apresentar precisao superior, com o mesmo nimero de graus de liberdade, ou a mesma
precisdo com um nimero menor de graus de liberdade (Meirovitch e Kwak, 1990), com a utilizacao
de diferentes familias de funcoes admissiveis. Outra abordagem para o Método de Rayleigh-Ritz
apresentada por este trabalho é a utilizagdo de familias de fungdes de quase-comparagao. Estas
funcoes sdo funcdes admissiveis que, embora individualmente nao satisfacam as condigoes naturais
de contorno, a combinagao linear finita destas sdo capazes de satisfazé-las com certo grau desejado
de precisao. A utilizagao desta nova classe de funcgoes acelera a taxa de convergéncia e a precisao

com menos graus de liberdade.

O Método dos Elementos Finitos é um método muito popular, largamente empregado na
andlise estrutural, estdtica ou dindmica. A grande vantagem deste método é sua maleabilidade
e facilidade para modelar geometrias complexas, além da facilidade de implementagdo numérica.
Seguindo estas vantagens, o Método dos Elementos Finitos tornou-se também um método utilizado
na modelagem de sistemas de muiltiplos corpos flexiveis (Gérardin e Cardona, 2001; Jahnke et al.,
1993; Langlois e Anderson, 1999). Outro método também bastante conhecido da mecénica estrutu-
ral, é o Método dos Elementos de Contorno, sendo que sua aplicagao para FMBS ¢é apresentada por
Kerdjoudj e Amirouche (1996). A utilizagado do Método dos Elementos Finitos, contudo, aumenta o
ndmero de graus de liberdade do conjunto. Uma solugao proposta para contornar esta dificuldade

é a utilizacdo de técnicas de redugao, tais como a subestruturagao.
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Uma técnica de redugao de subestruturas, sujeitas a grandes deslocamentos lineares e angu-
lares é apresentada por (1983). O método consiste em transformar as equagoes de movimento do
sistema de coordenadas nodal em um sistema de coordenadas modal. Contudo as coordenadas en-
volvidas nesta transformagcdo correspondem apenas as coordenadas relativas ao movimento el4stico.
A dificuldade para este tipo de problema (FMBS) é que, devido & complexidade dos movimentos
do conjunto e das nao-linearidades envolvidas, torna-se mais complicada a determinagdo do nimero
de modos que contribuem para o movimento. A identificacdo da matriz modal pode ser feita de
diferentes maneiras. Uma delas pode ser a identificagio dos autovetores a partir da solucdo do
problema de autovalores do corpo eldstico discretizado pelo Método dos Elementos Finitos. Outra
possibilidade é a identificacdo experimental destes autovetores. Além de autovetores, numeéricos,
a reducao ou transformacdo modal da subestrutura pode ser feita através das funcdes de forma e
dos autovetores obtidos pelo Método dos Elementos Finitos. Apés a transformacao modal e re-
dugao das matrizes de cada corpo eldstico obtém-se uma subestrutura que é representada por um
conjunto minimo de coordenadas e incluindo apenas os modos associados as freqiiéncias naturais
mais baixas, sendo que esta subestrutura ¢ acoplada ao sistema global (Shabana, 1985). Outro
método que pode ser utilizado para a redugao das coordenadas do corpo flexivel é o Método dos
Modos Componentes (Craig Jr. e Anthony, 1996), que é bastante semelhante, pois, utiliza-se dos
autovetores para definir uma transformacdo de coordenadas (transformacéo de Ritz), sendo que os
sistemas resultantes desta transformacao sdo denominados de sistemas de referéncia componentes.
Este sistema de coordenadas, local, é o sistema que deve ser acoplado ao sistema global.

Alternativamente ao Método dos Elementos Finitos, o Método de Rayleigh-Ritz pode ser
utilizado. Neste caso, procura-se escolher uma familia de fungdes admissiveis que represente ade-
quadamente a dinamica do corpo flexivel com um nimero minimo de graus de liberdade. Uma
familia de fungoes a ser utilizada é a familia de auto-fungdes, ou seja, funcdes que representem
os primeiros modos de vibragdo. Contudo, a determinacio destas funcgdes, de maneira analitica,
é dificil e, na maioria das vezes, as condigGes de contorno naturais ndo podem ser previstas, pois
dependem das condigoes de movimento e acoplamento entre os corpos. Por outro lado, a utilizagao
de auto-fungoes que respeitem apenas as condicoes de contorno essenciais, como apresentado em
Al-Bedoor e Khulief (1996) leva uma taxa de convergéncia muito baixa e pobre (Schwertassek et al.,
1999). O Método de Rayleigh-Ritz com a classe de funcdes de quase-comparagao pode ser também
utilizada em FMBS, pois permite uma solugéo com alta taxa de convergéncia com menos graus
de liberdade. Outra vantagem € a capacidade destas funcdes de representar condigbes de contorno
naturais que nao sao conhecidas a priori, o que € o caso dos sistemas de miltiplos corpos (Hagedorn,
1993; Meirovitch e Hagedorn, 1994) e também sistemas amortecidos.

Outras fungoes de forma também podem ser utilizadas no Método de Rayleigh-Ritz, como,
por exemplo, um fungdo polinomial de ordem mais alta (Sharf, 1995; Sharf, 1999) tanto para o
deslocamento transversal e especialmente para o deslocamento longitudinal de um viga acoplada a
um sistema de corpos. Outra possibilidade, pode ser também a utilizacdo do Método dos Elementos

Finitos utilizando a versao p para um elemento de viga geometricamente nio-linear (Orth e Surana,
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1994).

Uma formulacdo alternativa para o sistema de miltiplos corpos é a utilizagao de fungoes de
forma chamadas nodais absolutas. Neste caso, as fungdes de forma séo globais, pois, incluem também
os modos de corpo rigido (Shabana e Schwertassek, 1998). A vantagem deste tipo de abordagem
reside no fato de que a matriz de massa é constante. Por outro lado, as fungdes de forma devem
formar um conjunto completo, que inclua também os modos de corpo rigido. Esta formulagao
mostra-se bastante adequada para analisar grandes deslocamentos em sistemas de miltiplos corpos
(Escalona et al., 1998).

1.1.3 Anadlise modal em sistemas rotativos e variantes no tempo

As caracteristicas e propriedades de sistemas lineares sdo conhecidas (Zadeh e Desoer, 1963).
A forma fechada da solucio da equagao diferencial pode ser obtida, sendo dada pela matriz de
transicao de estado. Posteriormente, a solugdo da equagéo forcada ¢ dada pela integral de convolucao

entre esta a matriz de transicdo de estado e a funcao de excitacao ao sistema.

A solugao da equagao em sua forma homogénea pode ser também obtida por uma combinagao
linear de funcdes exponenciais. Utilizando esta abordagem, a matriz de transigao de estado pode
ser escrita em funcao dos autovalores e autovetores do sistema original. Adicionalmente, sendo a
transformada de Fourier uma relacao entre a funcéo no tempo e suas componentes em harmonicas
(exponenciais imaginarias), esta transformada é utilizada para transformar a equagao diferencial do

dominio do tempo para o dominio da freqiiéncia.

A anélise no dominio da freqiiéncia, juntamente com a determinagao de parametros, tais como
freqiiéncias naturais e modos de vibragao (autovalores e autovetores do sistema, respectivamente),
formam as bases para a andlise modal. Esta é uma ferramenta extremamente utilizada para carac-
terizar propriedades dindmicas de sistemas mecénicos, sejam rigidos ou flexiveis, tanto do ponto de
vista numérico quanto experimental (Ewins, 1984). Contudo, a premissa bésica deste desenvolvi-
mento é o fato dos sistemas lineares apresentarem coeficientes constantes. Em sistemas rotativos,
formados por rotor, disco e mancais, a anélise modal (invariante no tempo) também ¢é extensamente
aplicada, embora algumas dificuldades préticas sejam introduzidas para realizar uma anélise modal
em estruturas girantes (Bucher et al., 1996; Stanbrigde e Ewins, 1996).

No caso de sistemas lineares com coeficientes variantes no tempo, algumas propriedades e
caracteristicas da solucdo podem ser estudadas (Meirovitch, 1988). No entanto, uma forma fechada
para a solugdo néo pode ser obtida, a nao ser em casos bem simples ou particulares. Uma das classes
em que caracteristicas da solucdo podem ser melhor definidas é o caso de sistemas periodicamente
variantes no tempo. Uma das principais caracteristicas de tais sistemas € que seus autovalores
também sdo periédicos. Além disso, a variagdo periédica dos coeficientes da equagéo diferencial
introduz no sistema uma tipo de excitagdo paramétrica (Nayfeh e Mook, 1979).

Uma metodologia para aproximar a solugdo de sistemas periodicamente variantes no tempo,
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também chamados de sistema de Floquet, no entanto, pode ser desenvolvida. Esta solugao é funda-
mentada por teoremas que garantem que sistemas lineares variantes podem ser transformados em
sistemas lineares invariantes (Wu e Sherif, 1976; Wu et al., 1975; Wu, 1978). Dessa forma, propde-se
uma metodologia que se baseia na obtencdo da série de Fourier dos coeficientes da equagao difer-
encial (Xu e Gasch, 1995). Um novo problema, invariante, é construido, sendo que uma matriz
expandida, em funcao dos coeficientes de Fourier é obtida. Em um problema geral, a dimensao
desta matriz é infinita, pois os termos da série de Fourier podem ser infinitos, sendo que busca-se
uma solugao aproximada para os autovalores desta matriz (Friedmann et al., 1977). Os autovalores
desta matriz expandida correspondem aos autovalores da problema variante original. Com a deter-
minagéo destes autovalores e seus respectivos autovetores conceitos anélogos aos da anglise modal
podem ser definidos (Irretier, 1999; Liu, 1999).

Este tipo de andlise modal expandida tem aplicacéo especial em problemas rotativos sejam
estes rotores que momentos de inércia varigvel (Brusa et al., 1997), mecanismos flexiveis (Liu, 1999),
discos flexiveis de rotores (Reuter, 1998), rotores assimétricos (von M. Ertz e Nordmann, 1995) e
turbinas edlicas (Xu e Gasch, 1995). Em todos estes tipos de problemas as estruturas flexiveis sio
submetidas a rotagoes, o que também ocorre no problema de modelagem de rotores acoplados a
palhetas flexiveis.

A utilizagdo de um formalismo andlogo & an4lise modal para tratar problemas periodicamente
variantes permite a introdugao de conceitos anilogos também: autovalores e autovetores periédicos
e funcao de resposta em freqliéncia ciclica, por exemplo, (Irretier, 1999). Além disso, permite desen-
volver como identificagao de sistemas (Liu, 1997), projetar controle para sistemas periodicamente
variantes (Sinha e Joseph, 1994) ou propor reducéo de ordem em tais sistemas (Deshmukh et al.,
2000). Cada uma destas técnicas é adaptada de maneira ansloga ao sistemas invariantes, mas

seguindo os conceitos expandidos para o problema periodicamente variante no tempo.

1.2 Objetivos do trabalho e contribuicao original

Os objetivos deste trabalho sdo o desenvolvimento, a soluco, a anilise e a validacao ex-
perimental das equagées de movimento de um conjunto formado por um rotor rigido acoplado a
palhetas flexiveis. A originalidade da tese est4 na forma holistica como o problema vibratério en-
tre rotor e vigas flexiveis girantes é tratado, tanto teoricamente quanto com exemplos numéricos
e experimentais. Passa-se pela modelagem matemética de sistemas hibridos (rigidos + flexiveis),
chegando-se a sistemas de equacbes lineares e nio lineares variantes no tempo . As equagdes li-
neares periodicamente variantes no tempo sio apresentadas de forma extremamente transparente,
e sao resolvidas matematicamente via andlise modal em sistemas periodicamente variantes no tem-
po. A influéncia dos efeitos de coriolis, giroscépico, rigidez rotacional e enrijecimento centrifugo
no comportamento das freqiiéncias-bésicas do sistema é investigada com rigor e riqueza de detalh-

es. Além disto, o comportamento das formas modais variantes no tempo é ilustrado e explicado
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com o auxilio de trés diferentes exemplos tedricos. As vibragdes paramétricas nada mais sao que
as freqiiéncias naturais do sistema variante no tempo, e podem ser observadas tanto teoricamente
quando experimentalmente, com o auxilio de uma bancada de testes. No entanto, a participacao das
vibragdes paramétricas na resposta total do sistema se reduz com o aumento da rotagéo. Isto pode
ser observado tanto teoricamente quanto experimentalmente. As equagOes nao lineares sao tratadas
numericamente e as limitagdes dos modelos lineares e nao lineares sdo claramente apontadas. Os
resultados experimentais também deixam claro que somente com uma aproximacao nao-linear para
as deformacoes da viga girante consegue-se descrever corretamente o comportamento do sistema

rotor-palhetas, o efeito de enrijecimento centrifugo e as vibragoes paramétricas.

1.3 Conteudo e organizacao do trabalho

Este trabalho estd dividido em sete capitulos e dois apéndices, sendo que em cada um destes,
as seguintes etapas foram desenvolvidas:

e Capitulo 1 — Neste capitulo sdo apresentados os objetivos do trabalho e um resumo da
metodologia e etapas que se pretendem seguir para a condugao do tema. Ainda neste capitulo
é apresentada uma revisao bibliogréfica de temas que sado abordados ao longo deste trabalho,
tais como, viga girante, modelagem de sistemas de multiplos corpos e andlise modal variante
no tempo;

e Capitulo 2 — Neste capitulo a formulagéo e implementacdo das equagdes de movimento de
uma viga girante sio apresentadas. A cinemética da deformacao da viga é apresentada, sendo
que relagdes geometricamente nao-lineares entre deslocamento e deformagao sao estudadas.
A relacdo entre estes termos nao-lineares de deformacéo e o acoplamento ao movimento de
rotacdo da viga é discutida. A utilizagao de diferentes fun¢des de interpolacao para discretizar
a viga é apresentada, considerando uma viga girante apenas e a viga acoplada com massa,
concentrada ou finita, na extremidade livre. Alguns exemplos numéricos de uma viga sujeita
a um perfil de aceleragéo sao apresentados, considerando trés modelos para a deformagéo da

viga: linear, linearizado de segunda ordem e completamente nao-linear;

e Capitulo 3 — Neste capitulo as equagdes de movimento do conjunto rotor e palhetas (viga
flexivel girante), seguindo a metodologia de miltiplos corpos é apresentada. Inicialmente, as
equagoes de um rotor que se movimenta em um plano acoplado a quatro palhetas flexiveis sao
apresentadas, sendo que as vigas sdo modeladas com as trés abordagens discutidas no capitulo
anterior (linear, linearizada de segunda ordem e néo-linear). Em seguida, as equagées de movi-
mento do conjunto, considerando que o eixo do rotor estd apoiado em uma das extremidades e
livre na outras de tal forma que tenha movimentos angulares apenas, sdo desenvolvidas. Com
esta configuracdo, procura-se elucidar o papel do efeito giroscépico na resposta do conjunto,

sendo que a viga é modelada com uma abordagem linearizada de segunda ordem. Finalmente,
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as equagoes de um rotor que apresenta movimentos de translagéo e rotagdo acoplado a palhetas
flexiveis é apresentado;

Capitulo 4 - Neste capitulo a teoria de sistemas lineares é revisada. Inicialmente, a solucdo
de equagoes diferenciais com coeficientes constantes é revisada, a partir da apresentacio de
conceitos como matriz de transicdo de estado, transformada de Laplace e Fourier, funcio de
resposta em freqiiéncia, que sao conhecidos. Posteriormente, a forma da solucéo de equagoes
diferenciais variantes no tempo é discutida. No caso de sistemas lineares periodicamente
variantes no tempo (sistemas de Floquet) é possivel obter uma solugédo utilizando a equacio
de Hill. Dessa forma, novos conceitos relacionados ao problema de autovalores e autovetores
variantes no tempo, autovetores e autovalores bésicos sdo apresentados, formando a base da

andlise modal expandida. Alguns exemplos de solucdo sdo apresentados;

Capitulo 5 - Neste capitulo, os resultados obtidos de simulacdes numéricas sio apresenta-
dos. Os modelos matemdticos desenvolvidos no Capitulo 3 sdo resolvidos por um processo
de integracao numérica (Runge-Kutta) e também utilizando a solucao modal expandida. Os
resultados sao apresentados tanto no dominio do tempo quanto da freqiiéncia. No dominio
da freqliéncia os resultados sao mostrados através de diagramas de cascata. Este tipo de
curva permite visualizar a variacdo do comportamento dindmico em funcdo da velocidade de
rotacao, com o aparecimento de vibracoes paramétricas e o efeito de enrijecimento centrifugo.
Os modos associados aos autovalores-bésicos e autovalores periédicos (paramétricos) também
sao apresentados, de forma a ilustrar a composicdo das formas modais neste tipo de sistema

periodicamente variante no tempo;

Capitulo 6 — Neste capitulo sao apresentados resultados experimentais medidos na bancada
de testes. As curvas de calibracdo sdo apresentadas. As medidas sdo realizadas com veloci-
dades de rotacao crescentes, sendo que uma diagrama de cascata experimental é construido.
Com os parametros da bancada, simulacées numéricas sio realizadas também, permitindo a
validagao do modelo numérico. Os modos de vibragao, bésico e paramétrico, também sio

ilustrados;

Capitulo 7 — Neste capitulo um pequeno resumo das etapas realizadas juntamente com as
observagoes feitas e concluses obtidas ao longo deste trabalho é apresentada. Sugestdes para
trabalhos futuros sdo apresentadas;

Apéndice A - Neste apéndice sdo apresentados definicdes, teoremas e coroldrios que per-

mitem realizar a transformacio de um sistema variante no tempo em um sistema invariante;

Apéndice B — Neste apéndice é apresentada a teoria de Floquet de sistemas periodicamente

variantes no tempo. As propriedades e teoremas que regem tais sistemas é apresentada.
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Capitulo 2

Modelagem matematica - viga girante

2.1 Introducao

Inicialmente, a formulagdo e implementacdo das equagoes de uma viga girante sao apresen-
tadas. Um viga girante é uma viga sujeita & rotagdo em um eixo perpendicular ao seu plano de
vibracdo. A principal caracteristica de uma viga com tal configuragéo é a influéncia da velocidade
de rotagdo na sua resposta dindmica. Uma das conseqiiéncias desta influéncia € o aumento das
freqiiéncias naturais da viga em funcdo da velocidade de rotaggo. Contudo, existe uma limitagao
na formulacdo usual de vigas, se o efeito da velocidade da rotagéo for incluido. Observa-se que as
relacdes lineares entre deslocamento e deformagéo da viga sdo inadequadas para analisar o acopla-
mento dinidmico entre rotagdo e deformacgdo da viga. As equagbes de movimento da viga girante,
obtidas a partir destas relagGes lineares, por exemplo, sugerem que suas freqiiéncias naturais dimin-
uem em funcao da velocidade de rotagéo, o que é o oposto do comportamento verificado na realidade
(Anderson, 1975; Simo, 1985).

A limitacao observada nas equagdes de movimento pode ser corrigida, entretanto, se a relagao
entre deslocamento e deformacao da viga for obtida com termos nao-lineares de deformacao. Nas for-
mulacdes usuais de vigas estes termos normalmente sao desprezados, pois sao considerados termos de
ordem mais alta devido a ordem de grandeza dos deslocamentos. Contudo, devido ao movimento de
rotacdo da viga, a hipétese de pequenos deslocamentos é inadequada, sendo que termos nao-lineares
de deformacdo, que sao usualmente desprezados, passam a ter importincia. Uma anélise detalhada
da configuracdo da deformacao da viga mostra que estes termos nao-lineares sao responsaveis por
acoplar os deslocamentos das diregdes transversais e longitudinais (Simo e Vu-Quoc, 1987; Kane
et al., 1987). O acoplamento do movimento nestas duas diregdes, desprezivel no caso de uma viga
nao-girante, é resultados do efeito da velocidade de rotagao na resposta dindmica da viga. Dessa
forma, parte deste capitulo consiste em analisar a cinemaética da deformacéo da viga, desenvolver
detalhamente as equacoes de movimento de uma viga girante e analisar a importancia dos termos

nao-lineares de deformacao nestas equacoes.
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A discussao da implementagio numérica das equagoes de movimento constitui a segunda
parte deste capitulo. A inclusdo dos termos nao-lineares de deformagéo torna a implementacéo das
equagbes de movimento um procedimento delicado. O procedimento de discretizacao das equacdes de
movimento a ser empregado é o métodos dos modos assumidos. Entretanto, devido aos termos nao-
lineares de deformagao, € necessario incluir um grande nimero de fungoes admissiveis, para obter um
modelo numérico preciso das equacdes de movimento (Mayo et al., 1995; Sharf, 1996). O resultado é
um modelo numeérico com grande nimero de graus de liberdade, que apresenta também dificuldades
na integracdo numeérica, tais como instabilidade numérica e necessidade de um incremento de tempo

muito pequeno.

A necessidade de desenvolver um modelo numérico de pequena dimensao, contudo, torna-se
importante, pois futuramente, a viga girante é acoplado a um sistema de multiplos corpos. Ou seja, a
implementagao numeérica da viga girante, para este caso, deve ter como objetivo minimizar o nimero
de graus de liberdade, sem que os efeitos do acoplamento entre a rotacdo (devido ao movimento
de corpo rigido da viga) e deformagao (devido & flexibilidade da viga) sejam negligenciados. Com
estes objetivos em mente algumas solu¢des sio apresentadas, tais como considerar apenas os termos
nao lineares de segunda ordem (Simo e Vu-Quoc, 1987), desacoplar as deformacdes das direcoes
transversal e longitudinal (Mayo et al, 1995), escolher uma famflia de funcdes de tentativa que
tenha alta taxa de convergéncia (Schwertassek et al., 1999). A taxa de convergéncia de uma familia
de fungdes de tentativa é a relacdo que existe entre a convergéncia da solugéo e o nimero de funcdes
empregadas para obté-la. Comparando-se duas solugdes, aquela que utilizar menor niimero de
fungoes e, portanto, menos graus de liberdade apresenta maior taxa de convergéncia (Meirovitch e
Kwak, 1990).

Finalmente, alguns exemplos numéricos sio apresentados, de maneira a ilustrar e corroborar
as equagoOes desenvolvidas e implementadas. Assim, inicialmente sio apresentados os resultados
obtidos a partir de diferentes discretizagdes com trés tipos de familias de funcdes de tentativa. Pos-
teriormente, modelos numéricos, obtidos com diferentes relagdes entre deslocamento e deformacao
~ linear, nao-linear de segunda ordem e completamente nao-linear— sio comparados no caso em que
a viga estd acelerando. Além disso, considera-se também a influéncia da inclusio de uma massa de
dimensao finita na extremidade livre da viga.

2.2 Modelos de viga — aproximacoes lineares e nio-lineares

A formulacao das equagbes de movimento da viga girante, apresentada neste trabalho, segue
uma metodologia semelhante a utilizada na descricdo dos movimentos de um corpo rigido. Dessa
forma, é analisada a cinemdtica da deformacio de um ponto pertencente a secio transversal da
viga. A escolha desta metodologia é justificada pelo tipo de movimento a que a viga estd sujeita,
sendo este o movimento de rotagédo. Além disso, posteriormente, mesmo se a viga estiver acoplada

a uma sistema de corpos rigidos que realize um movimento geral, a mesma metodologia pode ser
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empregada para descrever o movimento de um ponto da viga e obter as equagoes de movimento do

sistema em analise.

A descricao do movimento de um ponto pertencente a secao transversal da viga é obtida
através de sistemas de referéncia auxiliares. Cada um destes referenciais representa um movimento
de rotacdo. O deslocamento devido & flexibilidade da viga é melhor representado em um referencial
que seja solidério & viga girante. Neste referencial, a descri¢do da sua deformagao se dd de maneira
semelhante a uma viga que nao gira. Este referencial também é chamado de floating frame reference
system (Shabana, 1990) ou shadow beam (Simo e Vu-Quoc, 1986a). Contudo, os vetores de posicao,
velocidade e aceleracao deste ponto devem considerar seu movimento absoluto. Cabe ressaltar que,

uma vez que o corpo é flexivel, existe uma velocidade relativa entre os pontos da viga.

Os esforcos internos, que equilibram as forgas de inércia sao obtidos em fun¢ao da deformagao,
seguindo a lei de Hooke. As relagoes entre deformacao e deslocamento, obtidas a partir da geometria
da deformacao, séo o principal objetivo da anélise neste problema. A viga sendo sujeita a grandes
velocidades, apresenta deslocamentos que nao podem ser considerados pequenos. Dessa forma,
termos nao-lineares do vetor de deformacao, usualmente desprezados por serem de ordem elevada,
nao podem mais ser negligenciados. Procura-se, assim, estudar qual a participacdo destes termos

nao-lineares na resposta dindmica da viga girante.

2.2.1 Sistemas de referéncia

O movimento de um ponto qualquer pertencente & viga girante pode ser representado de
maneira mais facil se forem utilizados sistemas de referéncia auxiliares. Neste caso, em que o
movimento, tanto de rotacao quanto de deformacao da viga, é restrito a um plano, trés referenciais

sdo empregados, conforme apresentado na figura (2.1), sendo estes definidos como:

e Referencial I — este referencial representa o sistema de coordenadas inercial. Este sistema de
referéncia é descrito pelas coordenadas (zg, yo, z0) € pelos vetores unitdrios (ig,jo, ko). Sua
origem é o ponto @, extremidade da viga que estd engastada.

e Referencial B; — referencial mével, realiza uma rotacéo ¢ em torno do eixo z, do referencial I.
Este referencial é soliddrio & viga nao-deformada, e é descrito pelas coordenadas (z1, 1, 21),
ou simplificadamente (z,y, z), e pelos vetores unitérios (i1,ji,ki). Sua origem também é o
ponto Q.

e Referencial By — referencial mével, auxiliar, corresponde & rotagao da segao transversal da
viga. A rotagao entre os referenciais B; e By é o dngulo « em torno do eixo z; do referencial
B;. Deve-se notar que o eixo yz é definido de tal forma que é sempre tangente a secao
transversal. O angulo a varia ao longo do comprimento da viga e, portanto, para cada ponto
desta viga é definido um sistema de referéncia B. Este referencial fornece a orientagao da

secao transversal apés a deformagdo da viga e estd definido pelas coordenadas (z2,¥2,22) €
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pelos vetores unitarios (i2,j2, k2). Sua origem é o ponto O, ponto pertencente 3 linha neutra
ao longo da viga.

yo }/2 X2
Y a

viga deformada

/ X1
/ viga ndo deformada

¢ S—
—

Figura 2.1: Sistemas de referéncia para descrever o movimento de uma viga plana girante.

2.2.2 Matrizes de transformacao

Os trés sistemas de referéncia, anteriormente apresentados, sio relacionados entre si por ma-
trizes de transformagao. As matrizes de transformacio de coordenadas sdo matrizes ortogonais que
representam as transformagoes lineares entre os sistemas de referéncia. Dessa forma, a matriz de
transformacao entre os sistemas de referéncia I e B, é dada por Ty, sendo que um vetor ;s qualquer,
escrito no referencial I, € escrito no referencial B; de acordo com a equacio

cosgp sen¢ O
T¢, = —Sen(b COS¢ 0 B;S = Té * B;S (21)
0 0 1

Analogamente, a matriz de transformacao entre os sistemas de referéncia B; e By é dada por
T, e um vetor g, s, definido no sistema de referéncia Bj, é escrito no referencial Bs, de acordo com

a equacao

cosaa sena 0
T,= |—sena cosa 0 B,s = T4 p s (2.2)
0 0 1

2.2.3 Vetores de posicao

A posicao de um ponto qualquer da viga pode ser descrito utilizando tanto o sistema de
referéncia solidério & viga girante, By, quanto o sistema solid4rio & secao transversal deformada da
viga, Bs. A origem de ambos sistemas é o ponto em que a viga estd engastada, sendo que eixo
z1, ou simplesmente z, da base Bj, é coincidente com a linha neutra da viga. A linha neutra é a
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linha formada pela unido dos diversos centros de flexao das seces transversais ao longo da diregao
longitudinal z;. Dois pontos genéricos, O e A, sao definidos. O ponto O é um ponto que pertence
necessariamente & linha neutra da viga e o ponto A é um ponto geral da viga. Em ambos os casos
a viga néo estd deformada. Os vetores posigdo de cada um destes pontos, utilizando o sistema de

referéncia B;, sao dados por

T T
Bro=40 e  BrA=\Y (2.3)
0 0

Os pontos O" e A, ilustrados nas figuras (2.2) e (2.3) respectivamente, apresentam a posigao
dos pontos O e A apds a deformagdo eldstica da viga. O vetor de posi¢do dos novos pontos é
funcdo da posicao inicial destes pontos e das fungdes de deslocamento da viga. Estas funcoes de
deslocamento da viga sdo definidas pelas quantidades u; = ui(z,t), na direcdo longitudinal da viga,
e us = us(z, t), direcéo transversal. Estes deslocamentos sio definidos em relagao ao referencial Bj,
conforme apresentado na figura (2.2). A figura (2.3) apresenta caréter ilustrativo do deslocamento
de um ponto fora da linha neutra, A. Ressalta-se que a formulacéo das equagoes de movimento
para este ponto A nao serd desenvolvida, mesmo porque neste caso o deslocamento viga nao é

unidimensional, mas bidimensional dependendo, portanto, das coordenadas z e y.

[
yO yo y?. X2
yl y’l AlS
//o’u2
A
W Va 7o) X1
% y 3
e
b
7
'b *
%
Xo %o
Figura 2.2: Deslocamento do ponto O, perten- Figura 2.3: Deslocamento do ponto genérico A,

cente & linha neutra da viga. pertencente a viga.

O vetor de posicao do ponto O’ representa o deslocamento do ponto O apés a deformagao da
viga, conforme apresentado na figura (2.2). Este vetor ro- pode ser escrito tanto utilizando o sistema
de referéncia Bi, solidario & viga girante, ou utilizando o sistema Bs, que fornece a orientagéo da

secdo transversal apds a deformagao, de acordo com

T+ U1
B: ro = u9 (24)
0
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Bror =Ta - BiTor

cosa sena 0| [z+4+u; (x +up)cosa + ugsena (2.5)
= |—sena cosa 0 Uy =4 —(z+ u;)sena + uy cos a
0 0 1 0 0

O vetor de posicao do ponto A’ representa o deslocamento do ponto A apéds a deformacao
da viga, conforme apresentado na figura (2.3). Uma vez que os deslocamentos longitudinais e
transversais sao definidos em relagdo a um ponto O da linha neutra, a posigao do ponto A’ é escrita
em funcao da posicao do ponto O'. A relacio entre os deslocamentos dos dois pontos € obtida da
hipétese de que as se¢oes planas da viga permanecem planas apds a deformagao, ou ainda, as secdes
planas sofrem apenas rotagdo. O vetor de posicao do ponto A’ é a soma do vetor de posicao g, rov,
que tenha a mesma coordenada z do ponto A, e o vetor com a coordenada y do mesmo ponto porém
considerada no referencial By, que girou juntamente com a se¢ao transversal, de acordo com a figura
(2.3). A representacao deste vetor nos referenciais B; e B, é dada respectivamente por

0 T+ u; —yseno
BiTA' = B To' + T - Yye= U2 + ycoso (2.6)
0 0

(T + wu1)cos a + ug sen a
BoTar =Ta- BiTor+qyp = —(z+ u)sena +uycosa +y (2.7)
0

o

Com a determinacao destes vetores de posicao, os vetores de velocidade e aceleracao podem ser

avaliados de acordo com as regras para derivacéo de vetores em diferentes sistemas de coordenadas.

2.2.4 Vetores de velocidade

Os vetores de velocidade sao determinados a partir da derivada absoluta dos vetores de posic¢do.
Estas derivadas sao calculadas em relagao ao referencial inercial I de modo a representar a velocidade
absoluta dos pontos da viga. Este é o procedimento empregado para obter a derivada de vetores
escritos em diferentes sistemas de referéncia méveis, seja para calcular os vetores de velocidade ou
aceleracao absoluta de um corpo rigido ou flexivel. Dessa forma, a derivada absoluta de um vetor

B, S, em relagao ao referencial inercial I, é dada pela relacao :

d
B,V = p (Bls) + BiwW X B;S+ B, V¢ (2.8)

onde p,vc é a velocidade da origem do sistema de referéncia B, que neste caso é nula. Nesta

equagao, o vetor p,w representa a velocidade angular absoluta da base B em relagéo 4 base inercial
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I. No caso da viga girante, este vetor é representado por

Bw = 0 (2.9)
¢

A velocidade de um ponto O’ da linha neutra da viga é calculada no referencial mével B; de

acordo com a equagao:

d
B, VO = 7 (B,To") + ByW X B TO!

U 0 —¢ 0] (z4+w Uy — Pug (2.10)
=Sy p+ |6 0 0 U = { U+ d(z + uy)
0 0 0 0 0 0

A velocidade de um ponto A’ da viga deformada, também representada no referencial mével

B, é escrita segundo a equagao

d
BVA = at (B1rA’) + Bw X pyTa

U] — Yo Ccos o 0 —gfﬁ 0 T+ u; —ysenw
=< Uy —yaseno p + é 0 0 U + Y Cos o
0 0 0 O 0 (2.11)

U1 — dug — ycos oz(ci) + &)
=< Uy +d(z+up) —ysena(d+ &)
0
2.2.5 Vetores de aceleragao
Os vetores de aceleracdo da viga sao obtidos de maneira anéloga ao apresentado anteriormente.
Contudo, neste caso, as derivadas absolutas dos vetores de velocidade sao calculados. Dessa forma,

o vetor de velocidade absoluta, escrito utilizando o referencial mével By, é derivado em relagao ao

referencial inercial I e fornece a aceleracao absoluta de um ponto da viga, de acordo com a equagao
d
B,a= c_iE(Blv) + Bw X B,V (2.12)

O vetor de da velocidade do ponto O, pertencente & linha neutra, é derivado, sendo que a
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expressao para a aceleracido absoluta deste ponto, escrita no referencial By, é dada por

d
B1aor = El_t_ (Blvo’) + Biw XpB, Vor =

iy — pug — dug 0 —¢ 0 i1 — duy
=qlzt+olztu)+ou o+ |d 0 0| < d+d(z+u)
0 0 0 0 0 (2.13)
i1 — pug — 291y — ¢2(z + uy) az
= { U2 + &z +w1) + 2¢u; — $Puy p =< q,
0 a,

2.2.6 Esforgos atuantes na viga

Trés tipos de esforgos atuam na segdo transversal de um elemento diferencial de viga. Estes
esforgos sdo: a forca normal; a forga cortante; e o momento fletor, de acordo com figura (2.4). Cada
um destes vetores estd representado no referencial By, que é solid4rio & secao transversal da viga,
mesmo quando esta encontra-se deformada. A escolha deste referencial é direta, pois as direcoes
das forgas normal ou tangencial refere-se & orientacio, normal ou tangencial, a secao transversal,

que é dada pelo sistema Bj. Estes esforgos sdo representados pelos vetores

N 0 0
EN={0 BV =V BM=1{0 (2.14)
0 0 M
Y
A
v M X2
N _FN
/
o AuZ
cG
M *
NN
\%
Ax +Auy,

Figura 2.4: Diagrama de esforcos atuantes em um elemento diferencial de viga de tamanho Az.
Estes vetores de esforcos podem ser representados também no referencial B4, que é solidério
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4 viga nao deformada, segundo as seguintes equagoes

N; N cos o

BN =< Ny p=4q Nsena (2.15a)
0 0
i —Vsena

B V=qVe p =4 Vcosa (2.15b)
0 0
0

aM=<¢0 (2.15¢)
M

2.2.7 Equagoes diferenciais de equilibrio

A teoria da Resisténcia dos Materiais estabelece relagdes de equilibrio entre forgas externas e
reacdes internas, a partir da distribuicdo de forgas na estrutura considerada. Assim, para uma barra,
por exemplo, é possivel estabelecer uma relacao entre as forcas externas que atuam na estrutura
e a distribuicio de forcas internas normais ao longo do seu comprimento. Da mesma forma, para
uma viga unidimensional é possivel determinar equagdes diferenciais que relacionam a forga externa
aplicada & viga e a distribui¢ao, ao longo do comprimento da mesma, dos esforgos cortantes e do

momento fletor.

As equagoes diferenciais de equilibrio da viga plana sao determinadas de forma muito se-
melhante as equacOes de barra e viga da teoria da Resisténcia dos Materiais, obtendo a equagdes
de equilibrio do elemento diferencial nas diregdes longitudinal e transversal e de momento fletor.
Entretanto, algumas diferengas sao observadas. Na equacdo do momento fletor é necessério con-
siderar o somatério dos momentos a partir de um elemento diferencial deformado. Por outro lado,
na equacdo de equilibrio das direcdes longitudinal e transversais contribuem tanto componentes
da forca normal quanto componentes da forga cortante ou transversal & segdo transversal. Estas
duas modificacdes correspondem a desprezar a hipétese de pequenos deslocamentos. As equacoes
diferenciais de equilibrio sdo obtidas com auxilio do referencial B;, que estd soliddrio a viga nao
deformada, embora os esforgos tenham sido definidos no sistema Bj.

As equagoes de equilibrio da viga plana sao desenvolvidas a partir de elemento diferencial
da mesma. Inicialmente, o equilibrio na diregdo longitudinal da viga, ou seja, na diregao zi, sao
analisados, conforme apresentado na figura (2.5). Nesta figura, as varidveis N1 e V7 foram definidas
nas equacoes (2.15a) e (2.15b) e sdo componentes das forcas normal e cortante na direcao z;. A
variacdo das forgas ao longo do elemento de comprimento Az é obtida utilizando uma aproximagao
do polinémio de Taylor de primeira ordem. Desta forma, a equacio de equilibrio na dire¢ao longi-
tudinal é definida por

1%
Vi L
L oz

ON. -
Az + Ny + —5;:—1A:1:—V1 - N1 = A, a;Ax (2.16)
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sendo que a; € a componente da aceleracdo do centro de gravidade na direcido z; do elemento de
viga considerado, equagao (2.13), e A, ¢ a densidade volumétrica do material multiplicada pela 4rea
da secdo transversal. A equagdo diferencial na direcéo longitudinal é, portanto, dada por

oV 0N
5_:;:...}._8?: o Qg (2.17)

Esta equacao diferencial tem forma bastante préxima da equacao das forgas normais para um
barra unidimensional. Entretanto, naquele caso nio é considerada nenhuma componente da forga
cortante e N; = N, pois supde-se que nao exista flexao da secao transversal, ou ainda, que esta é
desprezivel.

A equagao de equilibrio na diregdo transversal é obtida considerando os esforcos na direcgéo
y1, conforme apresentado na figura (2.6). Nesta figura, as varidveis Ny e V, foram definidas nas
equacdes (2.15a) e (2.15b). Novamente, a variagao das forgas ao longo do elemento de comprimento
Az € obtida utilizando uma aproximagdo do polinémio de Taylor de primeira ordem, sendo que esta
equagao é representada por:

Vs ONs
Vot S2Az + No+ 2Az~ Vo= Ny = A, - a,Az (2.18)
oz oz
LA LA
% Y
V,+ 2% Ax 3
i+ g?‘:l Ax X, ox N2+a_52 ax X,
a
>~ le_ﬁ- a—i‘i Ax
a ! Auz a Auz
cG [ l cG
v N N X X
N | |
| | Al
Ax +Au, Ax +Au,
Figura 2.5: Diagrama de esforcos longitudinais Figura 2.6: Diagrama de esforcos transversais
atuantes em um elemento diferencial de viga. atuantes em um elemento diferencial de viga.

Neste caso, o termo ay é a componente da aceleracéo do centro de gravidade do elemento na
diregao y;, dada pela equagao (2.13). A equacdo diferencial resultante é dada, por

OVy  ON,
L L A, -a 2.19
oz + ox Py (2.19)

A equagao de equilibrio dos momentos é obtida com o cslculo dos momentos em relacao ao
centro de gravidade do elemento diferencial deformado, ou seja, utilizando as suas novas dimensdes

apds a deformagdo. A utilizagdo da configuragio da viga nio deformada leva & exclusio de termos

30



que contribuem efetivamente para o momento fletor. Por exemplo, a contribuigao das forcas axiais
com a equagao global do momento fletor é desprezada, caso esta configuracdo deformada nao seja
empregada, sendo que apenas as forcas transversais ao eixo da viga acabam contribuindo para a
expressao do momento fletor. Na verdade, estes termos passam a ter importancia apenas quando
sao consideradas grandes deslocamentos da viga. Como serd visto adiante, é justamente a parcela
do momento fletor devido a forca normal que resulta na correcao da equacao de movimento da viga,
de tal forma que as freqiiéncias naturais da viga aumentem com o aumento da velocidade de rotagao
é. O diagrama dos momentos que atuam em um elemento de viga é apresentado na figura (2.7),
sendo que a equacao de equilibrio de momentos resultante é dada por

Au Au Az + Aug Az + Aug

LinAz = =M = Ni=2 = Vi== 4+ Vo (=) + No(———)
oM 0Ny . | Au Vi .\ Au
+ (M + Zoae) = (N + 52 A2) =52 = (i + 50 0e) == (2:20)
51%) Az + Aug ONy Az + Au
+(V2+ 52 Ax)( 5 )+(N2+E :r)(——?z-—l)

em que w, é a componente aceleragao angular absoluta da secdo transversal da viga na diregao z;.

Y
Y M+2MAx
ox
v
VG A% e 28 Ax ﬂ
2
IM —"Vl+5¥le
2
M+a—i"1 Ax
a Auy
cG
i X
” N, |
-
M 1A
Ax +Au,

Figura 2.7: Diagrama de momentos atuantes em um elemento diferencial de viga

A velocidade angular absoluta do elemento de viga considerado é dada pela soma da velocidade
angular é do sistema de referéncia B; e da velocidade angular do elemento em relagdo a este

referencial. Os vetores de velocidade e aceleracdo da base B; sao dados, respectivamente, por

0 0
Bw = 0 e pw= 0 (2.21)
¢+ 6+ d

A inércia de rotacdo da viga estd sendo incluida no equacionamento, uma vez que a velocidade
angular relativa da sec@o transversal ao referencial Bj, que é solidério & viga nao-deformada, €

considerada. Finalmente, a equagao diferencial de equilibrio para os momentos é dada por

oM
‘N1u2,z - VVIUQ,I + ‘/2(1 + ul,I) + N2(1 + ul,:::) + =

=L@ +9) (2.22)
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em que uj o € U2,z 530, respectivamente, as derivadas dos deslocamentos longitudinais e transversais.

As equagOes de equilibrio apresentadas em (2.17), (2.19) e (2.20) assumem sua forma final
substituindo as expressdes das forgas N1, Ny, V; e Vs, equagdes (2.15a) e (2.15b), as expressoes
da aceleragdo do ponto O’, equagao (2.13), e da aceleracdo angular da secéo transversal, equagio
(2.21). O sistema de equagdes diferenciais de equilfbrio da viga plana girante é, entao, escrito como

Ayt — dus — 21y — ¢2($ +u1)) = N cosa — Nasena —V sena — Va  cosa (2.23a)
Ap(ig + ¢(ac + up) + 21, — ¢2u2) = N_zsena+ Na,cosa+ Vicosa—Vasena (2.23Db)
I(a+ ¢) = —N(cosa-ug, —sena(l+ Ulg))

OM (2.23C)

+ V(sena- ug + cosa(l + Ul,x)) + F
X

2.2.8 Relagoes entre deslocamento e deformacao

A viga plana é um elemento estrutural unidimensional, o que equivale a dizer que as grandezas
de deslocamento s&o fungdes apenas da varigvel na diregao longitudinal da viga, a varidvel z. No caso
de uma viga plana, trés grandezas de deslocamento ou rotagéo, estdo relacionadas com a deformacao
do corpo: uj, deslocamento na diregao longitudinal da viga, us, deslocamento na direcao transversal,
e a, angulo de rotagao da segao transversal. Deve-se notar que estas trés quantidades estio definidas
no referencial Bj, conforme apresentado na figura (2.2). Por outro lado, o vetor de deformacdes
pode ser descrito tanto no sistema B;, quanto no sistema Bs.

Inicialmente, os deslocamentos dentro de um elemento diferencial de viga sao analisados. O
comprimento deste elemento é dado por Az, conforme apresentado na figura (2.8). Na direcao lon-
gitudinal z1, o comprimento do elemento diferencial apés a deformacao é denominado A1, enquanto

na direcao transversal y; este comprimento é denominado Ao, sendo estes dados respectivamente

por
Ay =(z+ Az +ui(z + Az)) — (2 +ui(z)) = Ay = Az + Ay (2.24)
Ao = ug(z + Az) — us(z) = Aug (2.25)

A expansao de Taylor de primeira ordem é utilizada para a avaliar a variagao do desloca-
mento ao longo do elemento diferencial. Dessa forma, o incremento de deslocamento na diregao
longitudinal, em um elemento de comprimento Az é denominado Awuq, enquanto que o incremento

na diregao transversal ¢ denominado Auy. Estas duas quantidades sdo dadas respectivamente por

8u1 _ 8u1
Auy=2Az = A= (1+ E)Az (2.26)
8U2 _ 8'1.L2

A figura (2.9) apresenta o 4ngulo de inclinacéo da viga deformada, ¢, bem como o 4ngulo de

rotagao da secdo transversal, a. A tangente do angulo 9 e o vetor correspondente desta inclinacao,
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X
Figura 2.8: Incremento de deslocamento de um Figura 2.9: Comparacao entre o dngulo de incli-
elemento diferencial de viga. nacdo da viga deformada, 9 e dngulo de rotagao
da secgdo transversal da viga, a.
representado na base B, sao dados respectivamente por
AQ U x

tany = — = ——— 2.28

Y= T Trus (2.28)
1+ U1,z
BA= U2,z (2.29)
0

A inclinaco da secdo transversal do incremento diferencial Az devido & rotagao de um angulo

a é representada vetorialmente no referencial B; por

cos o
B0t = { sena (2.30)
0

A deformacdo da viga é definida pela diferenca entre a inclinacao da viga deformada, dada
pelo angulo ¢, e a rotagdo da secao transversal, dada pelo 4ngulo a. O angulo o representa a
rotacdo de corpo total da segdo transversal, incluindo o movimento de corpo rigido. Estes dois
vetores estao representados no sistema Bj, sendo que o vetor de deformacao neste mesmo sistema

mével é representado por

Bl")’ =Bl A - Bla
14+uye —cosa (2.31)
BiY = Ug z — SEN &

0
A interpretacio fisica deste vetor de deformagéo é apresentado na figura (2.10). Nesta figura as

quantidades y; e 2 representam os componentes do vetor g,y nas direcées x; e y1, respectivamente.
Este vetor de deformacdo pode ser representado também no referencial Bo. Neste caso, o vetor de
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Figura 2.10: Interpretacao fisica do vetor de deformacio de um elemento diferencial de viga (Simo e Vu-
Quoc, 1986a).

inclinagdo da rotacao da secdo transversal é o préprio vetor normal & secao transversal da viga
(Simo e Vu-Quoc, 1986a; Simo e Vu-Quoc, 1987):

1
B,a= 40 (2.32)
0

O vetor de deformacdes g, T é a di T )
. coes g,I' € a diferenca entre a inclinagao da viga deformada, vetor B, A re-
presentado com auxilio do sistema mével Bs, e o vetor unitério na dire¢do normal & secdo transversal

da viga :

BQI‘ = Ta BlA - Bza
(14 u1z)cosa+ug sena — 1
(2.33)

I = —(1+u1z)sena + ug ; cos o
0

A interpretagao fisica do vetor de deformacdo na base B também est4 apresentada na figura
(2.10). A representagéo deste vetor de deformacio na base By é mais adequada, pois coincide com
as diregées tangencial, direao ys, e normal, direcdo x5, & secdo transversal, quantidades I'y e T';

respectivamente.

A expressao para o vetor de deformagdes, entretanto, ainda nio est4 completa, visto que
¢ necessario considerar ainda uma componente na direcdo zo, que é a taxa de rotacio da secdo
transversal por comprimento nao deformado da viga, ou seja, a derivada do angulo a em relacdo a

z. A variagao do &ngulo a em torno de uma posigio qualquer é dada por

Oa
Aa = %A:II = oAz (2.34)
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Esta grandeza estd escrita no referencial B;, porém tem a mesma forma quando escrito no
referencial Bo. Dessa forma, as trés componentes que formam o vetor de deformagoes, que serao
denominadas, I'1, I'2, I'3 e que representam respectivamente, as deformacgoes nas dire¢oes normal e
tangencial & se¢ao transversal e normal ao plano de deformagéao da viga sao dadas por

I'n=(1+wujz)cosa+ugzsena—1 (2.35a)
I'y=—(1+uiz)sena+ugcosa (2.35b)
Is=oa, (2.35¢)

A definicdo da forma final do vetor de deformacgdo é introduzida nas equagdes diferenciais
de equilibrio, equacdes (2.23a), (2.23b) e (2.23c). Dessa forma, estas equagdes sdo rescritas subs-

tituindo os termos para as derivadas de u; , € uz, em funcdo dos termos I';, I'y e I's, de acordo

com
Ap(ty — bus — 261y — $2(z + 1)) cosa —sena 0 N,-Va,
Ay(iig + ¢(x + u1) + 2¢is — ¢up) p = |sena  cosa O V.+ Na,
I(&+¢) 0 0 1] (M- N[+ V(1+Ty)
(2.36)
ou ainda,
Ay(iin — puz — 26Uz — 6 (z + u1)) N.—-Va,
Ap(ii + ¢z +w1) + 26t — Pug) p = T}, V. +Na, (2.37)
I,(a+ ¢) M;— NIy +V(1+Ty)

sendo que este ultimo vetor estd escrito com auxilio do sistema de referéncia mével B, portanto.
O sistema de equacoes diferenciais estd escrito utilizando o referencial Bj, que é solidério & viga

nao-deformada.

(A) Vetor de deformagdes utilizando uma aproximagao linear

As expressOes da deformacao da viga desenvolvidas anteriormente consideram todos os com-
ponentes nao-lineares que relacionam seu deslocamento e sua deformagao. Contudo, a partir da
equacao (2.33) é possivel obter a expressdo comumente empregada do vetor de deformacdes, deter-
minada a partir da teoria linear da viga. Neste caso, as seguintes aproximacoes sao introduzidas

para as fungdes trigonométricas

cosa~1; sena~a«a (2.38)

A segunda simplificagdo introduzida ao vetor de deformacao é desprezar os termos de segunda

ordem, que estdo multiplicados entre si. Assim, os termos ug ; - @ € uj 5 - & sdo eliminados. O vetor
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de deformagao resultante neste caso pode ser representado tanto no referencial B e By, pois os
vetores, escritos nestes dois sistemas, sao coincidentes.

Ui,z
TL=Supz —a (2.39)

(e

Em uma viga delgada a deformagdo por cisalhamento é desprezivel, sendo que a segunda
componente do vetor I';, é nula. Portanto Ugz = @, Ou ainda, ug .z = a, que é a aproximacao

usualmente empregada para determinar a equagao da linha eléstica da viga de Euler-Bernoulli.

(B) Vetor de deformagées utilizando uma aproximacgéo nao-linear de segunda ordem

O vetor de deformagdes nao-linear de segunda ordem é obtido a partir do vetor de deformagdes,
mantendo os termos nao-lineares de segunda ordem e desprezando os termos de ordem mais alta.
Neste caso, as aproximagées utilizadas para as fungdes trigonométricas sio dadas por

cosa~1—a?/2; senax~a (2.40)

Os termos de terceira ordem como uj, - a?/2 e U g - a2/2 sao desprezados e o vetor de

deformagao com termos nao-lineares de segunda ordem é representado por
Ul g + Uz — 02 )2

Berz = —Q& — ULz + U2,z (241)

& g

2.2.9 Relagoes entre tensao e deformacao

Trés tipos de esforcos atuam em um elemento diferencial da viga nas direcées z3, yo € 29,
respectivamente, as forgas N, ou for¢a normal, V, ou forca cortante, e M, momento fletor, conforme
apresentado na figura (2.4). Cada uma destas forcas estd relacionada a um dos componentes de
deformacao pelas seguintes expressoes, que sao obtidas da teoria da Resisténcia dos Materiais, e sao
dependentes das propriedades geométricas e do material da viga.

N = EAT, (2.42a)
V = GATs (2.42b)
M = EIT3 (2.42¢)

As trés expressoes de forga e as deformagoes sao escritas no referencial By, sistema que define
as diregoes normal e tangencial & segao transversal da viga. As propriedades geométricas da viga
sdo A, drea da seqao transversal, A, drea da se¢ao transversal corrigida pelo fator 3, e I, momento
de inércia de édrea da segao transversal. As propriedades do material da viga sao F, mdédulo de
elasticidade de Young, e G, médulo de rigidez torsional. Os termos I'j, T'y, I's representam as

componentes do vetor de deformagao, de acordo com a equagio (2.35).
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2.2.10 Ordem da teoria da viga e equacao diferencial de equilibrio

As equacoes diferenciais de equilibrio determinadas anteriormente, equagao (2.36), incluem to-
dos os efeitos nao-lineares dinamicos e de deformacao da viga. No entanto, a solucao destas equagdes
envolve a utilizacdo de métodos numeéricos de solu¢do de problemas com equagbes diferenciais-
parciais, o qual leva ao desenvolvimento de um modelo numérico discretizado para as equagdes. A
utilizagdo das equagoes diferenciais de movimento com todos os termos nao-lineares, dessa forma,
nao é a mais adequada. Procura-se, entao, linearizar estas equacdes, de modo a obter um novo

sistema de equacoes, cuja solugao ou implementagao numeérica seja possivel.

O processo de linearizacao das equagoes deve ser conduzido com cuidado para que nao ocorra
mascaramento de efeitos dindmicos que influenciam o comportamento da viga girante. Dessa forma,
é necessdrio verificar quais sao os termos que estdo sendo desprezados e se estes tem algum tipo
de influéncia significativa na resposta da estrutura. Deve-se lembrar que a hipétese de pequenos
deslocamentos nao pode ser garantida ao analisar as vibragbes de uma viga girante.

A primeira linearizacao aplicada as equacgoes diferenciais de movimento é a de primeira or-
dem. Neste caso, as fungdes trigonométricas sdo aproximadas de acordo com a equagdo (2.38) e os
termos de segunda ordem multiplicados entre si, e mais altos, sao desprezados. Estas aproximagoes
introduzidas sao as mesmas utilizadas para determinar o vetor de deformacGes representada em

(2.39). Assim, o sistema de equagoes é reduzido a

A, (iiy — dug — 201 — ¢*(z + u1)) Nz
A, (iiy + d(z +u1) + 2001 — dPug) p =S Vg (2.43)
L(é+¢) M. +V

Este sistema de equagoes diferenciais de equilibrio é obtida apenas com termos lineares de de-
formagao. A diferenca para a equacao de uma viga, comumente encontrada em textos de Resisténcia
dos Materiais, estd nos termos relacionados a aceleragao absoluta da viga girante (aceleracao cen-
trifuga, centrifuga e de Coriolis). Com o objetivo de diminuir o nimero de equagdes, serd assumido
que a viga é delgada e a deformacao por cisalhamento é desprezivel. Dessa forma, a = ug; e,
portanto, supoe-se que nao hd deformacao por cisalhamento, o que permite reduzir o sistema de
trés para duas equacoes diferenciais de equilibrio. Assim, derivando a terceira equacao deste sistema
em relagido a z é possivel obter :

(& +9)] , = Moz = V2 (2.44)

A expressao para V, da segunda equagdo de (2.43) é substituida na equacdo anterior de tal

forma que o sistema de equagdes resultante de uma viga delgada girante € :

A, (g — bug — 201y — @52(15 + ul)) =Nz

. . . . 2.45
[I,(6+0)] , + Ap(t2 + ¢z +u1) + 2001 — ¢*up) = My (35
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A primeira equagao € a equagdo de movimento na direco longitudinal enquanto que a segunda
equagdo diferencial é a equagdo de flexdo da viga. Para simplificar o ntmero de termos, mas sem
perder a generalidade, &, inicialmente, considerado que a velocidade angular ¢ é constante e que
I, é constante ao longo de z. Este sistema de equacdes pode ser rearranjado em funcio de termos
inerciais e termos eldsticos, que contribuem para a rigidez da viga. As relagdes entre a forca normal
N e o momento fletor M sio dados pela equacio (2.42), sendo que os termos de deformacao sio
os mesmos apresentados na equagéo (2.39), equacdo do vetor linear de deformagGes. O sistema de
equagées diferenciais lineares de uma viga delgada girante é dado por

A, (it — 2¢1,) EAu) 2o + Ap0 (z + w) 0
[tz 1 -0 o

Ipu2,x:c - Elu ,2zzTT Ap¢2u2 0

Na segunda equagao do sistema, que representa a equacao de flexdo da viga, nota-se que o
termo Ap¢2u2 introduz uma diminui¢do na rigidez da viga, proporcional ao quadrado da velocidade
de rotagao. Deve-se notar que apenas a componente transversal da aceleracao centrifuga, ou seja, do
termo pertencente ao eixo y;, contribui para a equacdo dos momentos ou equagao da flexado da viga.
Por outro lado, a componente da aceleragao centrifuga na diregdo 1 néo tem nenhuma participacao
na equagao da flexao, ou ainda, a contribuicao das forcas axiais para a equagdo do momento fletor,
neste tipo de formulacao linear, é desprezado. Se esta equagao de flexao for discretizada em matrizes
de massa e rigidez € possivel encontrar um valor para o qual a matriz de rigidez seja singular, ou seja,
que a rigidez da viga € nula. Fisicamente, a perda da rigidez da viga € explicada pela transferéncia

de apenas uma parcela da forca centrifuga para a equagdo de flerdo (Simo e Vu-Quoc, 1987).

O segundo tipo de aproximacao que pode ser empregado para linearizar o sistema de equacdes
da viga € uma aproximagao nao-linear de segunda ordem. Neste caso, as funcoes trigonométricas sao
aproximadas pelas relagGes apresentadas em (2.40) e os termos nio-lineares de terceiras ordem sio

desprezados, sendo que se obtém a seguinte simplificacio para o sistema de equacdes diferenciais:

= (Va)e = Ap(iis — gua — 260 — ¢(z + uy)) (2.47a)
(@N)z + Vz = A, (il + $(z + u1) + 261, — ¢*uy) (2.47b)
Mg —=NTo+ V(1+T1) = I (a+3) (2.47¢)

Outra simplificacdo que é empregada nesta discussio é considerar que as deformagées por
cisalhamento da se¢@o transversal sdo despreziveis, ou seja, que ug; =~ ay. Deve-se lembrar que
esta hipétese € valida no caso de vigas delgadas. Utilizando estas hipéteses e com auxilio das
equacoes (2.35) e (2.42), os seguintes termos podem ser reduzidos a:

(Vo) = GAT20 = GAsa(—a — vy za+ug ;) ~ GAsa(ugz —a) ~0
Na = AETha = AEa(uiz + ug za — a?/2) ~ AFEu zo
I'Te = (u1z + ugza — 02/2)(—ax — ULz + U2 z) Uy g(Usy — @) =0 (2.48)
NFQ = AEF1F2 ~0
V(1+F1)—GAF2+GAP2F1 GAT5
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Assim, o sistema de equacoes diferenciais (2.47) com termos nao-lineares de segunda ordem é

reduzido a:
N = Ap(iiy — dug — 2¢us — &2(z + u1)) (2.49a)
(@) 4 + Vo = Ay(iia + Bz + w) + 2y — $un) (2.49b)
M, +V =1,(é+9) (2.49¢)

O termo (alN),z pode ser aproximado a partir da primeira equagéo do sistema (2.49). De
acordo com as condigoes de contorno de sistema na extremidade livre a forca normal N, em z = L,
é nula. Desde que uma expressao para N ; é conhecida (Simo e Vu-Quoc, 1987), é possivel escrever

que:

L L . . . L .
N(r) = — / [N¢ldé = — /x Ap(iiy — pug — 28U — %u1)dé + / AppPzde
Y g - (2.50)

Apd® o
N(z) ~ ——';——(L —z%) =NO
Os termos da primeira expressao (I) sdo desprezados em uma primeira aproximagio, sendo
que o termo N 0 representa uma aproximacao razoavel para a forca normal. Na verdade, este termo
corresponde ao valor da forca normal que atua na viga no instante inicial, onde os termos dindmicos
associados & deformagao da mesma sao nulas. Esta forca normal N é também chamada de forca de

membrana da viga e estd relacionada com a componente longitudinal da forga centrifuga.

Novamente, como as deformacoes por cisalhamento foram desprezadas, é possivel reduzir o
sistema de trés para duas equagoes diferenciais de equilibrio. A terceira equagao do sistema (2.49c¢)
serd derivada em relacao a z e substituida na segunda equacao. Novamente, para diminuir o niimero-
total de termos é adotado velocidade angular constante e momento de inércia da secao transversal
constante ao longo do eixo da viga. Finalmente, as relagoes lineares entre forcas e deformacao,
equacao (2.39), sao introduzidas. O sistema de equagoes diferenciais com os termos nao-lineares de

segunda ordem é entao dado por:

{ Ap(iin — 20tiz) }_{ ABus gz + Apd* (2 +u1). }: {0} (251)
Itio zo — Ap(liz — 2¢11) EIug zozz — (ug o N°) 2 — A,d%un 0 ’

A principal diferenga encontrada entre o sistema de equagdes determinado a partir das apro-
ximacdes lineares, equacao (2.46), e do sistema de equagdes representado em (2.51) é a presenca
do termo (ug N O),I na equacao de flexao. Este termo estd relacionado & componente axial da
aceleracao centrifuga. Portanto, dois componentes da aceleracéo centrifuga estdo contribuindo para
a equacao de flexao. Ou seja, além do termo de aceleragdo centrifuga, transversal ao eixo da viga,
os termos axiais que contribuem para o momento fletor também sao considerados. Neste caso, além
de um termo desestabilizador, Apg152u2, que tende a diminuir a rigidez da estrutura, existe um novo

termo, (ug N 0)7:,,., que domina o termo desestabilizador permitindo que o efeito da velocidade de

rotacao na rigidez da viga seja corretamente considerado (Simo e Vu-Quoc, 1987).
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2.2.11 Sistema de equagodes diferenciais lineares

A segao anterior apresentou a discussio do processo de linearizagao das equagoes de movimento
da viga girante. A linearizac8o simples e direta leva a um sistema de equagoes que nao corresponde
ao comportamento dindmico da viga, pois sua rigidez diminui em fungao da velocidade. Um segundo
processo de linearizagao foi apresentado em que termos lineares de segunda ordem s3o mantidos.
Neste caso, mostra-se que a componente da forca longitudinal que contribui para a equacao de
momento fletor aparece na equagao de flexdo da viga. Este termo estd relacionado a um termo de
segunda ordem, sendo que, na aproximacao linear, este termo acaba por ser desprezado, o que leva

a um sistema linear incompleto.

Um sistema de equagdes diferenciais linear da viga girante pode ser obtido a partir das mes-
mas hipéteses que foram empregadas na deducéo das equacgoes nao-lineares de segunda ordem.
Entretanto, ao contrério do sistema obtido anteriormente, em que foram desprezados os efeitos da
aceleragao angular e da deformagéo por cisalhamento, estes efeitos sao incorporados ao equaciona-
mento, sendo necessario, portanto, trés equagdes para caracterizar a estrutura. Dessa maneira, o

sistema de equagoes a ser empregado é definido por:

N = Ap(i1 — dug — 2ty — Y% (z + uy))
(@N) o + Vi = Ap (i + $(z + u1) + 2y — $*uz) (2.52)
M. +V =1,(a+¢)

Conforme demonstrado anteriormente, este sistema de equagoes, da maneira que estd apre-
sentado, permite considerar corretamente a influéncia dos efeitos dindmicos na, rigidez da viga. As
expressoes para as for¢as normais e cortante e do momento fletor sdo obtidas a partir das compo-
nentes lineares do vetor de deformagdes, permitindo, dessa forma, a obtencao de um sistema de

equagoes diferenciais lineares.

N = EAu;, (2.53a)
V = GAg(ugz — @) (2.53b)
M=Fla, (2.53¢)

O termo (aN),z, forga de membrana relacionada com a componente longitudinal da aceleragao

centrifuga, pode ser aproximado de acordo com a equacio (2.50). Assim,

(aN®) , = (aﬁl—‘-’;’f(ﬁ - x2)>,z (2.54)
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O sistema de equagoes resultante pode ser escrito de acordo com

A,d%z Al —2A4,¢15 —AEu; 2z
—Aydr ¢ = Apiig p +{ 24,611 + —GA(ugz — @) 2
—L¢ La 0 ~Elaz0p — GA(ugz — @)
. o (2.55)
) _Ap (¢u2 +¢ ul)
+ 4 Ap(Pur — ) — ¢ (a5 (L2 - 22)) |
0

Neste sisterma de equagdes € possivel distinguir os diversos termos que influenciam o comporta-
mento dindmico das palhetas. Do lado esquerdo da equagao estao representadas as forgas de corpo,
distribuidas ao longo da viga, que se originam da velocidade e aceleragao angulares é e ¢. Do lado
direito da equag@o, quatro vetores representam as forcas internas. No primeiro vetor estao repre-
sentados as forcas de inércia, sendo que o terceiro termo deste vetor corresponde a chamada inércia
de rotacdo. O segundo vetor corresponde ao efeito giroscépico. Nota-se que o efeito giroscépico
acopla os dois componentes de deformagao que sdo perpendiculares. O terceiro vetor corresponde a
contribuicido da elasticidade ou rigidez do material. O quarto vetor contém os termos referentes a
rigidez dindmica e rigidez geométrica. A rigidez dindmica é responsével pela diminui¢ao da rigidez

do sistema, enquanto que a rigidez geométrica tem um efeito oposto.

2.2.12 Definicao alternativa do vetor de deformacao

O vetor de deformacao da viga girante pode ser definido também com auxilio da expressao
para o comprimento de arco. Dessa forma, e baseando-se na figura (2.8), o comprimento de um

elemento deformado da viga é dado por

Al= /02483 = /(1 +ue)? + 4, A, (2.56)

Ainda seguindo esta equagao, o incremento do comprimento do elemento deformado é denom-
inado As, sendo definido como (Kane et al., 1987)

As=Al-Az=1/A1+ A3 = /(I +ua)? +ud, A — Az (2.57)

Finalmente, o incremento de comprimento de viga por unidade de comprimento é dada por

sp=q/(l+uwz)?+uj, —1=¢ (2.58)

Os componentes de deformagdo I'; e I'y, nas diregdes normais e tangencial a segao transversal

da viga, foram apresentadas na figura (2.10). Utilizando a definicdo de comprimento de arco e das
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quantidades Al e As, I'y e Ty sdo redefinidos por (Simo, 1985)

Al'1 = Alcos(¢p —a) — Az = (1+¢) cos(¥) — a)Az — Az

Ii=(1+¢)cos(¢p —a)—1 (2.59)
ATs = Alsen(y — @)
Iy=(1+ ¢)sen(y — a) (2.60)

No caso em que nao hé cisalhamento, 9 = o, e as componentes de deformagao tornam-se

Ii=1+¢e)—1=¢ e Iy=0 (2.61)

Esta nova defini¢ao do vetor de deformagio em funcéo do parametro ¢ sio idénticas is apre-
sentadas nas equagoes (2.35). Utilizando a definicdo do angulo v, da figura (2.8), obtém-se, entdo,
a forma originalmente obtida para os vetores I'; e I'y:

Ag U2 x A; _ 1+ Ul z

Senwzmzm e COS’(ﬁ:E— ]_+g (262)
1+u, U2,z
- —a)—1=(1 i 3 L2z -
' =(1+¢)cos(yp — a) ( +s)[ T4e cosa+1+€senaj' 1
=(1+4wuiz)cosa+ug,sena—1 (2.63)
x 1 T
Io=(1+¢)sen(y —a)=(1 +5){1u_2l_’ Zcosa — —:__%sena}
= —(1+ u1z)cosa+ ug ; cosa (2.64)

2.3 Implementagao numérica das equacdes de movimento

A formulacao das equagoes diferenciais de movimento da viga girante foi apresentada anterior-
mente. Além de apresentar o resultado destas equacdes, a influéncia da ordem da linearizacao do
vetor de deformacao, no acoplamento dos deslocamentos da, viga nas duas dire¢des com o movimento
de rotagao da viga, foi discutida. A principal conclusdo obtida a partir destas discussdes é que a
teoria cldssica de viga, que assume pequenos deslocamentos e relacGes lineares entre deslocamento
e deformacao, nao ¢ adequada para modelar uma viga girante. Isto ocorre porque a teoria linear de
viga nao acopla os deslocamentos nas direcdes longitudinal e transversal e, por conseqiiéncia, nao
permite transferir a influéncia da forga centrifuga, que é uma forga na direcdo longitudinal da viga,
ao deslocamento transversal da viga. O resultado é que as freqiiéncias naturais da viga ao invés de
aumentarem em fungao da velocidade de rotacgao, diminuem, levando & instabilizagcdo do movimento
da viga em altas velocidades de rotagdo. Para obter um conjunto linear de equagoes de movimento
consistente, a for¢a normal, na direcdo longitudinal da viga e resultante da aceleracao centrifuga,

deve ser incluida na equagéo de flexdo de viga. Neste caso, as equacgoes de movimento incluem

42



os termos nao-lineares de segunda ordem, sendo que o efeito corretor é obtido com introducgao de
uma matriz de rigidez geométrica, resultante da forga normal atuante na viga. Esta for¢a normal
é calculada em funcao da velocidade de rotagado da viga. Esta formulacao, entretanto, apresenta
limitacoes, pois a forga normal é aproximada a partir das condiges iniciais de movimento e supondo
também que a velocidade de rotagao é constante. Finalmente, outra abordagem para o problema,
em que todos os componentes nao-lineares de deformacao sao considerados, é possivel. Embora este
tipo de abordagem seja o mais genérico possivel e permita incluir qualquer condigao de operagao
do sistema, o custo computacional, ou seja, o tempo de processamento é elevado (Mayo et al., 1995;
Mayo e Dominguez, 1996; Sharf, 1996). No caso do acoplamento de corpos rigidos e flexiveis, a

utilizacdo desta abordagem pode levar a um sistema de equagoes cuja solugao é invidvel.

O objetivo desta segdo é discutir a implementacao numérica das equacoes de movimento
apresentadas nas segoes anteriores, de tal forma que os modelos numéricos correspondentes sejam
eficientes do ponto de vista computacional. As equagbes de movimento sao obtidas utilizando o
Método de Newton-Euler-Jourdain, resultando em um sistema de equagoes de movimento em sua
forma integral. Estas equacoes de movimento sdo discretizadas utilizando o Método dos Modos

Assumidos, sendo que diferentes fungoes de tentativa sao testadas e comparadas posteriormente.

2.3.1 Discretizacao do campo de deslocamento

Um modelo discreto para representar a viga € obtido a partir da separacao de varidveis no
dominio do tempo e do espaco. No caso da viga girante, os campos de deslocamento u;(z,t) e ua(z, t)
sao aproximados pelo produto de uma fungao no dominio do tempo e uma funcao de interpolagao no
dominio do espago. Para cada direcao, longitudinal ou transversal, é definida uma funcao temporal
e uma funcado de interpolagao. Isto implica dizer que

No

Ul(m, t) = Z Zpai (:E)qai(t) (265)
‘L;—Jil

us(z,t) = > _ ¥5i()qri(t) (2.66)
=1

sendo ¥q;(z) e Yri(z), as fungdes de interpolacdo, ga; e qy; as coordenadas generalizadas da viga
(fungdes temporais), € N, e Ny, o nimero de modos associados as diregoes longitudinal e transversal,
respectivamente. As fungoes de interpolagao devem representar um conjunto completo de funcoes
linearmente independentes e satisfazer todas ou parte das condicoes de contorno do sistema. Se as
funcoes de interpolacao satisfazem todas as condigoes de contorno, geométricas e cinéticas, estas
sido chamadas de funcoes de comparacao. Caso apenas as condigoes de contorno geométricas sejam
satisfeitas, as fungdes de interpolacdo sao classificadas como funcoes admissiveis. A funcao de
interpolagao deve ser continua e ter derivadas continuas até certa ordem, dependendo da ordem da
equacao diferencial do problema (Baruh, 1999). Para uma barra, por exemplo, a equagao diferencial

é de segunda ordem e, assim, a funcao interpoladora deve ter derivada continua até primeira ordem,
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como, por exemplo, um polinémio de grau 1.

A escolha da fungao de interpolacao define diferentes classes de métodos numéricos que sao
usualmente empregados na discretizagao de sistemas continuos, realizada posteriormente a separagao
das varidveis do espago e tempo. O esquema de discretizacao empregado, em geral, é o Método de
Ritz, sendo que as formas mais comuns da implementacio deste métodos sdo o Método dos Modos
Assumidos (MMA) e o Método dos Elementos Finitos (MEF). O Método dos Modos Assumidos
emprega funcoes admissiveis vilidas para todo o dominio, enquanto que o Método dos Elementos
Finitos utiliza funcgoes admissiveis que sao vélidas localmente, sobre uma determinada parte do
dominio. A vantagem do Método dos Elementos Finitos sobre o Método dos Elementos Finitos é
sua habilidade para tratar geometrias complexas, mas com o custo do aumento da dimensio do
modelo discreto (Meirovitch e Kwak, 1990).

No Método dos Modos Assumidos (MMA), as fungbes de interpolaciao podem ser escolhidas
como a prépria forma modal da estrutura, respeitando as condigoes de contorno do problema.
Essa escolha apresenta, entretanto, algumas desvantagens, pois é necessirio conhecer previamente
a solugao modal analitica da estrutura. Muitas vezes esta funcdo pode nio ser de facil obtencao,
ou ainda nao ser possivel obté-la, mesmo que esta funcio exista, ela pode ser de dificil integracao,
introduzindo dificuldades numéricas no processo de solucéo. Por esse motivo, muitas vezes funcoes
polinomiais sao utilizadas como fungdes interpoladoras. Entretanto, este procedimento pode levar
a uma perda da precisao na solugéo, pois uma funcdo polinomial de grau pré-determinado é usada
para aproximar a forma modal da estrutura.

No Método dos Elementos Finitos (MEF), as desvantagens apresentadas pelo MMA podem
ser contornadas, pois as funcdes de interpolacio sio escolhidas como polinémios. O aumento no
ndmero de elementos, mesmo que mantendo o grau dos polinémios nas fungGes interpoladoras,
permite aproximar melhor a forma modal da estrutura. O custo, neste caso, € o aumento do
numero de graus de liberdade da estrutura.

2.3.2 Forcgas generalizadas de inércia

As forgas generalizadas de inércia correspondem & poténcia virtual da viga. Em um elemento
diferencial da viga, estas forgas sao calculadas pelo produto escalar do jacobiano da velocidade do
ponto O’ com aceleragdo correspondente deste ponto, multiplicada pela massa deste elemento, de

acordo com

AF* = (%V(%)Tao' - Am (2.67)

sendo que o vetor q € a derivada em relacdo ao tempo do vetor de coordenadas generalizadas.

A forga generalizada total é obtida somando-se a contribuicdo de cada elemento diferencial de

tal forma que

F* = AZAF* = / (%‘Z)Taa - dm (2.68)
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O vetor com das coordenadas generalizadas q, é subdividido em dois outros vetores, referentes
aos movimentos nas diregées longitudinal, vetor qq, e transversal, vetor qs. Esta notagéo serd

utilizada para enfatizar o acoplamento do movimento nas duas diregoes:
T
a={a. ar} (2.69)

Utilizando a discretizagao proposta na equagdes (2.65) e (2.66) para os campos de desloca-

mento longitudinal e transversal obtém-se:

N

up =Y Vai - dai = Yala (2.70a)
i=1
N

uy =Y ¥fi - 45i= Y59y (2.70D)
=1

As derivadas dos deslocamentos sao, entao, dadas por:

'dl = djaqa ’U’l = 1/’0.&(1 (2718.)
Uy = PpQy U1 = P,a (2.71b)

O vetor de velocidade, equacao (2.10), escrito em funcdo das fungdes de interpolacdo, dadas
pelas equagdes (2.71a) e (2.71b), e deslocamentos nodais, dados pelas equagdes (2.70a) e (2.70b) ,

é escrito como:

P, - <75¢fo
vor = ¥5qr + o(z + ¥,qa) (2.72)
0

O jacobiano da velocidade do ponto O é dado por:

Y, O
8V01 [ 3Vo/ 8\’0/ }
Jo = — = - - =10 2.73
" "oq 84, 945 ) zf)f (2.73)

A aceleragdo do ponto O', equagdo (2.13), apds a substituicdo das expressoes para as fungoes

de interpolacao e as grandezas nodais, equagoes (2.71) e (2.70), é dada por:
Y, da — 431/1fo - 2¢5¢fo — (2 + ¥,q0)

aor = { P45 + (T + P,qa) + 209,80 — $*Y rqs (2.74)
0
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As forgas generalizadas de inércia para a viga plana girante sio dadas por:

L
F* =/ JZ, - ap Apdzx
o

L Jyly, 0 J{ 0 Ty

= A @ dxr — a?f Gda

J p[ 0 ¥Ty, o6 4 Lb?% 0 qu}dx

0 ¢?;¢fJ {qa} o [F [Ty, 0

_2¢ d 42 A a ¥a qa
/ [ AR Ca w?zbf} {qf} dm
L [—g2yTs
A oorae

) ”{ Wl } “

onde A é drea da segao transversal da viga e p é a densidade do material.

(2.75)

2.4 Energia potencial da viga

A distribuicao das forcas internas da viga girante é estimada a, partir da energia potencial
correspondente. Contudo, a forma final da expressio da energia potencial depende da ordem da
teoria da viga: linear, nao-linear de segunda ordem e completamente nio-linear. Cada uma destas
expressoes, levando em consideracdo as fungdes de interpolacio da viga, sdo apresentadas a seguir.
Em todos os casos, o cisalhamento é desprezado.

2.4.1 Deformacgoes utilizando uma aproximacao linear

A energia potencial da viga, neste caso, é dada apenas pelos componentes lineares de defor-
magao, ou seja, segundo os termos da equagao (2.39).

1 Ouq 1 L 82U2 2
71'——2—/0 EA(@z) da:+-2-/0 EI<8x2> dz (2.76)

onde a relagao oz = ug gz, € utilizada. Substituindo a expressao para as fungdes de interpolacao,

chega-se a seguinte expressao para a energia potencial da viga:

/ BAGT ()7 (¢})aa dz + 5 / E1qf ()7 (#})ay do (277
A forga generalizada associada & energia potencial é entao dada por
P on
= ~%q (2.78)
Ou ainda,

JFEI)T (4) dz| | ay

A matriz de rigidez K corresponde & matriz de rigidez usualmente obtida em problemas

EAW)T (W) dz a
[fo Ya) (%) J {q } ~ Kq (2.79)

estruturais lineares.
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2.4.2 Deformacgoes utilizando uma aproximagao nao-linear de segunda ordem

Neste caso, a energia potencial é avaliada com os termos de deformacao apresentados na
equacdo (2.41). Entretanto, apenas termos de segunda ordem sao mantidos na expressao da energia
potencial, o que resulta na seguinte expressao da energia potencial:

1 3U1 1 L 82’LL2 2 1 3’!1,2
== A dr + = EI =
T 2/0 E (5‘:5) :c+2/0 (82 da:+2/0 AEuu(ax) dx (2.80)
Uma simplificacdo que pode ser introduzida na expressédo anterior é considerar que a forca

normal ao longo da viga pode ser aproximada por N(z) = AE u; , sendo que

M(Lz_xz)

N(z) = 5 (2.81)
Neste caso a forca generalizada é dada por
or
=-——=—(K- K
F=-5 (K-q+Kg-q) (2.82)

A matriz K é a mesma matriz de rigidez estrutural calculada anteriormente. A matriz Kg; €
a chamada matriz de rigidez geométrica, que, neste caso, é estimada a partir da forca normal inicial.

Esta matriz é dada por:

0 0

Ka=lo [EN@@)Tw)) do

(2.83)

Deve-se notar que esta matriz apresenta termos nao-nulos apenas nos graus de liberdade
referentes ao deslocamento transversal. Esta matriz corresponde a transferéncia da influéncia da
forca normal na equagao de flexao da viga. Outra abordagem possivel no célculo da matriz de
rigidez geométrica é considerar a terceira parcela da equacao (2.80) em funcéo dos deslocamentos
longitudinais iniciais, sem utilizar a aproximacéao da forca normal. A expressao EA%”zl é calculada
a partir da solugdo do chamado problema de tensao inicial. Assim, os deslocamentos longitudinais
da viga devido & forga centrifuga sdo calculados para as condicdes iniciais do movimento. Um nova
matriz de rigidez geométrica Ky é definida baseando-se na solugdo do problema de tensao inicial.
Ao longo do movimento, entretanto, esta matriz mantém-se constante e o problema torna-se linear,
pois a viga oscila em torno de uma posicao de equilibrio. Esta nova matriz de rigidez geométrica é

entao definida por

0 0

K =
o Jo EA(Z2), ()T (@)) da

(2.84)

A interpretacdo fisica desta outra matriz de rigidez é a mesma da matriz rigidez calculada a
partir da forca normal. Portanto, as matrizes das equagdes (2.83) e (2.84) sao equivalentes. As duas

abordagens utilizadas para obter estas matrizes sdo andlogas, pois nos dois casos utiliza-se uma
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aproximagao para a forca normal devido & aceleracio centrifuga. O vetor de forga inicial pode ser

calculado também utilizando as fun¢des interpoladoras para o deslocamento longitudinal. Assim,

BA(G), = PA(ME 0, @8

2.4.3 Deformacoes nao-lineares

Neste caso, a energia potencial é calculada incorporando os termos relativos & variacdo da
matriz geométrica, que foi considerada constante no item anterior, e os termos de deformacao de

quarta ordem. Assim, a expressdo para a energia potencial é dada por

1 [k Auy \ 2 1 L 02uy\ 2

(2.86)
1 (L By [ Ouz 1 (L EI(0uy\*
z EAl =2 22 o el (it
3 m@) () e F (%)
A forga generalizada resultante ¢ dada por:
on
Fz_az—(K-q-l-qu)—fe (2.87)

sendo a matriz dada por

0 0
fos [0 Jo BAGT ()T ()T (3)) dx} (2.88)

e o vetor

; ={ S AW (@F (@) (W))ay) da
© Uy AW T @ (W) ¢ap) (Way) da (2.89)

2.4.4 Equacgoes de movimento

As equagOes de movimento da viga plana girante sio obtidas igualando as forgas general-
izadas de inércia e as forgas generalizadas externas. Neste caso, estao sendo consideradas apenas as
forgas generalizadas resultantes da energia potencial, que foram calculadas anteriormente. Portanto
(Shabana, 1989),

F*=F (2.90)

Assim, combinando as equagdes (2.75) e (2.87) obtém-se a forma das equagoes discretizadas

da viga girante

Mg — 260G + (K+ K, — ¢°M - ¢G)q = —f, — f (2.91)
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onde M é a matriz de massa, G, a matriz giroscépica, K, a matriz de rigidez estrutural, K,,
a matriz de rigidez geométrica, f, o vetor de forcas associadas a velocidade e aceleracdo angular
da viga, e f., o vetor de forgas eldsticas nao-lineares. Esta é a forma completa da equagdo de
movimento assumindo que a energia potencial foi considerada em sua forma completa, ou seja,
com todos os termos nao-lineares incluidos. Entretanto dependendo da abordagem escolhida para a
implementagao estes termos podem ser excluidos. Assim, para uma abordagem linear a matriz K,
e o vetor f. sao desprezados. No caso de um modelo linearizado de segunda ordem apenas a matriz
de rigidez geométrica é incluida, sendo que o vetor f. é desprezado. Neste caso, ainda é possivel
escolher entre duas formas para a matriz de rigidez geométrica, Ky1 ou Kgyo.

2.5 Desacoplamento da deformacao e deslocamento na diregao lon-
gitudinal

A implementacao numeérica das equacoes de movimento dadas em (2.91) apresenta limitagGes
quando a rigidez na direcao longitudinal é muito maijor que na diregao transversal. Neste ca-
so, as primeiras frequéncias naturais relacionadas & direcao longitudinal sao muito mais altas que
as primeiras freqiiéncias associadas a direcao transversal. O sistema de equagbes diferenciais de
movimento torna-se um problema duro (stiff problem). A integracdo numérica torna-se pouco efi-
ciente e muito lenta, pois é necessario usar um incremento de tempo muito pequeno devido as
altas freqiiéncias associadas aos modos longitudinais (Mayo et al., 1995; Mayo e Dominguez, 1997;
Radisavljevic e Baruh, 2001).

Com objetivo de contornar estas dificuldades prop&e-se estudar uma forma de desacoplar o
deslocamento e a deformacgao na direcao longitudinal. O deslocamento longitudinal da viga plana
pode ser compreendido como a soma de duas parcelas. A primeira é relativa a rigidez longitudinal
e a segunda relativa ao encurtamento transversal. Este encurtamento estd apresentado na figura
(2.11) pela quantidade Awu;.

Y%
Au

N

=

Ay,

X1

Figura 2.11: Encurtamento longitudinal da viga devido ao deslocamento transversal.

O comprimento da viga deformada s pode ser estimado a partir do comprimento de arco,
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conforme apresentado na equagio (2.57), que é dado por:

s(z) = OL \/<1 + %—?)2 + (%?)2 ¢ —z (2.92)

A derivada do comprimento da viga é a deformagio na direcdo longitudinal, quando n&o h4

cisalhamento, ou seja,

% = \/(1 + %)2 + (%1;_2)2 -1 (2.93)

Supondo que a deformagéo longitudinal, devido & rigidez longitudinal, é nula, pode-se obter

uma relagao entre os deslocamentos longitudinais e transversais, mesmo que a deformacdo nesta
direcao seja nula. Assim,

ds _ Oupy2 Oug\ 2
3;_0:>\/(1+%) +(“a?) ~1=0 (2.94)
Utilizando a aproximacdo de Taylor para a funcéo /1 + A, obtém-se:
A A% A3
Vi+A=1+ CRr I T termos de ordem mais alta (2.95)

desprezando os termos de ordem mais alta (Sharf, 1999)

V3 (52) -2+ 2 ](%) + (22)) 296

Este é o termo comumente empregado na Teoria de Elasticidade para a deformacao longitudi-

nal, obtida através do tensor de Euler. Considerando que os termos u1 € uf _ tem a mesma ordem,
2 : "

o termo uj , de ordem mais alta, pode ser desprezado. Neste caso, a expressio para a deformagcao

longitudinal torna-se:

ds Oup | 1/0up\2

=2 t3(a) =0 (2.97)
e portanto

Qa2 (%2)

5z~ 2\ 3z (2.98)

Assim , o incremento de deslocamento na direcio longitudinal devido ao deslocamento transver-
sal e, portanto, independente da rigidez longitudinal, é dada por:

1 [*2
Aup = —3 /I uj , dz (2.99)

1

Se o deslocamento longitudinal em z = 0 é nulo, obtém-se uma expressao para o deslocamento
longitudinal em funcao de z:

1 T
ui(z) = -3 /O uj e dE (2.100)
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Introduzindo a discretizacao da equacao (2.66), o deslocamento longitudinal é dado por:

1 [* 7.7
ui(z) = -3 /O qQr ¥y eqr dé (2.101)
ou ainda,
ui(z) = LT H
1 5ar Hay (2.102)

onde a matriz H é dada por
_ [Tur
H—/O YieWye A€ (2.103)

As equagbes de movimento da viga devem ser recalculadas considerando que as coordenadas
generalizadas sdo representadas apenas pelo vetor qy, que por simplificacdo é denominado apenas

de q a seguir.

2.5.1 Forgas generalizadas de inércia

A expressao da velocidade em um ponto pertencente & linha neutra da viga é dada pela equagao
(2.10). Nesta equagao as expressoes para o deslocamento longitudinal podem ser substituidas pela
expressao do deslocamento longitudinal, equagao (2.102). Assim,

a1 — pup —q"Ha + évq
Bivo =ty + d(z +u1) p = { ¥ + ¢(z — 3qTHq) (2.104)
0 0
pois
up = 1Pq ug = g U = g (2.105a)
1 . . ..
up = —§qTHq i =-q'Hg iy =-q"H§- ¢ Hy (2.105b)

O vetor de coordenadas generalizadas, neste caso, é apenas o vetor q. O jacobiano da veloci-
dade é entdo dado por:

—qH
3J _ 8VO/ _ ’l,b
o= ‘ (2.106)

A aceleragao do mesmo ponto é dada pela equacao (2.13). Substituindo as expressdo (2.105)
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dos deslocamentos, velocidades e aceleragdo discretizadas, obtém-se:

iy — pup — 26ty — $2(z + uq)
Blao = { 2 + (z +u1) + 2diy — d2us
0

—q"H{ - 4"HY — ¢3pq — 2694 — ¢*(z — 1q"Hq)
¥d+ é(z — 39" Hq) — 28qTHG - d*yq
0

(2.107)

Il

As forgas generalizadas de inércia, neste caso, sao dadas por:
L
F*= / (I3%.a0)) Ap dz
0
L
= /O Ap [(HquTH +9Ty) + (HTqq T ) + $(H g — %'quqTH)q (2.108)
. N | . .
+20(H a¥ —4Tq"H)q - $*(GH qq"H + 974)q + $*(H az) + duTe] d
Para simplificar serd definida a matriz A tal que
A=q’H , A=HTq ¢ A=¢"H (2.109)
Assim, a expressao para a forca generalizada de inércia é dada por:
* L T T . L T3 .1 [ 1
Fr=| | (ATA Ty 4p dz| + [/ (ATX)A4p dx]q+¢[/ (N9 — 547N 4p de]q
0 0
L
. 1 .r L
2 T T .
- ¢ [/0 (GA A+ Y ) 4p dr}q+ 2¢[/0 ATy — T Ap dz}q
.r L T . L
+¢ [ / (" x)Ap d:r} + ¢ [ / (ATz)Ap dz}
0 0
(2.110)
2.5.2 Energia potencial

Neste caso a expressao da energia potencial corresponde apenas a parcela devido & flexdo da

viga, sendo dada por

L 32u2 2
7r=/(; BI(52) da | (2.111)

Portanto a energia potencial considerada é linear, embora os termos nao-lineares de defor-
magao de alta ordem tenham sido considerados implicitamente nesta, formulagao, através da equacao
(2.98). A forga generalizada eldstica é, entao, dada por:

on L nT .1
F=-3-=-| BIy'Ty'qdr = -Kq (2.112)
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2.5.3 Equagoes de movimento

A equacdo de movimento da viga plana considerando o desacoplamento da deformacao e o
deslocamento na diregao longitudinal é dada por:

F*—F=0 (2.113)

Combinando as equagoes (2.110) e (2.112) obtém-se a forma das equacoes de movimento da

viga plana
Mg+ (D +2¢6G)a+ (K. +K-K,)q = —(f, + f) (2.114)
onde
L
M = / AT + »Te)Ap do (2.115a)
OL .
D= / (ATX)Ap de (2.115b)
0
L
G- / (ATop — TA) Ap da (2.115¢)
0
L
K,=¢ / ATy — —;-’d)T/\)Ap dz (2.115d)
. ’ L1
K, = ¢ / (GNA+4T)Ap do (2.115¢)
0
L
K — / EIy" Ty dz (2.115f)
0
.. L
£, =0 / (¥Tz)Ap dz (2.115g)
0
. L
£, = ¢2/ (ATz)Ap dz (2.115h)
0

Nesta equagdo, a matriz M é a matriz de massa, a matriz G, a matriz giroscépica, K,,
a matriz de rigidez relacionada a componente tangencial da aceleragdo angular, K., a matriz de
rigidez rotacional , K, a matriz de rigidez estrutural, o vetor f,, o vetor associado a componente
tangencial da aceleracao angular, e £, o vetor de forga rotacional. A matriz D é uma matriz variante
no tempo associada & influéncia da velocidade na direcdo longitudinal na equagao de flexdo. Deve-
se notar que estas equagbes de movimento resultam de uma expressao linear da energia potencial.
Assim, a matriz de rigidez resultante é linear. As nao-linearidades do problema sao transferidas para
os operadores inerciais, que sdo obtidos a partir das forgas generalizadas de inércia, e o sistema de
equacoes é fortemente nao-linear. Outra importante observagao é que esta equagao ¢ vélida enquanto
os modos axiais nao tem influéncia na resposta do sistema. Assim, para anélise do sistema em altas
freqiiéncias é necessério considerar a equacdo apresentada em (2.91) em que a rigidez longitudinal

é incluida.
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2.6 Inclusao de um corpo rigido na extremidade livre da viga

flexivel

As equacdes de movimento da viga girante com uma corpo finito em sua extremidade livre
sao desenvolvidas. As dimensdes deste corpo nao podem ser desprezados. Estas dimensdes estio
apresentadas na figura (2.12). O corpo é acoplado & extremidade da viga, em = = L, sendo que a
massa deste corpo € my, sua inércia de rotacio I; e a distancia entre o centro de massa e 0 ponto

de acoplamento a viga é r;.

LA

X

Figura 2.12: Dimensées do corpo finito acoplado & extremidade livre da viga girante.

2.6.1 Descricao do movimento

O movimento do corpo t sdo descritos da mesma maneira que a viga girante, sendo que
os mesmos sistemas de referéncia I, B; e B, sdo utilizados. Os vetores de posi¢ao, velocidade e
aceleracdo do ponto P em que o corpo e a viga séo acoplados correspondem aos vetores do ponto

O', sendo que = = L;. Estes vetores sdo entdo dados por

Lt + ul(Lta t)

B, TP = ug (L, t) (2.116)
0
ur(Le;t) = dua(Ly, t)
B, vp =  u2(Le,t) + ¢(Lt + uy (L, 1)) (2.117)
0
iy (Lt t) — %U2(Lt> t) — 20t (Ly, t) — ¢*(Ly + w1 (L, t))
Biap = { ia(Le, t) + @(Ly + u1(Ly, ) + 21 (Ls, t) — ¢2up(Ly, t) (2.118)
0

Os vetores de posicao, velocidade e aceleracio do centro de massa do corpo t sao definidos
em funcdo do ponto P. Estes vetores sdo escritos no referencial Bs, que é soliddrio ao corpo finito.
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Inicialmente, é definido o vetor de posicdo do centro de massa do corpo t, em relagdo ao ponto P

Tt
BIT =140 (2.119)
0

Em seguida, define-se também o vetor de velocidade angular da base Ba, p,é&. Ressalta-se que,
neste vetor, o angulo de rotacao a(L:,t) corresponde ao dngulo de rotagdo da secdo transversal da

viga que passa pelo ponto P, em x = L;. Dessa forma, o vetor de velocidade angular da base By é

dado por
0
B, G = 0 (2.120)
d’ + O‘(Ltv t)

Finalmente, os vetores de velocidade e aceleracao do centro de massa T sdo determinados:

B,VT = To* BiVP + By& X B,IT (2.121)

B,ar = To - Bjap+ B,& X B,IT+ B,& X B,& X B,IT (2.122)

2.6.2 Equagoes de movimento

As equagoes de movimento do corpo t s@o obtidas de maneira andloga & equagdes da viga
girante, utilizando o método de Newton-Euler-Jourdain. Dessa forma, inicialmente o conjunto de
coordenadas generalizadas q é definido. Posteriormente, o jacobiano da velocidade do centro de

massa T do corpo t e de sua velocidade angular sao estimados, de acordo com

g= {ul(Lt,t) us(Ls, 1) a(Lt,t)} (2.123)
0 B, VT
3= 2BV 2.124
T=754 (2.124)
_ 0 B,&
=22 (2.125)

As forcas generalizadas de inércia sao dadas pelo produto do jacobiano pelo vetor de veloci-
dade, sendo que no caso do corpo t sao dados por

F* = Jrmy g,ar + Jolt B, & (2.126)
sendo
00 O
L=[0 0 0 (2.127)
0 0 I
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A expressao da forca generalizada de inércia apresenta termos nao-lineares e trigonométricos
envolvendo o 4ngulo a. As equagdes lineares sio obtidas assumindo hipéteses tais como cosa — 1 e
sen @ — « e desprezando os termos cruzados de deslocamento, velocidade e aceleracio entre uq, us
e a. A equagao de movimento é obtida a partir da equagao de equilibrio dindmico F* = F. Neste

caso F' = 0, pois a forga peso é inicialmente desprezada, e, portanto, as equacdes de movimento sio

dadas por
me 0 O O —Mg —MNTe 0 —M¢ —MyT¢
0 my mere | Q+ 20 | my 0 0 |gq+é¢|m O 0 |q
0 mery Ip+ myr? mTt 0 0 myry 0 0
: (2.128)
—my 0 O -mt(Lt -+ Tt)qbz
+¢2] 0 —my  —mure | Q-+ m¢(Ly + rt)<5 =0
0 —myury meLyry Iy +my(Ly + Tt)TtG'b'

2.6.3 Implementagao numérica das equacdes de movimento

As equagdes de movimento do corpo finito ¢ acoplado a uma viga girante foram determinados
pela equagdo (2.128). A implementacio numérica destas equacgoes deve seguir o mesmo esquema
proposto para as equagoes da viga girante, utilizando a separacdo de varidveis, equagoes (2.70a) e
(2.70b), e fungdes de interpolacdo para o deslocamento ao longo da viga. No equacionamento da
viga, € adotado que o cisalhamento é desprezivel, o que implica que a(z) = ug z(z). Portanto, na

equagao de movimento do corpo ¢ deve-se considerar, a partir de (2.70b), que
oz, t) = Pf(z)qs(t) (2.129)

As equagdes de movimento de ¢ dependem do deslocamento da viga girante em = = L;. As
relagbes entre os deslocamentos nodais q e o deslocamento na extremidade da, viga sao, portanto,

dados por
u1(Le, 1) = ¥a(Lt)qa(t) (2.130a)
us(Ly, t) = ¥ (Le)as(t) (2.130b)
(Lt t) = P(Le)ay () (2.130¢c)

As expressoes anteriores sdo introduzidas na equacéo (2.128), sendo que a dimensdo das

matrizes é reduzida. A forma numérica destas equacdes de movimento é finalmente dada por

Mg+ Giq+ (Ko, + Ko, ) =1f; (2.131)
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onde

M, = [mtiﬂz (Le)¥q(Le) 0 ]
t 0 mub (L) (Le) + 2merep T (Le)'s(Le) + (I + mar?) (95 (Le)) Ty (Le)
(2.132a)
- 0 —mup} (L)t ¢ (Le) — mereap s (L) (L)
P i i 7 (L)¥s
Ge=2¢ [mt¢?(Lt)¢f(Lt) + mtriw?(Lt)"r/Jff(Lt) 0 }
(2.132b)
o 0 —mt'(,b?(Lt)'l,bf (Ly) — mtrt"P?(Lt)w}(Lt)
Kai =0 |:mt¢?(Lt)¢f(Lt) + merep 7 (Le) Yy (Le) 0 }
(2.132¢)
Ko = &2 [—mﬂ/’g(Lt)dh(Lt) 0 ]
¢ 0 —mopt (Le)t (Le) — 2mersdp] (Le)y (Le) + maLers( (Le) T (Le)
(2.132d)

o
ma(Le + re)ibg (Le)¢? } (2.132€)

o {—mtu:t + )W} (Le)é — (T + me(Le + ro)re) (¥ (Le) T

2.7 Exemplos numéricos

2.7.1 Escolha da fungao de interpolacao

O objetivo desta primeira anélise numérica é verificar como a escolha da funcéo de interpo-
lacdo, ou fungdo de forma, para o deslocamento influencia os resultados obtidos para as primeiras
freqiiéncias naturais de uma viga nao-girante. O nimero de funcdes necessirias para garantir a
convergéncia dos primeiros modos também é analisada. Dessa forma, este estudo procura verificar
qual funcéo de forma permite uma convergéncia répida, com o menor nimero de graus de liberdade,

para as primeiras freqliéncias de uma viga.

Considerando que a viga esteja engastada, as funcao de forma modal v(z) é conhecida e dada
por (Blevins, 1979)

_ Bix Bz Biz Bix
ug(z) = cosh T cos 7 o; <senh [ —sen T ) (2.133)

onde

senh B; — sen ;

; i +1=0 i = .
cos 3; cosh 3; + e 0i=_— [ (2.134)
sendo as freqiiéncias naturais da viga dadas por
_ g% |EI
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e as primeiras z-€simas solucbes da equacdo transcendental correspondem a,

£1 = 187510407 o1 =0.734095514
[o = 4.69409113 09 = 1.018467319
(s = 7.85475744 o3 = 0.999224497
B4 = 10.99554073 o4 = 1.000033553
Bs = 14.13716839 o5 = 0.999998550

52.:(21'—1)% 0;=1.0; i>5

Neste exemplo, serdo utilizados o Método dos Modos Assumidos, com diferentes funcgoes ad-
missiveis e diferentes dimensdes do modelo discretizado, e o Método dos Elementos Finitos. Para
o Método dos Modos Assumidos sdo empregadas cinco familias de fungdes de interpolacdo. Inicial-
mente sao consideradas fungdes polinomiais do tipo

Yr(z) = (%)TH (2.136)

empregadas individualmente, sendo que a dimensao do modelo discreto é igual a 1, com polinémios
de diferentes graus. Outra abordagem utilizada, emprega uma combinacio linear destes polinémios,
com grau 2 até o grau r + 1, resultando assim em modelo de dimensdo r. Duas outras fungdes de
interpolagao, baseadas na soluco estdtica de uma viga engastada com duas diferentes condigoes de
contorno foram testadas. Na primeira delas assume-se que as condigdes de contorno sio desloca-
mento e rotagado nulos na extremidade engastada. Na segunda, além destas condigoes € assumido
que o momento fletor na extremidade livre ¢ nulo. Estes dois conjuntos de funcdes de interpolagao
sdo dados, respectivamente, por

Yi(z) = 3(%)2 ~2(3)" e wale)= —r(3) + (%) (2.137a)

3/z\2 1l/zx\3
) =3(z) ~2(7) | (2.1570)
e portanto, os modelos discretizados obtidos com estes dois conjuntos de funcoes apresentam di-

mensao 2 e 1, respectivamente. Finalmente um modelo com funcao de interpolacio senoidal, repre-
sentada por (Junkins e Kim, 1993)

br(z) = 1—cos(-) + %(—1)”1(”%’3)2 (2.138)

é testada. A dimenséo do problema neste caso é igual a .

As matrizes de massa e rigidez da viga discretizada sio escritas a partir das fungoes de
interpolacao v¥;(z) como

L
M;; = ; pAYi(z);(z)dz

L 1" "
K, = /0 EIY] (2)¢) (z)dz
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Os resultados obtidos com estas funcdes de interpolagdo estdo sumarizados na tabela (2.1),
onde sao apresentados os valores obtidos para as quatro primeiras freqiiéncias normalizadas, que
correspondem a wnLQ\/f——/{, da viga engastada e o erro percentual em relagdo & solucao analitica,
dada pela equacao (2.135). Nesta tabela sdo apresentados também os valores obtidos pelo Método
dos Elementos Finitos, com diferentes nimeros de elementos. A dimensdo da discretizagio, neste
caso, é o dobro do niimero de elementos e um elemento padrdo de viga (polinémio ctibico) é utilizado
(Cook et al., 1989). Os resultados encontrados mostram que as fungdes polinomiais, equagao (2.136),
quando tomadas uma a uma, nao sao adequadas para ajustar as freqiiéncias desta viga. Entretanto,
a combinacgdo linear destes polinémios apresenta resultados concordantes com a solu¢do analitica,
sendo que a utilizagao de quatro funcoes de interpolacgdo é suficiente para garantir a aproximacao
das duas primeiras freqiiéncias com erro da ordem de 0.56%. Contudo, para aproximar as quatro
primeiras freqiiéncias, como erro maximo de 6.3% sao necessérias cinco fungdes de interpolagao.
Por outro lado, a utilizacdo das fungées de interpolagdo baseadas na solucdo estética, equacdes
(2.137a) e (2.137b), € suficiente para aproximar apenas o primeiro modo com erro menor que 1.5
%. A solucdo obtida com a combinagao linear das fungdes da equagdo (2.138) apresenta resultados
bastante préximos da solugao analitica, sendo que a utilizagdo de quatro fungdes permite aproximar
as quatro primeiras freqiiéncias com erro menor que 1.56%. Entretanto, a taxa de convergéncia
para as freqiiéncias mais baixa, neste caso, é mais lenta que a taxa de convergéncia das funcoes
polinomiais, de tal forma que a introducao de mais funcdes nao acelera a convergéncia dos freqiiéncias
mais baixas. Assim, a utilizacao de cinco fungoes de interpolacao leva a um erro de 0.20 % na segunda
freqiiéncia, que é maior que o erro obtido para esta freqliéncia com a utilizacdo de cinco fungdes
polinomiais. Finalmente, os resultados obtidos pelo Método dos Elementos Finitos mostram que
a utilizagdo de quatro elementos é razodvel para aproximar os quatro primeiras freqiiéncias com
erro menor de 1.45%, e as duas primeiras freqiiéncias com erro menor que 0.12%, entretanto neste
caso a dimensdo das matrizes de massa e rigidez é igual a oito, o dobro do nimero de elementos.
Na tabela (2.1) a coluna ’dimensao’ representa o tamanho das matrizes resultantes e ndo o nimero
de elementos utilizados. Os pardmetros utilizados nesta simulagédo sdo dados por L = 29.20 mm
(comprimento da viga), b = 30 mm (largura da viga), h = 1.2 mm (espessura da viga), p = 7830
kg/m® (densidade do material da viga), E = 2- 10! N/m? (médulo de elasticidade).

Estas fungoes de interpolagao foram novamente empregadas para obter as primeiras freqiiéncias
de uma viga engastada com uma massa concentrada em sua extremidade livre. No caso do Método
dos Modos Assumidos, a contribuicao da massa concentrada para a matriz de massa discretizada
do sistema é dada por

M;; = mq (L) (L) (2.139)

onde m; é a massa concentrada, fixada & viga em sua extremidade livre em = = L;.

Os resultados obtidos para esta condigdo estdo apresentados na tabela (2.2), sendo que a
massa concentrada é 10 vezes maior que a massa total da viga. Assim, os parametros utilizados

nesta simulagdo sao dados por L = 29.20 mm (comprimento da viga), b = 30 mm (largura da viga),
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Tabela 2.1: Valores obtidos para as quatro primeiras freqiiéncias naturais normalizadas de uma viga uni-

forme com diferentes fungdes de interpolagao utilizando o Método dos Modos Assumidos e o Método dos

Elementos Finitos.

I Aproximagao ” Modo 1 H Modo 2 H Modo 3 ” Modo 4
Solugdo analitica 3.5160 22.0345 61.6972 120.90194
Fungio || Dim. @1 | Erro (%) @y | Erro (%) @3 | Erro (%) @4 | Erro (%)
(z/L)? 1 || 44m21] 2719 - - - - = -
(z/L)? 1 || 91652 160.68 - - - - - -
(z/L)* 1 | 16.0097 | 357.86 - - - - - -
Eq(2137a) || 1 | 3.327 048 | 34.8069 | 57.97 - - - -
Eq(2.1370) | 2 || 3.5675 1.47 - - - _ _ Z
1 || 4421 2719 - - - - - -
2 [ 35327 048 | 34.8069 | 57.97 - - - -
Eq(2.136) 3 || 35171 0.03 || 22.2334 0.90 || 118.1444 | 91.49 - -
4 | 35160 0.00 || 22.1578 0.56 | 63.3466 2.67 || 281.5063 | 132.91
5 [ 35160 0.00 || 22.0351 0.00 | 63.2397 2.50 || 128.5194 6.30
1 | 3.5399 0.68 - - - - - -
2 | 3.5224 0.18 || 22.3636 1.49 - - - -
Eq(2.138) 3 || 35181 0.06 || 22.2294 0.88 | 62.6264 1.51 - -
4 | 35170 0.03 || 22.1055 0.32 | 62.4631 1.24 || 122.7874 1.56
5 | 35166 0.02 || 22.0784 0.20 | 61.9814 0.46 || 122.6443 1.44
2 | 35327 0.48 | 34.8069 |  57.97 - - - -
4 | 35177 0.05 || 22.2215 0.85 | 751517 | 21.82 || 2181380 | 80.43
MEF 6 | 35164 0.01 || 22.1069 0.33 | 62.4660 1.25 || 1406711 |  16.35
8 | 35161 0.00 || 22.0602 0.12 | 62.1749 0.77 || 122.6576 1.45
10 || 35161 0.00 || 22.0455 0.05 | 62.9188 0.36 || 122.3197 1.17
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h = 1.2 mm (espessura da viga), p = 7830 kg/m? (densidade do material da viga), E = 2 - 101!
N/m? (mdédulo de elasticidade) e m; = 0.8231 kg (massa concentrada na extremidade). Para este
caso nota-se novamente que a utilizacao de fung¢des polinomiais, individualmente nao conduz a bons
resultados, embora as diferencas encontradas com a solu¢ao analitica sejam menores nesta situagao.
Por outro lado, as respostas obtidas a partir das solugdes estéticas, equages (2.137a) e (2.137b),
conseguem aproximacao com erro menor que 0.01% para a primeira freqiiéncia da viga. J4 no caso
da combinagdo das funcoes polinomiais, os resultados encontrados permitem uma boa aproximacao
das duas primeiras freqiiéncias da viga com erro menor que 0.09% com a utilizacao de quatro funcoes
de interpolacdo e um erro de cerca de 4.27% para a quarta freqiiéncia com cinco fungoes, que é uma
taxa de erro menor que a observada na condigao anterior com extremidade livre. Entretanto, os
resultados obtidos pela combinagdo das funcées interpoladoras da equagao (2.138), s@o piores do
que na condi¢do de viga sem a massa na ponta, pois neste caso com quatro fungoes interpoladoras
o erro encontrado é de 4.15% para a quarta freqiiéncia e 0.48% para a segunda. No caso do Método
dos Elementos Finitos, a utilizagdo de quatro elementos aproxima as quatro primeiras freqiiéncias
naturais com erro menor que 2.21% para a quarta freqiiéncia, um erro maior que o obtido no estudo
da viga sem massa concentrada, mas 0.06% para a segunda freqiiéncia, menor que o erro cometido

na condicdo anterior.

Finalmente é analisada a condigdo em que a massa fixa & extremidade livre da viga nao pode
ser considerada pontual, sendo que a inércia de rotagao deste corpo deve ser incluida na formulagao.
Também assume-se que existe uma distancia entre o centro de massa do corpo na extremidade e o
ponto de fixacdo deste corpo a viga. Utilizando a discretizacao do Método dos Modos Assumidos,

a contribuicao deste corpo para a matriz de massa na equacao dindmica do sistema é dada por
M = m i (D)%5 (L) + (I +merd) (L) (L) + mere (L) (L) + 9:(L)e5(D)) - (2:140)

onde m; é a massa do corpo, que estd fixa & viga em sua extremidade livre em = = Ly, I; é sua

inércia de rotagao e ¢, a distancia do ponto de fixagao ao centro de massa do corpo.

Novamente, as fungdes de interpolagdo anteriormente apresentadas foram utilizadas para
obter as quatro primeiras freqgiiéncias do sistema viga e corpo. Os resultados para esta condigao
encontram-se organizados na tabela (2.3). Assim, os pardmetros utilizados nesta simulacdo sao
dados por L = 29.20 mm (comprimento da viga), b = 30 mm (largura da viga), » = 1.2 mm
(espessura da viga), p = 7830 kg/ m® (densidade do material da viga), E = 2 - 10" N/m? (médulo
de elasticidade), m; = 0.8231 kg (massa do corpo finito na extremidade), l; = 35.4 mm (compri-
mento do corpo), h; = 60 mm (espessura do corpo) e I; = my(I? + h?)/12 = 3.7586 - 10~* kg m?
(inércia de rotagao do corpo). Neste caso, nota-se que a utilizagao das familia de funcdes dada pela
equagdo (2.138) nao é adequada para aproximar as primeiras freqiiéncias deste sistema, sendo erros
da ordem de 12% s&@o observados na segunda freqgiiéncia, embora sejam utilizadas cinco fungoes
de aproximagdo. No caso das fungdes polinomiais, (2.136), observa-se uma répida convergéncia,
sendo que a utilizagdo de quatro fungdes de interpolacdo permitem aproximar as duas primeiras

freqiiéncias com erro menor que 0.01% e as quatro primeiras com erro menor que 2.18%. A con-
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Tabela 2.2: Valores obtidos para as quatro primeiras freqiiéncias naturais (Hz) de uma viga uniforme, com
uma massa concentrada na ponta, com diferentes fungbes de interpolagdo utilizando o Método dos Modos
Assumidos e o Método dos Elementos Finitos. * A solucdo analitica corresponde a solugdo do MEF com 12

elementos.

r Aproximagao H Modo 1 ” Modo 2 “ Modo 3 Modo 4 —l
Solucdo analitica™ 1.7692 50.6917 163.6228 341.1261
Fungio | Dim. @1 | Erro (%) @3 | Erro (%) @3 | Erro (%) @4 | Erro (%)
(z/L)? 1 | 20465 ] 1567 - - - - - -
(z/L)3 1 3.5546 100.92 - - - - - -
(z/L)* 1 | 55154 | 211.73 - - - - - -
Eq(2.137a) 1| 1.7692 0.00 || 67.4781 33.11 - - - -
Eq(2.137b) || 2 | 1.7692 0.00 _ Z _ _ _ Z

1 2.0465 15.67 - - - -
2 1.7692 0.00 || 67.4781 33.11 - -
Eq(2.136) 3 1.7692 0.00 || 50.7969 0.20 || 246.99 50.95 -
4 1.7692 0.00 || 50.7420 0.09 || 166.09 1.51 || 593.35 73.94
5 1.7692 0.00 || 50.6923 0.00 || 166.01 0.85 || 355.71 4.27
1 1.7799 0.60 - - - - - -
2 1.7770 0.44 || 51.8437 2.27 - - - -
Eq(2.138) 3 1.7706 0.07 || 51.7525 2.09 || 169.59 3.65 - -
4 1.7704 0.06 || 50.9363 0.48 || 169.09 3.34 || 355.28 4.15
5 1.7696 0.02 || 50.9280 0.46 || 169.25 0.99 || 354.20 3.83
2 1.7692 0.40 || 34.8069 33.11 - - - -
4 1.7692 0.00 || 51.1569 0.92 || 191.31 16.92 || 509.41 49.33
MEF 6 1.7692 0.00 || 50.7906 0.19 || 166.45 1.73 || 387.58 13.62
8 1.7692 0.00 || 50.7233 0.06 || 164.62 0.61 || 348.66 2.21
10 1.7692 0.00 || 50.7045 0.02 || 164.04 0.25 || 348.65 1.03
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Tabela 2.3: Valores obtidos para as quatro primeiras freqiiéncias naturais (Hz) de uma viga uniforme,
com uma massa, cuja inércia de rotagido nao é desprezada, na extremidade livre, com diferentes fungdes de
interpolacdo utilizando o Método dos Modos Assumidos e o0 Método dos Elementos Finitos. * A solucdo
analitica corresponde a solucdo do MEF com 12 elementos.

r Aproximacao ” Modo 1 ” Modo 2 ” Modo 3 “ Modo 4 1
Solugdo analitica* 1.6147 26.4610 82.4811 206.5063
Funcao ” Dim. @1 ] Erro (%) g | Erro (%) w3 l Erro (%) @y l Erro (%)
(z/L)? 1 | 17076 5.75 - - B - - -
(z/L)? 1 | 2.7923 72.92 - - - - - -
(x/L)* 1 4.0852 152.99 - - - - - -
Eq(2.137a) 1 1.6147 0.00 || 26.8404 1.43 - - - -
Eq(2.137b) 2 1.6167 0.12 - - - - - -

1 1.8137 12.32 - - - -
2 1.6147 0.00 || 26.8404 1.43 - -
Eq(2.136) 3 1.6147 0.00 || 26.4691 0.03 || 82.94 0.55 -
4 1.6147 0.00 || 26.4618 0.00 82.85 0.44 || 211.00 2.18
5 1.6147 0.00 || 26.4610 0.00 82.48 0.00 || 210.95 2.15
1 |[ 1.6341 1.20 _ _ _ _ - -
2 1.6275 0.79 || 33.8137 27.79 - - - -
Eq(2.138) 3 1.6189 0.26 || 32.1713 21.58 || 119.50 44.88 - -
4 1.6181 0.21 || 30.2808 14.43 || 112.80 36.76 || 279.92 35.55
5 1.6167 0.12 || 29.6845 12.18 || 103.52 25.51 || 269.60 30.55
2 1.6147 0.00 || 26.8404 1.43 - - - -
4 1.6147 0.00 || 26.4832 0.08 || 83.66 1.44 || 273.39 32.39
MEF 6 1.6147 0.00 || 26.4653 0.01 || 82.81 0.40 || 210.39 1.88
8 1.6147 0.00 || 26.4623 0.00 || 82.58 0.13 || 208.38 0.91
10 || 1.6147 0.00 || 26.4615 0.00 || 82.52 0.05 || 207.30 0.39

vergéncia observada na solugao obtida pelo Método dos Elementos Finitos também € rdpida, sendo
que a utilizagdo de quatro elementos permite uma aproximagao com menos de 0.92% de erro para

as quatro primeiras freqiiéncias.

Os resultados obtidos com estas funcbes de interpolagao, para a estas trés condigoes apre-
sentadas, permitem concluir que, para aproximar as quatro primeiras freqiiéncias naturais da viga
engastada com extremidade livre ou com uma massa na ponta, a utilizagdo do Método dos Mo-
dos Assumidos com as familias de funcoes descritas pelas equagdes (2.136) e (2.138) , apresentam
bons resultados. Entretanto, verifica-se que para aproximar as duas primeiras freqiiéncias da viga

engastada na condicao de:

1. extremidade livre

(a) a funcgdo de interpolacdo senoidal, equagdo (2.138), permite a aproximacdo com menor
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erro (1.49%) e menor nimero de funcdes (2). A inclusdo de mais funcées nao acelera a
taxa de convergéncia destas duas primeiras freqiiéncias;

(b) afungao de interpolagao polinomial, equacao (2.136), permite uma boa aproximacéo com
erro menor que (0.56%) com quatro funcdes, sendo que a inclusao de mais uma funcao
permite reduzir o erro na segunda freqiiéncia para menos de 0.01%;

(c) a utilizacao do Método dos Elementos Finitos com trés elementos, que é baseado em
fungGes polinomiais, apresenta. erro de 0.33% na segunda freqliéncia, sendo que este erro

pode ser diminuido rapidamente com a inclusdo de mais elementos:
2. massa pontual

(a) a funcao de interpolagdo senoidal, equacgio (2.138), permite uma aproximacao apenas
razoével, sendo que sdo necessdrias quatro funcdes para obter um erro de 0.48%;

(b) a funcao de interpolagdo polinomial, equacéo (2.136), permite uma boa aproximacao
com erro menor que 0.09% com quatro funcdes, sendo que a inclusio de mais uma funcao

permite reduzir o erro na segunda freqiiéncia para menos de 0.01%;

(c) a utilizagdo do Método dos Elementos Finitos com trés elementos apresenta erro de
0.19% na segunda freqiiéncia, sendo que este erro pode ser diminuido rapidamente com
a inclusao de mais elementos;

3. massa com inércia ndo desprezivel

(a) a funcao de interpolagdo senoidal, equacso (2.138), ndo permite uma boa aproximacio,
sendo que sdo necessérias cinco func¢des para obter um erro de 12.18%;

(b) a fungao de interpolagdo polinomial, equagio (2.136), permite uma boa aproximagao com
erro menor que 0.01% com quatro funcdes;

(c) a utilizagao do Método dos Elementos Finitos com trés elementos apresenta erro de 0.01%
na segunda freqiiéncia;

A andlise dos resultados obtidos permite entdo concluir que a escolha do Método dos Modos
Assumidos com fungdes polinomiais é uma boa escolha para aproximar a solugao de vigas engastadas.
Para o caso de viga com massa na extremidade livre, essa escolha parece conduzir a resultados ainda
melhores. Para que seja garantida uma boa convergéncia das duas primeiras freqiiéncias naturais da
viga devem ser empregadas pelo menos quatro funcdes de interpolagao. Outra solugio conveniente
para os exemplos estudados seria a utilizagdo do Método dos Elementos Finitos, com pelo menos

trés elementos.

2.7.2 Influéncia da inércia de rotacao

Neste segundo exemplo procura-se analisar a influéncia da inclusio da inércia da massa na

extremidade livre nas duas primeiras freqliéncias da viga. Neste caso, serao considerados o Método
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Tabela 2.4: Freqiiéncias naturais (Hz) de uma viga engastada com uma massa na extremidade livre: (a)
massa pontual; (b) massa com inércia de rotagao fixa pelo centro de massa e (c) massa com inércia de rotagao
fixa por um ponto qualquer

{ Aproximacao H Modo 1 “ Modo 2 |
L T @ | ® | © ] @ | & | © |

4 27.5874 | 26.070 16.8889 || 1.1228e3 | 147.4161 | 218.5144
MEF 5 27.5874 | 26.070 16.8889 1.1224e3 | 147.4161 | 218.5141

12 || 27.5874 | 26.070 | 16.8889 || 1.1221e3 | 147.4161 | 218.5139
MMA*! 4 || 27.5874 | 26.070 | 16.8889 || 1.1221e3 | 147.4161 | 218.5139
MMA? 4 || 27.6065 | 26.1331 | 17.1204 || 1.1276e3 | 185.9177 | 268.5672
(2.137b) || 1 || 27.5875 | 26.1161 | 17.3069 - - -

dos Elementos Finitos e o Método dos Modos Assumidos com as fungbes de interpolacao dadas
pelas equagdes (2.136) e (2.138), com quatro funcées de interpolacao. Os resultados encontram-se
sumarizados na tabela (2.4). Estes resultados mostram que quando a massa é considerada pontual na
extremidade livre, a diferenca entre a primeira e a segunda freqiiéncia é acentuada. Por outro lado, a
inclusao da inércia de rotacdo na formulagao leva a uma pequena diminuicao da primeira freqiéncia
da viga e uma grande diferenca para a segunda, diminuindo-a severamente. Finalmente, se a viga
for considerada nao fixa pelo centro de massa, mas por um ponto periférico, os efeitos observados
s3o a diminuicdo da primeira freqiiéncia, neste caso, mais acentuada, e um valor intermediério da
segunda. Nos casos estudados a utilizagdo de quatro fungdes de interpolagao polinomiais € muita
boa, quando comparada com o Método dos Elementos Finitos com doze elementos, enquanto que
utilizacdo da funca@o senoidal ndo leva a resultados satisfatérios. Os parametros utilizados nesta
simulacéo sao dados por L = 40 mm (comprimento da viga), b = 15 mm (largura da viga), h = 0.5
mm (espessura da viga), p = 7830 kg/m® (densidade do material da viga), E = 2- 10! N/m?
(médulo de elasticidade), m; = 0.0482 kg (massa do corpo finito na extremidade), Iy = 30 mm
(comprimento do corpo), by = 20 mm (largura do corpo), h; = 10 mm (espessura do corpo),
re = l;/2 = 15mm (disténcia do ponto ao qual o corpo é fixo & viga ao centro de massa do corpo) e
I, = my(12 + h?)/12 = 4.0167 - 107° kg m? (inércia de rotagéo do corpo).

2.7.3 Viga girante com velocidade angular variavel

Para testar a implementagdo numérica apresentada na segao anterior é apresentada a andlise
dinamica transiente de uma viga girante, que est4 livre em uma das extremidades. Neste exemplo
serdo comparadas trés tipos de formulagoes das equagdes de movimento. A primeira é a formulagao
linear em que pequenas deformagoes e pequenos deslocamentos sao adotados. A segunda formulagao
adota a matriz de rigidez geométrica calculada a partir da forca normal ao longo da viga. A terceira
abordagem utiliza a formulacdo em que os deslocamentos e deformagdes na direcdo longitudinal

sio desacoplados. Nas trés formulacGes empregadas, as fungdes de interpolacao adotadas respeitam
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as condigbes de contorno essenciais e naturais, assumindo que a viga é engastada em uma das
extremidades e sujeita a uma carga concentrada na extremidade livre. Esta funcao de interpolagio
¢ dada na equacgao (2.137b).

Na primeira abordagem linear apenas os deslocamentos transversais sio considerados, pois
a rigidez na direcao longitudinal é muito alta. A equagao de movimento, neste caso, é a equacio
(2.91), em que a matriz K, e o vetor f. sdo desprezados. Para avaliar as matrizes M, G e K e o vetor
f apenas a parte que contém os termos relacionados 4 funcéo de interpolagao 1 ; sdo considerados.

Assim, estas matrizes, que neste exemplo se tornam escalares, sdo dadas por:

L 33
M = / pAYT; d = —=pAL (2.141a)
0
G =0 (2.141b)
L 3EI
K = /0 EIYT de = 5 (2.141c)
.11 9
f = ¢>ZﬁpAL (2.141d)
As equagdes de movimento sao entdo simplificadas para
Mg+ (K — 6M)g = —f (2.142)

A segunda formulacao inclui na equacio de movimento uma nova matriz de rigidez K, cal-
culada a partir da for¢a normal N(z), é dada por

(L2~ 2?)

o PA
N(z) = ¢2£ 5 (2.143)
Assim a matriz de rigidez geométrica é dada por:
L T
0
A equagao de movimento é ampliada para:
Mg + (K + Ky — 6M)g = —f (2.145)

Para a terceira abordagem a forma das equacdes segue a forma geral apresentada na equacao
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(2.114), sendo a forma das matrizes dada na equagdo (2.115). Estas matrizes sdo, entao, dadas por:

M = (% n %,12)[“4]; (2.146a)
D = (%q q) pAL (2.146D)
G =0 (2.146¢)
K, = &(%q) pA (2.1464d)
K. — _d;z(% _ %tf}pﬂ (2.146¢)
K = 3_?31 (2.146f)
f = &(%) pAL? (2.146g)

A equagdo de movimento é dada por

Mg+ Dg + (Ka(q) + K — K (q))g = —f (2.147)

Nota-se que as matrizes nio sao lineares, envolvendo termos de g e ¢ na equacio (2.147),
enquanto nas equagoes (2.142) e (2.145) as matrizes sao constantes. Considerando, entdo, que a
viga é sujeita a seguinte aceleragao angular:

[ (B ] 0212 .
we(t - Z) T, <t

sendo ws a velocidade angular em regime permanente e T, o tempo de partida. As figuras (2.13(a))
e (2.13(b)) apresentam o perfil da aceleracao e velocidade angular a que a viga é submetida. Nestas
simulacdes o tempo de partida escolhido foi T, = 15s e diferentes velocidades angulares, entre
0.5 e 12 rad/s foram testadas. Os pardmetros geométricos e do material da viga escolhidos foram
E = 6.895 - 100 Pa, p = 2766.67 kg/m3, L=8m, A=7.3-10""m? e ] = 8.218 - 10~% m*.

Os resultados obtidos para o deslocamento na extremidade livre sdo apresentados na figura
(2.14). Para velocidade angular ws; = 0.5 rad/s nota-se que os deslocamentos obtidos pelas trés
diferentes formulagoes concordam entre si, sendo que pequena divergéncia é observada para a teoria
linear. Com o aumento da velocidade angular verifica-se que os resultados obtidos pela teoria linear
divergem completamente, sendo que as outras teorias mantém-se em concordancia. Entretanto,
para uma velocidade de rotacao mais elevada, as duas aproximagdes passam também a divergir um

pouco.

Este exemplo foi apresentado por Buffinton e Kane (1985) e repetido por outros autores para

testar as equagdes de movimento da viga girante (Simo e Vu-Quoc, 1986b; Simo e Vu-Quoc, 1987;
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Figura 2.13: Perfil de velocidade e aceleragio angular do rotor. T; = 15s e 2, =5 rad/s.

Sharf, 1996; Mayo e Dominguez, 1997). Nos dois primeiros trabalhos os autores procuram mostrar
o efeito de enrijecimento centrifugo da viga. Os dois tltimos discutem a eficiéncia numérica dos
métodos de solugao. Sharf (1996) compara os resultados obtidos através de um modelo que inclua
apenas a rigidez geométrica e outro que inclua todos os termos nao-lineares de deformagao. O
autor conclui que para vigas sujeitas a altas velocidades de rotagao, as teorias divergem bastante.
Entretanto, ressalta que a solugdo linear requer a utilizacdo de muitos elementos para obter uma boa
convergéncia. Anélise semelhante é apresentada por Mayo e Dominguez (1997) em que os autores
comparam também um modelo em que os deslocamentos e deformagoes axiais sio desacoplados.

Neste caso, os autores ressaltam a eficiéncia numérica de uma formulagdo que indiretamente inclui
todos os termos nao-lineares de deformacao.

2.7.4 Viga girante com massa concentrada

Considera-se agora a anélise dindmica de uma viga com uma massa concentrada na extremi-
dade livre. Os vetores de deslocamento, velocidade e aceleracio da massa concentrada correspondem
aos vetores destas grandezas da viga em z = L;. Novamente os trés diferentes modelos sio testados

novamente. No caso da formulacdo linear, a equacdo de movimento (2.142) é a mesma, mas as
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Figura 2.14: Comparacao entre os resultados obtidos para o deslocamento da extremidade livre da viga
utilizando diferentes teorias de viga
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matrizes sdo dadas por
33

M= 7 5PAL: +me (2.149a)

G =0 (2.149b)
3EI

K = I (2.149c¢)

£ ¢( s PALE +miL,) (2.1494d)

sendo a massa concentrada dada por m;.

No caso da segunda abordagem, a equacio de movimento é dada por (2.145). A principal
diferenca € dada pela forca normal da viga que apresenta outra condigao de contorno. A forca
normal apresentada na equagdo (2.143) é calculada supondo que a for¢a normal na extremidade
livre é nula. Entretanto, para o problema da viga com a massa conectada na sua extremidade,
essa hipétese n@o é mais vélida, sendo que a forca normal na extremidade livre corresponde & forca

normal que a massa concentrada aplica na extremidade da viga. Assim, a forca normal é dada por:
o [ PA
N(z) = ¢* (%—(LE —2?) + tht) (2.150)

Nesta equagao, o segundo termo corresponde & componente introduzida pela massa concen-
trada. A matriz de rigidez geométrica, neste caso, assume a forma

o/ 81 6
K, =¢ (280pALt+5mt) (2.151)

A terceira forma da equagdo de movimento é dada por (2.147). As matrizes assumem a forma
33 213

36
2 2
M (140 * 77012 )p Lot met musrsg (2.152a)
213 36
b (7701:3”) pALe+migrrmad (2.152b)
G =0 (2.152¢)
71 3
Ko = ¢(%q>p + omegra (2.152d)
213 . 1 18
—h2f = _ 2 _ 42 2__° 2
¢ <56 1540Lt2q )pALt ¢ mt<5 o5724 ) (2.152¢)
I
K = 3E~;’ (2.152f)
Lt
- /11 .
f = ¢(E>PAL7:2 + ¢my Ly (2.152¢)

Considera-se novamente que a viga é sujeita a uma variacio angular dada pela equagdo (2.148).
Os parametros utilizados na simulacgio sdo os mesmos do exemplo anterior, sendo que a massa con-

centrada m; = 10 kg. O tempo de partida considerado é Ts = 60 s. O tempo de partida considerado
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é maior, pois as freqiiéncias naturais da viga sdo menores neste caso. As velocidades de rotagao
considerados variam de ws = 0.5 rad/s a ws = 4 rad/s. Os resultados obtidos para a simulagao
numérica sdo dados na figura (2.15). Nota-se que o deslocamento calculado utilizando a aproxi-
macao linear diverge mesmo para velocidades de rotagido mais baixas. Para velocidades maiores que
ws = 0.5 rad/s, os resultados obtidos com a aproximagao linear divergem completamente. No caso
em que a velocidade de rotagao é dada por w, = 1 rad/s, as aproximagdes nao-lineares concordam
entre si. Entretanto, para velocidades maiores estas duas aproximagdes divergem entre si também.
Esta divergéncia é explicada em parte pelos termos de aceleracdo da massa concentrada, pois a

introducéo da massa aumenta os deslocamentos e forgas envolvidas (Lai, 1994; Fallahi et al., 1994).
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Figura 2.15: Comparagao entre os resultados obtidos para o deslocamento da extremidade livre da viga
utilizando diferentes aproximacoes para a deformagao da viga com uma massa concentrada na ponta.
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Capitulo 3

Modelagem matematica - acoplamento

rotor-viga girante

3.1 Introducgao

O modelo matemético de um rotor acoplado a palhetas flexiveis é desenvolvido neste capitulo.
A descrigao do movimento relativo entre os componentes deste conjunto é auxiliada pela metodolo-
gia de multiplos corpos (Shabana, 1989; Kane e Levinson, 1985; Santos, 2001). Ao longo deste
desenvolvimento, as equagtes de movimento sdo obtidas com o Método de Newton-Euler-Jourdain,

uma vez que nao é necessario calcular as forgas de acoplamento entre o rotor e as palhetas.

A dinamica deste conjunto formado por rotor rigido e palhetas flexiveis é analisada utilizando
trés diferentes configuracoes do rotor, sendo estes: (a) rotor plano com movimentos lineares apenas;
(b) rotor fixo em uma extremidade e apoiado sobre suportes elasticos, com movimentos angulares
apenas; e (c) rotor apoiado sobre suportes elasticos, com movimentos lineares e angulares. Em todos
os casos, o rotor € considerado rigido. Por outro lado, as palhetas sao aproximadas por vigas girantes
com uma massa concentrada em sua extremidade livre. A dindmica da palheta é aproximada por
trés diferentes abordagens, correspondentes as relagGes entre tensdo e deformacdo: (a) linear; (b)
linearizada de segunda ordem; e (c) ndo-linear com desacoplamento entre deslocamento e deformagao
na direcao longitudinal da viga. Tanto a formulacdo quanto implementagao destas trés abordagens
para uma viga girante foram apresentadas detalhadamente no capitulo (2). Busca-se agora analisar
o acoplamento dos movimento do rotor e das palhetas, a influéncia dos termos nao-lineares de
deformacao da viga girante e a importancia do enrijecimento centrifugo no conjunto formado por

rotor e palhetas.
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3.2 Equacoes de movimento de um rotor plano acoplado a palhetas

flexiveis

O primeiro modelo matemético a ser trabalhado é o de um rotor rigido plano, que apresenta
dois graus de liberdade, acoplado a quatro palhetas flexiveis. Dessa forma, os movimentos do
conjunto formado por rotor e palhetas estao restritos a um plano e o efeitos giroscépico do rotor nao
influencia a dindmica do conjunto. O esquema do modelo mecanico deste conjunto é apresentado na
figura (3.1). As palhetas sio modeladas como vigas, sem massa, conectadas a massas concentradas
em sua extremidade livre. A grande vantagem deste tipo de abordagem para o modelo matem4tico
do conjunto rotor-palhetas é a diminuicio da dimensdo das matrizes resultantes da equagao de
movimento, quando comparado com um modelo tridimensional do rotor. Os componentes deste
conjunto estao representados na figura (3.2), sendo que na figura (3.3) ressaltam-se os pontos de
acoplamento entre estes componentes e o centro do rotor.

v
/

Figura 3.1: Modelo mecénico de um rotor plano, apoiado sobre suportes flexiveis, acoplado a quatro palhetas
flexiveis.

A modelagem da deformacdo e deslocamento das palhetas seguird trés diferentes abordagens.
A primeira consiste em adotar que as relacdes entre deslocamento e deformacéo da viga sao linear-
es. Na segunda abordagem, termos néo-lineares de segunda ordem sao incluidos também, embora
seja possivel obter um modelo linearizado de segunda ordem. Nestes dois casos, considera-se que
a viga apresenta apenas deslocamentos transversais, devido & flexdo, sendo que os deslocamentos
longitudinais da viga sao desprezados. O terceiro modelo a ser discutido, por outro lado, inclui
tanto os deslocamentos transversais e quanto longitudinais. Neste caso, entretanto, a relacdo entre
deslocamento e deformagdo longitudinais é obtida de tal forma que o deslocamento longitudinal
¢ independente da deformagéo na mesma direcio. Ou seja, assume-se que a viga esti sujeita a
grandes deslocamentos transversais e que estes sdo responsiveis por parte do deslocamento longi-
tudinal, sendo que a outra parcela deste deslocamento é oriunda da deformac@o longitudinal. O
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modelo matemaético resultante nesta terceira abordagem, portanto, é nao-linear. Estes trés diferen-
tes modelos serao desenvolvidos procurando elucidar a importancia da escolha do modelo de viga
pertencentes a sistemas de muiltiplos corpos.

Figura 3.2: Diagrama geral — componentes do con-  Figura 3.3: Diagrama geral - pontos de acopla-

junto. mento entre os componentes do conjunto.

3.2.1 Sistemas de referéncia

Para descrever os movimentos do rotor e das palhetas sdo utilizados sistemas de referéncia
auxiliares. Estes sistemas sao méveis e soliddrios a cada um dos corpos do sistema. Para descrever o
movimento de um rotor acoplado a 4 palhetas flexiveis sao utilizados 5 sistemas de referéncia méveis
e um sistema de referéncia inercial. Cada um destes sistemas de coordenadas estéd representado na
figura (3.4). O sistema inercial, que serd chamado de I tem sua origem no centro do rotor, ponto C
em sua posicao néo deformada, sendo descrito pelas coordenadas (zo, %o, 20). A base Bj, soliddria
ao rotor, cuja origem também € o centro do rotor, é definida pela rotacao de ¢ em torno do eixo 2o,
sendo definida pelas coordenadas (z1,y1,21). Cada uma das bases B, com ¢ = 1,...,4 é soliddria
a palheta p;, sendo definida pela rotacdo de 6; em torno do eixo z; da base B;. A base B), € um
floating frame reference (Shabana, 1990). A origem de cada base B, é o ponto O;, ¢ = 1,...,4,
onde a palheta estd fixa ao rotor. As coordenadas desta base sdo (x;,&;,7;). Ressalta-se que, na
verdade, as bases B, est@o soliddrias ao rotor também, ou seja, & base By. Entretanto, é mais féacil

descrever a deformacao de cada uma das palhetas nas bases By, .

Os diversos sistemas de referéncia estdo relacionados por matrizes de transformagao de coor-
denadas, que permitem transformar um vetor qualquer de uma base para outra. Assim, um vetor

descrito coma auxilio da base inercial I, por exemplo, ;s pode ser rescrito com auxilio do sistema
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Figura 3.4: Sistemas de referéncia para descrever o movimento do conjunto rotor-palhetas.

de referéncia mével B; como
Bls=T¢' IS (31)
sendo que a matriz de transformacéo T é dada por

1 0 0
Ty= |0 cos¢ seng (3.2)
0 —sen¢ cos¢

Da mesma forma, um vetor qualquer, escrito com auxilio do sistema mdvel B, por exemplo,
B, S € escrito com auxilio do sistema de referéncia mével B,,, multiplicando pela matriz de transfor-
magao correspondente. As matrizes de transformacio que relacionam as bases B e B, sao dadas

por:

1 0 0
Tgi = |0 COS 9;’ sen 97; By, s = Tgi * B;S (3.3)
0 —senf; cosé;

3.2.2 Vetores de velocidade e aceleracao angulares

Os diferentes sistemas de referéncia sao definidos por rotagdes consecutivas a partir do sistema
de referéncia inercial. Para facilitar a montagem das matrizes de transformacao de coordenadas,
considera-se um sistema de coordenadas para cada rotacio em torno de um eixo. Este angulo
que define a rotagdo em torno de um eixo é utilizado para calcular as matrizes de transformacao,
que, portanto, relacionam os dois sistemas de coordenadas consecutivos. A derivada em relacao

ao tempo do angulo de rotacao também define a velocidade angular relativa entre os dois sistemas
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de coordenadas. A velocidade angular absoluta de um dado sistema referencial é a soma das
velocidades angulares relativas entre os diversos sistemas mdéveis consecutivos que resultam neste
sistema de referéncia. Consequentemente, a velocidade angular absoluta de um corpo é a velocidade
angular absoluta do sistema mével soliddrio a este corpo. A velocidade relativa do sistema mével
B; em relacdo ao sistema referencial inercial corresponde & prépria velocidade angular absoluta da
base B; é dada pelo vetor p,wp,, enquanto que o vetor p, €2, representa a velocidade de rotagéo
absoluta do rotor, que é solidario a base B;. Estes vetores siao dados por

¢ ¢

B1¥B; & 0 € B Q.=<¢0 (3.4)
0 0

A velocidade angular dos sistemas de referéncia By, i = 1,...,4, relativa ao sistema de

referéncia B; é nula, pois cada uma destas bases, da mesma forma que cada uma das palhetas, é
solidéria ao rotor. Dessa forma, a velocidade angular absoluta de cada um dos sistemas de referéncia
By, B, WB,,s © de cada uma das palhetas p;, By, S2p;s correspondem a velocidade angular absoluta
da base Bj, e sao dadas respectivamente por:

é ¢
BpwBy, = To,- BiwB, = (0, e B, =To - 5 =10 (3:5)
0 0

Os vetores de aceleracao angular absoluta, seja dos sistemas mdveis de referéncia e quanto
dos corpos, sao dados pela derivada total, em relacao ao tempo, dos vetores de velocidade angular.
O vetor de aceleragao angular do sistema de referéncia Bi, que coincide com a aceleragao angular
do rotor, e o vetor de aceleragao angular de cada uma dos sistemas méveis By,, que coincidem com

a aceleracao angular de cada uma das palhetas p;, sdo dados respectivamente por:

¢ _ ¢
BwB, = BSkr =490, e p,wp, =B, 0 =40 (3.6)
0 0

3.2.3 Vetores de posicao

A figura (3.5) apresenta os vetores de posicdo do centro de massa do rotor e de cada uma
das palhetas p;. Os vetores de posicao absoluta do centro de massa, de cada um destes corpos, sao

calculados somando-se os vetores de posicao relativa que estdo apresentados nesta figura.

Para obter o vetor de posigao absoluta do centro de massa do rotor, p,rc-, sao utilizados dois
vetores auxiliares, que sao: o vetor de posicao do centro geométrico do rotor C, rr¢ ; e o vetor de
posigao relativa do centro de massa do rotor, C*, a seu centro geométrico, C, p,rcc+. Este dltimo

vetor é mais facilmente representado com auxilio do sistema mével By, solidéria ao rotor. Os vetores
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Figura 3.5: Vetores de posicao relativas do centro do rotor, centro de massa do rotor e palhetas.

auxiliares, de posicao relativa, sdo dados por

0 0
Irc =< Yo € B Tcex = { e cosp (3.7)
Zo e sen

Portanto, o vetor de posicao absoluta do centro de massa C*, B, Tc+, € dado por:

B re- =Ty - 1rc + piree- (3.8)

Para obter o vetor de posicdo absoluta de cada uma das massas concentradas (palhetas),
Bp;Tp;> 530 empregados, também, vetores auxiliares, que representam posicoes relativas entre os
corpos. Assim, tem-se o vetor de posi¢do relativa do ponto O;, fixacao da palheta ao rotor, em
relacdo ao centro do rotor C, B,,TO; € o vetor de posicao da extremidade livre da palheta, relativa
ao ponto O, B, Li , que define a localizacdo da massa concentrada na ponta da palheta. Finalmente,
deve-se somar também o vetor de deslocamento da ponta da palheta devido & deformacao eléstica,

By, ui- Cada um destes vetores auxiliares de posicdes relativas sao dados por

0 0 0
B, TO; =Ti¢ » B, Li=qLip e p,u=4(0 (3.9)
0 0 z;

Assim, o vetor de posicdo absoluta da extremidade livre da palheta, descrito com auxilio da
base Bj,, e dos vetores auxiliares, é dado por

Bp:Tp; = To, - Ty - 1rc + B, ro, + B, Li + g, u; (3.10)
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3.2.4 Vetores de velocidade e aceleracao do centro de massa do rotor

Os vetores de velocidade e aceleracdo do centro de massa do rotor, C* nao coincidem com
o centro do rotor, C, uma vez que uma excentricidade e foi incluida para modelar o desbalanco
do rotor. Desta forma, os vetores de velocidade e aceleracdo do centro de massa do rotor sao
calculados em funca@o dos vetores do centro do rotor e da velocidade e aceleragao relativa entre
estes pontos. Os vetores de velocidade, v¢, e aceleracdo, rac, absolutas do centro do rotor C sao
obtidas, diretamente, das derivadas destes vetores em relagao ao tempo. Estes vetores sao dados,

respectivamente, por

0 0
ve = 4 Y% e 1ac =4 % (3.11)
2o Zo

Estes mesmos vetores podem ser representados com auxilio da base Bj, de tal forma que se

obtém:
0
B,ve=T¢- IVvc= § YocOs® + Z,5en ¢ (3.12)
—YoSen ¢ + Z, cos @
0
B,ac = Ty - 1ac= 4§ Yocosp + Z,sen ¢ (3.13)
—YoSen ¢ + 2, cos ¢

A velocidade do centro de massa do rotor é, entao, obtida pela soma do vetor de velocidade do
cento do rotor, v, com a derivada do vetor de posicao do centro de massa ao centro do rotor, rg.
Aquele vetor é representado mais facilmente no sistema inercial I, ;ve+. Analogamente, o vetor de
aceleracdo do centro de massa, rac-, é obtida somando a aceleragao absoluta do centro do rotor e
a derivada segunda do vetor de posicao relativa entre o centro do rotor e o centro de massa, rg. Os
vetores de velocidade e aceleracao do centro de massa do rotor, representados no referencial inercial

I, sdo finalmente dados por

d
IVex = IVC"'Tg . (a(BerC*) + BWB; X BerC*>

0 (3.14)
= Yo — epsen(p + @)
Zo + epcos(p + @)
T d? d
jac+ = jac + T¢, . (Eﬁ(BerC*) +2p,wp, X E(Blrcc*)-i-
B;wWB;, X BYccr + BiwWB; X BiwWB; X BerC*)
0
= { i, — ed® cos(p + ¢) — edsen(p + ¢)
£, — ed? sen(ip + @) + e cos(p + ¢)

(3.15)
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3.2.5 Vetores de velocidade e aceleragio das palhetas

Os vetores de velocidade e aceleracdo das palhetas sio obtidas de maneira andloga ao centro
de massa do rotor. Na verdade, estdo sendo considerados os vetores de velocidade e aceleracao da
massa concentrada fixa & ponta da palheta, uma vez que a massa da viga é desprezada. A velocidade
de cada uma das palhetas p; é obtida somando-se o vetor de velocidade do ponto O;, em que a viga
estd montada ao rotor, & velocidade relativa da palheta a este ponto, derivada do vetor de posicao
By, Li- Por sua vez, o vetor de velocidade do ponto O; é a soma do vetor de velocidade do centro do
rotor C e a derivada do vetor de posi¢do do ponto O;, ro;- Os vetores de velocidade e aceleracio,
B,,VO; € B, a0, respectivamente, sdo dados por

B, VO; = Ty, - Ty 1ve + By, WB,, X B, TO;
0

) (3.16)
= Yo cos(¢ + 6:) + zo sen(¢ + 6;)
—Yosen(@ + 6;) + 2, cos(¢ + 6;) + ;¢
By, ao; = Tgi ) T¢’ T1ac+ (BPidJBPi x Bp, TO; + BPinPi X Bp; @By, x By, roi)
0 (3.17)

—ri@? + ijo cos(¢ + 6;) + 2, sen(¢ + 6;)
i — Yosen(¢ + 6;) + %, cos(¢ + 6;)

il

Deve-se notar na equagdo anterior que os termos relacionados a aceleracdo de Coriolis e
aceleracao relativa nao aparecem na expressio da aceleracdo, pois o vetor ro, é um vetor soliddrio
ao sistema de referéncia Bj, e, portanto, soliddrio ao rotor. Finalmente, os vetores de velocidade e

aceleracao de cada uma das palhetas p; Bp, Vp; € B,, ap, Tespectivamente, sao dados por

d
BPin‘i = BPiVOi + Z‘Z_Z(Bpiui) + BPinPi X (sz.Li + BPiui)

0 . (3.18)

= Yo coS(p + ;) + Zosen(¢ + ;) — z¢

—Josen(¢ + 6;) + z,cos(¢ + 6;) + 2 + Lid + ri¢
d? d
By, ap;, = By, ao; + 275—2(3;,1. ui) + 2BP1: wBPi X —CE(BPi ui)
+ By, “"’Bpi x (Bpi L; + By, ui)
+ By, WBy, X Bp,WB,, X (BPiLi + Bpiui) (3.19)
0

= —2%6— (L; + ri)q§2 — 2+ Yo cos(@ + ;) + Z,sen(¢ + 6;)
~z0? + & + (Li + 73)6 — dio sen(¢ + 6;) + Z, cos(¢ + 6;)

Deve-se notar que o vetor de posi¢do da palheta é composta de duas parcelas: a localizacao

da palheta em relagao ao ponto O;, vetor L;, e a deformagao eldstica, vetor u;. Apenas a parcela
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referente & deformacao eldstica apresenta derivada em relacdo ao tempo, assim os termos referentes

3 velocidade e aceleracao relativas e aceleragao de Coriolis do vetor L; s&o nulos.

3.2.6 Vetores de forcas externas

Os esforgos externos atuantes sobre o conjunto rotor-palhetas sdo apresentados na figura
(3.6). Portanto, os esforcos sobre o rotor sao a forca peso de cada um dos corpos. Estas forgas sao

representados no sistema referencial inercial I, sendo que os vetores correspondentes sao dados por

(0

P,= 0 (3.20)
Lo,
(0 0

Pp;, = 0 ou ainda By, Pp, =  —g sen(¢ + 6;) my, (3.21)
1—9 mp, —g cos(¢ + 6;) my,

Figura 3.6: Forgas externas atuantes sobre o conjunto rotor-palhetas.

As forcas de acoplamento entre o rotor e cada uma das palhetas nao sao apresentadas, pois
estas sao forgas internas do sistema. A metodologia de obtengao de equagdes de movimento empre-
gada, o principio de Jourdain (Shabana, 1989; Baruh, 1999; Santos, 2001), baseia-se na obtengao das
poténcias virtuais do sistema. Desta forma, forgas que nao realizam trabalho, ou no caso, poténcia,

nao precisam ser consideradas durante a modelagem.

3.2.7 Propriedades inerciais

A massa total do rotor € representada nas diregoes z, y e z pelas grandezas escalares mj, mo

e ms, considerando-se que a massa mével em cada uma das direcoes possa ser diferente. Assim, a
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massa do rotor € representada matricialmente por:

mi 0 0
m-=[(0 mg O (3.22)
0 0 ms

O tensor de inércia do rotor em relagdo ao centro de massa do rotor é dado por:

I; 0 O
Blc-=10 I, 0 (3.23)
0 0 I3

A massa de cada uma das palhetas é dada por myp,. Neste modelo a massa da palheta corres-
ponde & massa concentrada na extremidade livre, pois adota-se que a massa da viga distribuida é
muito menor que a massa concentrada. Além disso a inércia da massa da palheta é desprezada. A
matriz de massa da palheta p;, entdo, dada por:

mp, 0 0
my,=|0 my O (i=1,...,4) (3.24)
0 0 my,

3.2.8 Jacobianos das velocidades dos corpos

A metodologia utilizada para a obtencao das equacdes de movimento do modelo matemético
do conjunto rotor-palhetas envolve a aplicagdo do Principio de Jourdain, ou ainda, principio das
poténcias virtuais. A equagdo de equilibrio dindmico entre as poténcias virtuais das forcas de inércia
, das poténcias virtuais das forcas externas e da energia potencial leva & equacéo de movimento. En-
tretanto, para obter as poténcias virtuais é necessério projetar as forcas na direcdo das coordenadas
generalizadas do sistema.

As coordenadas generalizadas representam o conjunto minimo de coordenadas, suficiente para
descrever a configuragdo de um sistema, em qualquer instante de tempo. Este conjunto de coor-
denadas ¢ linearmente independente e corresponde aos graus de liberdade do sistema. No caso do
modelo do conjunto rotor-palhetas, o nimero de graus de liberdade é seis, sendo que as coordenadas
generalizadas sao dadas por:

T
at) = {5elt) () 2() =) =) ) (3.25)

Portanto, os graus de liberdade do sistema correspondem aos deslocamentos do centro do
rotor, y, € 2o, € aos deslocamentos das palhetas z;. Definido o conjunto das coordenadas generaliza-
das, deve-se determinar os vetores de diregdo para projecio das forcas, que sdo determinados pelo
jacobiano das velocidades do ponto em que as forcas sdo aplicadas. No caso das forgas de inércia,
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este ponto é o préprio centro de massa de cada um dos corpos em relagoes ao vetores. O jacobiano

é a derivada do vetor de velocidade em relag@o ao vetor ¢(t).

No caso do rotor, o jacobiano da velocidade do centro de massa do rotor, ;Jv.. , € o jacobiano

da velocidade angular do rotor, p,Jq, sao dados, respectivamente, por
d d
Hver = a—c.l-(IVC*) e pJda,. = a‘('-:l’(Blﬂr) (3.26)

Com a determinagdo do jacobiano do centro de massa do rotor, o vetor de aceleracao pode ser
escrito em fungao do jacobiano ;Jy.. e da derivada segunda do vetor de coordenadas generalizadas
q(t). A forma deste vetor serd usada posteriormente na equagao de equilibrio. Desta maneira

obtém-se
IaC"‘ = [IJVCn}d+ IjaC* e Blﬂr = [B1Jnr]éi+ Bljﬂ,,, (3'27)

Analogamente, o jacobiano do vetor de velocidade do centro de massa de cada uma das
palhetas p; e o vetor de aceleracao sao dados por:
d

Jap. = __'_(Bpi Vpi) € By, = [Bpi Japi]ii+ BPijaPi (3'28)

BP T dq

i

3.2.9 Energia potencial

No caso de elementos como molas e corpos eldsticos, a poténcia virtual correspondente, ou
ainda forca generalizada, é dada diretamente pela derivada da energia potencial em relagao ao vetor
de coordenadas generalizadas q(t),

onr

Fr=-3g

(3.29)

onde 7 é a expressao da energia potencial.

No caso do rotor, energia potencial é armazenada nos suportes eldsticos. De maneira simpli-
ficada, a expressao da energia potencial 7, é dada por

= %(kyyg + kzzg) (3.30)

onde ky e k, representam os valores de constante de mola dos suportes elésticos nas diregoes y e z,

respectivamente.

No caso das palhetas, a energia potencial é armazenada nas palhetas (vigas), devido & defor-
magao elasticas das mesmas. Utilizando, a expressdo para a energia potencial linear em um viga, a
energia potencial de cada palheta é dada por

1 rh &%v;\ 2
= /0 B1(5e) de (3.31)
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Com a utiliza¢ao da fungao de interpolacio apresentada no capitulo anterior, equagao (2.137b),
o deslocamento ao longo de cada uma das vigas é dado por

3 2 3
Uz(&) = fg (Lz%‘ - %)Zi (3.32)

E portanto, a energia potencial de cada palheta p; é dada por

Tp, = g—(%)zf = %kizf sendo k; = (%) (3.33)

3.2.10 Equagoes de equilibrio dindmico — equagdes de Newton-Euler-Jourdain

O ponto de equilibrio entre as poténcias virtuais do sistema, quando a poténcia ativa das
forgas inerciais se iguala & poténcia ativa das forgas externas, fornecem as equacoes de Newton-Euler-
Jourdain . O resultado é o sistema de equacdes de movimento do sistema. Neste tipo de metodologia,
as forgas internas passivas, ou par de forgas interna passivas que nio realizam trabalho, ndo precisam
ser estimadas. Esta é a grande vantagem deste tipo de abordagem para modelar sistemas de
multiplos corpos, a diminui¢édo do nimero de vetores de forca desenvolvidos. As poténcias virtuais
sao a projecao das forcas na direcio das coordenadas generalizadas de um determinado sistema,
sendo que esta diregao é definida pelo jacobiano da velocidade do centro de massa de cada um dos
corpos (Shabana, 1989; Baruh, 1999; Santos, 2001). A forma da equagao dinamica de equilibrio é
dada por

N Ky N d(ﬂ ) Km K 8’ﬂ'k
T _ n T . n .
>3, [mean— Y Fi|+ 3 9F, L. G X (1) =S MR+ 2q =0 (339

n=1 k=1 n=1 =1 1
sendo Jy,, o jacobiano da velocidade do centro de massa do corpo k, a,, o respectivo vetor de ace-
leragao, mp, sua massa, {2, o vetor de velocidade angular absoluta, Jq, , o jacobiano da velocidade
de rotacao, e, Ik, o tensor de inércia do corpo. O ndmero total de corpos do sistema é N, sendo
que cada destes pode estar sujeito a K forcas externas, F7%, e K momentos aplicados, M7.

Para simplificar a manipulagéo destas equacdes de movimento, a forma do vetor de aceleracio
do corpo n é rescrito em fungao do jacobiano da velocidade do centro de massa, do vetor da derivada
segunda das coordenadas generalizadas ¢ e de um vetor residuo, o qual nao apresenta termos de
derivada segunda. Da mesma forma, o vetor da derivada da velocidade angular € rescrito. Estes

dois vetores sao, entao, representados respectivamente por

a2,
dt

an = [Jy,]d+Ja, € = [Ja.]4 +ja, (3.35)

A forma das equagdes de Newton-Euler-Jourdain, apresentadas nas equacoes (3.34), com a

substituicao destas novas expressoes dos vetores de aceleracéo, equacao (3.35), finalmente é dada
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por:

N
S (3%, madv,)d+ I maja, + [, InT0,)d + 35, Lia,

n=1

(3.36)
+35, [Qn x 1,2,] =37 ZF“ -J5 ZM”) +Z ‘9”’“ -

No caso do sistema formado pelo conjunto do rotor plano com palhetas flexiveis, o nimero
total de corpos é cinco, sendo que seis coordenadas generalizadas definem sua configuracao. Os
jacobianos da velocidade do centro de massa do rotor, de sua velocidade angular, bem como do
centro de massa de cada uma das palhetas p; foram apresentadas nas equagoes (3.26), (3.27) e (3.28),
respectivamente. As forcas externas, forga peso, foram apresentadas nas equagoes (3.20) e (3.21).
Finalmente, as expressoes para a energia potencial armazenada nos suportes eldsticos, 7, e nas
vigas devido & deformacdo, 7, foram apresentadas nas equagoes (3.30) e (3.33), respectivamente.
A substituicdo destas expressoes na equagao (3.36) resulta na equacao de equilibrio dindmico do
conjunto:

4
(37 .m Iy, +38 1c-30, + > I0 mpJy, 1§+ 3T movs, + 3§ Tevig, + I, [ x Io- Q]+

=1

4
+ ZJ%—‘Pi mrjapi VC* P ZJ Ppi + %q Z 871';,1 _

i=1 i=1
(3.37)

3.2.11 Equagoes de movimento
(A) Modelo linear

A equagdo de movimento resultante para o modelo matematico linear é obtido diretamente

da equacao de equilibrio (3.37). Apds rearranjar os termos desta equagao, obtém-se

M(8)d + C(¢,9)a + [K + Ka(6,6%) + Ka(¢, 6)]a = fa(¢, 8°) + fa(d, 6) + £5(8) (3.38)

A forma destas matrizes e destes vetores estd apresentada nas equagoes (3.39), (3.40) e (3.41),
sendo que se deve ressaltar que as matrizes de massa, M(¢), coriolis, C(¢, d)), rigidez centrifuga,
Ka(o, ¢2) e rigidez associada a aceleracao angular é, K (9, ¢>), e os vetores de forca rotacional,
£fo(o, $%), forca associada a aceleragao angular &, fa(0, ), e forca peso, f,(¢), sao variantes com o
tempo, pois dependem do &ngulo ¢. No caso em que o rotor opera com velocidade constante, a
forma de variacao destas matrizes é periddica. Nestas condigoes o sistema € linear, embora variante
no tempo. Este tipo de variagao nos coeficientes das matrizes introduz uma excitagdo paramétrica
no sistema. Contudo, a matriz de rigidez estrutural, K é constante. Os vetores de excitacao, lado

direito da equagao (3.38), também representam funcoes periédicas no tempo. O modelo resultante
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é classificado de linear, pois as equagdes diferenciais de movimento sio lineares. Neste caso, as
relagoes lineares entre deslocamento e deformagcdo sio utilizadas para estimar a energia potencial
da viga, de acordo com a equagéo (3.31).

(B) Modelo linearizado de segunda ordem

No modelo matemdtico do conjunto rotor-palhetas apresentado anteriormente assume-se que
a deformagao das vigas é linear. Contudo, de acordo com os resultados apresentados no capitulo (2)
para um viga girante, a teoria de linear de vigas nio é adequada para modelar este tipo de problema.
Inicialmente porque, devido & rotagéo do corpo, os deslocamentos da viga sdo maiores e a hipétese
de pequenas deformacoes ndo pode mais ser considerada. Na verdade, os termos nio-lineares da
relagao deslocamento e deformagao sdo responséveis pelo efeito de enrijecimento centrifugo da viga,
ou seja, o aumento das freqiiéncias naturais da viga com o aumento da velocidade de rotacao e,
portanto, devem ser incluidos no modelo matemético.

Um modelo linear, todavia pode ser obtido, incluindo apenas os termos de deformacao de
segunda ordem. Estes termos sdo considerados a partir da inclusio de uma matriz de rigidez
geométrica, que € calculada em fungéo das forcas normais, as quais agem na dire¢do longitudinal da
viga. A inclusdo da matriz de rigidez geométrica implica que a influéncia da acelerago centrifuga,
a que a viga estd submetida devido & rotacdo, é transferida para o movimento de flexdo da viga
(Simo e Vu-Quoc, 1987), enrijecendo-a. Por outro lado, no modelo linear estes dois fenémenos estio

desacoplados.

A matriz de rigidez geométrica é estimada a partir da energia potencial da palheta, que neste

caso, é dada por

Tp: = %‘/OL (682;;1 d§1 / Ni(&) 3’01) dg; (3.42)

ou simplesmente,

Tp; = T, + Mg, (3.43)

A energia potencial de cada uma das palhetas p;, neste caso, € formada por duas parcelas: m,,
associada as deformagGes lineares, correspondente & energia potencial apresentada na equagao (3.31),
e Tg,, associada a rigidez geométrica, em funcio da forca normal atuante na dire¢ao longitudinal da

viga.

A forga normal atuante em cada palheta p; é calculada a partir das condicbes iniciais nulas do
movimento. Considera-se que a distribui¢io da forca normal ao longo da viga é desprezivel, uma vez
que a massa da viga fol desprezada, de tal forma que apenas a contribui¢do da massa concentrada
é considerada, sendo que a forga normal é aproximada por (Kane et al., 1987)

Ni(&) = mp,(Li +7:)8° (3.44)
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A segunda parcela da energia potencial Tg;, associada & rigidez geométrica, é portanto dada

por

1 [ 10 [ 0V;\ 2
o= /0 g (Li 1) (52) des (3.45)

Utilizando a fungao de interpolacao para o deslocamento transversal da viga v;, equagao (3.32),
a energia potencial devido ao enrijecimento centrifugo ¢ dada por:

3
T 5L

Tg Mp: 8 (Li +13)27 (3.46)

A equagao de movimento resultante para o novo modelo matemitico é obtido diretamente
da equagdo de equilibrio (3.37). Este novo modelo serd chamado de linearizado de segunda ordem,
visto que, embora o modelo resultante seja linear, termos nio-lineares de segunda ordem foram
empregados durante sua formulagdo. A diferenca, neste caso, encontra-se na expressio para a
energia potencial das palhetas, que é dada pela equacéo (3.43). Finalmente, a forma da equacio do
modelo linearizado de segunda ordem é dada por

M(¢)d + C(¢, #)a + [K + Ka(é,¢?) + Ka(d, é) + Kolq=fa(¢,6%) + fa(4,9) + £,(¢)  (3.47)
Portanto, esta equagao é praticamente idéntica & obtida para o modelo linear, com excecao

da matriz de rigidez geométrica agora incluida. As matrizes e vetores da equacao (3.47) foram

apresentadas nas equagdes (3.39), (3.40) e (3.41) e a nova matriz de rigidez geométrica é dada por:

[0 0 0 0 0 0 ]
00 0 0 0 0
Kg=¢52 0 0 mpls(leL-trl) 6((1)2 ) 0 0 (3.48)
00 0 Mpy =S5 0 0
00 0 0 mp, 2LetTs) 0
0 0 0 0 0 myp, ST |

Na equagdo (3.47), a matriz de rigidez geométrica é constante ao longo do tempo, sendo
responsavel pela inclusao do efeito de enrijecimento centrifugo. A grande vantagem deste tipo de
modelo linearizado de segunda ordem, é sua simplicidade e facilidade de implementacdo numérica.
Entretanto, restringe-se a situacdo em que o rotor opera com velocidade constante, ou ainda, em
que a forga normal ao longo da viga possa ser aproximada pela equagao (3.44).

(C) Modelo nao-linear

O terceiro modelo matemdtico desenvolvido para conjunto rotor-palhetas apresenta a forma

mais geral das equagbes de movimento, obtido quando a deformacdo da viga é estimada a partir
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de teorias nao-lineares, ou ainda relagoes nao-lineares entre deslocamento e deformagdo. Neste ca-
so, é necessario considerar tanto deslocamentos transversais quanto longitudinais para expressar a
relagao entre deslocamentos e deformagoes da viga. Entretanto, este tipo de abordagem, completa-
mente nao-linear, leva a uma implementagao numérica instével e pouco eficiente. Do ponto de vista
dindmico, isto implica em considerar um grande nimero de modos longitudinais para que a vibragéo
das palhetas, que se acoplam nas diregoes longitudinal e transversal, seja corretamente considerada.
Do ponto de vista da discretizacdo da viga, isto implica que a viga deve ser discretizada com um
grande nimero de elementos, caso o esquema de discretizagéo seja o Método dos Elementos Finitos,
ou que um grande numero de func¢des de interpolacdo seja considerado, no caso do Método dos
Modos Assumidos. No caso do modelo matemadtico do conjunto rotor-palhetas, em que vérias vigas
sdo acopladas ao rotor, isto leva ao aumento do nimero de graus de liberdade do sistema. Do ponto
de vista numérico, outra dificuldade é adicionada quando a rigidez longitudinal é muito maior que a
rigidez transversal, sendo necessdrio utilizar um incremento de tempo muito pequeno na integracao
numérica (stiff problem). Uma maneira de contornar estas dificuldades é utilizar um modelo para a
viga em que as deformagoes e deslocamentos longitudinais sejam desacopladas, ou seja, o desloca-
mento axial é resultado do deslocamento transversal, devido & hipétese de grandes deslocamentos.
Assim, contorna-se tanto o problema da necessidade de incluir vérios modos na formulagao quanto o
problema do pequeno incremento de tempo na integragao numérica. O resultado é um modelo mais
estével numericamente e também com menor nimero de graus de liberdade. Entretanto, restrito a
um sistema em que a rigidez longitudinal é muito maior que a rigidez transversal (Radisavljevic e
Baruh, 2001).

No caso deste modelo é necessario, portanto, incluir o deslocamento de cada palheta. O vetor

de deslocamento, p, u;, anteriormente apresentado na equagao (3.9), é rescrito como

0
Bp, Wi = \ ¥i (3.49)

Zi

O deslocamento longitudinal y; de cada palheta p; é calculado em funcdo do deslocamento
transversal v;, assumindo que a deformacao na diregao longitudinal é nula, conforme a metodologia
apresentada no capitulo (2). A funcao de interpolacao para o deslocamento transversal v;(§;) é a
mesma apresentada na equacao (3.32). Assim, a fun¢do de forma utilizada nesta formulagdo é a
mesma utilizada na formulacao linear. O deslocamento longitudinal na extremidade livre da viga

é, entao, dado em fungao do deslocamento transversal z;, de acordo com

1 L 62 2 . 3
W) = —3 /0 (38) de: ouainda, wi(e) = —zr=(6)? (3.50)

O novo vetor de posicao da palheta, devido & deformacao eléstica, é dado por:

By Wi =\ —55:% (3.51)
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O vetor de posigéo absoluta da palheta foi apresentado na equacao (3.10), sendo que o vetor
Bp, Wi € dado pela equacdo anterior. A velocidade e aceleragao absolutas da palheta p; sdo obtidas
utilizando as equagdes (3.18) e (3.19), mas com a equagio (3.51) para o deslocamento relativo da
palheta. Deve-se notar que as derivadas em relacio ao tempo do deslocamento y; sdo dadas por:

, 6 . § 6 . 6 .,
Y = —gfi—zizi Y, = —gz—izizi - -SEZ,L- (352)

A velocidade e aceleragio absolutas da palhetas sao, entao, dadas por

0
Bpivpi = yo COS(¢ + 91) + 2:’0 sen(qb + 91) - zié - Bz—izi;},- (353)
—Yosen(¢ + 6;) + z, cos(¢ + 0;) + % + Lid + rid — %zfgb

0
Bp,3p; = —23:¢ — (Li +7:)8% — 2:0 + §jo cos(é + 6;) + Z,sen(¢ + 6;) — iz,z2 - sL 252 + E—z 242 (3.54)
—zid® + F + (L: + rz)qb Yo sen(¢ + ;) + %, cos(¢ + 6;) — zzzzqﬁ — 2¢

O vetor de coordenadas generalizadas é o mesmo do problema linear, pois embora os deslo-
camentos longitudinais estejam incluidos na formulagio, nio foram introduzidos novos graus de
liberdade ao sistema. O procedimento de obtencio das equacdes de movimento é, também, o mes-
mo apresentado para o modelo linear a partir das equacdes de Newton-Euler-Jourdain (3.36). E
necessario, contudo, recalcular os jacobianos da velocidades das palhetas p;, de acordo com as
equagbes (3.28). Por outro lado, os jacobianos das velocidades do rotor nio se alteram. A energia
potencial da viga é calculada utilizando a teoria linear de deformagoes, de acordo com a equacio
(3.33). Desta forma, a equacao de movimento resultante é dada, por:

[M(¢) + Mi(¢,a) + Mz(¢,9)]d + [C(¢,8) + C1(¢, 6, )] a+
[K + Ka(9,6°) + Ka(#, 6) + K1 + Kp(¢)] a = fa(4,6%) + £a(4, 6) + £,(¢)
+f; (¢a ¢.527 CI) +fo (¢7 (}).7 q) +f3 (QS, q, q) (355)

Nesta equagao as matrizes M(¢), C(g, qS), K, Kq(¢, ¢32) e Ku (o, ¢) sao as mesmas dadas nas
equagdes (3.39) e (3.40), e os vetores fo (¢, ¢2), £.(0,0) e f,(#) sao os mesmos das equagdes (3.41). As
novas matrizes e vetores nesta equagao de movimento sio dados das equagdes (3.56), (3.57) e (3.58).
Deve-se notar que a matriz K; corresponde & matriz de rigidez geométrica obtida na equagéo (3.48).
Isto significa que o modelo nao-linear contém o modelo linearizado de segunda ordem apresentado
na equagao (3.47). A matriz de rigidez K, é obtida a partir da forca generalizada associada a forca
peso e depende apenas do &ngulo ¢. As matrizes M; (¢, q), Mos(¢,q) e C1(¢,¢,q) dependem do
deslocamento da viga, da mesma forma que os vetores f; (¢, 2, qQ), f2(6,6,q). O vetor f3 (¢,49,9)
depende dos deslocamentos e velocidades da palheta. Isto implica que para pequenos deslocamentos
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e baixas velocidades o modelo nao-linear tende para o modelo linearizado de segunda ordem, equacao
(3.47). A diferenca entre os dois modelos é maior para maiores velocidades angulares, quando os
deslocamentos longitudinais da massa concentrada passam a ter influéncia maior na dindmica do

sistema.

3.3 Equacoes de movimento de um rotor com efeito giroscépico

acoplado a vigas

O segundo modelo matematico a ser desenvolvido é o de um rotor rigido, que est4 fixo em uma
das extremidades e apoiado sobre suportes eldsticos na outra, de tal forma que apenas movimentos
angulares do rotor sao permitidos. Este rotor estd também acoplado a quatro palhetas flexiveis.
Este tipo de configuracao do conjunto procura acentuar a influéncia dindmica do efeito giroscépico
do rotor, bem como analisar como ocorre o acoplamento entre os movimentos da palhetas e os
movimentos angulares do rotor. O esquema do modelo mecénico deste conjunto é apresentado na
figura (3.7). As palhetas sao modeladas como vigas, sem massa, conectadas a massas concentradas

em sua extremidade livre, da mesma forma que no modelo mecénico do rotor plano.

A metodologia para o desenvolvimento das equagbes de movimento deste segundo modelo
é idéntica & apresentada anteriormente. Consequentemente, nesta se¢iao sdo apresentadas apenas
as etapas diferentes, sistemas de referéncia e vetores de posi¢ao deste novo tipo de sistema, em

comparagao ao caso anterior.

Inicialmente, para descrever os movimentos do rotor, sao necessdrios dois outros sistemas de
referéncia, correspondentes aos deslocamentos angulares, I e 3, do rotor. A partir do sistema de
referéncia inercial, I, é realizada uma rotagido de I em torno do eixo zp, que define um sistema de
coordenadas auxiliar, A;, cujas coordenadas sdo (zg4, Ya, 24). Em seguida, é realizada uma rotagdo de
B3 em torno do eixo y,, que define um segundo sistema de coordenadas auxiliar, Ag, cujas coordenas
sao (zb, Yb, 25). Finalmente, é realizada uma rotacdo de ¢ em torno do eixo zp, que define o sistema
de coordenadas B, soliddrio ao rotor, e cujas coordenadas sao dadas por (z1,y1,21). Este tltimo
sistema de coordenadas é equivalente ao sistema B; apresentado no modelo do rotor plano, pois é

solidério ao rotor, embora agora seja definido com um ntimero maior de rotagées auxiliares.

O sistema de coordenadas inercial, I, e o sistema de coordenadas Bj, soliddrio ao rotor, sao
relacionados pelas matrizes de transformacao de coordenadas Tr, Tg e T4. No caso do rotor
plano, apenas a matriz Ty era necessaria para relacionar os dois sistemas de coordenadas. As novas
matrizes de transformagao de coordenadas, associadas as novas rotagoes auxiliares, e, consequente-

mente a relacao entre um vetor escrito no referencial inercial, I e solidario ao rotor, B;, sdo dados
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Figura 3.7: Modelo mecanico de um rotor montado por meio de uma rétula em uma extremidade e apoiado

sobre suportes elasticos na outra.

por
cosI" senl’ 0O cosB 0 —senpf
Tr= |—senT’ cosI' 0f e Tg=| 0 1 0 (3.59)
0 0 1 sen3 0 cosf
B;s = TyTpTr - 1s (3.60)

Devido ao aumento do nimero de rotacgoes auxiliares, a forma do vetor de velocidade angular
absoluta da base B; também é alterada, sendo que as velocidades angulares, derivadas, destas
rotacoes devem ser incluidas. Dessa maneira, o novo vetor de velocidade angular da base Bj,
B, wWB,, bem como a o vetor de velocidade angular do rotor p, €2, sdo agora escritos como

¢ 0 0 —TI'senB+¢
BwB, =40, +Ty- B+ Ty -Tg-<0,p = Bcos d + I cos Bsen ¢ (3.61a)
0 0 r —Bsenqﬁ—l—f‘cos,@cosgb
B = BWB (3.61b)

O vetor de velocidade angular absoluta de cada uma das palhetas p;, By, 2p;, também ¢ alterada e

assume uma nova expressao em funcao das rotagoes I' e 3, sendo entdo dada por

—I'senfB+ ¢
Bp,WB,, = L6, - BiwWB, = Bcos(¢+ 6;) + I cos Bsen(d + 6;) (3.62)
—Bsen(¢ + 6;) + I cos B cos(¢ + 6;)

By ki = B, @B, (3.63)

97



Finalmente, um novo vetor de posicdo do centro do rotor, C, deve também ser definido. A
figura (3.3) apresenta os vetores de posicado do centro de rotor e do ponto onde o rotor é apoiado
sobre suportes eldsticos. A posicao relativa dos outros pontos, entretanto nao se altera, sendo os
mesmos apresentados na figura (3.5). O vetor de posi¢éo do centro do rotor, escrito agora no sistema
solidario ao rotor é dado por

To
Birc =40 (3.64)
0

' B

J

\

£
ji

i
@

Figura 3.8: Vetores de posicdo do centro do rotor C e ponto de apoio dos mancais B.

Consequentemente, os vetores de velocidade e aceleracio centro do rotor também assumem
nova forma, sendo dados por

d d
B,VC = E(Blrc) T BiwWB, X BiIc € pac= E(E&VC) + BwWB, X B, Ve (3.65)

Os vetores de posigao relativa do centro do rotor ao centro de massa g, rec-, equacio (3.8), do
centro do rotor ao ponto que a palheta p; é fixa ao rotor, B,,T0O;, do ponto O; & ponta da palheta,
By, Lii, e o vetor de deslocamento devido & deformacio elastica, B,, Ui, dados na equagao (3.9), ndo
se alteram. Por conseguinte, a forma de obtencio dos vetores de velocidade e aceleragdo dos pontos
O; e da palheta p;, equagdes (3.16), (3.17), (3.18) e (3.19), nao muda, embora o resultado final
seja diferente, pois os vetores de posicao, velocidade e aceleracao do centro do rotor sio novos. Os
vetores de forga externa também néo se alteram sendo dados pelas equagoes (3.20), forca peso do
rotor, e (3.21), forca peso da palheta.

A expressao para energia potencial do rotor 7, também é alterada. Neste caso, inicialmente
é necessdrio obter o vetor correspondente & deformacio dos suportes eldsticos. Este vetor é obtido

pela diferenca entre o vetor de posicdo da ponta do rotor rg, quando os apoios eldsticos estdo
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deformados e em sua configuracdo inicial. Este vetor de deformacdo inicial, ;d,, é dado por

rB B rgcosfBcos" —rp
16r =(T¢ -Tp- Tp)T~ 0 )p—<0 ;= rgcosBsenl (3.66)
0 —rgsen 3

A energia potencial armazenada pela deformacao dos suportes eldsticos do rotor 7, é entdo

dada por

5, (3.67)

O modelo escolhido para descrever a deformagao da palheta é linearizado de segunda ordem.
Assim a energia potencial armazenada na deformacao das palhetas é a soma da energia potencial
linear e da energia potencial geométrica, dadas de acordo com a equagao (3.43).

Finalmente, as equacoes de equilibrio dindmico de Newton-Euler-Jourdain, (3.37) fornecem
as equagbes de movimento conjunto. A avaliagdo dos jacobianos é feita de maneira semelhante ao
primeiro modelo, a partir das equagdes (3.26), (3.27) e (3.28). Contudo, o vetor de coordenadas

generalizadas, q(t), neste caso é dado por
T
at) = {T®) 8@ 21() 20 =) =) (3.68)

As equagOes de movimento obtidas sdo nao-lineares, pois envolvem termos senoidais e cruza-

dos. Assim, para obter a forma final destas equacgoes as seguintes simplificagoes sdo empregadas:

cosB—1 senf—fF cosI' »1 senI' —»T

82 —0 I? -0 BT —0 Bz —0 Tz—0 22-0
52——90 I2—-0 ﬁl"—>0 ,32¢—>O ' —0 2'512—»0
B3—0 TIr—0 BFr—0 PFr—0 z%—0

B3—0 TI—=0 2z%—0

Apés estas simplificacoes obtém-se o modelo matematico do conjunto rotor, com movimentos
angulares, acoplado a palhetas flexfveis. O modelo resultante é linear para os deslocamentos angu-
lares do rotor, entretanto, para as palhetas, termos nao-lineares de segunda ordem sao mantidos,
através da matriz de rigidez geométrica, sendo as equagoes de movimentos classificadas como lin-
earizadas de segunda ordem. Portanto, este sistema de equagées inclui tanto o efeito giroscépico do
rotor quanto o enrijecimento centrifugo das palhetas. Finalmente estas equagdes de movimento sao

dadas por

M(¢)&+[C(¢, 9)+G (¢, 8)] a+[K+Ka (4, 62)+Ka (6, )+ K +Kp(0)]a = fo(¢, 6°)+a (e, 8)+£,(0)
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(3.69)

A forma destas matrizes e destes vetores estd apresentada nas equagoes (3.70), sendo que
estas matrizes s&o: matriz de massa, M(¢), coriolis, C(o, ¢>), giroscépica, G(¢, ¢), rigidez cen-
trifuga, Kq(o, <]52), rigidez associada a aceleracio angular ¢, K.(9o, qﬁ), rigidez estrutural K, rigidez
geométrica, K, e rigidez potencial (devido ao peso), K, (¢); e os vetores rotacional, fo (4, QBQ), asso-
ciado a aceleracdo angular ¢ £, (¢, ¢>) e forga- peso, f,(¢). As matrizes sdo dependentes do angulo
¢, embora as matriz de rigidez estrutural, K e rigidez geométrica sejam constantes. No caso em
que o rotor opera com velocidade constante, a forma de variacdo destas matrizes é periddica, que é
o mesmo comportamento observado no modelo do rotor plano.

3.4 Equagoes de movimento de um rotor tridimensional acoplado

a vigas

O terceiro modelo matemadtico a ser desenvolvido é o de um rotor rigido, apoiado sobre su-
portes eldsticos nas duas extremidades , de tal forma que tanto movimentos lineares quanto angulares
do rotor sao permitidos. Dessa maneira, o movimento resultante do rotor é tridimensional. Este
rotor estd também acoplado a quatro palhetas flexiveis. Este tipo de configuracao do conjunto é
o mais geral, entre os modelos desenvolvidos neste capitulo. Com auxilio deste modelo, é possivel
analisar tanto a influéncia do efeito giroscépico do rotor, bem como analisar como ocorre o acopla-
mento entre os movimentos da palhetas e os movimentos lineares e angulares do rotor. O esquema
do modelo mecénico deste conjunto é apresentado na figura (3.4). As palhetas sdo modeladas como
vigas, sem massa, conectadas a massas concentradas em sua extremidade livre, da mesma forma
que no modelo mecénico do rotor plano.

A metodologia para o desenvolvimento das equagdes de movimento deste terceiro modelo é
idéntica & apresentada anteriormente. Consequentemente, nesta segio sio apresentadas apenas as
etapas diferentes. Os sistemas de referéncia empregados sao os mesmos do caso anterior, ilustrados
na figura (3.3), e, portanto, as matrizes de transformacio de coordenadas sio as mesmas apresen-
tadas na equagdo (3.61).

O movimento do ponto A, uma das extremidades do rotor é descrito no sistema de referéncia

inercial I. Os vetores de posicdo, velocidade e aceleragao deste ponto sdo dados por

0 0 0
ITA= § Yo VA= yo as =9 Y (371)
2o I Zo I Zo

Analogamente, é definido um vetor de posicdo relativa entre os pontos A e C. Este vetor é
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(3.70¢)

(3.70f)
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Figura 3.9: Modelo mecénico de um rotor apoiado sobre suportes elésticos nas extremidades, livre para se

movimentar no espaco.

escrito no sistema de referéncia solid4rio ao rotor.

To
d
Birac =40 € BVac = E(BerC) + B,wWB, X B TaC (3.72)
0

Assim, os vetores de velocidade e aceleracdo do centro do rotor C sio redefinidos por

T d
Bve =(Ty-Ts-Tr)" [va+ &?( BiTAC) + B,WB, X BTAC (3.73)

T d
Biac =(Tg-Ts Tr)" ras+ g;( BiVAC) + BWB, X B,VaC (3.74)

Os vetores de posigao relativa do centro do rotor ao centro de massa BiTc*, equacao (3.8), do
centro do rotor ao ponto que a palheta p; é fixa ao rotor, g, ro,, do ponto O; & ponta da palheta,
By, Lii, € o vetor de deslocamento devido & deformacéo el4stica, By, Wi, dados na equacdo (3.9), nao
se alteram. Por conseguinte, a forma de obtencéo dos vetores de velocidade e aceleragdo dos pontos
O; e da palheta p;, equagdes (3.16), (3.17), (3.18) e (3.19), ndo muda, embora o resultado final
seja diferente, pois os vetores de posicao, velocidade e aceleracao do centro do rotor sdo novos. Os
vetores de for¢a externa também néo se alteram sendo dados pelas equacoes (3.20), forca peso do
rotor, e (3.21), forga peso da palheta.

A expressao da energia potencial dos mancais A e B é a semelhante 3 apresentada na equacao
(3.67), sendo neste caso dada por

) 0 0 1 0 0 0
Ty = '2’ 53; - |0 kyA 0 : 6’!‘A + 5 5;[’3 - 10 kyB 0 . 61‘]3 (375)
0 0 &, 0 0 K,



O vetor de deformagao dos mancais A e B é dado respectivamente por

0

16r4 = 4 Yo (3.76)
Zo
0 B TR rgcosBcos —rp

165 = %o ¢ +(Tg-Tp- TF)T' 0 p—90 =4y +rpcosfsenl (3.77)
Zo 0 0 2o —rpsen

O modelo escolhido para descrever a deformagao da palheta ¢é linearizado de segunda ordem.
Assim, a energia potencial armazenada na deformacdo das palhetas é a soma da energia potencial

linear e da energia potencial geométrica, dadas de acordo com a equagao (3.43).

Finalmente, as equagoes de equilibrio dindmico de Newton-Euler-Jourdain, (3.37) fornecem
as equagOes de movimento conjunto. A avaliagdo dos jacobianos é feita de maneira semelhante ao
modelo anteriores, a partir das equagoes (3.26), (3.27) e (3.28). Contudo, o vetor de coordenadas

generalizadas, q(¢), neste caso é dado por
a)) = {w®) () D) B1) a®) =) =0 =®)} (3.78)

As equagdes de movimento sao linearizadas utilizando as mesmas hipétese apresentadas para
o segundo modelo. Apds estas simplificacoes obtém-se o modelo matemético do conjunto rotor, com
movimentos lineares e angulares, acoplado a palhetas flexiveis. O modelo resultante é linear para
os deslocamentos do rotor, entretanto, para as palhetas, termos nao-lineares de segunda ordem séo
mantidos, através da matriz de rigidez geométrica, sendo as equacdes de movimentos classificadas
como linearizadas de segunda ordem. Portanto, este sistema de equacdes inclui tanto o efeito
giroscépico e o movimento linear do rotor quanto o enrijecimento centrifugo das palhetas. Estas
equagOes de movimento sao dadas por

M(4)8+[C(¢, 9)+G(8,6)]a+ [K+Kq (6, ) +Ka(8, 8)+ K+ Kp(¢)]a = fo(é, 6%)+a(d, §)+E,(4)
(3.79)

A forma destas matrizes e destes vetores estd apresentada nas equacdes (3.80), sendo que
estas matrizes sao: matriz de massa, M(¢), coriolis, C(¢, ¢), giroscépica, G(¢, ¢), rigidez cen-
trifuga, Kqo(o, $?), rigidez associada a aceleragio angular ¢, K. (¢, ¢), rigidez estrutural K, rigidez
geométrica, K, e rigidez potencial (de vido ao peso), K,(¢); e os vetores rotacional, fo(¢, qi)Q), asso-
ciado a aceleragio angular ¢, f,(, @) e forca- peso, fo(¢). As matrizes sdo dependentes do angulo
¢, embora as matriz de rigidez estrutural, K e rigidez geométrica sejam constantes. No caso em
que o rotor opera com velocidade constante, a forma de variagdo destas matrizes é periédica, que é

o mesmo comportamento observado nos modelos anteriores.
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Capitulo 4

Solucao analitica e numérica das
equacoes de movimento — rotor-viga

girantes

O movimento dos sistemas dindmicos é descrito por meio de um conjunto de equacdes dife-
renciais ou, em alguns casos, por um conjunto de equagoes diferencias e algébricas. Nos casos em
que a varidvel tempo aparece de maneira implicita na equacdo de movimento, através das varidveis
de estado z;(t), os sistemas sao classificados como auténomos. Sistemas em que o tempo aparece
explicitamente na equacao de movimento, como nos casos em que os parametros do sistema sao
funcoes explicitas do tempo, sdo classificados como n&o-auténomos. De maneira mais simples,
sistemas auténomos sao aqueles em que os coeficientes da equagao diferencial sdo constantes com o

tempo e sistemas nao auténomos apresentam coeficientes que variam no tempo (Meirovitch, 1988).

O tratamento e andlise de sistemas auténomos sido largamente conhecidos. Para este tipo de
sistema é possivel obter solugdes em forma fechada e analisar o comportamento e estabilidade da
solucao. No caso de sistemas nao-auténomos, a anélise da solu¢do é mais complicada, uma vez que
nao é possivel obter uma solucao fechada. Em alguns casos, especialmente quando os coeficientes
da equacao sao fungoes periddicas do tempo, é possivel obter algumas informacoes a respeito da
forma da solugao, e estudar a estabilidade da mesma, mesmo sem ser possivel obter a solucdo da

equacao propriamente dita (Zadeh e Desoer, 1963).

Neste capitulo é apresentada uma revisdo sobre os métodos de solucio e andlise da teoria
geral de sistemas lineares (auténomos e nao auténomos). A forma de obtengdo da solugdo para
sistemas lineares auténomos € apresentada detalhadamente para revisao e futura referéncia. Final-
mente a anélise da solucao de problemas nao-auténomos com coeficientes periédicos é apresentada,

procurando manter analogia com a solucao de sistemas lineares auténomos.

109



4.1 Caracteristicas dindmicas de sistemas invariantes no tempo

4.1.1 Teoria geral de sistemas lineares invariantes no tempo

Sistemas lineares auténomos séo sistemas que podem ser descritos pela equagao

x(t) = Ax(t) + p(t)  x(to) = x0 (4.1)

Na equagdo (4.1), a matriz A , n x n, é constante e x(t), n x 1, é um vetor que representa o
estado do sistema em um instante de tempo ¢, sendo xg, o estado inicial do sistema. O vetor p(t)

representa uma forga externa. A forma homogénea da equagio (4.1) é dada por

x(t) = Ax(t) x(to) = %o (4.2)

As propriedades dindmicas e estabilidade do sistema podem ser obtidas a partir da anélise do
sistema em sua forma homogénea. Neste caso, estuda-se a resposta a condigoes iniciais nao-nulas,
ou seja, a uma perturbagao inicial que nao é alterada posteriormente pela agao de forgas externas.
Além disso, pardmetros como freqiiéncias naturais e modos de vibracao sdo definidos a partir do
estudo do sistema dindmico em sua forma homogénea. Inicialmente, a resposta da equagao (4.2)
é analisada utilizando o conceito de matriz de transicdo de estado. Posteriormente, esta matriz de

transicao serd relacionada aos autovalores e autovetores da matriz A.

A matriz de transigao de estado é uma solugio da equacao (4.2) dada por

®(t) = A®(t), ®(0)=1I,onde H(t) =exp [At] (4.3)

A equagdo (4.3) pode ser facilmente provada, lembrando que a matriz exp [At] é definida pela
série (Zadeh e Desoer, 1963).

t2 tk
2 k
exp[At] =1+ At+ A g T tATS (4.42)
d 2 st’ (ka1)
a;exp[At:[=A+A t+ A §+-‘-+A y:Aexp[At} (4.4b)

A substituicdo da definicdo da matriz exp [At] e sua derivada, dadas pela equagdo (4.4), na
equagdo (4.2), demonstra que esta matriz é uma solucdo da equacao homogénea. Também é facil
verificar que ®(0) = exp[A - 0] =I. Assim sendo, ®(t) = exp[At] é a matriz de transicao de (4.2).

A partir desta matriz de transicdo de estado é possivel estabelecer uma solugao geral para o

sistema sujeito a condi¢Oes iniciais ndo nulas, expressa por

x(t) = exp[A(t — to)|x0 = B(t,t0)xo0 (4.5)
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A matriz de transigao de estado ®(t, ¢9) pode ser interpretada como uma transformacao linear
que leva o estado inicial x(¢) a qualquer estado, x(t), no instante t. Algumas propriedades da matriz

exp [At} sdo apresentadas na equagdo abaixo (Zadeh e Desoer, 1963):

det [exp [At]] #0 Vit (4.6a)
det [exp At ] = eXp at onde a = zn:Ai’i (4.6b)
i=1
exp[Ati1] - exp [Aty] = exp[A(t + t2)] (4.6¢)
[exp [At]] - = exp[—At] (4.6d)

A solucdo da equagao (4.1), resposta forcada do sistema € obtida a seguir. Considera-se a

equagdo (4.1), pré-multiplicada por ®(t)~! = exp[—At], o que resulta na expressio

exp[—At]%(t) = exp [—At]Ax(t) + exp [—At]p(t) (4.7)

Por outro lado, sabe-se, a partir da equagdo (4.4), que a derivada da matriz exponencial é

dada por

%[exp [—At]] = —exp[—At]A (4.8)

Substituindo a equacao (4.7) na equagdo (4.8), obtém-se
) d
exp[—At]x(t) = - [exp [—At]]x(t) + exp[—At]p(t)
ou ainda,

% [exp [—At] x] = exp[—At]p(t) (4.9)

Integrando a equagado (4.9), entre tg e t obtém-se
t

exp[—At]x(t) = exp[—Ato]x(to) + / exp[—A7]p(r)dr (4.10)

to

Pré-multiplicando a equagéo (4.10) por exp|[—At] obtém-se, a forma solucdo geral para o

sistema da equagao (4.1) para uma excitagdo p(t) qualquer:

x(t) = exp[A(t — to)]x0 + /t exp[A(t — 7)]p(7)dr (4.11)

to
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4.1.2 Solucao obtida utilizando parametros modais

A equacao (4.11) é uma solucio em forma fechada para o problema descrito pela equacio
(4.1), satisfazendo as condigdes iniciais impostas e sujeita a uma forga p(t) qualquer. Esta solugao
foi obtida utilizando a teoria geral de sistemas lineares, avaliando a solucao diretamente a partir
da matriz A e da matriz de transicio de estado associada a equagao diferencial. Entretanto, a
avaliagdo numérica desta equagdo, que exige o célculo da funcao exponencial matricial, dada pela
equagdo (4.3), nao ¢ eficiente. Na pratica, outros métodos para avaliar a matriz ®(t) = exp|[At]
séo empregados (Zadeh e Desoer, 1963), sendo que a expansao em série é recomendada apenas nos
casos em que ¢ € pequeno. Outro tipo de abordagem para encontrar a solugao das equagdes (4.1) e
(4.2) é determinar n solugdes linearmente independentes que formem uma base para a solugao da
equagdo diferencial. Assim, a solu¢do x(t) em qualquer instante ¢ é obtida a partir do conhecimento
deste conjunto de solugdes e das condicdes iniciais do problema. Assim, ao invés de procurar uma
matriz n X n que satisfaca a equacdo homogénea (4.2), procura-se inicialmente um vetor n x 1 que
seja solugao desta equagao. Este vetor seria entdo dado por

x(t) = re™ (4.12)

Substituindo a equagio (4.12) na equagédo (4.2) obtém-se

MreM —AreM=0 = AI-A)r=0 (4.13)

A equacdo (4.13) representa o problema de autovalor associado & matriz A. O determinante
da matriz da equagao (4.13), A(A) = det(AI - A) = 0, define o chamado polinémio caracteristico da
matriz A, sendo que as rafzes deste polinémio sio seus autovalores. Para cada uma das n raizes, ou
autovalor )\;, existe um autovetor definido por r; tal que Ar; = \;r;. E possivel demonstrar que se
os autovalores A; sao distintos, os autovetores r; sdo linearmente independentes e formam um base
para o espago de solugdes da equacdo diferencial, de dimensao n. Assim, as solugbes determinadas
pela equagao (4.13) para diferentes valoresde A = \; er = r;,ondes = 1,...n formam um conjunto
de solugdes linearmente independente, que pode ser usado como uma base para o espago de todas
as solucdes da equacado (4.1). Fisicamente, os autovalores e autovetores da matriz A representam
as freqliéncias naturais e modos de vibragao, respectivamente, que sio superpostos de forma a
determinar a solugao final da equagao, seja em sua forma homogénea ou forgada. A solugdo z(t) é
dada, portanto, pela combinacao linear das n solucdes linearmente independentes:

x(t) =Y _ Birie™ (4.14)
=1

Em forma matricial, esta equacio assume a forma:

x(t) = ReM'b (4.15)
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onde R é a matriz com os n autovetores, b é um vetor com os fatores §; e eAt é uma matriz diagonal:

R=[r r2 13 ... ra) (4.162)
T

b= {ﬁl Bs B ... ,Bn} (4.16b)

Mt 0 0 ... 0]
0 e 0 ... 0

eAt = 0 0 €>\3t . 0 (416C)
0 0 o0 etnt
L J

A equagao (4.15) deve satisfazer as condigdes iniciais de movimento xg = x(%o), o que significa

impor que

x(to) = Re®b = b = MRIx, (4.17)

Portanto, o vetor b deve ser escolhido de acordo com a equagdo (4.17) para que a solugéo
respeite as condigOes iniciais do movimento. A solucao da equacdo homogénea (4.2) sujeita a

condigoes iniciais nao-nulas, utilizando o conceito de autovalores e autovetores, é dada por

x(t) = ReA ()R 1x, (4.18)

A equagdo (4.18) pode ainda ser simplificada utilizando as propriedades de ortogonalidade
dos autovetores da matriz A. Os autovetores definidos pela equagéo (4.13) sdo os autovetores a

direita da matriz A, sendo dados por

AI‘,,: = Airi 1= 1, 2, B (419)

Os autovetores & esquerda da matriz A sdo definidos por

AT =)L j=12,...,n (4.20)

Considerando a transposta da equacao (4.20) e pés-multiplicando por r; obtém-se

T
1TAr = M1 (4.21)

Pré-multiplicando a equagao (4.19) por l?, obtém-se

1ITAr; = Ml 1, (4.22)

Subtraindo as equagoes (4.21) e (4.22), obtém-se a seguinte relagio

0= (N — M) (4.23)
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Assim, se ¢ # j (autovalores distintos)
T
Tr; =0 (4.24)

Portanto, os autovetores & direita e & esquerda da matriz A sio ortogonais. Se for escolhida
uma normalizacao tal que

Fr, =1, (4.25)
de acordo com a equagao (4.21) ou (4.22), obtém-se a relacéo:

Ai sei=7
1I7Ar; = (4.26)
0 sei#j

A equagao (4.26) pode ser escrita também em forma matricial, utilizando a matriz modal &

direita e & esquerda, ou seja, as matrizes com os autovetores de A & direita e 3 esquerda:
LTAR=A desde que L'R=1 (4.27)

sendo
A, matriz de autovalores (matriz diagonal)
R, matriz de autovetores & direita

L, matriz de autovetores & esquerda

A normalizagao utilizada na equagdo (4.27) equivale a
R1=L7 (4.28)
Portanto, substituindo a expressao (4.28) na equagio (4.18), resposta do sistema a condigbes
iniciais ndo-nulas, obtém-se
x(t) = Rexp[A(t — to)|LTxo (4.29)

Comparando as equagdes (4.5) e (4.29), verifica-se que a solucéo obtida pela superposicio
modal é uma aproximagao para a matriz exponencial. Assim

®(t,t9) = exp[A(t — to)] = Rexp [At - to)]LT (4.30)

A avaliagdo numeérica dos autovalores e autovetores de A é mais eficiente numericamente do
que a avaliagao da exponencial da matriz. Além disso, a matriz modal pode ser utilizada para reduzir
o modelo numérico empregado, ao se considerar penas os primeiros m autovalores e autovetores. A
solucdo forgada pode ser decomposta utilizando as matrizes modais e a equacao (4.30). Assim a
equacao (4.11) torna-se

x(t) = Rexp[A(t — to)| LT x0 + t Rexp[A(t — 7)]LTp(r)dr (4.31)

to
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4.1.3 Transformada de Laplace

Outra maneira de obter a solugao das equacdes (4.1) e (4.2) é utilizar técnicas de transfor-
magao integrais para outros dominios que nao o tempo, como por exemplo, o dominio da freqiiéncia.
As técnicas integrais mais empregadas na anélise de sistemas mecanicos sao a transformada de
Laplace e transformada de Fourier. Esta tltima é largamente empregada em andlise de sistemas
mecanicos, especialmente para anélise experimental e anélise do sistema no dominio da freqiiéncia.
Os algoritmos de transformada répida de Fourier (fft) tornam esta ferramenta muito eficiente com-
putacionalmente. A transformada de Laplace, por outro lado, permite trabalhar diretamente com
as condigoes iniciais do problema. A transformada de Laplace é definida por (Brigham, 1988)

Fio) = £If0) = [ e (432)

A varidvel s € uma varidvel complexa definida por s = o + iw. Na solucio de equacdes

diferenciais algumas importantes propriedades da transformada de Laplace sao empregadas:

L[f'(t)] = sF(s) — f(0) derivada da funcao (4.33a)
Lf(t) *g(t)] = 5[/() f(r)g(t - T)dT] = F(s)G(s) convolucdo (4.33b)
L[e™] = . i - Re(s — a) > 0; exponencial (4.33c)

Outras propriedades desta transformada podem ser encontradas na literatura (Boas, 1983).
Aplicando a defini¢do de transformada de Laplace da derivada de uma fungéo, equacio (4.33a), a
equacgao de movimento (4.1), obtém-se

sX(s) —x(0) + AX(s) = P(s) (4.34)

A solucao da equacao de movimento no dominio s é, portanto, dada por

X (s) = [sI — A]7'x(0) + [sI — A]7IP(s) = &(s)x(0) + ®(s)P(s) (4.35)

Utilizando a transformada de Laplace da funcdo exponencial, equagdo (4.33c), obtém-se uma

expressao para a transformada de Laplace inversa da funcao ®(s) = [sI — A]~L:

L7H®(s)] = exp[At] (4.36)

Portanto, a transformada de Laplace inversa da solugdo X(s), equagdo (4.35), utilizando a
definigao de convolugao apresentada na equacao (4.33b), conduz a x(t), que é dada por

L71X(s)] = x(t) = exp[At]x(0) + /0 exp[A(t — 7)]p(7)dr (4.37)

Esta equagao € equivalente & solucao encontrada para a resposta forcada do sistema, equagao
(4.11), deslocada apenas do tempo to.
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4.1.4 Transformada de Fourier

A metodologia de solucdo desenvolvida para utilizacio da transformada integral de Laplace,
¢é semelhante & empregada na transformada de Fourier. Neste caso, a transformada e sua inversa
sao definidas pelas relagdes (Brigham, 1988):

F(f) = FIf(2)] j/ fl)e > tdt (4.38)

O =F = [ R (4.39)

Algumas propriedades da transformada de Fourier, as quais sdo empregadas na obtencdo da

solugao da equacao diferencial, sdo apresentadas a seguir

FIf'®)] = (@2 f)F(f) derivada da funcao (4.40a)
Flf@) =g(®)] = .7:[ : f(m)g(t — T)dT] = F(f)G(f)convolucao (4.40b)
Fle2™ifot] = §(f — fo) exponencial (4.40c)
Fleos(27 fot)] = %5(f — fo)+ %J(f + fo) co-seno (4.40d)
Flsen(2m fot)] = -—i—;—&(f - fo) + i%é(f =+ fo) seno (4.40e)
Flf()e*™ o = F(f — fo) deslocamento na freqiiéncia (4.40f)
Flft—to)]=F f)e—‘?”ifot deslocamento no tempo (4.40g)
Flo(t)] = delta de Dirac (4.40h)

Fl1] =4 f) funcdo unitéria (4.401)

Fle®u(t)] = 5—7;][1— uc(t) = {9155, Re(a) < 0 (4.405)

Aplicando as propriedades de transformada de Fourier & equacio (4.2) obtém-se

2mifX(f) — AX(f) =P(f) (4.41)
Portanto, a resposta do sistema no domfnio da freqiiéncia é dada por

X(f) = [2mifI - A]7'P(f) = H(f)P(f) (4.42)
A fungdo H(f) é conhecida como fun¢do de reposta em freqiiéncia do sistema e representa a

relagao entre saida (deslocamento) e entrada do sistema (forca). A transformada inversa da funcao

H(f) é conhecida como resposta ao impulso unitdrio, sendo, portanto, definida por

=/mmnﬁmﬁ (4.43)
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Dessa forma, se for considerada a transformada inversa de Fourier da func¢ao X(f) utilizando
a propriedade da convolugao, obtém-se

oo}

x(t) = h(t)  p(£) = /

—OQ

h(t — 7)p(r)dr = /O h(t — 7)p(r)dr = /0 h(r)p(t —7)dr  (4.44)

A forma da funcao de resposta em freqiiéncia H(f) foi apresentada na equagao (4.42), sendo,
portanto, dada por

-1
H(f) = [2mif1 - A] (4.45)

A transformada de Fourier inversa desta expressdo pode ser facilmente obtida das propriedades
apresentadas na equagao (4.40j), sendo, portanto, dada por

exp [At] set>0
h(t) = (4.46)
0 set<0

A solucao dada pela equagao (4.44) é também conhecida como integral de Duhammel e repre-
senta a forma geral da resposta forcada de um sistema, desde que seja conhecida sua funcao resposta
ao impulso h(t). A anélise da resposta for¢cada no dominio da freqiiéncia permite estabelecer uma
relagdo entre a saida e entrada e, posteriormente, utilizando a transformada de Fourier inversa, é
possivel obter uma expressao geral para a funcao h(t). A comparacao da equagao (4.44), onde h(t)
¢ dada pela equacdo (4.46), e da segunda parte da equacdo (4.11) mostra que as duas formas da
solugdo sdo idénticas. Entretanto, a equagdo (4.44) apresenta apenas a parcela da resposta forcada.
A parcela relativa a parte homogénea da solugio pode ser obtida diretamente da funcio de resposta
ao impulso, sendo dada por

x(t) = exp[At]x(0) = h(t)x(0) (4.47)

A solucao completa da equacdo (4.1), em termos da funcdo de resposta ao impulso, é dada

x(t) = h(£)x(0) + /0 h(t — 7)p(r)dr (4.48)

Esta solugdo € idéntica as solucdes encontradas nas equagdes (4.11), obtida pela teoria geral

de sistemas lineares, e (4.37), obtida com auxilio da transformada de Laplace.

4.1.5 Desacoplamento das equagoes de movimento

As matrizes de autovalores e autovetores da matriz A podem ser empregada para desacoplar
as equagdes de movimento. Utilizando as matrizes de autovetores R e L, é possivel obter a partir da

equacdo (4.1) um sistema de equacoes desacoplado. Para isso, utiliza-se da seguinte transformacao
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de coordenadas definida pelos autovetores & direita e um novo conjunto de coordenadas, chamadas

de coordenadas modais, representadas pelo vetor q(t) (Brigham, 1988)
x(t) = Rq(t) (4.49)
Substituindo a expressdo para a transformagéo de coordenadas na equacio (4.1) obtém-se
Rq(t) — ARq(?) = p(2) (4.50)
Pré-multiplicando a equagédo anterior por LT obtém-se
LTRq(t) - LTARq(t) = LTp(¢) (4.51)

Substituindo as condigbes impostas na normalizacigo LTR = I e LTAR = A, a equagao

anterior torna-se
a(t) — Aq(t) = L7p(?) (4.52)

A equagdo (4.52) representa um sistema de n equagOes desacopladas, cuja solugdo pode ser
obtida diretamente no dominio do tempo, analogamente & equacéo (4.11), sendo, portanto, dada

por
qa(t) = exp[A(t —to)]qo + /t : exp[A(t — 7)]LTp(r)dr (4.53)
Utilizando a transformagdo modal obtém-se a solugio para x(t)
x(t) = R[A(t — to)|LTx0 + /t tR[A(t —7)]LTp(r)dr (4.54)
0

Esta forma de solugao é idéntica a obtida anteriormente, equacdo (4.31). Outra forma possivel
para obter a solugao do sistema de equagdes em sua forma desacoplada, equagio (4.52) é utilizar a
transformada de Fourier. Utilizando as propriedades da transformada de Fourier para a derivada

de uma funcdo obtém-se, a partir da equagdo (4.52), que

Q) = | 55| PO (459

Aplicando a transformagéo modal para voltar para a solugio de X(f) obtém-se:
X(f)=R . LTP
) =RlsA—A (f) (4.56)
A fungao de resposta em freqiiéncia dependendo dos pardmetros modais é, portanto, dada por
1
H(f) = R[——-———} LT (4.57)

2nfI— A
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A func¢ao de resposta ao impulso, no dominio do tempo, é dada por

h(t) = Rexp[At]LT (4.58)

Assim a resposta geral é dada pela equacao (4.48), com a diferenca que, neste caso, a matriz
h é obtida através da superposi¢ao modal, equagdo (4.58).

4.1.6 Resposta ao impulso

Definidas a forma da resposta forcada do sistema utilizando pardmetros modais e transformada
de Fourier, alguns tipos de excitagdo comuns em sistemas mecénicos e suas respostas sao analisadas.
Por exemplo, uma excitagado do tipo impulsiva é uma forga ideal definida por um delta de Dirac, que

aproxima a distribui¢do da forga aplicada por um martelo no dominio do tempo (Brigham, 1988)
p(t) = 8(1) (4:50)
A transformada de Fourier deste sinal é conhecida e dada por, equacdo (4.40h)

P(f) =1 (4.60)

Portanto, a resposta, no dominio da freqiiéncia, é dada por

X(f) =H(f) (4.61)

A resposta no dominio do tempo é a prépria transformada inversa de Fourier da funcio de

resposta em freqiiéncia, de onde vem o nome de fungao de resposta ao impulso

x(t) = F7HH(f)] = h(t) = Rexp[At]LT (4.62)

A resposta completa, considerando as condicoes iniciais é dada por

x(t) = h(t)xo (4.63)

4.1.7 Resposta a uma excitacao harmoénica
Uma excitacao geral em forma harmoénica é dada por
p(t) = ptei?rfot 4 pmemt2mfot, (4.64)
a transformada de Fourier desta excitacao é dada por

P(f)=p" 8(f - fo)+ P~ o(f + fo) (4.65)
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Considerando que a soluggo é dada por

X(f)=H(HP() (4.66)

A transformada de Fourier inversa é obtida diretamente da definigao de transformada inversa,

sendo expressa por
x(t)= [ H(P[p* 85 ~ o) + B~ o(F + fo) s

x(t) = H(fo)pTe*™ ! + H(fo)p~e2"/ot =

= = 1,7yt 2mifot T _—_—2mifot
x(t) R[27rz’fo—A}L pTe +Rl:_—__—_~2m'fo—A]L p_e (4.67)
sendo
! = dia; = k=1 4.68
omifo— A %8| 3mifo — o =h.n (4.68)

A transformada de Fourier, ao contrario da transformada de Laplace, ndo permite acomodar
as condicdes iniciais de movimento. Assim, a solucdo obtida anteriormente corresponde apenas
a parcela conhecida como solugéo particular, x,(t). Da teoria de sistemas lineares sabe-se que a
solugao total é a soma da solugdo homogénea e da soluco particular

x(t) = xn(t) + %, () (4.69)

As condigoes iniciais sao definidas por x(0) = xo. A forma da solu¢io homogénea é conhecida

e dada por
x;(t) = Rexp AtLT ¢ (4.70)

Portanto, avaliando a resposta x(t) total no instante ¢, obtém-se

X0 =x(0) = ¢ +%,(0) = & =x0—x,(0) (4.71)

A solucao total é dada por

x(t) = Rexp[At]LT [xo — x,(0)] + x,(t) (4.72)

Assim, no caso da excitagdo harménica, o vetor ¢ é dado por

_ 1 T + 1 T -

A solucao total é dada por

x(t) = Rexp [At]LTxo — Rexp[At] [ JLTp+ — Rexp[At] [

- - - - T T_.-
2ifo— A —2nifo —A}L P

:l LTp+ei27rfot +R ’: J LTP—e——i27rfot (4‘74)

+R[2m’fo—A omifo— A
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Considerando apenas a fungao co-seno, cuja excitagao € dada por
p(t) = p®cos(27 fot)
em que
1 1

+=_c - — °p°
p 2P € p 2P

A solucao é dada por

x(t) = Rexp[At] LTxo + Rexp [At + iw] LT%pC + Rexp [At — i LT%pc

1
— Reexp[i27 fot + i1)] LT§P° — Rexp[—i2 fot — i1)] LT%pC
em que

exp[At + irp] = diag[eMT¥x]
exp[i2 fot + ip] = diag[e?2mfot+ive]

sendo
Ak
N A— k=1,.
€0oS Y )\2 T o) gy
27 fo
= a7t k=1,...,
sen Y A;‘; T Crfo)? n
, ou ainda,

x(t) = Rexp[At]LTxo + Rexp[At] cos [gb]LT%pC — Recos 27 fot + 9] LT p°

onde
cos [27rf0t + 1/)] = diag [cos(27rf0t + z'qpk)] k=1,...,n

Considerando apenas uma excitacao senoidal,

p(t) = p°®sen(27 fot)

em que

+ ]'s 1

P = —’l§p e p_ = 'i-é-ps

Sendo que a solugao é dada por

X(t) - ReXp [At]LTXO + Rexp [At -+ ’L'd):lLT_Ql‘;ps — Rexp [At - Z¢] LT%ps

1

1
— Rexp|[i27 fot + it)] LTZPS + Rexp[—i2m fot — ip] LT 5P’
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Ou ainda,
x(t) = Rexp [At] LTxo + Rexp [At] sen [1#1 LT-;—ps — Rsen [271' fot + 1#} LTp® (4.87)
em que

sen [27rfot + 1,[:] = diag [sen(27rf0t + z'z,bk)] k=1,...,n (4.88)

4.2 Caracteristicas dinamicas de sistemas lineares variantes no

tempo

Sistemas cujas equagdes de movimento contém coeficientes dependentes do tempo sdo chama-
dos de sistema nao-autonémos. Isto acontece, em geral, quando algum dos parametros do sistema
¢ uma fungao explicita do tempo. Um exemplo deste tipo de sistema é o de um péndulo, cujo
comprimento varia no tempo. Sistemas lineares nio-auténomos podem ser descritos pela equacio

diferencial ordinéria:

x(t) = A)x(t) +p(t)  x(to) =xo (4.89)

Na equagéo (4.89), os elementos da matriz de estado A(t) , n x n, sdo fungdes continuas do
tempo. Da mesma forma, os elementos do vetor p(t) que representa uma forca externa, n x 1, sio
fungdes continuas no tempo t. O vetor de estado x(t), n x 1, é um vetor que representa o estado do
sistema em um instante de tempo ¢, sendo X, o estado inicial do sistema. A forma homogénea da

equacao (4.89) é dada por
x(t) = A(t)x(t) x(to) = X0 (4.90)
E possivel demonstrar (Zadeh e Desoer, 1963; Meirovitch, 1988) que para um sistema em que
os elementos da matriz A(t) sdo continuos no tempo, a equacdo diferencial apresenta uma udnica

solugao dada por x(t), passando pelo estado zg no instante tg. A matriz de transicido de estado da

equagao (4.90) é definida por

B(t,t0) = A(t)®(t, 1), B(t,t0) =1 (4.91)

Dessa forma, a solugao da equagdo em qualquer instante ¢t pode ser expressa em funcdo da
matriz de transi¢do de estado ®(t,tp) e das condigdes iniciais do problema, sendo dada por

x(t) = ®(t,to)x0 (4.92)

A matriz de transicao de estado ®(¢,to) pode ser interpretada como uma transformacao linear

que mapeia o estado inicial X, em to, no estado x(t), no instante ¢. Algumas propriedades da matriz
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de transigdo sao apresentadas a seguir (Zadeh e Desoer, 1963):

det[®(%,20)] #0 se A(t) é continua (4.93a)
B(t1,t2) - B(t2,13) = B(t1,13) Vi1, ta, t3 (4.93b)
det [® (¢, t0)] = exp] A : o(n)dr] a(r) = g_‘{A(T),-,i (4.93¢)
B(t1,t2)7 = B(tg, 1) (4.93d)

A matriz de transicao de estado é nao singular em um determinado intervalo de tempo se a
matriz A(t) é continua neste intervalo. Isto implica que as colunas da matriz ®(t, to) sdo linearmente
independentes e, portanto, formam uma base para o espago de solucoes da equagdo diferencial (4.89),
que tem dimensao n. Dessa forma, qualquer solugéo desta equagao diferencial pode ser escrita como

uma combinagao linear das colunas da matriz de transicao de estado.

No caso de sistemas variantes no tempo nao é possivel escrever uma expressao fechada para a
matriz de transicao. Entretanto, em casos especiais, em que a matriz A(t) é comutativa (Wu et al.,
1975; Wu e Sherif, 1976; Wu, 1978; Wu e Sinha, 1994) é possivel obter a seguinte expressdo para
a matriz de transicao, andloga para a solugao de sistemas invariantes no tempo, conforme equagao
(4.3), expressa por

t

®(t,t0) = exp{ A(T)d'r} se a matriz A(t) é comutativa (4.94)

to
A matriz A(t) é comutativa apenas se

[ tA(T)dT}A(t) =A(t)[ ttA(T)dT} (4.95)

to 0

Apenas para esta classe de problemas, comutativos, é possivel estabelecer uma expressao
fechada para a matriz de transicao. Entretanto, embora seja possivel obter uma forma para a
matriz (¢, tp), sua avaliacdo nao é simples. Como nao é possivel obter diretamente uma expressao
para a solucdo da equacao diferencial, outras propriedades deste sistema que permitem analisar o
comportamento da resposta, mesmo sem conhecé-la, podem ser empregadas. Uma defini¢ado muito
utilizada é o de matriz fundamental de A(t), que é uma matriz X(t) que satisfaz (Zadeh e Desoer,
1963; Meirovitch, 1988).

X(t)=A®)X(E) X(to)=C (4.96)
onde C é uma matriz constante definida pela equagao

X(t) = ®(t,t0)C (4.97)

Qualquer matriz nao-singular que satisfaga a equagao (4.90), é uma matriz fundamental do

sistema. Portanto, qualquer matriz fundamental é da forma (4.97) para alguma matriz constante
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nao-singular C, sendo que as colunas da matriz fundamental sdo solugdes linearmente independentes
da equacao diferencial do sistema. Uma importante conclusio desta definigdo é que a partir do
conhecimento de uma matriz fundamental de A(t) e da matriz constante C, é possivel obter uma

expressao para a matriz de transigéo

B(t, t0) = X(¢)X(to) (4.98)

Considerando agora a resposta do sistema forgado, equagéo (4.89), é dada em funcdo da matriz

de transicao por

x(t) = ®(t,t0)%0 + /tt ®(t, 7)p(r)dr (4.99)

Embora nao exista um método para determinar a matriz de transicao do sistema e, assim,
obter uma expressao fechada para sua solugéo, informagdes a respeito da solugao, tais como estabili-
dade, podem ser obtidas sem o conhecimento total desta matriz. Nestas andlises a matriz constante
C, associada a uma matriz fundamental da equagao diferencial e definida pela equagao (4.97) tem um
papel importante. Outro conceito também muito utilizado é o de equivaléncia algébrica. Procura-se
determinar um sistema invariante no tempo que seja algebricamente equivalente ao sistema orig-
inal variante no tempo. Para isto utilizam-se transformacées lineares T(t), que definem um novo
conjunto de coordenadas. Como os dois sistemas sdo equivalentes, é possivel analisar a estabilidade
do sistema invariante e estender os resultados para o sistema variante no tempo (Zadeh e Desoer,
1963; Wu, 1978).

Expressoes explicitas para a solugao de sistemas variantes no tempo podem ser determinadas
apenas Nos casos em que o sistema é comutativo, sendo possivel neste caso sintetizar expressoes para
a matriz de transicao de estado ®(t,t9). Para problemas cuja matriz de estado nao é comutativa,
ainda é possivel determinar uma metodologia para anélise do comportamento da solugao, tal como
andlise de autovalores e estabilidade, através da transformacao do sistema variante no tempo em um
sistema invariante, sem o pleno conhecimento da matriz de transicao de estado. Uma apresentacao
mais detalhada dos teoremas e condigdes em que um sistema linear varigvel no tempo pode ser
transformado em um sistema algebricamente equivalente e invariante no tempo sio apresentadas no
Apéndice (A).

Um classe de problemas variantes no tempo que podem ser transformados em sistemas in-
variantes algebricamente equivalentes séo os sistemas periédicos. Estes sistemas, que apresentam
matrizes cujos coeficientes sdo funcoes continuas e periddicas, sdo conhecidos como sistemas de
Floquet, cujas propriedades sao apresentadas a seguir.
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4.3 Sistemas de Floquet — sistemas lineares periédicos

Seja um sistema de equacdes de ordem m que é representado na forma matricial de acordo

com

= A()x (4.100)

Os elementos da matriz A, A;;, sdo fungoes periédicas no tempo, sendo que o periodo é dado

por T, de tal forma que,

Ait+T)=A(t) Vvt (4.101)

Assim se ®(¢,t0) é uma matriz de transi¢ao da equagdo (4.100), entdo ®(t + T, tp) também
uma matriz fundamental desta equacao:

B(t,t0) = At +T)®(t + T, to) = A(t)®(t,t0) (4.102)

A expressao anterior é vdlida apenas se A(t) é uma matriz com coeficientes que sao fungoes
continuas no tempo e periédicas com periodo T'. Para este tipo de problema, é possivel demonstrar
(vide Teorema 3 do Apéndice (B) ), que a matriz de transigao de estado da equagao (4.100) pode ser
escrita como o produto de uma matriz periédica ndo-singular e uma matriz exponencial, de acordo
com (Zadeh e Desoer, 1963; Meirovitch, 1988)

B(t,t0) = Q(¢, o) exp[R(t — to)] (4.103)

no qual R é uma matriz constante nao-singular. Além disso, é possivel demonstrar, vide Teorema 1
e Corolério 1 do Apéndice (A), que o sistema da equagdo (4.100) pode ser transformado no sistema
com coeficientes constantes do tipo

y(t) = Ry(t) (4.104)

utilizando a seguinte transformacao de coordenadas:

x(t) = T()y(?) (4.105)
onde
T(t) = Q(¢,%0) (4.106)

Em outras palavras, é possivel transformar um sistema de Floquet em um sistema invariante

no tempo, utilizando uma matriz de transformacéo T(t) dada por

T(t) = Q(t,t0) = B(t,t0) exp[~R(t — to)] (4.107)
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A matriz Q(%,%0) é ndo-singular, pois as matrizes de transicio ®(t,t0) e exp[-R(t — to)] ndo
sao singulares. Além disso, a matriz Q(¢,tp) é periédica com periodo T. A solucdo da equacdo
(4.100) pode ser obtida a partir da solugdo do problema invariante equivalente (4.104). A solucéo
de um sistema invariante no tempo foi analisada na primeira secao deste capitulo, equagao (4.5),
sendo dada por

y(t) = exp[R(t — t0)] ¥ (to) (4.108)
em que,
¥(to) = T(to) ~*x(to) (4.109)

Utilizando a transformacao T(t) obtém-se a solucdo de x(t)

x(t) = T(t)y(t) = T(t) exp[R(t — t0)] T(to) " x(to) (4.110)
ou ainda
x(t) = Q(t, to) exp[R(t — to)]x(to) (4.111)
pois
Q(to, to) =1 (4.112)

Nao existe um método geral para avaliacdo da matriz de transformacao Q(t, ). Na préxima
segao € proposta uma aproximacao para a matriz de transicdo de estado com a solu¢ao da chamada
equagao de Hill. Na verdade, o procedimento ¢ uma aproximagéo numérica, pois a obtengdo de
uma expressao analitica da matriz de transicdo nio é possivel. Procura-se entdo determinar uma
aproximacao para as matriz periédica Q(t) e para a matriz constante R de tal forma que seja

possivel obter uma aproximacao para a matriz de transicao de estado.

4.4 Solugao de sistemas periédicos usando a equacio de Hill

O método de solugéo da equagao de Hill é um método que procura aproximar numericamente
a matriz de transi¢ao de estado de um sistema cuja matriz de estado apresenta coeficientes que sao
periédicos no tempo. Neste tipo de abordagem, a aproximacio utilizada baseia-se no fato de que uma
fungao que € periddica pode ser expandida em uma série de Fourier (Meirovitch, 1988). Assume-se
que a solucao também € periédica e, portanto, pode ser expandida em uma série de Fourier. A
metodologia de solugao consiste em transformar a equagcio diferencial do sistema variante no tempo
em um novo sistema de equagdes em que se procura estimar os coeficientes da série de Fourier da

solugdo x(t).
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4.4.1 Autovalores e autovetores variantes no tempo

A equacao diferencial do sistema periédico no tempo em sua forma homogénea é dada por

x(t) = A(t)x(t) onde  A(t+T)=A(t) (4.113)

A solucdo proposta para esta equagdo é semelhante apresentada na equagdo (4.12), para

problemas invariantes no tempo, com a diferenca que neste caso o vetor r é variante no tempo
x(t) = r(t)e (4.114)
r(t) é um vetor n x 1 e A é constante com o tempo.

Assim substituindo a forma da solucdo (4.114) na equagao diferencial, obtém-se

i(t)e™ + Ar(t)eM = A(t)r(t)e (4.115)

A equagao anterior pode ser interpretada como a forma de um problema de autovalor variante

no tempo

i(t) + [M— A@®)]r(t) =0 (4.116)

A matriz A(t) apresenta coeficientes periédicos, da mesma forma supde-se que o vetor r(t)
também é periédico. Assim, ambos podem ser expandidos em forma de séries de Fourier. A
aproximacao exata pela série ¢ obtida utilizando um nimero infinito de termos da série de Fourier.
Entretanto, esta aproximacao é obtida com um nimero finito de termos 2N + 1, de acordo com (Xu
e Gasch, 1995; Reuter, 1998)

K
Alt)y= D Age®H (4.117)
k=—K
K .
r(t)= Y rpe®M (4.118)
k=—K
K .
i(t)= Y (iQ0ok)rre’Pr (4.119)
k=—K

Substituindo as expressoes para a expansao em série de Fourier na equagao (4.116), obtém-se

K K K
Z (iQOk)rkeiont + ()\I _ Z Ajeiﬂojt) Z rkeiont =0
k=—K j=-K k=—K
ou ainda
K . K . K K . .
3 (@Q0k)ree O + Y T Arget®F = N Ay Y et =0 (4.120)
k=—K k=—K j=—K k=—K
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As fungoes exponenciais e¥%*t s30 linearmente independentes para diferentes valores do co-
eficiente k. E possivel, entdo, obter 2N + 1 equagcdes independentes que possuam mesmos valores
dos expoentes. Assim, considerando um valor qualquer de k

K
(Q0k)rie’ 0Kt 4+ APk — N Ay 0k 2 (4.121)
j=—K

Para que seja possivel igualar as fungdes exponenciais, deve ser considerado um deslocamento
de indices no somatério, de tal maneira que o expoente seja sempre igual a k, enquanto os valores

de j variam de —K a K. Dessa forma, obtém-se a seguinte expressao:

K
(iQ0k)rpe R + Arge™kt — N A g, e lk-itit 2 o
j=—K
K
(iQ0k)rk + Arg — Z Ajri_; =0 (4.122)
j=—K

Assim sao definidas 2V + 1 equagdes para diferentes valores de k, sendo que cada uma destas
possui um somatério. Desta forma, é possivel montar um sistema de equagoes para as varidveis
desconhecidas, os coeficientes da série de Fourier, ry.

[2i00I + Ao A4 A, A_j A_y 1\ (r-2)
Ay ol +Ay A_; A_ A_j r_i
AL — Ao A, Ag A, A, J ro ¢ (4.123)
Ajs A, A =il + Ay A_4 r;
L Ay As Ay A, —2iQI + Ay ] L T2 )

Esta equagao pode ser escrita da seguinte forma

(M- A)T=0 (4.124)

Ou seja, a formulagdo desenvolvida para obtencdo dos coeficientes da série de Fourier do
vetor r(t) leva a um problema de autovalor, mas neste caso da matriz expandida A formada pelos
coeficientes da série de Fourier da matriz de estado A(t) e em funcéo do pardmetro Q. Na equacao
(4.123) sao considerados 4N +1 termos da série de Fourier da matriz A (t) para obter 2N -+ 1 termos
da série de Fourier do vetor r(¢). Na verdade se for considerado que s série de Fourier para r(t) tem
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infinitos termos, entao a matriz A é uma matriz de dimenséo infinita, dada por

A=
3iQI 4+ Ao A, A, A_3 A_y A_;s A g
Ay 21+ Ag A_, A_o A_3 A_y A_5
Ay A iQI+A) A_; A_o A_3 A_y
As A, Ay Ay A_4 A, A_j3
Ay As Ay A, —iQoIl+ Ap A_, A_»o
As Ay Ag Ao Al —2iQI + Ay A_,
Ag As Ay As As Ay -3l + Ag

(4.125)

A expressao para a forma dos autovalores desta matriz é dada por det[)(f - ;&] Este deter-
minante é conhecido como determinante infinito de Hill (Whittaker e Watson, 1963). A solucao
desta equacao leva, portanto, a infinitos autovalores, ou seja, o vetor r(t) deveria ser representado
por infinitos termos da série de Fourier, o que significaria uma aproximagio exata para a solucao
da equacao diferencial. Entretanto, isto nao é factivel, pois nao existe uma solugéo para um deter-
minante de uma matriz de dimensao infinita. Apenas no caso em que a matriz A (¢) reduz-se a um
escalar, existe uma solugao para este determinante, que é uma funcdo transcendental (Whittaker
e Watson, 1963), com infinitas solugdes. Para o caso mais geral, é possivel considerar apenas as
linhas e colunas centrais da matriz expandida e obter uma aproximagio razodvel para os primeiros

termos da série de Fourier do vetor r(¢). A convergéncia do determinante infinito pode ser provada
(Friedmann et al., 1977).

4.4.2 Autovalores e autovetores basicos

Embora o nimero de autovalores da matriz expandida A seja infinito, estes s@o redundantes
entre si, podendo ser divididos em apenas n conjuntos, sendo que n é a dimensdo da matriz A(t)
e, portanto, representa o nimero de graus de liberdade e autovalores de um sistema invariante
equivalente. Estes n(2N + 1) autovalores da matriz expandida podem entdo ser divididos em n
conjuntos formados cada por um autovalor-bésico e seus multiplos em fungdo do pardmetro g, de
acordo com a seguinte forma

A o=XoxikQ  j=1,...,n k=-K, K (4.126)

onde Ajo correspondem aos autovalores-bdsicos do sistema, que correspondem aos autovalores do
sistema mecanico propriamente ditos (freqiiéncias naturais). A combinagio A; corresponde ao efeito
da variacdo paramétrica do sistema, que é funcio da velocidade angular Q. A demonstracio desta
propriedade dos autovalores da matriz expandida é apresentada no Apéndice (B) a partir da teoria
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de sistemas lineares periddicos, conhecida também como teoria de Floquet (Meirovitch, 1988). A
solugdo do problema de autovalor da matriz expandida A fornece, entdo, n autovalores-basicos e n
autovetores-basicos. Outros 2K conjuntos de autovalores podem ser obtidos a partir deste conjunto
bésico. Estes novos conjuntos sdo dependentes do pardmetro g (Xu e Gasch, 1995; Reuter, 1998).

Para determinar entre todos os autovalores quais sao os autovalores-bésicos, pode-se comparar
a parte real dos mesmos, sendo que os autovalores que apresentam mesma parte real pertencem ao
mesmo conjunto de autovalores (Xu e Gasch, 1995). Outra maneira, é comparar duas solucoes
obtidas com diferentes valores para os termos da série de Fourier, por exemplo, K e K +1 e
comparar os dois conjuntos de autovalores de forma a identificar quais seriam os autovalores-bésicos
e quais seriam autovalores redundantes. Esta metodologia para a escolha dos autovalores-basicos
sera discutida posteriormente, juntamente com exemplos numéricos. A selecdo dos autovetores-
bésicos ¢ feita depois da determinagao dos autovalores-basicos. A partir da matriz como os n(2K+1)
autovetores devem ser escolhidos n autovetores, sendo que cada um destes deve estar associado a
um autovalor que nao pertenga ao mesmo conjunto redundante de Aj. Ou seja, os n autovetores
nao precisam necessariamente estar associados aos autovalores-bésicos, mas devem estar associados
a autovalores que nao sejam originados a partir do mesmo autovalor-bésico. Escolhidos estes n
autovetores, que serao também chamados de autovetores-basico, cada um deste é dividido em 2K +1
vetores de dimensao n x 1. Cada um destes subvetores corresponde ao um termo da série de Fourier
para r, ordenados de acordo com a equacdo (4.123), ou seja, os termos variam de —K a K de
cima para baixo de cada autovetor-bédsico. Assim, a solucdo do problema de autovalor fornece
um conjunto de n autovalores e autovetores-bésicos a partir da qual se pode montar uma solucio
aproximada do sistema com 2K + 1 termos da série de Fourier, dada por

n K
x(t) = R(t) exp[At] Zr ()X =" N ettt (4.127)

j=1k=-K

A matriz de vetores variante no tempo R(t) é semelhante a matriz modal de autovetores &
direita de um sistema invariante no tempo, sendo que os autovetores r;(t) sdo denominados de
autovetores a direita variantes no tempo. A resposta do sistema, considerando condicdes iniciais

nao-nulas, é dada por
x(t) = R(t) exp[At]b = x(0) = R(0)b = b = R(0)~!
x(t) = R(t) exp[At] R(0)~'xo (4.128)

Analogamente ao sistema invariante no tempo, serdo definidos os autovetores i esquerda
variantes no tempo, representados por L(t). Esta matriz de autovetores é tal que

ROLT(t) =1 (4.129)
ou ainda,
K
Z R¢€Wﬂot Z LT ilQ0ot _ Z z R,,-LT i(r+0)Qt _ Z Ireirﬂot (4130)
r=—K I=—K r=—KIl=—K r=—K
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Da mesma maneira que a equagao (4.122), a equagao (4.130) pode ser separada em 2N + 1
equagdes linearmente independentes, se os expoentes forem iguais. Assim, obtém-se a seguinte

equacgao para cada valor de r

K K
Z R¢_1L?€z(r—l+l)90t — IreirQOt = Z Rl-—-TLZ‘ — I'r (4131)
=—K r=—K

sendo que

I ser=0

0 ser#0

A partir desta equagdo é possivel montar um sistema de equagées para obter os coeficientes
da série de Fourier da matriz L(t)

Ro R.1 R_y R_3 R_4| (LZ,) (0

R, Ry R.1 Ry R_3| |LT 0

R, Ri Ro R_; R (LT »=K1 (4.132)
0
0

R; R, R; Rg R, [LT
R, R Ro Ry Ro| (LT) |

onde
RLT =T

Utilizando a matriz definida por L(t), a resposta do sistema a condicoes iniciais nao-nulas

pode ser dada por

x(t) = R(t) exp[At] LT (0)x(0) (4.133)

Portanto, utilizando esta metodologia é possivel obter uma aproximagao para a matriz de

transicao de estado, que é expressa por

K K
®(t,0) = R(t) exp[At]LT(0) = > R,e™™exp[At] > LT (4.134)
r=—K I=—K
E dessa forma, a solugao é dada por
x(t) = ®(t,0)x(0) (4.135)
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4.4.3 Desacoplamento das matrizes variantes no tempo

A matriz L(%), que pode ser definida como matriz de autovetores & esquerda variantes mo
tempo, também ¢é utilizada para determinar as relagoes de ortogonalidade da matriz A. Assim,
partindo da equacao de movimento

x(t) — A()x(t) =0

Supondo uma solucao do tipo

x(t) = R(t) exp[At]

Substituindo esta expressio e sua derivada na equacio de movimento, obtém-se
R(t) exp[At] + R(t)A exp[At] — A(t)R(¢) exp[At] =0

ou ainda,

R(t) + R(t)A — A(H)R(t) = 0
(4.136)
Pré-multiplicando esta equagdo por LT(t) obtém-se
LT)R(t) + LT()R(®)A -~ LT))A(DR(E) = 0
As matrizes de autovetores & direita e & esquerda, variantes no tempo, sao relacionados pela

normalizacdo R(¢)L(¢t)T = I. Portanto a relagdo de ortogonalidade para um sistema variante no
tempo é dada por

A =LT(t)A()R®E) - LT®)R(2) (4.137)

E a forma da decomposicdo modal da matriz A(t) é dada por

A(t) = R(t)ALT(t) + R()LT (1) (4.138)

A relacao de ortogonalidade dos autovetores é utilizada para obter um sistema de equacdes
desacopladas, a maneira da metodologia apresentada para sistemas invariantes no tempo, com a
diferenga de que neste caso esta relagio é dada pela equacdo (4.137) para desacoplamento das
equagdes de movimento. O sistema de equacdes desacoplado é empregado para obter a solugiao do
sistema (4.113) em sua forma forcada, que é dada por

x(t) = A(t)x(t) + p(t) onde A(t+T)=A() (4.139)
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Assim, para o desacoplamento desta equacao, serd considerado que a matriz R(t) define uma

transformacgao de coordenadas e um novo conjunto de coordenadas modais q(t) é introduzido:
x(t) =R@®)alt);  x(t) =R(t)q(t) + R®)4(t) (4.140)
Assim, a equacao de movimento assume a forma
R(t)q(t) + R(t)a(t) — A(t)R(t)a(t) = p(?) (4.141)
Pré-multiplicando esta equagdo por LT (), obtém-se

LT®R@)a) — LT AR - LT ®)R(t)]at) = LT (¢)p() (4.142)

Utilizando as propriedades de ortogonalidade para o sistema variante, equagao (4.137), as

equacgdes de movimento em sua forma desacoplada sao dadas por
a(t) — Aq(t) = LT (6)p(?) (4.143)

A solucao desta equacao pode ser obtida analogamente & solu¢do de um sistema invariante no
tempo equagao (4.11), sendo dada por

q(t) = exp[At]q(t) + /O exp[A(t — 7)]L7 (r)p(r)dr (4.144)

Utilizando a transformagao modal, definida pela equagdo (4.140), obtém-se a expressdo para
a solucgdo x(t) da equagao diferencial (4.139)

x(t) = R(t) exp [At]LT(O)x(O) + /(; R(t) exp [A(t - T)] LT(T)p(T)dT (4.145)

4.4.4 Funcao de resposta em freqiiéncia variante no tempo

Outra maneira de obter uma solucao para a equagio em sua forma forcada é utilizar a trans-
formada de Fourier da equagao desacoplada, seguindo a metodologia andloga a usada para sistemas
invariantes no tempo. A principal diferenga que deve ser observada neste caso, é que as matrizes
modais R(t) e L(t) ndo sao constantes com o tempo. Considerando a transformada de Fourier da

equagdo (4.143) é dada por
2rfQ(f) — AQ(f) = LT (f) * P(f) (4.146)

Nesta equagao foi utilizada a propriedade de convolugdo apresentada na equagao (4.40b).

Portanto, a solugdo para Q(f), coordenadas modais, no dominio da freqiiéncia é dada por

Q) = |5 [L7 ) PO (4.147)
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A forma da matriz de autovetores & esquerda L(t)T é conhecida, sendo dada por um série de
Fourier, de tal maneira que transformada de Fourier desta matriz modal LT(f) pode ser simplificada
utilizando a propriedade apresentada na equagao (4.40c), sendo dada por

K
FILT (1) = {Z LzeZ’Q"J = > Lis(f - Ifo) (4.148)
l=—K

Assim, a expressao para Q(f) pode ser obtida utilizando a definicao de convolugao, o que leva

as seguintes equacoes

_ 1 4 K
QN = |7 lzZ_jK Lid(f — Lfo) = P(f)

_ 1 s K o
QN = |5er=x) L b ot~ 150p(s - ggae

_ 1 s K
Q(f) = Brf—A| z;KLlP(f —1fo) (4.149)

A solugéo X(f), em coordenadas fisicas pode ser obtida pela transformacdo de coordenadas
dada pela equagdo (4.140). Analogamente & equacio (4.149), obtém-se uma expressio para a solugao
X(f), ao expandir a expressdo para R(t) em série de Fourier e utilizando as propriedades da
transformada de Fourier dadas em (4.40b) e (4.40c).

Fx@®)] = X(f) = FIR(H)a(®)] = R(f) * Q(f) = Z Ri3(f —rfo) * Q(f)

l=—K
Xf)- 3 R [ ste=riwaur - g = S RQ( o) (4.150)
r=—K - r=—K

Assim, combinando as equages (4.149) e (4.150), obtém-se uma expressao para a resposta do

sistema em fungéo da forca de excitagéo e das propriedades, autovalores e autovetores, do sistema:

Z Z R’r,:z27r _];,fo)__A]L;fP(f—T'fo—lfo) (4.151)

r=—Kl=—K

Ao contrério dos sistemas invariantes no tempo, ndo é possivel obter uma relagao linear entre
entrada e saida de tal forma a definir uma matriz de funcio de resposta em freqiiéncia, pois nao
¢ possivel extrair o deslocamento na freqiiéncia no espectro da entrada. Entretanto, neste tipo de
problema variante no tempo, é possivel definir sub-matrizes de funcio de resposta em freqiiéncia
H,;(f) (Irretier, 1999), que permitem obter a solucdo no dominio da freqiiéncia de acordo com
a equagdo (4.151), ou seja, em funcao das propriedades do sistema, autovalores e autovetores, e
em fungao do espectro da forga de excitagao, deslocada de acordo com os indices r e [. Estas

sub-matrizes sao definidas por

1
H.(f) =R, i27r(f—rf0)—AJLlT (4.152)
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Portanto, a solucdo X(f) é dada por

X(f) = Z EHrl(f f—rfo—1fo) (4.153)

I=—K l=-K

Assim, dependendo do tipo da excitacdo imposta ao sistema, deve-se obter o espectro da
excitacao, e posteriormente, seu espectro deslocado, de acordo com o somatdrio da equacao (4.153),
para apenas depois obter a solugdo no dominio da freqiiéncia. Embora o procedimento nao seja

idéntico ao desenvolvido para sistemas invariantes no tempo, ambos s&o anélogos.

A transformada inversa de Fourier da funcdo Q(f) é definida a partir da transformada inversa
da equacao (4.149), utilizando as propriedades da transformada de Fourier de convolucdo, funcao
exponencial e deslocamento na freqiiéncia, definidas pelas equagtes (4.40b), (4.40c) e (4.40f)

q(t) = exp[At] * Z L;p(t)e’? ot = Z / exp[A(t — 7)]Lip(t)e i2nlfor g7 (4.154)
I=—K =K

Considerando agora a transformada inversa da equacado (4.150), utilizando as propriedades
da transformada de Fourier inversa e combinando com a equago (4.154), obtém-se uma expressao

para x(%)

K
X)) =x@t) = Y ReTolg(2)

r=—K
Z Z R, eir2nfot / exp[A(t — T)Lip(£)e2™ho7 dr (4.155)
r=—Kl=—K

Esta parcela corresponde apenas a parte forcada da solugao, sendo que a solucao total é dada

por

K K
= Z Z R,exp[At]LlTx(O)

r=—KIl=—K
ir27 fo 27l for
- Z Z R, eromfot / exp[A(t — 7)|LT p(t)e?™fo7dr (4.156)
r=—K l=—

que apresenta a forma
t
x(t) = 2(6,0)x(0) + [ B(t,7)p(r)dr (4.157)

assim a matriz de transicao de estado pode ser aproximada por

®(t, to) = Z Z Rem ™ot exp [A(t — to)| LT e2mifoto (4.158)

r=—KIl=—K
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4.4.5 Resposta ao impulso

Como néo € possivel obter diretamente a funcio de resposta em freqiiéncia para sistemas
variantes no tempo, sera utilizada a definicdo desta funcio, que € a resposta do sistema a uma

excitagao do tipo impulsiva dada por
p(t) = 4(t) (4.159)

Inicialmente, seréd analisada a resposta diretamente no dominio do tempo a partir da equacao
(4.155),

x(t) = Z Z R4€zr2wfo / exp [A(t _ T)]Ll(s(T)eiQﬂlfonT
r=—KIl=—K
o que resulta em
K

K
h(t) = Z Z R¢e"27rf°texp[At]Ll (4.160)

r=—Kl=—K

Esta € a forma da funcéo de resposta ao impulso h(t) para sistemas periédicos. A funcéao de
resposta em freqiiéncia € obtida a partir da anilise da equacao (4.150). A transformada de Fourier
da fungao impulso, de acordo com a equagéo (4.40h), é dada por

P(f)=1 (4.161)

Partindo da equagao (4.151) obtém-se

1
H(f) = Z Z Rr[iQw(f——rfo)—A}LlT (4.162)

r=—KlIl=—K

Comparando as equagoes (4.160) e (4.162), verifica-se que
Fh(t)] = H(f) (4.163)

Ou seja, a transformada de Fourier da funcéo de resposta ao impulso fornece a funcao de re-
sposta em freqiiéncia ciclica (Reuter, 1998; Irretier, 1999). Esta relacdo, obtida com as propriedades
(4.40c) e (4.40f) € vélida apenas para este tipo de excitacao.

4.4.6 Resposta a uma excitagao harmoénica

Uma excitacao geral em forma harménica é dada por

p(t) = pte?™/ot 4 pmemi2mfot (4.164)
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A transformada de Fourier desta excitagao é dada por
P(f) =p* 6(f — fo) +p~ 6(f + fo) (4.165)

Aplicando esta defini¢cdo do espectro da forca de excitagao a resposta do deslocamento na
freqgiiéncia, equacao (4.155), obtém-se

K K
1
X(f)= >, > R[i%r(f T —A L [p* 6(f —lfo—rfo— fo)+ P~ 6(f —lfo—rfo+ fo)]

r=—KI=—K
(4.166)

Ou seja a solugao pode ser dada em fungao das submatrizes de funcao de reposta em freqiiéncia,
equagdo (4.152), uma vez que nao é possivel extrair os indices r e [ da equagdo. Assim

K K
X(f)= Y. > Ha(f)[pT 6(f —lfo—rfo— fo) + P~ 6(f —lfo—rfo+ fo)] (4.167)

r=—Kl=—K

A transformada inversa desta equacao é obtida utilizando as propriedades (4.40b) e (4.40h),
sendo finalmente dada por (Xu e Gasch, 1995; Irretier, 1999)

K K
— 1 T [+ 127 (Lfo+7 fo+ fo)t
X(t)—r;Kng&[iQW(lf0+f0)_A}Ll [P

K K
1 — _2x(lfo+rfo—fo
! Z Z Rr[z’27r(lf0_f0)_A]L;f[p ei2m(Lfo+ f f)t]

r=—KlIl=—K
ou ainda
K K ) K K
x(t) = Z Z H,:(1fo + fo) [p+el27f(lfo+rf0+fo)t] + Z Z H,(lfo — fo) [p— ei27f(lf0+rfo—f0)t]
r=—Kl=—K r=—KIl=—K

(4.168)

A principal caracteristica a ser observada nesta resposta deste tipo de problema a uma exci-
tacao harménica de freqiiéncia £fo é que a solucdo apresenta componentes de freqgiiéncia variados.
No caso invariante, uma excitagao harménica corresponde a uma resposta onde aparecem apenas
freqiiéncias do harménico. Entretanto, no caso variante periédico, a resposta apresenta, além da
componente de freqiiéncia harménica, outras componentes rfy e Ify, muiltiplas do pardmetro de
variacao do sistema {2o.

4.5 Estudo de casos

4.5.1 Sistema periédico comutativo - solugao analitica

Neste primeiro exemplo serd considerado um sistema simples comutativo. A solugao analitica
deste exemplo foi obtida do trabalho de Wu (1978), sendo que alguns dos teoremas, nos quais
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a solugao analitica se baseia, estdo apresentados no Apéndice (A). Procura-se, neste caso, obter
uma matriz de transformacao T(t) que leve a um novo sistema de equagoes, invariante no tempo, e
algebricamente equivalente ao original (Teorema de Liapunov). Seja, entdo, um sistema de equacoes

dado por
x(t) = A(t)x(t) (4.169)
sendo que a matriz A(t) é dada por

a + cosw,t sen wyt
At) =
( ) —senwet a -+ coswyt (4.170)

na qual a e w, S840 pardmetros constantes no tempo.

O sistema variante no tempo dado pelas equagdes (4.169) e (4.170) pode ser transformado
em um sistema invariante através de uma transformacao T(t) uma vez que o sistema é periédico,
ou seja é um sistema de Floquet, vide Teorema 1 e Coroldrio 1 do Apéndice (A). O periodo deste
sistema é dado por T' = 27 /w,. Este sistema é comutativo, ou seja, A(t)A(t) = A(t)A(t). Além
disso, é possivel escrever a matriz A(t) como a soma de uma fungao invariante no tempo e uma
fungdo do tempo, de tal forma que

A(t) =F(t) +Fo (4.171)

em que Fg é uma matriz constante.

A parte variante no tempo F(t) pode ser expandida em funcdes escalares multiplicadas por
matrizes constantes, de onde obtém-se que

F(t) = Ara1(t) + Azan(t) (4.172)
em que
10
A= 0 1 ai(t) = cosw,t (4.173)
e
0 1
Ay = [_1 O} as(t) = senw,t (4.174)

sendo que a matriz Fy é dada por

Fo = [g ZJ (4.175)

138



A matriz de transformacao T(¢) para problemas comutativos, de acordo com o Corolério 3 do
Apéndice (A), apresenta uma forma fechada, a qual é dada por

T(t) = exp[A151(t)] exp[A2fa(?)] (4.176)
onde
Bi(t) = /0 “an(r) dr = ser;:"’t (4.177)

1 COS Wyt

Ba(t) = /0 o (r) dr = — —

Wo Wo

(4.178)

Dessa maneira, a matriz de transformagao T(t), ap6s algumas simplificactes, é dada por

cos B2(t)  sen fBa(t)

—sen fBa(t) cos Ba(t) (4.179)

T(t) = exp[B1(t)] {

Define-se, entao, a seguinte transformacao de coordenadas para obtencao de um novo sistema
de equagdes diferencials, invariante no tempo, que seja algebricamente equivalente ao sistema das
equacoes (4.169) e (4.170), dada por

x(t) = T()Z(t) (4.180)

Assim, de acordo com o Teorema 1 e Coroldrio 3 do Apéndice (A), o sistema invariante

equivalente é dado por

%(t) = Fox(t) (4.181)

A solucao da equagao (4.181) é conhecida da teoria de sistemas lineares invariantes no tempo,

de acordo com a equacao (4.5). Assim, obtém-se para X(t)

%(t) = exp[Fot]%(0) (4.182)

Utilizando a transformacao de coordenadas definida pela equacao (4.180) obtém-se a solugdo

analitica do sistema variante no tempo
x(t) = T(t) exp[Fot] T~*(0)x(0) (4.183)

onde T(t) é dada pela equagédo (4.179).

Este método de solugao, contudo, € restrito a problemas comutativos, nio sendo possivel
desenvolver uma metodologia de solucao geral. A solugdo pelo determinante infinito de Hill, que
serd apresentado a seguir, por outro lado permite desenvolver um método de solu¢do mais geral

para sistemas periédicos.
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4.5.2 Sistema periédico comutativo - solugio pela equacio de Hill

A solugao do sistema (4.169) e (4.170) pode ser obtida utilizando o conceito de autovalores e
autovetores variantes no tempo, a partir da obtencéo do determinante infinito de Hill. Inicialmente,
deve-se determinar a expansao em série de Fourier da matriz de estado periédica A(t). A expansao
em série desta matriz possui apenas trés termos nio-nulos, sendo expressa pela soma de matrizes
constantes de acordo com

A(t) = A_je ™" + Ag+ A eiet (4.184)

Estas matrizes constantes que formam a série de Fourier para A(t) sdo dadas por

(4.185)

D=
ol
S ST
| SO
Z
Il
o 9
Q O
>
I
| e— |

Nl DO

DOl |
Nl

—_

Para obter estes termos da série de Fourier sio empregadas diretamente as expressoes para a
série de Fourier para as funces cosw,t e sen w,t (Brigham, 1988). A matriz expandida A é obtida
com dimensao finita 2n, + 1, onde n, é uma varidvel que serd definida como ordem de erpansao.
Esta varidvel controla o tamanho da matriz expandida e o nimero de termos da série de Fourier
para o vetor de autovetores variantes no tempo r(t) a serem determinados que € igual a 2n, + 1.
Para montagem da matriz expandida s&o necessérios 4n,+ 1 termos da série de Fourier da matriz de
estado A(t). Neste caso, apenas os trés primeiros termos da série de Fourier nio sio nulos. Assim,
a matriz expandida para este problema é dada por

[2iwol + Ag A 0 0 0
A iwol + Ag A_; 0 0
A= 0 A Ag A, 0 (4.186)
0 0 A; —iwl+ Ag A_,
0 0 0 A —2iwol + Ag]
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Os autovalores e autovetores da matriz A sao dados por

A= {a — Wo
1 0
—1 0
—3iw, 0
—3w, 0
. —6w2 0
T Biw? 0
Giwg’ W
6w§ —We
0 1
i 0 7

Da expressdo para A tem-se que os autovalores sao da forma

>‘j =a % ikwo

—6w3
—6iw,>
6w

—6w?

0
0

o

2
o

]

3w,

3w,

—1

1

Wo

—iW,

k=1,...,mn,

2403
—245w,3
122’(.0;‘2
— 12w§

4w,

4iw,

—1

1

O O O O O o o o

O O O O O O o o

o O O O

2
—2w?

—2iw?
2tw,

—2w,

ou seja, o conjunto dos autovalores-bésicos deste problema é dado por

)‘10 = a;

A2, =a; ouainda Ag = {a a}

2w,
—2iw,
- 2iw§

o

o O O O

T
a—iw, a+iw, a+iw, a-+2iw, a+2iv, a-—2iw, a-—2w, a a}

(4.187)

(4.188)

(4.189)

Os autovetores estao organizados na matriz T de tal forma que podem ser escolhidos dois a

dois para definir os autovetores-bésicos. Por simplificacdo serdo escolhidas as duas tltimas colunas

como autovetores-basicos. Cada uma destas colunas é, entao, dividida em 2n, + 1 vetores, de tal

maneira que o resultado sdo 2n, + 1 termos da série de Fourier de r(t). Assim, nomeando as duas

Gltimas colunas de Ty e rio, estas colunas sao subdivididas em vetores 2 x 1, com k variando de

—ne, a n,. Estes vetores, que correspondem aos termos da série de Fourier para r(t) podem ser

combinados em matrizes de forma a se obter uma expressao para a matriz modal R(t), dada por

R(t)= Y Rye

k=—no

onde

R o
27 o 1

Ro = °

20w, 0
—2w, 0

—2iw?  —2w

|

—w?  —2iw?

2
o

Ny = 2

0
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2w,

—2iw,
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A solugao da equagao diferencial, de acordo com a equagio (4.128) é dada por

x(t) = R(t) exp [At]R(0)~'x(0) (4.192)
ou ainda
x(t) = i Rkei“’oktexp[At][ i Rk] _1x(0) (4.193)
k=—no k=—mn,
onde
A = diag Ao (4.194)

Na equagao anterior as matrizes Ry estdo definidas na equagio (4.191) e os autovalores-basicos
Ao estdo definidos na equagéo (4.189). Para este exemplo, verifica-se que uma relagdo direta entre
as solugdes obtidas utilizando o teorema de Liapunov e utilizando a abordagem de Hill, equagdes

(4.183) e (4.192), de tal forma que se obtém a seguinte relagio para a matriz de transformagio T(t).

T(H)T(0)" Z Ryetok | Z Ri|” (4.195)

k=—n, k=—n,

Se os termos dependentes do estado inicial forem desconsiderados pode se dizer que a expansao
em série de Fourier da matriz de autovetores variantes & direita, corresponde a expansao em série de
Fourier da matriz de transformagao T(t). Analogamente, obtém-se uma expressio para a matriz de
transicao de estado, dada por

(t,0) = R(t) exp[AR(0)~! = Z Ryeo*t exp[Ad] | Z Ry - (4.196)

k_—na k—*no

Considerando valores numéricos para as varidveis a e w,, observa-se o comportamento da
solucdo se o sistema € perturbado por condicdes iniciais nio-nulas. Sejam adotados os seguintes
valores a = —1 e w, = 4nrad/s e condigdes iniciais dadas por

xo = {1 1}T (4.197)

A figura (4.1) apresenta o comportamento das varidveis de estado z1(t) e zo(t) obtidas pela
equagdo (4.183). Esta solugdo, obtida pelo Teorema de Liapunov, é considerada uma forma de
solugdo analitica. Neste grafico observa-se o decaimento exponencial da resposta somada a uma
funcao periddica, que correspondem a influéncia do parametro w, no comportamento das varidveis

de estado.

A mesma solugdo é obtida com a aproximacdo numérica através da solucao do determinante
de Hill (4.192). Os gréficos da figura (4.2) apresentam a comparacio entre a solucao analitica, j4

apresentados na figura (4.1), e os resultados numéricos obtidos com diferentes valores de N, ordem
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Solugao Analitica

Solugao Analitica
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Figura 4.1: Solugdo analitica obtida pelo teorema de Liapunov

de expansao, da matriz expandida A. Ou seja, a varidvel n, controla o nimero de termos da série
de Fourier para R(t) que sdo calculadas. Nesta figura nota-se que a solucdo numérica converge
para a solucdo analitica, com o aumento do nimero de termos da série de Fourier da matriz modal
R(t). Observa-se também que a solugdo obtida para n, = 0 corresponde apenas ao decaimento
exponencial da solugao, sem o efeito da variacao do parametro w,, pois apenas os termos constantes

da série de Fourier estdo sendo considerados.
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Figura 4.2: Comparagéo entre a solugdo analitica obtida pelo teorema de Liapunov e a solugéo aproximada
com diferentes ordem de expansao n,, o que resulta em 2n, + 1 termos da série de Fourier

A figura (4.3) apresenta a variacdo no tempo dos elementos ®; ;(t) da matriz de transicao de
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estado obtida tanto pela solucdo analitica quanto pela solu¢do numérica. Novamente, observa-se a
convergéncia da solucdo numérica para a solugdo analitica com o aumento do nimero de termos na,
série de Fourier. Se a ordem de expansao é nula, apenas os termos constantes sdo considerados e a
influéncia da variagao paramétrica ndo é incluida. A figura (4.4) apresenta a comparagao entre a

matriz de transformacao de coordenadas T(t) com a solugio analitica e numérica.
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(c) ®21(2) (d) ®22(t)

Figura 4.3: Comparagao entre a solucio analitica obtida pelo teorema de Liapunov e a solucdo aproximada
com diferentes ordem de expansao n,, o que resulta em 2n, + 1 termos da série de Fourier
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Capitulo 5

Exemplos tedricos

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas solugoes para os modelos matemaéticos apre-
sentados no capitulo (3). No caso das palhetas flexiveis, por exemplo, procura-se elucidar o papel
dos termos nao-lineares de deformagao de viga no acoplamento dos movimentos do rotor e palhe-
tas, através da integragdo numérica das equacdes de movimento. A variacdo do comportamento
dindmico do sistema com a velocidade de rotacao, como, por exemplo, o efeito de enrijecimento
centrifugo das vigas, pode ser estudado com maior clareza através dos diagramas de cascata, que
sao curvas construidas com a superposi¢cao do sinal em freqiiéncia do deslocamento em funcgao da
velocidade de rotacao. Adicionalmente, a andlise modal variante no tempo, fornece subsidios para
o estudo da variacao das freqiiéncias criticas, das palhetas e rotor, em fun¢ao da velocidade de ro-
tacdo, bem como as formas modais de vibragao, elucidando de que forma os movimentos do rotor e
palhetas se combinam e qual a relevancia dos modos acoplados na resposta do sistema. As andlises
tedricas fornecem também fundamentos para futuras medidas experimentais a serem realizadas em
bancadas de teste.

Os seguinte modelos matemaéticos sdo analisados neste capitulo: (a) T1 —rotor plano e palheta
modelada como uma viga com uma massa concentrada na ponta (momento de inércia da massa
desprezado), conforme apresentado na figura (3.2), sendo que as trés abordagens utilizadas para
aproximar a deformagao da viga, apresentadas no capitulo anterior, sdo empregados, resultando em
trés diferentes modelos do rotor plano; (b) T2 — rotor fixo em uma das extremidades e apoiados
sobre suportes eldsticos na outras, de tal forma que apenas os graus de liberdade de rotacao sao
considerados e viga com massa concentrada na ponta para modelar a palheta, conforme figura
(3.7); (c) T3 - rotor apoiado sobre mancais elésticos em suas duas extremidades, de tal forma que
o movimento do centro rotor seja tridimensional (deslocamentos lineares e angulares) e viga com
massa concentrada na ponta para modelar a palheta, conforme figura (3.4). Ressalta-se que as

simulacoes sdo realizadas considerando um amortecimento nulo em todos os modelos.

147



5.1 Modelo matemaético T1 - rotor plano

Inicialmente, serd considerado um rotor plano, que estd livre apenas para se movimentar
linearmente nas diregoes y e z, acoplado a quatro palhetas flexiveis, conforme apresentado na figura
(3.2), cujas propriedades fisicas e geométricas constam da tabela (5.1). As equagdes de movimento
deste sistema, (3.38), (3.47) e (3.55), descrevem diferentes abordagens para modelar a deformacso
da viga. A inércia de rotagdo da massa é desprezada nesta aproximacao, sendo esta considerada
pontual (concentrada).

Tabela 5.1: Pardmetros - rotor plano (T1)

Rotor Palhetas (i = 1,2, 3,4)
mo 1907 kg | m; 0.0217 kg
mg 1.661 Kg|r 0.040 m
ky, 2.16e* N/m | L; 0.0365 m
k. 3.18* N/m |k 310 N/m
e 0.001 m|6 (i—17m/2 rad
e 0 rad

5.1.1 Andlise modal do sistema nao-girante

As analises tedricas das equagdes de movimento serdo inicialmente consideradas sem o efeito
da velocidade de rotagdo. Dessa forma, procura-se verificar como os movimentos do rotor e palhetas
se acoplam e quais sao as formas modais de vibracdo deste sistema. Posteriormente, a introducio
da velocidade de rotacao constante e sua influéncia nas formas modais serio também analisadas,
utilizando as técnicas de andlise modal variante no tempo apresentadas no capitulo (4). Neste caso,

sao consideradas as equacoes de movimento do modelo linearizado de segunda ordem, (3.47).

Caso rotor e palhetas sejam considerados separadamente, como estruturas desacopladas, exis-
tem trés freqiiéncias criticas distintas. Duas delas estdo associadas ao rotor, cujas propriedades
nas diregoes perpendiculares sdo distintas, assumindo os valores w; = 16.95 Hz e wo = 22.03
Hz. Por outro lado, as freqiiéncias associadas as quatro palhetas idénticas assumem o valor de
ws = 19.00 Hz. Entretanto, se forem consideradas as equacdes de movimento do sistema acoplado
nao-girante, é=¢ =0 nas equagoes (3.47), as freqiiéncias naturais sofrem uma pequena alteracio
em relagao aos valores obtidos para os subsistemas desacoplados. Além disso, novas formas de vi-
bragao passam a caracterizar o comportamento dindmico do conjunto. Os seis modos de vibragao
na condigao de velocidade de rotagdo nula estdo apresentados na figura (5.1). Nota-se assim que
cinco freqiiéncias naturais distintas aparecem, ao invés de trés dos componentes desacoplados. As
duas tnicas freqiiéncias idénticas w3 = wy = 19.00 Hz correspondem aos modos de vibracao das

palhetas apenas, figuras (5.1(c)) e (5.1(d)). As freqiiéncias de vibracdo do rotor contudo sofrem
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uma pequena alteracdo. A primeira freqiiéncia w; = 16.13 Hz sofreu uma pequena reducio e repre-
senta agora um modo em que tanto a palheta, quanto o rotor vibram. O mesmo comportamento de
acoplamento das vibragoes do rotor e palheta é observado para o segundo modo do rotor, wg = 22.47
Hz, cuja freqiiéncia sofreu um pequeno aumento em relagio ao valor do componente desacoplado.
Finalmente, € interessante notar o aparecimento de dois modos de vibragido em que rotor e palhetas
também vibram acopladas, mas com predominédncia do movimento da palheta. As freqiiéncias que

caracterizam estes modos sao wp = 18.38 Hz e ws = 19.74 Hz, apresentados respectivamente nas
figuras (5.1(b)) e (5.1(e)).
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(d) Modo 4 - w, =19.00 Hz (e) Modo 5 - w, =19.74 Hz (f) Modo 6 - w, = 22.47 Hz

Figura 5.1: Freqiiéncias e modos de vibracdo do conjunto rotor-palhetas — modelo matemaético usando rotor
plano (T1) - ¢ =0

A anilise das freqiiéncias e modos de vibracao apresentada, todavia, restringem-se ao caso em
que o rotor nao gira, nao tendo validade para a condi¢ido de operacao normal do conjunto. Entre-
tanto, busca-se com estes estudos iniciais elucidar como o conjunto responde e quais as modificacoes
introduzidas pelo acoplamento de componentes rigidos e flexiveis. Posteriormente, a analise modal

deste conjunto serd considerada para um velocidade de rotagdo nao nula, utilizando a teoria de
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sistemas lineares variantes no tempo.

5.1.2 Anélise modal do sistema girante

As anélises preliminares sio limitadas a condicio em que a velocidade de rotagao do rotor é
nula. Novamente a analise das formais modais de vibragio sers apresentada, mas utilizando o con-
ceito de andlise modal variante no tempo, apresentado no capitulo (4). Segundo esta metodologia,
o ndmero de freqiiéncias criticas deste tipo de sistema, cujos parametros variam periodicamente no
tempo, é infinito, embora apenas um conjunto finito destes autovalores seja efetivamente calculado.
Os autovalores sao, na verdade, fungdo da freqiiéncia de variacio dos parametros do sistema, que
neste caso, é a prépria velocidade de rotacao.

Para calcular as freqiiéncias e modos, bésicos e paramétricos, sao utilizadas as equacoes de
movimento (3.47), apresentadas no capitulo (3), do modelo linearizado de segunda ordem, que
permitem a incluséo do efeito do enrijecimento centrifugo. Assim, as equagdes de movimento podem
ser sumarizadas por

M(4)§ + C(¢,9)d + (K + Ka($, 6) + K,(4))q = fo + £, (5.1)

sendo que

M(¢), é a matriz de massa

C(¢,¢), é a matriz de coriolis

K, é a matriz de rigidez estrutural
Kg(é), ®), é a matriz de rigidez rotacional
Kg(é), é a matriz de rigidez geométrica
fq é o vetor de forcga rotacional

f,, é o vetor da forca peso

A anglise modal variante no tempo pressupde a utilizacio da equagao diferencial ordindria de
movimento em sua forma de estado. Assim, obtém-se

al _ 0 I al _(0 o | o
q -MYK+Ko+K,) -MC||qf |o M1|]|f (52

ou simplesmente,
u—A(tju=p

com o seguinte vetor de graus de liberdade

at
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Retomando a solugdo apresentada no capitulo (4), uma solugdo, no dominio do tempo, é
proposta para a equagao diferencial de movimento, sendo dada por

= r(t)e™ (5.3)

Nesta equacdo sao reconhecidos os termos r(t), autovetor variante no tempo e A, autovalor associado.
A forma do problema de autovalor variante no tempo foi apresentada na equagdo (4.116). Ao
contrario do problema invariante no tempo, cujos autovalores e autovetores sao obtidos diretamente
da solucao do problema de autovalor associado & matriz A, no caso do sistema periodicamente
variante no tempo € necessério expandir tanto a matriz A(t) e o autovetor variante no tempo r(t)
em suas respectivas séries de Fourier. Utilizando esta abordagem, apresentada detalhadamente
no capitulo (4), obtém-se uma nova forma do problema de autovalor, neste caso para uma matriz
expandida A, invariante no tempo, cujos termos sao formados a partir da série de Fourier da matriz
A(t) e da freqiiéncia fundamental Q = d), que é a propria velocidade de rotagao do rotor. A
forma deste novo problema de autovalor, associado & matriz A equivalente, apresentada na equagao

(4.124).

Os autovalores da matriz expandida correspondem assim a uma aproximagio para os autoval-
ores do sistema original variante no tempo, enquanto que os autovetores correspondem aos termos
da série de Fourier do autovetor variante no tempo r(t), conforme equagao (4.123). De acordo com
a teoria de sistemas periodicamente variantes no tempo, a matriz A, é uma matriz infinita, sendo
que a solugéo do problema de autovalor implica na resolucéo de um determinante infinito, ou deter-
minante de Hill (Zadeh e Desoer, 1963; Whittaker e Watson, 1963). Na prética, apenas um numero
finito de autovalores e autovetores desta matriz expandida € calculado, uma vez que sao calculados
apenas os primeiros 2n, termos da série de Fourier da matriz A(t), ou seja, da matriz infinita A os
termos centrais em torno de Ay s@o considerados (Meirovitch, 1988; Xu e Gasch, 1995).

O conjunto de autovalores desta matriz expandido, portanto, corresponde a uma aproximagao
numeérica para os autovalores do sistema original. Na verdade, duas aproximagGes numéricas sao
empregadas para obter os autovalores do sistema expandido equivalente. A primeira ocorre quando
da obten¢do dos termos da série de Fourier da matriz A(t), pois este procedimento é realizado
numericamente: a matriz A(¢) é amostrada em um intervalo de tempo e, utilizando um algoritmo
de Transformada Répida de Fourier, os termos da série sdo calculados. A segunda aproximagao em-
pregada ¢ o truncamento da matriz expandida A. Seja definida a grandeza n,, ordem de expanséo,
o nimero de termos necessarios na série da matriz é 4n, + 1, de —2n, a 2n,. Lembrando que o
numero de graus de liberdade do sistema é IV e, portanto, a dimensao da matriz A(t) é 2N, a ordem
da matriz expandida A sers 2(n,+1) X 2N, que corresponde ao total de autovalores e autovetores a
serem extraidos. Todavia, este conjunto de autovalores ndo é linearmente independente, sendo que
existe um subconjunto de autovalores, de tamanho 2N, chamado de autovalores-bésicos, a partir
dos quais os outros autovalores sao obtidos em funcao da freqiiéncia de variagao dos parametros
das matrizes, ou seja, a propria velocidade de rotagao, Q2 = ¢> O conjunto de autovalores-bésicos é
denominado de Ao (Xu e Gasch, 1995; von M. Ertz e Nordmann, 1995; Reuter, 1998), sendo que o
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k-ésimo elemento é dado por

Ak =AnoxikQ  n=12.2N  k=-—n, .. n, (5.4)

Analogamente, o conjunto de autovetores f calculado é redundante, sendo que apenas 2N
devem ser considerados. Estes recebem o nome de autovetores-bésicos. A partir de cada autovetor-
bésico é possivel extrair 2n, + 1 termos da série de Fourier para r(t), os autovetores variantes no
tempo, lembrando que cada autovetor t é organizado em subvetores ry, cuja dimensdo é 2N, de
acordo com a equacao (4.123).

Portanto, a solucdo no tempo em funcio dos autovalores-basicos, A, o, e autovetores variantes
no tempo, ry(t), é dada por

Mo 2N

2N
u(t) =) ()= 3 i, pelenotik) (5.5)
n=1

k=—n,n=1

Em resumo, para um sistema invariante no tempo existem 2NN autovalores e autovetores corre-
spondentes, enquanto que para um sistema periodicamente variante no tempo podem ser estimados
(2n, + 1) x 2N autovetores ry i, cujos autovalores correspondentes podem ser interpretados como
sendo (wn,0 + k€2). Com este paralelo é possivel analisar as formas modais associadas as vibragoes
paramétricas, a semelhanga do que foi apresentado para o caso do sistema nao girante, para a
condi¢ao normal de operagdo do rotor, com determinada velocidade ) = q5 Os coeficientes de
Fourier dos autovetores variantes no tempo sio imagindrios, uma vez que a matriz expandida A é
imagindria.

Antes de iniciar a apresentacio das formas modais, serdo discutidos alguns detalhes da im-
plementacao numérica da andlise modal variante no tempo. Dois aspectos importantes, do ponto
de vista pratico, nao foram analisados. O primeiro se refere a convergéncia da solugao, ou seja, se o
determinante infinito de Hill, matriz expandida A, é truncado com um ndmero finito de termos, é
necessério verificar se os autovalores calculados estdo corretos. Como sera mostrado nos resultados
obtidos, uma ordem de expansao n, = 2 deve ser empregada. A partir desta ordem, nio se observa
mais variagao nos autovalores-bdsicos e, portanto, considera-se entdo que a solugao convergiu. O
segundo aspecto, refere-se a escolha, entre os 2(n, + 1) x 2N autovalores calculados, de quais sao
os 2N autovalores-bésicos. Inicialmente deve-se notar que

Ak = R[Ano] + S[Ano] £ikQ  n=1,2..2N k= -—n,,...,n, (5.6)

Ou seja, a variagao paramétrica influencia apenas a parte imaginaria do autovalor, de tal
forma que é possivel identificar cada conjunto de autovalores linearmente dependentes por aqueles
que apresentam mesma parte imagindria. Dentro de cada um dos N conjuntos, é necessirio ainda
identificar qual é o par, complexo conjugado, que representa o autovalor-basico. A parte real do
autovalor esté relacionada com o fator de amortecimento,

g=—nl, (5.7
abs[A,] '
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No caso do amortecimento estrutural, o fator de amortecimento pode ser calculado também a
partir dos pardmetros do sistema. Assim considerando que o amortecimento estrutural é dado por
C = oK, o fator de amortecimento é dado por (Inman, 1996)

«

g - '§>\n,k (58)

A comparagao entre os valores de £ obtidos pelas duas aproximacoes indica qual é o valor
de k corresponde ao autovalor-basico em um determinado conjunto linearmente dependente. Este
procedimento de escolha dos autovalores e autovetores-bédsicos é empregado nas andlises apresen-
tadas neste capitulo. Destaca-se, ainda que no caso em que o amortecimento é nulo, ndo hé como
escolher os grupos através da parte real, que é nula para todos. Assim, é incluido um pequeno
amortecimento estrutural, o, de tal forma que seja possivel selecionar os autovalores-bésicos.

O modelo mecénico T1, cujas propriedades estdo apresentadas na tabela (5.1) ndo apresenta
nenhum tipo de amortecimento, assim para identificar os grupos de autovalores linearmente de-
pendentes, cujas partes reais sao idénticas, é introduzido um pequeno amortecimento estrutural
a = 0.0005, para permitir a escolha dos autovalores-bésicos. A convergéncia dos autovalores da
matriz expandida A para os autovalores-bésicos do sistema variante no tempo, em funcao da or-
dem de expansao utilizada é apresentada na tabela (5.2). A velocidade de rotacao considerada,
nos resultados apresentados, é de 2 = ¢ = 10 Hz. Nota-se que os autovalores-basicos estimados
variam, para valores de n, = 0 (apenas termos constantes ) e n, = 1 (termos constante mais dois
termos da série de Fourier). A partir de n, = 2, os autovalores-basicos nao sofrem mais variacao,
sendo que considera-se que a solugao convergiu. Dessa forma, os resultados apresentados para os

autovetores-bésicos foram calculados com esta ordem de expansao.

Tabela 5.2: Variacao dos autovalores-bésicos, Hz, em fungao da ordem de expansdo n,— rotor plano (T1)

n,=0 ne=1 No=2 No=3 n,=4
16.7564 | 16.6375 | 16.6375 | 16.6375 | 16.6375
21.7431 | 21.4556 | 21.4556 | 21.4556 | 21.4556
22.6387 | 22.5680 | 22.5678 | 22.5678 | 22.5678
22.6387 | 22.6387 | 22.6387 | 22.6387 | 22.6387
22.7216 | 22.6387 | 22.6387 | 22.6387 | 22.6387
23.1989 | 23.5022 | 23.5019 | 23.5019 | 23.5019

SO R W N

Os autovalores extraidos da matriz expandida e escolhidos de maneira a formar um conjun-
to linearmente independente, podem ser interpretados como modos de vibracao, cujas freqiiéncias
associadas sao dadas por Mg o £ k(2 sendo k =0,1,2. Se k = 0, tem-se o conjunto de autovetores-
bésicos. Se k = 1 o conjunto é chamado de conjunto de autovetores paramétricos de ordem 1. A
figura (5.2) apresenta as formas modais associadas aos autovalores-bésicos. Nota-se que, das seis
formais modais apresentadas, quatro estao associadas a modos de vibracao com movimento pre-

dominante das palhetas apenas e outros dois representam os modos com movimento predominante
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do rotor.

(d) Modo P, — Ao = 22.64 Hz (e) Modo Ps — A5 = 22.64 Hz (f) Modo P; — Xe0 = 23.50 Hz

Figura 5.2: Autovalores e autovetores-basicos (T1)-Q=¢ =10 Hz

As figuras (5.3) e (5.4) apresentam as formas modais associadas a vibragao paramétrica pro-
priamente dita. Na figura (5.3), os modos paramétricos de ordem 1 s3o ilustrados. Nota-se que
existem dois modos de vibracao das palhetas apenas e quatro modos de vibragdo com movimento

predominante do rotor. Finalmente, na figura (5.4), que apresenta os modos paramétricos de ordem
2, nota-se um comportamento semelhante aos modos paramétricos de ordem 1.

Finalmente, os resultados apresentados nesta secio referem-se apenas as formas modais, sendo
que a contribui¢ao de cada modo para a resposta da estrutura sera apresentada na préxima segao

através da andlise numérica no tempo e ainda através da solugao por superposicio modal.
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(d) Modo Po— 241 =20+ Q (e) Modo P; — As,1 = As,0 + 2 (f) Modo Py — Xé,1 = Ae,0 + Q2

Figura 5.3: Autovalores e autovetores de vibragio paramétrica de ordem k =1 (T1) - Q = ¢ = 10 Hz

5.1.3 Integragao numeérica das equagoes de movimento — efeito da velocidade de
rotacao constante

As equagoes de movimento apresentadas nas equagdes (3.38), (3.47) e (3.55) foram resolvidas
numericamente, utilizando um integrador do tipo Runge-Kutta de ordem 5. O objetivo desta anélise
é comparar os modelos matemadticos lineares, linearizado de segunda ordem e néo-linear completo
e observar as diferencas entre eles quando o rotor opera com velocidade constante. As condigdes
iniciais de movimento sao de deslocamento nulo para os deslocamentos, tanto para o centro do rotor
y e z e quanto para cada uma das palhetas z;, sendo que as velocidades também sao nulas com
excecao da velocidade inicial da palheta p;, 21, que é igual a 0.001 m/s.

A figura (5.5) apresenta os deslocamentos da palheta p; com velocidades de rotagio do rotor
variando entre 1 e 18 Hz (60 a 1080 rpm). Verifica-se uma grande diferenca entre a resposta do

modelo linear e dos modelos nao-lineares, sendo que esta divergéncia é acentuada para valores de
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rotacao maiores que §) = 16 Hz. Quando a velocidade do rotor & igual a Q = 19 Hz, o sistema
linear torna-se instavel, pois a rigidez aparente da palheta é nula. Nos resultados apresentados para
2 = 18 Hz nota-se que o deslocamento obtido pelo modelo linear é muito maior que nos outros dois
modelos, indicando a diminuigéo da rigidez aparente da palheta.

A figura (5.6) apresenta a comparacio entre os deslocamentos da palheta p; obtidos pelos
modelos nao-linear e linearizado de segunda ordem. Nesta figura, o intervalo total considerando é
de 0.5 s, sendo que a velocidade do rotor varia entre Q = 0Hz e = 35H 2. Observa-se boa con-
cordéncia entre os deslocamentos nos dois modelos, sendo que para velocidades de rotacao maiores
que 2 = 30Hz, a discrepancia entre as respostas dos modelos é maior, mas nao muito acentuada.
Assim, na faixa de velocidades de rotacao analisada, quando esta velocidade é constante, a diferenca
entre estes dois modelos é pequena.
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5.1.4 Integracao numérica das equagoes de movimento — efeito da aceleracio do

rotor

As respostas obtidas anteriormente foram calculadas supondo que a velocidade do rotor é
constante ao longo do tempo. Entretanto, em algumas situagdes como a partida do rotor, o conjunto
estd sujeito a uma variagao na velocidade de rotagdo. Neste caso, o rotor estd sujeito a uma
aceleragdo durante um determinado intervalo de tempo T a apds este intervalo, o rotor opera com
velocidade constante w,. A variagao angular do rotor, neste caso, pode ser aproximada pela seguinte -

relacao (apresentada no capitulo anterior)

B(t) = o (59)

O tempo de partida considerado nas simulagdes é Ts = 0.1s, sendo que diferentes valores
para a velocidade final do rotor ws foram testados. As figuras (5.7(a)) e (5.7(b)) apresentam o
perfil da aceleragao e velocidade angular a que o rotor é submetido. As condicdes iniciais tanto
de deslocamento quanto de velocidade sao nulas nestas simulagdes. Os resultados obtidos para o
deslocamento da palheta p; estdo apresentados na figura (5.8). Nestas simulacdes, os trés modelos
do conjunto rotor palhetas foram testados. Para valores baixos de velocidade, ws = 15 rad/s
, verifica-se que os trés modelos apresentam concordancia, ainda que o modelo linear apresente
uma pequena diferenga para os modelos nao-lineares. Quando a velocidade é aumentada para
ws = 30 rad/s, embora os dois modelos nao-lineares apresentem boa concordancia entre si, o modelo
linear apresenta grande discrepancia. Esta discrepancia é acentuada quando a velocidade final
de rotagdo aumenta para ws = 60 rad/s. Para valores maiores de ws = 120 rad/s, a solucio
obtida pelo modelo linear de viga é completamente discrepante, sendo que para ws = 150 rad/s, o
resultado diverge drasticamente. Para estas duas velocidades observa-se também a divergéncia nos
deslocamentos obtidos com auxilio dos dois modelos nao-lineares. Nos casos em que o rotor opera
com velocidade de rotagao constante, as diferencas observadas entre os dois modelos nao-lineares de
viga ndo é tao acentuada, mas no caso de variagido desta velocidade angular a concordancia entre
os dois modelos nao € boa. Ressalta-se que o modelo ndo-linear de segunda ordem, equagio (3.47),
assumem velocidade de rotagdo constante para calcular a forga normal, que resulta na matriz de
rigidez geométrica. Isto pode explicar a diferenca encontrada entre estes dois modelos nio-lineares
quando o rotor nao opera com velocidade constante. Além disso, a comparagdo entre as equacoes
de movimento (3.47) e (3.55) mostra que esta segunda equagéo contém a primeira, sendo que a
diferenca entre as duas ocorre para valores majores de deslocamento e velocidade das palhetas, o

que ocorre quando se aumenta a velocidade do rotor.
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5.1.5 Integracao numérica das equagoes de movimento — diagramas de cascata

As mesmas simulagoes numéricas apresentadas para o rotor operando com velocidade constan-
te, inclusive com mesmas condigoes iniciais, sao utilizadas para construir os diagramas de cascata.
Este tipo de diagrama é especialmente 1til para analisar a variagao do comportamento dindmico
do sistema com o aumento da velocidade de rotagdo. Estas curvas sao obtidas com a aplicacao da
transformada répida de Fourier ao sinal obtido no tempo para cada velocidade de rotagao constante.
As figuras (5.9), (5.10) e (5.10) apresentam os diagramas de cascata do rotor plano, T1. Nestes
diagramas sdo apresentadas os sinais de deslocamento no dominio da freqiiéncia para velocidades
de rotagdo do rotor variando entre 0 e 18 Hz, sendo que cada curva corresponde a um aumento na
velocidade de 1Hz. Nos gréficos estao apresentados os resultados obtidos para o centro do rotor nas

direcdes y e z e duas das palhetas p; e pa, que sio defasadas entre si de 90°.

Os diagrama de cascata da figura (5.9) apresentam os resultados obtidos com o modelo linear
da equagao (3.38). Nos diagramas das figuras (5.9(c)) e (5.9(d)), que apresentam os deslocamentos
das palhetas p; e p2, nota-se que as freqliéncias criticas associadas aos modos de vibragao das
palhetas, identificados pela letra (B), diminuem com o aumento da velocidade de rotacao, seguindo
uma distribuicdo quadrética. Quando a velocidade de rotagao ¢ igual a 19 Hz, a resposta € instével
pois a rigidez aparente da palheta se anula. Ainda nos diagramas das figuras (5.9(c)) e (5.9(d))
observam-se os seguintes conjuntos de picos: (A) velocidade de rotagdo; (B) freqiiéncias criticas
(bésicas) das palhetas associadas aos modos P;, Ps, P3 e P4 (estas quatro freqiiéncias apresentam
valores muito préximos e nos diagramas sdo coincidentes); (C) vibragdo paramétrica de ordem 1
associada ao modo R;(+%); (D) vibragdo paramétrica de ordem 1 associada ao modo Ra(+£2);
(E) vibragao paramétrica de ordem 1 associada ao modo Ri(—2) e (F) vibracao paramétrica de
ordem 1 associada ao modo Ry(—%2). Por outro lado, os diagramas das figuras (5.9(a)) e (5.9(b))
apresentam os seguintes conjuntos de pico: (A) velocidade de rotacdo; (H) freqiiéncia critica (bésica)
do rotor, associada ao modo Ry; (I) freqiiéncia critica (bésica) do rotor, associada ao modo Ry; (J)
vibragao paramétrica de ordem 1 associada ao modo Py(+) e (K) vibragao paramétrica de ordem 1
associada ao modo P;(—). As freqiiéncias (bésicas) das palhetas identificadas por (B) apresentam
comportamento quadrdtico, tendendo a zero quando a velocidade de rotacao se aproxima de 19
Hz, pois a rigidez aparente da palheta se anula. As freqiiéncias (bésicas) do rotor, identificadas
pelos picos (H) e (I) sdo pouco influenciadas pela velocidade de rotacéo, tendendo a ser constantes.
A variacdo das freqiiéncias paramétricas dos modos R; e R, representados pelos picos (C), (D),
(E) e (F) tende a ser linear em fungéo da velocidade de rotagao, visto que as freqiiéncias bésicas
correspondentes (os modos R; e Rs) sfo praticamente constantes. A variacao das freqiiéncias
paramétricas dos modos P; e Py, identificados respectivamente por (K) e (J), tendem a seguir o
comportamento quadritico de seus modos bésicos, (B), mas tendendo a desaparecer com o aumento
da velocidade de rotagao.

Os diagrama de cascata das figuras (5.10) e (5.11) apresentam os resultados obtidos com o

modelo linearizado de segunda ordem, equagéo (3.47), e modelo nao-linear, (3.55). Neste caso os
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picos observados, bem como sua classificacio, sdo os mesmos do modelo linear, figura (5.9). Seu
comportamento, contudo, é diferente. Em primeiro lugar, nas figuras (5.10(c)), (5.10(d)), (5.11(c)) e
(5.11(d)), os picos que representam as freqiiéncias criticas, (B), tendem a aumentar com o aumento
da velocidade de rotagdo, sendo este efeito mais acentuado nas velocidades de rotacao mais altas.
Este é um comportamento oposto ao observado nos diagramas obtidos com o modelo linear, em
que as freqliéncias diminufam. A variacio dos picos (B) apresenta uma tendéncia quadratica, sendo
que a concavidade € oposta ao resultado obtido com o modelo linear. Os picos (K) e (J), que
sao vibragdes paramétricas dos modos de palheta também apresentam comportamento distinto em
relagao ao modelo linear. Os outros picos, embora apresentem comportamento semelhante ao modelo
linear, apresentam valores (freqiiéncias criticas) diferentes. Além disso, ndo sdo observadas grandes
diferencas entre os diagramas obtidos pelos modelos nao-lineares. Contudo, a comparacio entre as
figuras (5.9), (5.10) e (5.10) mostra que os diagramas obtidos para o deslocamento do centro do
rotor sao pouco influenciados pela velocidade de rotagao, sendo estas diferencas mais marcantes nos
diagramas do deslocamento das palhetas p; e ps. Finalmente, ressalta-se que, nas figuras (5.9(c)),
(5.10(c)), (5.11(c)), (5.9(d)), (5.10(d)) e (5.11(d)), nota-se o aparecimento de um segundo pico, um
pouco menor que a freqiiéncia critica da palheta, ao longo de (B), que segue a mesma tendéncia
desta dependendo do modelo empregado. Isto ocorre porque, com o aumento da velocidade de
rotagao, as diferenca das freqiiéncias dos modo P; e P; aumentam.

Tabela 5.3: Autovalores-basicos, Hz, em diferentes velocidades de rotagao {2~ rotor plano (T1)

Q=5Hz Q=10 Hz Q=15Hz
Linear | Linear 2a. ord || Linear | Linear 2a. ord || Linear | Linear 2a. ord
Ry || 16.61 16.77 16.51 16.63 16.41 16.61
Ry || 21.06 21.31 21.17 21.45 21.03 21.48
P ] 18.20 19.69 16.15 22.56 11.66 26.46
P, || 18.33 19.97 16.15 22.63 11.66 26.49
P; || 18.33 19.97 16.15 22.63 11.66 26.49
P, || 19.51 20.93 17.26 23.50 13.13 26.49

Um anilise mais detalhada da variacio dos freqiiéncias criticas do conjunto é obtida com a
andlise conjunta da tabela (5.3) e das figuras (5.12), (5.13) e (5.14). A tabela (5.3) apresenta os
autovalores-bdsicos calculados a partir da solugéo do problema de autovalores variantes no tempo
em trés diferentes velocidades de rotacio Q = 5, 10 e 15 Hz. As formas modais a que esté tabela
se refere estdo apresentadas na figura (5.2). Por outro lado, as figuras (5.12), (5.13) e (5.14)
apresentam os deslocamentos em freqiiéncia do centro do rotor na direcao y e da palheta p1, nestas
trés velocidades de rotacéo, obtidos pela integracao numérica. As condices iniciais e de integracao
sao as mesmas utilizadas para a construcio dos diagramas de cascata. Quando o rotor opera com
velocidade constante de ¢ = 5 Hz observa-se que

e nas figuras (5.12(a)) e (5.12(b)), os picos de 5 Hz referem-se a velocidade de rotagao;
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e na figura (5.12(a)), do modelo linear, os picos de 16.6 Hz e 21.1 Hz referem-se as freqiiéncia
critica do rotor na direcdo y e z, respectivamente. Nota-se que o valor dos picos nos modelos
linear e nao-lineares apresenta uma pequena diferenga, assumindo os valores 16.7 Hz e 21.2
Hz. Em comparagio com a tabela (5.3) verifica-se que estas freqiiéncias correspondem aos
modos R; e Ry, que no caso linear assumem os valores de 16.61 Hz e 21.06 Hz e, no caso
linearizado de segunda ordem, os valores de 16.77 Hz e 21.31 Hz;

e na figura (5.12(a)), do modelo linear, observam-se os picos em 13.1 Hz e 24.4 Hz. No caso dos
modelos nao-lineares, estas freqiiéncias criticas assumem os valores 14.6 Hz e 25.9 Hz. Em
ambos os modelos, estes picos estdo associados a vibragdes paramétricas de primeira ordem
dos modos de palheta. De acordo com a tabela (5.3), o autovalor-basico do modo Py éigual a
18.2, no caso do modelo linear, e 19.69 Hz, no caso do modelo linearizado de segunda ordem.
Diminuindo 5 Hz referente & velocidade de rotagdo obtém-se os valores de 13.2 Hz e 14.69
Hz, que correspondem aproximadamente aos primeiros picos observados. Da mesma forma, a
tabela (5.3) fornece o autovalor-bésico do modo P; ¢ igual a 19.51, no caso do modelo linear, e
20.93 Hz, no caso do modelo linearizado de segunda ordem. Somando 5Hz obtém-se os valores
de 24.51 Hz e 25.93 Hz, que correspondem aproximadamente aos picos observados;

e na figura (5.12(b)), os picos de 18.2 Hz e 19.5 Hz, modelo linear, e 19.7 Hz e 20.8 Hz, mo-
delos nao-lineares, correspondem as freqiiéncias criticas associadas aos modos de palheta. A
comparagao com autovalores-bésicos da tabela (5.3) mostram que estes valores correspondem
aproximadamente aos autovalores associados aos modos P; e Py, que sdo 18.20 Hz e 19.51 Hz,
no caso do modelo linear, e 19.69 Hz e 20.93 Hz, no caso do modelo linearizado de segunda
ordem,;

e na figura (5.12(b)), os picos de 11.5 Hz, 16.1 Hz, 21.5 Hz e 26 Hz, no caso do modelo linear e os
picos de 11.7 Hz, 16.3 Hz, 21.8 Hz e 26.3 Hz, no caso dos modelos nao-lineares, correspondem
as freqiiéncias paramétricas de ordem 1 dos modos R; e Ry do rotor. De acordo com a tabela
(5.3), no caso do modelo linear, estes autovalores assumem os valores de 16.61 Hz e 21.06 Hz.
Somando-se e diminuindo 5Hz, devido & velocidade de rotacao, obtém-se os valores de 15.61
Hz, 16.06 Hz, 21.61 Hz e 26.06, que correspondem aproximadamente aos picos observados. No
casos dos modelos ndo-lineares, a tabela (5.3) indica os valores de 16.77 Hz e 21.31 Hz para
os modos R; e Rz. Somando-se e diminuindo-se 5 Hz a estes valores obtém-se 11.77 Hz, 16.31

Hz, 21.77 Hz e 26.31 Hz, que correspondem aproximadamente aos picos observados.
Quando o rotor opera com velocidade constante de ¢ = 10 Hz observa-se que

e nas figuras (5.13(a)) e (5.13(b)), os picos de 10 Hz referem-se a velocidade de rotagio;

e na figura (5.13(2)), do modelo linear, os picos de 16.5 Hz e 21.1 Hz referem-se s freqiiéncia
critica do rotor na direcdo y e z, respectivamente. Nota-se que o valor dos picos nos modelos

linear e nao-lineares apresenta uma pequena diferenca, assumindo os valores 16.7 Hz e 21.4
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Figura 5.12: Respostas em freqiiéncia — diferentes modelos. Q =5 Hz

Hz. Em comparagido com a tabela (5.3) verifica-se que estas freqiiéncias correspondem aos
modos R; e R, que no caso linear assumem os valores de 16.51 Hz e 21.27 Hz e no caso
linearizado de segunda ordem, os valores de 16.63 Hz e 21.45 Hz;

na figura (5.13(a)), o pico de 12.5 Hz, modelos néao-lineares, corresponde as freqiiéncias
paramétricas de ordem 1 associadas ao modo de palheta P;. De acordo com a tabela (5.3),
este autovalor é igual a 22.56 Hz, sendo que ao diminuir 10 Hz devido & velocidade de rotagao
obtém o valor aproximado do pico;

na figura (5.13(b)), os picos de 16.2 Hz e 17.3 Hz, modelo linear, e 22.7 Hz e 23.5 Hz, mo-
delos nao-lineares, correspondem as freqiiéncias criticas associadas aos modos de palheta. A
comparagao com autovalores-basicos da tabela (5.3) mostram que estes valores correspondem
aproximadamente aos autovalores associados aos modos P; e Py, que sdo 16.51 Hz e 17.26 Hz,
no caso do modelo linear, e 22.56 Hz e 23.50 Hz, no caso do modelo linearizado de segunda

ordem;
na figura (5.13(b)), o pico de 20 Hz corresponde ao dobro da velocidade de rotagao;

na figura (5.13(b)), os picos de 6.4 Hz, 11.2 Hz, 26.4 Hz e 31.1 Hz, no caso do modelo linear e
os picos de 6.7 Hz, 11.6 Hz, 26.6 Hz e 31.5 Hz, no caso dos modelos nao-lineares, correspondem
as freqiiéncias paramétricas de ordem 1 do modos R; e Ry do rotor. De acordo com a tabela
(5.3), no caso do modelo linear, estas autovalores assumem os valores de 16.51 Hz e 21.17 Hz.
Somando-se e diminuindo 10Hz, devido & velocidade de rotagdo, obtém-se os valores de 6.51
Hz, 11.17 Hz, 26.51 Hz e 31.17, que correspondem aproximadamente aos picos observados. No

casos dos modelos ndo-lineares, a tabela (5.3) indica os valores de 16.63 Hz e 21.45 Hz para
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os modos R; e Ry. Somando-se e diminuindo-se 10 Hz a estes valores obtém-se 6.63 Hz, 11.45

Hz, 26.63 Hz e 31.45 Hz, que correspondem aproximadamente aos picos observados.
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Figura 5.13: Respostas em freqiiéncia — diferentes modelos. = 10 Hz

Quando o rotor opera com velocidade constante de ¢ = 15 Hz observa-se que

nas figuras (5.14(a)) e (5.14(b)), os picos de 15 Hz referem-se a velocidade de rotagao;

na figura (5.14(a)), do modelo linear, o pico de 16.4 Hz refere-se & freqiliéncia critica do rotor
na direcao y . Nota-se que o valor deste pico nos modelos linear e nio-lineares apresenta
uma pequena diferencga, assumindo o valor de 16.6 Hz. Em comparacio com a tabela (5.3)
verifica-se que esta freqiiéncia corresponde ao modo R; e Rs, que no caso linear assume o
valor de 16.41 Hz e no caso linearizado de segunda ordem, o valor de 16.61 Hz;

na figura (5.14(b)), os picos de 11.6 Hz e 13.1 Hz, modelo linear, e 26.4 Hz e 27.4 Hz, mo-
delos nao-lineares, correspondem as freqiiéncias criticas associadas aos modos de palheta. A
comparagao com autovalores-bésicos da tabela (5.3) mostram que estes valores correspondem
aproximadamente aos autovalores associados aos modos P; e Py, que sao 11.66 Hz e 13.13 Hz,
no caso do modelo linear, e 26.46 Hz e 27.48 Hz, no caso do modelo linearizado de segunda

ordem:;
na figura (5.14(b)), o pico de 30 Hz corresponde ao dobro da velocidade de rotacao;

na figura (5.14(b)), os picos de 1.4 Hz, 6 Hz e 31.5 Hz, no caso do modelo linear e os picos
de 1.6 Hz, 6.5 Hz, 31.8 Hz e 36.4 Hz, no caso dos modelos nao-lineares, correspondem as
freqiiéncias paramétricas de ordem 1 do modos R; e R5 do rotor. De acordo com a tabela
(5.3), no caso do modelo linear, estas autovalores assumem os valores de 16.41 Hz e 21.03 Hz.
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Somando-se e diminuindo 15Hz, devido & velocidade de rotagdo, obtém-se os valores de 1.41
Hz, 6.03 Hz, 31.41 Hz e 36.03, que correspondem aproximadamente aos picos observados. No
casos dos modelos ndo-lineares, a tabela (5.3) indica os valores de 16.61 Hz e 21.48 Hz para
os modos R; e Ry. Somando-se e diminuindo-se 15 Hz a estes valores obtém-se 1.61 Hz, 6.48
Hz, 31.61 Hz e 36.48 Hz, que correspondem aproximadamente aos picos observados.
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Figura 5.14: Respostas em freqiiéncia — diferentes modelos. @ = 15 Hz

5.1.6 Analise modal variante no tempo — autovalores-basicos

A anélise dos diagramas de cascata permite uma boa visualizagdo das mudangas na dindmica
do sistema com o aumento da velocidade de rotacdo. A partir dos diagramas apresentados torna-se
evidente que o modelo linear despreza o efeito de enrijecimento centrifugo e, por outro lado, nota-se
que os modelos linearizado de segunda ordem e nao-linear nao apresentam grandes diferencas entre
si. A solucdo obtida por estes modelos apresenta diferengas quando o rotor opera com velocidades
de rotacdo mais elevadas ou acelerando. O efeito da velocidade de rotagdo constante pode ser
estudada também verificando a variacao dos autovalores-bdsicos do sistema em funcéo da velocidade
de rotacdo, conforme apresentado na figura (5.15). Esta varia¢o é claramente quadratica. A andlise
modal variante no tempo é restrita a sistemas lineares, assim apenas as solugbes obtidas pelos
modelos linear e linearizado de segunda ordem estao representadas. Nota-se nesta figura também
que abaixo de 3 Hz, o comportamento dos autovalores extraidos nao estd bem elucidado, sendo
que o método de identificacdo e escolha de autovalores-bésicos falha para velocidades baixas neste

exemplo. A forma modal dos autovetores apresentados estd descrita na figura (5.2).
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5.1.7 Solugao transiente por superposicio modal

Inicialmente serd considerada a solucéo transiente da equagao de movimento variante no tempo
(5.1.2), em sua forma homogénea, ou seja, tomando p = 0. Esta solugao pode obtida tanto pela
integracao numeérica, quanto pela equacao de Hill, utilizando um processo semelhante & superposicao
modal para sistemas invariantes. Entretanto, no caso periodicamente variante no tempo, devem ser

considerados os termos da série de Fourier dos autovetores variantes no tempo:

2N . no 2N .
u(t) =) ra(t)enot = 3 N op, elenotikay (5.10)
n=1 k=—n,n=1

A solucao das equagdo de movimento variante no tempo, para um sistema submetido a uma
excitacao harménica foi apresentada no capitulo (4), sendo dada pela equagio (4.168). No caso do
conjunto rotor-palhetas o vetor de excitacio externa na forma de estado, de acordo com a equacio
(5.1.2), é dada por

0 O 0

p(t) = o M-t (5.11)

Embora o vetor f(t) seja harménico em f,, o vetor p(t) apresenta mais freqiiéncias devido ao
inverso da matriz M(¢), que é periédica também. Sendo assim, a solugao apresentada na equacéo
(5.1.2) néo seria mais vélida. Uma maneira de contornar este problema, é considerar a transformada

de Fourier da matriz M(t)~!. Neste caso a expansio em série de Fourier desta matriz ¢é dada por

K
M) =W(t)= ) Wielfowt (5.12)
w=—K
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E a resposta no tempo para um excitagdo harménica f(t) a partir da equagéo (4.168), incluindo a
expansao da série da inversa da matriz de massa, entdo é dada por (Xu e Gasch, 1995)

K
1 7| O | et iomtfoll+rtwrl)
u(t)= Z Z ‘:2271' (fo+1fo+wfo) — }Ll [Ww}f )

r=—K l=—K w=—K

+ i f: i R, { 1 ]LT Y :I £ ei27rtf0(l+w+'r—1)
e Li2n(=fo+lfo+wfo) — A L w,
n i i i R, [ 1 ]LT 0 ] fo gizmtfo(l-+w+r) (5.13)
By 7 T 2n(lfo+wfo) — Al |W, '
onde, f* = %(fC —if%)ef™ = %(fc + if®), sendo ¢ é o vetor de termos dependentes de cos fot, £° é

o vetor de termos dependentes de sen fyt e f° é o vetor de termos constantes. Deve-se notar que a
resposta principal da resposta nao é idéntica a freqiiéncia de excitacdo fo, mas apresenta diversas
freqiiéncias de resposta fo + (r + 1+ w) fo. Isto explica o aparecimento de picos super-harménicos
nos diagramas de cascata.

A resposta do sistema completo, incluindo as forgas de excitagdo harmoénica e a forca peso ¢
obtida utilizando a equagdo (5.1.2) em sua forma completa. A resposta no dominio do tempo do
conjunto rotor-palhetas sujeito a condigOes inicias ndo nulas foi obtida para diferentes valores de
ordem de expansao com objetivo de verificar a convergéncia da solugdo. A figura (5.16) apresenta
os gréficos com os resultados obtidos para o velocidade de rotagdo do rotor f, = 10 Hz. Nestas
curvas verifica-se uma grande diferenca nos valores do deslocamentos obtidos com ordem de expansao
no = 0, que considera apenas os termos constantes da série de Fourier, para o deslocamento estimado
com valores de ordem de expansao mais alta, que inclui a influéncia da variacao do parametro ¢ na

resposta. O modelo matemético empregado é o linearizado de segunda ordem.

5.1.8 Diagrama de cascata tedrico

O conceito de funcio de resposta em freqiiéncia para sistemas lineares periodicamente varian-
tes no tempo nao estd definido (Irretier, 1999). A relacao, no dominio da freqiiéncia, entre os sinais
de entrada e saida, para este tipo de problema nao é constante, pois depende do tipo e da freqiiéncia

de excitacdo. A relacao entre entrada e saida neste caso é dada por

1
L{ fo—1 :
ZKT_Z e [2277 (f = fo) = ] PU- fo) (514)

Entretanto no caso de uma excitagdo do tipo impulso, modelada por um delta de Dirac, a
transformada de Fourier do sinal de entrada é P(f) = 1, sendo possivel definir uma fungao de
resposta em freqiiéncia do sistema excitado por um impulso, dada por

Z Z Rf[mf o }Lg‘r (5.15)

—Kr=—K
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A partir destas funcoes de resposta em freqiiéncia, sdo construidos diagramas de cascata
tedricos, em oposicao aos outros diagramas que foram construidos a partir da resposta no tempo,
transformada para o dominio da freqiiéncia. A figura (5.17) apresenta a variacao das funcoes de
resposta em freqiiéncia, com a velocidade angular para uma excitacao no centro do rotor, na diregao
y. O modelo utilizado é o linearizado de segunda ordem e para velocidades de rotacao menores que
Q = 3 Hz, as curvas nao estao desenhadas, uma vez que a rotina de identificagado de autovalores-
bésicos falha nesta faixa de rotagdo para este exemplo. A resposta no centro do rotor y, figura
(5.17(2)), apresenta comportamento com predominéncia dos picos associados a freqiiéncia-bésica do
rotor R1, em torno de 16 Hz indicados pela letra (B), sendo que se observa também o aparecimento
da vibracao paramétrica da palheta Pj, indicados pela letra (A). No caso da resposta do centro do
rotor na dire¢do z, figura (5.17(b)), o comportamento é semelhante, com o aparecimento dos picos de
vibragao paramétrica de P;, (A), e freqiiéncias-bésicas do rotor R, (B), e também o aparecimento
das freqiiéncia-bésica do rotor na diregdo z, Rs, em torno de 21 Hz, indicado pela letra (C), e
da vibracao paramétrica de Py, representada pelos picos ao longo de (D). Entretanto, a resposta
das palhetas, figuras (5.17(c)) e (5.17(d)) é ligeiramente diferente, sendo que os picos referem-se as
freqiiéncias-bésicas das palhetas, representados pelos picos identificados por (E), além das vibragoes
paramétrica do modos do rotor R; e Ry, indicados pela letra (F) e (G).

O diagrama em cascata apresentado na figura (5.18), é obtido supondo uma excitagao na
palheta p;. No caso do deslocamento do centro do rotor, direcdes y e z apresentados nas figuras
(5.17(b)) e (5.18(b)), observam-se os picos relativos as freqiiéncias-bésicas do rotor, (B) e (C) e as
vibracoes paramétricas de ordem das palhetas, (A) e (D), semelhante ao observado no diagrama
de cascata anterior com excita¢do no centro do rotor. Entretanto, no caso dos deslocamentos da
palheta, as freqiiéncias predominantes sao as duas freqiiéncias-basicas das palhetas P, e Py, que
apresentam valores bastante préximos, picos indicados por (E) , de forma mais acentuada que os
resultados obtidos para o deslocamento da palheta com a excitagdo no centro do rotor.
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5.2 Modelo matematico 2 - rotor com inclusio do efeito giroscopico

Neste segundo estudo tedrico serd considerado o modelo de um rotor que estd fixo em uma
das extremidades e apoiado sobre suportes eldsticos na outra de tal forma, que apenas movimentos
angulares do rotor sao permitidos. Por outro lado, as palhetas sio modeladas da mesma forma, que
no caso anterior, como vigas com uma massa concentrada na ponta. O modelo mecénico utilizado

para este sistema estd ilustrado na figura (3.7), cujos pardmetros estio apresentados na tabela (5.4).

Tabela 5.4: Pardmetros - rotor tridimensional com movimento restrito a deslocamentos angulares (T2)

Rotor e apoios Vigas flexiveis (i = 1,2, 3,4) Massa (i =1,2,3,4)

0; (t—1m/2 rad
m, 1.7848 kg | m; 0 kg | mt; 0.0482 kg
k, 2.1628¢* N/m | r; 0.040 m | Lt; 0.030 m
k, 21628¢~* N/m | L; 0.040 m | bt; 0.015 m
I, 6.7208¢™* kgm? | b 0.015 m | ht; 0.0005 m
I, 7.5e4 kg m? | h; 0.0005 m | rt; 0.015 m
d,  0.0984 m | E; 9.1ell N/m? | Iz, mt; 2 40167¢0 kg m?
dy  0.0984 m| A bi-h; 7.5e=5 m? | Iy, me;2 8 2.0083¢= kg m?
e 0 m | Lo MR 15625¢  md | Iz mt K 5991766 g 2
v 0 rad; | k; % 309.2 N/m

5.2.1 Anadlise modal do sistema nao-girante

As equagoes de movimento deste modelo foram apresentadas no capitulo (3), equagao (3.69),
sendo que para obtengao das freqiiéncias e modos de vibragao nao-girante, adota-se ¢ = ¢ = 0. As
formas modais deste sistema de rotor e palheta sio mostradas na figura (5.19), juntamente com
a freqliéncias criticas correspondentes. Nota-se que para os seis graus de liberdade do conjunto,
existem trés freqliéncias distintas, uma vez que o sistema é simétrico. As freqiiéncias coincidentes
w3 = wq = 27.75 Hz correspondem as freqiiéncias de vibracdo das palhetas apenas, ou seja, sao as
mesmas da palheta desacoplada do conjunto. Por outro lado, as outras formais modais correspondem
a vibragao acoplada do rotor e palhetas. As freqiiéncias naturais w1 = wy = 25.56 Hz, cujas
formas modais estao apresentadas nas figuras (5.19(a)) e (5.19(b)), representam vibragao acoplada
do rotor e palhetas nas duas diregdes ortogonais. O mesmo ocorre com as freqliéncias naturais
ws = wg = 30.83 Hz, cujas formas modais estdo apresentadas nas figuras (5.19(e)) e (5.19(f)). A
tabela (5.5) apresenta os resultados dos autovetores dos seis modos do sistema, nao-girante. No
caso do sub-sistema formado apenas pelo rotor com movimentos angulares, sua freqiiéncia natural
é dada por 29.28 Hz, enquanto que a freqiiéncia das palhetas é dada por 27.75 Hz.
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Tabela 5.5: Sistema ndo-girante — formas modais teéricas do modelo T2

Modo1l Modo2 Modo3 Modo4 Modo5 Modo 6
Teo. (Hz) | 25.56 25.56 27.74 27.74 30.82 30.82

r -0.7882 0.0226 0.0000 -0.0000 0.0143 0.8068
Jé] 0.0000 -0.7878 0.0000 0.0000 -0.8067 0.0000
21 0.0000 0.4350 0.0000 0.7071 -0.4177 0.0000
29 0.4352 -0.0125 -0.7071 0.0015 0.0074 0.4178
23 0.0000 -0.4350 -0.0000 0.7071 0.4177 0.0000
24 -0.4352 0.0125 -0.7071 0.0015 -0.0074 -0.4178

5.2.2 Analise modal do sistema girante

As figuras (5.20) e (5.21) apresentam, respectivamente, os modos-bésicos (autovalores-bésicos)
e paramétricos de ordem 1, do conjunto rotor e palhetas, quando este opera com velocidade de 20
Hz. Nota-se que os modos de palheta e rotor sdo desacoplados e que para um modo-bésico de
palheta, seu modo paramétrico é um modo de rotor e vice-versa. Para obtencao destes modos, a
equacado de movimento (3.69), linearizada de segunda ordem ¢é utilizada, seguindo a metodologia de

anslise modal de sistemas variantes no tempo.

5.2.3 Variagao dos autovalores-basicos

A anélise das formas modais do conjunto nao-girante mostrou que existe um grande acopla-
mento entre as vibragoes do rotor e palheta, quando comparado ao modelo mecéanico do rotor plano
com quatro palhetas flexiveis. Além disso, as equages de movimento dos modelos T1 e T2 apre-
sentam algumas diferengas notéveis. Inicialmente, nota-se o aparecimento da matriz giroscépica G,
anti-simétrica, no modelo T2. Verifica-se também que os coeficientes das matrizes dependentes do
angulo de rotagdo ¢ nao aparecem apenas nas posicoes de acoplamento, como acontecia no modelo
T1, mas também nos coeficientes da diagonal principal. A partir destas observacoes, é esperado que
a influéncia da variacdo paramétrica neste segundo modelo seja mais pronunciada, juntamente com

o efeito giroscdpico e o enrijecimento centrifugo.

Com objetivo de elucidar a participacao dos diferentes fen6menos componentes — efeito giroscépico,
matriz de coriolis, rigidez rotacional, enrijecimento centrifugo e vibragao paramétrica — do movi-
mento deste sistema, a andlise dos autovalores serd apresentada considerando a participagao das
matrizes separadamente. Ressalta-se que estd andlise é original, sendo que a metodologia de anélise
modal de variante no tempo permite a determinacio dos autovalores-bésicos deste sistema. De outra
forma, a andlise detalhada do comportamento dindmico poderia ser feita apenas com a integracao
numérica das equagbes de movimento. Assim, as figuras (5.22) e (5.23) apresentam a variacdo

das freqiiéncias-bésicas do conjunto, considerando apenas algumas matrizes da equagao (3.69), em
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(e) Modo 5 - w,, = 30.83 Hz

(f) Modo 6 - w, = 30.83 Hz

Figura 5.19: Freqiiéncias e modos de vibragdo do conjunto rotor-palhetas — modelo matematico usando
rotor com movimentos angulares (T2) — ¢ =0

funcao da velocidade de rotacao.

A figura (5.22) procura ressaltar o efeito das matrizes de Coriolis, C e giroscépica G nas
freqiiéncias-bésicas do conjunto. As matrizes de rigidez rotacional e rigidez geométrica sao, portanto
inicialmente desprezadas. A figura (5.22(a)) apresenta a variacao dos autovalores-basicos se fossem
consideradas apenas as matrizes de massa e rigidez, sem a inclusio nem do efeito de enrijecimento
centrifugo, nem do efeito giroscépico e de coriolis. Observa-se unicamente o efeito da variagao
paramétrica dos coeficientes das matrizes de massa, M, e rigidez, K. Ressalta-se que a matriz de
massa M é dependente de ¢, enquanto que a matriz K representa somente a matriz de rigidez
estrutural, que ¢ independente de ¢ e é.Nota-se, nestas curvas, que as freqiiéncias associadas ao
modo de vibragao da palheta, indicadas pela letra (C), nio sdo afetadas pela velocidade de rotagao.
Além disso, observa-se que as duas freqliéncias associadas a modos de vibragao acopladas de rotor
e palhetas se bifurcam em duas freqiiéncias distintas, ainda que préximas, que tendem a patamares
constantes com o aumento da velocidade de rotagdo. A freqiiéncia de vibragdo mais alta se abre
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Figura 5.20: Freqiiéncias e modos de vibragdo do conjunto rotor-palhetas — modelo matematico usando

rotor com movimentos angulares (T2) — ¢ = 20 Hz
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Figura 5.21: Freqiéncias e modos de vibragdo do conjunto rotor-palhetas — modelo matematico usando
rotor com movimentos angulares (T2) — ¢ = 20 Hz
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em outras duas, indicadas pelas letras (A) e (B), ambas tendendo a diminuir com o aumento da
velocidade de rotacao e estabilizando apds a 30 Hz aproximadamente. A freqiiéncia mais alta,
(A), é um modo de vibracdo do rotor e a segunda, (B), é um modo de vibragao de palheta. Ou
seja, a velocidade de rotagao desacopla os modos de rotor e palheta. Comportamento semelhante é
observado para as freqiiéncias mais baixas, (D) e (E), sendo que, neste caso, estas aumentam com
a velocidade de rotacdo, também se abrindo em outros dois modos, de rotor, mais alta freqiiéncia
indicada pela letra (D), e palheta, (E), esta tltima tendendo para a freqiiéncia da palheta que nao
foi alterada pela velocidade de rotacdo. Estas duas tltimas freqiiéncias, (D) e (E) tendem a diminuir
apés 40 Hz. Ressalta-se que a variacdo das freqiiéncias-bésicas ocorre apenas em fungao da variagao
periédica da matriz de massa M.

A inclusao da matriz G na equagao de movimento introduz algumas mudangas na variacao
das freqiiéncias-bdsicas, como pode ser observado na figura (5.22(b)). A matriz giroscépica G € anti-
simétrica e depende apenas da velocidade de rotagao é. Ou seja, para cada velocidade de rotacao,
esta matriz é constante. Novamente observa-se que as freqiiéncias associadas ao modo de vibracao
da palheta, indicadas por (C) nao sao alteradas pela velocidade de rotacdo e que as freqiiéncias
associadas a modos de vibragdo acopladas de rotor e palhetas se bifurcam. Com o aumento da
velocidade de rotacdo, a freqliéncia mais alta se abre em duas, (A) e (B), que tendem a diminuir.
A freqiiéncia-bésica indicada por (A) tende a se estabilizar. Por outro lado, a freqiiéncia-bésica
indicada por (B) tende a diminuir com o aumento da velocidade. Da mesma forma, a freqiiéncia
mais baixa se abre em duas com o aumento da velocidade de rotagdo, (D) e (E). Ambas sofrem
aumento, sendo que a mais baixa, (E), por volta de 30 a 40 Hz tende para a freqiiéncia dupla
inalterada (C) e depois sofre um decaimento. A freqiiéncia indicada por (D), apés aumentar, sofre
um mudanca de comportamento e passa a decair. Comparando os resultados das figuras (5.22(a))
e (5.22(b)), nota-se que as freqiiéncias indicadas por (A) e (E), além de (C), ndo sofrem alteracao
com a introducao da matriz G. A freqiiéncia indicada por (D) sofre um grande aumento, mas tende
a decair por volta de 45 Hz, como na figura anterior. Por outro lado a freqiiéncia indicada por (B)
apresenta grande mudangca em relacdo ao caso anterior. diminuindo ao longo da faixa de freqiiéncias

observadas.

A inclusdo da matriz C, matriz de Coriolis, e sua influéncia nos autovalores-bésicos é apre-
sentada na figura (5.22(c)). Novamente as freqiiéncias indicadas por (C), freqiiéncias associadas
a modos de vibragdo das palhetas, nado sdo afetadas pela velocidade de rotacao e as freqiiéncias
associadas a modos acoplados de rotor e palhetas se abrem em duas novas freqiiéncias. Nota-se
que a freqiiéncia mais alta se abre em outras duas (A) e (B). A primeira, indicada por (A), tende
a diminuir até 10 Hz aproximadamente e depois sofre um aumento linear e a segunda, indicada
por (B) diminui e tende para a freqiiéncia da palheta (C) por volta de 50 Hz. A freqiiéncia mais
baixa também se abre em outras duas, as quais tendem a aumentar, embora com comportamentos
diferentes. A freqiiéncia indicada por (D) inicialmente tem um crescimento com taxa mais alta
até 15 Hz aproximadamente, tende para a freqiiéncia (C) entre 15 Hz e 30 Hz e depois retoma a

tendéncia de crescimento. A freqiiéncia indicada por (E) apresenta crescimento com taxa menor,
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mas na faixa entre 15 e 30 Hz, aproximadamente, ela tem um crescimento linear, sendo que apés
esta faixa mantém a tendéncia de crescimento. Comparando as figuras (5.22(a)) e (5.22(c)) nota-se
um grande diferenca, visto que o decaimento das freqiiéncias ¢é eliminado pelo efeito de Coriolis. A
Unica freqiiéncia que apresenta um comportamento aproximado, além de (C), é a (B), que apresenta
decaimento e estabilizagdo, embora em outro patamar.

Na figura (5.22(d)) o efeito das matrizes G, giroscépica, e C, coriolis, sdo consideradas con-
juntamente. Novamente, verifica-se que as freqiiéncias indicadas por (C) néo sofrem alteracdo com
a velocidade de rotagdo e que as freqiiéncias que indicavam modos acoplados de rotor e palhetas
tendem a se abrir em duas novas freqiiéncias. Neste caso, a freqiiéncia mais alta se abre em uma
que tende a aumentar, (A), e outra a decair (B), ambas sem patamar de estabilizagdo. Por out-
ro lado, a freqiiéncia mais baixa se abre em duas, (D) e (E), que tendem a aumentar, cada uma
com diferentes taxas de crescimento na faixa de freqiiéncias observadas. Comparando as figuras
(5.22(b)), (5.22(c)) e (5.22(d)) nota-se que as freqiiéncias indicadas por (A), (D) e (E) no gréfico
da figura (5.22(d)) seguem comportamento semelhante ao da, figura (5.22(c)), que considera apenas
o efeito de Coriolis, e a freqiiéncia indicada por (B) segue comportamento semelhante ao da figura
(5.22(b)), que considera apenas o efeito giroscépico. Entretanto, tanto para (B) quanto para (E) as
taxas de decrescimento e crescimento, respectivamente, sdo mais altas.

A figura (5.23) apresenta a variacio dos autovalores-bdsicos, incluindo também as matrizes de
rigidez rotacional, Kq e rigidez geométrica, K,. Estas duas matrizes sdo dependentes da velocidade
de rotacio ¢, sendo que a matriz de rigidez rotacional também é periodicamente variante no tempo.
A figura (5.23(b)) apresenta a variacio dos autovalores-bésicos quando sao consideradas apenas as
matrizes de massa, rigidez e rigidez rotacional. O modelo matemético resultante é o chamado modelo
linear, sendo que termos de deformagao de segunda ordem da viga sao desprezados, ou seja, o efeito
de enrijecimento centrifugo é desprezado. Observa-se, neste caso, que as freqiiéncias de palheta,
indicadas nesta figura por P;/P,/P3 e P,, sao bastante influenciadas pela velocidade de rotacao,
seguindo uma curva quadrética que tende a diminuir com o aumento da mesma. As freqiiéncias
associadas aos modos de rotor R; e Ry sdo pouco influenciadas pela velocidade de rotacdo. De
maneira semelhante aos resultados observados nos graficos da figura (5.22), as freqiiéncias associados
a modos acoplados de rotor e palhetas tendem a se bifurcar. A principal observagdo, contudo, refere-
se ao ponto de descontinuidade do grafico da figura (5.23(b)). A freqiiéncia da palheta é 27.75Hz,
sendo que, a esta velocidade de rotagao, a rigidez aparente da palheta é nula e acima desta velocidade

o movimento é instivel.

Na figura (5.23(c)), a rigidez geométrica, e portanto o enrijecimento centrifugo, é incluida.
Observa-se que as freqiiéncias das palhetas, P;, P, /Ps e Py, neste caso, apresentam um comporta-
mento inverso, que € o aumento das freqiiéncias naturais (bésicas), seguindo uma curva quadrética.
Novamente, as freqiiéncias associadas aos modos de rotor R; e Ry so pouco influenciadas pela ve-
locidade de rotagao e os modos originalmente (para velocidade de rotacado nula) acoplados de rotor
e palhetas sofrem uma abertura. Os resultados encontrados mostram que as freqiiéncias associadas
a modos de palheta sao fortemente influenciados pelo efeito de enrijecimento centrifugo, sendo que
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Figura 5.22: Variacio dos autovalores em funcgo da velocidade de rotagio — comparacao do comportamento
observado com diferentes matrizes da equagido de movimento incluidas ou excluidas.
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este nao influencia os modos associados ao rotor.

A figura (5.23(d)) inclui tanto o efeito de enrijecimento centrifugo quanto o efeito da matriz
giroscépica G no sistema. Nota-se nesta figura um comportamento muito semelhante ao caso
anterior. Contudo, verifica-se que os dois modos associados ao movimento do rotor Ry e Ry tendem
a se encontrar. por volta de 30 Hz, sendo que depois estas duas freqiiéncias se abrem, trocando sua
ordem original. A figura (5.23(e)) inclui tanto o efeito de enrijecimento centrifugo quanto o efeito
da matriz de coriolis C no sistema. Nota-se neste caso também um comportamento semelhante ao
apresentado na figura (5.23(c)), mas neste caso as duas freqiiéncias de palheta mais baixas, P; e
P,/P3, tendem para o mesmo valor. Também é observado que o cruzamento entre as freqiiéncias
dos modos R; e Ry ocorre por volta de 50 Hz neste caso.

Finalmente, a figura (5.23(f)) apresenta a variacio das freqliéncias-bésicas se a equacdo de
movimento completa é considerada, ou seja, incluindo tanto o efeito de enrijecimento centrifugo
quanto as matriz giroscépica e de Coriolis. O comportamento observado é semelhante as figuras
(5.23(c)), (5.23(d)) e (5.23(e)) combinadas: as fregiiéncia associadas ao modo de palheta, Py, P,/P3
e Py tem um aumento quadratico; as duas freqiiéncias acopladas de rotor e palhetas se abrem, sendo
que a partir desta abertura, os modos, rotor e palheta, se desacoplam; os modos de palheta P; e
P, /P tendem a se encontrar e as freqiiéncias associadas aos modos de rotor R; e Ry tendem a se

cruzar por volta de 15 Hz, sofrendo abertura apés o cruzamento.

A partir dos resultados encontrados conclui-se que o efeito do enrijecimento centrifugo é mais
pronunciado nas freqiiéncias associados a modos de palheta. Por outro lado, os efeitos giroscépico e
coriolis tendem a influenciar mais os modos de rotor, contribuindo para seu cruzamento, e sutilmente
os modos de palhetas mais baixos (P; e P,/Ps), contribuindo para que trés modo sejam praticamente
coincidentes.

5.2.4 Diagramas de cascata

As figuras (5.24) e (5.25) apresentam os diagramas de cascata do sistema rotor-palhetas, obtido
com a integragao numérica da equagao de movimento do conjunto (3.69). Os sinais apresentados sdo
a transformada dos sinais de aceleragao, considerando dois pontos diferentes de excitagao. Na figura
(5.24) ¢ considerada uma excitagio Ig = 0.001s como condi¢do inicial da simula¢do numérica. J4 na
figura (5.25), a condigdo inicial é de z,, = 0.001s. A comparacao entre os resultados nao apresenta
diferencas marcantes. Em ambos os casos, contudo, observa-se que os sinais de deslocamentos
angulares Te ﬂ sao dominados pelas freqiiéncias criticas associadas ao modo de rotor. Os picos
indicados por (E) e (F) representam as freqiiéncias associadas aos modos R; e Ry, sendo que por
volta de 15 Hz pode ser observado o cruzamento entre estas freqiiéncias, previsto pela curva dos
autovalores-basicos da figura (5.23(f)). Os outros dois conjuntos de picos identificados por (G) e (H)
correspondem a vibragao paramétrica de ordem 1 de freqiiéncias associadas aos modos de palheta.
No caso dos picos descritos em (G), a vibracio é paramétrica do modo P, (+9) e no caso dos picos
descritos em (H), a vibragdo é paramétrica do modo P; (—Q). Os sinais de aceleracao de duas
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das palhetas, Z,, e Z,,, por sua vez, apresentam quatro picos caracteristicos. O primeiro deles é a
prépria velocidade de rotagéo, indicado por (A), o segundo representa as freqiiéncias criticas dos
modos de vibracao das palhetas, modo Py, e outros dois conjuntos de picos estao relacionados as
vibragbes paramétricas do rotor. Os picos indicados por (C) representam a vibragdo é paramétrica

do modo Ry (4+£2) e os picos indicados por (D) representam a vibragdo é paramétrica do modo R;
(—9).
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5.3 Modelo matematico 3 - rotor tridimensional

Finalmente, algumas simula¢Ges numéricas realizadas com o terceiro modelo matemadtico de-
senvolvido para o rotor sao apresentadas T3. Neste caso, o rotor apresenta tanto movimentos
lineares quanto angulares, sendo acoplado novamente a quatro palhetas flexiveis, de acordo com a
figura (3.4). As equagGes de movimento deste conjunto foram apresentadas na equacgéo (3.79). Os
parametros utilizados nesta simulacéo sao os mesmos apresentados na tabela (5.4), com diferenca
que a distancia dop = 2do,. Mais uma vez a aproximagao utilizada para o vetor de deformacao da
viga é a linearizada de segunda ordem.

Inicialmente, é realizada uma anélise modal variante no tempo para observar tanto as formas
modais do conjunto quanto a variacao das freqiiéncias-bésicas em funcao da velocidade de rotagéo.
As formas modais associadas as freqiiéncias-bésicas e as freqiiéncias paramétricas de ordem 1, quan-
do a velocidade de rotagao é 20 Hz, sao apresentadas, respectivamente, nas figuras (5.26) e (5.27).
Nota-se que o efeito da velocidade de rotacdo é desacoplar os modos de rotor e palhetas, sendo que
quatro modos de vibracao associados ao movimento do rotor e quatro modos de vibragdo associa-
dos ao movimento das palhetas sdo observados. Verifica-se também que para um modo-bésico de
palheta, o0 modo paramétrico associado é de rotor e vice-versa. A figura (5.28) apresenta a variagao
dos autovalores-bésicos em funcao da velocidade de rotacao. As freqiiéncias associadas aos dois
primeiros modos do rotor, indicados por R; e Ry sdo muito préximas e pouco afetadas pela veloci-
dade de rotagao. Por outro lado, as freqiiéncias associadas aos outros modos de rotor, R3 e Ry, que
a baixas velocidades de rotagao sao coincidentes, tendem a se abrir, sendo que o modo indicado por
R3 tende a diminuir e o modo indicado por Ry tende a aumentar. Este comportamento é influen-
ciado pelo efeito giroscépico. Por outro lado, os modos de palhetas, indicados por P;, P>, P3 e Py,
sao fortemente afetados pelo efeito de enrijecimento centrifugo, seguindo um aumento quadrético.
As trés freqiiéncias dos modos P, P e P3 sao mais préximas entre si, enquanto que a freqiiéncia
do modo P, apresenta maior valor.

A andlise da variagao do comportamento mecanico deste conjunto em funcao da velocidade de
rotagdo pode ser observado também com auxilio dos diagramas de cascata. A partir da integracao
numérica das equacgoes diferenciais de movimento, os diagramas de cascata apresentados nas figuras
(5.29) e (5.30) sao construidos. No figura (5.29), a excitagdo ocorre no mancal A (indicado na figura
(3.4)), na direcdo y, enquanto que na figura (5.30), a excitagdo ocorre na palheta p;. Comparando
os resultados obtidos nestas duas condicGes, nao sao observadas grandes diferencas resultantes da
mudanga do ponto de excitagdo. Os diagramas de cascata obtidos a partir da aceleracao dos
deslocamentos lineares e angulares do rotor, figuras (5.29(a)), (5.29(b)), (5.29(c)) e (5.29(d)) e
figuras (5.30(a)), (5.30(b)), (5.30(c)) e (5.30(d)), apresentam os seguintes conjunto de picos: (A)
modo-bésico de vibracao do rotor R;/Ry; (B) modo paramétrico de vibragdo da palheta P3/Py; (C)
modo-bésico de vibracao do rotor R3 e (C) modo-bésico de vibragdo do rotor Ry4. J4 os diagramas
obtidos a partir da aceleracao das palhetas, figuras (5.29(e)) e (5.29(f)) e figuras (5.30(e))e (5.30(f))

apresentam os seguintes conjuntos de picos : (E) velocidade de rotagao; (F) modo-bésico de vibracao
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(a) Modo R1 — A10 (b) Modo Rz — A2 (c) Modo Rz — A3 0

(e) Modo P2 — As 0 (f) Modo Ps — Xe o (g) Modo Py — A7 (h) Modo Ry — Agp

Figura 5.26: Freqiiéncias e modos-bésicos de vibragio do conjunto rotor-palhetas — modelo matemético
usando rotor com movimentos tridimensionais (T3) — ¢ =20Hz

da palheta P3; (G) modo-bésico de vibragio da palheta Pj; (H) modo paramétrico de vibracao do
rotor R;/Rs; (I) modo paramétrico de vibragao do rotor R; /R; e (J) modo paramétrico de vibracao
do rotor Rj.

Com objetivo de melhor elucidar os picos que aparecem nos diagramas de cascata das fig-
uras (5.30) e (5.29), os sinais de aceleracio dos deslocamentos do rotor e palhetas, no dominio da
freqiiéncia, sao apresentados separadamente, nas figuras (5.31) a (5.36). Nestas figuras os picos pre-
sentes estao ressaltados, sendo que a resolugio na freqiiéncia é de A f = 0.5 Hz. Abaixo, estes picos
sao identificados com seus respectivos modos de vibragéo e comparados com os autovalores-bésicos.
Estes autovalores-basicos nestas velocidades de rotacio sdo apresentados na tabela (5.6). Estes
autovalores sao estimados com ordem de expansio n, = 2, segundo a metodologia de anélise modal
variante no tempo, sendo que a variacao destes autovalores-bésicos em funcdo da velocidade de
rotagao foi apresentada na figura (5.28). Os picos nos sinais de aceleragao em funcio da velocidade
de rotacao sao classificados como:

1. Velocidade de rotagao 2 = 5 Hz;

(a) Picos observados nos sinais de aceleracio §j, 3, I"e §: 15.5 Hz, freqiiéncia-bésica dos modos
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(@) Modo Ri — A1 = (b) Modo Rz — A21 = (¢) Modo P1 — X371 = (d) Modo P, — M\g1 =
A0+ Q A2,0 + Q Az0+Q Ag0 +

(e) MOdO P3 - /\5,1 == (f) MOdOP4—)\6,1=)\5,0+ (g) MOdO R3 - )\7,1 = (h) Modo R4 — /\3,1 =
As,0 + 2 Q A0+ Ag,0 + 2

Figura 5.27: Freqiiéncias e modos de vibragido do conjunto rotor-palhetas (vibracio paramétrica de ordem
1)- modelo matemaético usando rotor com movimentos tridimensionais (T3) — ¢ = 20 Hz

R1/Ry; 24.5 Hz, vibracao paramétrica (-) do modo Ps; 35 Hz, vibragio paramétrica (+)
do modo Py; 40.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modo R3; 41.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modo
Ry;

(b) Picos observados nos sinais de aceleragdo Z,,;: 5 Hz, velocidade de rotagdo ; 10.5 Hz,
vibragao paramétrica (-) do modo R;/Rj; 20.5 Hz, vibragio paramétrica (+) do modo
R1/Rz; 29.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modos P3/Py; 36.5 Hz, vibragdo paramétrica (-)
do modo Ry; 45.5 Hz, vibragao paramétrica (+) do modo Rj.

2. Velocidade de rotacao 2 = 10 Hz;

(a) Picos observados nos sinais de aceleragao g, Z, I e B: 15.5 Hz, freqiiéncia-bésica dos
modos R;/Rjy; 21.5 Hz, vibragdo paramétrica (-) do modo Ps; 40 Hz, freqiiéncia-bésica
do modo Rj; 41.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Ry; 43 Hz, vibragao paramétrica (+)
do modo Py;

(b) Picos observados nos sinais de aceleragdo Z,,: 5.5 Hz, vibragdo paramétrica (-) do modo
R;/Ry; 10 Hz, velocidade de rotagdo 2; 25.5 Hz, vibragio paramétrica (+) do modo
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Figura 5.28: Variagéo dos autovalores-basicos (Hz) em fungdo da velocidade de rotacéo

Tabela 5.6: Autovalores-bésicos, Hz, em diferentes velocidades de rotagio Q- rotor tridimensional (T3)

|o=5H: [ 0=10H: [ Q=15H; [ 0=20H: | 2 =25 K | 2=30H |

Ry 15.40 15.34 15.32 15.34 15.36 15.36
Ry 15.52 15.56 15.59 15.62 15.64 15.66
P 28.56 30.90 34.43 38.85 43.88 49.34
P 28.56 30.90 34.43 38.85 43.88 49.34
P 29.38 31.61 35.07 39.39 44.35 49.75
Py 29.75 32.48 36.51 41.34 46.83 52.77
Rs 40.34 39.77 39.21 38.66 38.11 37.58
Ry 41.56 42.09 42.61 43.25 43.88 44.52

R;/Ry; 31.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modo P3; 33 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Pjy; 50
Hz, vibragao paramétrica (+) do modo Rj;

3. Velocidade de rotagao 2 = 15 Hz;

(a) Picos observados nos sinais de aceleracio g, 2, ' e B: 15.5 Hz, freqiiéncia-bdsica dos
modos R1/Ry; 20 Hz, vibragdo paramétrica (-) do modo Ps; 39.5 Hz, freqiiéncia-bésica
do modo R3; 42.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Ry;

(b) Picos observados nos sinais de aceleracéo Zp,: 15 Hz, velocidade de rotacdo Q; 30.5 Hz,
vibragao paramétrica (+) do modo R;/Ry; 35 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Ps; 37 Hz,
freqiiéncia-basica do modo Py; 54.5 Hz, vibracdo paramétrica (4+) do modo Rs;

4. Velocidade de rotagao Q2 = 20 Hz;

(a) Picos observados nos sinais de aceleracio 4, 3, I e B: 15.5 Hz, freqiiéncia-basica dos
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Figura 5.29: Diagramas de cascata dos sinais de aceleracao. Excitacdo em y
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modos R;/Rjy; 19.5 Hz, vibragdo paramétrica (-) do modo Ps; 39 Hz, freqiiéncia-bésica
do modo Rg3; 43.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Ryg;

(b) Picos observados nos sinais de aceleracdo Z,,: 20 Hz, velocidade de rotagao 2; 35.5 Hz,
vibragao paramétrica (+) do modo R;/Rs; 39.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Ps; 41.5
Hz, freqiéncia-bésica do modo Py; 58.5 Hz, vibragdo paramétrica (+) do modo Rs;

5. Velocidade de rotagao 2 = 25 Hz;

(a) Picos observados nos sinais de aceleragdo g, 2, I'e B: 15.5 Hz, freqiiéncia-bésica dos
modos R;/Ry; 19.5 Hz, vibragdo paramétrica (-) do modo Ps; 38 Hz, freqiiéncia-bésica
do modo R3; 44 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Ry;

(b) Picos observados nos sinais de aceleragao 2,,: 25 Hz, velocidade de rotagéo §; 40.5 Hz,
vibracao paramétrica (+) do modo R;/Rs; 44.5 Hz, freqiiéncia-bdsica do modo Ps; 47
Hz, freqiiéncia-bésica do modo Pj; 63 Hz, vibragdo paramétrica (+) do modo Rs;

6. Velocidade de rotacao 2 = 30 Hz;

(a) Picos observados nos sinais de aceleragao g, Z, I'e 3 155 Hz, freqiiéncia-bésica dos
modos R;/Ry; 20 Hz, vibracdo paramétrica (-) do modo Ps; 37.5 Hz, freqiiéncia-bésica
do modo Rg3; 44.5 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Ry;

(b) Picos observados nos sinais de aceleracdo Z,,: 14.5 (Paramétrica Ry4); 30 Hz, velocidade
de rotagao (2; 45.5 Hz, vibragao paramétrica (+) do modo R;/Rs; 50 Hz, freqiiéncia-
bésica do modo Ps3; 53 Hz, freqiiéncia-bésica do modo Py; 68 Hz, vibracao paramétrica
(+) do modo Rg;
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Figura 5.34: Sinais de aceleragdo no dominio da freqiiéncia (fft) - Q = 20 Hz

199



15.5 155
0.9 g 0.9 g
0.8 E 0.8 g
0.7r E 0.7] R
0.6 g J
Y ost E E
o
0.4 L g
0.3 E R
38 44
0.2F b 18.5 e
38 44
0.1+ 19.5 M 4 1
0 . . L r —
0 10 20 30 40 50 60 70 80 100 20 30 40 50 60 70 80 %0 100
Freqiéncia [Hz] Freqiéncia [Hz]
15.5 .
o.sf b 0.9 b
38
0.8 1 0.8 E
155
07 b 0.7} b
44
0.6 L 0.6 L
Ea 5 5 1 Ea 5 1
= %0
[ a
0.4f 1 0.4 E
0.3f 1 0.3 E
ozt 4 02 195 g
18.5
o1t 1 0.1 1
i , A o T S
0 10 20 30 40 50 60 70 80 100 [ 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100
Freqiéncia [Hz] Freqiéncia [Hz]
405 405
o.sf b 0.9 E
445 a5
[X:13 E 08 E
0.7F R 0.7] B
E‘ 0.6 b E 06 -
L ost 1 Kos .
Qv.. Q.N
0.4f E 0.4 g
0.3 b 0.3 E
25 25
02F B 02 E
0.1F U a7 E 0.1 U a7 g
€3 63
‘o 10 20 30 40 50 60 70 80 100 ) 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100

Freqdéncia [Hz]

Freqdéncia [Hz]
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Figura 5.36: Sinais de aceleracdo no dominio da freqiiéncia (fft) - 2 = 30 Hz
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Capitulo 6

Exemplos experimentais

6.1 Sistema com cinco graus de liberdade

A bancada de testes construida para validar os modelos matemaéticos do rotor plano é apresen-
tada na figura (6.1). Neste caso, a bancada é construida de tal forma que o rotor tenha movimentos
laterais apenas em uma das diregoes. O rotor é montado em uma fundagao que pode se movimentar
na direcao horizontal. Por sua vez, esta fundacdo é acoplada a vigas elédsticas. Os movimentos
lineares da fundagao sao medidos com auxilio de uma acelerémetro, conforme apresentado na figura
(6.2(a)). O rotor é acoplado a quatro palhetas flexiveis, de acordo com a figura (6.2(b)). Estas
palhetas sdo formadas por réguas flexiveis com massas concentradas na ponta. Estas massa sao
utilizadas para enfatizar o acoplamento entre os termos dinamicos e elédsticos, de tal forma que a
dinadmica da viga girante é influenciada pela massa concentrada em sua extremidade livre (Yigit
et al., 1988; Fallahi e Lai, 1994).

A bancada de testes deve operar em faixa de freqiiéncias definida entre 0 e 50 Hz. A construcao
da bancada desta maneira também leva a um nivel de amortecimento baixo, o que também facilita
as medigbes. Dado que os movimentos do conjunto rotor e palhetas sao restritos ao plano vertical, o
modelo matemético (T1) desenvolvido no capitulo (3) é utilizado para aproximar o comportamento
da bancada de testes,

Esta bancada de testes pode ser subdividida nos seguintes subestruturas:

e Um disco girante (disco + rotor) é montado rigidamente a uma base (fundacdo). Esta subes-
trutura formada pelo disco, rotor e fundagdo podem ser representados por uma unica massa
concentrada, sendo conectada a base inercial por meio de quatro réguas flexiveis cujo compri-
mento é ajustével, funcionando dessa forma como molas ajustdveis. Este tipo de montagem
permite que o centro do rotor tenha apenas movimentos lineares de tal forma a eliminar o
efeito giroscépico devido aos movimentos angulares do rotor e fundagio. Portanto, esta sub-

estrutura apoiada sobre molas tem apenas um grau de liberdade, que é o deslocamento linear
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Figura 6.1: Bancada de testes construida na Universidade Técnica da Dinamarca DTU para andlise da
dindmica do conjunto rotor e palhetas flexiveis (Eiland, Torry-Smith e Santos, 2001)- aspecto geral

(2) (b)

Figura 6.2: (a) Montagem do acelerdmetro na base e (b) montagem das palhetas — detalhe (Eiland, Torry-
Smith e Santos, 2001) ’
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na direcao horizontal,;

e Quatro massas sao conectadas ao disco girante por meio de réguas flexiveis cujo comprimento
pode ser ajustado. Os movimentos da massa conectada a ponta das réguas sao deslocamentos
lineares descritos em um sistema de referéncia girante solidéario ao rotor. Na faixa de operacgao

do rotor, apenas o primeiro modo de viga é importante na resposta dindmica do conjunto;

e Um shaker electromagnético é utilizado para excitar a subestrutura da massa e suportes
elsticos na direcao horizontal. Um acelerémetro é utilizado para medir os movimentos linea-
res desta subestrutura e de forma indireta medir as mudancas no comportamento dinimico
das palhetas;

e O amortecimento da bancada, especialmente o fator de amortecimento dos modos de vibracao
das palhetas, é mantido em niveis baixos. Isto torna o procedimento de medicao mais simples.
No caso da medicao da vibragao das palhetas, que é realizada de maneira indireta através
de acelerébmetros montadas na fundagao (base), o baixo amortecimento também facilita as

medicoes.

O modelo mecinico que representa esta bancada de testes é apresentado na figura (6.3(a)),
sendo que alguns detalhes das massa concentradas nas extremidades das palhetas sdo apresentados
na figura (6.3(b)). O modelo matemético tem cinco graus de liberdade que sdo dados pelo vetor:
q={vt) z1(t) 2z2(t) 23(t) 24(2) }T, sendo que a primeira coordenada, y, descreve o movimento
horizontal da base e as outras quatro, z; (¢ = 1,2, 3,4), representam o deslocamento das massas con-
centradas p; relativa ao sistema de coordenadas girante By, (p,, Yp,, 2p;), que apresenta velocidade
angular é. Os sistemas de referéncia e a descricio dos movimentos de um rotor plano acoplado a

quatro palhetas flexiveis foram apresentados no capitulo (3).

O deslocamento da viga € interpolado utilizando uma funcdo cdbica polinomial, que satisfaz
tanto as condigbes de contorno essenciais quanto naturais, que sdo de engastamento em uma das
extremidades e uma forca concentrada na outras. Esta funcao de forma é escolhida com o objetivo
de minimizar o nimero de graus de liberdade e aproxima apenas o primeiro modo de vibracao da
viga. Um discussado detalhada da escolha da funcdo de forma para modelar uma viga girante foi

apresentada no capitulo (2). Dessa forma, o deslocamento eléstico da viga é dado por

0 0
By, Wi = q vi(&) ¢ = { ¥i(&)ai(t) ¢ onde (&) = g(%>2 - %(%)3 (6.1)
0 0

A inércia de rotagdo da massa concentrada acoplada & ponta da viga é incluida no modelo
adotando que o movimento angular é igual a derivada do deslocamento. Dessa forma, assume-se
que nao hé forca de cisalhamento atuando na viga, o que é uma hipétese adequada pois as réguas

flexiveis sao delgadas. Uma massa equivalente é estimada para a ponta, de tal forma que os efeitos
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Figura 6.3: (a) Modelo matematico da bancada de testes (b) massas concentradas acopladas as palhetas

da inércia de rotagao sao incluidos no modelo matem4tico. Esta massa equivalente é dada por

i = mip(Lq)® + (It; + mart2)y/ (L;)? + 2myrtiap(Li)o' (Ls) (6.2)

6.1.1 Parametros da bancada
Os principais parametros da bancada de testes da figura (6.3(a)) estdo apresentados na tabela

(6.1). Estes pardmetros sio usados posteriormente nas simula¢des numéricas, segundo as equacoes
de movimento (3.38), (3.47) e (3.55).

Tabela 6.1: Parimetros da bancada de testes

Base massa-mola Vigas girantes flexiveis (i = 1,2, 3,4) Massa da ponta(i = 1,2, 3,4)
6; (i—1)m/2 rad
mo 2.228 kg | m 0 kg | mt; 0.0482 kg
o 0.040 m | 7; 0.040 m | Lt; 0.030 m
Lo 0.200 m | L 0.040 m | bt; 0.015 m
Bo 0.025 m | b 0.015 m | ht; 0.0005 m
ho 0.001 m | h; 0.0005 m | rt; 0.015 m
E 21e  N/m? | B 2.1l N/m? | Ie;  mt 28 4 0167¢~%kg m?
I % 208332 gt | BEL | 5ep5ei2 mt | Iy mt 2 9.0083e~Ckg m?
ko 4Bl 2625 N/my |k L 384 N/m | Iz mt 2 59917¢~5kg m?
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6.1.2 Calibracao da bancada e estimativa de amortecimento

A velocidade de rotagao do rotor é controlada através da entrada de voltagem. Para obter a
relacdo entre a voltagem medida e a velocidade de operacao do conjunto, uma curva de calibracao
que relaciona as duas grandezas foi construida. Esta curva é apresentada na figura (6.4). Nota-se

que a relagado entre voltagem e velocidade de rotagao € linear em duas regioes distintas.

Curva de calibracao

Velocidade (Hz)
5 0 Iy

®

[}
Voltagem (V)

Figura 6.4: Curva de calibragdo — relag@o entre a voltagem de entrada e velocidade de rotagao

As medicgoes iniciais no sistema néo-girante tem como objetivo identificar corretamente os
paradmetros de rigidez e amortecimento da bancada. Primeiramente, a bancada de testes é excitada
através de um impulso, sendo que o shaker estd desmontado da fundacgao. Neste caso, a freqiiéncia

medida e o fator de amortecimento sao dados por
wg=4.65Hz  £=1282-107° (6.3)

O fator de amortecimento é estimado a partir do decremento logaritmico do sinal de aceleragao

no tempo. Como o fator de amortecimento estimado é muito baixo, serd desprezado no célculo da

rigidez
wp =4.65Hz — ko = w2m, = 1902N/m (6.4)

O valor da massa foi apresentado na tabela (6.1). Repetindo estas medigoes, com uma excitagao
impulsiva, mas com o shaker montado (energizado) na fundagdo, os valores obtidos da freqiiéncia

amortecida e do fator de amortecimento sao:
wg=6.67THz £=0.07 (6.5)

Assim, a freqiiéncia natural e o amortecimento sao dados por

wd

wnz\/—ﬁ

=41.99rad/s d= 2¢w,m, = 13.10Ns/m (6.6)
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e, finalmente, a rigidez equivalente do conjunto ¢ dada por

_41.99
Wn = 2T

= 6.68Hz — k,=w2m, = 3928N/m (6.7)

6.1.3 Modos de vibragao do sistema nao-girante

As freqiéncias e modos de vibragao correspondentes do conjunto rotor e palhetas ndo-girante,
Q = 0 sao obtidos a partir da andlise de autovalores e autovetores da equagcdo (3.38). Na tabela
(6.2) as freqiiéncias obtidas a partir do modelo tedrico e com as medicdes da bancada de testes
sao comparadas. Na mesma tabela sdo apresentados também os autovetores obtidos nas condigdes
sem amortecimento e com o amortecimento estimado na equacio (6.6). Estas formas modais estdo
ilustradas na figura (6.5). O modo 1 (RP), figura (6.5(a)), representa um modo em que h4 vibragéo
predominante do rotor, mas com uma pequena vibragao das palhetas 2 e 4. Os modos 2, 3 e 4 (P),
figuras (6.5(b)), (6.5(c)) e (6.5(d)), representam modo de vibracio das palhetas apenas. Finalmente
o modo 5 (PR), figura (6.5(e)) é um modo em que hd vibragao das palhetas, juntamente com uma
pequena vibragao do rotor.

Tabela 6.2: Sistema nao-girante — formas modais tedricas

Modo 1 (RP) Modo 2 (P) Modo 3 (P) Modo 4 (P) Modo 5 (PR)
Teo. (Hz) 6.39 17.34 17.34 17.34 17.73
Exp. (Hz) 6.60 16.5 16.5 16.5 17.0
Dif. (%) 3.18 5.09 5.09 5.09 4.29
Sem amortecimento

% 1 0 0 0 0.0716

21 0 0 0 1 0

z -0.0960 1 0 0 1

23 0 0 1 0 0

24 0.0960 1 0 0 -1

Amortecimento na base ¢ = 13.1 Nm/s

20 0.9979 - 0.0021i 0 0 0 0.0714 + 0.0040i

z1 0 0 0 1 0

Zo -0.0945 - 0.01451 1 0 0 1

z3 0 0 1 0 0

24 0.0945 + 0.01451 1 0 0 -1

A diferenga encontrada entre as freqiiéncias criticas das palhetas, modos 2, 3 e 4 (P) séo
explicadas pelo tipo de fungao de forma escolhida, conforme discussdo apresentada no capitulo (2),
na tabela (2.4). A utilizagdo da famfilia de funcdes polinomiais de ordem quatro pode diminuir
este erro. Contudo, comparando-se a ordem de erro obtida nos outros modos e levando-se em
consideragao resolugao em freqiiéncia utilizada, o erro observado encontra-se dentro de uma faixa
aceitavel. A utilizagao de outra familia de funcGes de forma de quarta ordem, aumentaria a ordem
do modelo numérico, sem grande beneficio em contrapartida.
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(b) Modo 2 (P) - w, = 17.35 Hz (c) Modo 3 (P)- wn, = 17.35 Hz

(d) Modo 4 (P)- w, = 17.35 Hz (e) Modo 5 (PR)- w, = 17.74 Hz

Figura 6.5: Modos de vibragdo do conjunto base-palhetas — Q = 0 — resultados teéricos

Os resultados obtidos com a anélise modal numérica mostram que as freqiliéncias associadas
ao segundo, modo (P), e quinto, modo (PR) estio muito préximas. Dessa forma, a escolha da
resolugao em freqiiéncia A f, durante a montagem do experimento, deve ser feita de maneira cuida-
dosa. A figura (6.6) apresenta os sinais de aceleragdo obtidos com duas resolucdes em freqiiéncia
diferentes. Os resultados obtidos, mostram que é necessdrio uma resolucio em freqiiéncia fina A f

para identificar corretamente as trés primeiras freqiiéncias deste conjunto.

Conforme verificado anteriormente, as freqiiéncias criticas do segundo modo (P), que rep-
resenta um movimento de palheta apenas, e do quinto modo, (PR), que representa movimentos
acoplados da base e das palhetas, sdo extremamente préximos uma da outra. A figura (6.7) ilustra
a variacao das freqiiéncias naturais do conjunto em fun¢éo da razao de massa mp;/mg, massa do
palheta e massa da base. A linha fina vertical no gréfico indica o ponto em que a razdo de massa da

bancada de teste se encontra. Pode ser visto que, neste caso, a diferenca entre o modo de palheta
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Figura 6.6: Aceleracao experimental da massa da base, excitada por uma for¢a impulsiva, realizada com
dois incrementos de freqiiéncia Af.

(P) e o modo acoplado de rotor e palheta (PR) é pequena.

25 .

"
.

Freqiénclas naturals [Hz]
<

0.2 0.8

) e

0.4 0.6
Razdo das massas [mp/m o]

Figura 6.7: Variagio das freqiiéncias naturais em funcdo do aumento da razdo da massa mp; /mg

Na figura (6.5), o primeiro e quinto modos correspondem aos movimentos acoplados do rotor
e palhetas. Nas condigbes da bancada de testes, o primeiro modo apresenta um grande movimento
da base e pequeno deslocamento das palhetas. Contudo, o quinto modo apresenta comportamento
oposto, sendo que neste caso o movimento das palhetas é predominante. Estes resultados podem
ser verificados na tabela (6.2), em que os autovetores séo apresentados. Conforme a razio da massa,
é aumentada o acoplamento entre estas dois movimentos, da base e palhetas, é maior, de acordo
com a figura (6.8). No caso em que esta razio tende a zero, nio h4 acoplamento entre estes dois

movimentos.
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Figura 6.8: Variagao das formas modais (RP) e (PR) em fun¢éo do aumento da razao da massa. As figuras
(a), (b), (c), (d) e (e) correspondem ao primeiro modo (RP). As figuras (f), (g), (h), (i) e (j) correspondem
ao quinto modo (PR).

6.1.4 Modos de vibracao do sistema girante

Os resultados obtidos anteriormente referem-se & condi¢io do conjunto em que o rotor nio
estd operando. No caso em que o rotor opera com velocidade de rotacdo constante, a anslise das
freqiiéncias e modos de vibragao do conjunto deve ser feita seguindo os conceitos apresentados no

capitulo (4), recorrendo-se ao conceito de andlise modal variante no tempo.

No caso em que o rotor opera com a velocidade constante, as freqiiéncias-bésicas e os modos-
bésicos sao obtidos a partir da solucao do problema de autovalor equivalente, invariante no tempo.
As formas modais destes autovetores-bésicos sao apresentados na figura (6.9), quando o rotor opera
com velocidade constante de {2 = 10 Hz. Nota-se que o primeiro modo apresenta freqiiéncia préxima
4 apresentada na tabela (6.2). Este modo apresenta movimento predominante da base, sendo que
esta freqiiéncia nao € influenciada pela velocidade de rotagio. Os modos 2 e 3, que apresentam
freqiiéncias coincidentes, e os modos 4 e 5 sdo influenciados pela velocidade de rotacdo, sofrendo

aumento com o aumento da velocidade de rotagao.

A figura (6.10) apresenta as formas modais de vibragdo paramétrica de ordem 1. A vibracéo
paramétrica de ordem 1 corresponde ao primeiro termo da série de Fourier do autovetor variante no
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(d) Modo 4 - 20.14 Hz (e) Modo 5 - 20.27 Hz

Figura 6.9: Modos-béscos de vibrago do conjunto rotor-palhetas. Velocidade de rotacio Q = ¢ = 10 Hz

tempo. As figuras mostram que os modos séo recifprocos, ou seja, 0 modo-bésico 1, cujo movimento
é predominante da base, apresenta modo paramétrico, cujo movimento é predominante de palheta.

6.1.5 Diagramas de cascata e anilise na freqiiéncia

O diagrama de cascata experimental é construido a partir da superposicao de vérios sinais de
aceleragao, no dominio da freqiiéncia, com diferentes velocidades angulares do rotor. A velocidade
de rotagao do rotor é controlada pela entrada de voltagem. As medidas foram realizadas com
um incremento de 0,2 V e o valor de velocidade angular correspondente é obtida com a curva de
calibragéo (6.4). O conjunto é excitado por um impulso, criado por um gerador de sinais e aplicado
a estrutura por um shaker eletromagnético. A medicdo do sinal é obtida por um acelerbmetro
montado & massa da base ou fundagdo. O resultado deste diagrama construido é a figura (6.11).
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Figura 6.10: Modos paramétricos de ordem 1 do conjunto rotor-palhetas. Velocidade de rotacio Q = 10 Hz

Nesta diagrama os seguintes conjuntos de picos sao observados: (a) desbalanco, cuja freqiiéncia varia
linearmente em fungao da velocidade angular; (b) vibragdo paramétrica das freqiiéncias naturais das
palhetas, aumentando em funcao da velocidade angular; (c) vibragdo paramétrica, diminuindo em
funcgdo da velocidade angular e (d) freqiiéncia critica associada ao sistema massa-mola, o qual ndo
depende da velocidade angular.

6.1.6 Comparagao com resultados tedricos

Apés analisar os modos de vibragao da bancada nas condi¢des nao-girante e girante, a variacao
das caracteristicas dindmicas do conjunto rotor e palhetas em funcgdo da velocidade de rotacio é
estudada numericamente. Neste caso, o diagrama de cascata é construido com a transformada
de Fourier dos sinais de aceleragao, que sao obtidos pela integragdo numérica das equacdes de

movimento do conjunto. Estas curvas sao normalizadas, sendo o sinal no dominio da freqiiéncia é
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Frequéncia [HZ]

Figura 6.11: Diagrama de cascata experimental. Descricio dos picos observados: (A) velocidade de ro-
tagdo; (B) freqiiéncias paramétricas dos modos de palheta, de ordem 1, termos positivos; (C) freqiiéncias
paramétricas dos modos de palheta, de ordem 1, termos negativos e (D) freqiiéncias naturais da fundagao.

dividido pelo valor méximo absoluto em cada velocidade. As equacbes de movimento, apresentadas
no capitulo (3), representam trés abordagens para modelar a deformagcao das vigas sendo que estas
equagoes sao lineares, equagao (3.38), linearizadas de segunda ordem, equacio (3.47), e nao-lineares,
equagdo (3.55). O método de integracio numérico utilizado é o método de Runge-Kutta de quartas e
quintas ordens. Nestas simulagées numéricas sdo empregados os parametros apresentados na tabela
(6.1), sendo que a massa equivalente das palhetas é dada pela equagao (6.2).

Os diagramas de cascata construidos estdo apresentados nas figuras (6.12), (6.13), (6.14) e
(6.15). Em cada uma destas figuras trés diagramas sao apresentados, sendo que cada um destes
corresponde a uma aproximagao do modelo de viga: linear, linearizado de segunda ordem e nao-
linear. A excitacao considerada é uma for¢a impulsiva com duracio de At = 0.001 s, sendo que o
ponto de excitagao € a massa da base, figuras (6.12) e (6.13) ou a palheta p;, figuras (6.14) e (6.15).

Os diagramas de cascata, tanto o experimental quanto os numeéricos, apresentam, de maneira
clara, as seguintes caracteristicas: enrijecimento centrifugo, que é o aumento das freqiiéncias criticas
das vigas devido & velocidade de rotacdo, e o aparecimento de vibracoes paramétricas, devido
& variagdo periédica das matrizes das equagdes de movimento. As vibragdes paramétricas sao
calculadas pela soma das freqiiéncias-bésicas, ou autovalores-basicos, e a velocidade em que as
matrizes estdo mudando, que neste caso corresponde & velocidade de rotacio ¢ = ().

A figura (6.12) apresenta a simulacdo numérica nas mesmas condigdes de excitacdo e medicao
da bancada de testes, ou seja, excitacao e medi¢do na massa da base (fundac@o). Nesta figura,
entre os trés diagramas apresentados, os diagramas de cascata das figuras (6.12(b)) e (6.12(c)),
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Diagrama de Cascata Diagrama de Cascata Diagrama de Cascata

(a) Linear (b) Linearizado 2a. ordem (c) Nao-linear

Figura 6.12: Diagrama de cascata numérico. Ponto de excitagdo: fundagio. Ponto de observagao: fundacao.
Descricao dos picos observados: (A) velocidade de rotacdo; (B) fregiiéncias paramétricas dos modos de
palheta, de ordem 1, termos positivos; (C) freqliéncias paramétricas dos modos de palheta, de ordem 1,
termos negativos e (D) freqiiéncias naturais da fundacao.

Diagrama de Cascata Diagrama de Cascata

Froquéncia [Hz]

Freqoéncia [Hz] [

(a) Linear (b) Linearizado 2a. ordem (c) Nao-linear

Figura 6.13: Diagrama de cascata numérico — Ponto de excitagdo: fundacdo. Ponto de observacao: palheta
p1. Descrigao dos picos observados: (A) velocidade de rotagao e (B) freqiiéncias criticas (basicas) das palhetas.

respectivamente modelos linearizado de segunda ordem e nao-linear, concordam com o diagrama
experimental da figura (6.11). Por outro lado, os resultados obtidos com o modelo linear, figura
(6.12(a)) nao concordam com os resultados experimentais. Assim pode-se concluir pelos resultados
apresentados, que para obter um modelo matemadtico da bancada de testes, a utilizacdo de um
modelo linear de viga nao € adequado. Ainda, ndo sdo observadas diferencas significativas entre os

modelos nao-linear e linearizado de segunda ordem.

A figura (6.13) apresenta os diagramas de cascata numéricos obtidos com a excitacio na massa
da base, mas com observacao na palheta p;. Neste caso, comportamento anslogo é observado, com
o aparecimento de vibragdes paramétricas e do efeito de enrijecimento centrifugo. Nota-se, também,

que nao existem diferencas notaveis entre os modelos linearizados de segunda ordem e nao-linear e
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Diagrama de Cascata Diagrama de Cascata

Froqoéncia [HZ]

(a) Linear (b) Linearizado 2a. ordem (c) Nao-linear

Figura 6.14: Diagrama de cascata numérico — Ponto de excitagdo: palheta p1. Ponto de observacio:
fundagao. Descri¢do dos picos observados: (A) velocidade de rotacio; (B) freqiiéncias paramétricas dos
modos de palheta, de ordem 1, termos positivos e (C) freqiiéncias paramétricas dos modos de palheta, de
ordem 1, termos negativos.

Diagrama de Cascata

20
Froquéncia [Hz]

(a) Linear (b) Linearizado 2a. ordem (c) Nao-linear

Figura 6.15: Diagrama de cascata numérico — Ponto de excitacio: palheta p;. Ponto de observagéo:
palheta p;. Descricdo dos picos observados: (A) velocidade de rotagdo e (B) freqiiéncias criticas (bésicas)
das palhetas.

que o diagrama obtido com o modelo linear apresenta resultados discrepantes dos dois primeiros.
Contudo, verifica-se que os picos indicados pela legenda (B) que aparecem na figura (6.13) sado
diferentes daqueles também indicados por (B) e que aparecem na figura (6.12). No primeiro caso,
figura (6.12), em que a aceleragdo foi observada na massa da base, estes picos correspondem &
vibragao paramétrica das freqiiéncias criticas das palhetas. Por outro lado, na figura (6.13), em que
a aceleracao é observada na palheta, os picos correspondem efetivamente as freqiiéncias criticas das
palhetas. Estas observagdes levam & conclusao de que, a partir de medigOes na massa da base, torna-
se possivel medir as freqiiéncias das palhetas de maneira indireta, ou seja, a partir das medicoes de
suas vibragoes paramétricas. A medigdo direta da vibragio das palhetas s6 é possivel com sensores

fixos ao rotor ou montados no sistema mével de referéncia.
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As figuras (6.14) e (6.15) apresentam os diagramas de cascata considerando que o sistema é
excitado por uma forga impulsiva na palheta p;. Neste caso, o0 mesmo comportamento em relacéo
aos modelos linear, linearizado de segunda ordem e néao-linear sao observados. Igualmente, verifica-
se que na figura (6.14), em que a aceleragao é medida na massa da base, os picos indicados por (B)
correspondem & vibragao paramétrica das freqgiiéncias criticas das palhetas, enquanto que na figura
(6.15) os picos indicados por (B) correspondem as freqiiéncias criticas das palhetas propriamente
ditas.
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Capitulo 7
Conclusoes

O problema do acoplamento dindmico entre rotor e palhetas foi dividido em: escolha da viga
girante para modelar a palheta flexivel, relacdo entre enrijecimento centrifugo e ordem da teoria
de deformacao da viga, escolha da fungdo de forma, desacoplamento entre deslocamentos e defor-
magoes longitudinais da viga plana (Capitulo 2), desenvolvimento de modelos matemdticos de um
rotor rigido acoplado a quatro palhetas flexiveis, empregando Método de Newton-Euler-Jourdain
(Capitulo 3), estudo da teoria geral de sistemas lineares variantes e invariantes (no tempo), ex-
pansao do conceito de andlise modal para sistemas periodicamente variantes (Capitulo 4), solugao
numérica de equacoes diferenciais nao-lineares, solugao de equacdes diferenciais periodicamente va-
riantes através da superposicao modal (Capitulo 5) e, finalmente, validagio experimental (Capitulo
6).

Dadas as dimensoes e caracteristicas da palheta, optou-se por utilizar a viga plana para apro-
ximar a palheta flexivel. O acoplamento entre os deslocamentos devido & flexibilidade da viga e a
velocidade de rotagao torna a andlise dindmica deste sistema mais complexa, pois é necessario uti-
lizar um aproximacao geometricamente nao-linear para corretamente considerar este acoplamento.
A hipétese de pequenos deslocamentos nao € aplicdvel, no caso da viga girante, sendo que a relagao
entre seu deslocamento e deformagao deve incluir termos nao-lineares. Procurou-se verificar qual
a importéncia real destes termos nao-lineares e de que forma eles acoplam os dois movimentos a
que viga estd sujeita — deformacao eldstica e rotagdo — e seu resultado na resposta dindmica da
viga girante. A primeira conclusao importante é que os termos nao-lineares sdo responsdveis pelo
enrijecimento centrifugo, ou seja, o aumento das freqliéncias naturais da viga em fungéo da veloci-
dade de rotacdo. No caso das equagOes de movimento obtidas apenas com os termos lineares de
deformagao, os resultados obtidos sao discrepantes, uma vez que as freqiiéncias naturais da viga
diminuem com o aumento da velocidade de rotagao, o que é o oposto do observado experimental-
mente. Conclui-se, também, que as equacoes de movimento da viga devem ser obtidas incluindo ao
menos termos nao-lineares de segunda ordem do vetor de deformagéo, para corretamente predizer o
enrijecimento centrifugo da viga girante. A utilizagdo do vetor de deformacao nao-linear completo,

embora possa parecer mais robusto, introduz limitacoes na solugdo das equacgbes de movimento
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resultantes. O vetor de deformacio nao-linear inclui deslocamentos longitudinais e transversais e,
para que o acoplamento entre o movimento destas duas diregGes seja corretamente considerado, é
necessaria a incluséo de vérios modos, tanto transversais quanto longitudinais, o que resulta em um
modelo numérico de grande dimensio, instdvel e de dificil integragao. Portanto, na escolha final da
teoria de viga a ser utilizada, estes aspectos, teoria nio-linear e modelo numérico resultante, devem
ser ponderados.

Posterior a andlise da importancia dos termos nio-lineares de deformagdo nas equacoes de
movimento, foi apresentada uma metodologia de discretizacdo destas equagdes, empregando o
Método dos Modos Assumidos, sendo que alguns resultados numéricos foram apresentados compa-
rando os valores obtidos para as freqiiéncias das palhetas para diversas familias de funcdes tentativa.
A familia de fungdes que apresentou resultados satisfatérios com menor nimero de graus de liber-
dade foi a familia polinomial. Com a escolha da funcdo de forma para discretizar as equacées de
movimento da viga girante, trés modelos numérico sio obtidos para andlise comparativa: (a) linear,
que utiliza apenas termos lineares do vetor de deformacao; (b) linearizado de segunda ordem, que
utiliza termos lineares e nao-lineares de segunda ordem do vetor de deformacao; e (c) nao-linear
completo, que utiliza o vetor de deformacio nao-linear completo.

A implementacdo destes trés modelos de viga plana, entretanto, encontrou grandes dificul-
dades numéricas. Estas limitacGes sao originadas pelo fato da viga plana apresentar rigidez longi-
tudinal muito maior que a transversal. A diferenca entre os valores da rigidez torna a integracao
numérica muito lenta, pois é necessirio utilizar um incremento de tempo muito pequeno, devido &
freqiiéncia natural mais alta na dire¢ao longitudinal, ou seja, o problema ¢ stiff. Além disso, devido &
necessidade de utilizar véarios modos longitudinais e transversais, de modo a corretamente considerar
o acoplamento destas diregdes, o modelo numérico resultante apresenta muitos graus de liberdade, o
que € proibitivo para a futura montagem em um sistemas de miltiplos corpos, em que se busca jus-
tamente minimizar o nimero de coordenadas. A opgéo escolhida para contornar estas dificuldades é
desacoplar as deformagdes longitudinais e transversais. A partir do vetor de deformagoes nao-linear
é possivel estimar o deslocamento longitudinal devido ao deslocamento transversal. Esta abordagem
é equivalente a eliminar os modos longitudinais da resposta da viga em baixas freqiiéncias de tal
forma que o modelo obtido é menor e mais eficiente do ponto de vista computacional. Resultados
numéricos, obtidos nas condigdes em que a velocidade de rotagao é constante e também acelerando,
séo comparadas, mostrando que na primeira condi¢do os modelos linearizado de segunda ordem
e nao-linear apresentam boa concordéncia, o que néo ocorre na segunda condigdo. Finalmente,

conclui-se que o modelo linear nao é adequado para representar a dinamica da viga girante.

Em uma segunda etapa, apresentou-se a metodologia para obtengdo das equacdes de movi-
mento do conjunto formado por um rotor rigido e quatro palhetas flexiveis. Inicialmente o rotor
considerado é plano (T1), ou seja, pode deslocar-se apenas em duas diregbes ortogonais. A metodolo-
gia de obtencao das equagdes diferenciais de movimento é detalhadamente apresentada, sendo que
estas foram obtidas a partir das equacdes de Newton-Euler-Jourdain ou principio das poténcias

virtuais. A flexibilidade das palhetas é abordada de trés diferentes maneiras, seguindo os exemplos
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numéricos apresentados no segundo capitulo. Assim, trés diferentes modelos do conjunto rotor e
palhetas sao obtidos: linear, linearizado de segunda ordem — que inclui apenas a rigidez geométrica
— e um modelo nao linear completo, sendo que, para este tltimo, os deslocamentos e deformagcoes
longitudinais sao desacoplados, como no caso da viga girante. A comparacio entre as equacoes de
movimento dos trés modelos mostra que um estd incluido no outro, sendo que a faixa de validade
de cada um destes € definida pelas condigdes de operacio do rotor. Finalmente, verifica-se também
que as matrizes sao variantes no tempo, pois dependem do 4ngulo de rotacio do rotor. Se o rotor
operar com velocidade constante, a variagdo destas matrizes é periédica. No caso deste tipo de
sistema, os termos dependentes do tempo aparecem nas matrizes nas posicoes de acoplamento entre
os graus de liberdade do rotor e palhetas. Seguindo a metodologia apresentada, sdo desenvolvidas
as equagao de movimento de um rotor acoplado também a quatro palhetas, sendo que neste caso o
rotor apresenta somente movimentos angulares, ou em outras palavras, o efeito giroscépico do rotor
é incluido, modelo T2. Neste caso, apenas o modelo linearizado de segunda ordem é desenvolvido,
sendo que as matrizes também sao variantes no tempo. A diferenca em relagio ao caso anterior é que
os termos dependentes do &ngulo de rotagdo também aparecem na diagonal principal das matrizes e
nao apenas nas posigoes de acoplamento entre rotor e palhetas. Finalmente, o modelo matemético
de um rotor com movimento tridimensional, ou seja, deslocamentos lineares e angulares resultando
em quatro graus de liberdade, é apresentado. Este modelo é chamado de T3. Também neste caso,
o modelo desenvolvido € o linearizado de segunda ordem, sendo que observa-se novamente o aparec-
imento de termos dependentes do angulo de rotagdo nao apenas nas posigdes de acoplamento entre
rotor e palhetas, mas também na diagonal principal das matrizes.

A partir da observacdo das equagbes de movimento desenvolvidas para o rotor acoplado a
palhetas flexiveis, tornou-se necessério estudar novas técnicas para analisar estas equacdes. Dessa
forma, o Capitulo 4 apresentou a teoria geral de sistemas lineares, que é valida tanto para sistemas
cujas equagdes diferenciais de movimento apresentam coeficientes constantes ou variantes no tempo.
Contudo, desenvolver uma metodologia para obter efetivamente a solugdo da equacio diferencial de
movimento sé € possivel nos casos em que os coeficientes sdo constantes ou, ao menos, periodica-
mente variantes no tempo. A solucao de problemas com coeficientes constantes foi detalhadamente
apresentada para revisao e comparagao com a metodologia apresentada para sistemas com coefi-
cientes periédicos. A metodologia de solugdo de sistemas periodicamente variantes é baseada na
solucao da equagao de Hill, que consiste, basicamente, em expandir os coeficientes periddicos em
série de Fourier. Desta forma, é possivel estimar uma solugéo aproximada de um sistema constante,
equivalente ao sistema periddico original. Além disso, alguns conceitos e pardmetros largamente
empregados em dinamica de miiltiplos corpos e dindmica estrutural, tais como freqgiiéncias natu-
rais, modos de vibragao e funcéo de resposta em freqiiéncia podem ser adaptados para descrever
os sistemas periédicos. Conceitos, tais como freqiiéncias naturais-bésicas, modos-basicos e funcio
de resposta em freqiiéncia ciclica, sdo introduzidos e permitem uma anglise dindmica de sistemas

periddicos andloga a sistemas com coeficientes constantes.

Finalmente, as equagdes de movimento do conjunto rotor-palhetas apresentadas no Capitulo
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3 sao resolvidas. Inicialmente, considera-se o rotor plano acoplado a quatro palhetas , para o
qual trés diferentes abordagens foram desenvolvidos. Primeiramente sio apresentados resultados
obtidos diretamente da integragdo numérica das equagdes de movimento, utilizando o Método de
Runge-Kutta de quinta ordem com passo varigvel. O objetivo inicial é comparar estes trés modelos,
tanto nas condigoes em que o rotor opera com velocidade constante quanto em que o rotor acelera.
As simulagoes indicaram que o modelo linear nao é adequado, sendo que sua faixa de validade
restringe-se a velocidades de rotacéo muito baixas, sendo que, na velocidade de rotacao coincidente
com a freqiiéncia natural da viga ndo girante, a rigidez resultante da palheta é nula, o que ndo
ocorre no sistema fisico correspondente. Por outro lado, os modelos linearizado de segunda ordem
e nao-linear apresentam boa concordéncia entre si quando o rotor opera com velocidade constante,
mas apresentam diferengas quando o rotor acelera, sendo que para este caso, o modelo ndo-linear
parece ser mais adequado. Para a condicdo em que o rotor opera com velocidade constante foram
construidos também diagramas de cascata, no domifnio da freqiiéncia, que permitem elucidar como
o comportamento do sistema estd variando em funcio da velocidade de rotacao. A anélise destes
diagramas mostra o aparecimento de outros picos, além das freqgiiéncias criticas, que sdo relacionadas
a vibragdo parameétrica, originados da variacido periédica das matrizes. Com o ob jetivo de melhor
entender o aparecimento da vibracido paramétrica na resposta dinadmica do conjunto, como esta
é excitada e a forma modal a ela associada, a metodologia de anilise modal variante no tempo é
empregada para analisar estas equagoes de movimento. Esta metodologia, desenvolvida no Capitulo
4 para estimar as freqiiéncias-bésicas e seus modos-bésicos associados, € restrita aos modelos linear e
linearizado de segunda ordem. Os graficos mostrando a variagéo das freqiiéncias-basicas em funcao
da velocidade de rotagao deixam claro a variagdo quadratica das freqiiéncias criticas das palhetas.
O modelo linearizado de segunda ordem apresenta crescimento destas freqiiéncias em funcao da
velocidade de rotagdo, enquanto o modelo linear apresenta decrescimento. Com a determinacao
das freqliéncias-bésicas do conjunto rotor e palhetas, nota-se que as vibracoes paramétricas que
aparecem no diagrama de cascata correspondem as freqiiéncias-bésicas adicionadas & velocidade de
rotacao do sistema. Ainda para este modelo é mostrada a comparagao entre a solugdo, no dominio
do tempo, numérica e obtida pela superposicio modal variante no tempo, sendo os resultados
extremamente coerentes.

Ainda com enfoque nas simulages numéricas, sdo apresentados os resultados obtidos para o
segundo modelo mecéanico T2 do conjunto rotor com palhetas. Para este exemplo é apresentada uma
andlise detalhada da influéncia dos diferentes fenémenos, enrijecimento centrifugo, efeito giroscépico
e aceleragao de coriolis, sobre as fregiiéncias-basicas do sistema, sendo que cada um destes foi
sucessivamente incluido antes de proceder & an4lise modal variante no tempo. Finalmente, diagra-
mas de cascata, no dominio da freqiiéncia, procuram ilustrar a variacio do comportamento dindmico
deste modelo em fungao da velocidade de rotagdo. Em comparacao aos resultados observados para
o modelo do rotor plano, nota-se, nesta nova situacao, o efeito do angulo de rotagdo e da velocidade
de rotagao sao mais pronunciados.

Apés a detalhada andlise numérica dos modelos desenvolvidos no Capitulo 3, procedeu-se a
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validagao experimental dos mesmos utilizando uma bancada de testes. As medidas realizadas, com
diferentes velocidades de rotagédo de modo a criar um diagrama de cascata experimental, mostram
a presenca e significado dos fenémenos ressaltados durante o desenvolvimento e anslise dos modelos
tedricos: o enrijecimento centrifugo e a o aparecimento da vibracdo paramétrica. Uma importante
conclusao obtida deste diagrama de cascata é que, ao excitar e medir na fundacao, as freqiiéncias
medidas sao a freqiiéncia-bésica da fundacdo e a paramétrica do modo palheta-rotor, ou seja, a
freqiiéncia-bésica da palheta ndo pode ser medida através de sensores na prépria fundacédo. Para
medir as freqiiéncias-basicas da palheta é necessério utilizar sensores fixos no rotor (ou no sistema
mével girante). Finalmente, os resultados experimentais sdo comparados a simulagbes numéricas
realizadas a partir do modelo do rotor plano apresentado no Capitulo 3. Os resultados tedricos e
experimentais encontrados mostram boa concordéncia, no caso dos modelos linearizado de segunda
ordem e nao-linear. Os resultados experimentais indicaram também a necessidade da inclusio da
inércia de rotagdo da massa concentrada, o que é feito através do cdlculo de uma massa equivalente.
Os resultados experimentais apontam também que existe uma pequena diferenca entre as freqiiéncias
da palheta, sendo que esta se deve & fun¢ao de forma escolhida. Destas observacdes, conclui-se que os
resultados obtidos com esta bancada de testes validam o modelo tedrico desenvolvido e corroboram
as investigagOes numéricas realizadas.

Os resultados tedrico e experimentais obtidos ao longo deste trabalho permitem elucidar
os principais aspectos do acoplamento entre rotor e palhetas flexiveis. Duas caracteristicas sio
marcantes para caracterizar o comportamento dindmico do conjunto: o efeito do enrijecimento
centrifugo e o aparecimento das vibragoes paramétricas. Estes dois fenémenos foram detalhadamente
estudados, tanto do ponto de vista tedrico quanto da sua implementacdo numérica. Com o auxilio
da bancada de testes, estes dois efeitos também foram observados. Acredita-se que a metodologia
apresentada para modelagem, solu¢ao e andlise de sistemas hibridos possa ser utlizada também
para estudar o problema de outros sistemas, maquinas e dispositivos que sao formados por corpos
flexiveis acoplados a corpos girantes. Um exemplo imediato é o estudo de discos flexiveis em turbo-
méquinas. Outro campo de aplicagdo para este tipo de conjunto sdo as turbinas edlicas, em que as
palhetas podem ser aproximadas por vigas. A partir deste trabalho de doutorado outros trabalhos
encontram-se em estagio de desenvolvimento na Universidade Técnica da Dinamarca. O primeiro
refere-se ao estudo da dindmica de turbinas eélicas flutuantes, enquanto que o segundo trata do
controle de estruturas girantes. Ambos trabalhos podem se beneficiar das conclusdes e resultados
obtidos ao longo desta tese de doutorado.
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Apéndice A

Transformacao de um sistem variante

no tempo em um sistema invariante

Este apéndice apresenta os principais teoremas a respeito da transformacdo de um sistema
variante no tempo em um sistema algebricamente equivalente, mas invariante no tempo. Para alguns
problemas, como os sistemas comutativos, é possivel apresentar uma expressio para sua solucao,
ou seja, é possivel obter uma forma para a matriz de transicio de estado (Wu, 1978). Para outros
tipos de problemas, procura-se estabelecer as condigdes em que é possivel estudar o comportamento
da solugao sem o conhecimento prévio da matriz de transicdo. Estes sistemas sio chamados de

sistemas algebricamente invaridveis, como, por exemplo, os sistemas de Floquet.

Definicgao 1.

Unm sistema linear variante no tempo do tipo x(¢) = A(t)x(t) é chamado de invarisvel se ele pode
ser transformado em um sistema invariante no tempo do tipo z(t) = Fz(t) por uma transformaco
vélida (como uma transformagao algébrica ou uma transformacéo do tipo ¢ — 7), onde F é uma

matriz constante e z pode ser ou ndo uma fungao explicita do tempo.

Definicao 2.
Uma transformagao algébrica é uma transformagao de estados definida por x(t) = T(¢)%(t), onde

T(t) é uma matriz nao-singular para qualquer ¢ e T(t) existe para Vt.

Definicao 3.
Uma transformagao ¢ — 7 é uma transformacao de escala do tempo que leva de um dominio ¢ para

um dominio 7 e é definida por uma fungéo da forma 7 = g(t).

Os sistemas invaridveis podem ser subdividos em duas categorias

1. sistemas algebricamente invaridveis: sistemas lineares variantes no tempo que podem ser

transformados em sistemas invariantes através de uma transformacéo algébrica;
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2. sistemas t — T-algebricamente invaridveis: sistemas lineares variantes no tempo que podem
ser transformados em sistemas invariantes por uma transformacéao algébrica e uma transfor-

macao do tipo t — 7.

TEOREMA 1 (TEOREMA FUNDAMENTAL)
Qualquer sistema linear variante no tempo do tipo

x(t) = A(t)x(t) (A1)

€ algebricamente invaridvel. Se R ¢ uma matriz constante de dimenséo n x n, entdao o sistema
dado pela equagdo (A.1), pode ser sempre transformado em um sistema invariante no tempo e

algebricamente equivalente dado por

x(t) = RX(t) (A.2)
pela utilizagdo da seguinte transformacdo algébrica

x(t) = ®(t, to)e RE-1x(2) = T(1)%(2) (A.3)
onde ®(t,t9) € a matriz de transicio do sistema (A.1) e, portanto, satisfaz

d(t,t0) = A(t)®(t, t0) (A.4)
Prova. Considerando que a transformagdo algébrica x(t) = T(¢)% leva a um novo sistema de
equagles algebricamente equivalente & equagéo (A.1), dado por

%(t) = A()X(t) (A.5)
Portanto a matriz A deve ser dada por

A(t) =T (OIAMT() - T()] (A.6)

A equagao (A.6) é obtida a partir da derivada transformacao algébrica x(t) = T(¢)X em relagdo ao
tempo. A nova expressao para x(t) é substituida na equagio (A.1)

x(t) = T(OX(t) + T)X(t) = A(D)x(t) (A7)
Substituindo na equagao anterior a expressao para x(t) = T(t)X, obtém-se
AMTOR() = T(1)x(t) + T(t)A()R(2) (A.8)

Isolando a expressao para A(t) na equagéo (A.8) obtém-se a equacio (A.6). Portanto, escolhendo

a matriz de transformagao como na equagdo (A.3), ou seja,

T(t) = &(t, to)e RE—%) (A.9)
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A equagao (A.6) é simplificada para

A(t) = RUT) B (10, £) A () B (2, tg)e R(H0)

. A.10
—®(t,t0)e R0 L (2, 1)e REWIR] (4.10)

A fungéo ®(¢,t0) € a matriz de transicdo da equagao (A.1), entdo ®(t,to) satisfaz a equagio (A.4)
e ®(t,20)®(to,t) = P(to,t0) = I. Assim, a equagdo (A.10) torna-se A(t) = R, que é uma matriz
conhecida, constante, de tamanho n x n. Isto prova o teorema. a

O teorema 1 mostra que qualquer sistema linear variante no tempo, descrito pela equagao (A.1)
é invaridvel. Além disso, o sistema é algebricamente invaridvel, desde que sua matriz de transicao
®(t,to) possa ser determinada. Entretanto, esta matriz é extremamente dificil de ser obtida. Existe,
contudo, uma classe de problemas variantes no tempo que podem ser explicitamente transformados
em sistemas lineares invariantes no tempo, sem o conhecimento total da matriz de transicdo. Duas
classes deste tipo de problema sao identificadas: os sistemas algebricamente invarigveis e os sistemas
t — T-algebricamente invaridveis.

Coroldrio 1 (Sistemas de Floquet).
Qualquer sistema de Floquet, sistema linear periodicamente varidvel no tempo, definido por

X(t) = A@x(t), A{t+T)=A®t), Vi (A.11)

onde T é o periodo, é algebricamente invaridvel.

Prova. A partir da teoria de Floquet (ver Apéndice B), sabe-se que se A(t) é periédica com periodo
T, entao existe uma matriz Q(t), néo singular de periodo T, e uma matriz constante R, de tal
forma que a matriz de transicao ®(¢,0) da equagdo (A.11) é dada por

®(t,0) = Q(t)eP? (A.12)

A partir do Teorema 1, conclui-se que o sistema ¢ algebricamente invaridvel e que matriz de trans-
formagao algébrica do sistema é dada a partir da equacgo (A.3) por T(t) = Q(2). O

Corolario 2.

Considere o sistema linear variante no tempo

x(t) = A(t)x(t) (A.13)
Se a matriz A(t) satisfaz as seguintes condicdes

1. A(t) existe;

2. existe uma matriz A; que satisfaz

AA(t) - A()AL = A(t), V¢ (A.14)
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entao, o sistema da equacéo (A.13) é algebricamente invaridvel, sendo que a transformacio algébrica

é dada por
x(t) = e (t) (A.15)

Como conseqiiéncia isto ird transformar o sistema da equacdo (A.13) em um sistema invariante no

tempo dado por
x(t) = Agx(t) (A.16)
onde Aj ¢ uma matriz constante, definida por

Ay =A(0) — A, (A.17)

Prova. Se a equagao (A.14) é vélida, é possivel demonstrar que a matriz de transicdo ®(¢,0) da
equacdo (A.13) é dada por

®(t,0) = eArte2t (A.18)

onde A; e Ay sdo matrizes constantes que satisfazem as equacdes (A.14) e (A.17). Segue do Teorema
1 que o sistema da equagdo (A.13) é algebricamente invarigvel, sendo que a transformacao algébrica
dada pela equagdo (A.15) ird transformar o sistema da equacdo (A.13) em um sistema invariante
no tempo dado pela equagdo (A.16). A equagio (A.14) pode ser provada a partir da derivada da
equagdo (A.6). Notando que a matriz A é constante, apds algumas manipulagdes algébricas, a
equagao (A.14) é provada. A equagdo (A.17) é demonstrada diretamente da aplicagdo do Teorema
1 O

Definigao 4.
Unm sistema linear variante no tempo x(t) = A(t)x(t) é comutativo, se e somente se,

A | A()dr]=| /t A(r)dr|A) (A.19)
Lema 1: 1. se A(t) é escrita como
A(t) = i = Q; (t)Al (AQO)
i=1

onde A;’s sao matrizes constantes e o;(t)’s formam um conjunto de fungdes linearmente inde-

pendentes. Dessa maneira, a equagdo (A.19) é equivalente

AiAj = Ain, ’i,j = 1, 2, e, (A21)

2. Se A(t) existe, entdo a equacio (A.19) é equivalente a

AMA(t) = A()A®), V¢ (A.22)
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Corolario 3.

Considere o sistema comutativo

x(t) = A(t)x(t) (A.23)
Se A(t) puder ser escrita como

At)=F(t)+R (A.24)

onde R € uma matriz constante, entao o sistema da equacdo (A.23) é algebricamente invaridvel.
Particularmente, a transformagéo algébrica

l
x(t) = elo Fdrg (1) = [H erﬂi] (%) (A.25)
i=1
onde
l
F(t) =Y ou(t)F; (A.26)
=1

F;’s sao matrizes constantes e

t
Gi(t) = / oy (7)dT (A.27)
0
ird transformar o sistema da equacdo (A.23) e um sistema invariante no tempo da forma
%(t) = Rx(t) (A.28)

Prova. Sendo o sistema comutativo, a matriz de transi¢do de estado pode ser escrita como (Zadeh
e Desoer, 1963)

B(t,0) = exp [ /0 t A(T)dTJ (A.29)

Assim, considerando que a matriz de estado A(t) possa ser escrita de acordo com a equagio (A.24),
a expressao para a matriz de transicao de estado torna-se

®(t,0) = exp l:/:F(T)del exp[R(?)] (A.30)

Ou ainda, utilizando a definicao da equagao (A.26), juntamente com a defini¢ao para o 3; na equacao

(A.27), obtém-se a seguinte expressao para a matriz de transigao de estado
l
(t,0) = [J exp [F,ﬂi(t)] exp[R(t)] (A.31)
=1
O

229



TEOREMA 2

O sistema variante no tempo

x(t) = A(t)x(2) (A.32)
€ t — T-algebricamente invaridvel, se a matriz de transi¢cao do sistema da equagdo (A.32) € da
forma

®(t,t0) = T(t, t0)eRIB0) Tty t) =1 (A.33)

onde §(t) eziste e Ty € escolhido de tal forma que g(to,to) = 0.

Particularmente, a transformacdo algébrica

x(t) = T(t,t0)%(¢t) (A.34)
Jjuntamente com a transformacdo t — T

T = g(t,%0) (A.35)
ird transformar o sistemas de equagées (A.32) no sistema invariante no tempo:

z(1) = Rz(T) (A.36)

ondez =X ez = dz(r)/dr.

Corolario 4.
Considere o sistema

x(t) = A(t)x(?) (A.37)
Se A(t) satisfaz as seguintes condicoes:
1. A(t) existe,

2. Existe uma funcao escalar do tempo h(t) e uma matriz constante tal que A; tais que

AA() = A(t)A; = % _ %%%A(t), vt (A.38)

Entdo o sistema da equagdo (A.37) é do tipo t — 7-algebricamente invaridvel. Em particular, a

transformacao algébrica
x(t) = eAlg(t,tO)}'((t) (A.39)

juntamente com a transformacdo t — 7

T =g(t, to) = t h(T)dr (A.40)
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ird transformar o sistema da equagdo (A.37) em um sistema invariante no tempo

(1) = Agz(7) (A.41)
onde
. A(Y)
A2 = [tll{%—({)—} - A1 (A.42)

Coroldrio 5 (Sistema de Euler).

Qualquer sistema de Euler da forma
X =A(t)x (A.43)

onde A(t) é uma matriz n x n dada por

0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0

Alt)=1| . . o . (A.44)
& G @

onde a;’s sao constantes, é do tipo ¢ — T-algebricamente invaridvel. Um transformacéo algébrica
desse tipo é dada por

x(t) = T(t)(1) (A.45)
E a correspondente transformacao ¢ — 7 é dada por
7 =Int, (to = 1) (A46)

onde T(t) é dada por

1 0 o0 0
T(t) = _%1 ? g (A.47)
2 2

onde T;;’s sao elementos de T(t) para 2 < ¢ < n dos coeficientes de D’~! na expanséo

tTi—l—D(D—l)(D—Q)...(D—i—i-Q) (A.48)
Corolario 6.
Qualquer sistema comutativo

x(t) = A(t)x(t) (A.49)
€ do tipo t — T-algebricamente invaridvel. Além disso, se A(t) for escrita como

At) = Emjai(t)Ai (A.50)

i=1
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onde o;’s sao um conjunto de funcdes escalares linearmente independentes e A; sao matrizes cons-

tantes. Entao, para cada indice j € [1,m], a transformacéo algébrica

x(t) = [H exp[Aifi(t, to)]}x(t) £ T(t, to)x(t) (A.51)
i
onde
Bi(tsto) = /t t a;(T)dr (A.52)

iré transformar o sistema da equagao (A.49) em um sistema da forma,
x(t) = Ajoyx(t) (A.53)

A transformagéao ¢t — 7 adicional, definida por

t

r=Btito) = [ as(r)ar (A54)
to
iré transformar o sistema da equacdo (A.49) em um sistema invariante no tempo

z(7) = A;z(7) (A.55)

onde z(7) = X e z = dz(7)/dr.
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Apéndice B
Teoria de Floquet

A matriz de transicao de estado de um sistema periédico pode ser representada pelo produto
de uma matriz periddica de periodo T' e de uma matriz exponencial, que é a solucdo de um sistema
com coeficientes constantes (Meirovitch, 1988).

TEOREMA 3 (TEOREMA DE FLOQUET)

Se ®(t) € a matriz de transicdo de estado de um sistema descrito pela equacio %(t) = Ax(t) onde
A(t+T)= A, entdo ®(t+T) é também uma solugdo do sistema, definindo, portanto, uma matriz
fundamental. Além disso, para cada matriz ®(t) eziste uma matriz periédica néo-singular Q(t),

com periodo T, e uma matriz constante R, tal que

®(t) = Q(t) exp[Rt] (B.1)
sendo
Q) =Q(t+T) (B.2)

Prova. A matriz de transigao de estado satisfaz a equacdo do sistema . Assim
d(t) = A()®(t) (B.3)
Considerando agora um deslocamento de T’ no tempo, obtém-se a seguinte equacio
Pt+T)=At+T)®t+T)= St +T)=A@)®(t+T) (B.4)

Assim, a matriz ®(¢+T') satisfaz a equagdo do sistema e, portanto, é uma matriz fundamental.
A matriz de transi¢ado de estado e uma matriz fundamental do sistema podem ser relacionadas por

uma matriz constante , nao-singular C, de tal forma que

(t+T)=&()C (B.5)
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Dada uma matriz C, é possivel encontrar uma matriz R, tal que

C = exp[RT] (B.6)

Combinando as equagdes (B.5) e (B.6), obtém-se a seguinte relacio

®(t+T) = ®(t) exp[RT] (B.7)

Define-se, entao, uma matriz Q(t), que é dada por
Q(t) = ®(t) exp[~Re] (B.9)

Considerando um deslocamento no tempo T nesta equago, obtém-se

Qt+T)=2(t+T)exp[-R(t+T)]
Q(t+7T) = ®(t)exp[RT] exp[-R(t + T)]
Q(t+T) = ®(t)exp[-Rt] = Q(t) (B.9)

Portanto, a matriz Q(t) é periédica com periodo T. Como a matriz de transicao de es-
tado e a matriz exp [—Rt] nao sao singular, o produto delas, é também nao-singular. Assim,
pés-multiplicando a equacgo (B.8) por exp [Rt}, obtém-se

®(t) = Q(t) exp [Rt] (B.10)
O que prova o teorema. O

A implicagao deste teorema € que a determinacio da matriz de transicao de estado, ao longo
de um periodo de tempo T', é equivalente a determinagio da matriz ®(t) para todos os instantes de
tempo ¢. Assumindo que esta matriz é conhecida ao longo do intervalo 0 < t < T e impondo t =0
na equagao (B.5), obtém-se

C=o0)"'®(T) (B.11)

Com a determinagéo da matriz C, a matriz R é obtida a partir da equacao (B.6),

1

RT—‘T

In [C] (B.12)

Assim pela equagao (B.8), a matriz Q(t) é determinada para o intervalo 0 < ¢t < 7. Mas
como esta matriz ¢ periédica, isto significa que ela é determinada para todo instante de tempo t e
pelo teorema 3, a matriz ®(t) é conhecida para todo instante de tempo t. A matriz C néo é tnica,
pois depende da matriz fundamental escolhida. Embora a forma desta matriz C possa mudar,

dependendo da matriz fundamental escolhida, seus os autovalores sio tinicos. Se for considerada
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outra matriz fundamental ¥(t), esta matriz e a matriz de transicio de estado sio relacionadas por

uma matriz B

T(t) =3B (B.13)

Considerando um deslocamento no tempo de T nesta equacéo
V(t+T)=2(t+T)B=>¥(t+T)=®(t)CB= ¥(t+T)=¥(t)B'CB (B.14)

ou seja, se for considerada uma outra matriz fundamental, a matriz constante associada (monodromy
matriz) é algebricamente equivalente a matriz C, uma vez que as duas matrizes se relacionam por
uma transformacao de similaridade. Assim, os autovalores desta matriz sio invariantes sob tal
transformagao. Os autovalores da matrix C, portanto, definem uma caracteristica do sistema, sendo
que uma vez definida a matriz de estado A (t), estes autovalores )\;, conhecidos como multiplicadores
caracteristicos, representam um propriedade do sistema. Os autovalores da matriz R sdo conhecidos
como expoentes caracteristicos p; e sao relacionados aos multiplicadores caracteristicos Aj, de acordo

com a relagao:

1 .
pj = T(ln 1A +zarg/\j> i=1...n (B.15)

A parte imaginaria dos expoentes caracteristicos apresenta um nimero infinito de solugdes,
todas diferindo por um muiltiplo de 27/7', uma vez que o logaritmo de um nidmero complexo

apresenta infinitas solugoes, de acordo com (Boas, 1983)

w=Inz=1Inre =Inr+Ine? =Inr+i6 =Inr + 6y + tk2mfy; k= —o0,...,00 (B.16)
onde

T = |Aj] 0 = arg A; 0<by<2rm

Os expoentes caracteristicos sao uma propriedade do sistema dado pela equacio de estado
A(t). Algumas propriedades de estabilidade do sistema podem ser obtidas analisando estes ex-

poentes.

1. Se todos os expoentes caracteristicos apresentam parte real negativa, todas as solucdes da

equacao diferencial sao assintoticamente estéveis;
%ir%q’)j(t) =0 Re(pj))<0 j=1,...n (B.17)

2. Se apenas um dos expoentes caracteristicos apresentar parte real positiva, entdo o sistema é

instdvel;

3. Se alguns expoentes apresentam parte real negativa e os outros apresentam parte real nula,

entao o sistema é marginalmente estével;
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4. Uma solugdo puramente periédica é possivel apenas quando um dos expoentes caracteristicos
é nulo.

Embora a teoria de Floquet permita determinar a forma da solucio da equagao diferencial
com coeficientes periédicos, ela nao fornece uma metodologia para a determinacdo da solucdo pro-
priamente dita, uma vez que ndo existe uma metodologia para avaliacio da matriz de transicao
de estado ou mesmo dos expoentes caracteristicos. Alguns teoremas auxiliares permitem ampliar o

estudo da solugéo de sistemas periédicos, embora também nio fornegam a solugdo da equacéo.

TEOREMA 4 (TEOREMA DE LIAPUNOV)
Um sistema com coeficientes periddicos dado pela equagdo X(t) = A(t)x(t) onde A(t+T) = A(t)

pode ser reduzido a um sistema invariante no tempo através de uma matriz periédica

TEOREMA 5
Os autovalores do sistema transformado, que é constante no tempo, representam os expoentes car-

acteristicos do sistema original com coeficientes periodicos.

Prova. A prova destes teoremas decorre diretamente do Teorema 1, juntamente com o Corolsrio
1. a
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