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Resumo

MEDEIROS, Mariane Mendes, Otimizagcdo simultdnea de estrutura e controlador para a
atenuacdo de vibracoes em estruturas via algoritmos genéticos, Campinas, Faculdade de
Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2013. 141 p. Dissertacdo de

mestrado.

O presente trabalho propde o estudo de estruturas flexiveis e controle de vibragdes sob a dtica da
otimizacdo simultdnea de ambos. Iniciando pela modelagem da estrutura, é apresentada a
justificativa para o uso de Elementos Finitos e modelagem no Espaco de Estados, passando ainda
pela realizacdo balanceada e redugdo de ordem do sistema. Na sequéncia, é descrita a sintese do
controlador H,, que parte do principio da minimizacdo da Norma H, do sistema. A solu¢do do
problema € entdo apresentada sob a abordagem das Desigualdades Matriciais Lineares, enfoque
mais atual devido as suas propriedades de linearidade e convexidade quando aplicada dentro da
teoria de controle.

Em se tratando do processo de otimizacdo, € desenvolvido um estudo sobre o método
simultaneo, onde parametros da estrutura sdo otimizados juntamente com os do controlador de
maneira a diminuir os efeitos negativos entre as dindmicas quando otimizadas separadamente.
Ainda assim, sdo apresentadas duas outras abordagens como forma de comparagao: a Ativa Serial
e a Passiva Estrutural. Para todos os trés casos, a técnica escolhida para a resolu¢do do problema
de otimizacdo foi o Algoritmo Genético, cujas vantagens e desvantagens sdo mostradas junto
com toda a descri¢do de conceitos envolvidos, considerando seus operadores, fluxo algoritmico e
até mesmo critérios de parada.

Por fim, serdo apresentados os resultados analisados sobre um modelo de uma viga
engastada, submetida a distdrbios externos, através de uma simulacio em MATLAB que engloba

todos os conceitos estudados.

Palavras-Chave: Controle de vibracdes H,, Estrutura Flexivel, Algoritmo Genético, Otimizagao

Simultanea.
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Abstract

MEDEIROS, Mariane Mendes, Simultaneous optimization of structure and controller to
vibration minimization via genetic algorithms, Campinas, Mechanical Engineering

Department, University of Campinas, 2013. 141 p. Master’s Degree.

The present work proposes the study of flexible structures and vibration control under the light of
simultaneous optimization. Starting by structure modeling, it presents the reason for use Finite
Element and State-Space modeling, passing also through the balanced realization and order
reduction of the system. Sequentially, it describes the synthesis of H, controller, which
considers the minimization of H, norm of the system. The solution of the problem is then
presented under Linear Matrix Inequalities approach, the most up-to-date method due to linearity
and convexity properties when applied to control theory.

Regarding optimization process, it is developed a study of a simultaneous optimization
method where structure parameters are optimized along with the controller ones, aiming to
diminish negative influence between dynamics when separately optimized. Even tough, two other
approaches are presented by means of comparison: Serial Active and Structural Passive. For all
three cases, the chosen technique to solve the optimization problem was the Genetic Algorithm
whose advantages and disadvantages are shown along with a description of all involved concepts,
considering its operators, algorithmic flux and even stopping criteria.

Last, the results analysed over a clamped beam model subjected to external disturbances

are shown, through a MATLAB simulation that encloses all studied concepts.

Keywords: H,, vibration control, Flexible structure, Genetic Algorithm, Simultaneous

Optimization
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1. INTRODUCAO

A evolucdo da capacidade de processamento computacional ao longo das ultimas décadas tem
sido de grande relevancia para o desenvolvimento cientifico, uma vez modelagem computacional
de sistemas facilitou a experimentacdo e a simulacdo de determinados mecanismos complexos e
de alto custo de forma eficiente e relativamente rdpida. Nao obstante, o desenvolvimento de
técnicas baseadas em processos naturais, como os Algoritmos Genéticos, passou a permitir a
obtengdo de resultados por vezes inimaginiveis. E o caso, por exemplo, da antena de alto
desempenho mostrada na Figura 1, projetada por Jason Lohn como parte do projeto Space
Technology 5 da NASA, a partir da programacao genética de John Koza, este dltimo sendo um
dos pioneiros no uso deste tipo de programacao (LOHN, LINDEN e HORNBY, 2011), (Inovacao

Tecnoldgica, 2011).

Figura 1: Antena de alto desempenho projetada via AG [Fonte: www.inovacaotecnologica.com.br]

Os beneficios da inovagdo trazida por esta evolucdo foram enormes em termos praticos,
de forma que as aplicagcdes industriais e de engenharia na sua generalidade puderam, entdo,
evoluir também. Dentre todas as possibilidades conhecidas do uso de Algoritmos Genéticos,
desde a robdtica até projeto de motores, passando por programacgao evolutiva e projeto dos mais

diversos componentes, encontra-se também o problema de controle de vibragdes. Vibracdes



podem ser ser indesejadas em certas estruturas, € por este motivo, podem demandar algum tipo de
medicdo e atuacdo para o controle destas. Seria impossivel conceber, por exemplo, imprecisao
em cabecotes de discos rigidos ou leitores Opticos, desvios em trajetorias de satélites artificiais
devido a vibracdo de placas e partes anexas, ou mesmo, diminui¢do de desempenho em voos e
similares (TAKAHASHI, KAJIWARA e ARISAKA, 2009), (GERVINI, 2003). Sendo assim, o
projeto de controladores passa a ser de extrema importancia no cendrio industrial atual, onde a
flexibilidade estd cada vez mais presente devido a necessidade de estruturas mais leves e
resistentes, seja pela diminui¢do de massa ou pela composi¢do dos novos materiais empregados
nas mesmas.

Segundo Lu e Skelton (2000), este desafio de projeto de modelo estrutural e controle

pode ser dividido nas seguintes eras:

e A erado Projeto estatico, onde a estrutura era modelada e projetada com intencdo de
atender requisitos estdticos pré-definidos;

¢ A era do Projeto dinamico, onde os modos de vibra¢do eram previamente analisados
e entdo considerados no projeto da estrutura, caracterizando assim um controle
passivo;

e A era do Projeto hibrido, onde a necessidade de respostas dindmicas mais adequadas
e efetivas exigiram a inclusao de controladores ativos;

e E por fim, a atual Era dos sistemas, onde o projeto simultineo de estrutura e
controlador busca parametros otimizados, objetivando uma maior cooperagao entre

ambos.

A tendéncia atual introduzida pela era dos sistemas torna-se claramente vantajosa devido
a importancia em se otimizar o sistema de controle e a estrutura de forma a obter o maximo de
cooperacdo entre ambos e atender os requisitos de desempenho e estabilidade da forma mais
integrada possivel, obtendo assim o melhor desempenho do sistema como um todo. Para isto,
técnicas mais recentes de otimizacdo simultinea podem ser empregadas, com as quais até mesmo
0 posicionamento 6timo de atuadores e sensores pode ser avaliado de forma a determinar a
melhor relagdo custo-beneficio entre quantidade de instrumentacao necessdria e resposta desejada

para o sistema.



A importancia do projeto simultdneo em estudos recentes tém sido tamanha que, em
certos cendrios, este deixa de ser somente uma opg¢ao inovadora para ser quase uma necessidade.
E o caso, por exemplo, do desenvolvimento de sistemas aerodinimicos. A integracdo das
disciplinas envolvidas em um projeto de controle desta natureza, quando concebido de forma
simultinea, ajuda a garantir que as interacOes entre as mesmas também serdo consideradas no
sistema resultante. Consequentemente, os esforcos de controle necessdrios podem ser
minimizados, uma vez que os distirbios resultantes do efeito negativo que as dinamicas exercem
entre si quando modeladas individualmente sdo atenuados. Além disto, obtem-se uma maior
flexibilidade de projeto: ao contrdrio das técnicas amplamente utilizadas onde se projeta a
estrutura de acordo com os requisitos de carga que deve suportar para s6 entdo projetar sobre esta
um controlador que atenda as especificacdes de desempenho do sistema, 0s parametros
envolvidos sdo otimizados de acordo com a necessidade de resposta do sistema como um todo.
Isto evita o ciclo por vezes complexo onde se projeta uma estrutura ideal que ndo pode ser
adequadamente controlada, ou ainda, onde o controlador ideal limita as especificacdes de
estrutura que podem ser alcangadas, permitindo portanto que mais varidveis possam ser
consideradas no projeto sem necessidade de retrabalhos sucessivos desta ou daquela disciplina
em especifico.

Neste ponto, o presente trabalho propde a utilizacdo de Algoritmos Genéticos para o
estudo do controle de vibragdes em estruturas, considerando o projeto simultaneo da estrutura e
do controlador na tentativa de obter uma otimizacdo mais adequada, aumentando assim a
eficiéncia do sistema controlado como um todo. Como estudo de caso, o projeto serd feito sobre
uma viga engastada, visando tanto a otimizacdo da base de sua secdo transversal quanto a
reducdo da Norma H, da malha fechada final como um todo, sem considerar, entretanto,

otimizacdo de numero e posi¢cdo de sensores e atuadores.

1.1. Revisao bibliografica

Estudos sobre controle de estruturas flexiveis podem ser encontrados em diversos contextos na

literatura. Lopes Jr. e Silva (2005) mostram uma revisao sobre técnicas de controle ativo citando



diversas referéncias no assunto, desde trabalhos que se utilizam de técnicas mais usuais, como
controladores LQG', até técnicas mais recentes como o uso de Légica Fuzzy e Algoritmos
Genéticos, considerando ainda em alguns casos o posicionamento de sensores e atuadores no
projeto. Dentre os trabalhos que tratam de controladores H,, podem ser citados o trabalho de
Picinatti e Paglione (2009), para controle de arremetida de aeronaves; e Takashi, Kajiwara e
Arisaka (2009), que o utilizou para melhoria de performance em hard-disk drives.

Em termos de modelagem, o uso de elementos finitos pode ser encontrado em literartura
da area, como Hutton (2004) e Kwon e Bang (1997). Sheng (2004), em seu trabalho de
posicionamento de atuadores e sensores lancou mao desta técnica, utilizando inclusive algoritmos
genéticos na busca do posicionamento 6timo da instrumentacdo em estruturas telescopicas.
Segundo ele, 0 método dos elementos finitos tem se tornado essencial em diversas aplicacdes de
engenharia, dentre outras, as dreas de aplicacdo aeroespacial e civil.

Quanto aos demais aspectos de modelagem, o estudo sobre realizacdo balanceada de
sistemas foi embasado basicamente em Gawronski (2004); a reducdo de ordem do modelo da
estrutura possui como boas referéncias tanto o trabalho de Zhou, Doyle e Glover (1995) quanto o
de Benner, Quintana-Orti E.S. e Quintana-Orti G. (2005), tendo este dltimo uma boa base de
célculos sobre o assunto; e por fim, 0 uso do amortecimento proporcional aplicado na modelagem
pode ser encontrado em Adhikari (2006).

O equacionamento no espaco de estados para um controlador H,, por sua vez, pode ser
visto em Doyle, Glover et al. (1989), que consideram em seu trabalho as Equacdes de Riccati,
abordagem amplamente utilizada, ainda que exigente quanto ao condicionamento matematico do
problema a ser resolvido. Ja Gahinet e Apkarian (1994) mostram as vantagens da formulagdo via
Desigualdades Matriciais Lineares (Linear Matrix Inequalities - LMI), método mais recente que
possibilita uma maior facilidade de aplicacdo para diversos problemas que podem ser
encontrados ao longo do projeto de controladores H,,. Mais informacgdes sobre LMIs podem ser
encontradas ainda em Boyd, El Ghaoui (1994), cujo livro dedica-se ao uso desta formulacao
aplicada a teoria de sitemas e controle. Por fim, uma comparacdo entre o uso das Equacdes de
Ricatti e de LMIs dentro do controle H,, pode ser vista em Van de Heuvel (1997), concluindo

que ainda que mais lenta, a formulacido por LMIs € mais robusta devido as suas caracteristicas de

' 0 controlador Linear Quadratico Gaussiano (Linear Quadratic Gaussian — LQG) é um tipo de controlador muito
utilizado composto de estimador e regulador.



linearidade e convexidade e por ndo falhar nas situacdes em que as condi¢des iniciais sao
violadas, ao contrério das Equacdes de Riccati.

Quanto as abordagens de otimiza¢do mostradas neste trabalho, Grigoriadis € Wu (1997),
que também utilizam LMI para o projeto de controladores H,,, apresentam o projeto Ativo
Serial, cujo processo envolve otimizagdo alternada entre estrutura e controlador: ora estrutura é
otimizada com os parametros do controlador fixos, e ora o controlador € otimizado com os
parametros da estrutura fixos.

J4 a abordagem simultanea, foco deste trabalho, aparece em Lu e Skelton (2000), que
justificam esta forma de projeto devido a necessidade de obter uma resposta dinamica acoplada
onde os modelos da estrutura e do controlador sdo otimizados juntos, sem que uma dindmica
interfira negativamente sobre o desempenho da outra. Park e Asada (1994) utilizam a referida
abordagem no projeto de um robd de dois elos de alta velocidade, obtendo uma melhor
performance que, segundo os proprios autores, seria impossivel de ser atingida se os projetos de
estrutura e controle fossem projetados individualmente. Da mesma forma, Maghami, Joshi e
Price (1992) ndo s6 comprovam a melhor performance do método em projeto de espagonaves
como também esclarecem que as alternativas possiveis de otimizacao para projetos desta natureza
implicam necessariamente em maior consumo de combustivel ou performance reduzida. Por sua
vez, Livne, Schmit e Friedmann (1993) mostram que para uma asa em compdsito o uso da
abordagem simultanea considera de forma apropriada a alta interacdo existente entre estrutura,
controlador e aspectos aerodinamicos do projeto, levando a melhores resultados. Por fim, ainda
seguindo a mesma linha de projeto, Fathy, Papalambros, et. al (2001) também aperesentam
resultados que comprovam que, dada a natureza acoplada das dinamicas da estrutura e do
controlador, o projeto simultaneo apresenta melhores resultados que as demais abordagens.

Por tltimo, o uso de Algoritmos Genéticos (AG) para a otimizagdo do sistema teve seu
estudo tedrico apoiado principalmente no livro de Mitchell (1998), que trata de todos os aspectos
necessdrios para o entendimento do assunto, e no trabalho de Worden, Staszewski e Hensman
(2010), que trata da computacdo natural como um todo, incluindo uma boa visdo também sobre
AGs. Podem também ser citados como referéncia os trabalhos de Castro (2001), cujo objetivo
central foi o estudo de AGs aplicados a otimiza¢do com multi-objetivos, por fim testados em
problemas estruturais diversos; a pesquisa de Jain e Martin (1998), que trabalham ndo somente

com AGs, mas também com Ldgica Nebulosa (Fuzzy Logic) e Redes Neurais aplicados em



problemas industriais; e trabalhos de aspectos mais especificos, como a investigacdo acerca das
funcdes de avaliagdo (fitness) desenvolvida por Kreinovich, Quintana e Fuentes (1993) e o estudo
sobre cruzamento (crossover) feito por Spears e De Jong (1991), entre outros.

E importante mencionar o fato de que este trabalho foi proposto como uma extensio do
trabalho desenvolvido por De Paiva (2009), que também atendendo ao problema de otimizagao
simultanea de estrutura e controlador via H,,, utilizou como solu¢do para o problema de
otimizacdo a técnica de Programacao Sequencial Quadrética (Sequential Quadratic Programming
- SQP), um método interativo de programacao nao-linear baseado em gradientes que, segundo De
Paiva, sdao “o estado da arte dentre os métodos de programacdo nao-lineares”. Neste ponto, o
objetivo do presente estudo € revisitar a teoria sobre modelagem e otimizacdo do referido
trabalho, adicionando a técnica de Algoritmos Genéticos como uma nova possibilidade de

resolucdo do problema de otimizacao simultanea proposto.

1.2. Estrutura do trabalho

O capitulo 2 dard uma visdo sobre estruturas flexiveis. Com uma passagem breve pelas eras no
desafio de projeto estrutural, trard em um primeiro momento a justificativa do uso de Elementos
Finitos e de Amortecimento Proporcional para a modelagem da estrutura, bem como a
necessidade da abordagem no Espaco de Estados. Na sequéncia, a obtencdo de uma realizacdao
balanceada do sistema baseada nas suas caracteristicas de observabilidade e controlabilidade serd
apresentada, com subsequente redu¢ao de ordem do mesmo. Todo o equacionamento pertinente a
modelagem da estrutura € mostrado ao longo do capitulo.

O capitulo 3 iniciard com a definicdo da norma H,,, estendendo seu conceito ao problema
de projeto e sintese do controlador de mesmo tipo, que deve visar a estabilidade do sistema em
malha fechada através da minimizac¢do da referida norma. Partindo-se do diagrama de blocos
apresentado, define-se na sequéncia todo o equacionamento do controlador a ser projetado,
baseado na abordagem de Desigualdades Matriciais Lineares. A solu¢do geral do problema entao
€ demonstrada passo-a-passo, bem como a solu¢@o do problema sub6timo no tempo.

O capitulo 4 abordaréd o estudo sobre Algoritmos Genéticos. Junto a um breve histdrico,



serdo explicados os conceitos envolvidos na solugdo, desde definicdo e descricao de fluxo
algoritmico até suas aplicacdes mais comuns. Seus elementos e operadores principais serao
detalhados, bem como serdo apresentados critérios de parada e os cdlculos realizados na
resolugdo das restricdes nao-lineares envolvidas. Por fim, serdo expostas suas vantagens e
desvantagens.

O capitulo 5, por sua vez, abordard o projeto simultaneo de estrutura e controle para uma
viga engastada, dando uma visdo geral do problema a ser resolvido através da minimizacdo da
norma H,, do sistema como um todo. Serdo descritos os parametros utilizados, as varidveis a
serem otimizadas, as restricoes de problema, entre outros. Além do método de projeto
simultaneo, outras abordagens serdo brevemente descritas para que comparacdes de resultados
possam ser feitas. Neste capitulo, todos os algoritmos envolvidos serdao detalhados.

O capitulo 6 mostrard e discutird alguns resultados obtidos, apresentando gréficos de
resposta em frequéncia, formato otimizado de viga, esforcos de controle e simulacdes de
vibragdes para cada uma das abordagens mencionadas ao longo do trabalho, bem como um
comparativo geral para melhor entendimento e visibilidade dos conceitos envolvidos em cada
método.

Por fim, o capitulo 7 apresentard as conclusdes obtidas sobre todo o estudo tedrico e testes
praticos executados no MATLAB, com algumas sugestdes para trabalhos futuros.

O trabalho é entdo encerrado com a indicacdo das referéncias utilizadas e com os
apéndices que descrevem conceitos periféricos de importancia para o suporte ao entedimento do

tema desenvolvido.



2. MODELAGEM DA ESTRUTURA

2.1. Introducao

7z

Atualmente, € notdvel o esforco na busca por estruturas cada vez mais leves no contexto
industrial, culminando por vezes no aumento de flexibilidade das mesmas. Estruturas flexiveis,
sejam simples ou complexas, estdo submetidas a vibracdes mecanicas, um fendmeno que pode
afetar o desempenho de sistemas dindmicos (MEDEIROS, 2009). Por isto, € importante que nao
somente os esforcos em controlé-las, mas também em modela-las, receba a devida atencio dentro
do ambito da engenharia.

Seria inconcebivel que em certos sistemas vibragdes indesejadas ndo atenuadas viessem a
interferir na sua aplicacdo pratica. Como mencionado anteriormente na secao 1, no dominio
aeroespacial qualquer caracteristica vibratoria indesejada poderia levar, entre outros, 2 mudancgas
de trajetoria dos corpos, além de interferéncias nas caracteristicas de resisténcia do material ou
até mesmo, mudanca na forma das pecas componentes (GERVINI, 2003), (MEHRABIAN e
YOUSEFI-KOMA, 2009). Ja nas estruturas pertinentes a drea de construcdo civil,
comportamentos vibratérios podem vir a ser a ruina de construcdes inteiras. Por isso, sejam estas
vibragdes influenciadas por aspectos como o material empregado, geometria da estrutura,
parametros incertos do modelo ou causadas por excitagdes externas, este comportamento deve ser
analisado e levado em conta nas simulagdes que usam o respectivo modelo. O levantamento de
todas as frequéncias de excitacdo as quais a estrutura estard submetida € tdo importante quanto o
proprio controlador para um correto funcionamento do sistema como um todo.

Para tal, a modelagem do sistema dindmico em questdao deve receber a devida atencao.
Segundo (MONTEIRO, 2006), esta modelagem permite “conhecer como as coisas sao e
compreender as regras que governam as mudancas que ocorrerdo”’. Matematicamente, um sistema
dindmico vem a ser descrito através de um conjunto de equagdes de movimento cujo objetivo é
reproduzir da maneira mais fiel possivel o comportamento fisico do mesmo ao longo do tempo,

N

seja de forma natural ou quando submetido a perturbacdes externas. A modelagem destas



equagdes € comumente feita através do formalismo de Newton, que considera uma aproximacao
vetorial por considerar andlise de forcas e momentos, ou entdo via formalismo de Lagrange, cuja
abordagem € escalar, baseada em medidas de energia e trabalho.

Neste ponto, o mapeamento das equacdes diferenciais no conjunto de varidveis que
descrevem o comportamento do sistema ao longo do tempo introduzido pelo uso da modelagem
no Espaco de Estados, além de ser mais adequado a resolu¢do de sistemas de multiplas
entradas/saidas, possui a vantagem de ser resolvido numericamente e ser, portanto, mais
adequado as técnicas computacionais, resultando em maior simplicidade na obtencdo da solugdo
do problema (FRANKLIN, POWELL e EMAMI-NAEINI, 2001). Esta modelagem permite
descrever nao somente o comportamento de entrada e saida do sistema como também os seus
estados, de forma que o estado do mesmo em um determinado tempo t,, depende de um estado
inicial t, e das entradas do sistema para o intervalo de 0 a n, representando um histérico do seu
comportamento até entio (BROGAN, 1991).

Segue na sequéncia, entdo, a modelagem de uma estrutura flexivel genérica sob o ponto

de vista da modelagem no Espaco de Estados.

2.2. Formulacao

A equagdo de movimento de uma estrutura flexivel pode ser dada por

My +C.y+Ky= u, (D

onde M, C. e K sdo respectivamente as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, u o vetor de
esforcos externos que atuam no sistema e y o vetor de resposta em termos de deslocamento.
Considerando que o sistema pode ser descrito através das varidveis de posicdo e velocidade, o

vetor x de estados sera:

xl =[x x]=[yy], 2)



levando as equagdes

561 =X (3)
X, = —M1C.x, — M 1Kx; + M 1u ,
ou ainda matricialmente,
, 0 1 0
X = |_mM1k —M‘1CC] x| ] )

O sistema de equacgOes diferenciais (1) até entdo de segunda ordem passa agora a ser
representando por um conjunto de equagdes de primeira ordem (4). Adicionando por fim uma
matriz B que defina o posicionamento das for¢as externas que atuam no sistema, obtém-se a

representacao do modelo no espago de estados:

X =Ax + Bu
y=Cx+ Du, )

sendo:

® x o vetor de varidveis de estado, menor conjunto de varidveis independentes capazes
de caracterizar de forma tnica as mudancas do sistema;

® u o vetor de entrada, representando as forcas externas atuantes no sistema;

e y o vetor de saidas, ou de medi¢do de sinais;

¢ A amatriz dindmica de estados, que determina o comportamento do sistema;

® B a matriz de entrada, que define a localizacdo dos sinais especificados em u no
sistema;

e ( amatriz de saida, que define quais sinais do sistema serdo medidos;

¢ D a matriz de transmissao direta entre entrada e saida.
Para a determinacdo destas matrizes para uma estrutura, pode-se empregar o método dos

elementos finitos (HUTTON, 2004), (KWON e BANG, 1997). Nesta abordagem, a estrutura é

modelada como um conjunto composto de diversos elementos conectados por nos (ver Figura 2) e

10



com caracteristicas individuais que possuem matrizes de rigidez e massa préprios. Uma vez
discretizada a estrutura e aplicadas as condi¢des de contorno apropriadas, a juncdo destas

matrizes acaba por levar a obtencdo das matrizes M e K do sistema como um todo.

Elemento finito

Ponto intermediirio

Figura 2: Exemplo conceitual de malha de elementos finitos

A partir das informagdes calculadas em cada n6, o método consegue obter informacdes
aproximadas para pontos intermedidrios através da interpolacdo dos resultados calculados.
Segundo Hutton (2004), este é o ponto crucial do método, que “¢ uma técnica poderosa para
obter solugcoes aproximadas baseadas em métodos numéricos com boa precisdo”.

A obtencdo da matriz de amortecimento usualmente nao € tdo simples quanto a obtencao
das matrizes de massa e rigidez. Por isto, é comum se utilizar o chamado Amortecimento
Proporcional (ou ainda, Amortecimento de Rayleigh), uma combinacdo linear das matrizes de

massa e de rigidez j4 obtidas através do método dos elementos finitos, dada por:

C.= oM+ oK, (6)

onde a4 e a, sdo escalares reais. Esta consideracdo € usualmente utilizada para que a analise dos
modos de vibracdo de sistemas ndo amortecidos possa ser realizada para sistemas com

amortecimento (ADHIKARI, 2006).

11



2.3. Realizacio balanceada do sistema

A realizacdo balanceada de um sistema dindmico estd diretamente relacionada as suas
caracteristicas de controlabilidade e observabilidade, propriedades estruturais que fornecem
informacdes tteis para o controle do mesmo (GAWRONSKI, 2004). A medida destas
propriedades € dada pelos gramianos, matrizes que representam o grau de controlabilidade e
observabilidade dos estados do sistema e que podem ser definidos para o sistema representado

pela Equacao (5), respectivamente, como:

t
We(t) = f et B BTeA'™ dr
0 (7)

Wo(t) = J- eA'T CTC AT dr
0

ou na forma de equacdo diferencial como:

We=AW;+ W_:AT + BBT

. 8
WOZATW0+W0A+CTC. ( )

Diz-se entdo que um sistema estdvel e invariante no tempo, cuja solucdo estaciondria é
obtida considerando W, = W, = 0, possui realizacdo balanceada quando os gramianos W, e

W, solugdes das Equacdes de Lyapunov dadas por

AW+ W AT + BBT =0
ATWy+WeA+CTC=0

©)
sdo iguais e diagonais:

We =Wy =diag (py, ., pn) » (10)

com todos os Valores Singulares de Hankel obedecendo a condi¢do p; = 0 parai=1,...,n. A

12



igualdade entre os gramianos garante que cada estado do sistema serd igualmente controldvel e
observével, ou seja, que sua energia serd medida na mesma propor¢do em que poderd ser
injetada. A diagonalidade, por sua vez, garante que cada estado do sistema seja independente em
termos de controlabilidade e observabilidade. Sendo assim, um sistema balanceado pode ser
melhor avaliado qualitativamente para fins de controle: cada estado x;, de forma isolada, podera
ter seu grau de influéncia medido conforme possui maior ou menor grau de controlabilidade e
observabilidade, permitindo que estados altamente controldveis/observaveis recebam maior
importancia no projeto de controle bem como estados pouco controlaveis/observiveis sejam
descartados sem impacto no projeto (GAWRONSKI, 2004). Isto permite que a ordem do sistema
possa ser reduzida através da eliminacdo dos estados com menor grau de acoplamento entre
entrada e saida sem, no entanto, alterar significativamente o seu comportamento dentro da faixa

de frequéncia onde atuam os seus modos dominantes (DE QUEIROZ, 2007).

2.4. Reducao do sistema

Desenvolver projetos de controladores para sistemas compostos por muitos estados pode ser uma
tarefa custosa em termos de implementacao computacional. Sistemas de alta ordem implicam em
uma complexidade computacional que pode vir a ser um impedimento pratico para a obtengdo
dos resultados desejados: o tempo necessario para execugdo pode ser alto, os recursos disponiveis
podem ser insuficientes, entre outros. Por isto torna-se essencial o emprego de alguma técnica de
redugdo de ordem de sistema que permita, a0 mesmo tempo, uma implementacdo pratica factivel
e a preservacdo de caracteristicas relevantes para o comportamento do sistema.

Segundo Zhou, Doyle e Glover (1995), a redu¢do de ordem sob uma 6tica mais ampla
resume-se em encontrar um modelo G,.4(s) de ordem menor que o modelo inicial G(s) e que
mantenha, de alguma forma, uma certa proximidade entre ambos. Uma das formas de reduzir um
sistema balanceado € através da aproximacdo Otima da norma de Hankel (HNA, do inglés
“Hankel Norm Approximation”). Para Benner, Quintana-Orti E.S. e Quintana-Orti G. (2005), o
processo de obten¢do do modelo reduzido por HNA de um sistema G(s) pode ser descrito em 4

principais passos:
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Primeiramente, calcula-se a realizacdo minima balanceada (Apéndice B.7) de
G(s) = (A,B,C,D);
Na sequéncia, escolhe-se o grau r do modelo reduzido G,.4(s) de forma que os

valores singulares de Hankel de G(s) satisfacam a condi¢do

P12 P22 2 Pr > Pra1 = Prez = " = Prok > Prok+1 = 2= Pp >0
comk >1 (1T)

e reordena-se a realizagdo minima balanceada de G(s) de forma que seu gramiano X
seja

* e 2

Entio, particiona-se a realizacdo minima balanceada resultante (4, B, C, D) de acordo

com o gramiano X

< _ [A11 A12]

A= B = [ ] e C c, (G}, 13
A21 AZZ [ 1 2] ( )

o que leva a realizagio G(s) = (ﬁ, B,C, l~)) descrita como

A=T""(pry1? A1 +EA11 E4 9y € UByT)
B=T"EB; —p41 €' V)

-~ (14)
C=CE-p  UBy

onde
U=(C;)*"B,

r=%x2- pr+12 | P

Por fim, realiza-se uma decomposicdo de G(s) de forma que se obtenha
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G(s)=G_(5) +G,(s), (15)

sendo G_(s) a parte instdvel da fungio de transferéncia do sistema e G, (s) a parte

estavel definida como a HNA G,..4(s) de r-ésima ordem de G(s).

Este processo de obtencdo da HNA foi pensado de forma a garantir que a norma de

Hankel do erro entre G(S) € G,..q(S) possa ser computada como:

”G - Gred”H = pr+1(G) ’ (16)

ou seja, que a norma do erro seja a mesma do sistema completo. Como no presente trabalho a
HNA foi aplicada para a reducdo de ordem da planta da estrutura através do comando hankelmr
do MATLAB, a minimiza¢do do erro entre sistema completo e sistema reduzido passa a ser

calculada em termos da norma H,, (GLOVER, 1984):

G = Grealloo < 2 Xk41p: (G) . (17)

2.5. Resultado da modelagem

Dados os conceitos apresentados ao longo deste capitulo, a estrutura flexivel a ser utilizada no
trabalho serd entdo modelada via elementos finitos de modo a se obter uma solucdo para o
sistema numericamente. Da mesma forma, a planta da estrutura serd balanceada e terd sua ordem
reduzida na inten¢do de se obter um modelo de estados de menor ordem e mais adequado ao
projeto de controle, facilitando também a implementacdo computacional a ser desenvolvida neste

trabalho.
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3. CONTROLADOR H

3.1. Introducao

No ambito da teoria de controle, o controle robusto € um dos ramos que trata de técnicas que
visam garantir um determinado nivel de desempenho e estabilidade perante as incertezas
envolvidas no processo dindmico modelado, dentre as quais, incertezas paramétricas ou
dinamicas, ruidos e perturbagdes externas. O seu objetivo principal é projetar uma lei de controle
que lide com as flutuagdes geradas pelas incertezas e assegure a validade da referida lei em
situagdes adversas, rejeitando os efeitos de resposta indesejados. Da mesma forma, deve-se
garantir que uma vez projetada sobre um modelo de planta nominal, esta funcione na planta real a
ser controlada. Deste desejo de diminuicdo da sensibilidade do sistema a perturbacdes surgiu,
entdo, o projeto de controle via H, (GOODWIN, GRAEBE e SALGADO, 2000),
(FIGUEIREDO, 2011).

Introduzido nos anos 80 por George Zames (1981) para sistemas tipo Single-Input and
Single-Output (SISO) e posteriormente generalizado para sistemas no espago de estados Multiple-
Input and Multiple-Output MIMO) (DOYLE, 1984), o controlador robusto do tipo H, baseia-se
na reducdo dos efeitos de distirbios e ruidos através da minimizacdo da norma H,, do sistema.
Em linhas gerais, em estruturas flexiveis esta minimizac¢ado traduz-se na redu¢do do maior pico da
resposta em frequéncia da malha fechada (em sistemas SISO) ou da curva de valores singulares
maximos (em sistemas MIMO). Ao reduzir o efeito dos referidos picos, o controlador estara
agindo de forma a aumentar a estabilidade da malha como um todo.

Fica evidente, entdo, que sendo o projeto de controle H,, uma técnica de anélise de pior
caso que atua sempre sobre a resposta em frequéncia vibratdria de maior magnitude do sistema,
ele ndo prevé a possibilidade de controlar um pico de vibragcdao da estrutura em especifico, ou
seja, o controlador obtido pode implicar na mudanga da frequéncia dominante na resposta do
sistema, uma vez que frequéncia critica atenuada pode tornar-se menor que qualquer outra

presente no sistema.
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A principal vantagem do controle ,, apoia-se no fato de que atende a uma boa variedade
de problemas de controle devido a facilidade de aplicacdo e implementacdo, além de ser

adequado a sistemas de controle ndo-colocados’ (GAWRONSKI, 2004), (BUENO, 2007).

3.2. Formulacao

3.2.1. Norma ¥,

Uma norma’, segundo Skogestad e Postlethwaite (2005), é “um niimero que fornece o tamanho
de um vetor ou matriz, ou de um sinal ou sistema". A norma H,, de uma matriz de transferéncia

pode ser dada por:
1G(Il = sup Umax(G(jw)) ) (18)
w

onde 0,4, € 0 maior valor singular4 da matriz complexa G, avaliada na frequéncia w, € a norma
em si € o maior dentre todos os valores singulares avaliados dentro de uma faixa de frequéncias.
Visualiza-se facilmente assim, que de fato a norma H, € definida pelo maior pico na curva

maxima de valores singulares da resposta em frequéncia de um sistema MIMO, como visto na

Figura 3.
Nos casos em que G(s) é a matriz de transferéncia da entrada Z(s) para a saida W(s)
dada por
Z(s) "
G(s) = ek C(sl — A)~'B, (19)

? Sistemas de controle onde o posicinamento dos atuadores ndo coincide com a posi¢do das entradas de disturbio
e/ou o posicionamento dos sensores ndo coincide com a posi¢do das saidas de desempenho.

? Detalhes da definigdo matematica de norma podem ser vistos no Apéndice B.1.

* Detalhes da definicaod e valor singular podem ser vistos no Apéndice B.2.
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WValores Singulares (dB)

Frequéncia w (rad's)

Figura 3: Exemplo de diagrama de valores singulares

anorma H,, pode ser definida como:

_ 1Z(s)ll2
16l = supacie (20)

onde ||.]|, refere-se a norma L, definida no apéndice B.5. Portanto, de uma forma simples a
norma H, pode ser vista como o maior ganho RMS de entrada/saida do sistema (DE

MEDEIROS, 2005), (SKOGESTAD e POSTLETHWAITE, 2005)

3.2.2. Definicao do problema H

Considerando o modelo apresentado na Figura 4, constituido de uma planta P e um controlador
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K, ha dois tipos de entrada e dois tipos de saida a serem considerados:

w Z
| Planta Estendida "~
u y
Controlador <

Figura 4: Diagrama de Blocos do Problema 7,

® W sdo as entradas exdgenas, que correpondem a distirbios externos, ruidos e sinais de
referéncia;

® u sdo as entradas de controle, que correspondem aos sinais de entrada de atuadores;

® 7 sdo as saidas para avaliacdo do desempenho, que determinam as caracteristicas de
desempenho do sistema;

e ysdo as saidas medidas, ou seja, os sinais obtidos pela leitura de sensores.

As entradas exdgenas e saidas de desempenho usualmente nio sdo diretamente acessadas
pelos atuadores e sensores, ao contrario das entradas de controle e as saidas de medida, que sdao
diretamente manipuladas ou acessadas pelo controlador na busca de um determinado desempenho
para o sistema (salvo nos casos em que uma saida de desempenho é também uma saida de
medida).

As relacdes de transferéncia da planta P e do controlador K sdo, respectivamente:

() =7 (u5)

U(s) = K(s)Y(s),

1)

ou ainda de forma mais especifica:
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z= P,,w+P,,u,
y= Py,,w+Pyu, (22)
u=Ky.

Do diagrama de blocos mostrados na Figura 4 e da Equacdo (22), percebe-se claramente
que P,, ¢ o mapeamento da planta afetada pelas variacdes do controlador K, enquanto que P,,,
P, e P, refletem a maneira como P,,, € afetada pelo controle (ZHOU, DOYLE e GLOVER,
1995). Rearranjando as equacdes definidas em (22), obtém-se a funcdo de transferéncia entre os

sinais exdgenos e o desempenho do sistema:
-1
z= [PZW + P K(I - P,,K) wa] w=T,w. (23)

A matriz de malha fechada T,,, é chamada de Transformacdo Linear Fracional, e neste
ponto, o problema de controle H, define-se como a obten¢do de um controlador K que mantenha
a malha fechada estdvel e minimize a norma H, de T,,, tornando o desempenho z o mais
independente possivel dos distirbios exdgenos de entrada representados por w (PICINATTI e
PAGLIONE, 2009). Para fins de resolu¢do computacional pode-se adotar o problema de

minimizacdo subdtimo, expresso como
”TZW”oo < V, Comy > 0 ) (24)

onde se procura o menor y possivel de forma que a estabilidade seja mantida.

3.3. Problema H ,, sob enfoque LMI

A solucdo de problemas H,, no espaco de estados € usualmente abordada por dois métodos:
Algebraic Riccati Equations (ARE) ou Linear Matrix Inequalities (LMI). O primeiro, de

formulacao analitica, parte das equacdes de espaco de estados propostas por Glove e Doyle
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(DOYLE, GLOVER, et al., 1989) e baseia-se nas Equacdes de Riccati. Neste método, diversas
restri¢des sao aplicadas a planta nominal para que um controlador que estabilize a malha fechada
possa ser projetado. Uma vez satisfeitas as condi¢des necessdrias, o problema resume-se na
resolucdo de duas equacdes de Riccati auxiliares. Esta técnica é mais antiga e amplamente usada,
porém, € exigente quanto ao condicionamento matematico do problema a ser resolvido e, na
violacdo de qualquer uma das suposicdes envolvidas, os resultados podem ser inacurados (VAN
DE HEUVEL, 1997). Informacdes deste método podem ser encontradas em Skogestad e
Postlethwaite (2005) e Zhou, Doyle e Glover (1995).

O enfoque mais atual para a resolugcdo do problema H,, representado pela inequagao (24)
¢ o método de desigualdades matriciais lineares (LMI), onde a sintese de controladores pode ser
simplificada devido principalmente as propriedades de linearidade e convexidade desta
abordagem matemadtica quando aplicada dentro da teoria de controle (BOYD, EL. GHAOUI, et
al., 1994). Isto implica na possibilidade de problemas de projeto de controladores serem
numericamente resolvidos como problemas de otimizacdo convexa, onde diversas restri¢des
podem ser adicionadas, além daquelas propostas no método ARE (DE PAIVA, 2009).

Considera-se entdo o sistema P mostrado na Figura 4 e o controlador K a ser obtido,

respectivamente descritos como:

x =Ax + Byw + B,u
P zZ = C1x + D11W + D12u (25)
y = sz + D21W + Dzzu

X, =A.x;, +B
K{k KXk kY 26)

u = Ckxk +Dky

Substituindo a expressdo y de (25) na expressdo u de (26) a fim de obter o sinal de

controle u em funcao da saida y da planta P, e isolando u, obtém-se:
u = NCyxy + NDC,x + NDyDyyw, com N = (I — DyD,y)7 L. (27)

Reescrevendo as equacdes de P e K utilizando (27) e agrupando-as de forma matricial,
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chega-se a equacao de malha fechada definida como:

[x] A+ B,ND,C, B,NC, [x]
Xl |B,Cy + ByD2;ND,Cy Ay + By Dy, NC, | Xk
[ B, + B,ND, Dy, l 08)
ByD3y + ByD3;ND D54
X
z =[C1 + D12NDC; D1 NCy] [xk] + (D11 + D12NDy Dy )w
ou ainda,
X = AX + Bw
N _ 29)
z =CXx + Dw
onde
X
¥ = .xk]
_ A+ B,ND,C, B,NC, l
4=
B, C, + BD,,ND,C, A+ B;D,,NCy
5 [ By + B;NDyDyy l (30)
[ByD21 + ByDy;NDy Doy

~

C=[C1+D2NDC; D13NCy]
Ij = D11 + D12NDkD21 .

As matrizes de malha fechada em (30) compdem as restricdes do problema de otimizacao

para o célculo da norma H,, do sistema.

3.3.1. Problema subétimo

Do conceito de Norma H,, apresentado na Equacdo (18), pode-se escrever para a matriz de
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transferéncia Z(s) = T(s) W(s) do sistema em malha fechada mostrado em (30) que:

IT(S)l” = Amax (T* (@) T(jw)) - 31)

Sendo A,,,, 0 maior autovalor de T e sabendo-se que um autovalor de uma matriz M

qualquer satisfaz a condicio Mw = A w, ou ainda, w*"M w = w*1 w, tem-se que:

2 W*(jo)T*(jw)T (jw)W (jw)
= 32
ou ainda
2 Z"(jw)Z(jw)
T = 33
IT ()~ = max W GOW ()’ (33)
onde aplicando a definicdo de norma £, (Apéndice B.5):
Z"(Jw)Z(j
o ZU@)200) izl a0
W (jo)W(w) — lwll,
Considerando
IT() e <y (35)

e a relacdo entre as normas H,, e £, dadas pela Equacdo (20), a relacdo no dominio do tempo

obtida entre o problema subétimo definido em (24) e a Equagdo (34), por fim, é:

1P
Iwll,

<y? = zZl®)z@®) —y*wI(Ow(t) < 0. (36)
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3.3.2. Norma #H , como problema de otimizacao
Do critério de estabilidade de Lyapunov (APENDICE A - ) em conjunto com a Equacio (36) tem-
se que:
xTQx +xTQx + 2Tz — y?’wTw < 0. (37)
Substituindo as equagdes de estado (29) em (37) chega-se ao seguinte problema:

('gT) ATQ+QA+C"C QB+C'D (55) <0 (38)
wT BTQ + D'C —y? + DTD|\W '

que ao aplicar a propriedade matricial que diz que x’TMx > 0 = M > 0, fica:

ATQ+QA QB i
[ %;?_$4<—g4w D] . (39)

Por vezes, o problema a ser resolvido ndo pode ser naturalmente expresso em forma de
uma LMI. Neste caso, faz-se necessdria a aplica¢do de algumas ferramentas matemdticas, como o

Complemento de Schur’

ATQ+QA QB : (T
__BTQ_____—y?1.:DT|<0 (40)
C D | -1

A . ~ A - 6 ~
e na sequéncia, a Transformag¢do de Congruéncia’, resultando na equagao:

> Detalhes sobre Complemento de Schur podem ser visto no Apéndice B.3.
® Detalhes sobre a Transformacgao de Congruéncia podem ser visto no Apéndice B.4.
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vy I o0 o|[ATQ+Q4A @B CT|[yr o0 o0
o ylu o BTQ —vI DT|[ 0o y I 0]<0 41)
0 0 vyl C D 111 O 0 vyI

onde, uma vez resolvida a multiplicacdo de matrizes, obtém-se:

ATQ+QA QB (T
BTQ -1 DT|<oO (42)
c D —ul

comu=y*>e Q=u"Q=y72Q.
Assim, o calculo da norma H, do sistema introduzido pela equagdao de malha fechada em

(29) resume-se a um problema de otimizagao do tipo:

minimizar U

ATQ+Q4 QB (T
sujeito a BTQ -1 DT (<O (43)
c D -—ul
Q >0.

3.4. Sintese do controlador H

A minimizac¢do dada pela Equacdo (43) implica em resolver o problema para u e para as matrizes
de malha fechada 4, B, € e D, escritas em funcdo das matrizes do controlador K a ser projetado,
de modo que o sistema controlado seja estdvel e sua norma #,, seja menor que y.

Porém, o trabalho de Gahinet e Apkarian (1994) mostra como reescrever o problema de
minimizacdo em funcdo das matrizes do controlador em si. A descri¢do formal por eles mostrada
¢ a base utilizada na implementac¢do do comando hinflmi do MATLAB, utilizado ao longo deste
trabalho apenas nas abordagens em que o controlador necessitou ser projetado separadamente da

estrutura, ou seja, nos casos Passivo Estrutural e Ativo Serial.

25



3.5. Justificativa para o uso do controlador H

O controlador do tipo H,, tem por objetivo reduzir a norma H,, do sistema, traduzindo-se na
redugdo do pico de resposta em frequéncia da sua malha fechada. Esta minimizacdo implica na
reducdo dos efeitos negativos de distirbios e ruidos ao qual a estrutura possa estar submetida,
aumentando a estabilidade como um todo. Neste contexto, a técnica de controle H, parece
adequada aos propésitos deste trabalho, ndo somente pela simplicidade de implementacdo, mas
também pela variedade de problemas que atende, tornando-se uma boa solucio a ser empregada

no projeto simultaneo de estrutura e controlador a ser avaliado.
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4. ALGORITMOS GENETICOS

4.1. Introducao

Ao longo dos anos, diversas técnicas baseadas no comportamento humano e sua biologia
permitiram um grande avanco no desenvolvimento da robdtica e em campos de pesquisa
envolvendo aprendizado e percep¢do de maquinas. Com o inicio da pesquisa de técnicas
evolutivo-inspiradas em meados dos anos 50, como parte da ciéncia de Inteligéncia Artificial,
deu-se inicio a era da chamada computacdo natural e evolutiva. Nos anos 60, mais
especificamente, John Holland deu inicio ao estudo de Algoritmos Genéticos, técnica
desenvolvida por ele e seus colegas na Universidade de Michigan com o objetivo de estudar os
fendmenos adaptativos que ocorrem na natureza e desenvolver meios de incorpord-los nos
sistemas computacionais (HOLLAND, 1975)7 apud (MITCHELL, 1998).

Baseados nos artificios da hereditariedade, os AGs aplicam os mesmos mecanismos de
transferéncia de informagdes entre geracdes encontrados no processo de reproducdo sexuada, e
portanto, partem dos mesmos principios e conceitos encerrados pela drea da genética. No entanto,
ainda que de facil entendimento tedrico, na prética sua implementagcdo pode tornar-se um pouco
trabalhosa, uma vez que, em termos computacionais, ndo hd na literatura estudos conclusivos
sobre como proceder na escolha de seus parametros e sobre a interagdo entre os mesmos, sendo
boa parte das pesquisas baseadas em andlise empirica sobre resultados obtidos.

Atualmente, mais de 50 anos depois do seu surgimento, estes algoritmos s@o amplamente
utilizados em processos de otimizacdo em engenharia, simplificando a resolucao de problemas
por vezes complexos o bastante para métodos mais tradicionais, sendo aplicdvel inclusive na

presenca de incertezas e ruidos que poderiam inviabilizar uma solugdo através do seu uso.

" Holland, J. H. Adaptation in Natural and Artificial Systems. [S.I.]: University of Michigan Press, 1975.
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4.2. Definicao

De modo geral, um AG € um algoritmo baseado em comportamento de populacdes considerado
como um método de otimizacdo estocdstica global, motivado pela biologia e baseado nos
mecanismos de genética e selecio natural descritos por Charles Darwin (WORDEN,
STASZEWSKI e HENSMAN, 2010), (SHENG, 2004). Segundo Darwin, o processo de
reproducdo genética na biologia trata de garantir a continuidade hereditaria de caracteristicas
convenientes a sobrevivéncia e adaptabilidade de futuras geracdes de uma determinada espécie,
levando as caracteristicas desfavordveis da mesma a uma gradual extincdo. De forma muito
similar, o AG garante a continuidade dos conjuntos de solucdes mais convenientes a
convergéncia do problema proposto, levando também as solucdes menos favordveis a um
progressivo desaparecimento ao longo de sua execugao.

O processo computacional de um AG €, na maioria dos aspectos, semelhante ao processo
bioldgico no que concerne a aplicacdo dos chamados operadores genéticos (sele¢do, mutagdo e
cruzamento). Mais especificamente, os cromossomos ou individuos sdo os candidatos a solucao
do problema a ser otimizado e constituem a cada iteracdo ou geracdo do algoritmo a chamada
populacdo, conjuntos de solugdes onde os melhores cromossomos perduram e os demais
modificam-se conforme os parametros do AG. De maneira mais direta, o AG recebe como
entrada um conjunto de valores propostos como solucdo inicial de um problema e, através de
modificagdes impostas pelos operadores, resulta em um conjunto mais adequado a solugdo do
que os valores previamente escolhidos. O tipo de cromossomo empregado depende em geral, do
tipo de problema a ser resolvido, podendo ser representado por bits, nlimeros inteiros ou reais,
estruturas customizadas, entre outros.

Por fim, assim como no processo evolutivo de Darwin € necessdrio diversidade
populacional para que a evolugdo das espécies ocorra, € necessario também para o AG que, em
cada conjunto de valores obtido a cada interacdo, haja variabilidade suficiente entre os individuos
de modo que o dominio do problema seja melhor explorado. SO assim garante-se que oOS
operadores genéticos possam desempenhar sua funcdo como esperado em busca da solug¢do do

problema e que a convergéncia prematura do algoritmo seja evitada.
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4.3. Fluxo de um AG

De acordo com Jain e Martin (1998), um AG possui a seguinte estrutura algoritmica conceitual:

Inicio

Inicializar contador de geragdes
N2
Inicializar populacio para geracao inicial
N4
Avaliar populacao para geracao inicial

\)

Convergiu?

Parar Execugdo?

Sim

»
>

Sim

Incrementar contador de geracoes Fim
N

Aplicar selecdo na populacdo para geracao atual
/

Aplicar cruzamento na populacio para geracao atual

N%
Aplicar mutagdo na populagdo para geracao atual
N2

Avaliar populacdo para geracao atual

O fluxo de instrucdes é simples: para uma populacdo inicial escolhida ou aleatoriamente
gerada, enquanto um critério de parada ou a convergéncia ndo forem alcangados, aplicam-se os
operadores genéticos de selecdo, cruzamento e mutagdo. O resultado serd, a cada geracdo, uma
populacdo qualitativamente melhor que a anterior. A seguir cada elemento do AG serd melhor

descrito para que o processo possa ser entendido em maior nivel de detalhamento.
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4.4. Elementos e operadores de um AG

Um AG possui diversos elementos, os quais podem ou ndo ser aplicados dependendo da sua
implementagdo. O algoritmo utilizado neste trabalho é implementado sob o comando ga, parte
integrante da Toolbox de Otimiza¢do Global do MATLAB, e portanto, serdo apresentados
somente os elementos considerados pertinentes, sempre sob o ponto de vista desta

implementacdo. Mais detalhes podem ser encontrados em (MATHWORKS, 2011a).

4.4.1. Populacio Inicial

No caso de AGs com populagdo composta por nimeros reais, a populacdo inicial € um conjunto
composto por n individuos inicialmente escolhidos como canditados a solu¢do, que pode conter
ou ndo as varidveis iniciais a serem otimizadas pelo AG, e pode ser tanto um conjunto aleatdrio
como uma inicializa¢do plausivel do problema. A diversidade da populagdo inicial, bem como
seu tamanho, sdo pontos importantes de projeto. Alguns problemas podem ser melhor resolvidos
via AG se possuirem uma populagdo inicial factivel quanto as restri¢des do problema. Outros, por
sua vez, sugerem que uma populacdo aleatdria independente das caracteristicas restritivas é mais
eficiente. Seja de uma maneira ou de outra, é indispensdvel que a populacdo inicial possua
cromossomos diversificados o bastante para que o processo de selecdo natural subsista ao longo
de um ndmero suficiente de geracgdes.

No que diz respeito ao tamanho, uma populagdo maior permite uma busca mais ampla no
espaco de solucdes, reduzindo a probabilidade de que o algoritmo atenha-se a minimos locais.
Isto acontece devido ao fato de que quanto maior a populacdo, menos significativo serd o efeito
do fendmeno de deriva genética (ou genetic drift), que nada mais € do que a diminui¢do da
frequéncia de ocorréncia de genes no processo de selecdo devido simplesmente ao acaso, levando
a perda de variabilidade populacional. Entretanto, nestas situagdes o desempenho computacional
pode ser drasticamente reduzido uma vez que com o aumento do nimero de cromossomos

envolvidos no processo, aumenta também o tempo de execucdo de cada iteracdo do algoritmo
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bem como a convergéncia torna-se mais lenta (CASTRO, 2001), (HEDRICK, 2009),
(MATHWORKS, 2011a).

4.4.2. Funcao de Avaliacao

A funcdo de avaliacdo (fitness) é a funcdo alvo da otimizacdo, guiando a maneira como as
populacdes evoluem ao longo das geragdes. Ela avalia a qualidade dos cromossomos gerados
verificando quao bem estes se adequam a solucdo do problema, definindo de forma indireta a
probabilidade dos mesmos perdurarem ou reproduzirem-se. A aptiddo atribuida a um
cromossomo pela fungdo é o indice que capacita os operadores genéticos a definirem quais
cromossomos serdo envolvidos em cada operagdo, podendo ser traduzida como a aptiddo de um
cromossomo perante todos os que compdem a populacio.

Este processo de avaliacdo dos cromossomos via funcido de avaliacdo tem implicacio
direta no processo de convergéncia, devido a sua grande influéncia nos operadores genéticos. Por
isso, pode ser necessdria a aplicacdo de alguma técnica de escalonamento sobre os resultados
brutos obtidos da funcdo, para que a aptiddo seja convertida em um espaco de resultados que
facilite a andlise dos operadores. Seria de pouco interesse, por exemplo, trabalhar sobre os
resultados negativos que determinadas funcdes geram, ou ainda, operar sobre espacos de
resultados muito espar¢os ou que possuam genes excessivamente dominantes. Neste ponto, a ndo
aplicacdo de escalonamento inevitavelmente levaria a problemas e dimiui¢dao de diversidade
populacional, culminando em uma convergéncia prematura do algoritmo (KREINOVICH,

QUINTANA e FUENTES, 1993), (SADJADI, 2004).

4.4.3. Operador de selecao

O operador de selecdo é aquele que seleciona, dentro da populagdo, os cromossomos pais que

reproduzirdo a cada geracdo. Esta escolha € feita com base no aptidao atribuida pela funcdo de
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avaliacdo, sendo mais provavel que aqueles que possuem melhor aptiddo sejam os escolhidos,

cumprindo o papel deste operador de propagar as caracteristicas genéticas dos cromossomos com

maior aptiddao da populacdo.

Ao escolher o método de selecdo, ha de se ter a consciéncia do seu nivel de pressdo

seletiva® (1) métodos muito rigidos podem levar a uma reducdo rdpida de diversidade

populacional por escolher sempre individuos muito bons em detrimento de alguns que podem ser

bons, mas ndo dominantes; e (i1) métodos muito flexiveis resultardo em uma evolugcdo genética

mais lenta (MITCHELL, 1998). Dentre os diversos métodos de sele¢do, podem ser citados como

mais comuns selecdo por ranking, torneio e roleta russa. Eles sdo similares em muitos aspectos,

mas se diferenciam em tempo de processamento e o tipo de tratamento dos valores gerados pela

funcdo de avaliagcdo. Basicamente,

A selecdo por rank (diretamente associada ao escalonamento da funcdo de avaliagdo),
permite uma selecdo mais uniforme, onde a diferenca entre individuos com alta e
baixa aptiddo € reduzida, distribuindo de forma mais justa a chance de escolha entre
0S Cromossomos; por consequéncia, ele aumenta o tempo de convergéncia ao passo
que evita que os melhores individuos tornem-se rapidamente predominantes ao longo
de poucas geracoes;

A selecdo por torneio € essencialmente estocastica; na maioria dos casos, este método
seleciona de forma aleatéria um nimero pré-especificado de cromossomos, e dentre
os escolhidos, seleciona o que apresenta melhor aptidao; o processo € entao repetido,
aumentando a pressao seletiva a cada rodada do torneio; costuma ser mais rapido que
a selecdo por rank, mas por ser de natureza ndo deterministica, a escolha errada do
parametro de torneio pode incluir individuos mais fracos na sele¢ao;

Por fim, a selec@o por roleta russa € igualmente aleatéria, porém, considera que cada
individuo estd associado a uma drea de selecdo relacionada a sua aptidao; ao dividir o
intervalo possivel de escolha em dreas iguais, pode acabar tornando-se de alta pressao

seletiva, escolhendo individuos dominantes e diminuindo a diversidade populacional

8 N o~ . P . . . ~
Segundo (BACK, 1994), pressao seletiva é um termo empregado para denotar a intensidade aplicada na selegdo

dos melhores individuos, ou seja, uma alta pressdo seletiva é sindbnimo de um processo mais criterioso que

resultard em uma sele¢do de individuos altamente qualificados em detrimento de outros de menor aptidao.
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rapidamente.

A Figura 5 mostra, de forma simplista, como cada método funcionaria em uma populacao
de quatro cromossomos. Como explicado anteriormente, torna-se mais facil perceber a
probabilidade mais uniforme implicada pela selecdo por ranking, bem como a aleatoriedade mais

desigual dos métodos por torneio e por roleta russa.

Populacao original Populacédo original Populagdo original
FPopulacdo submetida ao ranking Torneios com 3 Cromossomos Areas de probabilidade da Roleta Russa

I I I - Possibilidade de torneio 1 I I I I I I I I I I I I I I I I
@ I 11N ©

Possibilidade de torneio 2

O Cromossomo A

O Cromossomo B Possibilidade de torneio 3
O Cromossoma C I I I I I
B Cromossoma D

(b)

Figura 5: Selecéo por (a) Rank; (b) Torneio; e (c) Roleta Russa

4.4.4. Operador de Elitismo

O elitismo € uma forma de selecao. Entretanto, ndo tem relagdo com a escolha dos cromossomos
que irdo gerar a nova populacido, mas sim, com os que devem ser repassados a proxima geracao
sem sofrer nenhum tipo de alteracdo genética. A conservacdo de individuos com boas
caracteristicas ¢ uma boa pratica por manter intactos alguns genes de qualidade que poderiam
sofrer deriva genética, sendo descartados como reprodutores ou ainda perdendo suas
propriedades benéficas no processo de mutagcdo ou cruzamento. Porém, torna-se evidente que, se

for escolhida uma porcentagem muito grande de individuos de elite, a diversidade populacional
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serd comprometida, causando a finalizacdo do algoritmo devido a convergéncia prematura do

processo evolutivo.

4.4.5. Operador de Cruzamento

O operador de cruzamento é de extrema importincia no processo evolutivo ao longo das
geracdes. E comum que, independente do tipo de otimizagdo envolvida, este seja o operador mais
representativo entre selecao, elitismo, cruzamento e mutagdo. Ele parte do mesmo principio da
troca de material genético que ocorre na reproducdo das células na natureza, e através de uma
recombinacdo de bits de dois cromossomos da populacdo atual, gera descendentes com a carga
genética herdada de ambos garantindo a diversidade populacional.

Mesmo que alguns aspectos do cruzamento nao sejam bem conhecidos e, logo, nao se
possa saber ao certo qual a melhor técnica a empregar em cada caso, este operador pode ser
definido das mais distintas maneiras. As implementacdes mais comuns € mais citadas, mostradas
na Figura 6, tratam de recombinar partes dos cromossomos envolvidos através de n pontos de
troca (usualmente um ou dois — single-point e two-point) ou de forma parametrizada uniforme. A
técnica de n pontos garante a recombinacdo através da troca dos segmentos dos pais a partir de
pontos de corte aleatoriamente escolhidos. A forma parametrizada, por sua vez, define para cada
posicdo da cadeia de bits a probabilidade p, normalmente entre 0,5 e 0,8, de que ocorra a troca de
material genético entre os pais e de qual pai herdard o gene na posicao, sendo sob certo ponto de
vista, uma forma especializada de troca por n-pontos (JAIN e MARTIN, 1998), (MITCHELL,
1998), (SPEARS e DE JONG, 1991).

Conquanto saiba-se de sua importancia, a literatura ndo possui muitas referéncias de como
exatamente esta operacdo depende de outros parametros do AG, ou qual o impacto exato dela no
processo evolutivo. Porém, € clara a sua contribuicdo na manipulacdo do espaco de busca por
cromossomos mais aptos a resolucdo do problema e sua escolha, mesmo que empirica,

desempenha um grande papel no sucesso ou fracasso do algoritmo.
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Fai A Pai A

Pai B Pai B

Filhos gerados Filhos gerados

(a) (b)

Figura 6: Cruzamento por troca em (a) ponto-iinico; e (b) dois-pontos; a troca parametrizada uniforme tera resultados
finais semelhantes, mesmo com processo diferenciado

4.4.6. Operador de Mutacao

O operador de mutacdo ajuda na diversificacdo populacional de uma forma bem diferente do
cruzamento. Ambos operadores atuam na quebra de padrdes genéticos, mas a mutacdo nao
consegue criar padrdes novos. Operando sobre um cromossomo por vez, sua finalidade € evitar
que haja a fixacdo de determinado padrio em qualquer locus’ ao longo de geracgdes,
diferenciando o individuo sem que haja mistura de material genético de individuos externos.
Usualmente, para que isto ocorra, o operador de mutagdo utiliza-se de aleatoriedade na escolha

das posicoes do cromossomo que sofrerdo alteracoes.

4.5. Critério de parada e término

Fora os elementos acima descritos, outro fator importante a ser considerado é o critério de parada

9 .~
Posicao do gene dentro do cromossomo.
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do algoritmo. A decisdo de quando o AG deve ser terminado € complexa. A nao-linearidade
existente na interacdo entre os seus parametros dificulta uma andlise criteriosa a respeito da
qualidade de uma populacdo em determinado ponto da sua execugdo e impede que critérios de
parada sejam decididos de forma deterministica. Logo, os critérios mais usados sao simplesmente
a determinacdo de nimero miximo de geragdes, tempo miximo de execucdo, tempo ou nimero
de geracdes no qual a variacdo genética ndo € significativa (atingindo a estagnagdo, ou stall),
entre outros de natureza similar (MITCHELL, 1998), MATHWORKS, 2011a). A eficiéncia de
cada critério dependerd do problema em questdo, e principalmente, de testes exaustivos que
mostrem a melhor maneira de terminé-lo.

Visto que os critérios de parada sao diversos e ndo podem ser facilmente determinados, é
aceitdvel que o AG possa ter mais de uma solugdo factivel. Sabe-se que a evolugdo populacional
garante melhora na aptiddo dos cromossomos ao longo das geracdes, e por isso, uma vez que
todas as restricdes do problema sejam obedecidas, os individuos dominantes no momento do
término podem ser tomados como uma solucdo aceitivel do problema (WORDEN,

STASZEWSKI e HENSMAN, 2010), ainda que possam nao ser a melhor solucao.

4.6. Restricoes nao-lineares

Como mencionado anteriormente, o algoritmo utilizado ao longo deste trabalho é a
implementagdo fornecida pela Toolbox de Otimizacdo Global do MATLAB através do comando
ga. As restrigdes lineares aplicadas ao algoritmo sdo tratadas simplesmente garantindo que os
resultados obtidos a cada iteracdo permanecam dentro dos limites inferior e superior fornecidos.
J4 o solver'’ para problemas com restricdes ndo-lineares utilizados na referida implementacdo é o
Augmented Lagrangian Genetic Algorithm, ou ALGA (MATHWORKS, 2011d). O problema a
ser resolvido pelo ALGA é:

10 . a . ~ 3 . ~ . .
Termo usado em inglés para designar uma ferramenta para resolugdo de cdlculos, simulagdes e similares.
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min f(x)
X
sujeito a  Aggx = beg

Ax < b (44)
Ceq(x) =0

c(x) <0

Ilb<x<ub,

onde as duas primeiras restricdes sao lineares, as duas subsequentes ndo-lineares e a dltima
compoe as restricoes laterais, de limites minimos e médximos possiveis. Neste método, as nao-
linearidades sdo resolvidas de forma separada através da busca irrestrita de Lagrangiano
Aumentado, uma combinacdo dos métodos de otimizacio de Lagrange e de Penalidade.

Seja a fun¢do de Lagrange:
P
L(x,A) = f(x) + Z ¢ (x) = f£(x) + ATe(x) (45)
j=1

para a funcdo objetivo f(x) e para as p restri¢des ndo-lineares com A = 1,...,p multiplicadores
(SINGIRESU, 2009). Adicionando termos de penalidade associados as restricdes da fungdo

lagrangiana, chega-se a:

P P P
0(x,4,5,p) =f(x) — Z A;jsjlog (sj - cj(x)) + Z Ajceqj(x) +§ Z ceqj(x)2 , (46)
=1

J j=p+1 j=p+1

onde 4;, s; € p sdo, respectivamente, o multiplicador de lagrange, o pardmetro de deslocamento e
o pardmetro de penalidade aplicados na restri¢do ndo-linear ¢;. A dedugio da Equag@o (46) ndo €
de interesse direto neste trabalho e pode ser vista em (CONN, GOULD e TOINT, 1991) e
(CONN, GOULD e TOINT, 1992).

Neste ponto, o algoritmo genético repete diversas otimizacoes do subproblema
apresentado na Equacdo (46), aumentando a penalidade ao final de cada otimizacdo que nao
satisfaca a tolerancia estabelecida para as condicdes de factibilidade ou atualizando os

multiplicadores de Lagrange em caso contrario. O método ALGA € finalizado quando a
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tolerancia definida para a convergéncia € alcancada (MATHWORKS, 20114d).

4.7. Vantagens e desvantagens

Os algoritmos genéticos como expostos até agora possuem caracteristicas boas para a resolucao
de problemas complexos. Diferente de métodos mais tradicionais, ele pode ser aplicado na busca
de solucdes de problemas ndo-convexos, com restricdes igualmente ndo-convexas, nao
diferencidveis e nao lineares. Nem mesmo o conhecimento acerca do mecanismo de mapeamento
de entradas em saidas € necessdrio: seja através de equacdes bem definidas ou qualquer outro
método de andlise de aptiddao de individuos, basta que para toda e cada entrada, haja o retorno de
uma saida dnica que possa ser convertida em um indice manipuldvel pelos operadores genéticos.

Por poder trabalhar com problemas nao-diferencidveis, ele pode superar alguns métodos
analiticos que partem de uma solug¢do inicial e caminham no espaco de busca através de dire¢des
dependentes das derivadas da fun¢@o objetivo. Da mesma forma, pode ser mais adequado do que
algumas técnicas conhecidas como busca de encosta, métodos cujas dire¢des sao definidas pela
proépria funcdo em pontos adjacentes. Em ambos os casos, estas dire¢des acabam por implicar em
uma busca restrita aos arredores da solucdo da atual iteracdo do algoritmo, aumentando
consequentemente a possibilidade de que eles atenham-se a 6timos locais (NORVIG e RUSSEL,
2004). J4 o AG, por trabalhar com um espaco de busca esparso, variado e ndao uniforme
normalmente consegue evitar estes pontos, obtendo como resultado pontos mais préximos de um
otimo global.

Hé também de se dizer que, por ser um método baseado em populacdo, o AG permite-se
trabalhar na operacdo simultanea de um conjunto de solugdes (JAIN e MARTIN, 1998). Diversas
das técnicas de busca global, inclusive as definidas por direcdes de busca, restringem-se a
trabalhar avaliando um ponto por vez e por isto, podem ndo explorar o espago de solucdes de
forma ampla o suficiente.

Outra vantagem do AG € permitir a hibridizacdo do processo de otimizacao. Para alguns
métodos mais tradicionais, a busca de parametros iniciais factiveis pode ser complexa, e nestes

casos, € comum que um AG seja utilizado como uma ferramenta de pré-busca, deixando a
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otimizacdo em si a cargo de outra técnica qualquer (CASTRO, 2001).

O uso dos AGs, no entanto, deve ser bem avaliado. De forma geral, segundo Castro
(2001), um AG ¢ suficientemente eficiente para um conjunto geral de problemas, mas ndo mais
eficiente que uma solugdo especifica para um dado problema ou seja, ainda que possa obter
resultados bons para uma tarefa qualquer proposta, dificilmente estes serdo mais precisos do que
os resultados de uma técnica exclusivamente desenvolvida para a classe ao qual esta tarefa
pertence. Sabe-se que determinados critérios de parada podem resultar em solucdes boas ou até
muito boas, mas que talvez ndo sejam 6timas comparadas a resultados de métodos de otimizagdao
particularmente projetados para o problema.

No mais, um AG pode ser de dificil configuracdo devido a falta de conhecimento da
comunidade cientifica acerca das suas interagdes e pela intrincada rede de pardmetros envolvidos.
A escolha inadequada destes, ou mesmo de uma fun¢do de avaliacdo imprépria pode facilmente
suprimir as vantagens que possui (MITCHELL, 1998). Por fim, o custo computacional e de
tempo pode acabar por tornar sua aplicacdo um pouco proibitiva em certas situagdes que

demandem configuracdes mais rigidas de avaliagdo e processamento.

4.8. Interesse no uso de AG na otimiza¢ao simultanea

Por ser um método baseado em populagdes e por ser capaz de explorar um maior espaco de busca
do que os métodos tradicionais, 0 AG surge como uma op¢do interessante para o objetivo de
projeto simultdneo de estrutura e controlador discutido neste trabalho. Ainda que possa ser
trabalhoso em termos da escolha de seus parametros devido ao grande nimero de varidveis que o
problema proposto apresenta, sua caracteristica estocdstica e a amplitude de sua busca no espago
de solugdes resultante de sua simultaneidade em testar conjuntos de solugdes o torna atrativo

como método de otimizagdo para a resolucdo do problema simultdneo em questao.
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5. OTIMIZACAO: PROJETO SIMULTANEO DE ESTRUTURA E
CONTROLE

5.1. Introducao

Dada a base inicial dos conceitos de controle H, e Algoritmos Genéticos, bem como a
formulacdo de estruturas flexiveis, pode-se explicitar o problema de otimiza¢do proposto no
trabalho. Ainda que o projeto simultaneo de estrutura e controlador seja o foco do mesmo, esta
ndo serd a unica abordagem testada. Para fins de comparacao, serdo recapituladas as abordagens

encontradas em (DE PAIVA, 2009):

® Passiva Estrutural, onde se otimiza previamente a estrutura e projeta-se um
controlador sobre a estrutura resultante;

e Ativa Serial, onde se otimiza de forma alternada tanto estrutura quanto controlador,
sendo que enquanto os parametros estruturais sdo otimizados, os parametros do
controlador sdo mantidos fixos, e vice-versa;

e  Simultdnea, onde se otimizam estrutura e controlador juntos, a0 mesmo tempo.

As duas primeiras t€ém suas vantagens dependendo da aplicacdo a ser considerada, pois
algumas estruturas podem dispensar controle ativo quando otimizadas em forma, bem como
alguns controladores, quando otimizados, podem ser aplicados sem exigéncia de modificacao na
estrutura. Mas, uma vez que em estruturas modernas, cada vez mais flexiveis e com modelos
cada vez mais detalhados, a otimizacdo visa o aprimoramento da resposta dindmica, é
interessante analisar a possibilidade de projeto simultineo de ambos. Projetar a estrutura com
base em andlise de pré-requisitos de desempenho, integrando-a com os componentes ativos do
sistema modelado e considerando que mudancas na massa, forma e rigidez influenciam nas
caracterisitcas vibratdrias, pode aumentar significativamente a cooperagdo entre estrutura e

controlador. Isto pode implicar, de forma geral, na reduc¢do das vibragdes e numa otimizagdo em
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caracteristicas de projeto como peso, forma, nimero de sensores e atuadores necessarios e,

consequentemente, em custos (LU e SKELTON, 2000).

5.2. Problema a ser otimizado

Como dito anteriormente, para cada uma das abordagens, a norma H,, serd otimizada com base
em diferentes conjuntos de varidveis:
e para a abordagem Passiva estrutural, a otimizagdo considera apenas as varidveis da
estrutura sem controle;
e para a abordagem Ativa Serial; considera ora as varidveis da estrutura, ora as
varidveis do controlador;
e ¢ por fim, na abordagem Simultinea, considera as varidveis da estrutura e do
controlador a0 mesmo tempo.
Independente de qual otimizagdo deve ser feita, de forma geral, o processo de otimizacao se da

através do seguinte problema:

minimizar ||f (bcomp)”oo

sujeitoa 1 (beomp) (47)
bmin < bcomp < bmax ’

onde bgomp € 0 vetor de varidveis de otimizagdo, f (bwmp) € a func¢do objetivo cuja norma H,
serd minimizada, r(bcomp) € o conjunto de restri¢des nao-lineares ao qual o problema deve

obedecer no processo de otimizaciao € by, € bjnax 530, respectivamente, as restricdes de limite
inferior e superior para as varidveis de otimizagdo. O objetivo, em todas as abordagens, serd a

redu¢do da norma H,, dos sistemas envolvidos.
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5.3. Parametros do problema a ser otimizado

Para os testes apresentados, serd utilizada uma viga engastada de se¢do retangular (vide Figura 7)
dividida em elementos finitos, onde cada né possuird dois graus de liberdade (aqui chamados
GDLs), uma vez que para os propositos deste trabalho os GDLs axiais podem ser
desconsiderados. As condicdes de contorno a serem aplicadas ao problema devido ao engaste

também eliminardo os trés GDLs do primeiro n6 da viga.

Deslocamento
vertical

I Espessura | 2 |

[

. Rotacional
Comprimento Largura

Figura 7: Viga engastada de secio retangular

O parametro de otimizag¢do da geometria da viga € a base da se¢do transversal (largura) de
cada elemento finito. Este parametro foi escolhido uma vez que, em se tratando de complexidade
de producdo, torna-se mais simples manter uma espessura constante e adaptar seu formato através
da base do que o inverso. A espessura da se¢cdo permanece constante neste trabalho.

Quanto aos parametros do Algoritmo Genético, como dito anteriormente, foram
escolhidos por tentativa e erro ao longo de alguns testes com o algoritmo implementado.
Portanto, os resultados obtidos, ainda que satisfatorios aos propositos do trabalho dada a redugdo
de norma H,, adequadamente obtida, talvez ndo sejam os melhores, visto que foram consideradas
restricoes de tempo e de processamento como critérios importantes na convergéncia do

algoritmo. De forma geral, a configuracdo escolhida para os testes realizados via MATLAB foi:

e Cruzamento aritmético, cujo resultado é a média aritmética ponderada dos pais,

sendo sempre factivel quanto as restri¢des lineares e laterais;
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® Mutacdo, de resultado igualmente factivel, gerado através de mutacdes

aleatoriamente calculadas;

z

e E por fim, Selecdo por torneio, onde € realizada uma sucessdo de iteracdes - ou
torneios - onde sdo escolhidos os cromossomos de melhor aptidio dentro de um
subconjunto de cromossomos aleatoriamente escolhidos na iteracdo anterior,

aumentando a pressado seletiva a cada torneio do processo.

5.3.1. Variaveis de otimizacao

O conjunto de varidveis de otimizagdo serd composto por dois vetores:
e b, : vetor com parametros de projeto da estrutura;
®  b_.,n: : vetor com parametros de projeto do controlador, nos casos em que ha controle

ativo.

O vetor b,s é composto pelas bases da secdo transversal de cada um dos elementos

finitos definidos. Sendo, entdo, um total de n elementos, tem-se:

b.;; = [base, base, --- base,] . (48)

Para o controlador K definido em (26), suas matrizes podem ser definidas como:

ai Ak
A, = :
(A1 Ak
b
Bi=|: (49)
by,
Ck = [Cl Ck]
Dk == 0 )
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onde D, serd considerada nula por ndo haver transmissdo direta entre entrada e saida do

controlador K, por decisdo de projeto. Sendo assim, o vetor b.,,; serd dado por:

beont = [a11 a1z =+ aqq -+ Qpq Gy - Qg by b ¢ v cil (50)

O vetor completo de parametros de otimizacao passado como entrada para o problema de

otimizacdo, serd, por fim, a concantenac¢do de (48) e (50):

bcomp = [best beontl - (51

5.3.2. Restricoes

Sao aplicados dois tipos de restricdes ao problema de otimizagdo: as laterais e as ndo-lineares. As
primeiras referem-se as restrigdes de limites inferiores e superiores de cada parametro dos vetores

de varidveis de estrutura e controle, e sdo definidas por:

best_min < best < best_max

(52)
bcont_min S bcont S bcont_max )
ou ainda, para o vetor completo de parametros:
bmin < bcomp < bmax . (53)

As restricdes de desigualdade nao-lineares representadas por r(bwmp), por sua vez,

referem-se a estabilidade do sistema a ser obtido. Sabendo-se que um sistema serd
obrigatoriamente estavel se todos os seus polos tiverem sua parte real negativa (estando assim no

semiplano complexo esquerdo), utiliza-se como restricdo a expressao
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max (real (eig(ﬁ))) <0. (54)

Desta forma, uma vez garantido que a maxima parte real dentre todos os autovalores da matriz
dinidmica da malha fechada A (calculada sobre bcomp) seja negativa, estard garantida também a

estabilidade do resultado obtido no problema de otimizagdo.
5.3.3. Critério de Parada

H4 dois critérios de parada a serem considerados: o de parada de execucdo do AG, que impede
que este execute por tempo indeterminado na busca de uma convergéncia, e o de parada de
algoritmo como um todo.

O primeiro depende dos parametros previamente escolhidos para a interrup¢cdo do AG,
como mencionado na Sec¢do 4.4. do capitulo de Algortimos Genéticos. Para todas as abordagens,

a decis@o de parada do algoritmo baseou-se em um ou mais dos seguintes parametros:

* nudmero miximo de geragdes igual a 100, o que estabelece que o algoritmo podera
realizar um méximo de 100 iteracdes;

* numero de geragdes estagnadas igual a 50, que em conjunto com uma tolerancia de
funcdo de avaliagdo de 1 x 107°, garante que o algoritmo pare de executar quando
apos 50 iteragdes consecutivas o valor da média ponderada dos valores obtidos pela

funcdo de avaliacdo esteja abaixo desta tolerancia. O fator de ponderagdo é dado por

1\" L. ~ . e . ~
(E) para cada n-ésima geracao, garantindo desta forma que as ultimas iteracdes do

. . ~ . 11
AG tenham maior influéncia sobre o resultado .

Ja o critério de parada do algoritmo dependerd da abordagem de otimizagdo em questdo.

! Este fator de ponderac3o foi encontrado em um tépico em discuss3o na central MATLAB, afirmado pelo escritor
técnico da Mathworks Alan Weiss, em resposta a uma duvida de um usudrio sobre a opg¢do StallGenLimit dos
critérios de parada do comando ga.
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Nos casos de Otimizagdo Passiva Estrutural e Ativa Serial, que sd@o abordagens iterativas, o

critério escolhido é

”bcomp_otimo - bcomp ”

1Beomsl

<e, (55)

onde ¢ serd escolhido através de andlise de resultados de simulagcdo intermedidrios obtidos,
considerando o menor valor a partir do qual diminui-lo trard aumento de tempo de execuc¢do
computacional sem no entanto obter-se resultados significativamente melhores Em ambos os
casos, a otimizagdo é executada por diversas vezes em um lago de repeti¢ao tornando razodvel as
comparacoes entre os resultados de cada iteragdo.

A abordagem simultanea, por sua vez, executa a otimizac¢ao apenas em um ciclo e, por isto,
tem como critério de parada os pardmetros estabelecidos previamente para a execucdo do AG ja

mencionadas.

5.4. Abordagens de otimizacao e descricao de algoritmos

5.4.1. Funcoes em comum

Como dito anteriormente, serdo trés as abordagens de otimizagdo apresentadas neste trabalho:
passiva estrutural, ativa serial e simultdnea, com destaque para esta dltima. As trés serdo
detalhadas na sequéncia, bem como os algoritmos de cada método serdo apresentados. Para isto,
torna-se interessante evidenciar fun¢des comuns a uma ou mais abordagens. Considerando os
vetores de varidveis iniciais Dygs € Dogne € 0s de varidveis otimizadas bg € bgone pertinentes a

funcdo sendo descrita, P a planta da estrutura e K a planta do controlador, sdo elas:
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Fungdo: P = calcular_planta_estrutura (b,g;)
Entrada: pardmetros estruturais b,g;

Saida:  planta da estrutura P

Objetivo:

- Montar a malha de elementos finitos da estrutura com base em b, calculando as
matrizes de massa e de rigidez de cada elemento e, subsequentemente, as matrizes de
massa e rigidez globais da estrutura;

- Calcular a planta da estrutura P no Espaco de Estados, a partir das matrizes
globais de massa e rigidez e do amortecimento proporcional;

- Balancear P;

- Reduzir P em n modos de vibracao.

Funcdo: K = calcular_planta_controlador (b.yy:)
Entrada: parametros do controlador b yp;

Saida:  planta do controlador K

Objetivo:

- Calcular a planta do controlador K a partir dos parametros b o,¢-

Fungdo: T = calcular_malha_fechada (P, K)
Entrada: planta da estrutura P e do controlador K
Saida:  malha fechada T
Objetivo:
- Calcular a malha fechada T, com base em P ¢ K.
Funcdo: bggy; = otimizar_controlador (P)
Entrada: planta da estrutura P
Saida:  parametros b oy, do controlador K
Objetivo:
- Calcular os parAmetros b, do controlador K com base na planta da estrutura P,

otimizando-o via comando hinflmi do MATLAB;
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Funcdo: b,g = otimizar_estrutura (b,g;)
Entrada: parametros estruturais bgg
Saida:  parimetros otimizados b,g " da planta da estrutura
Objetivo:
- Calcular, através de AGs e seus respectivos parametros de cruzamento, mutagao e
elitismo, com populacio inicial b,g, 0s parAmetros b,g, da estrutura P, minimizando a

Norma H, da planta.

Fungdo: criterio_parada = calcular_criterio_parada (b, b*)
Entrada: parametros b e b*, sejam eles as varidveis da estrutura ou do controlador
Saida:  valor do critério de parada do algoritmo a ser comparado com ¢ (ver Equacao
(55))
Objetivo:

- Calcular o valor do critério de parada do algoritmo, ou seja, a parte imediatamente

anterior ao sinal de inequalidade da Equacao (55).

Por fim, ha também a funcdo otimizar_ambos, pertinente apenas a abordagem simultinea.
Considerando bcomp € beomp respectivamente os vetores compostos das varidveis iniciais e

otimizadas da estrutura e do controlador, ela pode ser descrita como:

Fungdo: beomp = otimizar_ambos (b comp)
Entrada: vetor b gy, de pardmetros estruturais e do controlador
Saida:  vetor bcomp* de parametros otimizados da planta da estrutura e do controlador
Objetivo:

- Calcular, através de AGs e seus respectivos parametros de cruzamento, mutagao e
elitismo, com populagdo inicial Doy, 08 pardmetros bcomp* da estrutura P e do

controlador K, minimizando a Norma H ., da malha fechada T.
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5.4.2. Abordagem Passiva Estrutural

Nesta abordagem, otimiza-se previamente a estrutura e projeta-se o controlador sobre a estrutura
resultante. Dai o nome passiva estrutural: em nenhum momento durante a otimizacdo da estrutura
€ considerado o controlador. O algoritmo pode ser resumido, sendo i o nimero indicativo da

iteracdo do algoritmo, como:

1. Escolher os parametros iniciais b,g; a serem otimizados;

2. Em cada iteragdo do algoritmo, obter os parametros besti otimos da estrutura

minimizando a norma H, da mesma durante a otimizacdo, com base nos

A i—-1 . ~ . . .~
parametros b,y ~ da iteracdo anterior e nas devidas restricdes de estrutura; calcular

a nova planta da estrutura P otimizada e sua respectiva norma H;

3. Calcular o critério de parada criterio_parada do algoritmo sobre besti_1 e besti;
4.  Verificar:

a. Se criterio_parada for maior que o valor especificado para epsilon como

especificado na Equacdo (55), dar continuidade ao algoritmo fazendo com que

i-1 i
b.s; ~ assuma os valores de b,y e voltando ao passo 2;
b.  Sendo, terminar o algoritmo seguindo para o passo 5.

5. Calcular o controlador K para a planta da estrutura otimizada P e a malha fechada T

de P com K.

Na forma de fluxograma, o algoritmo resultante pode ser visto na Figura 8.
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Inicio

b, ! € parimetros iniciais da estrutura

V/

epsilon < valor limite para parada do algoritmo
N4

b, € otimizar_estrutura (b, ', restricées)
N4

P € calcular_planta_estrutura (b,g,")
N4
criterio_parada € calcular_criterio_parada (bog' ™', bpst')

criterio_parada < epsilon

Bost' " € bog'
N/

K € calcular_planta_controlador (b,g,") <
\V/

T < calcular_malha_fechada (P, K)

\

Fim

Figura 8: Algoritmo de otimizacio para a abordagem Passiva Estrutural

5.4.3. Abordagem Ativa Serial

Nesta abordagem, diferentemente da anterior, otimiza-se tanto estrutura quanto controlador,
porém, de forma alternada. Enquanto os parametros da estrutura estdo sendo otimizados, os do

controlador permanecem fixos, e vice-versa. O algoritmo pode ser descrito nos seguintes passos:
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1. Escolher os parimetros iniciais b,.g a serem otimizados para a estrutura de modo

que se possa calcular a planta da estrutura P inicial;

A i e .
2. Obter os parimetros b,s do controlador minimizando a Norma H,, do mesmo
durante a otimizacdo, com base na planta P e nas devidas restricdes de controle;

calcular, entdo, o controlador K otimizado;

3. Obter os parAmetros b,g' da estrutura minimizando a Norma H,, da mesma durante
a otimizac¢do, com base no controlador K e as devidas restricdes de estrutura;

calcular, entdo, a nova planta da estrutura P otimizada;
4.  Calcular o critério de parada criterio_parada do algoritmo sobre b,g; e besti;

5. Verificar:

a.  Se criterio_parada for maior que o valor especificado para epsilon, dar

continuidade ao algoritmo voltando ao passo 2;

b. Sendo, terminar o algoritmo, tendo como resultado a planta da estrutura P, o

controlador K otimizados.

Na forma de fluxograma, o algoritmo resultante pode ser visto na Figura 9.
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Inicio

b, ! € parimetros iniciais da estrutura
N%

P & calcular_planta_estrutural (b,g' ")
N4

epsilon < valor limite para parada do algoritmo
N4

—> beon:' € otimizar_controlador (P, restricdes)
N4

K € calcular_planta_controlador (bgp,')
N

b, € otimizar_estrutura (b, ', restrices)
N

P € calcular_planta_estrutura (b,g,")
N4

T < calcular_malha_fechada (P, K)
N4

criterio_parada € calcular_criterio_parada (b,g' " *, Bog,’)

N

criterio_parada < epsilon

i—1 i
best < best

Fim

Figura 9: Algoritmo de otimizacio para a abordagem Ativa Serial

5.4.4. Abordagem Simultanea

Assim como na abordagem ativa serial, nesta também ocorre a otimizagdo tanto da estrutura
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quanto do controlador, porém, com os parametros de ambos sendo otimizados de forma
simultanea. Esta abordagem € um enfoque mais atual para o projeto de sistemas de controle e tem
como principal objetivo acoplar as dindmicas da estrutura e do controle, uma vez que estas nao
sdo independentes e, quando projetadas de forma individual, impdem-se mutua diminui¢do de
desempenho (SKELTON, 1989).

Desta forma, este projeto integrado possui como vantagem sobre os demais o fato de que
permite a otimizacdo da resposta dindmica e consequente aumento de desempenho do sistema
como um todo (LU e SKELTON, 2000), sendo por vezes impossivel obter através dos métodos
mais tradicionais a performance que € obtida através do projeto simultaneo (PARK e ASADA,
1994). Isto pode implicar em redugdes nos custos de projeto pela obtengao de ganhos de estrutura
em termos de massa e geometria por exemplo, ao passo que também resulta na reducdo das
vibragdes.

O algoritmo pode ser descrito nos seguintes passos:

1. Escolher os parametros iniciais b,y a serem otimizados para a estrutura, bem como

os parametros b.,,; a serem otimizados para o controlador;

2. Obter os parametros b,s da estrutura e b.o,; do controlador minimizando a
Norma H, do sistema em malha fechada T durante a otimizagdo, com base,
respectivamente, nos parametros b,g € Db one iniciais e nas devidas restrigdes do

sistema como um todo;
3. Calcular a planta da estrutura P sobre os parAmetros b, ;
4.  Calcular a planta do controlador K sobre os parametros bgop; ;

5.  Calcular a malha fechada T do sistema simultaneamente otimizado, fechada sobre P

eK.

De forma estruturada, o algoritmo resultante pode ser visto na Figura 10.
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Inicio

b.s; € parametros iniciais da estrutura

N%

b on: € parametros iniciais do controlador

N4

[Best  beone 1 € otimizar_ambos (b,g, bone, Testricoes)

N4

P € calcular_planta_estrutura (b, ")

V

K € calcular_planta_controlador (begp: ")

V%

T € calcular_malha_fechada (P, K)

\)

Fim

Figura 10: Algoritmo de otimizacio para a abordagem Simultinea
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6. RESULTADOS

6.1. Escopo de Simulacoes

Para cada método de simulacdo, os resultados foram obtidos através da ferramenta de
Algoritmos Genéticos ga da Toolbox de Otimizacdo Global do MATLAB (MATHWORKS,
2011b). Para a otimizacao da base da viga, considerou-se para todos os elementos finitos o valor
inicial de 35 mm, podendo variar entre 30 e 45 mm. Ja para os pardmetros @; € a, indicados na
Equacgdo (6) para o célculo da matriz de amortecimento proporcional C., o valor utilizado foi
1x 1073, escolhido com base no trabalho de (DE PAIVA, 2009). A planta é balanceada e
reduzida a cada iteragdo do algoritmo de otimizagdo, sendo que a ordem a qual a planta €
reduzida foi obtida através de testes de simulacdo até que se garantisse que o algoritmo ndo
enfrentasse problemas de precisdo numérica devido a representacdo numérica do computador
utilizado. Para todos os testes realizados, utilizou-se um notebook Intel® Core” 2 Duo T6600
x64, com 4GB de meméria RAM e MATLAB® 7.9.0.

Nos casos em que também ha otimizacdo do controlador, o parametro inicial de
otimizacdo foi um controlador previamente projetado sobre a planta inicial ndo otimizada via
hinflmi, rotina da Toolbox de Controle LMI do MATLAB (MATHWORKS, 2011c) para
obtenc¢do de controladores via desigualdades matriciais lineares.

Por fim, dois conjuntos de teste serdo apresentados: uma viga dividida em 8 elementos
finitos, para estudo e comprovacao das abordagens apresentadas neste trabalho, e a mesma viga
dividida em 20 elementos, para comprovacdo de resultados e robustez computacional dos
algoritmos. Em cada conjunto de teste, os trés métodos serdo testados: abordagem passiva

estrutural, ativa serial e, por fim, abordagem simultanea.

6.2. Acerca dos resultados

Para cada caso de teste simulado no MATLAB, serdo apresentados 4 graficos: um de funcio de
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resposta em frequéncia (FRF), um com o formato final da viga otimizada, um de resposta a um
dado disturbio de entrada e, por fim, um dos esforcos de controle envolvidos.

No caso das respostas em frequéncia, as curvas poderdo ser analisadas considerando que:

e “Estrutura sem controle original” é a FRF de P, a planta da estrutura original
calculada sobre os pardmetros iniciais do modelo sem otimizagao;

e “Malha Fechada Original” é a FRF de T, a malha fechada de P com K sendo K o
controlador projetado para a planta P;

e “Estrutura sem controle otimizada” € a FRF de P, mq. @ planta da estrutura
otimizada via ga;

e “Malha Fechada Otimizada” € a FRF de T ,;imq, @ malha fechada de P,;jmq com
K otimo> s€ndo K ,iimo O controlador projetado para a planta Pytjme Via hinflmi (no

caso das abordagens Passiva Estrutural e Ativa Serial) ou via ga (no caso da

abordagem simultanea);

O grafico da viga, por sua vez, mostrard a vista superior da mesma, com cada elemento
finito da estrutura demarcado por um retangulo, com os limites maximos € minimos possiveis
para a largura da viga desenhados, respectivamente, em verde e ciano. Sabendo que para cada
elemento o valor a ser otimizado € a largura da secdo transversal no ponto médio do elemento, os
valores otimizados, marcados por um asterisco sdo interpolados via spline’’, para sé entdo ser
mostrado o formato final suavizado da viga.

Ja os graficos de simulagdo e de esfor¢o de controle serdo obtidos pela aplicacdo de um
sinal de distirbio do tipo chirp como entrada do sistema. Este sinal € um sinal senoidal e tem
como caracteristica o aumento linear de sua frequéncia ao longo do tempo. Mais especificamente,
o sinal terd frequéncia variando de 0 ao méximo de 150Hz no instante méximo do intervalo de
tempo especificado para a geragao do sinal, com uma amostragem de 1kHz.

Além dos gréficos, serd apresentada também uma tabela com os resultados numéricos de

Norma H,, para cada abordagem, comparando suas malhas originais e suas malhas otimizadas

2 Técnica de interpolagdo que faz sucessivos ajustes de curvas de forma que a curva resultante contenha o
conjunto de pontos iniciais (GOMES, MEDEIROS, et al., 2009), neste caso, os valores otimizados encontrados para
cada elemento finito.
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tanto com controle quanto para os casos sem controlador. Juntamente, o controlador obtido em

cada abordagem serd apresentado em formato de tabela, de acordo com o formato:

(56)

onde n é a ordem do controlador de modo que A pxn, Bnx1, Cixn € Dix1.
Por fim, as informacdes de tempo de execucdo do algoritmo (em minutos) encerrard o

conjunto de dados suficientes para um analise comparativa entre as abordagens testadas.

6.3. Viga engastada dividida em 8 elementos finitos

6.3.1. Parametros da estrutura

Neste conjunto de testes, a viga engastada da Figura 7 foi dividida em 8 elementos finitos,

resultando em 16 GDLs na malha (Figura 11), onde:

¢ amedi¢ao de sinal serd feita no grau de liberdade de deslocamento vertical 15;
e o sinal de controle momento serd aplicado no grau de liberdade de rotagdo 8;

e ¢ o distdrbio de entrada momento serd aplicado no grau de liberdade de rotagdo 4.

{ 3 5 7 9 11 13 15
7 g ) L~ /| espessura
A A A A A A A A largura
2 4 6 8 10 12 14 16
F +* * =+ - * o =+  §
0 137,5 275 4125 550 6875 825 9625 1100 (mm)

Figura 11: Relacio de GDLs da viga de 8 elementos finitos
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A Tabela 1 mostra o resumo de suas caracteristicas e as informagdes

projeto da estrutura e, posteriormente, do controlador.

Tabela 1: Resumo dos atributos da viga

necessdrias para o

Caracteristica Especificacao | Unidade
Massa Especifica 2700 kg/m’
Moddulo de Young 72 x 10° Pa
Comprimento total 1100 mm

Comprimento por elemento 137.5 mm
Esspessura se¢do transversal 10 mm
Largura minima da base 30 mm
Largura mdxima da base 45 mm

Seguem na sequéncia os resultados obtidos para cada abordagem considerando a viga de 8

elementos finitos.

6.3.2. Resultados do Modelo Passivo Estrutural

Com um tempo total de 19,6 minutos de execucdo, o algoritmo ga apresentou os resultados

numéricos vistos na Tabela 2.

Tabela 2: Resultados da Abordagem Passiva Estrutural — viga de 8 elementos finitos

Planta Norma ¥ ,,
Estrutura sem controle original P 0,647160
Malha Fechada Original T 0,012487
Estrutura sem controle otimizada P ,¢imq 0,483900
Malha Fechada Otimizada T y¢ja 0,010760
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O controlador final obtido calculado sobre a planta da estrutura otimizada pode ser visto
na Tabela 3. Sua funcdo de transferéncia foi verificada e confirmada como sendo estritamente

propria e estavel.

Tabela 3: Controlador final obtido para a abordagem Passiva Estrutural — viga de 8 elementos finitos

-2,751 4,241 11,624 -47,002 2,473 12,508 0,150 2,803 1,232 | -0,423 | 23,55482
5,831 -0,291 56,059 32,867 -3,151 0,979 -0,545 -0,147 -1,280 0,471 | -24,9243
-29,192  -54,428 -15,212 -22,594 9,837 -2,695  -2,532 1,090 10,622 -3,845] 205,3974
71,271 -35,482 39,245 -6,735 -21,522 10,605 -4,218 1,324 -20,373 7,496 | -394,031
-1,890 3,953 -12,245 30,520 -0,383 20,262 1,388 0,153 -0,280 @ 0,076 | -4,95823
-23,999 0,121 -10,989 1,732  -23,565 -4,924 -0,356 0,073 9,002 @ -3,240 | 173,595
-4,529 1,550 -6,004 17,650 -3,025 -7,172 -2,465 8,099 3,737 -1,275] 71,99797
-19,886 1,164 -13,882 4,419 -6,248  -8,681 -17,767 -1,729 14,723 -5,359 | 284,6786
7,090 -0,361 4,984 -1,430 2,519 3,204 3,853 0,724 -6,171 0,717 | -118,463

-22,811 1,161  -15,939 4,643 -8,107 -10,276 -12,388 -2,433 21,238 -7,749 ] 380,8039

-0,043 0,003 0,001 0,000 -0,006 0,006 -0,072 0,005 -1,665 -4,368 0

E notével que houve uma reducio de 25,23% entre as normas H,, da planta da estrutura
original e a otimizada pelo AG. O resultado de malha fechada final obtido com um controlador
calculado sobre a planta otimizada apresentou uma reducdo de 98,34% da norma original. O
gréifico de resposta em frequéncia pode ser visto na Figura 12.

Ja a configuragdo final da viga pode ser vista na Figura 13. A Tabela 4 mostra a largura
final da base da viga para cada elemento.

Por fim, as Figuras 14 e 15, mostram respectivamente os graficos de simulagdo da viga e
dos esforcos de controle necessdrios para a atenuacdo das vibragdes, quando aplicado o sinal
chirp da secdo 6.2 como distirbio de entrada. Percebe-se que houve uma discreta reducdo na
amplitude de vibragcdo da estrutura quando otimizada em relacdo a planta original, ainda que a

diminui¢do do esfor¢o de controle necessario ndo tenha sido significativa.
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Tabela 4: Parametros otimizados da viga pela abordagem Passiva Estrutural — viga de 8 elementos finitos

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Largura inicial (mm) 35 35 35 35 35 35 35 35
Largura final (mm) 44,98 | 45,00 | 44,69 | 45,00 | 39,71 | 38,32 | 38,15 | 30,05

6.3.3. Resultados do Modelo Ativo Serial

Com um tempo total de 117,86 minutos de execucdo, o algoritmo ga apresentou os resultados

numeéricos vistos na Tabela 5:

Tabela 5: Resultados da Abordagem Ativa Serial — viga de 8 elementos finitos

Planta Norma H .,
Estrutura sem controle original P 0,647160
Malha Fechada Original T 0,012472
Estrutura sem controle otimizada P ,tima 0,479100
Malha Fechada Otimizada T y¢ima 0,011271

O controlador final obtido no processo de otimizacdo pode ser visto na Tabela 6. Sua
funcdo de transferéncia foi verificada e confirmada como sendo estritamente propria e estavel.

Nota-se que houve uma reducdo de 25,97% entre as normas H,, da planta da estrutura
original e a otimizada pelo AG. O resultado de malha fechada final obtido com um controlador
calculado sobre a planta otimizada apresentou uma reducdo de 98,25% da norma original. O
grafico de resposta em frequéncia pode ser visto na Figura 16.

J4 a configuragdo final da viga pode ser vista na Figura 17. A Tabela 7 mostra a largura
final da base da viga para cada elemento.

Por fim, as Figuras 18 e 19, mostram respectivamente os graficos de simulagcdo da viga e
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dos esfor¢os de controle necessarios para a atenuacao das vibragdes, quando aplicado sinal chirp
como distirbio de entrada. Percebe-se que houve uma discreta redu¢do na amplitude de vibracdo
da estrutura quando otimizada em relacao a planta original. Ainda assim, a diminui¢do do esforco

de controle necessdrio novamente ndo foi significativa

Tabela 6: Controlador final obtido para a abordagem Ativa Serial — viga de 8 elementos finitos

-4,107 8,211 10,093 -51,849 1,663 11,376 0,686 2,473 -2,143  -0,764 | -39,2589
-15,134 -0,568 -58,059 -32,993 2,129 -2,605 1,728 0,337 -5,891 -2,210 | -108,931
-32,413 52,928 -16,303 -17,538 5,750 @ -1,854 6,111 1,934 -13,999 -5,146 | -258,743
90,616 36,682 40,932 -6,406 -8503 7,410 -7,040 -0,401 33,677 12,556 | 622,362
-2,045 5,454 -11,631 26,912 -0,395 20,637 -0,889 0,078 -0,001 -0,017 | -0,31129
-27,593 0,441 -12,463 2,904 -27,521 -3,929 5,180 0,927 -13,446 -4,934 | -247,929
5,557 2,407 5692  -15,819 3,707 5035 -3,329 -8,411 4,873 1,724 | 89,65422
-27,250 -1,629 -17,928 3,959 -11,611 -7,129 22,982 -0,557 -21,771 -8,035 | -402,315
-10,389 -0,486 -6,717 1,155 -4,793  -2,511 6,033 -0,233 -9,133 -1,767 | -168,011

-33,413 -1,563 -21,517 3,775 -15,414 -8,044 19,417 -0,872 -30,837 -11,348 ] -540,019

0,038 0,003 -0,001 0,000 0,004 -0,007 -0,079 -0,005 -1,662 4,324 0

Tabela 7: Parametros otimizados da viga pela abordagem Ativa Serial — viga de 8 elementos finitos

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Largura inicial (mm) 35 35 35 35 35 35 35 35
Largura final (mm) 45,00 | 45,00 | 45,00 | 44,98 | 43,11 | 30,36 | 30,02 | 30,01

6.3.4. Resultados do Modelo Simultaneo

Com um tempo total de 122,19 minutos de execug¢do, o algoritmo ga apresentou os resultados
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numéricos vistos na Tabela &.

Tabela 8: Resultados da Abordagem Simultinea — viga de 8 elementos finitos

Planta Norma ¥
Estrutura sem controle original P 0,6472800
Malha Fechada Original T 0,0124890
Estrutura sem controle otimizada P ;jma 0,5980200
Malha Fechada Otimizada T ,;jma 0,0024961

O controlador final obtido no processo de otimiza¢do pode ser visto na Tabela 9. Sua

funcdo de transferéncia foi verificada e confirmada como sendo estritamente propria e estavel.

Tabela 9: Controlador final obtido para a abordagem Simultinea — viga de 8 elementos finitos

-0,843  -2,565 9,902 40,937 -0,464 11,946 2,212 3,723 2,274 | 0,783 | 25,943
10,825 2,968 46,703 -26,227 5,854 3,057 -0,069 2,260 4,313 1,510 | -33,895
-21,363  -42,072 -11,108 18,552 @ -6,518 1,128 6,228 | 2,795 -7,747 | -3,806 | 183,485
-61,643 31,782 -30,232 -4,022 -10,361 -6,514 5,899 0,971 -16,025 -5,220] 374,164
4,165 -0,758 11,224 26,341 @ -0,221 -15,309 3,596 1,710 0,583 0,652 2,610
-20,641 1,333 -8,491 -0,340 22,009 -1,248 5,137 2,641 -6,796 -1,554 | 167,590
6,817 1,215 5,208 = 14,085 -1,062 7,529 1,159 -4,772 3,751 1,972 | -65,901
-14,557 2,985 -10,585 -1,423 9,707 -3,176 16,728 1,557 -12,632  -1,933 | 260,235
-5,429 3,325 -3,708 0,217 5,465 -0,908 6,405 2,753 -4,778 | 0,129 | 118,032

-23,583 2,581  -15,748 -3,468 @ 14,209 -6,890 17,814 -0,454 -20,594 | -4,867 | 424,038

2,498 1,501 2,127 3,900 2,944 0,271 1,241 1,144 5,510 -4,552 0

Percebe-se que houve uma reducdo de apenas 7,61% entre as normas H,, da planta da
estrutura original e a otimizada pelo AG. J4 o resultado de malha fechada final obtido com um

controlador calculado sobre a planta otimizada apresentou uma reducdo de 99,6% em relacao a
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norma original. O gréfico de resposta em frequéncia pode ser visto na Figura 20.
Ja a configuragdo final da viga pode ser vista na Figura 21. A Tabela 10 mostra a largura

final da base da viga para cada elemento:

Tabela 10: Parametros otimizados da viga pela abordagem Simultinea — vida de 8 elementos finitos

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Largura inicial (mm) | 35 35 35 35 35 35 35 35

Largura final (mm) | 3781 | 38,05 | 37,17 | 36,61 | 37,80 | 39,59 | 37,67 | 37,21

Por fim, as Figuras 22 e 23, mostram respectivamente os graficos de simulagcdo da viga e
dos esforcos de controle necessdrios para a atenuacao das vibragdes, quando aplicado sinal chirp
como distirbio de entrada. Percebe-se que houve uma reducdo bem mais significativa na
amplitude de vibracdo da estrutura quando otimizada em relacdo a planta original do que os

métodos anteriores, porém, os esforcos de controle necessarios tiveram um aumento significativo.

6.3.5. Comparativo entre os resultados das diferentes abordagens

Sabendo que:

¢ no modelo Passivo Estrutural a otimizacdo via AG € feita somente sobre a planta da
estrutura, tendo um controlador H,, projetado de forma usual via hinflmi para a planta
final da estrutura otimizada;

* no modelo Ativo Serial a otimizacdo via AG € feita somente para a planta da
estrutura, tendo um controlador H,, calculado via hinflmi sobre a planta da estrutura
otimizada a cada iteracdo;

e ¢ por fim, no modelo Simultdneo a otimizacdo via AG é feita sobre planta da

estrutura e controlador a0 mesmo tempo,
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ha algumas observacdes a serem destacadas dentre os resultados apresentados em cada
abordagem. Considerando, por exemplo, os modelos Passivo Estrutural e Ativo Serial, os
resultados similares sdo coerentes, uma vez que ambos otimizam via AG apenas a planta da
estrutura, tendo seu controlador calculado via hinflmi. Neste ponto, ainda que a segunda
abordagem seja iterativa (e por isto tenha demorado mais a convergir), o processo de otimizacao
que parte de parametros de entrada similares acabou por obter resultados similares. Em ambos os
casos, a redu¢cdo da Norma H, foi obtida com sucesso.

A abordagem simultanea, por outro lado, nao obteve os melhores resultados em termos de
reducdo da Norma H,, no que diz respeito a planta estrutural sem controle otimizada. Porém, em
termos da malha fechada obtida apds a otimizagdo de estrutura e controlador, foi a abordagem
que obteve a maior redu¢do de norma e, consequentemente, de amplitude de vibracdo, ainda que
para isto tenha exigido um esfor¢co de controle inicial maior que as demais abordagens. Esta
diferenca em termos de resultado pode ser justificada pela diferenca conceitual da abordagem,
que possui um numero de varidveis muito maior a ser otimizado via AG, implicando em uma
complexidade computacional maior que, além de exigir maior tempo para a convergéncia,
apresenta ainda resultados mais diversificados por varrer um maior espaco de solucdes de forma
estocdstica. Os graficos das Figuras 24 e 25 mostram as curvas de resposta em frequéncia
otimizadas e as simulagdes feitas com a aplicacdo do disturbio de entrada de cada método para
comparag¢do de ganho em relacdo a planta da estrutura original ndo otimizada.

Quanto as formas finais de viga obtidas, mais uma vez a abordagem simultanea apresenta
resultados bem diferentes das demais: o tamanho final dos elementos variou mais do que nas
abordagens Passiva Estrutural e Ativa Serial, resultando em uma viga de formato mais
homogéneo devido a otimizagado efetiva dos elementos mais préximos do engaste, diferentemente
das outras abordagens. A Figura 26 mostra a comparacio dos formatos finais de viga obtidos. E
importante ressaltar que a cruva suavizada € uma interpolacdo e, portanto, € um recurso
empregado meramente com a inten¢cdo de uma melhor visualiza¢io dos resultados.

A Tabela 11 mostra alguns dados comparativos de forma resumida das trés abordagens:
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Tabela 11: Comparativo entre abordagens — viga de 8 elementos finitos

Passiva

Ativa Serial | Simultanea
Estrutural S S

Tempo de execucao do algoritmo (min) 19,6 117,86 122,19
Reduga(z da Norma H , de P ,4ipq €M 25,23% 25.97% 7.60%
relaciao a P

Reduga(z da Norma H , de T y;i;nq €M 13,83% 9,63% 80,01%
relacioa T

Redugaq da Norma H , de T y;ijnq €M 98,34 % 98,25 % 99,60%
relaciao a P

Esforco maximo de controle de T y¢imq 0,002647 0,002697 0,033846
(N.mm)

Posic¢io vertical maxima da extremidade

da viga submetida ao distirbio em T ;4 0,00053 0,00056 0,00053

(mm)
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Figura 12: Passiva Estrutural: curvas de resposta em frequéncia para a viga de 8 elementos finitos



Vista superior da viga ofimizada: Abordagem Passiva Estrutural
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Figura 13: Passiva Estrutural: vista superior da viga de 8 elementos finitos otimizada
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Figura 14: Passiva Estrutural: simulacdo com sinal chirp como distirbio de entrada para a viga de 8 elementos finitos
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Figura 15: Passiva Estrutural: esforcos de controle necessarios para a viga de 8 elementos finitos
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Figura 16: Ativa Serial: curvas de resposta em frequéncia para a viga de 8 elementos finitos



Vista superior da viga ofimizada: Abordagem Afiva Serial
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Figura 17: Ativa Serial: vista superior da viga de 8 elementos finitos otimizada
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Figura 18: Ativa Serial: simulacio com sinal chirp como distirbio de entrada para viga de 8 elementos finitos
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Figura 19: Ativa Serial: esforcos de controle necessarios para viga de 8 elementos finitos
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Figura 21: Simultinea: vista superior da viga de 8 elementos finitos otimizada
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Figura 22: Simultinea: simulacio com sinal chirp como distirbio de entrada para viga de 8 elementos finitos
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Figura 23: Simultinea esforcos de controle necessarios para viga de 8 elementos finitos
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Estrutural i
'
il

— Matha fechada Ativa Serial

]
Wm
30

I
strutura sem controle original

Malha fechada Simultinea
Ir
1

07
o

|

.\
l
Tempo (s)

Vibragdo da viga submeftida ao distirbio: Comparativ
I I I

@;

|

79



08

Largura da base (mm)

]
L ]

Vista superior da viga ofimizada: Comparativo

-*-.Lh_____ﬂ_ﬂ,**"' .*\

— — — Passiva Estrutural
------ Ativa Serial
— Simultanea
| | | | L I |
200 400 G 200 1000 1200

Comprimento (mm)

Figura 26: Comparativo entre abordagens: formatos finais da viga de 8 elementos finitos



6.4. Viga engastada dividida em 20 elementos finitos

6.4.1. Parametros da estrutura

Neste conjunto de testes, a viga engastada da Figura 7 foi dividida em 20 elementos finitos,

resultando em 40 GDLs na malha, onde:

¢ amedigdo de sinal serd feita no grau de liberdade de deslocamento vertical 39;
e o sinal de controle momento serd aplicado no grau de liberdade de rotagdo 20;

e ¢ o distdrbio de entrada momento serd aplicado no grau de liberdade de rotagdo 10.

Estes graus de liberadade foram escolhidos de forma que a medicdo e a aplicagdo dos
sinais de distdrbio e de controle possam ser feitos no mesmo ponto da viga em que foram feitos

na simulacdo anterior, com a viga dividida em 8 elementos finitos.

1 3 5 7 35 37 39
Z B o 77 espessura
A A WA WA A A A largura
2 3 6 g 36 38 40
4.' “I' ‘IP *If *If ‘Ik -‘l' dl‘
0 55 110 165 220 990 1045 1100 (mm)

Figura 27: Relacio de GDLs da viga de 20 elementos finitos

As caracteristicas da viga e as informagdes necessdrias para o projeto da estrutura e do
controlador foram mantidas as mesmas apresentadas na Tabela 1.
Seguem na sequéncia os resultados obtidos para cada abordagem considerando a viga de

20 elementos finitos.
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6.4.2. Resultados do Modelo Passivo Estrutural

Com um tempo total de 30,47 minutos de execu¢do, o algoritmo apresentou os resultados

numeéricos vistos na Tabela 12.

Tabela 12: Resultados da Abordagem Passiva Estrutural — viga de 20 elementos finitos

Planta Norma H ,
Estrutura sem controle original P 0,647290
Malha Fechada Original T 0,012462
Estrutura sem controle otimizada P timq 0,496630
Malha Fechada Otimizada T y¢jma 0,010477

O controlador final obtido calculado sobre a planta da estrutura otimizada pode ser visto
na Tabela 19. Sua funcdo de transferéncia foi verificada e confirmada como sendo estritamente
propria e estavel.

Como pode ser notado, houve uma redugdo de 23,27% entre as normas H,, da planta da
estrutura original e a otimizada pelo AG, praticamente a mesma redug¢do ocorrida na viga
dividida em 8 elementos. O resultado de malha fechada final obtido com um controlador
calculado sobre a planta otimizada apresentou uma reducdo de 15,93% em relagdo a malha
fechada original, representando uma reducéio total de 98,38% em relacdo a norma da estrutura
inicial. O gréfico de resposta em frequéncia pode ser visto na Figura 28.

J4 a configuracdo final da viga pode ser vista na Figura 29. A Tabela 13 mostra a largura

final da base da viga para cada elemento:

Tabela 13: Parametros otimizados da viga pela abordagem Passiva Estrutural — viga de 20 elementos finitos

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Largura inicial (mm) 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
Largura final (mm) 449 | 45,0 | 449 | 450 | 448 |1 449 (4491396 | 37,1 | 39,1
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Elemento 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Largura inicial (mm) 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35

Largura final (mm) 43,91 38,0449 395|429 | 380 | 42,1 | 38,4 34,0 37,2

Por fim, as Figuras 30 e 31, mostram respectivamente os graficos de simulagdo da viga e
dos esforcos de controle necessarios para a atenuacao das vibragdes, quando aplicado sinal chirp
como distdrbio de entrada. Mais uma vez percebe-se que houve uma reducao suave na amplitude
de vibracdo da estrutura quando otimizada em relagdo a planta original, ainda que a diminuicao

do esforco de controle necessdrio ndo tenha sido significativa.

6.4.3. Resultados do Modelo Ativo Serial

Com um tempo total de 232,13 minutos de execucdo, o algoritmo ga apresentou os resultados

numéricos vistos na Tabela 14:

Tabela 14: Resultados da Abordagem Ativa Serial — viga de 20 elementos finitos

Planta Norma ¥ .,
Estrutura sem controle original P 0,647290
Malha Fechada Original T 0,012459
Estrutura sem controle otimizada P ,timq 0,483200
Malha Fechada Otimizada T y¢ima 0,010807

O controlador final obtido no processo de otimiza¢do pode ser visto na Tabela 20. Sua
funcdo de transferéncia foi verificada e confirmada como sendo estritamente propria e estavel.
Nota-se que houve uma reducdo de 25,35% entre as normas H,, da planta da estrutura

original e a otimizada pelo AG. O resultado de malha fechada final obtido com um controlador
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calculado sobre a planta otimizada apresentou uma redu¢do de 98,33% em relagdo a norma
original da estrutura. A reducdo da Norma H,, da malha fechada otimizada em relacdo a malha
fechada original de 13,26% foi um pouco maior do que o resultado obtido para a viga de 8
elementos, de 9,63%. O grafico de resposta em frequéncia desta abordagem pode ser visto na
Figura 32.

Ja a configuracdo final da viga pode ser vista na Figura 33. A Tabela 15 mostra a largura

final da base da viga para cada elemento.

Tabela 15: Parametros otimizados da viga pela abordagem Ativa Serial — viga de 20 elementos finitos

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Largura inicial (mm) 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
Largura final (mm) 45,0 | 44,9 | 45,0 | 45,0 | 45,0 | 45,0 | 44,6 | 44,9 | 44,3 | 44,9

Elemento 1 | 12 ( 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
Largura inicial (mm) 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
Largura final (mm) 42,4 | 40,3 | 43,0 | 36,1 | 34,7 | 37,7 | 30,1 | 30,6 | 30,0 | 30,1

Por fim, as Figuras 34 e 35, mostram respectivamente os graficos de simulagcdo da viga e
dos esforcos de controle necessdrios para a atenuacao das vibragdes, quando aplicado sinal chirp
como distirbio de entrada. Percebe-se que houve uma discreta redu¢do na amplitude de vibracdo
da estrutura quando otimizada em relacao a planta original. Ainda assim, a diminui¢do do esforco

de controle necessdrio novamente ndo foi significativa

6.4.4. Resultados do Modelo Simultaneo

Com um tempo total de 559,12 minutos de execucdo, o algoritmo ga apresentou os resultados

numéricos vistos na Tabela 16.
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Tabela 16: Resultados da Abordagem Simultianea — viga de 20 elementos finitos

Planta Norma H
Estrutura sem controle original P 0,6472900
Malha Fechada Original T 0,0124620
Estrutura sem controle otimizada P ,;i;nq 0,5806100
Malha Fechada Otimizada T yti;ma 0,0016173

O controlador final obtido no processo de otimizacdo pode ser visto na Tabela 21. Sua
funcdo de transferéncia foi verificada e confirmada como sendo estritamente propria e estavel.

Percebe-se que houve uma reducdo de apenas 10,30% entre as normas H,, da planta da
estrutura original e a otimizada pelo AG. J4 o resultado de malha fechada final obtido com um
controlador calculado sobre a planta otimizada apresentou uma redugdo de 99,75% em relacdo a
norma original. O gréfico de resposta em frequéncia pode ser visto na Figura 36.

Ja a configuragdo final da viga pode ser vista na Figura 37. A Tabela 17 mostra a largura

final da base da viga para cada elemento:

Tabela 17: Parametros otimizados da viga pela abordagem Simultinea — viga de 20 elementos finitos

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Largura inicial (mm) 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
Largura final (mm) 39,26 138,75138,5837,65140,30( 36,76 | 38,26 37,97 39,30 | 38,55

Elemento 1 | 12 ( 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 19 20
Largura inicial (mm) 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
Largura final (mm) 37,61(38,47(37,01|38,80]|37,84|39,76 (38,18 36,25 38,33 | 38,73

Por fim, as Figuras 38 e 39, mostram respectivamente os graficos de simulacio da viga e
dos esforcos de controle necessdrios para a atenuacao das vibragdes, quando aplicado sinal chirp
como distirbio de entrada. Percebe-se que houve uma reducdo bem mais significativa na

N

amplitude de vibracdo da estrutura quando otimizada em relacdo a planta original do que os
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métodos anteriores, porém, os esfor¢os de controle necessarios tiveram um aumento significativo.

6.4.5. Comparativo entre os resultados das diferentes abordagens

Partindo das mesmas consideracdes da secdo 6.3.5, a simulacao da viga dividida em 20 elementos
finitos comprovou os resultados obtidos no caso de teste anterior, composto de 8 elementos. O
comportamento dos algoritmos em cada método manteve-se 0 mesmo em termos de tempo de
execugdo, reducdo de norma, esforco de controle e formato de viga. Os grificos das Figuras 40 e
41 mostram as curvas de resposta em frequéncia otimizadas e as simulagdes feitas com a
aplicacdo do distirbio de entrada de cada método, em detrimento a planta da estrutura original
nao otimizada. Da mesma forma, a Figura 42 mostra a comparacao dos formatos finais de viga
obtidos, mais uma vez obtidos por interpolag¢do para melhor visualiza¢do dos resultados.
Novamente, a abordagem simultanea foi a que obteve os melhores resultados em termos
de reducdo de norma H,, da malha fechada otimizada. Da mesma forma, a redu¢do da norma
H, da planta da estrutura otimizada teve uma reducdo muito pequena em relacdo a planta
original, de apenas 10,30%. A Tabela 18 mostra alguns dados comparativos de forma resumida

das trés abordagens:

Tabela 18: Comparativo entre abordagens estudadas — viga de 20 elementos finitos

Passiva . . . A
Ativa Serial | Simultanea
Estrutural

Tempo de execucao do algoritmo (min) 30,47 232,13 559,11
Reduciao da Norma H , de P ,;;,,, €em relaciao a P 23,27% 25,35% 10,30%
Reduciao da Norma H, de T y;i;n, em relacaoa T 15,93% 13,26% 87,02%
Reduc¢ao da Norma H , de T 4, €em relacio a P 98,38% 98,33% 99,75%
Esforco maximo de controle de T ,;;p,, (N.mm) 0,002187 0,002252 0,065965
Posu_,;ao. vertlcal' maxima da extremidade da viga 0,00050 0,00055 0,00052
submetida ao distarbio em T ,;;,,,, (mm)
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Figura 28: Passiva Estrutural: curvas de resposta em frequéncia para viga de 20 elementos finitos



Vista superior da viga ofimizada: Abordagem Passiva Estrutural
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Figura 29: Passiva Estrutural: vista superior da viga de 20 elementos finitos otimizada
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Figura 30: Passiva Estrutural: simulacio com sinal chirp como distirbio de entrada para viga de 20 elementos finitos
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Figura 31: Passiva Estrutural: esforcos de controle necessarios para viga de 20 elementos finitos
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Figura 32: Ativa Serial: curvas de resposta em frequéncia para viga de 20 elementos finitos



Vista superior da viga ofimizada: Abordagem Ativa Serial
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Figura 33: Ativa Serial: vista superior da viga de 20 elementos finitos otimizada
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Figura 34: Ativa Serial: simulacdo com sinal chirp como distirbio de entrada para viga de 20 elementos finitos
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Figura 35: Ativa Serial: esforcos de controle necessarios para viga de 20 elementos finitos
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Vista superior da viga ofimizada: Abordagem Simultinea
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Figura 38: Simultanea: simula¢io com sinal chirp como distirbio de entrada para viga de 20 elementos finitos
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Resposta em frequéncia: Comparativo
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Figura 40: Comparativo entre abordagens: curvas de resposta em frequéncia para viga de 20 elementos finitos
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Wista superior da viga ofimizada: Comparativo
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6.5. Analise dos resultados

De acordo com os graficos resultantes e os dados levantados em cada simulacdo apresentada, seja
da viga dividida em 8 ou 20 elementos, percebe-se que em termos de formato de viga resultante
as abordagens Passiva Estrutural e Ativa Serial possuem resultados similares: os elementos
iniciais (mais proximos do engaste) tiveram a largura de base proximas do limite lateral médximo
especificado como restri¢do linear, enquanto que os elementos medianos e mais préximos da
extremidade livre tiveram maior variagdo em sua largura final. Da mesma forma, possuem curvas
semelhantes em termos de FRF e esfor¢co de controle, tendo projetado controladores que, embora
demandem menor esfor¢o para a atenuacio das vibracdes, precisam de mais tempo para a efetiva
reducdo das mesmas.

A abordagem simultinea, por sua vez, obteve resultados diferenciados: o formato final da
viga é mais uniforme do que nas demais abordagens uma vez que a variabilidade das larguras
resultantes em torno da média é menor. Diferenciada também foi a reducdo da Norma H,, da
planta estrutural otimizada, bem menor que nas demais abordagens, e da malha fechada final,
cuja reducgdo foi significativamente maior. Isto pode ser explicado pelo melhor acoplamento das
dindmicas da estrutura e do controlador mencionado como uma das caracterisitcas do método
simultaneo, resultando em uma estrutura com norma menos otimizada, mas em um sistema final
de estrutura e controlador com norma bem inferior aos sistemas resultantes dos demais métodos.

O projeto simultaneo também apresentou um menor intervalo de tempo para que as
vibragdes tivessem uma atenuacao efetiva. Porém, a maior rapidez foi obtida em detrimento de
um esfor¢o de controle muito maior, como observado nas Figura 23 e Figura 39. Ainda que neste
caso se necessite de um atuador mais potente para o controle da estrutura, este aumento no
esforco e consequente reducdo no tempo necessdrio para uma redugdo efetiva pode ser
particularmente 1util em sistemas onde vibra¢des sdo potencialmente danosas ao desempenho do
mesmo e necessitam ser atenuadas mais rapidamente.

Em termos de amplitude de vibracdo, os trés métodos obtiveram resultados muito
similares em termos de posi¢do vertical mdxima da extremidade da viga quando a mesma foi
submetida ao disturbio chirp especificado na secdo 6.2 do trabalho.

Por fim, o tempo de simulacio dos métodos tradicionais foram consideravelmente
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menores do que o tempo do método simultaneo. Isto pode ser explicado pelo nimero de varidveis
de otimizacdo deste dltimo ser muito superior dada a necessidade de otimizar via AG nao

somente a largura da base da viga como também as varidveis do controlador.
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7. CONCLUSOES

Considerando o processo de otimizagdo simultinea proposto via Algoritmos Genéticos, vdrias
conclusdes podem ser obtidas. Primeiramente, € importante ressaltar a dificuldade em configurar
os parametros de execu¢do de um AG. Ainda que alguns trabalhos apresentem suas conclusdes,
cada problema tem suas préprias restricdes e deve ser direcionado de forma correta no que diz
respeito a escolha de operadores e elementos a serem inclusos no processo. Este direcionamento
nao ¢é feito de outra forma sendo através de diversos testes praticos e observacdes que levem a
solucdo mais préxima possivel dos propodsitos desejados em um tempo hdbil determinado.
Portanto, € importante lembrar que ainda que as curvas obtidas sejam uma boa solu¢do em termos
de custo/beneficio computacional, resultados melhores poderiam ter sido obtidos com conjuntos
de parametros e com critérios de parada menos flexiveis do que os escolhidos.

Por outro lado, ao longo de sua execu¢do o AG ajusta sucessivamente uma solu¢do inicial
de acordo com os critérios impostos pelos seus parametros. De acordo com o nivel de adequacdo
da solucd@o encontrada em cada iteracdo algoritmica, ela perde suas caracteristicas que a afastam
do objetivo do processo de otimizacdo e tem suas melhores caracteristicas continuadas,
cumprindo os objetivos de evolucdo populacional do AG. No mais, é possivel configurar os
diferentes parametros desta técnica de forma que as solucdes possam ser direcionadas as
necessidades de projeto. Esta caracteristica torna o AG mais flexivel do que abordagens mais
classicas, como a Programacdo Sequencial Quadritica utilizada em (DE PAIVA, 2009),
permitindo que uma mesma implementacdo possa resultar em solucdes diferentes apenas com
ajustes em seus parametros de execugao.

Como base para o processo de otimizacdo simultanea usado neste trabalho, os AGs
mostram bons resultados em tempos de execucdo aceitdveis se configurados com elementos e
operadores que apresentem certa factibilidade ao longo da evolucdo das solucdes. Ainda que
variabilidade populacional seja uma das demandas da técnica, conclui-se que uma variabilidade
muito além do espago de solugdes pode tornar esta op¢do custosa em termos de tempo e esfor¢o
computacional dentro dos objetivos de projeto de estrutura e controle levantados neste trabalho.

A conclusdo obtida quanto ao uso de Algoritmos Genéticos, entdo, é que a técnica € de
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facil entendimento tedrico, porém, apresenta alguns aspectos de dificil constatacdo na prética: é
notavel que nos processos bioldgicos o cruzamento de material genético leva a caracteristicas
visiveis que permitem uma percepcdo razoavelmente clara a respeito da hereditariedade
envolvida; computacionalmente, no entanto, a tradu¢cdo de informacdes em resultados por vezes
de dificil visualizagdo, mas eficientes (exemplo da antena apresentada no capitulo 1), torna este
método de otimizacdo um tanto quanto complexo no que concerne a escolha dos elementos
envolvidos.

Quanto ao projeto simultaneo de estrutura e controlador no escopo dos AGs, a reducio da
norma H,, do sistema foi de fato verificada, ainda que o grande nimero de parametros a serem
otimizados o tenha tornado mais custoso em termos de tempo e tenha exigido maiores esforcos de
controle que as demais abordagens testadas. Analisando os resultados comparativos mostrados,
comprova-se a teoria de que a simultaneidade de otimizacdo aumenta a cooperacdo entre
estrutura e controle: a planta da estrutura otimizada por si s6 possui norma maior que a das
demais abordagens, enquanto que juntamente com o controlador otimizado, possui o melhor
resultado, sugerindo que a obten¢do de bons resultados estd atrelada ao seu uso conjunto. Este
comportamento obtido nas simulagdes vai ao encontro das observagdes feitas por diversos
autores citados ao longo do trabalho, confirmando que o acoplamento das dindmicas da estrutura
e do controlador € de fato algo benéfico para o sistema como um todo.

Da mesma forma, comparando-se os gréaficos das figuras 26 e 42 percebe-se claramente
que a otimizac¢do concomitante de estrutura e controlador resultou em uma viga de forma bem
diferenciada daquelas geradas via modelo Passivo Estrutural e Ativo Serial, comprovando que a
maior variabilidade de individuos (neste caso, introduzida pelo aumento no nimero de varidveis
de otimizagdo) garante uma busca mais ampla pelo espaco de solu¢des do problema. A
homogeneidade da viga final obtida também pode ser vista como uma vantagem por melhor
distribuir a carga imposta por seu proprio peso e diminuir assim as diferencas estruturais ao longo
da mesma. Ainda assim, € importante mencionar que os formatos 6timos obtidos podem ser
invidveis na pratica devido a complexidade e ao custo de producdo associados ao processo de
manufatura de vigas com as variacdes geométricas observadas nos resultados.

No entanto, o projeto simultineo demonstrou necessidade de esforcos de controle
significativamente maiores do que as demais abordagens. Ainda que este aumento de esforcos

seja esperado, dependendo do contexto de aplicacdo da técnica, isto pode ser um impedimento
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devido a necessidade de reducdo de custos com atuadores ou mesmo, de peso, uma vez que
atuadores mais potentes normalmente sdo fisicamente maiores. Por outro lado, este
comportamento pode ser insignificante perante aos beneficios que a abordagem traz devido a
maior cooperacdo entre as plantas da estrutura e do controlador, por exemplo, a reducdo da
amplitude de vibracdo de maneira mais efetiva que as demais técnicas em um intervalo de tempo
menor. Portanto, em projetos onde ndo ha restricdes de atuadores a serem implementados, o
maior esfor¢co de controle exigido pela abordagem deixa de ser um impedimento pratico.

Outro ponto negativo do projeto simultaneo pode ser o tempo necessdrio para a obtencao
dos parametros otimizados de estrutura e controlador. A abordagem simultanea foi mais custosa
em termos de tempo nas simulacdes computacionais devido ndo somente aos parametros de
configuracdo do Algoritmo Genético, mas principalmente devido ao maior nimero de varidveis
envolvidas. Porém, também neste ponto hé alternativas computacionais para que o problema de
tempo possa ser, se ndo completamente solucionado, pelo menos amenizado. Uma possibilidade
seria, por exemplo, paralelizar a solu¢ao de Algoritmo Genético utilizada.

E possivel entio perceber através dos resultados obtidos que o projeto de estruturas
controladas otimizadas simultaneamente via Algoritmos Genéticos ndao sé é factivel, como
também pode ser vantajoso em diversos aspectos. A abordagem simultanea, relativamente
recente, de fato se mostrou eficiente na busca por um resultado 6timo global do sistema devido ao
seu conceito de acoplamento das dindmicas da estrutura e do controlador no processo de
otimizacdo. Por sua vez, o uso do Algoritmo Genético também apresentou resultados bastante
interessantes, comprovando ser uma técnica computacionalmente robusta quando aplicada no
contexto de projetos de estruturas controladas. Conclui-se, portanto, que a combinacdo das
técnicas foi eficiente e satisfez o propdsito de atenuacdo de vibracdes em estruturas flexiveis
proposto por este trabalho.

Feitas algumas observacOes pertinentes as técnicas e abordagens usadas, fica como
sugestdo para trabalhos futuros a inclusdo de restri¢do para os esforcos de controle a serem
obtidos, ou ainda, a aplicacdo de técnicas de otimizagdo multiobjetivo, que conseguem trabalhar
sobre duas ou mais func¢des objetivo a0 mesmo tempo permitindo assim que os esforcos possam
ser também otimizados. O préprio algoritmo genético poderia assim ser implementado para
atender as necessidades do projeto simultdneo com multiplas fungdes.

Também seria interessante a investigacdo de melhorias no algoritmo genético de modo

106



que o tempo de obtencdo de resultado pudesse ser reduzido, ou mesmo, a investigacdo de

métodos computacionais que possam atender ao projeto simultdneo de forma mais rapida.
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APENDICE A - ESTABILIDADE DE LYAPUNOV

No final do século XIX, mais precisamente em 1892, Lyapunov estabeleceu um método para
andlise de estabilidade de um sistema baseado diretamente nas equacdes diferenciais que o
compdem. Partindo do fato de que se a energia mecanica total de um sistema fisico decresce até
um minimo local em um ponto de equilibrio este ponto é assintoticamente estavel, Lyapunov
generalizou as consideracdes de energia para qualquer sistema que pudesse ser avaliado por
funcdes escalares das varidveis de estado (MONTEIRO, 2006).

De maneira resumida, ele estabeleceu que uma equagao do tipo x = Ax € estdvel quando

existe uma matriz A que faca verdadeira duas assertivas:

¢ A candidata a Fun¢do de Lypaunov V(x) deve ser definida positiva:

V(ix) =xTQx>0; (A)

e Sua derivada V(x) deve ser negativa semi-definida:

V(ix) =xTQx +xTQx < 0. (B)
Das Equacgdes (A) e (B) tem-se entdo:
ATQ+QA<0, com Q=QT e Q>0. ©
Caso a condi¢do necessdria e suficiente de Q ser positiva definida seja garantida, a matriz
A serd estdvel. Se existir ainda uma matriz () simétrica positiva definida que fagca com que a
solugdo da Equacdo (C) seja unica, a matriz A entdo é definida como assintoticamente estavel.

Em qualquer outra situacdo de Q, os autovalores de A teriam partes reais positivas € o sistema

seria, portanto, instivel (MEIROVITCH, 1970).
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APENDICE B - CONCEITOS COMPLEMENTARES

B.1 NORMA

Sendo V um espaco vetorial com produto interno, uma fun¢do € chamada de norma se para

quaisquer v e w em V as seguintes propriedades forem verdadeiras (BOLDRINI, COSTA, et al.,
1986):

llv|| = 0e||lv|]| = 0seesomentesev =0
llav|l = |a|||vl|
[[{v, )| < V]l lwl|

lv+wll < lvll + [wll .

(D)

B.2 VALOR SINGULAR MAXIMO

Sendo A,,,, O maior autovalor de uma matriz M qualquer e sabendo-se que autovalores

satisfazem a condi¢do

Mw=1w, (E)

ou ainda,

wMw=wilw, (F)

o valor singular maximo de M ¢ dado entao por:

Omax(M(5)) =\ Amax(M*(jw) M(jw)) . (G)
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B.3 COMPLEMENTO DE SCHUR

Segundo Strang (2005) dada uma matriz:

_[A B

X_BTC

(H)

onde A = AT. Se det (A) # 0 entdo o Complemento de Schur de X em relacio a A é definido
por:

CS=C—-BTA1B. D

Este conceito permite que desigualdades que envolvam ndo linearidades possam ser

convertidas em LMIs. Pode-se escrever entdo que
C>0 e C—-B"™A"'B>0, @)

¢ equivalente a

A B

o7 C]>o. (K)

B.4 TRANSFORMACAO DE CONGRUENCIA

Para que duas matrizes simétricas A e B sejam congruentes, € necessdria a existéncia de uma

terceira matriz T ndo-singular que respeite a relagao:
B=TTAT. @)

Sendo congruentes, tem-se que B > 0 se e somente se 4 > 0.
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B.5 NORMA £,

A norma £, é definida como:

1 oo
Ix@llz = |5 f X+ (j) X (jo)daw ™)
ou em funcao do tempo como
Ix@llz = | [ x2(0de. ™
0

sendo definida como o valor RMS (root mean square) da soma dos quadrados das normas dos

modos individuais.

B.6 NORMA DE HANKEL

A norma de Hankel de uma func¢do de transferéncia G(s) estavel é definida como sendo

lG()llg = P1(G(S)) , O)

onde pl(G(s)) denota o maior valor singular de Hankel de G(s), ou seja, o estado de maior

energia do sistema.
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B.7 REALIZACAO MINIMA BALANCEADA DE UM SISTEMA

Um sistema G(s) é dito uma realizagao minima balanceada de um sistema na forma

X = Ax + Bu

y — Cx _l_ Du com Anxn' an?‘" men € Dmxr (P)

quando sua matriz A possuir a menor dimensdo possivel e todos os seus estados ndo controldveis

e ndo observaveis forem eliminados, garantindo entdo que:

e amatrizM =[B AB A*’B .. A™1B] écontroldvel;
e amatrizO =[C CA CA?%? .. CA™ 1T éobservivel.
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Tabela 19: Controlador final obtido para a abordagem Passiva Estrutural — viga de 20 elementos finitos

-1,6E+00 | -2,2E+01 | -6,6E+00 | 4,8E+00 | 1,8E+00 | 3.4E+00 | -9,7E+00 | 1,0E+01 | -24E-01 | 3,3E+00 | 1,3E+00 | -4,0E+00 | 1,8E+01 | 1,1E+01 | 1,0E+01 | -1,5E+01 | 6,6E+00 | -1,9E+01 | 1,4E+00 | -1,9E+01 | -3,4E+01 | 15E+01
3,3E+01 | -5,6E+00 | 1,6E+01 | 2,5E+00 | -81E-02 | -1,7E+01 | -5,3E+01 | 2,5E+01 | -1,6E+01 | -24E+01 | 1,3E+01 | -37E+01 | -1,5E+01 | -3,1E+01 | 2,8E+01 | -6,5E+00 | -2,2E+01 | -2,2E+01 | -44E+00 | -2,1E+01 | -2,8E+01 | 1,2E+01
-7,7E+00 | -1,5E+01 | -35E+01 | -2,4E+02 | -1,4E+01 | -7,0E+01 | 83E+01 | -25E+01 | 4,3E+00 | -14E+01 | -4,7E+01 | 4,2E+01 | 2,6E+01 | 1,9E+01 | -2,3E+01 | 12E+01 | 33E+01 | 24E+01 | -1,2E+01 | 1,8E+01 | 2,3E+01 | -2,8E+01
1,3E401 | 4,3E400 | 2,7E+02 | -5,9E+01 | -2,1E+02 | 37E+01 | 9.9E+01 | -44E+01 | 2,0E+01 | 2,3E+01 | -4,7E+01 | 6,5E+00 | -5,6E+01 | -1,6E+01 | -26E+01 | 21E+01 | 7,E+01 | 7,3E+01 | -1,0E+01 | 7,3E+01 | 2,7E+01 | 3,8E+00
1,1E+00 | 3,0E+00 | 2,5E+01 | 1,8E+02 | -2,8E+01 | -4,6E+02 | 1,1E+02 | 2,8E+01 | -1,8E+01 | -1,6E+01 | -2,7E+01 | 1,6E+01 | -9,1E+01 | 31E+01 | -2,2E+01 | -35E+01 | -1,6E+01 | 2,8E+01 | 32E+01 | 89E+00 | 33E+00 | 4,0E+00
45E+00 | 1,9E+01 | B1E+01 | -45E+00 | 50E+02 | -1,1E+02 | -1,1E+01 | 3,6E+01 | -8,3E+01 | -1,7E+02 | -37E+01 | -37E+01 | -1,1E+02 | 5,9E-01 | -4,9E+01 | -5,5€+01 | 1,4E+01 | 1,1E+01 | 4,8E+01 | 20E+01 | -4,8E+00 | -4,2E+01
1,8E401 | 5,1E+01 | -5,7E+01 | -8,2E+01 | -9,7E+01 | 2,0E+01 | -5,5E401 | -3,5E+02 | -1,2E400 | -8,8E+01 | 1,8E+02 | -1,9E+02 | -9,7E+00 | -5,7E+01 | -1,7E+01 | 3,0E+01 | 4,7E+01 | 6,9E+01 | -1,7E+01 | -6,4E+01 | -5,8E+01 | -7,9E+01
-2,8E+00 | -21E+01 | 2,9E+01 | -3,1E+01 | -5,6E+00 | 7,5E+00 | 3,7E+02 | -0,3E+01 | -1,6E+02 | -38E+02 | -7,2E+00 | -2,3E+02 | 1,6E+02 | -9,6E+01 | 85E+01 | -2,1E+01 | 40E+01 | 1,2E+01 | -31E+01 | -2.4E+01 | 8,1E+00 | 1,1E+02
2,0E+00 | 1,6E+01 | -9,7E+00 | -1,7E+01 | 3,7E+01 | 1,3E+01 | -3,1E+00 | 1,2E+02 | -1,8E+02 | 1,3E+02 | 1,5E+02 | 6,4E+01 | -8,1E+01 | 3,7E+00 | -1,5E+01 | -4,4E+01 | -4,9E+01 | 5,8E+01 | -1,1E+02 | 1,6E+02 | -3,0E+01 | 6,56+01
1,3E400 | 2,4E+01 | 3,0E+00 | -3,1E+01 | 7,0E+01 | 64E+01 | 1,1E+02 | 32E+02 | -8,6E+01 | -2,0E+02 | 3,4E+02 | 7,1E+01 | -6,6E+01 | -1,5E+01 | 15E+01 | 1,1E+02 | 1,2E+01 | 2,8E+01 | -51E+01 | 6,1E+01 | -2,9E+01 | 6,3E+01
-6,1E+00 | -1,1E+01 | 2,6E+01 | 58E+01 | 9,2E+00 | 3,8E+01 | -1,7E+02 | 2,0E+01 | -1,8E+02 | -2,7E+02 | -2,5E+01 | 4,5E+02 | 1,1E+02 | -1,8E+02 | -32E+00 | 1,1E+02 | 8,8E+01 | 14E+02 | -6,7E+01 | -1,8E+01 | 4,3E+01 | -7,7E+01
4,7E+00 | 3,7E+01 | -8,2E+00 | 2,7E+01 | 2,6E+01 | 2,0E+01 | 2,0E+02 | 1,8E+02 | -9,7E+01 | -1,1E+02 | -41E+02 | -1,0E+02 | -3,8E+02 | -1,2E+01 | -4,0E+01 | 8,6E+01 | 14E+02 | -82E+01 | -1,1E+02 | -1,9E+01 | -9,4E+01 | 2,4E+01
-8,9E+00 | 2,3E+01 | -2,8E+00 | 1,8E+01 | 3,3E+01 | -2,0E+01 | 3,5E+01 | -5,6E+01 | 1,1E+02 | 4,2E+01 | -1,5E402 | 4,9E+02 | -1,5E+02 | -44E+02 | 32E+01 | -29E+01 | 57E+01 | -1,1E+01 | -6,7E+01 | 4,8E+01 | -64E+01 | 1,0E+01
-2,0E+01 | 34E+01 | -34E+01 | 1,5E401 | -3,3E+01 | 37E+01 | 36E+01 | 15E+01 | -1,2E+02 | -1,0E+01 | 1,7E+02 | 2,0E400 | 4,9E+02 | -5,6E+01 | 1,7E+02 | 37E+02 | -2,3E+02 | 35E+02 | 2,5E+02 | -1,7E+02 | -8,6E+01 | -5,4E+01
8,6E+00 | -2,3E+01 | 31E+01 | -31E+01 | 39E+00 | -0,6E+00 | 4,8E+01 | -1,1E+02 | -1,9E+02 | 39E+01 | -2,0E+01 | 82E+01 | -14E+02 | -4,8E+01 | 38E+01 | 24E+02 | 22E+02 | 6,3E+01 | 25E+02 | -44E+02 | 1,2E+02 | -2,1E+02
84E+00 | 3,3E-01 | 51E+00 | 1,4E+01 | 53E+01 | 20E+00 | 1,8E+00 | 2,3E+01 | -3,0E+01 | -7,5E+01 | -1,0E+02 | -0,8E+01 | -2,6E+01 | -3,3E+02 | -1,2E+02 | -8,7E+01 | 44E+02 | 1,3E+02 | 6,1E+02 | -2,5E+02 | 7,8E+00 | 89E+01
A,7E+01 | 2,3E+01 | -5,8E+01 | -1,3E+01 | 5,2E+01 | 1,3E+01 | -Q,1E+01 | -2,2E+01 | 1,3E+01 | 3,6E+01 | -1,0E402 | -1,6E+02 | -4,2E+01 | 3,1E+02 | -1,0E+02 | -3,6E+02 | -1,1E+02 | -7,3E+02 | 4,0E+02 | -7,9E+01 | -3,5E+01 | -1,9E+02
-6,9E-01 | 1,1E+01 | -3,1E+01 | 1,3E+01 | -45E+01 | -1,4E+01 | 1,3E+01 | 1,3E+02 | 25E+01 | 2,7E+01 | -12E+02 | 36E-01 | 6,1E+01 | 2,0E+02 | 2,8E+01 | 25E+02 | 7,6E+02 | -2,6E+02 | -5,4E+02 | -8,1E+02 | 6,4E+00 | 3,8E+02
1,8E400 | 5,5E+00 | 8,9E+00 | -1,9E+01 | 2,0E+01 | -24E+00 | 35E+01 | -3,1E+01 | 1,5E+01 | -1,1E+01 | 7,6E+01 | 1,0E+02 | 1,3E+01 | -1,1E+02 | -24E+01 | -5,6E+02 | -4,3E+02 | 5,7E+02 | -5,9E+02 | 5,0E402 | 2,6E+01 | -3,5E+02
74E+00 | 1,2E401 | -2,0E401 | 1,4E+01 | 21E+01 | -1,7E+01 | 2,3E+01 | 54E+01 | -7,6E+01 | -1,2E+01 | -1,5E+01 | -55E+01 | 94E+01 | -1,8E+01 | 3,1E+02 | 14E+02 | 24E+02 | 81E+02 | 34E+02 | -47E+02 | -55E+01 | 6,2E+02
6,3E+01 | 21E+01 | 1,9E+01 | -6,8E+01 | -1,1E+01 | 6,7E+00 | 6,5E+01 | -4,0E+01 | 36E+01 | 44E+01 | -24E+01 | 1,0E402 | 536401 | 1,2E+02 | -1,2E+02 | -8,0E-01 | 52E+01 | 27E+01 | -1,1E+01 | 1,8E+02 | -4,1E+01 | -7,0E+01
-6,8E-01 | -4,0E+00 | 1,1E+01 | -3,8E+01 | -3,7E+00 | 1,3E+01 | 42E+01 | -95E+01 | 7,E+00 | -1,3E+02 | 54E+01 | -3,6E+01 | 45E+00 | 3,0E+01 | -1,0E+02 | -1,2E+01 | 3,8E+01 | -4,0E+02 | 1,9E+02 | -5,3E+02 | 9,0E+01 | -2,2E+02
32E+01 | 2,6E+01 | 31E+01 | -2,5E+01 | -9,5E+00 | 2,9E+01 | -6,2E+01 | 1,8E+01 | -1,7E+01 | -43E+01 | 9.4E+00 | -4,7E+01 | -3,4E+01 | -6,8E+01 | 34E+01 | 27E-01 | -6,7E+01 | -1,0E+01 | -1,4E+01 | 2,4E+01 | 4,3E+01 | -5,3E+01
45E+00 | 44E+00 | 25E+00 | -7,4E+00 | -1,3E+00 | 3,3E+01 | 1,5E+01 | -7,6E+01 | 6,5E+01 | -4,8E+01 | 3,3E+01 | -1,2E+01 | 95E+01 | -9O.9E+01 | 1,3E+02 | -3,0E+02 | -6,5E+01 | -1,7E+02 | 1,1E+02 | 7,8E+02 | -2,6E+01 | -1,1E+03
-2,0E-01 | -62E-02 | -37E+00 | 2,7E+01 | -25E+00 | -21E+01 | -3,2E+01 | 1,1E+02 | 3,1E+02 | -7,7E+01 | -1,4E+01 | -20E+01 | 59E+01 | -1,8E+02 | -4,4E+02 | -8,9E+01 | -6,1E+01 | -1,6E+02 | -1,6E+02 | 26E+02 | -59E+01 | 1,0E+03
-4,3E+00 | -6,5E+00 | -6,3E+00 | 9,7E+00 | -1,4E+01 | -4,9E+00 | -1,4E+01 | 8,1E+01 | -9,3E+00 | -4,2E+01 | 1,4E+01 | -9.0E+01 | 58E+01 | 38E+01 | -1,0E+02 | 2,6E+02 | 1,0E+01 | 9.8E+01 | 14E+02 | -3,0E+02 | -22E+01 | -3,1E+02
8,3E-01 | -5,0E+00 | -2,3E+00 | 1,2E+01 | 1,2E+01 | -6,8E+00 | -7,9E+01 | 3,1E+01 | -2,8E+00 | 45E+00 | 6,9E+00 | -2,0E+01 | 2,7E+01 | -2,3E+01 | 1,1E+02 | -1,9E+02 | 6,3E+00 | -1,2E+02 | -6,3E+01 | 5,5E+01 | -1,9E+02 | 1,9E+02
25E+00 | 2,1E+00 | 7,3E+00 | -21E+01 | 31E+01 | -1,3E-02 | 5,3E+01 | -1,8E+02 | -4,7E+02 | 1,4E+02 | 32E-01 | 34E+01 | -14E+02 | 29E+02 | 7,8E+02 | 8,8E+01 | 2,3E+02 | 9,0E+01 | 2,2F+02 | 8,9E+00 | -3.9E+01 | 5,0E+01
-4,8E+01 | 4,9E+01 | -21E+01 | 2,0E401 | -21E+00 | 1,4E+01 | 57E+00 | 34E+00 | 39E+00 | 8,0E+00 | -1,1E+01 | -1,2E+01 | 6,5E+00 | -1,6E+01 | 24E+01 | -2,6E+00 | -1,5E+01 | -1,1E+01 | 1,7E+00 | -4,6E+00 | 6,8E+01 | 1,3E+01
27E+01 | 25E+01 | -5,5E+00 | -1,4E+00 | 2,6E+00 | 7,6E+00 | -3,4E-01 | 6,2E+00 | 5,0E+00 | 1,3E+01 | 5,6E-01 | 7,7E+00 | 34E+01 | 34E+01 | 84E-01 | -24E+01 | 2,4E+01 | -1,9E+01 | 2,9E+00 | -2,3E+01 | -6,6E+01 | 2,0E+01
-2,3E+00 | -4,2E-01 | -34E+00 | 2,4E+01 | -3E+01 | 7,2E400 | -2,5E+01 | 1,6E+02 | 31E+02 | -6,7E+01 | -1,7E+01 | -1,3E+02 | 2,8E+02 | -4,9E+02 | -1,1E+03 | -2,0E+02 | -2,9E+02 | -21E+02 | -4,8E+02 | 8,0E+02 | -1,0E+02 | 9,8E+02
A,4E+00 | 7,2E-01 | -1,9E+00 | 1,3E+401 | -1,8E+01 | 45E+00 | -1,3E+01 | 1,1E+02 | 3,0E+02 | -1,1E+02 | 9,7E+00 | -6,0E+01 | 1,3E+02 | 2,3E+02 | -5,4E+02 | -7,26+01 | -1,5E+02 | -1,2E+02 | -24E+02 | 4,1E+02 | -5,0E401 | 5,2E+02
-3,8E+01 | -5,9E+01 | -1,6E+01 | 1,1E+01 | 1,7E+00 | 1,1E+01 | 2,9E+00 | 51E+00 | 4,1E+00 | 1,0E+01 | -38E+00 | -4,0E-01 | 21E+01 | 1,2E+01 | 1,1E+01 | -1,4E+01 | 6,4E+00 | -1,7E+01 | 2,2E+00 | -1,6E+01 | -1,9E+01 | 1,5E+01
1,9E+01 | -6,2E400 | 6,1E+00 | -6,3E+00 | -1,5E+00 | -1,0E+00 | 1,7E+01 | -1,4E+01 | 2,9E+00 | 7,7E-01 | -1,8E+00 | 1,1E+01 | -14E+01 | -2,0E+00 | -1,7E+01 | 1,5E+01 | -2,0E-01 | 21E+01 | -7,3E-01 | 2,0E401 | 2,56+401 | -1,6E+01
4,0E+01 | -49E+01 | 3,7E+00 | -1,7E+00 | 9,6E-01 | -1,0E+00 | -8,9E+00 | 4,6E+00 | -1,3E+00 | 21E-01 | 42E+00 | -2,3E+00 | 7,4E+00 | 8,6E+00 | 2,1E+00 | -8,0E+00 | 6,0E+00 | -8,8E+00 | 1,1E-01 | -1,2E+01 | -4,0E+01 | 6,7E+00
47E+01 | 2.9E+00 | 37E+00 | -2,6E+00 | 3,8E-01 | -1,5E+00 | -5,7E-01 | -6,6E-01 | -3,6E-01 | -3,6E-01 | 1,9E+00 | 2,1E+00 | 4,5E-01 | 42E+00 | -35E+00 | -6,4E-01 | 326400 | 7,7E-01 | 94E-02 | -57E-01 | -1,1E+01 | -7,0E-01
1,2E400 | -1,4E+01 | -4,2E+00 | 2,9E+00 | 1,2E400 | 2,2E+00 | -6,1E+00 | 6,4E+00 | -1,2E-01 | 2,3E400 | 9,3E-01 | -2,3E+00 | 1,2E+01 | 7,8E+00 | 6,3E+00 | -1,0E401 | 4,7E+00 | -1,2E+01 | 9,3E-01 | -1,2E+01 | -2,2E+01 | 9,7E+00
-2,0E+01 | 31E+00 | -2,0E+00 | 1,4E+00 | -6,0E-03 | 55E-01 | -8,1E-01 | 1,3E+00 | -9,3E-02 | -6,9E-02 | -7,3E-01 | -1,4E+00 | 7,7E-01 | -1,5E+400 | 2,3E+00 | -6,3E-01 | -1,4E+00 | -1,6E+00 | 9,7E-03 | -9,1E-01 | 3,2E+00 | 1,2E+00
9,2E-01 | -1,1E+01 | -2,8E+00 | 21E+00 | 8,8E-01 | 1,5E+00 | -4,9E+00 | 4,8E+00 | -1,9E-01 | 1,5E+00 | 8,0E-01 | -2,0E+00 | 85E+00 | 54E+00 | 4,8E+00 | -7,3E+00 | 3,2E+00 | -8,8E+00 | 6,1E-01 | -9,2E+00 | -1,7E+01 | 7,1E+00
-1,6E+01 | 4,9E+00 | -2,2E+00 | 1,4E+00 | -1,1E-01 | 5,9E-01 | 1,8E-01 | 6,4E-01 | 3,3E-02 | -1,4E-01 | -1,1E+00 | -1,0E+00 | -1,9E-01 | -24E+00 | 1,9E+00 | 8,7E-01 | -2,0E+00 | -50E-01 | -20E-02 | 4,5E-01 | 6,7E+00 | 3,2E-01
-6,3E+00 | 2,0E+00 | -1,3E+00 | 8,6E-01 | -8,1E-03 | 43E-01 | -57E-03 | 51E-01 | 52E-02 | 6,9E-02 | 5,7E-01 | 5,3E-01 | 3,8E-01 | -8,8E-01 | 1,1E+00 | -1,6E-01 | -8,1E-01 | -6,5E-01 | 3,2E-02 | -1,8E-01 | 2,7E+00 | 5,0E-01
-2,1E+01 | 6,7E+00 | -4,5E+00 | 2,9E+00 | -2,56-02 | 1,5E+00 | -1,4E-02 | 1,7E+00 | 1,8E-01 | 2,5E-01 | -1,9E+00 | -1,8E+00 | 1,3E+00 | -2.9E+00 | 3,8E+00 | -5,7E-01 | -2,7E+00 | -2,2E+00 | 1,1E-01 | -6,3E-01 | 9,0E+00 | 1,7E+00
67E-02 | 1,8E-03 | -14E-05 | -19E-05 | -2,1E-06 | -9,3E-06 | -2,5E-06 | 1,9E-05 | -1,3E-06 | -2,9E-06 | -1,6E-05 | 7,3E-06 | 2,1E-05 | -1,3E-06 | 1,E-05 | -O,6E-06 | 82E-07 | -15E-06 | 4,1E-06 | 1,9E-05 | 17E-04 | 5.8E-06
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Tabela 19: Controlador final obtido para a abordagem Passiva Estrutural — viga de 20 elementos finitos (continuacio)

-1,4E+01 | -1,8E+01 | -1,3E+00 | 7,3E+00 | -1,9E+01 | -7,1E+00 | 2,7E+01 | -2,3E+01 | 4,3E+00 | 2,7E+00 | 1,7E+01 | -7,2E+00 | -3,0E+01 | -3,2E+01 | -5,5E+00 | 1,4E+01 | -4,1E+00 | 4,4E+00 | 2,2E+00 | 1,1E+00 J 4,5E+01
-3,0E+01 | -1,3E+01 | -3,8E-01 | 1,2E+01 | -2,2E+00 | -5,0E+00 | -3,1E+01 | -3,3E+01 | 3,0E+00 | 1,7E+00 | 7,2E+01 | -1,9E+00 | 34E+01 | -1,5E+01 | 1,1E+01 | 1,1E+01 | 1,4E+00 | 32E+00 | 1,3E+01 | 52E+00 J 2,7E+02
-1,3E+00 | 1,9E+01 | -2,7E+00 | -1,6E+01 | -1,5E+01 | -5,7E+00 | 5,6E+00 | 2,8E+00 | 9,9E+00 | 6,6E+00 | -3,4E+00 | 6,6E+00 | -2,2E+00 | 1,9E+00 | -1,5E+00 | -3,9E+00 | 1,0E+00 | -1,3E+00 | -4,4E+00 | -1,9E+00 J -9,0E+01
4,1E+00 | -1,5E+01 | 1,6E+01 | 3,6E+01 | 3,1E+01 | 3,5E+00 | -5,7E+00 | 2,0E+01 | -1,6E+01 | -1,1E+01 | 7,4E+00 | -1,1E+01 | 6,8E+00 | 7,4E-01 | 7,3E+00 | 1,8E+00 | 4,5E+00 | -4,7E-04 | 1,8E+00 | 4,6E-01 J 3,8E+01
5,3E+00 | -1,4E+01 | 1,6E+01 | -2,0E+01 | 1,7E+01 | -7,7E+00 | -1,6E+00 | 8,0E-01 | 53E+01 | 3,6E+01 | 1,9E-01 | -1,5E+00 | 1,1E+00 | 3,8E-01 | 1,1E+00 | -2,8E-01 | 9,7E-01 | -1,9E-01 | -4,1E-01 | -2,3E-01 J -8,0E+00
3,4E+01 | 21E+01 | -2,3E+01 | 1,7E+01 | 2,6E+01 | -2,3E+01 | -3,0E+00 | 1,7E+00 | -9,8E-01 | 7,8E-02 | 7,3E-01 | -6,3E+00 | 5,6E+00 | -1,2E-01 | 2,7E+00 | 1,3E-01 | 2,4E+00 | -1,7E-01 | -1,4E-01 | -1,7E-01 J -2,1E+00
56E+01 | 51E+01 | -5,7E+01 | 2,1E+01 | 7,9E+01 | -1,4E+01 | -7,5E+00 | -1,4E+00 | 1,7E+01 | 1,1E+01 | 5,7E+00 | -1,8E+01 | 1,2E+01 | -1,5E+00 | 6,8E+00 | 2,3E+00 | 4,6E+00 | 2,7E-01 | 1,7E+00 | 4,7E-01 J 3,7E+01
-3,9E+01 | 1,8E+01 | -3,6E+01 | 1,1E+02 | -8,1E+01 | 3,7E+01 | 21E-01 | 31E-01 | -21E+02 | -1,6E+02 | 7,1E-02 | 6,2E+00 | -4,6E+00 | 4,4E-01 | -1,9E+00 | 2,8E-02 | -1,9E+00 | 1,8E-01 | 4,6E-01 | 2,8E-01 J 8,8E+00
32E+01 | 1,3E+02 | 8,3E+01 | 3,6E+02 | -1,3E+02 | 4,7E+01 | -3,6E-01 | -3,5E+00 | -3,8E+02 | -3,8E+02 | 1,5E-01 | -3,8E+00 | 3,1E+00 | -6,8E-01 | 8,4E-01 | 49E-01 | 6,6E-01 | 1,2E-01 | 3,4E-01 | 1,2E-01 | 7,3E+00
3,9E+01 | -1,3E+02 | 4,0E+01 | -1,4E+02 | 8,0E+01 | -1,9E+01 | -2,4E+00 | -6,1E+00 | 1,5E+02 | 1,7E+02 | -1,5E+00 | -4,5E+00 | 4,3E+00 | -8,3E-01 | 59E-01 | 1,8E-01 | 84E-01 | 35E-02 | -1,1E-01 | -6,4E-02 J -2,0E+00
1,1E+00 | 52E+01 | -2,1E+01 | 4,7E+00 | -1,3E+01 | -8,1E-01 | -4,3E-01 | -4,7E-01 | 2,3E+00 | -1,6E+01 | -4,6E+00 | 5,5E+00 | -2,9E+00 | 1,3E+00 | -2,1E+00 | -2,1E+00 | -4,4E-01 | -6,2E-01 | -2,3E+00 | -9,3E-01 § -4,8E+01
3,3E+01 | -3,8E+00 | 1,2E+02 | -9,8E+01 | 7,9E+01 | 2,2E+01 | -7,7E+00 | -1,7E+01 | 1,8E+02 | 1,0E+02 | -3,5E+00 | -4,7E+00 | 4,4E+00 | -42E-01 | 1,6E-01 | -1,2E+00 | 1,4E+00 | -4,1E-01 | -1,9E+00 | -8,3E-01 § -3,9E+01
3,6E+01 | -2,6E+01 | -1,1E+02 | 1,8E+02 | -8,1E+01 | -8,8E+01 | -8,0E+00 | -2,4E+01 | -2, 9E+02 | -1,5E+02 | -8,6E+00 | 4,3E+00 | 53E-01 | -4,2E-01 | -4,3E+00 | -2,0E+00 | -1,6E+00 | -2,7E-01 | -2,2E+00 | -7,9E-01 J -4,7E+01
6,1E+01 | -8,1E+01 | 1,1E+02 | -2,6E+02 | 92E+01 | 1,7E+02 | -1,1E+01 | -4,1E+01 | 4,4E+02 | 2,3E+02 | -1,9E+01 | 1,0E+01 | -3,0E+00 | -2,4E-01 | -9,4E+00 | -4,4E+00 | -3,8E+00 | -7,2E-01 | -5,2E+00 | -1,9E+00 J -1,1E+02
-45E+01 | -2,1E+02 | 2,6E+02 | -5,2E+02 | 2,0E+02 | 3,7E+01 | 2,4E+00 | 2,2E+01 | 1,3E+03 | 7,5E+02 | 7,9E+00 | -2,0E+00 | 7,1E-01 | 3,3E-01 | 3,6E+00 | 2,0E+00 | 1,1E+00 | 39E-01 | 2,6E+00 | 9,8E-01 J 5,4E+01
4,4E-01 | 1,6E+01 | -6,7E+01 | -1,4E+02 | 7,4E+01 | 3,0E+02 | 7,9E+00 | 1,3E+01 | -54E+01 | -8,7E+01 | 7,3E+00 | -7,3E+00 | 3,3E+00 | -2,0E-01 | 4,5E+00 | 1,3E+00 | 2,6E+00 | 52E-02 | 1,3E+00 | 3,6E-01 J 2,7E+01
6,5E+01 | 5,6E+01 | 8,6E+00 | -7,6E+01 | 6,5E+00 | 1,0E+00 | -1,1E+01 | -3,5E+01 | 3,1E+02 | 1,9E+02 | -1,6E+01 | 9,6E+00 | -4,8E+00 | -7,5E-01 | -8,9E+00 | -2,1E+00 | -5,0E+00 | 4,8E-02 | -2,5E+00 | -6,9E-01 J -5,3E+01
2,8E+01 | 3,6E+01 | 1,2E+02 | -2,2E+02 | 8,2E+01 | 1,1E+02 | 6,1E-01 | -6,9E+00 | 1,9E+02 | 1,1E+02 | -1,0E+00 | -1,4E+00 | 7,5E-04 | -9,8E-01 | -9,1E-01 | 7,0E-01 | -9,0E-01 | 3,3E-01 | 59E-01 | 3,0E-01 § 1,2E+01
-2,0E+01 | -1,8E+02 | 9,4E+01 | -1,5E+02 | 7,2E+01 | 2,2E+02 | -3,1E+00 | 1,4E-01 | 3,9E+02 | 2,2E+02 | 89E-01 | -1,9E+00 | 1,3E+00 | 57E-02 | 9,1E-01 | 4,2E-02 | 7,4E-01 | -7,0E-02 | -8,0E-02 | -7,6E-02 | -1,4E+00
-8,0E+00 | -3,1E+02 | -4,5E+02 | 2,8E+02 | -9,7E+01 | -6,1E+02 | -6,3E+00 | 2,0E-01 | -4,6E+02 | -2,3E+02 | 5,4E+00 | -7,2E+00 | 3,3E+00 | -7,5E-01 | 3,2E+00 | 2,1E+00 | 1,2E+00 | 4,9E-01 | 2,1E+00 | 8,0E-01 J 4,4E+01
-9,2E+01 | -4,7E+01 | 82E+01 | 3,6E+01 | 2,2E+02 | 1,2E+02 | -3,8E+01 | 6,2E+01 | 2,9E+01 | 9,3E+00 | 5,2E+01 | -4,8E+01 | 2,5E+01 | -3,9E+00 | 2,7E+01 | 1,7E+01 | 1,1E+01 | 3,6E+00 | 1,8E+01 | 6,6E+00 J 3,7E+02
7,0E+01 | 1,8E+03 | -1,0E+03 | 5,2E+02 | -1,7E+02 | -5,3E+02 | -6,8E+00 | -8,6E-01 | -7,4E+02 | -4,4E+02 | -9,5E-01 | 1,7E+00 | -3,9E-01 | 59E-02 | -7,1E-01 | 1,5E-01 | -6,7E-01 | 1,3E-01 | 3,3E-01 | 1,7E-01 J 6,5E+00
-2,0E+01 | -3,3E+00 | -7,1E+01 | 1,5E+02 | 1,4E+02 | 1,9E+01 | 2,0E+01 | 3,3E+01 | -35E+01 | -2,6E+01 | 1,1E+01 | -3,0E+01 | 4,4E+00 | -2,1E+00 | 1,2E+01 | 1,1E+01 | 3,0E+00 | 2,7E+00 | 1,1E+01 | 4,4E+00 § 2,3E+02
-1,4E+01 | -4,2E+02 | -1,5E+03 | 2,1E+03 | -8,3E+02 | 3,4E+02 | 55E+00 | 2,4E+00 | -5,7E+02 | -4,6E+02 | 5,4E+00 | -4,5E+00 | 2,8E+00 | -1,3E-01 | 2,8E+00 | 2,7E-01 | 2,0E+00 | -1,6E-01 | 8,6E-02 | -8,1E-02 § 2,5E+00
1,2E402 | 2,6E+03 | -8,0E+02 | 3,6E+03 | -1,4E+03 | 2,5E+03 | 4,5E+00 | -2,5E+00 | -1,2E+03 | -1,0E4+03 | 3,5E-01 | 1,5E-01 | -1,6E-01 | -2,2E-02 | -1,2E-01 | -5,3E-03 | -9,3E-02 | 7,6E-03 | 6,0E-04 | 2,3E-03 | -1,3E-02
-1,2E+02 | -1,5E+03 | -1,9E+03 | -8,4E+02 | 2,2E+02 | 2,0E+03 | -6,5E+00 | 1,1E+01 | -7,8E+02 | -5,4E+02 | -1,2E+01 | 2,9E+00 | -2,6E+00 | 1,3E+00 | -2,3E+00 | -6,7E-01 | -1,4E+00 | -3,4E-02 | -6,3E-01 | -1,7E-01 J -1,3E+01
-1,3E+02 | 5,1E+02 | 7,6E+02 | 55E+02 | -2,1E+02 | -8,1E+02 | -1,7E+01 | 39E+01 | 2,8E+02 | 1,9E+02 | -1,9E+01 | -4,0E4+00 | -4,9-01 | 3,2E+00 | 1,1E+00 | -54E-01 | 1,2E+00 | -3,0E-01 | -7,8E-01 | -3,7E-01 |} -1,5E+01
-3,8E+01 | -7,7E+02 | -2,5E+03 | -3,3E+03 | 1,3E+03 | -2,7E+03 | -8,0E+00 | 8,7E+00 | 3,2E+03 | 2,2E+03 | 1,1E+00 | -2,2E+00 | 1,3E+00 | 1,7E-01 | 1,5E+00 | 2,0E-01 | 1,0E+00 | -6,1E-02 | 1,3E-01 | -1,4E-03 J 3,1E+00
-1,4E+01 | -8,0E+00 | -6,7E+00 | 2,9E+00 | 6,8E+00 | -4,5E+00 | -3,3E+01 | -1,5E+02 | 9,8E+00 | 6,1E+00 | -4,4E+01 | 2,8E+01 | -8,7E+00 | 2,2E+00 | -1,9E+01 | -1,4E+01 | -4,8E+00 | -3,4E+00 | -1,6E+01 | -6,4E+00 | -3,4E+02
-4,1E+01 | -2,2E+01 | -2,5E+00 | -3,4E-01 | -5,7E+01 | -1,8E+01 | 1,5E+02 | -7,4E+00 | 2,9E+00 | 2,7E+00 | 2,3E+01 | -2,4E+01 | 34E+01 | -5,0E-01 | 1,1E+01 | 7,9E+00 | 4,3E+00 | 2,0E+00 | 8,3E+00 | 3,1E+00 § 1,7E+02
36E+01 | 7,2E+02 | 3,6E+02 | 1,3E+03 | -5,1E+02 | -2,5E+03 | -4,0E+00 | -1,3E+01 | -5,2E+03 | -7,3E+02 | -2,5E+00 | 2,1E+00 | -1,1E+00 | -5,1E-02 | -1,4E+00 | -1,3E-01 | -1,0E+00 | 8,5E-02 | -7,2E-02 | 4,1E-02 | -2,0E+00
2,6E+01 | 54E+02 | 4,4E+02 | 9,3E+02 | -3,6E+02 | -1,5E+03 | -2,3E+00 | -6,5E+00 | -1,3E+02 | -5,4E+03 | -9,2E-01 | 1,3E+00 | -7,9E-01 | -6,0E-02 | -8,9E-01 | -8,1E-02 | -6,2E-01 | 5,0E-02 | -4,2E-02 | 2,1E-02 J -1,1E+00
9,8E+00 | -1,8E+01 | -2,1E+00 | 1,3E+01 | -2,2E+00 | -7,0E+00 | 1,3E+01 | -1,5E+01 | 6,2E+00 | 4,6E+00 | -1,9E+01 | 7,5E+01 | -1,5E+01 | 8,0E+00 | -1,4E+01 | -1,3E+01 | -4,3E+00 | -3,6E+00 | -1,3E+01 | -5,2E+00 | -2,7E+02
1,7E+01 | 1,9+01 | 1,4E+00 | -6,6E+00 | 2,3E+01 | 7,7E+00 | -8,2E+00 | 2,2E+01 | -5,9E+00 | -3,8E+00 | -5,8E+01 | -6,8E+00 | 1,6E+01 | -1,5E+01 | 6,7E+00 | 6,5E+00 | -6,4E-02 | 1,7E+00 | 8,1E+00 | 3,2E+00 § 1,7E+02
-1,3E+01 | -9,6E+00 | -7,0E-01 | 7,0E+00 | -3,2E+00 | -3,9E+00 | 2,9E+01 | -4,4E+01 | 2,3E+00 | 1,4E+00 | 2,7E+01 | -2,9E+01 | -1,3E+01 | 4,4E+01 | 1,8E+01 | 1,0E+01 | 1,4E+00 | 2,9E+00 | 1,6E+01 | 6,1E+00 J 3,2E+02
-6,1E+00 | 2,1E-01 | 7,7E-02 | -2,0E-01 | -4,0E-01 | 59E-03 | 1,8E+01 | -8,0E+00 | -4,2E-01 | -3,0E-01 | 1,3E+01 | 3,1E+00 | -6,0E+01 | -1,0E+01 | 1,9E+01 | 1,6E+01 | 4,8E+00 | 4,5E+00 | 1,7E+01 | 6,8E+00 J 3,5E+02
-9,2E+00 | -1,2E+01 | -8,4E-01 | 4,8E+00 | -1,3E+01 | -4,6E+00 | 1,9E+01 | -1,4E+01 | 2,9E+00 | 1,8E+00 | 1,1E+01 | -4,9E+00 | -2,2E+01 | -2,3E+01 | -1,5E+00 | -2,0E+01 | 1,2E+00 | -1,6E-01 | -9,6E-02 | 6,3E-03 | -1,2E+00
1,3E+00 | -1,1E+00 | -5,7E-02 | -1,4E-01 | -2,5E+00 | -3,8E-01 | -6,1E+00 | 1,0E+00 | 3,3E-01 | 2,1E-01 | -3,9E+00 | 5,3E+00 | 89E+00 | 4,2E+00 | 2,1E+01 | -8,0E+00 | -9,9E-01 | -1,9E+00 | -8,7E+00 | -3,5E+00 § -1,8E+02
-7,1E+00 | -8,5E+00 | -6,1E-01 | 3,6E+00 | -9,0E+00 | -3,4E+00 | 1,3E+01 | -1,1E+01 | 2,1E+00 | 1,3E+00 | 9,3E+00 | -3,7E+00 | -1,4E+01 | -1,7E+01 | -3, 2E+00 | 8,3E+00 | -1,9E+00 | -7,6E+00 | 1,7E+00 | 5,1E-01 § 3,5E+01
3,1E+00 | 1,0E-01 | 3,1E-02 | -8,8E-01 | -1,7E+00 | 1,2E-01 | -9,1E+00 | 3,2E+00 | -2,3E-02 | -1,2E-02 | -8,0E+00 | 7,1E+00 | 1,0E+01 | 8,1E+00 | 3,0E+00 | -1,4E+01 | 1,8E+01 | -4,8E+00 | -1,4E+01 | -5,9E+00 | -2,9E+02
1,4E+00 | -3,4E-01 | -1,3E-02 | -3,0E-01 | -1,3E+00 | -9,4E-02 | -3,9E+00 | 1,3E+00 | 7,6E-02 | 4,9E-02 | -4,0E+00 | 3,3E+00 | 4,0E+00 | 3,6E+00 | 1,3E+00 | -6,5E+00 | 4,9E+00 | -2,5E+00 | -7,4E+00 | -1,6E+00 § -1,5E+02
4,5E+00 | -1,2E+00 | -4,8E-02 | -1,0E+00 | -4,6E+00 | -3,3E-01 | -1,3E+01 | 4,3E+00 | 2,6E-01 | 1,7E-01 | -1,4E+01 | 1,1E+01 | 1,3E+01 | 1,2E+01 | 4,6E+00 | -2,2E+01 | 1,7E+01 | -8,3E+00 | -2,6E+01 | -1,1E+01 J -5,0E+02
-1,7E-04 | 1,5E-05 | 3,1E-06 | -1,1E-04 | -2,7E-04 | -2,9E-06 | 3,8E-05 | 34E-04 | -1,3E-07 | 2,5E-08 | 2,7E-04 | 1,2E-03 | -6,5E-04 | 1,8E-04 | -6,6E-03 | -3,9E-03 | -5,9E-02 | -6,4E-03 | -1,9E+00 | 4,5E+00 0
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Tabela 20:

Controlador final obtido para a abordagem Ativa Serial — viga de 20 elementos finitos

-2,1E+00

-2,1E+01

1,3E+00

-5,4E+00

6,5E+00

7,1E+00

-7,7E+00

-8,1E+00

-1,6E+00

-6,6E+00

6,4E+00

-7,6E+00

5,3E+00

4,4E+00

-1,7E+01

1,0E+01

6,9E+00

4,4E+00

-2,0E+01

1,2E+01

7,1E+00

-8,5E+00

3,1E+01

-4,6E+00

-4,4E-01

1,2E+01

-4,0E+00

4,1E+00

6,0E+00

-5,8E+00

-2,8E+00

-2,1E+01

4,6E+01

-3,4E+01

1,6E+01

9,3E+00

1,4E+01

6,5E+00

8,4E+00

4,6E+01

2,4E+01

-1,2E+01

1,5E+01

-1,1E+01

-1,5E+00

1,4E-01

1,7E+02

8,6E-01

1,8E+00

-6,9E+00

-2,8E+00

1,7E+01

8,3E+00

-3,1E+01

-2,3E+01

-1,9E+01

-3,7E+01

-2,3E+01

-9,3E+00

5,4E+01

-6,6E+01

7,4E+01

1,4E+01

3,3E+02

3,3E+02

-4,3E+02

3,5E+00

-1,0E+01

-3,3E-01

-6,1E+01

-3,9E+02

4,4E+01

1,5E+02

7,2E401

1,9E+01

7,0E+01

-9,0E+01

3,6E+01

-3,3E+01

-2,4E+00

-9,8E+00

-1,7E+01

-2,7E+01

-1,6E+01

-9,4E+00

1,4E+01

-3,4E+01

2,0E+01

1,4E+00

5,8E+00

-2,2E+00

4,6E+02

-3,4E+01

3,9E+02

-4,1E+00

9,0E+01

-4,9E+00

7,2E+01

1,2E+02

-4,8E+01

2,8E+01

-2,5E+01

5,2E+00

1,5E+00

-2,2E+01

5,0E+00

-1,0E+01

-1,5E+01

-3,7E+01

-5,1E+00

-8,5E-02

-3,4E+00

1,2E+00

-1,5E+02

-3,2E+02

-8,8E+01

-2,5E+02

-1,9E+02

6,0E+00

-1,1E+00

-2,5E+01

-2,8E+01

3,5E+01

1,7E+00

-4,3E+01

-3,6E+01

-2,0E+01

2,4E+01

6,1E+00

-4,6E+01

-4,2E+00

-9,7E+00

-1,8E+01

-1,1E+01

-3,4E+00

-1,6E+02

4,4E+01

2,6E+02

-7,9E+01

-2,9E+02

2,7E+01

1,3E+01

1,2E+00

-2,4E+01

1,1E+02

3,8E+00

-1,4E+02

8,0E+00

-2,7E-02

-1,3E+01

-6,9E+00

-8,6E+01

-3,6E+01

-2,4E+01

9,3E+00

2,8E+00

-1,4E+01

-1,0E+02

-3,3E+01

1,7E+02

2,7E+02

-1,6E+02

-6,7E+02

1,0E+02

-8,6E+01

-3,3E+01

2,1E+02

3,5E+01

-4,5E+01

8,4E+01

-7,4E+01

3,0E+01

-4,5E+01

-1,4E+01

-2,8E+01

-2,5E+01

-7,1E+00

1,1E+00

9,2E+00

1,4E+01

3,7E+01

6,2E+01

-9,9E+00

5,6E+02

-1,2E+402

-2,6E+02

-1,0E+02

-1,6E+02

-1,6E+02

-9,1E+00

2,0E+01

8,5E+01

-2,0E+01

4,1E+01

8,5E-02

1,1E+02

2,5E+02

-4,9E+01

1,1E+01

1,9E+01

3,5E+01

-6,5E+01

-4,0E+01

9,3E+00

1,5E+01

1,1E+01

1,9E+02

-1,8E+02

-4,8E+02

-8,4E+02

2,1E+02

-1,7E+02

-1,9E+01

-1,3E+02

-6,5E+00

1,3E+01

6,9E+01

1,3E+02

7,4E+01

3,5E+01

-1,1E+01

-4, 4E+01

1,0E+01

1,7E+01

-5,0E+01

-2,9E+01

-3,9E+00

8,1E+01

5,3E+01

3,2E+02

-1,6E+02

-3,4E+02

-2,0E+02

1,4E+02

-2,6E+02

-8,2E+01

1,5E+02

-1,5E+01

-4,7E+01

-5,7E+01

-7,0E+00

1,5E+01

7,6E+00

3,3E+01

-6,2E+00

3,4E+01

2,9E+01

5,9E+01

-1,3E+01

8,9E+01

1,6E+02

6,0E+02

1,5E+02

-2,1E+02

6,1E+01

7,1E+01

2,0E+02

-2,5E+02

3,2E+02

-5,8E+01

-8,6E+01

-2,1E+02

-2,2E+02

5,7E+01

-2,7E+00

-1,4E+01

2,4E+01

-8,5E-01

-8,1E+00

-2,3E+01

-3,1E+01

-4,6E+01

1,3E+02

-5,5E+01

3,0E+01

-2,7E+02

-2,0E+02

-6,1E+02

-3,8E+02

-3,6E+02

2,7E+02

2,3E+02

2,0E+01

-1,3E+01

-4,3E+01

7,6E+01

-1,0E+00

-1,3E+01

9,1E+00

1,0E+01

-7,7E+00

5,1E+00

2,1E+01

1,7E+01

1,6E+01

7,0E+01

-1,6E+02

-5,2E+01

4,4E+02

-1,6E+01

6,8E+01

2,0E+02

1,7E+02

-2,1E+02

5,2E+01

-9,9E+01

7,0E+01

-1,5E+01

5,2E+00

-2,1E+01

9,9E+00

8,9E+00

1,6E+01

5,0E+01

1,3E+01

-1,0E+02

-5,6E+01

-1,6E+01

1,5E+02

-2,8E+02

4,1E+02

3,6E+01

-9,1E+01

3,2E+02

-2,9E+02

-3,8E+02

9,0E+01

1,9E+01

-1,1E+02

-4,4E+00

-1,9E+00

-3,7E+00

-2,9E+01

-1,1E+01

-2,2E+01

2,8E+01

2,2E+01

-5,2E+01

1,1E+01

1,6E+02

5,4E+01

9,1E+01

2,8E+02

-1,8E+02

-4,3E+02

-3,8E+02

-5,8E+02

4,2E+02

-1,7E+02

-1,3E+02

-4,3E+01

-4,7E+01

-2,2E+00

-8,7E+00

9,4E+01

3,3E+01

-2,5E+01

-3,6E+01

-3,6E+01

1,6E+01

7,1E+01

4,7E+00

-1,5E+02

-1,7E+02

-2,4E+02

-5,2E+01

4,1E+02

1,0E+03

-1,6E+02

-7,5E+02

1,0E+03

5,5E+02

-3,5E+02

-3,4E+00

1,4E+01

-4,1E+01

-9,0E+01

4,5E+00

7,6E+00

-1,1E+01

4,8E+01

3,7E+01

2,0E+01

7,4E-01

3,0E+01

3,6E+01

-2,0E+02

2,3E+02

4,5E+02

-4,0E+02

8,0E+02

2,1E+02

-5,2E+02

-5,9E+02

-2,4E+02

2,1E+01

2,2E+01

-3,2E+01

6,4E+01

8,5E+00

-1,8E+00

-4,4E+01

2,7E+01

5,8E+01

5,2E+01

1,4E+01

5,2E+01

1,5E+02

5,2E+01

-8,0E+01

-1,6E+02

-4,7E+01

-9,7E+02

7,8E+02

-2,1E+02

1,1E+03

1,1E+03

-6,3E+01

-1,4E+01

1,7E+01

-2,0E+02

-1,7E+01

1,5E+01

2,3E+01

-4,1E+01

4,5E+01

3,0E+01

-1,1E+02

3,4E+01

3,2E+01

7,6E+01

2,7E+02

-6,8E+01

-1,9E+02

-2,2E+02

3,0E+02

-1,0E+03

-3,0E+02

2,0E+03

1,3E+02

4,4E+00

-1,2E+401

-4,2E+02

3,0E+01

-3,0E+01

-1,7E+01

1,6E+01

-1,3E+01

-4,1E+01

-2,6E+01

-1,9E+01

9,5E+01

-4,6E+01

-4,8E+00

2,0E+02

6,6E+01

3,7E+02

-7,7E+01

-7,3E+02

-2,3E+03

-9,2E+02

9,8E+02

-1,0E+00

6,2E+00

-1,4E+01

-1,5E+01

1,3E+01

1,5E+01

-2,6E+00

2,5E+01

1,1E+01

-8,3E+00

4,1E+01

3,8E+01

1,8E+01

1,1E+02

-1,1E+01

-9,5E+01

-3,9E+01

6,7E+01

-2,8E+02

-5,4E+02

-7,7E+02

5,8E+02

2,3E+00

1,2E+01

2,3E+02

-1,6E+01

4,5E+01

5,6E+01

3,5E+01

-4,9E+01

-8,4E+01

9,0E+01

1,1E+02

1,5E+02

-1,2E+00

-7,6E+01

3,8E+00

3,5E+02

9,4E+01

3,0E+02

-1,1E+02

2,6E+01

-2,2E+03

-8,2E+02

-4,9E+00

-6,6E+00

1,0E+03

7,6E+00

-6,7E+00

2,8E+01

4,0E+01

2,1E+00

-1,3E+02

-8,2E+01

5,0E+01

1,3E+02

1,4E+02

1,5E+02

5,6E+01

-8,6E+01

-6,0E+01

-4,5E+02

6,8E+02

6,8E+02

-1,7E+03

-3,2E+03

6,2E+01

1,9E+01

3,5E+01

-2,3E+01

-6,0E+00

-2,3E+01

6,1E+01

-1,1E+01

3,0E+01

1,7E+01

-7,1E+01

5,9E+01

-4,2E+01

-2,6E+01

-5,8E+01

2,5E+00

-1,4E+01

-1,5E+02

-7,9E+01

6,9E+01

-7,1E+01

-1,4E+02

-9,2E-01

2,0E+00

2,8E+02

4,7E+00

1,4E+01

-6,5E+00

-7,6E+00

2,1E+01

1,3E+01

-1,7E+01

-3,2E+01

-2,0E+01

-1,2E+02

-1,1E+02

4,7E+01

2,8E+02

1,4E+02

2,4E+02

-1,2E+02

2,6E+02

-3,9E+02

-1,7E+03

3,4E+01

2,4E+01

-9,6E-01

1,5E+01

-1,6E+01

-4,5E+00

3,8E+01

-3,6E+00

3,1E+00

-2,4E+01

5,9E+01

-4,2E+01

1,3E+01

1,5E+01

3,1E+01

-2,1E+00

1,3E+00

5,9E+01

7,8E+01

-5,2E+01

1,9E+01

-4,7E+00

3,7E+00

2,4E+00

5,7E+02

9,8E-01

-1,4E+01

-2,1E+01

-3,2E+01

-1,3E+01

1,1E+02

4,3E+01

-5,2E+01

-1,4E+02

-1,1E+02

-1,2E+02

-3,2E+01

8,4E+01

-5,8E+01

1,8E+02

-1,3E+01

5,5E+02

1,6E+02

-1,4E+03

-1,0E+00

1,0E+01

1,1E+00

1,9E+00

-1,5E+01

-2,4E+01

1,0E+01

2,9E+01

2,4E+00

3,6E+01

-6,6E+01

5,5E+01

-2,6E+01

-1,9E+01

3,7E+01

-4,5E+01

-2,9E+01

-7,9+01

5,2E+01

-4,3E+01

-3,1E+01

4,4E+01

4,9E+01

-4,8E+01

-2,2E-01

9,2E+00

-9,7E+00

-7,6E+00

2,9E+01

-1,6E+00

1,4E+01

-6,6E+00

7,4E+00

4,8E+00

-2,7E+00

-1,1E+01

8,4E+00

-9,7E+00

-6,9E+00

-2,4E+01

-1,1E+01

6,8E+00

-9,8E+00

7,0E+00

-2,7E+01

-2,6E+01

1,3E+00

9,4E+00

-8,4E+00

-4,9E+00

2,0E+00

1,5E+01

-1,8E+00

5,1E+00

4,9E+00

8,9E-01

-2,5E+00

-1,2E+00

3,1E+01

-1,2E+01

-5,6E+00

1,4E+01

4,7E+01

-2,8E+01

-2,4E+00

7,6E+00

-4,0E+01

-5,9E+01

-4,9E-01

-1,0E+01

9,9E+00

7,7E+00

-1,8E+01

-4,7E+00

-5,1E+00

1,4E+00

-7,7E+00

8,2E-03

1,7E+00

4,6E+00

-1,9E+01

9,5E+00

5,8E+00

1,4E+00

-1,9E+01

1,1E+01

5,7E+00

-6,7E+00

-1,9E+01

6,8E+00

-1,3E+00

-3,6E+00

6,0E+00

8,1E+00

-8,7E+00

-7,2E+00

-2,8E+00

-8,9E+00

1,4E+01

-1,3E+01

7,5E+00

6,8E+00

-1,3E+01

1,1E+01

8,6E+00

1,5E+01

-1,1E+01

6,7E+00

1,0E+01

-9,3E+00

4,2E+01

-4,9E+01

-2,0E+00

9,9E-02

9,8E-01

9,8E-01

3,7E+00

-6,5E+00

1,1E+00

-6,0E+00

7,1E+00

-6,2E+00

3,7E+00

5,3E-01

-6,0E+00

3,3E+00

2,2E+00

7,8E-01

-1,3E+01

7,8E+00

2,7E4+00

-3,7E+00

-2,8E+01

-7,7E-01

2,6E+03

-2,8E+00

-2,3E-01

-4,8E+00

-1,9E+00

-4,8E+00

3,2E+00

2,9E+00

-1,2E+01

-1,4E+01

7,9E-01

-2,8E+00

-1,3E+01

-5,5E+00

-6,6E+00

2,2E+00

7,1E+01

1,9E+02

-9,7E+01

-6,1E+02

4,4E+01

4,6E+00

4,7E+02

1,1E+00

-1,4E+00

-2,3E+00

4,1E+00

-2,2E+00

2,4E+00

-8,6E-01

-1,1E+00

-2,4E+00

1,5E-01

-2,2E+00

-2,4E+00

-2,0E+00

-2,0E+00

-3,7E+00

8,7E+00

3,7E+01

-1,9E+01

-1,1E+02

1,0E+00

-1,2E+01

1,0E+00

-3,4E+00

4,0E+00

4,3E+00

-4,5E+00

-5,0E+00

-8,3E-01

-4,1E+00

3,8E+00

-4,5E+00

3,2E+00

2,5E+00

-1,0E+01

6,2E+00

4,2E+00

2,3E+00

-1,3E+01

7,7E+00

4,2E+00

-5,2E+00

-2,0E+01

2,7E+00

8,1E-03

-8,3E-01

8,8E-01

1,2E+00

-2,3E+00

1,9E-01

-7,9E-01

-1,9E-02

4,5E-01

-7,1E-01

3,9E-01

1,1E+00

-9,1E-01

1,1E+00

8,4E-01

2,3E+00

1,2E+00

-7,2E-01

1,1E+00

-7,2E-01

6,5E-01

-9,7E+00

6,0E-01

-2,3E+00

2,8E+00

3,1E+00

-3,1E+00

-3,7E+00

-6,3E-01

-3,1E+00

3,1E+00

-3,5E+00

2,4E+00

1,9E+00

-7,4E+00

4,5E+00

3,1E+00

2,0E+00

-9,0E+00

5,4E+00

3,2E+00

-3,8E+00

1,6E+01

-4,5E+00

5,0E-02

7,4E-01

-6,8E-01

-1,0E+00

2,5E+00

-8,8E-01

8,4E-01

-6,1E-01

2,5E-01

4,6E-02

1,0E-02

-9,4E-01

1,2E-01

-6,0E-01

-4,4E-01

-2,1E+00

-2,6E+00

1,7E+00

-8,0E-01

2,0E-01

6,4E+00

-1,8E+00

-4,9E-03

5,4E-01

-5,2E-01

-6,8E-01

1,5E+00

-2,8E-01

4,6E-01

-2,2E-01

1,1E-01

1,1E-01

-7,5E-02

-5,6E-01

5,0E-01

-5,3E-01

-3,6E-01

-1,0E+00

-8,2E-01

5,4E-01

-5,4E-01

2,7E-01

-2,1E+01

6,0E+00

1,7E-02

-1,8E+00

1,7E+00

2,3E+00

-4,9E+00

9,2E-01

-1,5E+00

7,2E-01

-3,8E-01

-3,4E-01

2,4E-01

1,8E+00

-1,7E+00

1,7E+00

1,2E+00

3,4E+00

2,7E+00

-1,8E+00

1,8E+00

-9,0E-01

-6,6E-02

-1,9E-03

-9,8E-08

7,4E-06

-5,1E-07

-8,9E-06

-5,7E-06

-2,4E-06

-1,1E-05

4,6E-06

-5,2E-06

-5,9E-06

2,7E-06

-1,0E-05

2,3E-05

-1,4E-05

-1,2E-05

-3,1E-06

-5,4E-06

1,4E-06

-2,4E-06

-2,6E-06
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Tabela 20: Controlador final obtido para a abordagem Ativa Serial — viga de 20 elementos finitos (continuacio)

-3,3E+01 | 2,8E+01 | -3,3E+01 | -1,5E+01 | -1,4E+01 | -1,0E+01 | 1,7E+01 | -2,7E+01 | 2,3E+01 | 1,8E+01 | 6,6E+00 | -3,1E+01 | -1,5E+01 | -3,6E+01 | -5,6E+00 | 1,4E+01 | -4,1E+00 | -4,2E+00 | -2,1E+00 | 1,1E+00 § -4,0E+01
-3,1E+01 | 2,3E+01 | -2,5E+01 | -1,2E+01 | -2,8E+01 | -9,6E+00 | -5,0E+00 | 32E+01 | 3,4E+01 | 7,1E+01 | 54E-01 | 3,5E+01 | 2,7E+00 | -1,6E+01 | 9,2E+00 | 1,1E+01 | 4,2E-01 | -27E+00 | -1,3E+01 | 5,2E+00 | -2,4E+02
-8,1E+01 | -1,2E+03 | -6,2E+01 | -7,0E+02 | 1,3E+00 | -7,7E+02 | 3,5E+00 | 4,1E-01 | -1,1E+00 | 4,1E-01 | 1,1E+00 | 1,9E+00 | -2,7E+03 | -4,9E+02 | -1,2E+00 | 22E-02 | -7,1E-01 | -8,4E-02 | -4,5E-02 | 58E-02 | -6,4E-01
4,3E+01 | -2,7E+01 | 3,0E+01 | 9,6E+00 | -8,5E+00 | -1,1E+00 | -7,1E+00 | -1,4E+00 | -1,3E+01 | 3,3E+00 | 1,9E+00 | 1,3E+00 | -1,9E+00 | 9,8E-01 | 3,1E+00 | -8,3E-01 | 2,6E+00 | 59E-01 | 1,1E+00 | -6,1E-01 § 2,0E+01
-3,1E+01 | 4,9E+00 | -4,3E+00 | -2,5E+01 | 8,2E+00 | -2,6E+00 | -5,9E+00 | 4,3E-01 | 1,0E+00 | 5,8E-02 | 1,8E+00 | 1,4E+00 | 1,8E+00 | 8,7E-02 | 53E-01 | 33E-01 | 2,9E-01 | -8,3E-02 | -3,5E-01 | 1,4E-01 J -6,9E+00
-52E+01 | 2,8E+01 | -1,1E-01 | 8,5E+00 | -1,3E+01 | 4,4E+01 | 85E+00 | 2,4E+00 | 4,1E+00 | -3,7E-01 | -1,6E+00 | -2,6E+00 | 3,0E+00 | -2,3E-01 | -1,5E+00 | 1,6E+00 | -2,2E+00 | -6,8E-01 | -2,1E+00 | 9,9E-01 § -4,0E+01
-9,9E+01 | 2,9E+01 | -1,6E+01 | -2,2E+01 | -7,0E+00 | 4,4E+01 | 53E+01 | -3,4E+00 | 1,9E+01 | -9,7E+00 | -1,5E+01 | -8,3E+00 | 1,3E+00 | 6,1E-01 | -8,1E+00 | -3,7E+00 | -3,9E+00 | 5,0E-01 | 3,9E+00 | -1,4E+00 § 7,7E+01
-4,9E+00 | 6,4E+00 | -1,9E+01 | -4,2E+01 | -1,6E+01 | 2,5E+01 | -2,3E+01 | 5,0E-02 | -8,2E+00 | 6,4E+00 | 7,4E+00 | 2,2E+00 | 1,0E+00 | -5,1E-01 | 3,6E+00 | 2,8E+00 | 9,7E-01 | -59E-01 | -3,0E+00 | 1,2E+00 § -5,9E+01
6,5E+01 | 2,8E+01 | -3,3E+01 | -3,2E+00 | -7,8E+00 | -1,6E+02 | 1,9E+01 | 8,6E-01 | 1,3E+01 | -4,1E+00 | -5,4E+00 | -3,5E+00 | -1,8E+01 | -3,5E+00 | -3,5E+00 | -1,0E+00 | -2,0E4+00 | 1,2E-02 | 1,1E+00 | -3,4E-01 § 22E+01
1,2E+01 | 51E+01 | -1,9E+01 | 22E+01 | 2,1E+01 | -1,4E+02 | -3,9E+01 | -5,8E-01 | -6,0E+00 | 5,8E+00 | 1,1E+01 | 6,5E+00 | -1,2E+01 | -3,4E+00 | 4,6E+00 | 2,4E+00 | 2,3E+00 | -4,0E-01 | -2,3E+00 | 8,6E-01 J -4,6E+01
-8,7E+01 | 8,8E+01 | 51E+01 | 4,8E+01 | -6,7E+01 | 9,1E+01 | 6,6E+01 | -9,4E-01 | -2,2E+00 | -3,9E+00 | -1,6E+01 | -1,1E+01 | 5,1E+00 | 2,8E+00 | -5,1E+00 | -2,1E+00 | -3,4E+00 | 3,1E-01 | 1,6E+00 | -5,4E-01 § 3,3E+01
-1,2E+02 | 4,4E+01 | -5,9E+01 | 7,9E+01 | 2,6E+01 | 2,3E+02 | -5,1E+01 | 3,6E+00 | 58E+00 | 3,1E+00 | 1,1E+01 | 6,8E+00 | 2,4E+01 | 3,0E+00 | 3,5E+00 | 1,7E+00 | 2,1E+00 | -2,9E-01 | -1,3E+00 | 4,6E-01 J -2,7E+01
2,2E+01 | 7,5E+01 | 54E+01 | 9,7E+01 | -9,2E+00 | 1,7E+02 | 1,7E+01 | 52E-01 | -32E+00 | -1,4E+00 | -4,6E+00 | -2,9E+00 | 1,3E+01 | 3,0E+00 | -1,4E+00 | -4,6E-01 | -9,8E-01 | 5,0E-02 | 2,7E-01 | -6,7E-02 | 5,6E+00
-9,5E+00 | 9,7E+01 | 3,3E+01 | 1,7E+02 | -1,4E+01 | 3,1E+02 | 2,2E+01 | -3,4E+00 | -1,7E+00 | 6,6E-01 | -3,8E+00 | -2.9E+00 | 3,1E+01 | 51E+00 | -1,6E+00 | 9,2E-01 | -2,0E+00 | -4,5E-01 | -1,4E+00 | 7,0E-01 § -2,7E+01
-2,5E+00 | -4,8E+01 | 6,7E+01 | 3,7E+01 | -2,6E+01 | 4,1E+01 | 6,0E-01 | -5,5E+00 | -1,9E+01 | 4,8E+00 | 1,2E+00 | -1,6E+00 | 5,1E+00 | 1,7E+00 | 2,5E+00 | 1,0E+00 | 8,6E-01 | -42E-02 | -1,2E+00 | 4,4E-01 § -2,4E+01
2,2E+02 | -1,9E+02 | 1,3E+00 | -1,7E+02 | -8,2E+00 | -3,2E+02 | 1,7E+01 | 4,3E+00 | 2,9E+00 | -1,3E+00 | -2,9E+00 | -1,1E+00 | -2,2E+01 | -3,9E+00 | -1,2E+00 | -1,3E-01 | -9,0E-01 | -7,8E-02 | -6,5E-02 | 7,6E-02 § -9,2E-01
-1,6E+02 | 8,8E+01 | -1,6E+01 | -2,0E+02 | -1,6E+01 | -1,7E+02 | 1,9E+01 | 1,1E+00 | 1,1E+00 | -8,4E-01 | -3,8E+00 | -2,0E+00 | -2,5E+01 | -4,2E+00 | -1,3E+00 | -2,0E-01 | -1,0E+00 | -5,4E-02 | -3,0E-02 | 6,4E-02 | -2,3E-01
-6,7E+01 | 3,8E+01 | 1,2E+02 | -2,5E+02 | -6,0E+01 | -2,9E+02 | 2,0E+01 | -7,7E+00 | -3,5E+01 | 1,3E+01 | 2,9E+00 | -1,8E+00 | -1,2E+01 | -2,2E+00 | 4,9E+00 | 4,2E+00 | 3,0E-01 | -8,7E-01 | -5,3E+00 | 2,2E+00 § -1,0E+02
9,6E+01 | -4,5E+02 | 7,8E+01 | 4,9E+01 | -7,3E+01 | -7,2E+01 | -1,9E+01 | -1,4E+01 | -4,4E+01 | 2,0E+01 | 1,2E+01 | 3,3E+00 | -5,7E+01 | -1,0E+01 | 9,9E+00 | 4,4E+00 | 4,1E+00 | -4,9E-01 | -5,1E+00 | 1,9E+00 § -1,0E+02
58E+02 | -9,2E+02 | -8,1E+01 | -4,9E+02 | 4,9E+01 | -6,3E+02 | 2,1E+01 | 1,2E+01 | 2,8E+01 | -1,3E+01 | -8,2E+00 | -3,5E+00 | -1,6E+02 | -3,0E+01 | -7,3E+00 | -1,8E+00 | -4,0E+00 | -9,8E-02 | 2,0E+00 | -6,1E-01 § 4,2E+01
1,1E+03 | 1,6E+03 | 32E+01 | -6,5E+01 | -3,5E+01 | 52E+02 | -5,4E+00 | -3,0E+00 | -1,3E+01 | 4,5E+00 | 1,2E+00 | 7,7E-01 | 1,5E+02 | 2,9E+01 | 2,7E+00 | -9,4E-03 | 1,8E+00 | 2,6E-01 | -1,2E-01 | -6,4E-02 ] -3,0E+00
1,5E+02 | 3,5E+03 | 2,2E+02 | 2,6E+03 | 1,2E+01 | 1,6E+03 | -1,2E+01 | 1,9E+00 | 6,5E+00 | -1,7E+00 | -3,7E-01 | -8,4E-01 | 58E+02 | 1,1E+02 | -91E-01 | 4,3E-01 | -8,6E-01 | -2,4E-01 | -4,3E-01 | 2,3E-01 J -8,0E+00
-1,2E+03 | 55E+02 | -4,1E+01 | -6,2E+02 | 2,2E+01 | 6,1E+02 | -1,2E+01 | 9,4E-01 | 3,8E+00 | 1,1E+00 | 4,0E+00 | 1,6E+00 | -9,1E+00 | -2,4E+00 | 7,4E-01 | 1,0E+00 | 1,3E-01 | -2,8E-01 | -9,1E-01 | 3,8E-01 § -1,8E+01
-1,5E+03 | -2,0E+03 | 1,8E+02 | 1,9E+03 | -6,8E+00 | 3,5E+02 | 7,8E+00 | 2,7E+00 | 3,4E+00 | -3,9E+00 | -5,2E+00 | -2,5E+00 | -1,6E+01 | -2,5E+00 | -2,4E+00 | -9,7E-01 | -1,3E+00 | 1,0E-01 | 8,7E-01 | -2,9E-01 § 1,7E+01
6,4E+01 | -29E+02 | -4,5E+01 | -6,9E+01 | -8,5E+01 | -2,2E+02 | -22E+02 | 3,0E+01 | -6,0E+01 | 4,9E+01 | 4,8E+01 | 2,3E+01 | -3,8E+01 | -1,1E+01 | 2,5E+01 | 1,7E+01 | 8,4E+00 | -3,3E+00 | -1,8E+01 | 7,2E+00 J -3,6E+02
-8,2E+01 | -22E+03 | -1,3E+02 | -1,7E+03 | 1,5E+01 | -3,5E+03 | 2,9E+01 | -2,7E+00 | 6,3E-02 | -4,5E-01 | 49E-01 | 7,0E-01 | -52E+02 | -9,4E+01 | 2,4E-02 | -7,2E-01 | 53E-01 | 2,5E-01 | 809E-01 | -4,0E-01 § 1,7E+01
3,7E+00 | -7,3E+00 | 3,6E+01 | 8,6E-02 | -2,1E+01 | 1,4E+01 | -1,9E+02 | -2,8E+01 | -3,5E+01 | 1,1E+01 | 32E+01 | 4,7E+00 | 8,8E-01 | -2,4E+00 | 1,2E+01 | 1,2E+01 | 2,3E+00 | -2,7E+00 | -1,2E+01 | 5,0E+00 § -2,4E+02
-5,6E+02 | -1,7E+03 | 1,6E+02 | 2,4E+03 | 7,9E+00 | -5,3E+03 | 1,1E+01 | -3,2E+00 | -5,0E4+00 | 3,5E+00 | 3,8E+00 | 2,1E+00 | -1,2E+02 | -2,2E+01 | 2,2E+00 | 2,4E-01 | 1,5E+00 | 1,2E-01 | -1,2E-01 | -3,9E-02 | -3,0E+00
1,6E+02 | -1,3E+02 | 1,8E+02 | 7,1E+01 | 1,6E+02 | 1,2E+02 | -2,8E+01 | -1,9E+01 | 4,6E+01 | 2,0E+01 | -2,9E+00 | 1,1E+00 | 4,6E+00 | -2,6E+00 | -7,4E-01 | 1,6E-01 | -6,1E-01 | -1,1E-01 | -1,6E-01 | 89E-02 J -2,7E+00
2,2E+01 | -1,4E+01 | -6,0E+01 | 1,4E+01 | 1,7E+01 | 8,7E+00 | 85E+00 | -3,4E+01 | -1,5E+02 | 4,5E+01 | 2,8E+01 | 7,8E+00 | 4,6E+00 | -1,8E+00 | 1,8E+01 | 1,5E+01 | 3,4E+00 | -3,1E+00 | -1,7E+01 | 7,0E+00 § -3,4E+02
4,1E+01 | -3,8E+01 | 6,3E+01 | 2,0E+01 | 4,1E+01 | 1,4E+01 | -5,8E+01 | 1,5E+02 | -7,3E+00 | -2,1E+01 | -2,4E+01 | -3,4E+01 | -3,2E+00 | 9,0E-02 | -1,0E+01 | -8,0E+00 | -3,5E+00 | 1,8E+00 | 8,4E+00 | -3,3E+00 § 1,7E+02
-2,8E+01 | 2,4E+01 | -1,6E+01 | -1,4E+01 | 1,1E+01 | -9,9E+00 | -3,1E+00 | -1,3E+01 | 1,3E+01 | -1,9E+01 | -7,7E+01 | -1,6E+01 | -1,8E+00 | 8,0E+00 | -1,3E+01 | -1,4E+01 | -3,4E+00 | 3,5E+00 | 1,4E+01 | -5,8E+00 § 2,8E+02
-3,6E+01 | 3,0E+01 | -2,4E+01 | -1,7E+01 | -1,7E4+01 | -1,2E+01 | 1,9E+01 | -6,4E+00 | 2,3E+01 | 5,8E+01 | -7,0E+00 | -1,6E+01 | 3,5E+00 | 1,7E+01 | -6,2E+00 | -6,6E+00 | 5,0E-01 | 1,5E+00 | 8,1E+00 | -3,4E+00 § 1,6E+02
-1,7E+01 | 1,6E+01 | -3,8E+01 | -7,2E+00 | -1,4E+01 | -5,3E+00 | 1,8E+00 | -2,9E+01 | 4,5E+01 | 3,0E+01 | 2,9E+01 | -1,4E+01 | 1,0E+01 | 4,6E+01 | 1,7E+01 | 1,1E+01 | 2,8E-01 | -2,6E+00 | -1,7E+01 | 6,8E+00 § -3,3E+02
-5,2E+01 | -2,2E+02 | 3,6E+01 | 4,8E+02 | -7,7E-01 | -5,6E+00 | -8,0E+00 | 5,3E+00 | -6,0E+00 | -9,9E-01 | 8,5E+00 | 2,9E+01 | -2,8E+04 | -5,1E+03 | -1,8E+01 | -3,1E+00 | -9,7E+00 | -2,2E-01 | 3,0E+00 | -7,5E-01 § 6,3E+01
-8,8E+00 | -4,0E+01 | -4,3E+00 | 8,7E+01 | -7,0E+00 | -4,9E-01 | -1,2E-01 | -1,7E+01 | 6,9E+00 | 1,4E+01 | -2,0E+00 | -5,6E+01 | -5,1E+03 | -9,4E+02 | 1,5E+01 | 1,6E+01 | 1,9E+00 | -4,4E+00 | -1,8E+01 | 7,3E+00 § -3,4E+02
-2,1E+01 | 1,7E+01 | -2,0E+01 | -9,3E+00 | -9,0E+00 | -6,4E+00 | 1,0E+01 | -1,8E+01 | 1,4E+01 | 1,1E+01 | 4,4E+00 | -2,2E+01 | -1,2E+01 | -2,4E+01 | -1,6E+00 | -2,0E+01 | 1,1E+00 | 1,7E-01 | 1,6E-01 | -1,4E-02 § 2,3E+00
-2,2E+00 | 1,5E+00 | 3,1E+00 | -1,2E+00 | 1,6E+00 | -6,8E-01 | 2,0E+00 | 6,3E+00 | -9,2E-01 | -4,1E+00 | -5,2E+00 | 8,8E+00 | -1,0E+00 | 4,0E+00 | 2,2E+01 | -8,2E+00 | -4,2E-01 | 1,7E+00 | 8,9E+00 | -3,7E+00 § 1,7E+02
-1,5E+01 | 1,3E+01 | -1,5E+01 | -6,7E+00 | -6,8E+00 | -4,6E+00 | 7,3E+00 | -1,2E+01 | 1,1E+01 | 9,2E+00 | 3,2E+00 | -1,4E+01 | -6,8E+00 | -1,7E+01 | -3,1E+00 | 7,8E+00 | -1,8E+00 | 7,9E+00 | -1,5E+00 | 4,6E-01 J -3,0E+01
56E-02 | 3,5E-01 | -6,5E+00 | 1,8E-01 | -35E+00 | -1,0E-01 | -1,5E+00 | -9,4E+00 | 3,2E+00 | 8,4E+00 | 7,1E+00 | -1,0E+01 | 58E-01 | -8,2E+00 | -3,3E+00 | 1,4E+01 | -1,9E+01 | -4,5E+00 | -1,5E+01 | 6,4E+00 § -2,9E+02
7,2E-01 | -41E-01 | -2,7E+00 | 4,1E-01 | -1,5E+00 | 1,6E-01 | -1,2E+00 | -4,1E+00 | 1,2E+00 | 4,2E+00 | 3,4E+00 | -4,2E+00 | 6,8E-01 | -3,6E+00 | -1,5E+00 | 6,7E+00 | -5,2E+00 | -2,3E+00 | -7,6E+00 | 1,8E+00 § -1,5E+02
-2,4E+00 | 1,4E+00 | 8,7E+00 | -1,4E+00 | 5,1E+00 | -5,2E-01 | 3,8E+00 | 1,3E+01 | -4,1E+00 | -1,4E+01 | -1,1E+01 | 1,4E+01 | -2,3E+00 | 1,2E+01 | 5,0E+00 | -2,2E+01 | 1,7E+01 | 7,7E+00 | 2,7E+01 | -1,2E+01 § 4,9E+02
-1,5E-06 | 3,8E-06 | -1,6E-04 | 8,9E-06 | 1,6E-04 | -2,1E-06 | -2,8E-04 | 7,2E-06 | 3,4E-04 | -2,7E-04 | 12E-03 | 6,2E-04 | 3,6E-05 | -2,0E-04 | 7,3E-03 | 4,3E-03 | 6,1E-02 | -5,8E-03 | -1,9E+00 | -4,4E+00 0




LT1

Tabela 21: Controlador final obtido para a abordagem Simultinea — viga de 20 elementos finitos

7,1E-01

-1,6E+01

4,4E+00

7,4E-01

-5,0E-01

2,1E-01

-4,5E+00

-8,8E-01

6,8E+00

4,9E+00

1,1E+01

1,2E+01

-1,0E+01

-2,7E+01

1,0E+00

-1,4E+01

5,8E+00

1,6E+01

-3,3E-01

-2,4E+01

3,4E+00

-1,4E+01

3,0E+01

-2,0E+00

3,8E-01

2,4E+01

-5,1E+00

3,9E+01

9,4E+00

1,4E+01

5,4E+00

2,1E+01

9,5E+00

2,1E+01

7,8E-01

-1,3E+01

-3,0E+00

-5,0E+00

-3,9E+00

7,9E+00

1,6E+00

1,6E+01

4,0E-01

-2,5E+00

-5,9E+00

6,9E+00

2,1E+02

-5,2E+00

-4,8E+00

2,5E+00

4,1E+01

-3,4E+01

4,8E+01

8,1E+01

-1,3E+02

-1,1E+02

-5,6E+02

1,4E+02

-1,2E+02

8,1E+01

-1,4E+02

2,0E+02

-5,2E+01

3,0E+01

-3,5E+02

-2,6E+02

-6,4E+00

-2,2E+01

4,1E+00

-2,2E+01

2,1E+02

-5,3E+01

-3,6E+01

-5,9E-01

4,4E+00

5,4E+00

-3,9E+01

2,9E+01

1,2E+01

1,2E+01

-7,2E+00

1,7E+00

3,3E+01

1,1E+01

-1,6E+01

-5,9E+00

1,7E+01

1,4E+00

9,5E+00

6,0E+00

-4,9E+00

-1,8E+02

-1,8E+01

1,6E+02

3,2E+01

2,3E+01

1,7E+01

4,9E+00

2,5E+01

2,2E+01

1,2E+01

-2,1E+01

2,7E+01

1,1E+01

3,2E+00

2,2E+00

-8,2E+00

5,5E+00

6,3E+00

3,7E+00

9,1E+00

-3,5E+01

-9,2E+00

3,0E+01

-1,5E+02

-4,0E+01

-2,3E+02

3,9E+01

5,5E+01

-3,0E+01

-8,5E+01

5,1E+01

-1,1E+01

-1,5E+00

2,9E+01

1,6E+01

4,8E+01

5,0E+00

-2,7E+00

-9,3E+00

-1,6E+00

-5,5E+00

1,3E+00

-2,3E+00

-3,8E+01

2,5E+01

-2,3E+01

2,3E+02

-3,4E+01

-1,4E+02

7,5E+01

-2,3E+02

-1,7E+01

1,2E+01

-1,2E+01

9,3E+00

4,2E+01

3,9E+01

4,3E+01

-1,9E+01

1,0E+01

-1,0E+01

-2,6E+01

1,2E+01

6,1E+00

-9,5E+00

4,6E+01

-1,5E+01

-3,0E+00

-3,9E+01

1,56+02

-2,3E+01

3,6E+02

1,6E+02

-2,4E+01

2,6E+01

8,8E+01

2,7E+01

-5,9E+01

-4,8E+01

-4,6E+01

1,7E+01

-1,9E+01

-1,0E+01

8,2E+01

3,3E+01

-6,0E+00

4,4E+00

-5,9E+01

-5,5E+00

-2,8E+00

-7,4E+01

-1,0E+02

-3,3E+02

-6,0E+01

1,4E+02

8,0E+01

1,1E+02

2,3E+01

6,2E+01

4,1E+01

3,3E+01

5,6E+01

-1,9E+01

3,3E-02

2,0E+01

-1,2E+01

2,2E+01

1,8E+01

-1,9E+01

-8,0E+01

1,5E+01

5,5E+00

-2,0E+01

2,1E+02

-1,6E+02

-2,0E+02

-8,1E+01

2,7E+02

-3,0E+01

6,5E+01

-4,1E+01

-3,3E+01

-5,5E+01

-2,3E+01

-2,1E+01

2,3E+01

-6,2E+00

3,4E+01

1,7E+401

-1,4E+01

1,8E+00

1,2E+02

4,7E+01

-1,9E+01

8,4E+01

4,1E+01

3,4E+01

-9,4E+01

2,9E+02

-2,1E+01

3,2E+00

6,6E+01

1,1E+02

-8,0E+01

2,8E+00

4,9E+01

1,5E+01

6,0E+01

-2,5E+01

4,0E+01

2,7E+01

-1,8E+01

-8,7E+00

1,2E+402

-3,3E+01

-1,1E+01

-6,5E+01

-9,3E+00

-1,1E+01

-9,7E+01

4,6E+01

-2,6E+01

-2,5E+01

5,7E+01

1,6E+02

-2,4E+02

-7,9E+00

6,7E+01

4,8E+01

1,2E+02

2,5E+00

-7,7E+401

-2,8E+01

2,1E+01

2,7E+00

5,2E+02

-8,3E+00

-1,4E+01

-6,6E-01

1,5E+01

-9,6E+01

-3,3E+01

-8,8E+01

-1,0E+02

-7,9E+01

-1,1E+02

-1,4E+02

6,1E+01

1,4E+02

-2,7E+01

1,6E+02

1,2E+02

-1,8E+00

6,2E+01

-9,6E+00

4,5E+01

8,3E+00

-1,1E+02

2,1E+01

-8,2E+00

-4,5E+01

2,2E+01

3,1E+01

-9,2E+01

3,5E+00

-1,2E402

-1,6E+02

1,4E+02

-7,3E+01

-2,5E+02

-6,0E+01

-2,6E+02

-7,3E+01

1,1E+02

8,9E+00

-1,0E+02

-9,3E+01

3,3E+01

7,3E+00

1,2E+02

3,1E+01

-1,9E+00

-9,7E-02

1,2E+01

3,7E+01

2,6E+01

3,9E+01

1,3E+02

2,6E+02

-4,3E+01

3,3E+02

-1,2E+02

4,8E+01

-1,1E+02

4,4E+01

2,1E+02

1,8E+01

-1,3E+02

-7,7E+01

2,6E+01

8,6E+00

3,4E+01

7,9E+00

-1,3E+01

-1,3E-01

4,9E+00

1,3E+01

2,7E+00

6,1E+01

-7,6E+00

4,2E+01

-8,7E+01

7,9E+01

-2,4E+01

-7,5E+01

1,5E+02

-3,0E+02

3,2E+02

-2,4E+00

1,8E+02

1,6E+02

4,1E+00

7,5E+00

1,2E+01

-9,3E+00

4,2E+00

-3,3E+01

7,6E+00

4,9E+01

-1,8E+01

4,0E+01

-3,5E+01

-5,7E+01

6,6E+01

2,7E+02

9,2E+00

-1,6E+02

-3,9E+01

-3,3E+01

2,5E+02

-4,5E+01

2,2E+02

-3,2E+01

3,6E+00

-4,1E+00

1,7E+02

-4,7E+00

8,3E+00

-1,4E-01

2,0E+01

-4,7E+01

1,1E+01

-2,0E+01

-1,1E+01

-2,4E+01

-1,6E+02

1,1E+02

-4 4E+01

2,2E+02

4,7E+01

-4,2E+01

-8,1E+01

1,2E+01

-1,6E+02

-1,0E+02

-1,4E+01

4,2E+00

9,1E+01

4,3E+00

-3,0E+00

-2,5E+00

-2,4E+01

8,4E+01

-7,7E+00

7,3E401

-6,7E+01

-1,4E+02

-8,8E+01

-1,6E+02

-1,1E+02

-3,0E+02

-2,4E+02

1,3E+02

-1,1E+02

-4,0E+01

4,3E+02

-3,6E+02

4,7E+01

-3,0E+01

-2,3E+01

1,2E+01

-1,2E+01

-5,3E+00

2,9E+01

-4,2E+00

1,5E+01

-1,8E+01

4,4E+01

1,7E+01

-4,2E+00

-1,4E+01

-3,6E+01

-1,4E+01

3,9E+01

-1,8E+01

8,5E+01

-3,4E+01

-1,0E+01

-2,5E-01

1,5E+01

2,2E+00

3,2E+02

1,2E+01

-8,2E+00

-2,6E+01

-1,8E+00

1,2E+401

-1,6E+01

-5,4E+01

1,9E+01

5,9E+01

1,2E+01

3,5E+01

3,3E+01

-8,1E+01

-2,2E+02

1,1E+02

-5,7E+02

6,1E+01

-3,5E+02

4,6E+02

-2,6E+00

5,0E+00

2,1E+02

-6,4E+00

-1,1E+00

1,5E+01

-4,6E+00

-3,9E+01

-1,2E+01

-6,2E+00

-2,7E+01

5,1E+01

2,6E+01

1,4E+02

1,0E+02

-2,0E+02

-7,9E+01

2,2E+02

2,6E+02

1,5E+01

-4,7E+02

-2,8E+02

-1,2E+01

-1,2E+01

8,0E+00

1,5E+01

4,8E+00

2,9E+01

1,7E+01

1,5E+01

-4,0E+00

1,9E+01

-1,1E+01

-2,0E+01

1,6E+01

6,3E+01

1,4E+01

5,8E+01

-1,6E+01

-2,3E+01

-3,4E+01

1,56E+02

-1,3E+01

1,0E+02

5,0E+00

4,2E+00

-5,2E+02

8,0E+00

1,3E+01

2,3E+00

8,0E+00

2,7E+01

1,5E+01

1,6E+01

3,8E+01

1,1E+01

1,8E+02

-6,1E+01

2,1E+01

-3,5E+01

7,8E+01

-1,1E+02

1,1E+01

-9,0E+00

1,7E+02

5,1E+02

1,7E+00

5,4E+00

6,5E+01

-3,8E+00

-8,4E+00

-1,3E+01

3,3E+01

1,1E+01

2,9E+01

6,9+01

-6,1E+01

-4,3E+01

-1,5E+02

-3,3E+00

4,3E+01

3,7E+01

4,6E+00

1,7E+02

8,2E+00

2,3E+01

-4,2E+02

5,6E+02

-3,8E+01

-4,1E+01

-1,2E+01

-7,1E+00

6,1E+00

-3,4E+00

-3,8E+00

-1,5E+00

6,9E-01

1,1E+01

4,1E+00

-1,6E+01

-1,0E+01

-7,1E+00

1,7E+01

3,9E+00

1,3E+00

7,2E+00

8,8E-01

8,5E+00

1,1E+01

-1,5E+00

-5,6E+00

1,5E+00

-2,8E+02

7,5E+00

1,4E+01

2,0E+00

2,6E+01

2,1E+01

4,4E+01

5,4E+01

-4,8E+00

-6,7E+01

-1,4E+02

-2,6E+01

-1,3E+02

1,2E+02

6,5E+01

-2,0E+02

-6,6E+01

2,6E+00

1,6E+02

1,9E+02

1,6E+01

-6,7E+00

6,7E+00

-3,1E+00

5,6E+00

-7,9E+00

9,5E+00

1,5E+00

-1,1E+00

-1,1E+01

-4,3E+00

-9,5E+00

1,2E+01

3,3E+01

-1,5E+00

2,0E+01

-3,4E+00

-2,0E+01

5,5E+00

1,5E+01

-6,0E-01

2,1E+01

-1,1E+01

1,3E+00

7,7E+02

-4,8E+00

-1,4E+01

-5,3E+00

-1,7E+00

-1,4E+01

-1,3E+01

-9,7E+00

-3,0E+01

4,5E+00

-1,4E+02

7,5E+01

-8,4E+00

2,0E+01

-1,1E+02

1,6E+02

-5,0E+01

2,2E+01

-2,7E+02

-1,9E+02

-3,5E+01

4,9E+01

9,3E-01

-3,0E+00

7,6E+00

2,7E+00

-1,1E+00

2,4E+00

2,2E+00

1,5E+00

-1,3E+01

-1,1E+01

1,5E+01

2,9E+01

1,0E+01

1,7E+01

6,2E+00

-5,2E+00

-3,1E+00

3,0E+01

4,8E+00

9,3E+00

4,4E+00

3,2E+00

2,7E+02

3,3E+00

4,4E+00

1,0E+00

3,4E-01

1,4E+01

2,5E+00

7,9E+00

4,0E+00

-7,6E+00

-3,4E+01

1,5E+00

-2,8E+01

1,2E+02

-2,8E+01

1,9E+02

9,9E+01

-4,5E+00

6,0E+01

2,0E+01

4,3E401

8,2E+00

3,2E+00

1,7E+00

-1,1E+00

-7,7E-01

3,6E+00

3,3E-01

3,1E+00

-1,3E-01

5,9E+00

6,8E+00

-4,8E-01

-4,3E+00

-2,4E+00

-1,9E+00

1,5E+00

-8,9E-02

5,0E+00

-1,2E+01

-5,7E-01

3,2E+00

-2,1E-01

3,7E+00

-2,1E+02

3,1E+00

8,8E+00

6,2E+00

3,1E+00

4,7E+00

7,2E+00

-1,5E+00

2,8E+01

1,9E+01

1,4E+02

-3,3E+01

3,7E+01

-9,5E+01

6,6E+01

-1,9E+02

-4,1E+01

-2,1E+00

7,2E+401

3,9E+00

-7,7E-01

1,8E+00

-6,8E+02

5,5E+00

1,6E+01

2,1E+00

3,0E+01

2,7E+01

4,8E+01

6,5E+01

-2,5E+01

-9,3E+01

-2,9E+02

1,7E+00

-2,0E+02

4,0E+02

-3,1E+01

3,5E+02

1,9E+02

-1,9E+01

2,8E+02

3,2E+02

-4,5E-02

1,3E+01

-9,9E-01

5,2E+00

3,9E+00

4,9E+00

4,9E+00

4,4E+00

-9,9E-02

7,7E-01

-3,3E+00

-2,2E+00

8,9E+00

1,9E+01

2,2E+00

1,3E+01

2,0E+00

-6,3E+00

2,6E+00

1,9E+01

-8,0E-02

1,2E+01

-1,3E+01

3,2E+00

1,4E+00

2,1E+00

3,1E+00

4,9E+00

6,3E-02

2,6E+00

1,2E+00

4,3E+00

1,8E+00

1,6E+00

2,1E+00

2,9E+00

3,9E+00

1,5E+00

4,3E+00

3,9E+00

1,5E+00

6,0E+00

3,9E+00

-8,0E-02

1,8E+00

1,2E+01

-3,9E-01

4,8E+00

4,1E+00

4,1E+00

7,0E+00

3,4E+00

-4,7E-01

1,4E+00

-1,9E+00

-2,1E+00

8,3E+00

1,7E+01

2,7E+00

1,1E+01

-1,5E-01

-4,9E+00

4,2E+00

1,5E+01

3,2E+00

8,5E+00

1,6E+01

-3,9E+00

4,2E+00

1,3E+00

-4,0E-02

1,1E+00

2,5E+00

2,3E+00

1,6E+00

4,5E-02

4,8E+00

5,0E+00

-3,4E-01

-2,4E+00

-1,4E+00

6,3E-01

1,0E+00

2,1E+00

3,2E+00

-6,6E+00

-7,3E-01

1,9E+00

7,9E+00

-4,9E-01

1,6E+00

2,5E+00

8,0E-01

1,6E+00

3,9E+00

3,6E+00

1,0E+00

1,5E+00

3,7E+00

3,8E+00

2,2E+00

1,9E+00

3,0E-01

2,3E+00

2,3E+00

1,5E+00

2,5E+00

-1,5E+00

2,7E+00

2,3E+00

2,7E+01

-4,8E+00

1,9E+00

2,9E+00

3,9E-02

-1,2E+00

6,9E+00

1,9E+00

2,0E+00

-1,6E+00

4,8E+00

7,1E+00

-1,2E+00

-3,9E+00

-3,3E+00

9,8E-01

-1,3E+00

-2,2E+00

7,1E+00

-1,5E+01

-1,4E+00

4,4E+00

1,5E+00

1,6E+00

3,2E+00

2,4E+00

1,8E+00

1,3E+00

3,2E+00

6,3E-01

1,7E+00

1,4E+00

2,7E+00

1,8E+00

2,2E+00

1,4E+00

2,0E+00

2,4E+00

2,1E+00

2,2E+00

2,1E+00

2,6E+00

2,3E+00

1,7E+00
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Tabela 21: Controlador final obtido para a abordagem Simultanea — viga de 20 elementos finitos (continuacgio)

1,9E+01 | -1,5E+00 | -1,1E+01 | 2,3E+01 | 25E+01 | 24E+00 | 1,6E+01 | 30E+01 | 1,4E+01 | -25E+01 | 62E+00 | 22E+01 | 64E+00 | 1,4E+01 | 6,2E+00 | 2,0E+00 | 52E-02 | -9,8E-01 | -4.9E+01
2,0E+01 | 1,0E+00 | -5,1E+00 | 6,1E+01 | 59E+00 | 39E+00 | 24E+00 | -3,1E+01 | 3,8E+00 | -1,7E+01 | 2,2E+00 | 3,3E+00 | -54E+00 | 1,3E+01 | 2,5E+00 | -1,4E+00 | -6,6E+00 | -3.9E+00 | -24E+02
2,6E+01 | 2,7E+02 | 3,0E+02 | 3,2E+01 | 66E+02 | 6,1E+00 | -1,5E+02 | 43E-01 | 64E+02 | 23E+00 | -2,9E+02 | 8,6E+02 | 47E+00 | -6,9E-01 | 48E+00 | 2,2E+00 | 3,2E+00 | 2,9E+00 | 2,8E+01
,8E+00 | 1,0E+00 | 1,8E-01 | 81E-01 | -8,2E+00 | 1,4E+01 | B,56-01 | 9,2E+00 | 1,E+00 | 39E+00 | 53E+00 | -32E+00 | 52E+00 | -79E-01 | 3,6E+00 | 2,0E+00 | 3,7E+00 | 6,0E-01 | 3,5E+01
2,1E+00 | -82E+00 | -1,4E+01 | 6,0E+00 | -1,5E+01 | -1,6E+00 | 2,7E400 | -1,06400 | -3,2E+00 | -1,3E+00 | 86E+00 | -6,8E+00 | 1,7E+00 | 3,8E+00 | 1,9E+00 | 1,56+00 | -8,7E-01 | 2,3E+00 | -6,0E+01
-31E+01 | -1,1E+00 | 2,1E+00 | 57E+00 | -81E+00 | 8,8E+00 | 22E+00 | 1,0E+01 | 19E+00 | 2,7E+00 | -1,4E+00 | 2,9E+00 | 10E-01 | 59E+00 | 32E+00 | 1,4E+00 | 50E-01 | 3,2E+00 | -5,1E+01
94E+00 | 1,0E+01 | 21E-01 | -20E-01 | 1,6E+01 | 58E+00 | -35E+00 | 39E+00 | 15E+00 | 35E+00 | 26E+01 | -3,8E400 | 22E+00 | 2,3E+00 | 95E-01 | 3,1E+00 | 45E+00 | 4,2E+00 | 3,6E+01
-1,1E+01 | -1,9E+00 | 9,7E-01 | 6,1E+00 | -1,6E+01 | 1,8E+00 | 1,6E+01 | 3,8E+00 | -1,8E+01 | 32E+00 | 1,2E+01 | -3,0E+01 | -33E-01 | 1,6E+00 | 1,0E400 | 2,8E+00 | 1,6E+00 | 2,0E+00 | -8,3E+00
1,8E401 | 59E+00 | 24E+01 | 6,7E-01 | 10E+01 | 1,0E+01 | -27E+00 | 4,9E+00 | -53E+00 | 1,4E+00 | 3,6E+01 | -1,8E+01 | 51E+00 | 1,8E+00 | 7,0E+00 | 14E+00 | 29E+00 | 1,9E+00 | 1,4E+01
-37E+01 | 2,7E+01 | -2,6E+01 | 10E+01 | 4,8E+01 | -3,7E+00 | 4,9E+00 | 3,E+00 | -1,8E+01 | 35E+00 | 55E+01 | -2,9E+01 | -1,3E+00 | 6,1E+00 | 1,8E400 | 2,9E+00 | 1,7E+00 | 1,9E+00 | -7,2E+01
2,0E+01 | -34E+01 | 3,8E+00 | -1,8E+01 | -6,6E+01 | 1,7E401 | 2,9E+01 | 15E+01 | -1,1E+01 | 23E+00 | -3,7E+01 | -2,3E+00 | 1,1E+01 | -2,0E+00 | 4,2E+00 | 2,9E+00 | 7,3E+00 | 3,4E+00 | 9,4E+01
20E+01 | -33E+01 | 36E+01 | -39E+00 | -25E+01 | 21E+01 | 3,6E+01 | 40E+00 | 3,3E+00 | 59E+00 | -85E+01 | 37E+01 | B,6E+00 | -B,7E+00 | 40E-01 | 4,4E+00 | 1,8E+01 | 6,1E+00 | 2,1E+02
72E+00 | -1AE+02 | 6,2E+01 | 7,7E+00 | -1,6E+02 | -1,2E+01 | 2,1E+02 | -35E+00 | -88E+01 | 8,9E-01 | -3,0E+02 | 4,8E+01 | -5,2E+00 | 8,3E+00 | -81E-01 | O8E-02 | -1,56+00 | 2,3E+00 | -1,0E+02
54E+01 | 9.8E+00 | -B,6E+00 | B,1E+01 | 4,0E+01 | -3,6E+01 | -5,4E+01 | -1,8E+01 | 53E+01 | -23E+00 | 2,0E+01 | 3,7E+01 | -1,3E+01 | 1,5E+01 | -41E+00 | -85E-01 | -1,0E+01 | -24E+00 | -24E+02
-4,6E+01 | -3,0E+00 | 5,8E+01 | 1,7E+01 | 8,0E+01 | -2,3E+01 | 1,1E+02 | -7,9E+00 | -39E+01 | 1,0E400 | -1,7E+02 | 6,8E+01 | -95E+00 | 9,8E+00 | -21E+00 | 57E-01 | -3,7E+00 | 4,26-01 | -1,3E+02
47E+01 | -1,5E+01 | 2,7E+01 | 9,9E+00 | -7,3E+01 | -2,3E+01 | -9,9E+01 | -1,2E+01 | -28E+01 | 50E+00 | 3,0E+02 | -22E+02 | -6,9E+00 | 6,E+00 | -46E+00 | 2,0E+00 | -1,3E+00 | 1,8E+00 | -8,0E+01
2,3E+01 | 57E+00 | -6,0E+01 | 12E+01 | -39E+01 | 9,6E-01 | 6,3E+01 | 1,3E400 | -42E+01 | -1,7E+00 | -44E+01 | 7,6E+00 | 24E+00 | 4,4E+00 | 256400 | 1,56+00 | 1,1E+00 | 126400 | -2,9E+01
1,0E+01 | -1,1E+02 | 1,0E402 | 1,7E401 | 1,9E+02 | 47E+00 | -52E+00 | 32E+00 | -9,5E+01 | 3,7E+00 | 2,7E+02 | -2.9E+02 | 37E-01 | 34E+00 | 2,9E+00 | 84E+00 | 7.0E-01 | 1,3E+00 | -1,2E+01
75E+01 | 1,0E+02 | 6,6E+00 | -15E+01 | 36E+01 | 1,8E+01 | 70401 | 1,1E+01 | -1,2E402 | 1,7E+00 | 1,E+02 | -1,9E+02 | 94E+00 | -20E-01 | 8,2E+00 | 1,4E+00 | 51E+00 | 3,0E+00 | 4,1E+01
-1,5E+02 | 2,3E+01 | -1,1E+01 | 3,0E+01 | 9,6E+00 | -2,7E+01 | -1,3E+01 | -65E+00 | 21E+01 | -7,3E-01 | -8,1E+00 | 2,3E+01 | -1,2E+01 | 1,7E+01 | -1,1E+00 | -43E-01 | -1,3E+01 | -2,1E+00 | -3,1E+02
B3E+01 | 2,1E+02 | 3,E+02 | 54E+00 | -3,1E+02 | -1,8E+01 | 9,7E+01 | -64E+00 | -1,1E+02 | 50E+00 | 15E+02 | -19E+02 | -3,6E400 | 3,6E+00 | 2,2E+00 | 2,0E+00 | 2,8E-01 | 2,8E+00 | -2,7E+01
2,8E+01 | -46E+02 | -64E+02 | -1,0E+01 | 1,6E+01 | 7,6E+00 | 1,1E+02 | 7,0E+00 | -1,2E+02 | 1,1E+00 | 2,3E+02 | -1,8E+02 | 44E+00 | 25E+00 | 3,6E+00 | 3,5E+00 | 3,3E+00 | 2,8E+00 | 2,1E+01
1,1E+01 | 6,0E+01 | 95E+01 | 39E+00 | 7,0E+01 | 1,6E+01 | O,0E+00 | 2,6E+01 | 40E+00 | 2,9E+00 | -3,5E+00 | -34E-01 | 6,3E+00 | -29E+00 | 4,7E400 | 4,1E+00 | 7,3E+00 | 2,7E+00 | 9,9E+01
T3E+01 | -2,8E+02 | -6,8E+02 | -3,7E+01 | -7,8E+02 | 1,8E+00 | 8,5E+02 | -1,0E+00 | -1,2E+02 | 26E+00 | -82E+02 | 23E+01 | B30E-01 | 2,8E+00 | 1,6E+00 | 2,9E+00 | 6,1E-01 | 1,1E+00 | -1,2E+00
1,1E+02 | 39E+02 | -39E+02 | 54E+01 | 1,3E+03 | 8,2E+00 | -15E+02 | 3,6E+00 | 3,7E+01 | 1,0E+00 | 1,5E+02 | -3,7E+01 | 2,5E+00 | 3,1E+00 | 4,6E+00 | 2,4E+00 | 9,3E-01 | 1,9E+00 | -3,0E+00
2,1E+00 | 1,7E+01 | -7,5E+01 | -2,0E+01 | 1,8E+01 | 81E+01 | -5,3E+01 | 25E+01 | 1,0E+00 | 9,8E+00 | 1,3E+01 | 2,3E+00 | 1,3E+01 | -1,3E+01 | 6,0E+00 | 52E+00 | 1,6E+01 | 7,8E+00 | 29E+02
-BAE+01 | 2,8E+02 | -1,3E+03 | -5,1E+01 | -6,3E+02 | 1,5E+00 | -1,5E+03 | 1,0E+01 | -7,7E+01 | 31E+00 | 2,5E+02 | 1,6E+01 | 6,0E+00 | 1,1E+00 | 7,5E400 | 2,5E+00 | 35E-01 | 1,5E+00 | 2,1E+00
,8E+01 | 47E+00 | 1,8E+01 | -58E+01 | -2,0E+01 | -4,8E+00 | -1,5E+01 | -2,3E+00 | 1,1E+01 | -82E+00 | 2,2E+00 | 3,6E+00 | -3,2E+00 | 7,6E+00 | 2,6E+00 | 41E-01 | -4.8E+00 | 4,8E-01 | -1,2E+02
35E+00 | -5,5E+02 | 2,8E+02 | 7,2E+01 | 1,7E408 | 92E+00 | -97E+02 | -1,8E400 | 2,8E+03 | 65E+00 | -94E+02 | 2,1E+02 | 1,1E+01 | 7,0E-01 | 85E+00 | 1,9E+00 | 3,4E+00 | 2,1E+00 | 5,6E+00
-30E+01 | 4,0E+00 | 1,2E+01 | -36E+01 | -1,4E+01 | 2,3E+01 | 6,3E+00 | -1,0E+01 | -32E+00 | -35E+01 | 1,3E+01 | 7,JE+00 | 1,6E+01 | -1,1E+01 | 5,0E-01 | 4,7E+00 | 1,7E+01 | 7,9E+00 | 3,1E+02
6,8E+00 | 1,4E+02 | -7E+01 | -53E-01 | 7,5E+01 | -34E+00 | -25E403 | 1,8E+401 | -1,6E+03 | 2,7E+00 | -2,8E+03 | -2,8E+03 | -2,7E+00 | 2,7E+00 | -6,3E-01 | 1,8E+00 | 7,7E-01 | 3,3E+00 | 5,7E+00
59E+00 | 2,1E+00 | 3,3E+00 | 1,5E+01 | 26E+00 | 31E+00 | 6,4E+00 | 5,6E+01 | 1,dE+01 | -6,3E+00 | 7,8E+00 | 7,5E+00 | -9O5E+00 | 1,8E+01 | 6,4E-01 | -1,6E+00 | -1,3E+01 | -3,6E+00 | -3,1E+02
2,7E+00 | 58E+02 | -1,0E+02 | -2,2E+01 | -64E+02 | 3,3E+00 | 1,8E+03 | -95E+00 | 3,0E+03 | -65E+00 | -2,6E+03 | -20E+03 | 1,9E+00 | 2,56+00 | 5,3E+00 | 82E-01 | 3,1E+00 | 46E-01 | 2,5E+00
-4.9E+00 | 6,7E+02 | 97E+01 | 6,9E-01 | -7,0E+01 | 35E-01 | 1,1E+02 | -2,6E+00 | 14E+03 | 9,0E-01 | 2,6E+03 | -3,3E+03 | 35E+00 | 1,7E+00 | 31E+00 | 2,1E+00 | 3,3E+00 | 4,5E+00 | 6,3E+00
-8,8E+00 | 2,1E+00 | 1,E+01 | -1,0E+01 | -1,2E401 | 7,6E+00 | -6,3E+00 | -1,9E+01 | -20E+00 | 1,9E+01 | 12E-02 | -1,1E+01 | 43E-01 | 20E+01 | 35E+00 | 3,3E+00 | 1,6E+00 | 1,7E+00 | 5,9E+00
2,6E+00 | 2,9E+00 | 6,6E-01 | 12E+00 | 44E+00 | 51E+00 | 3,1E+00 | -39E+00 | 2,7E+00 | 53E+00 | 3,2E+00 | B,9E+00 | -1,6E+01 | -5,9E+00 | 2,6E+00 | 3,9E+00 | 9,1E+00 | 44E+00 | 1,5E+02
78E+00 | 3,3E+00 | 9,1E+00 | -96E+00 | -8,2E+00 | 5,1E+00 | -4,8E+00 | -1,0E+01 | -44E+00 | 1,5E+01 | -1,2E+00 | -8,9E+00 | -6,3E-02 | -41E+00 | -6,4E-01 | -58E+00 | 2,2E+00 | 1,5E+00 | 3,2E+01
47E+00 | 2,8E+00 | 2,3E+00 | 1,1E+01 | 21E+00 | -3,7E+00 | 1,5E+00 | 1,1E+01 | 3,8E+00 | -5,3E+00 | 1,4E+00 | 1,7E+00 | 4,8E+00 | 1,4E+01 | 1,8E+01 | -2,0E+00 | -1,0E+01 | -3,3E+00 | -2,5E+02
2,3E+00 | 3,6E+00 | 3,6E+00 | 6,8E+00 | 2,3E+00 | -1,8E+00 | 2,9E+00 | 5,8E+00 | 1,8E+00 | -2,5E+00 | 3,0E+00 | 1,9E+00 | 3,8E+00 | 7,6E+00 | 6,8E+00 | -5,5E-01 | -4,8E+00 | -9,2E-01 | -14E+02
4,6E+00 | 2,6E+00 | 2,8E+00 | 19E+01 | 1,6E-01 | -1,1E+01 | 1,6E+00 | 1,7E+01 | 2,6E+00 | -1,1E+01 | 35E+00 | 2,7E+00 | 1,1E+01 | 2,56+01 | 2,1E+01 | -6,2E+00 | -2,1E+01 | -89E+00 | -5,3E+02
3,5E+00 | 2,7E+00 | 1,9E+00 | 33E+00 | 3,0E+00 | 2,2E+00 | 1,6E+00 | 2,9E+00 | 3,6E+00 | 2,0E+00 | 2,7E+00 | 2,2E+00 | 3,E+00 | 2,0E+00 | 1,0E+00 | 4,6E+00 | 7,4E-01 | 80E+00 0
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