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Resumo

DIAS, Allan Patrick Cordeiro. Elemento Mortar de Alta Ordem Aplicado à Análise Computacional

não-Linear de Contato Mecânico Estrutural. 2013. 131p. Dissertação (Mestrado). Faculdade de

Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

No presente trabalho, apresenta-se um elemento de contato com alta ordem de interpolação,

construído a partir do método mortar de decomposição de domínios discretizados. O alvo de estudo

é a verificação da acurácia da solução com o aumento da ordem de interpolação do elemento em

problemas bidimensionais de contato com grandes deformações, atrito sem considerar efeitos ter-

momecânicos. São apresentadas soluções para alguns problemas clássicos da literatura de contato.

Os resultados obtidos, de uma forma geral, tanto para pequenas como para grandes deformações,

mostram que a alta ordem de interpolação pode ser considerada uma interessante estratégia para

ganho de precisão na solução deste tipo de problemas, quando o foco em análise é o estudo das

tensões e esforços gerados pelo contato.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem, Mecânica do Contato Computa-

cional, Elemento Mortar de Contato de Alta Ordem, Grandes Deformações, Material Hiperelástico.
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Abstract

DIAS, Allan Patrick Cordeiro Dias. High Order Mortar Finite Element Applied to Nonlinear

Analysis of Computational Contact Mechanics. 2013. 131p. Dissertação (Mestrado). Faculdade

de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

This work presents a high-order mortar finite element for frictional contact problems conside-

ring finite deformations without thermomechanics effects. The aim of this work is to increase the

accuracy of the solution in the contact region with the application of p-FEM high-order method.

The results for both small and large strains shows that the high order interpolations can be consi-

dered an interesting strategy in this kind of problems, when the analysis is focused on the study of

stresses and reactions generated by contact.

Keywords: High Order Finite Element Method, Computational Contact Mechanics, High Order

Mortar Finite Element, Finite Deformations, Hyperelastic Materials.
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1 INTRODUÇÃO

O avanço de tecnologias computacionais torna possível a implantação de novos processos de

desenvolvimento e validação de produtos com a introdução de ferramentas virtuais. Essas ferramen-

tas representam uma oportunidade para redução de custos e tempo de desenvolvimento de projetos

[66]. Com um mercado altamente competitivo e com a crescente demanda por novos produtos, que

atendam aos requisitos básicos de qualidade e confiabilidade, é crescente o interesse em resultados

de simulação numérica para problemas de engenharia.

A popularização da simulação computacional, aliada ao aumento da capacidade de processa-

mento dos computadores, estimula a busca por soluções de problemas cada vez mais complexos. O

estudo desses problemas, em geral multidisciplinares, exige o aprimoramento de conhecimento em

diversas áreas como, Matemática, Computação, Física e Engenharia.

A qualidade e confiabilidade dos resultados também são fatores de peso para o emprego da

simulação. Esses requisitos dependem, entre outros fatores, da técnica numérica empregada na

solução. Para problemas de engenharia estrutural, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é a

técnica mais utilizada.

O presente trabalho apresenta uma aplicação do Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem

(MEF-AO) à problemas de contato entre corpos. O problema de contato estrutural é bastante co-

mum e é caracterizado por ser um problema não linear. Problemas de valor de contorno envolvendo

contato são de grande importância em aplicações nas áreas de engenharia mecânica, civil, assim

como em aplicações ambientais e biomédicas. Praticamente todo movimento envolve contato e

fricção entre corpos, e a inclusão do efeito do atrito acaba complicando ainda mais este problema

no que se refere ao emprego de técnicas numéricas e computacionais. A determinação do modo

com que as pressões são distribuídas na interface de contato é essencial na fase de projeto de com-

ponentes e exerce um papel direto e fundamental na determinação do desgaste e vida útil destes

componentes. No presente trabalho, apresenta-se um elemento de contato com alta ordem de inter-

polação, construído a partir do método mortar de decomposição de domínios discretizados. O alvo

de estudo é a verificação da acurácia da solução com o aumento da ordem de interpolação do ele-

mento em problemas bidimensionais de contato com grandes deformações, atrito sem considerar

efeitos termomecânicos.

A revisão bibliográfica que segue apresenta um breve histórico sobre a teoria de contato es-

trutural, assim como uma introdução sobre o MEF e o MEF-AO e a aplicação destes métodos no

processo de resolução de problemas de contato.

1



1.1 Revisão bibliográfica

A teoria de contato teve sua primeira colaboração em 1882 com a famosa publicação de Hertz

[48] “On the Contact of Elastic Solid”. O trabalho tratava da solução de um problema de contato

entre dois corpos elipsoidais sem atrito. Novas colaborações surgiram no início do século XX para

aplicações em ferrovias, indústria de engrenagens e rolamentos.

A história da abordagem de problemas de contato através de soluções analíticas teve sua história

iniciada no trabalho de Hertz, e continuada em trabalhos importantes como nas monografias [64, 1],

assim como em trabalhos relativamente mais recentes como [54, 44, 45, 94]. Outras contribuições

significativas nesta linha surgiram da escola russa de engenharia mecânica através das publicações

de Galin [39, 40] e Muskhelishvili [69]. Entretanto, estas abordagens são aplicáveis a uma faixa

muito limitada de tipos de problemas, como por exemplo, problemas com geometria e condições

de contorno simples, materiais lineares e apenas aproximações com base nestas abordagens podem

ser estabelecidas para os complexos problemas com atrito.

A maioria dos problemas de contato surgiu de necessidades industriais, onde tais problemas são

acoplados à geometrias complexas, materiais não lineares, adesão, desgaste, grandes deformações,

grandes deslizamentos, dentre outros efeitos. Com o início da tecnologia computacional e a natu-

reza complexa dos problemas industriais, métodos baseados em soluções semi-analíticas surgiram,

porém não foram suficientes para atender a demanda industrial de problemas complexos de contato.

Em 1943, o matemático americano Richard Courant publicou um artigo que foi a base da teoria

numérica de discretização conhecida hoje por Método dos Elementos Finitos (MEF). O método

matemático foi ignorado naquela época, uma vez que ainda não haviam sido desenvolvidos com-

putadores capazes de realizar uma grande quantidade de cálculos.

Um pouco mais tarde, na década de 50, M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin e L. J. Topp, os

quais eram pesquisadores da Boeing, iniciaram os primeiros trabalhos práticos no estabelecimento

dos conceitos formulados por Richard Courant aplicados à indústria aeronáutica. Juntos publicaram

em 1956, um dos primeiros artigos que delinearam os principais conceitos de formulação do MEF

como a montagem matemática dos elementos e a da matriz de rigidez [92].

Desde então, o método se tornou uma das ferramentas mais utilizadas e eficientes para trata-

mento de problemas de mecânica estrutural. Com o passar do tempo e com a tendência natural de

a ciência atender a demanda de problemas complexos da indústria, a sociedade científica desenvol-

veu ferramentas matemáticas válidas para a abordagem das teorias de contato juntamente com o

Método dos Elementos Finitos. Porém, somente em 1970 com o trabalho de Wilson e Parson [95]

e em 1971 com Chan e Tuba [18] foram publicados os primeiros artigos com métodos de solução
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de problemas de contato juntamente com o MEF.

O MEF pode ser entendido como um método numérico para solução de Problemas de Valor

de Contorno (PVC), baseado em discretização, que utiliza funções polinomiais na aproximação da

solução. Deseja-se que essa solução aproximada seja tão próxima quanto se queira da solução real.

Mostrou-se que o erro na aproximação pode ser controlado por meio de estratégias de refinamento.

Essas estratégias de refinamento definem as versões do MEF. Em geral, divide-se o MEF em três

versões: h, p e hp. Na versão h, a convergência da solução se dá com a redução do tamanho dos

elementos e foi a primeira técnica empregada, a partir da década de 60. Na versão p, a redução do

erro é obtida com o aumento da ordem polinomial da expansão e começou a ser desenvolvida no

final da década de 70 [90]. Quando empregadas em conjunto dão origem à versão hp desenvolvida

e implementada em [3].

As versões p e hp constituem um dos tipos do MEF de Alta Ordem (MEF-AO). Nos últimos

anos, esse método tem recebido grande atenção, principalmente por apresentar convergência expo-

nencial (também chamada espectral) da solução. Na prática, esse tipo de convergência implica que,

para soluções suaves, o erro na solução numérica decai no mínimo de duas ordens ao se duplicar o

número de funções de interpolação, diferentemente dos métodos de baixa ordem nos quais o erro

diminui com um fator fixo [55].

As versão p e hp do MEF foram intensamente investigadas durante os últimos 20 anos,

mostrando-se superior a versão h em um número significativo de problemas de importância prá-

tica. Em Mecânica dos Sólidos, por exemplo, mostrou-se eficiente fornecendo resultados robustos

e confiáveis [89]. Em elasticidade linear, o MEF-AO apresenta muitas vantagens em relação aos

métodos clássicos, tais como, alta taxa de convergência, flexibilidade em se usar elementos com

grande razão de aspecto, não apresentar travamento (locking-free) com relação à espessura para

elementos de placa e casca e nem para materiais quase incompressíveis [26].

A eficiência e as vantagens do MEF-AO foram estendidas à problemas estruturais não lineares,

como a elastoplasticidade [49, 53, 27], metalurgia do pó [47] e contato com pequenas deformações

[70, 59].

Apesar do crescimento significativo de áreas de aplicabilidade do MEF-AO, a área de contato

estrutural com grandes deformações e atrito tem recebido relativamente menos atenção. Assim,

grandes desafios ainda permanecem abertos na literatura de ferramentas computacionais desta área

da mecânica estrutural e a aplicação do MEF-AO está entre estes desafios.

Pode-se dizer que a história da abordagem de problemas de contato por meio de ferramentas

computacionais teve início em 1933, com os trabalhos de Signorini, onde ele formulou o problema

geral de equilíbrio de um corpo elástico linear em contato sem atrito com uma fundação rígida [85,

86]. Uma análise rigorosa desta classe de problemas foi realizada nos trabalhos [32, 33, 34], onde
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foram discutidas, principalmente, questões de existência e unicidade de solução dos variacionais

de desigualdade que surgem da minimização do funcional em subconjuntos convexos. Ainda na

linha de investigação de existência e unicidade de solução do problema de Signorini, pode-se citar

a importante colaboração dada pelo livro de Kikuchi and Oden [56].

As contribuições destes autores, e de muitos outros aqui não citados, foram de suma importância

para o desenvolvimento da formulação do problema de contato sem atrito como um problema de

ponto de sela, o qual pode ser abordado através da teoria de minimização com restrições. Tais

problemas podem ser tratados com métodos de otimização usuais, como por exemplo: o método da

penalidade, método dos multiplicadores de Lagrange, método do Lagrangiano Aumentado, dentre

outros. Infelizmente, não existe um princípio de minimização para problemas com atrito [56, 68].

Neste caso, a energia potencial total do sistema (função objetivo) depende da condição de atrito,

esta depende da pressão normal de contato que por sua vez depende do campo de deslocamentos.

Portanto, não existe um funcional de energia potencial suave associado com problemas de contato

com atrito.

Apesar de o problema de contato com atrito ter registros de estudos do século XV, com o tra-

balho de Amontons [2] apud [97], e no século XVI com os trabalhos de Euler [29, 30] apud [97] e

Coulomb [21], somente em 1976 um importante avanço na formulação numérica para esta classe de

problemas foi observado com o trabalho de Duvaut and Lions [28]. Os autores investigaram a solu-

ção de problemas de contato com atrito e grandes deformações, abrindo as portas para importantes

trabalhos que seguiram a mesma linha [20, 71, 81, 41].

Muitas formas de abordagem do problema de contato ganharam destaque na literatura. Um

exemplo bastante utilizado é partir da suposição de que se conhece a priori a interface de contato

na iteração computacional corrente, o que permite transformar os variacionais de desigualdade

em variacionais de igualdade [83]. Uma outra abordagem é a aplicação de diferentes métodos de

programação matemática, como por exemplo, a solução do problema de contato via método simplex

[19], ou através do método da programação quadrática paramétrica [58, 107, 108].

Vários métodos são atualmente consolidados, vastamente estudados e aplicados em problemas

práticos de engenharia. Uma discussão completa sobre métodos de resolução de problemas de

contato pode ser encontrada em [97, 61].

De um modo geral, a estratégia usualmente utilizada é tratar o problema de contato como um

problema de otimização com restrições [5], onde a função objetivo corresponde à energia potencial

total dos corpos em contato Π(u), que é a energia potencial do sistema mecânico (ΠSistema(u))

mais a energia potencial de contato (ΠContato(u)).

A solução de um problema de contato sem atrito pode ser obtida a partir da minimização da

energia potencial total sujeita às restrições de desigualdade de não penetração entre os corpos.
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Matematicamente, pode-se definir o problema como

(P )







min Π(u) = ΠSistema(u) + ΠContato(u)

s.a. gi(u) ≥ 0 i = 1, ...,m
. (1.1)

As restrições gi(u) representam as condições de não interpenetração dos corpos, têm a dimen-

são dos deslocamentos e representam distâncias pontuais entre os corpos na região de contato. Para

uma condição onde gi = 0 ocorre contato pontual perfeito. Para a condição de interpenetração entre

os corpos gi < 0 e para não interpenetração gi > 0.

Para o problema com atrito são necessárias restrições adicionais que serão tratadas no capítulo

referente à lei de Coulomb.

Este conjunto de restrições é também conhecido como função penetração. O índice m corres-

ponde ao número de restrições ativas, ou seja, pontos no corpo discretizado que estão efetivamente

em contato.

A energia potencial de contato é construída de acordo com o método de minimização restrita

adotado.

Uma vez definidas as energias do sistema e do contato, é aplicado um princípio variacional in-

tegral para transformar as equações do problema da forma forte para forma fraca, e finalmente, um

procedimento de linearização é utilizado para que o sistema de equações resultante seja resolvido

através de um processo iterativo. Estas etapas são apresentadas separadamente para o sistema me-

cânico (contínuo) e para o contato no presente trabalho, e a resposta final do sistema é em função

dos deslocamentos e das tensões de contato.

Uma vez definido o método de resolução do problema de minimização restrita do funcional do

problema de contato, o MEF ou o MEF-AO é utilizado para discretizar os termos do domínio em

estudo e é necessário a adoção de um método para a discretização dos termos de contato. A função

deste método é basicamente discretizar o domínio de contato em estudo em um número finito de

elementos de contato, e transformar as equações integrais provenientes do método de minimização

em equações algébricas. Esta é considerada uma das principais etapas dentro do procedimento

numérico para a resolução do problema de contato [106].

Estes elementos são construídos a partir de entidades das duas superfícies de contato, como por

exemplo, os nós e arestas. Cada elemento possui seu próprio vetor de variáveis, vetor de resíduo,

matriz tangente e matriz de massa (para problemas dinâmicos). Os elementos de contato também

determinam a forma com que se realizará a transferência dos esforços da superfície contactora para

a superfície alvo.

Basicamente, são encontrados na literatura três tipos de elemento de contato, o elemento de
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contato nó-a-nó, o elemento de contato nó-a-segmento e o segmento-a-segmento.

O elemento de contato nó-a-nó, ou como conhecido do inglês node-to-node (NTN), é a forma

mais antiga que se tem registro na literatura para discretização do contato [37]. É uma formulação

simples de ser implementada, porém, não permite a descrição do comportamento de deslizamento

e somente pode ser utilizada em problemas de pequenas deformações. Além disso, esta formulação

impõe restrições na geração de malha, uma vez que os nós da mesma necessitam estar alinhados

(Figura 1.1).

n

Alvo

t

t

Contactor

Figura 1.1: Representação do elemento de contato nó-a-nó.

O elemento de contato nó-a-segmento, ou como conhecido do inglês node-to-segment (NTS)

[52], é amplamente utilizado em programas comerciais de elementos finitos (Figura 1.2). Pode

ser aplicado em problemas com malhas não conforme, em aplicações com grandes deformações e

deslizamento. Porém, esta formulação não passa por alguns testes padrões de contato, conhecidos

como patch tests, os quais podem ser encontrados nas referências [91, 22, 9]. Estes trabalhos mos-

tram que, para malhas não conformes, uma pressão de contato constante não pode ser transmitida

corretamente através das superfícies de contato.
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Alvo

t

n

t

Contactor

Figura 1.2: Representação do elemento de contato nó-a-segmento.

O elemento de contato segmento-a-segmento, do inglês segment-to-segment (STS), foi proposto

na referência [87] para o caso bidimensional.

n

Contactor

n

Alvo

Figura 1.3: Representação do elemento de contato segmento-a-segmento.

Atualmente, esta formulação é aplicada acoplada com o método de decomposição de domínio

conhecido como método mortar [96]. Esta estratégia é amplamente utilizada na solução de proble-

mas estruturais de contato bidimensionais e tridimensionais [76, 75, 104, 103, 67]. As referências

citadas mostram que a formulação passa nos testes padrões de contato (patch tests), mas é conside-

rada de difícil implementação [76]. Uma outra formulação do tipo segmento-a-segmento pode ser

encontrada na literatura, conhecida como método Nitsche [101].
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O método mortar, ou do português argamassa, surgiu originalmente para técnicas de decom-

posição de domínios [13]. É utilizado, por exemplo, quando se deseja dividir um mesmo corpo

B1 em subdomínios Ωα. Estas divisões podem ter elementos de tamanhos diferentes, malhas não

conformes, assim como elementos com diferentes graus de interpolação.

Basicamente, o elemento finito mortar é utilizado para transferir os esforços gerados nas in-

terfaces onde são empregados. Na Figura 1.4, pode-se observar a representação de um corpo B1

subdividido em dois subdomínios Ω1 e Ω2. Estes elementos são construídos a partir dos nós e

arestas destes subdomínios em contato e possuem resposta tanto às cargas compressivas quanto às

trativas, funcionando de forma a unir e compatibilizar os deslocamentos e os esforços entre estes

subdomínios.

Elementos Finitos

Ω

Ω
2

B
1Ω

1

2
Ω

1
B Resposta à carga

compressiva
Resposta à carga

trativa

Mortar

1

Figura 1.4: Elemento finito mortar.

Este tipo de elemento foi posteriormente adaptado para problemas de contato sem atrito em

[11]. Os elementos finitos mortar de contato são construídos a partir dos nós e arestas de corpos

distintos em contato. Na Figura 1.5, pode-se observar a representação de dois corpos, B1 e B2, que

estão em contato. Ao contrário da formulação do elemento finito mortar usual, o elemento finito

mortar de contato não promove a união das superfícies, somente impede que um corpo penetre no

outro. Como pode ser observado no detalhe a direita da Figura 1.5, os elementos somente produzem

resposta às cargas compressivas na região de contato. A formulação foi extendida para problemas

de contato com atrito considerando grandes deformações em [67]. Nos problemas com atrito o

elemento também transmite esforços tangenciais na região de contato.
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B

Resposta à carga

Mortar de Contato
Elementos Finitos

1
B

B
2

B
1

trativa
Resposta à carga

2

compressiva

Figura 1.5: Elemento finito mortar de contato.

O método mortar para discretização dos termos de contato é amplamente utilizado nas mais

atuais referências na área [36, 73, 74, 77, 78, 79, 80, 105, 102].

1.2 Motivação

A grande maioria dos algoritmos para a resolução de problemas de contato desenvolvidos no

passado é baseada no emprego do elemento nó-a-segmento, aplicando as restrições de contato

nos pontos de colocação da estrutura, os quais são os nós dos elementos finitos. Apesar de ainda

ser amplamente estudada e aplicada, esta formulação apresenta algumas desvantagens relativas

à robustez do método em certas aplicações, como já foi discutido e referenciado na seção ante-

rior. Nos últimos anos, a atenção tem se voltado para a implementação dos elementos chamados

segmento-a-segmento, mais especificamente abordagens baseadas no método mortar de discreti-

zação [36, 73, 74, 77, 78, 79, 80, 105, 102]. Entre os desafios mais importantes em problemas de

contato está a discretização com malhas não conformes nas interfaces entre os diferentes corpos

em contato.

O método mortar foi originalmente formulado para decomposição de domínios [96]. Este fato

o torna uma ferramenta interessante para aplicações com grandes deslizamentos, onde a malha do

corpo contactor se encontra constantemente mudando de um alvo para outro.

Outro aspecto importante, que ainda necessita de consideráveis avanços, é a solução de proble-

mas de contato com grandes deformações e atrito [8]. O foco em tais aplicações tem se voltado para

a obtenção de mais precisão na solução. Trabalhos atuais, nos quais também foram utilizados ele-

mentos de contato do tipo mortar, mostram um ganho significativo de acurácia na solução, quando

são utilizadas funções de interpolação quadráticas nos elementos de contato [74, 43, 97, 36].
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Um comparativo entre simulações feitas com elementos de contato lineares e quadráticos mos-

tra que é possível se obter uma solução com melhor precisão, empregando menos graus de liber-

dade, com o elemento de contato quadrático [97]. Estes trabalhos recentes apontam a implementa-

ção de um elemento finito de contato de alta ordem como um interessante alvo a ser atingido.

A implementação deste elemento de contato foi fortemente motivada pelo grupo de pesquisa

no qual o presente trabalho está inserido. Um alvo específico é empregar simulação estrutural em

aplicações biomédicas. Atualmente, está sendo desenvolvido pelo grupo um modelo virtual do olho

humano para análise de tensão devida à doenças degenerativas do tecido conjuntivo.

Existem patologias que, apesar de envolverem alterações bioquímicas, são essencialmente cau-

sadas por esforços mecânicos, e podem ser simplificadas para um problema puramente mecânico,

como o rompimento e descolamento da retina.

Um trabalho recente na área propõe um modelo virtual de um olho míope utilizando elementos

finitos, e considera contato entre retina, coróide e esclera (Figura 1.6). A simulação foi realizada

em um código comercial, considerando a retina e a coróide fixas uma sobre a outra. Entre a coróide

e a esclera foi considerado contato sem atrito e a esclera foi mantida rígida e fixa no espaço.

O objetivo era encontrar os valores críticos das tensões nestes tecidos conjuntivos devido ao

aumento da IOP (do inglês intraocular pressure), parâmetros relacionados à progressão da dege-

neração macular, e utilizá-los para análise de estágio da miopia. Para isso, foi utilizado o material

hiperelástico quasi-incompressível de Mooney-Rivlin [12].

Figura 1.6: Representação das principais partes do olho humano. (Extraída de [38])

Existe uma frente no grupo de pesquisa, cujo presente trabalho está inserido, trabalhando na

implementação do material quasi-incompressível de Mooney-Rivlin e de um modelo de dano com

seus parâmetros devidamente identificados para a aplicação em tecidos conjuntivos. O trabalho
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também tem como objetivo resolver o problema de travamento (locking) volumétrico que surge com

o emprego deste tipo de material [51]. A estratégia que está sendo utilizada é contornar o travamento

a partir de uma formulação mista, aplicada juntamente com o método dos elementos finitos de alta

ordem (MEF-AO). Uma vez implementada esta estratégia, será necessário um elemento de contato

que também possua alta ordem de interpolação.

O objetivo é utilizar os modelos de elemento de contato desenvolvidos no presente trabalho e

o modelo material desenvolvido pelo grupo de pesquisa em conjunto em um futuro trabalho. A

ferramenta final será utilizada para avaliar o alongamento do olho e a degradação associada à retina

em altos graus de miopia, e para a indicação de possíveis indivíduos com potencial rompimento

e descolamento retina. Com base nisso, tendo um histórico das medidas da espessura da retina e

comprimento axial do olho, será possível estimar o tempo para a ruptura da retina.

1.3 Objetivos

Toda a motivação proposta pela literatura e pelo grupo de pesquisa contribuiu para o desenvol-

vimento e a implementação de um elemento de contato de alta ordem, para solução de problemas

bidimensionais de contato com pequenas e grandes deformações, atrito e sem considerar efeitos

termomecânicos.

É realizada a verificação deste elemento em pequenas deformações com a solução analítica para

o problema de Hertz, e para os problemas com atrito em grandes deformações as verificações são

realizadas com soluções conhecidas da literatura. É proposto também um estudo de verificação da

acurácia de solução com o aumento da ordem de interpolação do elemento de contato.

Com a análise da ferramenta aqui desenvolvida em pequenas deformações, e a verificação da

mesma em grandes deformações, o presente trabalho deixa como contribuição acadêmica um ele-

mento de alta ordem de interpolação para problemas de contato com grandes deformações. Esta

contribuição fica como base para a realização de estudos de aspectos importantes da teoria numé-

rica de contato, que ainda permanecem abertos na literatura, como os citados na seção de susgestões

de trabalhos futuros.

1.4 Organização do texto

No capítulo 1, realiza-se uma introdução sobre o problema de contato e são apresentados os

principais trabalhos correlatos. O capítulo segue com os aspectos que motivaram a realização do
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presente trabalho e os objetivos a serem alcançados.

No capítulo 2, é feita uma introdução à mecânica do contínuo clássica. Aborda-se conceitos

básicos envolvendo as medidas de deformação e tensão, a equação de equilíbrio do problema e o

modelo constitutivo utilizado. A forma fraca da equação de equilíbrio é determinada através do

Princípio das Potênticais Virtuais em sua forma integral. Por último, apresenta-se a linearização da

forma fraca da equação de equilíbrio.

Apresenta-se a mecânica do contato no capítulo 3. Inicialmente, introduz-se o conceito de para-

metrização da superfície alvo de contato com coordenadas convectivas. Logo após, toda a cinemá-

tica de contato normal e tangencial e a linearização das contribuições de contato são demonstradas

detalhadamente. O capítulo segue com uma apresentação dos métodos utilizados para adicionar as

retrições de contato à forma fraca do problema.

Os principais aspectos referentes à discretização das formas fracas, que descrevem o compor-

tamento do contínuo, são abordados no capítulo 4. Realiza-se a construção das funções de inter-

polação de alta ordem utilizadas na discretização do problema. O capítulo segue com uma breve

introdução sobre as funções de interpolação utilizadas na discretização dos multiplicadores de La-

grange. Por último, é apresentado o procedimento de discretização das formas fracas, resultando

na matriz de rigidez e nos vetores de força interna e externa discretizados.

No capítulo 5, faz-se uma descrição detalhada do método mortar utilizado para discretização da

forma fraca proveniente dos termos de contato. Também é apresentado, neste capítulo, o modelo

constitutivo de contato com atrito seco, a lei clássica de atrito de Coulomb. O capítulo é encerrado

com uma apresentação das estratégias utilizadas para ativação do elemento de contato.

No capítulo 6, apresenta-se uma descrição detalhada dos algoritmos utilizados para solução dos

problemas de contato com e sem atrito.

No capítulo 7, são estudados alguns problemas clássicos da literatura de contato. É realizada

uma verificação da formulação proposta em pequenas deformações com a solução analítica para o

problema de Hertz. Para problemas com atrito em grandes deformações as verificações são feitas

com soluções conhecidas na literatura. É proposto também um estudo da acurácia de solução com

o aumento da ordem de interpolação do elemento de contato.

Algumas considerações relativas às contribuições deixadas pelo trabalho, assim como sugestões

para trabalhos futuros, são feitas no capítulo 8.
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2 MECÂNICA DO CONTÍNUO NÃO LINEAR

Este capítulo tem como objetivo introduzir os conceitos essenciais sobre mecânica do contí-

nuo necessários à formulação do problema de contato mecânico entre corpos. Toda teoria aqui

apresentada é vastamente aplicada em problemas clássicos estruturais, não se fazendo referência,

neste momento, aos termos de contato propriamente ditos, os quais serão tratados nos capítulos

posteriores.

No presente trabalho, foi utilizado o método dos elementos finitos (MEF) para a discretização da

forma fraca da equação diferencial de equilíbrio. Por isso, este capítulo é basicamente construído

de forma a abordar os conhecimentos necessários à transformação da forma forte do problema

mecânico de equilíbrio em forma fraca, para que essa discretização seja possível.

O capítulo trata, inicialmente, da definição de configuração material e espacial, conceito este

utilizado na teoria da elasticidade para a descrição do comportamento dos corpos, cujos movimen-

tos estão sendo estudados. Então, uma breve introdução sobre medidas de deformação e tensão é

apresentada, com intuito de dar suporte à seção de definição da forma forte do problema através

da equação de equilíbrio. A transformação da forma forte do problema em forma fraca é feita via

Princípio das Potências Virtuais (PPV).

O capítulo segue com uma revisão sobre conjugamento energético e medidas de tensão, os

modelos constitutívos utilizados no presente trabalho e, por último, a linearização da forma fraca

da equação de equilíbrio, que é a base do método de solução de Newton-Raphson.

Foram utilizadas as referências [7, 16, 14] como bibliografias de base para o desenvolvimento

do capítulo.

2.1 Descrição material e espacial

A Figura 2.1 mostra a representação do movimento geral de um corpo deformável consti-

tuído de partículas materiais, que são rotuladas como coordenadas X na configuração material

(ou inicial). Tais partículas são escritas a partir de uma base cartesiana EI numa posição inicial,

tempo = 0. Analogamente, a posição corrente destas partículas, localizadas no tempo = t, são es-

critas a partir de uma base cartesiana eI e rotuladas como coordenadas x na configuração espacial.
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Figura 2.1: Movimento geral de um corpo deformável.

O movimento pode ser então descrito por um mapeamento ϕ entre as posições iniciais e cor-

rentes das partículas como:

x = ϕ(X, t). (2.1)

Assim como o mapeamento inverso de movimento é dado por:

X = ϕ−1(x, t). (2.2)

Dada esta definição, pode-se escrever pontos e propriedades, como por exemplo a densidade

de um corpo, tanto na configuração inicial (ρ = ρ(X, t), descrição material) como na configuração

corrente (ρ = ρ(x, t), descrição espacial), o que caracteriza, como de costume na literatura, uma

descrição Lagrangiana e Euleriana, respectivamente.

Neste exemplo, uma mudança no tempo t, na descrição material da densidade, significa que

uma mesma partícula material X tem uma densidade diferente. Enquanto que, uma mudança no

tempo t, na descrição espacial da densidade, significa diferentes leituras de densidades observadas

em uma mesma posição espacial x.

Pode-se associadar à uma mudança de configuração, um campo vetorial ut, denominado campo

de deslocamentos relativo à configuração de referência, definido matematicamente como

ut = x−X = ϕ(X, t)−X. (2.3)

Sendo assim, pode-se reescrever o mapeamento entre as posições iniciais e correntes das partí-

culas como
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x = ϕ(X, t) = X+ ut. (2.4)

2.2 Medidas de deformação

Nesta seção são apresentadas, de forma breve, a definição de gradiente de deformação e as

principais medidas de deformação utilizadas em problemas com grandes deformações.

2.2.1 Gradiente de deformação

Um dos principais tensores utilizados na análise de problemas de grandes deformações é o

tensor gradiente de deformação, que é definido como:

F =
∂x

∂X
=
∂ϕ(X, t)

∂X
. (2.5)

Substituindo a Equação 2.4 em 2.5, é possível reescrever o tensor gradiente de deformação

como:

F =
∂X

∂X
+
∂ut
∂X

= ∇X+∇ut, (2.6)

F = I+∇ut. (2.7)

Nas Equação 2.7, I é o tensor identidade de segunda ordem.

Através do tensor gradiente de deformação é possível transformar vetores elementares descritos

na configuração material, em vetores na configuração espacial, através do seguinte mapeamento

tangencial

dx =
∂ϕ(X, t)

∂X
dX = FdX. (2.8)

Esta transformação é denominada na literatura de push forward, aqui demonstrada na transfor-

mação do vetor material infinitesimal dX.

O mesmo pode ser feito na direção inversa, ou seja, uma transformação pull back de vetores

espaciais em vetores materiais. Como exemplo, tem-se a transformação do vetor espacial infinite-

simal dx como

15



dX = F−1dx. (2.9)

2.2.2 Tensores de Green Lagrange e Almansi

Para a determinação dos tensores de medida de deformação, parte-se primeiramente da defini-

ção dos tensores de deformação de Cauchy-Green à direita e à esquerda, respectivamente, como

C = FTF, (2.10)

b = FFT . (2.11)

A partir do tensor de Cauchy-Green à direita, pode-se definir um tensor para a descrição La-

grangiana (ou material) de deformação, denominado tensor de deformação de Green Lagrange, que

é definido como

E =
1

2
(C− I). (2.12)

A descrição Euleriana (ou espacial) de deformação é representada pelo o tensor de deformação

de Almansi, que é definido a partir do tensor de Cauchy-Green à esquerda como segue

e =
1

2
(I− b−1). (2.13)

2.2.3 Taxa de deformação

Considera-se a velocidade de uma partícula como a derivada temporal da Equação 2.1 como

v(X, t) =
∂ϕ(X, t)

∂t
,

ou ainda expressa em função da posição espacial e o tempo como

v(x, t) = v(ϕ−1(X, t), t).

A partir desta expressão, é possível definir o tensor gradiente de velocidade como
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l =
∂v(x, t)

∂x
= gradv. (2.14)

O tensor l permite definir a derivada temporal do tensor gradiente de deformação como

Ḟ =
∂v

∂X
=
∂v

∂x

∂ϕ

∂X
= lF. (2.15)

A partir da Equação 2.15, define-se o tensor taxa de deformação material como

Ė =
1

2
(ḞTF+ FT Ḟ), (2.16)

e sua contraparte, o tensor taxa de deformação espacial como

d = F−T ĖF−1. (2.17)

2.3 Medida de tensão

O objetivo deste capítulo é introduzir o conceito de tensão para um corpo deformável.

Considera-se um corpo na configuração corrente como mostrado na Figura 2.2. Para o desenvolvi-

mento do conceito de tensão é preciso estudar a ação de forças aplicadas em regiões Rα arbitrárias

do corpo. Assim, considera-se o elemento de área∆a e a normal n na vizinhança do ponto espacial

p.

x

R
x

1R

1
1

2RR2

3x

2

− n

− t

t

n

p

n

∆

p
a∆

Figura 2.2: Vetor tração.

Tomando como a resultante dessas forças neste elemento de área o vetor ∆p, pode-se determi-
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nar o vetor de tração de Cauchy t(n) correspondente à normal n no ponto p como:

t(n) =
lim

∆a−→0
∆p

∆a
, (2.18)

onde a relação entre t e n satisfaz a terceira lei de Newton de ação e reação

t(−n) = −t(n).

Pode-se escrever o vetor de tração em termos do tensor de tensão de Cauchy σ como:

t(n) = σn.

2.4 Equação de equilíbrio

Dado um corpo com volume v na configuração espacial, assume-se que forças de corpo f (por

unidade de volume) e forças de superfícies t (por unidade de área) agem no domínio e no contorno

do corpo, respectivamente. Em uma análise estática, pode-se dizer que o equilíbrio translacional do

corpo implica na resultante zero de todas as forças agindo sobre o mesmo. Assim, utilizando uma

notação integral, tem-se o equilíbrio translacional como:

ˆ

∂v

tda+

ˆ

v

fdv = 0. (2.19)

Uma vez que t = σn, pode-se reescrever o termo de superfície da equação anterior, como um

termo de volume através do Teorema da Divergência de Gauss [16], resultando em

ˆ

v

(divσ + f)dv = 0. (2.20)

Considerando que a Equação 2.20 pode ser aplicada em qualquer região do corpo, pode-se re-

escrever a equação de equilíbrio, em caso de problemas estáticos, como um vetor de força residual,

da seguinte forma:

r = divσ + f = 0. (2.21)

A Equação 2.21 é denominada forma forte do problema, e satisfaz a relação de equilíbrio espa-

cial em cada ponto do volume v.
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2.5 Princípio das potências virtuais

Na Seção anterior, foi estabelecida a equação diferencial de equilíbrio em sua forma forte. O

Princípio das Potências Virtuais em sua forma integral é aqui utilizado para tornar esta formulação

forte, que é satisfeita em cada ponto do domínio, em uma formulação mais fraca baseada numa

formulação variacional. Esta forma fraca será posteriormente discretizada através do método dos

elementos finitos para a solução do problema de equilíbrio de uma forma aproximada.

A partir da Figura 2.3, considera-se um vetor velocidade virtual arbitrário δv cinemáticamente

admissível na posição corrente do corpo. A potência virtual δẇ, por unidade de volume, feito pelo

vetor força residual r (Equação 2.21) durante este movimento virtual é definida como

δẇ = r · δv = 0, (2.22)

onde o sinal (·) é o produto interno entre dois vetores.

2X  , 2x

3X  ,

1X  , x1

V
tempo = t

tempo = 0

ϕ

v

x3

δ

f

t

n

v

Figura 2.3: Representação esquemática do Princípio das potências virtuais.

Substituindo a Equação 2.21 para o vetor força residual r na Equação 2.22, e integrando sobre

o volume espacial, resulta em uma expressão que é a forma fraca do equilíbrio espacial do corpo

conhecida como equação da potência virtual espacial integral

δẆ =

ˆ

v

(divσ + f) · δvdv = 0. (2.23)

Após algumas manipulações descritas com detalhes em [16], é possível reescrever a Equação
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2.23 como

δẆ =

ˆ

v

σ : δddv −
ˆ

v

f · δvdv −
ˆ

∂v

t · δvda = 0, (2.24)

onde δd é o tensor taxa de deformação virtual. O sinal (:) é o produto interno entre dois tensores de

2ª ordem, ou dupla contração. Essa equação escalar fundamental indica o equilíbrio de um corpo

deformável, na descrição espacial, e é a base para a discretização através do método dos elementos

finitos.

Para o problema de contato, deve-se adicionar um termo Cc devido à potência virtual produzida

pela força de contato, o qual será tratado no capítulo referente à formulação dos termos de contato.

Então, para o problema de contato, tem-se

δẆ =

ˆ

v

σ : δddv −
ˆ

v

f · δvdv −
ˆ

∂v

t · δvda+ Cc = 0.

2.6 Medidas conjugadas de tensão e deformação

Na Equação 2.24, a potência virtual interna produzida pela tensão é dada pelo primeiro termo

δẆint =

ˆ

v

σ : δddv. (2.25)

Os termos σ e d são conhecidos como tensores energéticamente conjugados em relação ao

volume corrente deformado. Uma vez que o produto entre eles resulta na potência por unidade de

volume corrente. Outros pares energéticamente conjugados de tensão e taxa de deformação surgirão

expressando a equação da potência virtual em coordenadas materiais.

Através das relações do jacobiano da transformação J = dv/dV , da força por unidade de

volume indeformado f0 = Jf e do vetor tração por unidade de área inicial t0 = t(da/dA), pode-se

ainda expressar a Equação 2.25 em relação ao volume e área iniciais, como

ˆ

V

Jσ : δddV =

ˆ

V

f0 · δvdV +

ˆ

∂V

t0 · δvdA. (2.26)

2.6.1 Tensor de tensão de Kirchhoff

A potência virtual interna, dada pelo lado esquerdo da Equação 2.26, pode ser escrita em termos

do tensor de tensão de Kirchhoff τ = Jσ, como
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δẆint =

ˆ

V

τ : δddV. (2.27)

A Equação 2.27 mostra que o tensor de tensão de Kirchhoff é conjugado energéticamente com

o tensor taxa de deformação, em relação ao volume inicial. Estas transformações, resultantes da po-

tência virtual interna, ainda não são totalmente satisfatórias, pois ainda que são escritas em função

de dV na configuração material, estão em função dos tensores espaciais τ e σ.

Com base nesta definição, nas seções que seguem, o primeiro e o segundo tensor de Piola-

Kirchhoff são definidos.

2.6.2 Primeiro tensor de Piola-Kirchhoff

Utilizando-se da simetria do tensor de tensões de Cauchyσ, da propriedade do traço de tensores

[16] e reescrevedo a Equação 2.15 como l = ḞF−1, pode-se expressar a potência virtual interna

como

δẆint =
´

V
Jσ : δldV

=
´

V
Jσ :

(

δḞF−1
)

dV

=
´

V
tr

(

JF−1σδḞ
)

dV

=
´

V

(

JσF−T
)

: δḞdV.

(2.28)

Observa-se que o tensor de tensão conjugado energéticamente com a taxa do tensor gradiente

de deformação é o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff definido por

P = JσF−T . (2.29)

Reescrevendo a Equação 2.26, tem-se a expressão da potência virtual em termos do primeiro

tensor de Piola-Kirchhoff como

ˆ

V

P : δḞdV =

ˆ

V

f0 · δvdV +

ˆ

∂V

t0 · δvdA+ Cc.
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Figura 2.4: Interpretação dos tensores de tensão.

Pode-se também definir a equação diferencial de equilíbrio em termos do primeiro tensor de

Piola-Kirchhoff como

r0 = Jr = DIV P+ f0, (2.30)

onde DIV P é o divergente de P em relação ao sistema de coordenada inicial

DIV P = ∇0P : I; (2.31)

∇0P =
∂P

∂X
. (2.32)

2.6.3 Segundo tensor de Piola-Kirchhoff

O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é um tensor de segunda ordem não simétrico, não com-

pletamente descrito na configuração material. No entanto, é possível definir um tensor simétrico de

segunda ordem, conhecido como segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff S, através de uma

transformação do tipo pull back de um elemento de força dP (Figura 2.4) para um dado elemento

espacial de força dp como

dP = F−1dp. (2.33)

Uma vez que dp = JσF−TdA = PdA, pode-se substituir esta relação na Equação 2.33, e

escrever dP em termos do segundo tensor de Piola-Kirchhoff como
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dP = JF−1σF−TdA = SdA, (2.34)

S = JF−1σF−T . (2.35)

Substituindo esta relação na potência virtual interna (Equação 2.25), tem-se

δẆint =
´

v
σ : δddv

=
´

V
Jσ :

(

F−T δĖF−1
)

dV

=
´

V
tr

(

F−1JσF−T δĖ
)

dV

=
´

V
S : δĖdv.

(2.36)

A Equação 2.36 mostra que o tensor S é conjugado energéticamente com Ė, e permite expressar

a potência virtual em termos do segundo tensor de Piola-Kirchhoff como

ˆ

V

S : δĖdV =

ˆ

V

f0 · δvdV +

ˆ

∂V

t0 · δvdA. (2.37)

Agora é possível expressar o tensor de tensão de Cauchy em termos do primeiro e segundo

tensor de Piola-Kirchhoff, respectivamente, como

σ = J−1PFT , (2.38)

σ = J−1FSFT . (2.39)

2.7 Lei constitutiva

Omodelo constitutivo utilizado no presente trabalho, para a modelagem do material em grandes

deformação, é o Neo-Hookeano isotrópico hiperelástico compressível. Quando aplicado em casos

de pequenas deformações suas equações se reduzem à classica lei de Hooke para material isotrópico

linear elástico [97].

Uma vez que o material é considerado isotrópico, ou seja, seu comportamento constitutivo é o

mesmo em qualquer direção material [16], pode-se escrever um funcional de energia ψ que depende

dos invariantes do tensor de Cauchy-Green à direita C (Equação 2.10), como
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ψ (C (X) ,X) = ψ (IC, IIC, IIIC, X) . (2.40)

Os invariantes do tensor de Cauchy-Green à direita são definidos como

IC = tr (C) = C : I,

IIC = tr (CC) = C :C,

IIIC = det (C) = J2.

(2.41)

De forma geral, pode-se obter o segunto tensor de tensão de Piola-Kirchhoff pela seguinte

expressão

S = 2ψII+ 4ψIIC+ 2J2ψIIIC
−1, (2.42)

onde

ψI = ∂ψ
∂IC

,

ψII =
∂ψ
∂IIC

,

ψIII =
∂ψ

∂IIIC
.

(2.43)

Pode-se também recuperar o tensor de tensões de Cauchy, dado por

σ = 2J−1ψIb+ 4J−1ψIIb
2 + 2JψIIII. (2.44)

Para o caso específico do material Neo-Hookeano compressível, a Equação 2.40 para o fucional

de energia de deformação, é defidida como

ψ = µ (IC − 3)− µ ln J +
λ

2
(ln J)2 . (2.45)

As constantes λ e µ são conhecidas como constantes de Lamé. Estas podem ser convertidas em

parâmetros materiais mais conhecidos, como o módulo de Young, ou módulo de elasticidade, E, e

o coeficiente de poisson ν, através das seguintes relações

E =
µ (3λ+ 2µ)

λ+ µ
, (2.46)

ν =
λ

2 (λ+ µ)
. (2.47)

Neste caso µ = G, ou módulo de cisalhamento.

O segunto tensor de tensão de Piola-Kirchhoff pode ser obtido pelas Equações 2.42, 2.43 e 2.45,
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resultando em

S = µ
(

I−C−1
)

+ λ (ln J)C−1. (2.48)

Analogamente para o tensor de tensões de Cauchy, tem-se

σ =
µ

J
(b− I) +

λ

J
(ln J) I. (2.49)

O tensor Lagrangiano de elasticidade de quarta ordem C, para o material Neo-Hookeano, pode

ser obtido diferenciando a Equação 2.48 em relação as componentes do tensorC. As manipulações

algébricas necessárias podem ser encontradas na referência [16]. No presente texto somente se

define C como

C = λC−1 ⊗C−1 + 2 (µ− λ ln J)I , (2.50)

I = −∂C
−1

∂C
, (2.51)

onde (⊗) é o produto tensorial entre dois tensores.
O tensor Euleriano de elasticidade c, ou tensor de elasticidade espacial, pode ser obtido a partir

de uma transformação do tipo pushing forward do tensor de elasticidade Lagrageano [16], assim

como feito para o tensor Lagrangiano de elasticidade. No presente texto somente se define c como

c =
λ

J
I⊗ I+

2

J
(µ− λ ln J) i. (2.52)

Na Equação 2.52, i é um tensor de quarta ordem que pode ser obtido por uma transformação do

tipo pushing forward de I , e é dado em função do delta de Kroneker como

i =
1

2
(δikδjl + δilδjk) . (2.53)

2.8 Linearização da equação de equilíbrio

A Equação 2.24 é não linear em relação à geometria e ao material do problema. Para estas

condições materiais e de carga, sua solução é dada por uma configuração deformada ϕ, em um

estado de equilíbrio [16]. A fim de se obter esta posição de equilíbrio utilizando o método de

Newton-Raphson, é necessário realizar a linearização das equações de equilíbrio usando a deri-

vada direcional da Equação 2.24. Muitos detalhes matemáticos são aqui omitidos, mas podem ser
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encontrados nas referências [16, 65].

Considerando uma função teste ϕk, a Equação 2.24 pode ser linearizada na direção de um

incremento de deslocamento [∆u], através de uma expansão em série de Taylor e truncando no

termo de primeira ordem como

δẆ (ϕk, δv) +DδẆ (ϕk, δv) [∆u] = 0. (2.54)

onde o primeiro termo é a potência virtual, que dará origem ao vetor de força residual. O segundo

termo é a derivada direcional desta potência virtual espacial em ϕk na direção de um incremento

de deslocamento[∆u]. Este termo dará origem a matriz de rigidez tangente e será considerado em

três partes: componente interna, externa e de contato, ou seja

DδẆ (ϕk, δv) [∆u] = DδẆint (ϕk, δv) [∆u]−DδẆext (ϕk, δv) [∆u] +DĊc [∆u] . (2.55)

Observa-se que

δẆint (ϕk, δv) =

ˆ

v

σ : δddv; (2.56)

δẆext (ϕk, δv) =

ˆ

v

f · δvdv +
ˆ

∂v

t · δvda, (2.57)

ou ainda na configuração material

δẆint (ϕk, δv) =

ˆ

V

S : δĖdV ; (2.58)

δẆext (ϕk, δv) =

ˆ

V

f0 · δvdV +

ˆ

∂V

t0 · δvdA. (2.59)

A componenteDĊc [∆u] é a linearização da componente de potência virtual de contato, a qual

será tratada nas seções específicas de contato.

2.8.1 Linearização da potência virtual interna

Após extensiva manipulação algébrica, disponível na referência [16], pode-se escrever a Equa-

ção 2.58, como
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DδẆint (ϕk, δv) [∆u] =

ˆ

v

DE [δv] :C :DE [∆u] dV +

ˆ

v

S :
[

∇0u
T∇0δv

]

dV. (2.60)

Os termos DE [∆u] e DE [δv] podem ser expressados como

DE [∆u] =
1

2
FT

[

∇u+ (∇u)T
]

F, (2.61)

DE [δv] = FT δdF. (2.62)

De forma análoga, para a descrição espacial, escreve-se

DδẆint (ϕk, δv) [∆u] =

ˆ

v

δd : c : ǫdv +

ˆ

v

σ :
[

(∇u)T ∇δv
]

dv. (2.63)

Detalhes adicionais podem ser encontrados nas referências [16, 65].

2.8.2 Linearização da potência virtual externa

O termo DδẆext (ϕk, δv) [∆u] da Equação 2.55, referente à linearização da potência virtual

devida à aplicação de forças externas ao corpo, será tratado em duas partes. A primeira devida à

força externa de corpo, aqui considerada somente a parcela gravitacional f = ρg. A expressão da

potência virtual para esta parcela, sem a contribuição dos termos de contato, é dada por

δẆ f
ext (ϕk, δv) =

ˆ

v

ρ0
J
g · δvdv =

ˆ

V

ρ0g · δvdV. (2.64)

Nenhum dos termos da Equação 2.64 é dependente da geometria corrente, portanto

DδẆ f
ext (ϕk, δv) [∆u] = 0.

A segunda parcela é devida à aplicação de forças externas de superfície

δẆ p
ext (ϕk, δv) =

ˆ

∂v

t · δvda =
ˆ

∂V

t0 · δvdA. (2.65)

Alguns exemplos de força de tração, que resultam em trabalho desta natureza, podem ser cita-

dos, entre eles, a pressão de contato, cujos termos e as linearizações serão discutidos nas próximas

seções.

Um outro exemplo simples, porém relevante, é o caso de aplicação de uma pressão constante à

uma superfície a de um corpo. A Figura 2.5 mostra um corpo com pressão uniforme p distribuída
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em uma superfície a que tem normal n. Pode-se assim, representar o vetor de tração t, da Equação

2.65, como t = pn. Reescrevendo a Equação 2.65, tem-se

δẆ p
ext (ϕ, δv) =

ˆ

∂v

pn · δvda. (2.66)
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Figura 2.5: Pressão uniforme de superfície.

Neste tipo de carregamento, tanto o elemento de área quanto a orientação da normal são de-

pententes da deformação do corpo. Com isso, qualquer mudança na configuração da geometria

promove uma mudança na condição de equilíbrio.

Em termos da parametrização proposta na referência [16], e os vetores tangentes ∂x/∂ξ e

∂x/∂η, pode-se definir o vetor normal e o diferencial de área como

n =

∂x
∂ξ
× ∂x

∂η
∥

∥

∥

∂x
∂ξ
× ∂x

∂η

∥

∥

∥

, (2.67)

da =

∥

∥

∥

∥

∂x

∂ξ
× ∂x

∂η

∥

∥

∥

∥

dξdη. (2.68)

Reescrevendo a Equação 2.66 com os termos anteriores, tem-se

δẆ p
ext (ϕk, δv) =

ˆ

Aξ

pδv ·
(

∂x

∂ξ
× ∂x

∂η

)

dξdη. (2.69)

Após algumas considerações e uma extensa manipulação matemática, disponível em [16], pode-

se escrever a linearização da Equação 2.69 como
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DδẆ p
ext (ϕk, δv) [∆u] =

1

2

ˆ

Aξ

p
∂x

∂ξ
·
[(

∂u

∂η
× δv

)

+

(

∂δv

∂η
×∆u

)]

dξdη

− 1

2

ˆ

Aξ

p
∂x

∂η
·
[(

∂u

∂ξ
× δv

)

+

(

∂δv

∂ξ
×∆u

)]

dξdη. (2.70)
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3 MECÂNICA DO CONTATO

No presente trabalho, consideram-se problemas envolvendo efeitos não-lineares, de grandes

deformações, onde dois ou mais corpos entram em contado. A formulação aqui apresentada está

baseada nas referências [61, 97].

Dada a Figura 3.1, a região no espaço onde estes corpos têm seus contornos em contato é deno-

minada superfície de contato. Para simplificar a formulação aqui proposta, consideram-se somente

dois corpos elásticos Bα, com α = 1, 2, cada um ocupando um domínio delimitado Ωα ⊂ R3.

O contorno Γα é constituído por três partes: Γσ com carregamentos de superfície prescritos, Γu

com deslocamentos prescritos e Γc, onde os dois corpos B1 e B2 entram em contato. As seguintes

relações devem ser satisfeitas: Γα = Γασ ∪ Γαu ∪ Γαc e Γασ ∩ Γαu ∩ Γαc = 0.

Considera-se que dois pontos na configuração material X1 e X2, localizados nestes corpos dis-

tintos, podem ocupar a mesma posição na configuração corrente (ou espacial), ϕ(X2, t) = ϕ(X1, t),

com o processo de deformação. Por isso, as condições de contato devem ser formuladas em relação

à configuração corrente.

Em geral, duas etapas são executadas no processo de solução deste problema. A primeira é a

busca global para a detecção da região de contato. A segunda é o estabelecimento das relações

cinemáticas locais necessárias às restrições impostas pela física do problema de contato.

O objetivo do presente capítulo é fomular as relações de restrição e cinemática para o contato

normal e tangencial para problemas de contato em grandes deformações. Primeiramente, realiza-se

uma apresentação do sistema de parametrização da superfície alvo de contato.
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t = ϕ(    ,  ) X
1

t

ϕ2
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1ϕ(    )
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1
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Γu

2

Γu

1

1

uΓ

2

uΓ

σΓ
2

2

Γσ

Γc

B

B

X
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X
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1

2

1
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Figura 3.1: Representação do problema de contato em deformações finitas.
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3.1 Parametrização da superfície alvo de contato

Para a paremetrização da superfície alvo de contato será utilizado um sistema de coordenadas

convectivas. Este sistema de parametrização de superfícies curvas é amplamante utilizado na litera-

tura tanto para a resolução de problemas de contato [98, 99, 97, 36], quanto na teoria de problemas

de casca [23, 24]. Para problemas de contato, este sistema de coordenadas consegue descrever me-

lhor as superfícies deformadas que estão sendo utilizadas para estabelecer as restrições de contato

[97]. Com este sistema também é possível, para problemas de contato bidimensionais, descrever a

superfície alvo com uma só coordenada de parametrização. Isso promove uma redução no número

de termos das variações das funções de penetração normal e tangencial, assim como das lineriza-

ções de termos dependentes das coordenadas de parametrização, sendo este um aspecto importante

que traz vantagem ao sistema.

A idéia básica é formar um sistema de coordenadas ligadas ao corpo alvo, e conforme o corpo

alvo se deforma, este sistema se deforma juntamente com o corpo (Figura 3.2).

j

ξ
j

iξ
iA

i

Bϕ(   )

a i

x

ϕ

u

B

ξ

ξ
a

A

j

j

X

Figura 3.2: Coordenadas convectivas.

Primeiramente, deve-se escrever as coordenadas material X e espacial x no sistema cartesiano,

como função das coordenadas convectivas ξj . Para problemas de contato tridimensionais, necessita-

se de duas direções de parametrização, uma vez que o alvo de contato é descrito geometricamente

por uma superfície, portanto, j = 1, 2. Para problemas de contato bidimensionais, apesar de o alvo

ser chamado de superfície alvo de contato, ele é descrito geometricamente por uma linha, portanto

j = 1. Reescrevendo as coordenadas cartesianas, têm-se
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X = X
(

ξj
)

, (3.1)

x = x
(

ξj
)

. (3.2)

Pode-se agora definir um vetor tangente no pontoX na configuração B como

Aj =
∂X

∂ξj
= X,j. (3.3)

Como no presente trabalho se deseja modelar problemas de contato bidimensionais, este capí-

tulo será focado na parametrização em uma só direção, portanto, ξj = ξ1 = ξ e Aj = X,ξ.

Uma importante observação é que esta notação compacta, para a primeira derivada parcial, será

também utilizada para outras grandezas no texto, assim como a notação compacta para segunda

derivada, exemplo: X,ξξ =
∂
∂ξ

(

∂X
∂ξ

)

.

Para uma direção de parametrização, o vetor tangente no ponto é definido como

A1 =
∂X

∂ξ
= X,ξ. (3.4)

Assumindo que a superfície é suave, o mesmo pode ser definido para um ponto que é descrito

por ϕ (X, t) em ϕ (B)

a1 =
∂ϕ (X, t)

∂ξ
= ϕ,ξ. (3.5)

Utilizando a regra da cadeia, juntamente com as Equações 3.4 e 3.5, pode-se reescrever o vetor

tangente como

a1 =
∂ϕ (X, t)

∂X

∂X

∂ξ
= FA1. (3.6)

A Equação 3.6 indica, que é possível estabelecer uma relação de recorrência entre a1 e A1

através do tensor gradiente de deformação, definido em coordenadas convectivas por

F = ai ⊗Ai. (3.7)

Estes vetores tangentes são denominados covariantes do sistema de parametrização convectivo

[24]. Estes são conectados com os vetores contravariantes de forma a atender a relação ai · ak = δki

(δki é o delta de Kronecker) [24].

Pode-se escrever quatro relações de transformação baseadas nas definições anteriores

32



ai = FAi ; (3.8)

ai = F−TAi ; (3.9)

Ai = F−1ai ; (3.10)

Ai = FTai. (3.11)

Os vetores normais emX e x são definidos, respectivamente, como

N1(ξ, t) =
e3 ×A1(ξ, t)

‖e3 ×A1(ξ, t)‖
, (3.12)

n1(ξ, t) =
e3 × a1(ξ, t)

‖e3 × a1(ξ, t)‖
. (3.13)

Agora, pode-se definir o tensor métrico aαβ e o tensor de curvatura bαβ , como

aαβ = a11 = a1 · a1 e a11a11 = δ11, (3.14)

bαβ = bβα = b11 = −a1 · n1,ξ. (3.15)

Com o tensor métrico é possível se definir a base de vetores contravariantes como

a1 = a11a1. (3.16)

Com essas definições, pode-se escrever, após algumas manipulações matemáticas disponíveis

em [97], o tensor gradiente de deformação na superfície contactora para problemas de contato

bidimensionais como

Fs = a1 ⊗A1 + n1 ⊗N1. (3.17)

Este tensor gradiente de deformação permite calcular medidas de deformação e tensão na su-

perfície de contato. O termo é utilizado principalmente para transformação de tensores de tensão

obtidos na superfície de contato.
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3.2 Contato normal

Considerando a Figura 3.3, a coordenada espacial, ou corrente, é dada pela Equação 2.4, onde

agora a mesma é reescrita de forma a representar posições em corpos distintos, xα = Xα + uα,

com α = 1, 2. Para o contato normal entre dois corpos, a condição matemática para que um corpo

não penetre no outro é expressa por

(

x2 − x1
)

· n1 ≥ 0. (3.18)

2
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Figura 3.3: Configuração deformada dos corpos Bα.

A normal n1 é associada com o corpo B1. Cosiderando que o contorno da região de contato é

localmente convexa, pode-se associar a cada ponto x2 em Γ2, um ponto de projeção x̄1 = x1
(

ξ̄
)

em Γ1, através da solução do problema de mínima distância [25], como

d̂1 (ξ) =
∥

∥x2 − x̄1
∥

∥ =
min

X1⊂Γ1

∥

∥x2 − x1(ξ)
∥

∥ . (3.19)

A coordenada ξ denota a parametrização do contorno Γ1, através de coordenadas convectivas

(Figura 3.4). Para problemas tridimensionais, tem-se ξ = (ξ1, ξ2), enquanto que para problemas

bidimensionais é possível parametrizar o contorno de contato somente com uma coordenada de

parametrização ξ = (ξ1).

A Equação 3.19 será utilizada para a determinação da função penetração. O ponto de projeção

x̄1 é computado através da condição necessária para ponto de mínimo de uma função

34



d

dξα

[

d̂1 (ξ)
]

=
x2 − x̂1(ξ)

‖x2 − x̂1(ξ)‖ · x̂
1
,α(ξ) = 0. (3.20)

2
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Figura 3.4: Problema de mínima distância.

A solução da Equação 3.20 requer ortogonalidade entre o primeiro e o segundo termo. O termo

x̂1,α(ξ) é o vetor tangente a1α. Com isso, o primeiro termo precisa ter a mesma direção do vetor

normal n1 no ponto de mínimo. Sendo assim, tem-se a condição −n1 (ξ) · a1α (ξ) = 0.

Esse resultado tem uma importante interpretação física para o problema de contato, pois signi-

fica que o ponto x̂1(ξ) é a projeção ortogonal dada pelo ponto contactor x2 na superfície ϕ1t (Γ
1
c).

Nesta seção, tudo que for avaliado na coordenada que produz a mínima distância
(

ξ̄
)

, será

representado com uma barra. O sobrescrito, como dito anteriormente, faz referência ao corpo, en-

quanto que o subscrito à direção da coordenada de parametrização, uma vez que para problemas

tridimensionais ξ = (ξ1, ξ2). Portanto, o vetor normal, avaliado na coordenada de projeção ortogo-

nal, é definido como

n̄1 =
ā11 × ā12
‖ā11 × ā12‖

, (3.21)

para o casos tridimensionais. Para os casos bidimensionais, basta substituir o vetor tangente ā11 pelo

vetor unitário perpendicular ao plano de análise e3.

Assim, pode-se definir o vetor penetração g como

g =
(

x2 − x̄1
)

. (3.22)

A partir da Equação 3.22 e a normal n̄1, pode-se definir a função penetração ou, como conhe-
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cidade na literatura, função gap entre os corpos como

ḡN =

{

(x2 − x̄1) · n̄1 se (x2 − x̄1) · n̄1 < 0

0 se (x2 − x̄1) · n̄1 ≥ 0
. (3.23)

A Equação 3.23 permite definir a magnitude de penetração numérica entre os corpos, uma

vez que fisicamente não existe penetração entre estes. Não foram abordados, no presente trabalho,

casos onde ocorrem mais de uma projeção ortogonal de contato. Para casos especiais de mais de

uma coordenada de projeção, pode-se consultar a referência [97].

Apresenta-se ainda, para a descrição completa da formulação de contato utilizada no presente

trabalho, os cálculos das variações das funções de penetração normal e tangencial, a linearização

dos termos de contato e a discretização destes termos.

3.2.1 Variação da função de penetração (gap) normal

Para a determinação da forma fraca do problema de contato, será necessário avaliar a variação

da função de penetração. A mesma pode ser obtida a partir a Equação 3.23 como

δḡN = δ
{[

x2 − x̄1
(

ξ̄
)]

· n̄1
(

ξ̄
)}

. (3.24)

Considerando todos os termos da Equação 3.24 dependentes da deformação, tem-se

δḡN =
[

η2 − η̄1 − x̄1,αδξ
α
] [

x2 − x̄1
(

ξ̄
)]

· n̄1
(

ξ̄
)

, (3.25)

onde ηα = δuα é a função teste ou o deslocamento virtual [97]. Algumas simplificações podem

ser aplicadas à Equação 3.25 pelo fato de se utilizar um sistema de coordenadas convectivas na

parametrização da superfíe Γ1. Neste sistema adotado, tem-se que x̄1,α · n̄1 = 0 e n̄1 · δn̄1 = 0 [97],

o que resulta em

δḡN =
[

η2 − η̄1
]

· n̄1. (3.26)

3.3 Contato tangencial

Na componente tangencial de contato, deve-se considerar duas situações. A primeira ocorre

quando um ponto, na superfície de contato Γ2, não apresenta movimento tangencial relativo a outra

superfície Γ1. Esta situção é conhecida como condição tangencial de adesão (stick). A segunda
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situação é o oposto da primeira, ou seja, o ponto em análise se move tangencialmente sobre a

superfície de contato. Esta situação é denominada deslizamento (slip).

Nas seções que seguem, por conveniência de notação, omite-se a barra dos termos que serão

calculados na coordenada de projeção (termos na superfície Γ1), por exemplo ξ̄ = ξ, x̄1 = x1, etc.

Como na condição de adesão, o ponto que se adere ao outro corpo não se move tangencialmente,

e o valor computado para a coordenada convectiva de projeção ξ não muda durante o movimento,

ou seja, ξ̇ = 0. Dado este efeito, e a partir da Equação 3.19, é possível escrever para o caso de

adesão que

gT = gTαa
α = 0, (3.27)

gTα =
(

x2 − x1
)

· a1α. (3.28)

A condição de deslisamento (slip) é um processo dissipativo e caracterizado pela mudança da

posição do ponto x2 em relação à coordenada de projeção x̄1. Isso significa que a coordenada ξ

obtida pelo problema de minimização (Equação 3.19) irá se mover sobre a superfície Γ1c . Faz-se

necessário o conhecimento do caminho percorrido por x2 na superfície Γ1c , uma vez que o problema

é dependente deste caminho. A formulação apresentada em [97] propõem a integração da veloci-

dade para a obtenção deste caminho. Para isso, define-se o deslocamento tangencial do ponto x2 na

superfície de contato, definido no corpo B1. O caminho do ponto x2 em Γ1c é dado por

dgT = a1αdξα = x1,αdξα, (3.29)

onde o vetor tangente a1α é avaliado na coordenada de projeção ξ. A partir da Equação 3.29, e

com as relações dgT = ‖dgT‖ e dξα = ξ̇αdt, pode-se definir a integração cujo o resultado é o

comprimento do caminho de fricção

gT =

ˆ t

t0

∥

∥

∥
ξ̇αx1,α

∥

∥

∥
dt =

ˆ t

t0

√

ξ̇αξ̇βaαβdt, (3.30)

onde t é o tempo utilizado para parametrizar o caminho percorrido pelo ponto x2.

Para avaliar a Equação 3.30, é necessário se conhecer a derivada no tempo da coordenada ξ, a

qual pode ser obtida da derivada temporal da relação (x2 − x1) · a1α = 0, como se segue:

d

dt

[(

x2 − x1 (ξ)
)]

· a1α =
[

v2 − v1 − aβ ξ̇β

]

· a1α +
[

x2 − x1
]

· ȧ1α, (3.31)

onde ȧ1α = v1,α + x1,αβ ξ̇β . Isso resulta no seguinte sistema de equações
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Hαβ ξ̇β = Rα; (3.32)

Hαβ = [aαβ − gNbαβ] ; (3.33)

Rα =
[

v2 − v1
]

· a1α + gNn
1
α · v1,α. (3.34)

O termo aαβ é tensor métrico, e bαβ = x1,αβ (ξ)·n1 é o tensor de curvatura. Utilizando da relação

Hαβ = (Hαβ)
−1, pode-se escrever explicitamente a velocidade relativa como

ξ̇β = Hαβ
[(

v2 − v1
)

· a1α + gNn
1 · v1,α

]

. (3.35)

Para problemas bidimensionais, pode-se reescrever a Equação 3.35 como

ξ̇ =
1

a11 − gNb11

[(

v2 − v1
)

· x1,ξ + gNn
1 · v1,ξ

]

,

onde a11 = x1,ξ · x1,ξ é o tensor métrico e b11 = x1,ξξ (ξ) é o tensor curvatura do contorno. Conhe-

cendo a mudança de coordenada ξ, pode-se escrever a velocidade relativa tangencial, utilizando da

simplificação de notação proposta em [97], como

ġT = ξ̇αx
1
,ξ. (3.36)

A Equação 3.30 também se resume para problemas bidimensionais a

gT =

ˆ t

t0

∥

∥

∥
ξ̇1x1,ξ

∥

∥

∥
dt =

ˆ ξ

ξ0

√
a11dξ. (3.37)

3.3.1 Variação da função de penetração (gap) tangencial

Assim como para os termos de contato com componentes normais, para a formulação da forma

fraca do problema de contato, também será necessária a avaliação da variação do termos tangen-

ciais. A variação do deslizamento tangencial pode ser obtida da mesma maneira que as Equações

3.35 e 3.36 foram determinadas. Portanto,

δgT = δξ̇αx
1
,α, (3.38)

onde δξ̇α pode ser obtido, substituindo v pela função teste η, na Equação 3.35, resultando em
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δξ̇α = Hαβ
[(

η2 − η1
)

· a1β + gNn
1 · η1,β

]

. (3.39)

Para casos bidimensionais, a Equação 3.39 se resume a

δξ̇ =
1

a11 − gNb11

[(

η2 − η1
)

· x1,ξ + gNn
1 · η1,ξ

]

. (3.40)

3.4 Linearização das contribuições do contato

Para a solução do sistema não linear de equações associado à forma fraca do problema proposto,

a linearização das contribuições de contato são necessárias. De forma geral, o trabalho virtual

realizado pela força de contato pode ser escrito como

Cc =

ˆ

Γc

cNdΓ +

ˆ

Γc

cTdΓ, (3.41)

onde cN e cT são forças por unidade de comprimento nas direções normal e tangencial, respectiva-

mente, que são integradas no diferencial de área de superfície de contato dΓ.

Analisando cN para o método dos multiplicadores de Lagrange, tem-se

cN = λNδgN + δλNgN , (3.42)

e para o método da penalidade

cN = ǫNgNδgN . (3.43)

O único termo que não colabora para a linearização é o multiplicador de Lagrange.

A linearização de cN pode ser obtida da relação

∂cN
∂u

∆u =
∂cN
∂λN

∆λN +
∂cN
∂gN

∆gN +
∂cN
∂δgN

∆δgN . (3.44)

Para o método dos multiplicadores de Lagrange

∂cN
∂λN

= δgN ;
∂cN
∂gN

= δλN e
∂cN
∂δgN

= λN . (3.45)

Substituindo as relações anteriores na Equação 3.44, tem-se

∂cN
∂u

∆u = δgN∆λN + δλN∆gN + λN∆δgN . (3.46)

39



O mesmo pode ser realizado para o método das penalidades

∂cN
∂λN

= 0 ;
∂cN
∂gN

= ǫNδgN e
∂cN
∂δgN

= ǫNgN . (3.47)

Substituindo as relações anteriores na Equação 3.44, tem-se

∂cN
∂u

∆u = ǫNδgN∆gN + ǫNgN∆δgN . (3.48)

Observa-se que, tanto na Equação 3.46 para o método dos multilplicadores de Lagrange, quanto

para a Equação 3.48 para o método das penalidades, é necessário se computar as linearizações

∆gN e ∆δgN . Todos os detalhes matemáticos para a obtenção destes termos podem ser vistos na

referência [97]. Aqui somente se definem os mesmos, para o caso bidimensional, como

∆gN =
[

∆u2 −∆u1 (ξ)
]

· n1 (ξ) ; (3.49)

∆δgN = −
(

η1,ξ∆ξ +∆u1,ξδξ + x1,ξξ∆ξδξ
)

· n1

+
gN
a11

(

η1,ξ + x1,ξξδξ
)

·
[

n1 ⊗ n1
] (

∆u1,ξ + x1,ξξ∆ξ
)

. (3.50)

Nas equações anteriores, ∆u1 é o incremento em x1 = X1 + u1, e ∆ξ é o incremento em ξ. O

incremento ∆ξ é definido como

∆ξ =
1

a11 − gNb11

[(

∆u2 −∆u1 (ξ)
)

· a1 + gNn
1 ·∆u1,ξ

]

. (3.51)

Uma vez que, no presente trabalho, só será feita a discretização do problema de contato com

atrito com o método da penalidade, o termo cT , presente no trabalho virtual de contato, será anali-

zado somente para este método.

Como poderá ser visto no capítulo de discretização dos termos de contato, somente os termos

∆ξ e∆δξ serão necessários à formulação adotada. Novamente, todos os detalhes matemáticos para

a obtenção do termo ∆δξ podem ser vistos na referência [97]. Aqui somente se define o mesmo,

para o caso bidimensional, como
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∆δξ =
[

−a1 ·
(

δξ∆u1,ξ + η
1
,ξ∆ξ

)

−
(

a1 · a1,ξ − gNn
1 · a1,ξξ

)

δξ∆ξ

+gN
(

η1,ξξ∆ξ +∆u1,ξξδξ
)

· n1 −
(

η1,ξ + a1,ξδξ
)

· a1∆ξ
−

(

∆u1,ξ + a1,ξ∆ξ
)

· a1δξ +
(

η2 − η1
)

·
(

∆u1,ξ + a1,ξ∆ξ
)

+
(

∆u2 −∆u1
)

·
(

η1,ξ + a1,ξδξ
)]

H11. (3.52)

3.5 Tratamento das restrições de contato

De um modo geral, a estratégia usualmente utilizada para a solução de problemas estruturais

de contato é a minimização da energia potencial total dos corpos em estudo, sujeita às restrições

de contato impostas ao problema. Por isso, faz-se necessária a adoção de um método de solução de

problemas restritos de otimização.

O objetivo desta seção é apresentar os métodos aqui utilizados para adicionar as retrições de

contato à forma fraca do problema. Desta maneira, o método dos multiplicadores de Lagrange e o

método da penalidade são apresentados.

O elemento de contato mortar (deduzido nos capítulos posteriores) é só uma estratégia, dentre

tantas outras, de discretização e integração estas formas fracas de restrição.

Uma estratégia clássica de formulação do contato normal, e utilizada por diversos trabalhos,

por exemplo [57, 54], é tratar o contato normal como um problema de restrição unilateral. Esta

estratégia é utilizada quando é essencial aplicar a restrição geométrica de contato de uma maneira

correta. Como neste tipo de estratégia não é necessário se especificar uma relação constitutiva na

interface de contato, a pressão de contato não é obtida via equações constitutivas.

A condição necessária para que um corpo não penetre no outro é gN ≥ 0. Observada a repre-

sentaçao na Figura 3.5, quando da existência de contato, surge um vetor de tensão associado ao

contato dado por

t1 = σ1n1 = tNn
1 + tTa

1. (3.53)
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Figura 3.5: Tensão na interface de contato.

Pode-se observar na Equação 3.53 as componentes tN , associada ao esforço normal de con-

tato, e tT , associada ao esforço tangencial de contato. O vetor de tensão age nas duas superfícies,

t1 (ξ) = −t2, obedecendo o princípio de ação e reação em um dado ponto de contato. Para o caso

de contato sem atrito tT = 0.

Quando observada uma condição de existência de contato, ou seja, gN = 0, tem-se para tensão

de contato tN < 0, e para a inexistência de contato gN > 0, e a tensão tN = 0, resultando no

seguinte conjunto de equações

gN ≥ 0 ;

tN ≤ 0 ;

tNgN = 0.

(3.54)

Este conjunto de equações é conhecidado como condições de Hertz-Signorini-Moreau, que é

a base para o tratamento de problemas de contato sem atrito como um problema de otimização

restrita. Na teoria de otimização, este conjunto de equações é conhecido como condições de KKT

(Karush-Kuhn-Tucker) [10, 63].

Diferentes métodos são utilizados de forma a aplicar estas restrições ao problema de contato.

Apresentam-se aqui, somente os que foram utilizadas no presente trabalho.

3.5.1 Método dos multiplicadores de Lagrange

Primeiramente, apresenta-se o método clássico dos multiplicadors de Lagrange. A formulação

parte da definição da contribuição da energia potêncial devido ao contato como
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ΠLM
c =

ˆ

Γc

(λNgN + λT · gT ) dA, (3.55)

onde λN e λT são os multiplicadores de Lagrange, e gN e gT são as funções de penetração normal e

tangencial, respectivamente (Equações 3.23 e 3.27). O trabalho virtual realizado pela contribuição

de contato pode ser obtido pelo variacional desta energia potencial como

CLM
c = δΠLM

c =

ˆ

Γc

(λNδgN + λT · δgT ) dA+

ˆ

Γc

(δλNgN + δλT · gT ) dA. (3.56)

A primeira integral é o trabalho realizado pelos multiplicadores de Lagrange ao longo das vari-

ações das funções de penetração normal e tangencial. A segunda integral descreve a aplicação das

restrições [97]. Nessa formulação, os multiplicadores de Lagrange podem ser interpretados como

a tensão de contato, λN = tN e λT = tT . Os termos δgN e δgT foram discutidos na seção de

obtenção dos variacionais para as funções de penetração.

Na Equação 3.56, os termos λT · δgT e δλT · gT estão associados à condição de adesão tangen-

cial. A formulação utilizada para tratar a Equação 3.56, nas condições de adesão e deslizamento,

serão tratadas no capítulo de discretização dos termos de contato, quando o método mortar é apre-

sentado.

3.5.2 Método da penalidade

De forma geral, pode-se reescrever a contribuição da energia potêncial devido ao contato como

Πc =
1

2

ˆ

Γc

(tNgN + tT · gT ) dA. (3.57)

No método da penalidade, um termo de penalização é adicionado à energia potencial de contato.

Isso pode ser realizado substituindo as tensões de contato, normal e tangencial, na Equação 3.57,

por tensões de contato proporcionais às funções de penetração. Estas proporções são obtidas via

penalizadores como

tN = ǫNgN ; (3.58)

tT = ǫTgT . (3.59)
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onde ǫN e ǫT são os penalizadores das direções normal e tangencial, respectivamente.

Substituindo as Equações 3.58 e 3.59 na Equação 3.57, tem-se a contribuição da energia potên-

cial devido ao contato pelo método da penalidade

ΠPE
c =

1

2

ˆ

Γc

(

ǫN(gN)
2 + ǫTgT · gT

)

dA. (3.60)

Os penalizadores ǫN e ǫT são escalares positivos. No presente trabalho é adotado ǫN =

ǫT = ǫ e a estratégia de escolha de penalizador utilizada é observada em referências atuais

[35, 97, 36, 102, 46]. Nestes trabalhos é aplicado o método da penalidade juntamente com ele-

mentos mortar de contato, e definido um mesmo penalizador para todos os elementos de contato,

e este é mantido fixo durante o processo iterativo. O valor é sempre escolhido de acordo com cada

problema estudado. Para problemas onde são comparados soluções com resultados disponíveis na

literatura, procura-se empregar o mesmo penalizador utilizado no exemplo de comparação. Quando

estudados problemas sem referência de valores para o penalizador, é utilizado um procedimento de

análise de tentativa, tal como é feito para determinação do tamanho de malha e tamanho de passo

de tempo em problemas numéricos em geral.

A Equação 3.60 é adicionada à energia potencial total do sistema somente quando a restrição

de contato está ativada.

O trabalho virtual realizado por essa contribuição de contato pode ser obtido, assim como para o

caso anterior do método dos multiplicadores de Lagrange, pelo variacional desta energia potencial

como

CPE
c = δΠPE

c =

ˆ

Γc

(ǫNgNδgN + ǫTgT · δgT ) dA. (3.61)
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4 DISCRETIZAÇÃO DO CONTÍNUO

Este capítulo tem o objetivo de introduzir a construção das funções de interpolação de alta or-

dem utilizadas na discretização do problema com base na referência [15]. O capítulo segue com

uma breve introdução sobre as funções de interpolação utilizadas na discretização dos multipli-

cadores de Lagrange [60]. Por último, é apresentado o procedimento de discretização das formas

fracas, resultando na matriz de rigidez e nos vetores de força interna e externa discretizados com

base nas referências [7, 16].

4.1 Construção dos polinômios de Lagrange de alta ordem

Os polinômios de Lagrange hi(ξ) são utilizados como base polinomial para construção das fun-

ções de interpolação unidimensionais Ni(ξ). Para recuperar estes polinômios em qualquer ordem,

dentro de um determinado domínio padrão Ωst = {ξ| − 1 ≤ ξ ≤ 1} (Figura 4.1), é utilizada a

seguinte relação

Np
i (ξ) = hi(ξ) =

∏Nne
j=1,j 6=i (ξ − ξj)

∏Nne
j=1,j 6=i (ξi − ξj)

, i = 1, · · · , Nne., (4.1)

onde Nne é o número de nós no elemento finito e p é o grau do polinômio dada pela relação

p = Nne− 1. Assim, associa-se a cada nó do elemento uma função de forma [15].

ξ
1

ξ
n2

ξ ξ
3

ξ−1

...

1

Figura 4.1: Representação dos pontos de colocação do elemento finito unidimensional.

Apresentam-se a seguir, com objetivo de ilustrar, as funções de interpolação unidimensionais e

bidimensionais para p = 1, 2 e 3.

Para p = 1, tem-se 2 nós no elemento unidimensional, e as funções de interpolação resultam

em

N1
1 (ξ) =

1

2
(1− ξ) , (4.2)

45



N1
2 (ξ) =

1

2
(1 + ξ) . (4.3)

Na Figura 4.2, apresentam-se as funções de interpolação unidimensionais para p = 1.

−1

1

1

ξξ
2

Figure 4.2: Funções de interpolação unidimensionais para p = 1.

Para p = 2, tem-se 3 nós no elemento unidimensional (Figura 4.3), e as funções de interpolação

resultam em

N2
1 (ξ) =

ξ (ξ − 1)

2
, (4.4)

N2
2 (ξ) =

ξ (ξ + 1)

2
, (4.5)

N2
3 (ξ) =

(

1− ξ2
)

. (4.6)
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ξ
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Figure 4.3: Funções de interpolação unidimensionais para p = 2.

Para p = 3, tem-se 4 nós no elemento unidimensional (Figura 4.4), e as funções de interpolação

resultam em

N3
1 (ξ) =

1

16

(

9ξ2 − 1
)

(1− ξ) , (4.7)

N3
2 (ξ) =

1

16

(

9ξ2 − 1
)

(1 + ξ) , (4.8)

N3
3 (ξ) =

9

16

(

1− ξ2
)

(1− 3ξ) , (4.9)

N3
4 (ξ) =

9

16

(

1− ξ2
)

(1 + 3ξ) . (4.10)
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2

1−1 −1/3 1/3

Figure 4.4: Funções de interpolação unidimensionais para p = 3.

As funções são construídas de forma análoga para ordens de interpolação mais elevada.

Para a determinação dos elementos finitos quadrilaterais que compõem a discretização do do-

mínio, toma-se o produto tensorial das polinômios de Lagrange [15]

Njk (ξ, η) = hpj(ξ)h
p
k(η), j = 1, · · · , (Nne)2 e k = 1, · · · , (Nne)2 , (4.11)

sendo j e k os índices dos nós nas direções ξ e η, respectivamente.

1
−1

1

η

21

ξ−1 1ξ

η

=

2

Figura 4.5: Representação dos pontos de colocação do elemento finito bidimensional de ordem 1.

Para p = 1, tem-se 4 nós no elemento bidimensional, para um domínio de ξ =
[

−1 1
]

e

η =
[

−1 1
]

. Como para o caso unidimensional, tem-se uma função de forma associada a cada

nó do elemento. Assim, as funções de interpolação resultam em

N1
1 =

1

4
(1− ξ) (1− η) , (4.12)
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N1
2 =

1

4
(1 + ξ) (1− η) , (4.13)

N1
3 =

1

4
(1 + ξ) (1 + η) , (4.14)

N1
4 =

1

4
(1− ξ) (1 + η) . (4.15)

Na Figura 4.6, apresentam-se as funções de interpolação bidimensionais para cada nó do ele-

mento e para p = 1. Estas funções apresentam um domínio de ξ =
[

−1 1
]

e η =
[

−1 1
]

e

valor 1 no nó a qual é associada e 0 nos nós restantes.

η

2

3

4

1

ξ

Figure 4.6: Funções de interpolação bidimensionais para p = 1.

Para p = 2, tem-se 9 nós no elemento bidimensional (Figura 4.7). E as funções de interpolação

resultam em

N2
1 =

1

4
ξη (1− ξ) (1− η) , (4.16)

N2
2 = −

1

4
ξη (1 + ξ) (1− η) , (4.17)

N2
3 =

1

4
ξη (1 + ξ) (1 + η) , (4.18)
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N2
4 = −

1

4
ξη (1− ξ) (1 + η) , (4.19)

N2
5 = −

1

2
η (1− η)

(

1− ξ2
)

, (4.20)

N2
6 =

1

2
ξ (1 + ξ)

(

1− η2
)

, (4.21)

N2
7 =

1

2
η (1 + η)

(

1− ξ2
)

, (4.22)

N2
8 = −

1

2
ξ (1− ξ)

(

1− η2
)

, (4.23)

N2
9 =

(

1− ξ2
) (

1− η2
)

. (4.24)

ξ
9

8

7

6

5

4

3

2

1

η

Figure 4.7: Funções de interpolação bidimensionais para p = 2.

Para p = 3, tem-se 16 nós no elemento bidimensional (Figura 4.8). E as funções são construídas

de forma análoga.
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Figure 4.8: Funções de interpolação bidimensionais para p = 3.

4.2 Construção da base dual

O objetivo desta seção é apresentar a base polinomial utilizada para interpolar os multiplica-

dores de Lagrange. Apesar de não ser empregada para discretização do domínio, fez-se a escolha

de apresentação deste procedimento de obtenção da base neste capítulo, uma vez que o processo

envolve os polinômios de Lagrange abordados na seção anterior.

Para a interpolação dos multiplidadores de Lagrange nodais será utilizada uma base dual pro-

posta no trabalho [60]. Esta base é biortogonal à base de Lagrange. Os detalhes e vantagens ao se

utilizar uma base com esta característica são amplamente discutidos na literatura [60, 74].

A base dualMj (ξ) é construída de forma a satisfazer a seguinte relação:

G =

ˆ 1

−1

Ni (ξ)Mj (ξ) dξ = wi(k)δjk, wi(k) 6= 0, (4.25)

onde wi são os pesos de integraçao de Gauss-Lobatto-Legendre [55], definidos como

wi(k) =

ˆ 1

−1

Ni(ξk)dξ. (4.26)
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É importante agora definir a matriz de massa de um elemento unidimensional padrão, ou matriz

de projeção [55], como

ML =

ˆ 1

−1

Ni(ξ)Nj(ξ)dξ = VT
LWVL. (4.27)

A matriz W é definida como

W =













w1 0 0 0

0 w2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 wnp













(np,np)

. (4.28)

onde np é o número de pontos de integração utilizado e VL é a matriz de Vandermonde da base de

Lagrange

VL =



















N1(ξ1) N2(ξ1) · · · NNne(ξ1)

N1(ξ2) N2(ξ2) · · · NNne(ξ2)

N1(ξ3) N2(ξ3) · · · NNne(ξ3)
...

...
. . .

...

N1(ξnp
) N2(ξnp

) · · · NNne(ξnp
)



















(np,Nne)

. (4.29)

A matriz de Vandermonde possui as funções de forma atribuídas a cada nó (colunas), calculadas

em todos os pontos de integração utilizados (linhas).

Com as definições anteriores, pode-se recuperar a matriz de Vandermonde contendo os polinô-

mios da base dual,Mi(ξ), através da seguinte relação

VM = GM−1
L VL =



















M1(ξ1) M2(ξ1) · · · MNne(ξ1)

M1(ξ2) M2(ξ2) · · · MNne(ξ2)

M1(ξ3) M2(ξ3) · · · MNne(ξ3)
...

...
. . .

...

M1(ξnp
) M2(ξnp

) · · · MNne(ξnp
)



















(np,Nne)

. (4.30)

Assim como foi realizado para a base de Lagrange, apresentam-se a seguir, com o objetivo de

ilustrar, as funções de interpolação para a base dual para p = 1, 2 e 3.

Para p = 1, tem-se 2 nós no elemento unidimensional, e as funções de interpolação da base

dual resultam em
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M1
1 (ξ) =

(1− 3ξ)

2
, (4.31)

M1
2 (ξ) =

(1 + 3ξ)

2
. (4.32)

Na Figura 4.9, apresentam-se as funções de interpolação da base dual para p = 1.

−1

1

1

ξξ
2

Figure 4.9: Funções de interpolação da base dual para p = 1.

Para p = 2, tem-se 3 nós no elemento unidimensional, e as funções de interpolação da base

dual resultam em

M2
1 (ξ) =

1

4

(

5ξ2 − 2ξ − 1
)

, (4.33)

M2
2 (ξ) =

1

4

(

5ξ2 + 2ξ − 1
)

, (4.34)

M2
3 (ξ) =

1

2

(

3− 5ξ2
)

. (4.35)

Na Figura 4.10, apresentam-se as funções de interpolação da base dual para p = 2.
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Figure 4.10: Funções de interpolação da base dual para p = 2.

Para p = 3, tem-se 4 nós no elemento unidimensional (Figura 4.11). E as funções da base dual

são construídas de forma análoga.

4
ξξ

31
ξ ξ

2

1−1 −1/3 1/3

Figure 4.11: Funções de interpolação dual para p = 3.

4.3 Discretização das formas fracas

Para a discretização do domínio e do contato foi utilizado o elemento finito isoparamétrico, ou

seja, o mesmo grau de interpolação para a geometria e as grandezas interpoladas.

Assim, reescreve-se a coordenada material, o campo de deslocamentos, a linearização do campo

de deslocamentos e a velocidade virtual, respectivamente, como
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X =
Nne
∑

i=1

Ni (ξ, η)Xi, (4.36)

u =
Nne
∑

i=1

Ni (ξ, η)ui, (4.37)

∆u =
Nne
∑

i=1

Ni (ξ, η)∆ui, (4.38)

δv =
Nne
∑

i=1

Ni (ξ, η) δvi. (4.39)

Com isso, pode-se reescrever todas as medidas de deformação, medidas de tensão, formas fracas

e linearizações, do capítulo anterior, substituindo estes termos. Os detalhes da obtenção de todos

estes termos discretizados podem ser obtidos em [16]. No presente texto, limita-se à apresentação

do vetor resíduo e da matriz tangente discretizados.

Dada as definições da linearização da expressão da potência virtual (Equação 2.54), e dos ter-

mos discretizados acima, pode-se reescrever o primeiro termo da Equação 2.54 como

δẆ (ϕk, δv) = δvT (fint − fext) , (4.40)

Define-se a expressão do vetor força residual como

ψ = (fint − fext) , (4.41)

onde fint é o vetor de força interna e fext o vetor de força externa.

A matriz tangente KT é obtida a partir do segundo termo da Equação 2.54, que é a derivada

direcional da potência virtual, para um dado estado de deformação ϕk na direção de um incremento

de deslocamento [∆u], o que resulta na seguinte relação, substituindo os termos discretizados

DδẆ (ϕk, δv) [∆u] = δvTKT∆u, (4.42)

Dadas as Equações 4.40 e 4.42, pode-se reescrever a Equação 2.54 como

δvTψ + δvTKT∆u = 0. (4.43)

A Equação 4.43 deve ser satisfeita para qualquer velocidade virtual δv cinematicamente com-

patível. Esta relação é a base para o procedimento de solução do sistema de equações pelo método
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de Newton Raphson, que será abordado no capítulo de algoritmos computacionais.

Nas seções que seguem, apresentam-se separadamente os vetores de força interna e externa e a

matriz tangente, para duas formulações incrementais de problemas não lineares, a formulação do

Lagragiano Total e a formulação do Lagrangiano Atualizado.

4.3.1 Formulação do Lagrangiano Total

Nesta formulação todas as variávies estáticas e cinemáticas são referenciadas na configuração

inicial ou indeformada [7]. De acordo com [7], para a formulação do Lagrangiano Total, os vetores

de forças internas e externas discretizados para um elemento finito são

f eint =

ˆ

Ve

[BL0
]T S̄dV, (4.44)

f eext =

ˆ

Ve

Nif0dV +

ˆ

∂V

Nit0dA. (4.45)

A matriz de rigidez tangente para o Lagrangiano Total é definida como

Ke
T =

ˆ

Ve

(

[BL0
]T DBL0

+ [BNL0
]T S̃BNL0

)

dV, (4.46)

onde D é a forma matricial do tensor constitutivo [7]. As matrizes BL0
e BNL0

são as matrizes

linear e não linear de transformação deformação-deslocamento para a formulação do Lagrangiano

Total [7]. A matriz BL0
é definida dividindo a mesma em duas parcelas

BL0
= B0

L0
+B1

L0
, (4.47)

onde a parcela B0
L0

é definida como

B0
L0
=













N0
1,1 0 N0

2,1 0 N0
3,1 0 · · · N0

Nne,1 0

0 N0
1,2 0 N0

2,2 0 N0
3,2 · · · 0 N0

Nne,2

N0
1,2 N0

1,1 N0
2,2 N0

2,1 N0
3,2 N0

3,1 · · · N0
Nne,2 N0

Nne,1

N1

X̄1
0 N2

X̄1
0 N3

X̄1
0 · · · NNne

X̄1
0













, (4.48)

sendo os termos N0
k,j e X̄1 definidos por

N0
k,j =

∂Nk

∂Xj

, (4.49)
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X̄1 =
Nne
∑

k=1

NkX
k
1 . (4.50)

A parcela B1
L0

é definida como

B1
L0

=













l11N
0
1,1 l21N

0
1,1 l11N

0
2,1 l21N

0
2,1

l12N
0
1,2 l22N

0
1,2 l12N

0
2,2 l22N

0
2,2

(

l11N
0
1,2 + l12N

0
1,1

) (

l21N
0
1,2 + l22N

0
1,1

) (

l11N
0
2,2 + l12N

0
2,1

) (

l21N
0
2,2 + l22N

0
2,1

)

l33
N1

X̄1
0 l33

N2

X̄1
0

· · · l11N
0
Nne,1 l21N

0
Nne,1

· · · l12N
0
Nne,2 l22N

0
Nne,2

· · ·
(

l11N
0
Nne,2 + l12N

0
Nne,1

) (

l21N
0
Nne,2 + l22N

0
Nne,1

)

· · · l33
NNne

X̄1
0













, (4.51)

onde os termos l11, l22, l21, l12 e l33 são, respectivamente,

l11 =
Nne
∑

k=1

N0
k,1u

k
1, (4.52)

l22 =
Nne
∑

k=1

N0
k,2u

k
2, (4.53)

l21 =
Nne
∑

k=1

N0
k,1u

k
2, (4.54)

l12 =
Nne
∑

k=1

N0
k,2u

k
1, (4.55)

l33 =

∑Nne
k=1 Nku

k
1

X̄1

. (4.56)

A matriz BNL0
é definida como
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BNL0
=

















N0
1,1 0 N0

2,1 0 N0
3,1 0 · · · N0

Nne,1 0

N0
1,2 0 N0

2,2 0 N0
3,2 0 · · · N0

Nne,2 0

0 N0
1,1 0 N0

2,1 0 N0
3,1 · · · 0 N0

Nne,1

0 N0
1,2 0 N0

2,2 0 N0
3,2 · · · 0 N0

Nne,2

N1

X̄1
0 N2

X̄1
0 N3

X̄1
0 · · · NNne

X̄1
0

















. (4.57)

A matriz de tesão S̃ e o vetor de tensão S̄ são construídos a partir das componentes do segundo

tensor de tensões de Piola-Kirchhoff, como

S̃ =

















S11 S12 0 0 0

S21 S22 0 0 0

0 0 S11 S12 0

0 0 S21 S22 0

0 0 0 0 S33

















, (4.58)

S̄ =
[

S11 S22 S12 S33

]T

. (4.59)

4.3.2 Formulação do Lagrangiano Atualizado

Na formulação do Lagrangiano Atualizado todas as variávies estáticas e cinemáticas são re-

ferenciadas na configuração atual ou deformada [7]. De acordo com [7], para a formulação do

Lagrangiano Atualizado, os vetores de forças internas e externas discretizados são:

f eint =

ˆ

Ve

[BLt
]T σ̄dV, (4.60)

f eext =

ˆ

Ve

NifdV +

ˆ

∂V

NitdA. (4.61)

A matriz de rigidez tangente para Lagrangiano Atualizado é definida como

Ke
T =

ˆ

Ve

(

[BLt
]T DBLt

+ [BNLt
]T σ̃BNLt

)

dV, (4.62)

As matrizes BLt
e BNLt

são as matrizes linear e não linear de transformação deformação-

deslocamento para a formulação do Lagrangiano Atualizado [7], onde a matriz BLt
é definida

como
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BLt
=













N t
1,1 0 N t

2,1 0 N t
3,1 0 · · · N t

Nne,1 0

0 N t
1,2 0 N t

2,2 0 N t
3,2 · · · 0 N t

Nne,2

N t
1,2 N t

1,1 N t
2,2 N t

2,1 N t
3,2 N t

3,1 · · · N t
Nne,2 N t

Nne,1

N1

x̄1
0 N2

x̄1
0 N3

x̄1
0 · · · NNne

x̄1
0













, (4.63)

sendo os termos N t
k,j e x̄1 definidos por

N t
k,j =

∂Nk

∂xj
, (4.64)

x̄1 =
Nne
∑

k=1

Nkx
k
1. (4.65)

A matriz BNLt
é definida como

BNLt
=

















N t
1,1 0 N t

2,1 0 N t
3,1 0 · · · N t

Nne,1 0

N t
1,2 0 N t

2,2 0 N t
3,2 0 · · · N t

Nne,2 0

0 N t
1,1 0 N t

2,1 0 N t
3,1 · · · 0 N t

Nne,1

0 N t
1,2 0 N t

2,2 0 N t
3,2 · · · 0 N t

Nne,2

N1

X̄1
0 N2

X̄1
0 N3

X̄1
0 · · · NNne

X̄1
0

















. (4.66)

A matriz de tesão σ̃ e o vetor de tensão σ̄ são construídos a partir do tensor de tensões de

Cauchy, como

σ̃ =

















σ11 σ12 0 0 0

σ21 σ22 0 0 0

0 0 σ11 σ12 0

0 0 σ21 σ22 0

0 0 0 0 σ33

















, (4.67)

σ̄ =
[

σ11 σ22 σ12 σ33

]T

. (4.68)
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5 DISCRETIZAÇÃO DO CONTATO

O objetivo deste capítulo é fazer uma descrição detalhada do método mortar utilizado para a

discretização da forma fraca proveniente dos termos de contato. Tanto para parte de contato sem

atrito, quanto para o contato com atrito a metodologia, aqui apresentada, foi baseada nas referências

[97, 36].

No trabalho [97] é feita toda a discretização do contato sem atrito para os métodos dos mul-

tiplicadores de Lagrange e penalidade com funções de interpolação lineares e quadráticas. É feita

ainda uma introdução sobre a discretização do problema de contato com atrito utilizando o método

da penalidade e funções de interpolação quadráticas.

Em [36] é realizado todo o detalhamento da discretização do problema com atrito utilizando a

mesma estratégia proposta em [97]. O trabalho é focado na aplicação da abordagem do movimento

do cone de fricção e na comparação entre se utilizar funções de interpolação lineares ou quadráticas

para a interpolação dos campos. No presente trabalho é feita uma extensão destas formulações para

funções de interpolação de alta ordem. Espera-se obter, com a formulação aqui proposta, melhoras

significativas na solução de problemas de contato com o aumento da ordem de interpolação, basea-

dos nos resultados obtidos em trabalhos atuais que comparam simulações feitas com elementos de

contato lineares e quadráticos [97, 36, 74]. Estes trabalhos mostram que é possível se obter uma

solução com melhor precisão, empregando menos graus de liberdade, com o elemento de contato

quadrático.

Um comparativo entre simulações feitas com elementos de contato lineares e quadráticos mos-

tra que é possível se obter uma solução com melhor precisão, empregando menos graus de liber-

dade, com o elemento de contato quadrático [97].

O objetivo deste capítulo é apresentar a formulação para o elemento de contato de alta ordem

desenvolvida. Primeiramente, realiza-se uma introdução à montagem dos elementos de contato.

Depois o capítulo segue com a discretização das integrais de restrição do contato para o elemento

de contato sem atrito. O mesmo é feito para o elemento com atrito na última seção deste capítulo,

onde também são apresentadas a Lei de Coulomb e a estratégia do movimento do cone de fricção.

5.1 Determinação do elemento mortar e cálculo da coordenada de projeção

Usualmente, as superfícies em contato são discretizadas por malhas não-conformes. As mesmas
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podem ser segmentos que não se correspondem e podem ser aproximadas por um número diferente

de segmentos

Γnmc ≈
ns
⋃

s=1

Γnmcs e Γmc ≈
nm
⋃

m=1

Γmcm . (5.1)

Nos capítulos anteriores, toda a fomulação foi proposta de forma geral, fazendo referência às

superfícies como: Γ2c superfície contactora e Γ1c superfície alvo. Para o caso específico do método

mortar, denomina-se superfície non-mortar (ou slave) Γnmc a parte contactora e superfície mortar

Γmc (ou master) a parte alvo. Os sobrescritos nm e m são indicadores de grandezas descritas nas

superfícies non-mortar e mortar, respectivamente (Figura 5.1).

Usualmente se define também uma interface comum de contato, que aqui será definida como

Γhc = Γnmc .

A partir de um domínio discretizado pelo método dos elementos finitos, é possível definir,

associado às arestas dos elementos que entraram em contato, estas superfícies non-mortar e mortar,

como ilustrado na Figura 5.1.

O corpo formado pelo elemento finito 1 foi definido como contactor e o corpo formado pelos

elementos 2 e 3 foi definido como alvo. O número de elementos mortar é definido pelo número

de segmentos (ou superfícies) non-mortar Γnmcs . Para este exemplo, estuda-se um elemento mor-

tar. Dada a Equação 5.1, o elemento do exemplo é formado por 1 segmento non-mortar Γnmcs e 2

segmentos mortar Γmcm .

1

p
ζ

−11 ξ
p

32
ξξ

ξ

p
p

pζ

ξ
mortar

ξ

Superfície
non−mortar

Superfície

ζ ζ ζ
1 2

3
−1 1

2

1

3

1

Figura 5.1: Determinação do elemento mortar.
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Os deslocamentos e coordenadas nas superfícies Γnmc e Γmc são dadas pelas seguintes discreti-

zações

unm(ζ) =
Nns
∑

i=1

Nnm
i (ζ)unmi , (5.2)

Xnm(ζ) =
Nns
∑

i=1

Nnm
i (ζ)Xnm

i , (5.3)

um(ξ) =
Nns
∑

i=1

Nm
i (ξ)u

m
i , (5.4)

Xm(ξ) =
Nns
∑

i=1

Nm
i (ξ)X

m
i . (5.5)

onde Nns é o número de nós na superfície de cada elemento de contato, por exemplo: Nns = 2

para funções lineares; Nns = 3 para funções quadráticas; Nns = 5 para funções quárticas, etc.

Utilizam-se os mesmos nós da estrutura discretizada para discretização do elemento de contato.

Para o exemplo aqui abordado na Figura 5.1, utilizam-se funções de interpolações lineares, por-

tanto, Nns = 2.

As coordenadas na configuração corrente (ou espacial) são dadas pela Equação 2.4, resultando

para as diferentes superfícies

xnm(ζ) = Xnm(ζ) + unm(ζ), (5.6)

xm(ξ) = Xm(ξ) + um(ξ). (5.7)

Os multiplicadores de Lagrange são definidos na superfifície non-mortar como

λNs
(ζ) =

Nns
∑

i=1

Mnm
i (ζ)λNsi

. (5.8)

As funções de forma Nnm
i e Nm

i , para qualquer ordem desejada, são obtidas através dos po-

linômios de Lagrange eMnm
i é a base dual descrita anteriormente. O domínio para as coordenadas

locais que compõem os elementos é definido como: ζ ∈ [−1, 1] para a superfície non-mortar e

ξ ∈ [−1, 1] para a superfície mortar.

As coordenadas de projeção ξp são obtidas através da resolução do problema de mínima distân-
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cia (Equação 3.19) para cada ponto de integração ζp. No capítulo de algoritmos computacionais é

apresentado o procedimento numérico completo para obtenção destas coordenadas.

Um aspecto importante a ser observado, é que as projeções dos pontos de integração ζp, podem

ocorrer de uma única superfície non-mortar para superfícies mortar distintas, como observado no

exemplo atual. Então, apesar de o exemplo possuir somente um elemento mortar, o mesmo possui

duas superfícies alvo distintas (Figura 5.2).

x

nm
x

1

m
x

x
m

2

nm
x1x

nm

2

x
m

1

m

2x

1

2

nm

Superfície
mortar

Superfície

não−mortar

ξ

ζ

ξ
ξ

ζ

ξ

ζ

Figura 5.2: Detalhe dos alvos do elemento mortar.

Este detalhe é importante na obtenção da coordenada espacial dada pela Equação 5.7. Como

pode ser observado no detalhe à esquerda da Figura 5.2, para os dois primeiros pontos ζp a coor-

denada de projeção ξp é obtida sobre o primeiro alvo. Isso implica na obtenção de coordenadas

espaciais dadas pela Equação 5.7 também sobre este alvo. Para o terceiro ponto ζp estes termos são

computados no segundo alvo (detalhe à direita da Figura 5.2).

As projeções em alvos diferentes implicam também em uma descontinuidade do vetor normal,

e consequentemente, da função de penetração. Um trabalho recente usa uma metodologia de obten-

ção de uma normal média nestes casos de descontinuidade [46]. Dentre as desvantagens do método

está a avaliação dispendiosa desta normal média em cada iteração. Com intuito de contornar esse

problema é utilizado em [36] um número maior de pontos de integração por elemento de contato.

Dentre as desvantagens do método está: (i) a avaliação do vetor resíduo e da matriz tangente de

contato em mais pontos de integração e (ii) a incerteza na quantidade de pontos de integração a ser

utilizada para um determinado problema. Ainda em [46] é feito um comparativo com a metodolo-

gia utilizada em [36], mostrando que do ponto de vista de eficiência de resultados os dois métodos

se equivalem. Baseado neste resultado, foi escolhida a metodologia prevista em [36].

Dadas as definições anteriores, pode-se escrever o trabalho virtual de contato para um elemento

como
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Cc =

ˆ

Γnm
c

(λNδgN + δλNgN + tT · δgT )dΓ. (5.9)

Ou ainda sobre todos os segmentos ns de contato

Cc =
ns
⋃

s=1

ˆ

Γnm
c

(λNδgN + δλNgN + tT · δgT )dΓ. (5.10)

A integração da Equação 5.10 é então realizada sobre os segmentos Γnmc . Utiliza-se a quadratura

de Gauss-Legendre [15].

As seções que seguem apresentam o processo de discretização para os elementos de contato

com e sem atrito.

5.2 Elemento mortar de contato sem atrito

Para caso de contato sem atrito, utiliza-se a Equação 5.10 para o método dos multiplicadores de

Lagrange, sem os termos de atrito, escrevendo-se

CL
e =

np
∑

p=1

[λN(ζp)δgN(ζp) + δλN(ζp)gN(ζp)] ||anm0p ||wp. (5.11)

onde ζp é o ponto de integração da quadratura, np é o número de pontos de integração em um

elemento de contato, wp são os pesos da quadratura e ||anm0p || o jacobiano de transformação do

elemento de contato.

Define-se matricialmente os termos que devem ser avaliados em ζp e ξp. Assim, tem-se para

a penetração normal (normal gap) e o multiplicador de Lagrange para um ponto de integração,

respectivamente,

gNp
= [xnm(ζp)− xm(ξp)] · nm(ξp) = wT

pBpnmp, (5.12)

λNp
= wT

pMp. (5.13)

Os multiplicadores de Lagrange nos pontos de integração são equivalentes às tensões de contato

avaliadas nestes pontos, portanto tNp
= λNp

. As matrizes Bp, Mp e o vetor wp são definidos como
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Bp =





























Nnm
1 (ζp)1

...

Nnm
Nns(ζp)1

Nm
1 (ξp)1

...

Nm
Nns(ξp)1

0(nnod×2)





























, (5.14)

Mp =













0(4∗Nns×1)

Mnm
1 (ζp)
...

Mnm
Nns(ζp)













, (5.15)

wT
p =

(

xnm
T

1 , · · · ,xnm
T

Nns ,xm
T

1 , · · · ,xm
T

Nns , λN1
, · · · , λNNns

)

, (5.16)

onde 1 é a matriz identidade (2× 2)

1 =

[

1 0

0 1

]

. (5.17)

Os termos anteriores estão escritos para qualquer grau de funções de interpolação. Para um

melhor entendimento, a sistemática adotada será sempre mostrar como ficam definidos todos os

termos para grau de interpolação p = 1. Assim, para p = 1, tem-se

Bp =











































Nnm
1 (ζp) 0

0 Nnm
1 (ζp)

Nnm
2 (ζp) 0

0 Nnm
2 (ζp)

Nm
1 (ξp) 0

0 Nm
1 (ξp)

Nm
2 (ξp) 0

0 Nm
2 (ξp)

0 0

0 0











































, (5.18)
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Mp =











































0

0

0

0

0

0

0

0

Mnm
1 (ζp)

Mnm
2 (ζp)











































, (5.19)

wT
p =

(

xnm
T

1 , xnm
T

2 , xm
T

1 , xm
T

2 , λN1
, λN2

)

. (5.20)

O vetor wp é formado pelas coordenadas correntes e multiplicadores nodais do contactor e do

alvo em análise. Pode-se observar os detalhes para o grau p = 1 destes termos na Figura 5.2.

O vetor normal nmp precisa ser avaliado em ξp, a partir do vetor tangente amp dado por

amp = BT
p,ξwp, (5.21)

nmp =
e3 × amp

||e3 × amp||
. (5.22)

A matriz Bp,ξ é definida como

Bp,ξ =



















0(2∗Nns×2)

Nm
1,ξ(ξp)1

...

Nm
Nns,ξ(ξp)1

0(Nns×2)



















. (5.23)

Como exemplo para grau p = 1, a matriz anterior fica como
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Bp,ξ =











































0 0

0 0

0 0

0 0

Nm
1,ξ(ξp) 0

0 Nm
1,ξ(ξp)

Nm
2,ξ(ξp) 0

0 Nm
2,ξ(ξp)

0 0

0 0











































. (5.24)

Para o cáculo do vetor tangente anm0p , definido em ζp, e do vetor curvatura da superfície alvo

cmp, definido em ξp, faz-se necessária a definição das matrizes BT
p,ζ e B

T
p,ξξ de derivadas da matriz

Bp e do vetor de coordenadas materias, respectivamente, como

Bp,ζ =



















Nm
1,ζ(ζp)1

...

Nm
Nns,ζ(ζp)1

0(2∗Nns×2)

0(Nns×2)



















, (5.25)

Bp,ξξ =



















0(2∗Nns×2)

Nm
1,ξξ(ξp)1

...

Nm
Nns,ξξ(ξp)1

0(Nns×2)



















, (5.26)

WT
p =

(

XnmT

1 , · · · ,XnmT

Nns ,XmT

1 , · · · ,XmT

Nns , 0 , · · · , 0NNns

)

. (5.27)

Para grau p = 1, os termos ficam análogos àqueles apresentados anteriormente.

Definem-se os vetores anm0p e cmp como

anm0p = BT
p,ζWp, (5.28)
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cmp = BT
p,ξξwp. (5.29)

Para a avaliação da Equação 5.11, é preciso definir também a variação da penetração normal

δgNp
e do multiplicador de Lagrange δλNp

como

δgNp
= ηTpBpnmp, (5.30)

δλNp
= ηTpMp, (5.31)

sendo ηp o vetor que contém os deslocamentos e tensões virtuais, definido por

ηTp =
(

ηnm
T

1 , · · · ,ηnm
T

Nns ,ηm
T

1 , · · · ,ηm
T

Nns , δλN1
, · · · , δλNNns

)

. (5.32)

Com estas definições, a contribuição de trabalho virtual de contato, dada pela Equação 5.11,

pode ser reescrita como

CL
e =

np
∑

p=1

[

ηTp
(

BpnmpM
T
p +Mpn

T
mpB

T
p

)

wp

]

||anm0p ||wp. (5.33)

Para a aplicação do método de Newton-Raphson, a linearização deste trabalho virtual de con-

tato é necessária. Assim como realizado para o domínio, a Equação 2.24 pode ser linearizada na

direção de um incremento de deslocamento [∆u], considerando uma função teste ϕk através de

uma expansão em série de Taylor e truncando no termo de primeira ordem como

CL
(

ϕk,ηp
)

+DCL
(

ϕk,ηp
)

[∆u] = 0. (5.34)

A Equação 5.34 pode ser reescrita, substituindo os termos discretizados como

CL
(

ϕk,ηp
)

+DCL
(

ϕk,ηp
)

[∆u] = ηTp (ψc) + η
T
pKc∆u = 0, (5.35)

onde ψc é o vetor de força residual de contato eKc a matriz tangente de contato.

Observa-se que, por conveniência, foram utilizados os conceitos de potência virtual para o

domínio e trabalho virtual para o contato. A Equação 4.40 deve ser satisfeita para qualquer ve-

locidade virtual δv cinematicamente compatível, assim como a Equação 5.35 deve ser satisfeita

para qualquer deslocamento virtual ηp cinematicamente compatível, resultando assim, para as duas

expressões vetores de força.

68



Dadas estas definições, pode-se escrever o vetor residual para o método mortar utilizando mul-

tiplicadores de Lagrange, para um elemento de contato, como

ψL
e =

np
∑

p=1

(

BpnmpM
T
p +Mpn

T
mpB

T
p

)

wp ||anm0p ||wp. (5.36)

Para a obtenção da matriz tangente de contato é preciso computar a lineariação discretizada da

variação da função penetração ∆(δgNp
). Este termo é obtido a partir da Equação 3.50, ou seja,

∆(δgNp
) = ηTp

[

−Bp,ξnmpa
T
mpB

T
p −Bpampn

T
mpB

T
p,ξ − gNp

Bp,ξnmpn
T
mpB

T
p,ξ

−
cTmpnmp

||amp||2
Bpampa

T
mpB

T
p

]

∆wp

||amp||2 − gNp
cTmpnmp

. (5.37)

Baseado neste resultado, pode-se escrever a matriz tangente para um elemento de contato como

KL
Ne =

np
∑

p=1

[

KL1
Np
−

[

KL2
Np
+KL3

Np

] λNp

||amp||2 − gNp
cTmpnmp

]

||anm0p ||wp. (5.38)

Para facilitar a visualização da matriz foram definidas as matrizes KL1
Np

, KL2
Np

e KL3
Np

, respecti-

vamente, como

KL1
Np

= BpnmpM
T
p +Mpn

T
mpB

T
p , (5.39)

KL2
Np

= Bp,ξnmpa
T
mpB

T
p +Bpampn

T
mpB

T
p,ξ, (5.40)

KL3
Np

= gNp
Bp,ξnmpn

T
mpB

T
p,ξ +

cTmpnmp

||amp||2
Bpampa

T
mpB

T
p . (5.41)

Como já visto, a forma fraca do trabalho virtual devido à parcela de contato também pode ser

escrita através do método da penalidade (Equação 3.61). Reescrevendo a Equação 3.61, tem-se

CPE
e =

ˆ

Γnm
c

ǫNgNhδgNhdΓ = ǫN

np
∑

p=1

[gN(ζp)δgN(ζp)] ||anm0p ||wp. (5.42)

Os vetores wT
p e WT

p mudam para o método da penalidade. São reescritos sem as variáveis

relativas aos multiplicadores de Lagrange. As matrizesBp,Bp,ξ,Bp,ξξ eBp,ζ também são reescritas

sem as variáveis utilizadas para eliminar os multiplicadores de Lagrange. Sendo assim, os termos
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são reescritos como

wT
p =

(

xnm
T

1 , · · · ,xnm
T

Nns ,xm
T

1 , · · · ,xm
T

Nns

)

, (5.43)

WT
p =

(

XnmT

1 , · · · ,XnmT

Nns ,XmT

1 , · · · ,XmT

Nns

)

, (5.44)
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
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
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Bp,ξξ =


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Bp,ζ =












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1,ζ(ζp)1

...

Nm
Nns,ζ(ζp)1

0(2∗Nns×2)
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
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. (5.48)

Com essas definições, pode-se escrever, para o método da penalidade, o vetor resíduo e a matriz

tangente para um elemento de contato como

ψPE
Ne =

np
∑

p=1

(

Bpnmpn
T
mpB

T
p

)

wp ||anm0p ||wp, (5.49)
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KPE
Ne =

np
∑

p=1

[

KPE1
Np

−
[

KPE2
Np

+KPE3
Np

] gNp

||amp||2 − gNp
cTmpnmp

]

||anm0p ||wp, (5.50)

KPE1
Np

= Bpnmpn
T
mpB

T
p , (5.51)

KPE2
Np

= Bp,ξnmpa
T
mpB

T
p +Bpampn

T
mpB

T
p,ξ, (5.52)

KPE3
Np

= gNp
Bp,ξnmpn

T
mpB

T
p,ξ +

cTmpnmp

||amp||2
Bpampa

T
mpB

T
p . (5.53)

Para as duas formulações, o termo cmp é um vetor nulo, cTmp = [ 0 0 ]T , para o caso de funções

de interpolação de grau p = 1, pois o mesmo carrega informação da curvatura do segmento mortar.

Pode-se observar que os termos para o vetor resíduo e a matriz tangente de contato estão escritos

para um elemento de contato. Portanto, para a construção global destes termos, tem-se

ψC
N =

Nec
∑

e=1

ψL
Ne, (5.54)

KC
N =

Nec
∑

e=1

KL
Ne. (5.55)

Para o método da penalidade

ψC
N =

Nec
∑

e=1

ψPE
Ne , (5.56)

KC
N =

Nec
∑

e=1

KPE
Ne , (5.57)

sendo Nec o número de elementos de contato ativos. Os sobrescritos (•)N são somente uma indi-

cação de que os termos foram deduzidos para o contato na direção normal sem atrito.

Os termos a nível de elemento de contato têm o mesmo comportamento que um elemento finito,

são calculados em pontos de integação e geram resíduo e rigidez nos nós do elemento.

Tem-se que tomar um cuidado especial com os elementos de contato, pois, como pode ser visto

na Figura 5.2, os pontos de integração podem ser projetados em alvos diferentes. Dentro do mesmo
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elemento de contato, podem existir pontos de integração gerando resíduo e rigidez em graus de

liberdade diferentes. Isso dever ser levado em conta na hora de se construir a conectividade para a

montagem do vetor resíduo e da matriz tangente de contato globais.

Todas as matrizes e vetores, definidos nesta seção, serão também utilizados na seção de discre-

tização dos termos de contato com atrito.

5.3 Lei de Coulomb

Na interface de contato, a reação na direção tangencial, que aqui será denominada condição tan-

gencial de contato (CTC), pode ter dois comportamentos distintos, adesão ou deslizamento (Figura

5.3).

Na adesão não ocorre movimento relativo entre as superfícies que estão em contato, e con-

sequentemente gT = 0. No deslizamento, pode-se observar um movimento relativo entre estas

superfícies e gT 6= 0.

Uma condição importante, dada a definição de adesão e deslizamento, e que não está represen-

tada na Figura 5.3, é que pode ocorrer as duas condições de atrito em uma mesma região de contato,

ou seja, em algumas partes da superfície de contato se observa a condição de deslizamento e em

outras partes a condição de adesão.

Deslizamento

F

g
T

Fexterna

deslizamentoadesão

Adesão

externa

RR

Figura 5.3: Condições de adesão e deslizamento na interface de contato.

A restrição tangencial do tipo adesão pode ser obtida da relação de velocidade tangencial nula,

ou seja,

ġT = 0⇐⇒ gT = 0.

Esse comportamento físico, quando modelado, impõe numericamente uma equação de restrição

não linear no movimento da interface de contato. Associada à essa restrição, existe uma reação tan-

gencial, aqui representada simplesmente por Radesão. Esta reação, dependendo do modelo utilizado
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na discretização das equações diferenciais, será uma reação por unidade de área ou uma reação

pura, ou seja, terá unidades de tensão ou força, respectivamente. Observa-se que, assim como para

o caso de contato sem atrito, não é necessária a aplicação de um modelo constitutivo de contato

quando ocorre adesão.

Quando ocorre o deslizamento, faz-se necessário o uso de uma relação constitutiva de con-

tato. O presente trabalho se restringe ao uso de uma das mais simples formulações para modelo

constitutivo de contato com atrito seco, a lei clássica de atrito de Coulomb [97, 83, 82, 62, 36].

Para o deslizamento, define-se (Rdeslizamento) /Aárea = tT , e a tensão tangencial de contato

pode ser obtida através da seguinte relação

tT = −µ |tN |
ġT

‖ġT‖
se ‖tT‖ > µ |tN | . (5.58)

O escalar µ é o coeficiente de atrito. Geralmente, este coeficiente depende de uma série de

fatores, como, por exemplo, tensão normal de contato, rugosidade de superfície, temperatura, etc

[97].

Na lei de Coulomb µ é considerado constante e depende somente dos materiais em contato.

Na referência [97], encontra-se uma tabela com faixas de valores de coeficientes de atrito para

diferentes pares de materiais em contato.

Uma coisa importante a ser observada, é que a necessidade de se empregar um modelo consti-

tutivo na interface de contato vem da ocorrência do fenômeno de deslizamento. Apesar, de a lei de

Coulomb ser utilizada, tanto para calcular a tensão tangencial de adesão, quanto a tensão tangen-

cial de deslizamento, em um problema de pura adesão não seria necessária a adoção de um modelo

constitutivo, uma vez que a reação tangencial na interface de contato poderia ser obtida diretamente

das equações de restrição e equilíbrio.

A aplicação da lei de Coulomb, em problemas de contato com atrito, será realizada através da

estratégia conhecida como Abordagem do Movimento do Cone de Fricção [36] (Moving Friction

Cone Approach - MFC). Os detalhes desta abordagem são descritos na subseção seguinte.

5.3.1 Abordagem do movimento do cone de fricção

A abordagem do movimento do cone de fricção foi proposta em [98] para o caso de problemas

bidimensionais de contato com atrito. Posteriormente, foi estendida para problemas tridimensionais

em [99]. A mesma resulta em um algoritmo que explora a formulação baseada no método da pena-

lidade para descrever a parte de contato com atrito, utilizando um único vetor de penetração g, sem

dividir a restrição de contato em normal e tangencial [36]. A utilização desta estratégia é eficaz [36]
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e resulta em uma matriz de rigidez de contato com menos termos, podendo ser implementada de

forma mais eficiente. O algoritmo resultante utilizado para resolver a parte do atrito é mais simples

que as estratégias usuais [97].

A estratégia é baseada no fato que a posição ξ0 (Figura 5.4) não muda enquanto os corpos

permanecerem em adesão. Isto significa que quando o contato é iniciado no passo de tempo tn = t0,

adesão é assumida e a coordenada ξ0 define a posição do vetor xm0 . Enquanto o ponto xnm estiver

em adesão, a coordenada ξ0 permanece constante.

0
g   (    )ξ

ξ
0

g (    )

n+1

n+1

t = tn+1

t = t 0

Γc

B
ξ

x   (    )

nm

m

ϕ (       )

x   (  )
nm

nm

m

nm

nm

0ξ

x   (  )ζ
ζBtϕ (     )

t B

x  (      )m

m

m

B

cΓ

Figura 5.4: Configurações inicial e corrente dos dois corpos em contato.

Caso ocorra deslizamento, a coordenada ξ0, e consequentemente xm0 , devem ser atualizados,

assumindo o valor da última posição após o deslizamento em ξn. Assim, define-se ξ0 = ξn e

xm0 = xm(ξn), e fixa-se esta posição novamente como uma nova adesão.

O procedimento de definição da nova coordenada de adesão após o deslizamento é realizado

através de uma busca com o método de Newton-Raphson, e será discutido na seção de discretização

do elemento mortar de contato com atrito.

Uma fase importante na abordagem é a verificação se ocorre deslizamento ou adesão. O proce-

dimento de verificação aqui abordado, apesar de ser mostrado aqui para um só ponto, tem que ser

realizado para cada ponto de integração da superfície contactora.

A Figura 5.5 ilustra uma situação onde uma força Fexterna é aplicada a um corpo.
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Figura 5.5: Descrição da abordagem do movimento do cone de fricção.

Pode-se observar o corpo contactor e o corpo alvo. O ponto de integração ζ está associado ao

corpo contactor, enquanto sua projeção ξn, dada pela resolução do problema de mínima distân-

cia (Equação 3.20), está associada ao corpo alvo. Com ξn definido, é possível se obter um vetor

tangente amp = x
m
,ξ (ξn) e com a Equação 3.21 um vetor normal nmp(ξn).

Para o método da penalidade o vetor de tensão é definido como

t = ǫg = ǫ [xnm(ζ)− xm(ξn)] . (5.59)

A projeção deste vetor tensão no plano tangente é dada por

tT =
1

‖amp(ξn)‖2
(amp(ξn)⊗ amp(ξn)) t. (5.60)

A tensão normal de contato no ponto é definida por

tN = t · nmp(ξn). (5.61)
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Uma vez obtidos estes termos, a condição de adesão ou deslizamento pode ser verificada através

da avaliação da função de deslizamento fs, que é definida como

fs = ‖tT‖ − µ |tN | . (5.62)

Com a Equação 5.62 é possível distinguir duas situações

Condição de adesão fs ≤ 0

Os corpos permanecem em adesão e a coordenada ξ não muda. A situação é ilustrada pelo ele-

mento tracejado na Figura 5.5, ou seja, aplica-se a força Fexterna, e o elemento não sofre movimento

relativo entre as superfícies em contato. Quando a adesão ocorre, a tensão tangencial ‖tT‖ é menor

que a tensão limite µ |tN | provinda pelo modelo de Coulomb. Esta situação pode ser ilustrada pela

representação inferior esquerda da Figura 5.5, onde g está dentro do cone de restrição imposta pela

lei de Coulomb.

Condição de deslizamento fs > 0

O ponto xnm move sobre a superfície alvo enquanto a conexão ξ0 = ξn muda e uma nova posi-

ção ξn+1 precisa ser encontrada. A situação é ilustrada pelo elemento que parte de uma condição de

adesão (tracejado na Figura 5.5), desliza e se adere à superfície alvo novamente (posição final na

Figura 5.5). Isto é análogo a idéia de que o cone de atrito se move com o ponto xnm(ζ), garantindo

que o mesmo sempre pertença ao cone de atrito (representação inferior direita da Figura 5.5).

Vale lembrar que para a ilustração aqui apresentada na Figura 5.5, as condições de adesão e de

deslizamento foram mostradas, para melhor visualização, a nível de elemento, mas estas condições

ocorrem a nível pontual. Como já foi dito anteriormente, em um mesmo elemento de contato pode

ocorrer adesão em alguns pontos e deslizamento em outros.

Uma observação importante é que o método da penalidade insere na formulação a limitação

de permitir pequenos valores numéricos para penetração e na condição de adesão pequenos des-

locamentos tangenciais relativos na região de contato. Estes pequenos valores numéricos são ne-

cessários para obtenção do vetor de tensões de contato proporcional através da Equação 5.59, mas

fazem com que a formulação não atenda de forma exata as condições de KKT gN ≤ 0 e de adesão

gT = 0.
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5.4 Elemento mortar de contato com atrito

O elemento de contato adotado no presente trabalho, para problemas com atrito, foi também

utilizado em [36], onde foi desenvolvido para funções de interpolação quadráticas. A formulação é

baseada no elemento de contato sem atrito.

A proposta do presente trabalho é fazer uma extensão desta formulação, para um elemento de

contato com grau de funções de interpolação de ordem arbitrária.

Quando o atrito está presente, forças tangencias surgem e devem ser transmitidas via formula-

ção para a interface de contato. A lógica básica utilizada é a aplicação da abordagem do movimento

do cone de fricção.

Para facilitar a leitura das equações são utilizados os sobrescritos (•)st para adesão (stick) e

(•)sl para deslizamento (slip).

Em caso de adesão (detalhe à esquerda da Figura 5.5), os vetores penetração e tensão (ou tração)

podem ser obtidos pelas expressões

gn+1(ξn) = xnmn+1 (ζp)− xmn+1 (ξn) . (5.63)

t = tstn+1 = ǫgn+1(ξn) = ǫ
[

xnmn+1(ζp)− xmn+1(ξn)
]

. (5.64)

Observa-se que foi omitido o subscrito (•) p da coordenada de projeção, para facilitar a notação,
uma vez que a formulação para o atrito é escrita em função de um incremento de pseudo-tempo

∆tn+1 = tn+1− tn, onde o subscrito (•) n é utilizado para quantidades avaliadas no passo de tempo

anterior e (•) n+1 no passo de tempo atual.

O vetor tensão é então decomposto em uma parcela normal e outra tangencial

tstN n+1 = tn+1(ξn) · nmn+1(ξn), (5.65)

tstT n+1 =

[

amn+1(ξn)

||amn+1(ξn)||
⊗ amn+1(ξn)

||amn+1(ξn)||

]

tn+1(ξn). (5.66)

As penetrações normais e tangencias também são importantes para as etapas de avaliação da

condição do atrito, e são definidas como

gNn+1
= gn+1(ξn) · nmn+1(ξn), (5.67)
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gTn+1
= gn+1(ξn) ·

amn+1(ξn)

||amn+1(ξn)||
. (5.68)

Reescreve-se a Equação 5.62 para a função de verificação de deslizamento como

fs n+1 = ||tstT n+1|| − µ|tstN n+1|. (5.69)

Estes termos são todos computados na coordenada de projeção ξn, a qual é obtida pela Equação

6.1, para elementos de contato com funções de interpolação lineares, ou pelo Algoritmo 1, para

elementos com funções de interpolação de alta ordem.

A etapa mais importante do método é determinar se ocorre ou não o deslizamento, pois em

caso de adesão a coordenada de projeção não muda. Em caso de deslizamento é necessário avaliar

a mudança desta coordenada. Assim, o procedimento de análise é basicamente realizado seguindo

as seguintes etapas:

1) Considera-se adesão como condição de tentativa (falsa adesão), computando-se as Equações

5.65 e 5.66;

2) Checa-se a ocorrência de adesão (fs n+1 ≤ 0) ou o deslizamento (fs n+1 > 0) com a Equação

5.69;

3) Em caso de adesão, a coordenada de projeção é ξn. Em caso de deslizamento esta coordenada

muda para ξn+1.

Se na etapa 2) for observada a adesão, os termos anteriormente computados em ξn são utilizados

para o cálculo do resíduo e da matriz tangente.

Dada a ocorrência de deslizamento, é realizado um procedimento de busca da coordenada ξn+1,

que é o local na superfície mortar onde o ponto xnm (ζ) se adere novamente após deslizar (detalhe

à direita na Figura 5.5). Este local é determinado através do equilíbrio da Equação 5.69 em ξn+1,

como

fs n+1 = ||tstT n+1(ξn+1)|| − µ|tstN n+1(ξn+1)| = 0. (5.70)

Substituindo as Equações 5.65 e 5.66 na Equação 5.70, é possível reescrever

gTn+1
sign

(

gTn+1

)

− µgNn+1
sign

(

gNn+1

)

= 0. (5.71)

A solução desta relação é obtida através de um procedimento utilizando o método de Newton-

Raphson [36]. No capítulo de algoritmos computacionais, é apresentado o procedimento e algo-

ritmo numérico detalhado para obtenção da coordenada ξn+1.
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Segue-se com a definição do vetor resíduo e da matriz tangente para cada caso de condição

tangente de contato.

Vetor resíduo e matriz tangente para condição de adesão.

O vetor resíduo para o caso de adesão, onde ξn é fixo, pode ser definido como

ψst =

ˆ

Γc

tst · δgstdΓ. (5.72)

Pode-se reescrever a Equação 5.72 na forma discretizada para um ponto de integração como

ψst
p = ǫBpB

T
pwp||anm0p ||wp. (5.73)

Os termos são os mesmos definidos na seção do elemento de contato sem atrito para o método

da penalidade. Todos os termos são computados na coordenada de adesão ξn.

Para a linearização é necessário obter a derivada direcional deste resíduo, na direção de um

incremento de deslocamento, o que resulta em

Dψst
p [∆u] = ǫ

ˆ

Γnm
c

[

δηnmn+1(ζp)− δηmn+1(ξn)
]

·
[

∆xnmn+1(ζp)−∆xmn+1(ξn)
]

dΓ. (5.74)

Assim, a matriz de rigidez para o caso de adesão é definida por

Kst
p = ǫBpB

T
p ||anm0p ||wp. (5.75)

Vetor resíduo e matriz tangente para condição de deslizamento.

O vetor resíduo para o caso de deslizamento é definido como

ψsl =

ˆ

Γc

tsl · δgsldΓ. (5.76)

A forma discretizada do vetor resíduo para o caso de deslizamento e adesão são equivalentes.

A diferença é que todos os termos no deslizamento são avaliados em ξn+1. O vetor resíduo então é

definido para um ponto de integração como

ψsl
p = ǫBpB

T
pwp||anm0p ||wp. (5.77)

A linearização da Equação 5.77 resulta em
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Dψsl
p [∆u] = −

ˆ

Γnm
c

δηmn+1,ξ∆ξt
sl
n+1dΓ

+ǫ

ˆ

Γnm
c

[

δηnmn+1 − δηmn+1(ξn+1)
]

·
[

∆ηnmn+1(ζn)−∆ηmn+1(ξn+1)
]

dΓ

−ǫ
ˆ

Γnm
c

[

δηnmn+1 − δηmn+1(ξn+1)
]

· amn+1(ξn+1)∆ξdΓ. (5.78)

A linearização de ξ pode ser realizada a partir da multiplicação da Equação 5.70 pela norma do

vetor tangente ‖ampi‖, como

∆((gT sign(gT )− µsign(gN)gN) · ||am||) = 0. (5.79)

Isto produz a seguinte relação

∆ξ ·
[

sign(gT ) ·
(

(xnm − xm) · x,ξξ − ||amp||2
)

+
µ

||amp||
sign(gN)(x

nm − xm) · (amp ⊗ nmp − nmp ⊗ amp)x,ξξ

]

=

− [(∆unm −∆um) · [sign(gT )amp − µsign(gN)nmp||amp||] + (xnm − xm)

·
[

sign(gT )∆um,ξ + µsign(gN)
amp

||amp||
∆um,ξ · nmp − µsign(gN)

nmp

||amp||
∆um,ξ · amp

]]

. (5.80)

A Equação 5.80 pode então ser resolvida, resultando no escalar ∆ξ. Assim, após extensiva

manipulação matemática, a matriz de rigidez pode então ser escrita para um ponto de integração

em caso de deslizamento como

Ksl
p = ǫ

[

BT
pBp +

1

Rp

Ksl1
cp

[

Ksl2
cp K

sl3
cp

]

]

||anm0p ||wp. (5.81)

Os termos Ksl1
p , Ksl2

p , Ksl3
p e o escalar Rp são definidos, respectivamente, como

Ksl1
p =

[

Bp,ξB
T
pwp +Bpamp

]

, (5.82)

Ksl2
p = sTp[a

T
mp − µsNp||amp||nTmp]BT

p +wT
pBp, (5.83)

Ksl3
p =

[

sTp +
µsNp
||amp||

[ampn
T
mp − nmpa

T
mp]

]

Bp,ξ, (5.84)
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Rp = sTp
[

wT
pBpcmp − ||amp||2

]

+
µsNp
||amp||

wT
pBp

[

ampn
T
mp − nmpa

T
mp

]

cmp. (5.85)

Os termos sNp e sTp são direções normal e tangencial do movimento, definidas, respective-

mente, como

sNp = sign
[

wT
pBp(ξn)nmp(ξn)

]

, (5.86)

sTp = sign

[

wT
pBp(ξn)

amp(ξn)

||amp(ξn)||

]

. (5.87)

Para a formulação com atrito, além do cuidado tomado na construção da conectividade para

a montagem do vetor resíduo e da matriz tangente globais, deve-se observar que, dentro de um

mesmo elemento de contato, pode ocorrer adesão em alguns pontos de integração e deslizamento

em outros. Por isso, toda a discretização para estes termos foi feita até aqui para um só ponto de

integração. Assim, computa-se o vetor resíduo e matriz tangente, para um elemento de contato,

respectivamente, como

ψC
e =

np
∑

p=1

ψsl/st
p , (5.88)

KC
e =

np
∑

p=1

Ksl/st
p . (5.89)

O subscrito (•) sl/st indica a dependência pontual, dentro de um mesmo elemento, de avaliação

da condição de deslizamento e adesão.

Portanto, para a construção global destes termos, tem-se

ψC =
Nec
∑

e=1

ψC
e . (5.90)

KC =
Nec
∑

e=1

KC
e . (5.91)

Observada sempre a construção da conectividade, devido às projeções em diferentes alvos.

Todos os detalhes matemáticos aqui omitidos para a definição da matriz tangente, em caso de

deslizamento, podem ser obtidos nas referências [97, 36].
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As componentes dos vetores de tensão de contato tN e tT foram computadas nos pontos de

integração do elemento de contato. Em alguns exemplos, é necessário se conhecer os valores das

tensões nodais, para isso, é aplicada uma transformação do tipo backward no vetor de tensões

obtidas nos pontos de integração de um elemento de contato para se recuperar o vetor de tensões

nodais equivalentes t̂ para esse elemento. Utiliza-se as Equações 4.27, 4.28 e 4.29, e define-se a

transformação para um elemento como

t̂ =
(

VT
LWVL

)−1
VT
LWt. (5.92)

O mesmo é realizado para a direção tangencial. As forças nodais FN e FT são obtidas pela

multiplicação de cada tensão nodal pela área nodal equivalente.

5.5 Estratégia de ativação do elemento de contato

Uma vez definidos todos os passos para a construção do elemento de contato, a próxima etapa a

ser discutida no processo de solução do problema é a determinação da estratégia de ativação deste

elemento.

O objetivo desta seção é definir esta estratégia a partir da formulação proposta e dos termos dis-

cretizados obtidos nos capítulos anteriores. É então discutida a estratégia adotada para o elemento

mortar com o método dos multiplicadores de Lagrange e depois com o método da penalidade.

5.5.1 Método dos multiplicadores de Lagrange

A idéia básica do elemento de contato mortar (segmento-segmento) com multiplicadores de

Lagrange é a satisfação das restrições de contato em uma supefície de contato, e não mais pontu-

almente como nas formulações clássicas de contato. O procedimento de definição do conjunto de

elementos ativos é discutito em [72].

A avaliação é efeita a nível de elemento de contato, portanto, assume-se que se a maior parte

do elemento atende uma determinada condição, considera-se que todo o elemento está em contato

com o alvo, e ativa-se o elemento por completo.

A avaliação é realizada através do sinal da área sobre o gráfico da função penetração gN ao

longo de um elemento. A área sobre o gráfico da função penetração, gANe
, é definida como
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gANe
=

ˆ

Γnm
e

gNdΓe =

np
∑

p=1

[

wT
pBpnmp

]

||anm0p ||wp. (5.93)

Assim, se gANe
≥ 0 não existe tensão de contato, ou seja, tN = 0, as condições de KKT estão

satisfeitas e todo o elemento de contato será desativado. Assim, para elementos de contato que se

encontram em uma condição de contato parcial, a ativação ou desativação destes elementos pode

ser facilmente avaliada pelas Equações 5.93 e 5.95.

Uma vez detectada a penetração do elemento gANe
< 0, o mesmo deve satisfazer a condição de

tensão tN ≤ 0.

Teoricamente, mesmo para uma formulação fraca do problema de contato, esta condição teria

que ser satisfeita para todos os nós de discretização da superfície de contato estudados. Estudos

sobre formas de desativação do contato para atender esta relação podem ser encontrados na litera-

tura [73, 50, 72, 35]. No presente trabalho, a verificação para esta condição também é feita em um

consenso médio, através da relação

tANe
=

ˆ

Γnm
e

tNdΓe. (5.94)

Para que um elemento esteja ativo, a Equações 5.93 e 5.94, devem obedecer as seguintes rela-

ções

gANe
< 0. (5.95)

tANe
≤ 0. (5.96)

Para o método dos multiplicadores de Lagrange a pressão normal de contato toma a forma

tN = λN , e as duas relações devem ser verificadas para a ativação do elemento (Equações 5.95 e

5.96).

Apesar de gN e λN serem acoplados via sistema de solução global, matematicamente estes

termos são independentes. Os multiplicadores de Lagrange são aproximados por funções de in-

terpolação contínuas entre graus de liberdade nodais independentes, além disso, podem ocorrer

descontinuidades na distribuição da penetração normal, devida às projeções dos pontos de inte-

gração da superfície non-mortar para a superfície mortar (Figura 5.2). Estes fatores, combinados

ou não, podem fazer com que em uma da região de penetração, gANe
< 0, ocorra valores de λN

positivos [97], o que seria incoerente do ponto de vista das condições de KKT.
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5.5.2 Método da penalidade

Apesar destes métodos de ativação terem sido originalmente desenvolvidos para o método dos

multiplicadores de Lagrange, também foi posteriormente aplicado ao método da penalidade [35]. A

avaliação para o método da penalidade é muito simples, uma vez que se tem as tensões de contato

proporcionais às funções de penetração tN = ǫgN , basta avaliar a função penetração em cada ponto

de integração

gNp
= wT

pBpnmp. (5.97)

Assim, se gNp
≥ 0 não existe tensão de contato, ou seja, tNp

= 0, as condições de KKT estão

satisfeitas para este ponto de integração e desativa-se o mesmo.

Uma vez detectada a penetração em um ponto de integração do elemento gNp
< 0, o mesmo

deve ser ativado.
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6 ALGORITMOS COMPUTACIONAIS

A formulação para o elemento de contato de alta ordem aqui apresentada foi implementada no

software de elementos finitos de alta ordem hp2fem [6, 93]. Este software foi desenvolvido pelo

grupo de pesquisa no qual o presente trabalho está inserido, e faz uso de Programação Orientada

à Objeto com a linguagem MATLAB. É uma ferramenta de solução de problemas em pequenas e

grandes deformações através do uso do método MEF-AO [15, 55].

Foi utilizado também o software comercial de pré e pós-processamento GID (Geometry Des-

cription - The Personal Pre and Post Processor). A partir da malha composta por elementos com

interpolação linear gerada no pré-processador, o hp2fem constroi a matriz de rigidez e o vetor resí-

duo dos corpos em contato em uma ordem qualquer de interpolação, e inclui na malha de elementos

lineares os nós de alta ordem. Com o elemento finito do domínio construído, o código chama as

rotinas implementadas para a construção do elemento de contato na mesma ordem de interpolação

do elemento do domínio. Uma vez costruídos resíduo e rigidez de cada elemento de contato, estes

são adicionados ao resíduo e à rigidez global do sistema, respectivamente.

Inicia-se o capítulo com o procedimento numérico para obtenção das coordenadas de projeção

ξp e de deslizamento ξn+1. O capítulo segue com uma apresentação dos algoritmos para montagem

dos elementos de contato com e sem atrito, que são chamados durante o processo de solução do

sistema global de equações . Na última seção é apresentado o algoritmo de solução do sistema

global de equações, baseado no método de Newton-Raphson.

6.1 Algoritmo para o cálculo das coordenadas de projeção

É necessário se obter, para cada ponto de integração ζp, sua respectiva coordenada de projeção

ξp. Este procedimento é baseado no problema de mínima distância (Equação 3.19). Utilizando

funções de interpolação de grau p = 1, uma vez que os elementos possuem lado reto, pode-se, a

partir da Equação 3.20, obter uma forma fechada para a coordenada de projeção como

ξp =
1

l2m
[xnm(ζp)− xm1 ] · (xm2 − xm1 ), (6.1)

sendo lm = ‖xm2 − xm1 ‖.
Para funções de interpolação p > 1, os vetores normal e tangencial mudam com a coordenada

convectiva de parametrização ξp, devida à curvatura do segmento mortar. Com isso, não é possível

se determinar uma forma fechada como para caso anterior. Utiliza-se para tal fim, um procedimento
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iterativo de Newton-Raphson (Algoritmo 1), para se encontrar o ponto de projeção na superfície

mortar [97].

Para isso, define-se os escalares

dp(ξi) = wT
pBpamp (6.2)

e

dp,ξ(ξi) = −aTmpamp +wT
pBpcmp. (6.3)

O Algoritmo segue abaixo.

Algoritmo 1 Esquema iterativo para encontrar a coordenada de projeção.

Inicializar ξ1 = −1
1) Faça i = 1, · · · , convergir

1.1) calcular termos wp (ξi), Bp (ξi), amp (ξi) e cmp (ξi) (Equações 5.43, 5.45, 5.21 e 5.29)
1.2) calcular dp (ξi) e dp,ξ(ξi) (Equações 6.2 e 6.3)

1.3) Checar convergência:

se |dp (ξi)| ≤ tol =⇒Pare =⇒ξp = ξi
se |dp (ξi)| > tol =⇒calcular ξi+1 = ξi − dp

dp,ξ
, i = i+ 1 e voltar 1)

fim 1.3)
Fim 1)

6.2 Algoritmo para atualização da coordenada de deslizamento

Dada a ocorrência de deslizamento, é realizado um procedimento de busca da coordenada ξn+1,

que é o local na superfície mortar onde o ponto xnm (ζ) se adere novamente após deslizar (detalhe

à direita na Figura 5.5). Este local é encontrado através da solução da Equação 5.71. Para isso,

define-se os escalares

Xi(ξi) = ‖amp‖ · (gTisign(gT0)− µgNi
sign(gN0

)) (6.4)

e

Xi,ξ(ξi) = sign(gT0) ·
[

(xnm − xm (ξi)) · amp,ξ − ‖ampi‖2
]

+µsign(gN0
) ·

(

gTinmp · amp,ξ − gNi

amp · amp,ξ
‖amp‖

)

. (6.5)
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Estes escalares são utilizados para construção de uma direção de busca necessária ao proce-

dimento numérico para a busca da coordenada ξn+1. Este procedimento é baseado no método de

Newton-Raphson e está ilustrado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Procedimento de busca da coordenada ξn+1.

Inicializar i = 0 , ξ1 = ξn, gN0
= gNn+1

, gT0 = gTn+1
da condição de tentativa.

1) Faça i = 1, · · · , convergir

1.1) calcular termos wp (ξi), Bp (ξi), amp (ξi) e cmp (ξi) (Equações 5.43, 5.45, 5.21 e 5.29)

1.2) calcular gNi
(ξi) e gTi(ξi) (Equações 5.67 e 5.68)

1.3) calcular Xi(ξi) e Xi,ξ(ξi) (Equações 6.2 e 6.3)

1.4) Checar convergência:

se |Xi (ξi)| ≤ tol =⇒Pare =⇒ξn+1 = ξi
se |Xi (ξi)| > tol =⇒calcular ξi+1 = ξi − Xi

Xi,ξ
, i = i+ 1 e voltar 1)

fim 1.4)
Fim 1)

No Algoritmo 2, os termos gTi e gNi
são as Equações 5.68 e 5.67 computadas na coordenada ξi

dentro do procedimento. Após a convergência, todos os termos anteriormente definidos devem ser

recalculados na coordenada ξn+1 encontrada no procedimento de busca.

As funções sinais na Equação 5.71 não são suaves, com isso, as direções de deslizamento, dadas

pelos sinais sign
(

gTn+1

)

e sign
(

gNn+1

)

, podemmudar dentro de cada iteração do procedimento de

busca. Para evitar estas mudanças, as quais podem levar o procedimento para um caminho errado

de solução, são fixadas as direções gT0 e gN0
computadas na condição de tentativa (falsa adesão).

Este procedimento é baseado no algoritmo de predição e correção apresentado em [42] e [100].

Estas direções somente são atualizadas após a convergência do Algoritmo 2.

6.3 Algoritmo para montagem do elemento de contato sem atrito

O Algoritmo 3 que segue é utilizado no passo 2.1) do Algoritmo 5 para montagem do elemento

de contato sem atrito com o método da penalidade.
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Algoritmo 3 Montagem do elemento de contato sem atrito.

1) Faça e = 1,..., ne (elementos de contato)

2) faça p = 1,..., np (pontos de Gauss no elemento)

checar cada ponto de gauss ζp na região de contato e calcular:

2.1) calcular coordenada espacial xnm (ζp) (Equação 5.6)

2.2) calcular coordenada de projeção ξp
para grau de interpolação = 1 - Equação 6.1

para grau de interpolação > 1 - Algoritmo 1

2.3) calcular coordenada espacial xm (ξp) (Equação 5.7)

2.4) calcular matrizes Bp, Bp,ξ, Bp,ξξ e Bp,ζ (Equações 5.45, 5.46, 5.47 e 5.48)

2.5) calcular wp (ζp, ξp), amp, nmp, cmp e a
nm
0p (Equação 5.43, 5.21, 5.22, 5.29 e 5.28)

2.6) calcular gap gNp
(ζp) = wT

pBpnmp (Equação 5.12)

2.7) checar existência do contato

se gN (ζp) > 0 =⇒ O ponto de Gauss não está em contato

p = p+ 1 e voltar para o =⇒ 2)
se gN (ζp) ≤ 0 =⇒ O ponto de Gauss está em contato

computar a parcela que colabora com resíduo e rigidez no elemento

calcular vetor resíduo ψPE
Ne (Equação 5.49)

calcular matriz rigidez KPE
Ne (Equação 5.49)

fim 2.7)
fim 2)
computar parcela do elemento no vetor resíduo de contato global

ψC
N (Equação 5.56)

computar parcela do elemento na matriz rigidez de contato global

KC
N (Equação 5.57)

Fim 1)

6.4 Algoritmo para montagem do elemento de contato com atrito

É apresentado nesta seção o algoritmo para montagem do elemento de contato com atrito utili-

zado no passo 2.1) do Algoritmo 5.

Na montagem deste elemento é necessário salvar todas coordenadas dos pontos de integração

(pontos de Gauss), as condições tangenciais e os sentidos das forças horizontais de cada ponto de

integração. Para isso, são utilizadas duas matrizes A (ntp, 3) e map (nec, np), onde ntp é número

total de pontos de integração, nec número total de elementos de contato e np é o número de pontos

de integração em um elemento de contato.

A matriz [A] possui ntp linhas e 3 colunas. Nas linhas da coluna 1 são salvas as coordenadas

ξp correspondentes a cada ζp. Nas linhas da coluna 2 são salvas as condições tangenciais de cada
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ponto de integração. Os códigos utilizados são: 0 para inexistência de contato,1 para adesão e 2

para deslizamento.

Nas linhas da coluna 3 são salvos os sentidos das forças tangenciais. Como os segmentos alvo

podem estar inclinados é considerado um referencial local (Figura 6.1). Para isso os códigos utili-

zados são: −1 para força tangencial para a esquerda e 1 para força tangencial para a para direita.

Para ler e salvar estes dados na matriz [A] é utilizada a matriz de mapeamento [map]. Nas linhas

de [map] são salvos os números globais dos pontos de integração por elemento de contato.

Para ilustrar a montagem destas matrizes é apresentado um exemplo a partir da Figura 6.1. O

corpo superior é definido como contactor e o inferior como alvo.

mortar

ζ
ne

p

ξ

non−mortar

Superfície

ξ
ξ

Superfície

ξ

ζζ
ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ
1 1 1

2 2 2
3 3

3

1 2 3 4 5 6
7

8
9

1 2 3

4 5 7

32
1

6

Figura 6.1: Representação dos pontos de Gauss nos elementos de contato.

O contactor possui 3 elementos, resultando em nec = 3 elementos de contato. Foi utilizado o

elemento linear e 3 pontos de integração por elemento de contato, resultando em np = 3 e ntp = 9.

O sobrescrito ne se refere ao número do elemento e o subscrito p se refere ao número global do

ponto de Gauss. Para este caso a matriz de mapeamento resulta em

[map] =







1 2 3

4 5 6

7 8 9






. (6.6)

Assim, para acessar a posição em [A] do quinto ponto de integração global, localizado no

elemento de contato 2, é só utilizar o número e = 2 do elemento de contato e o número local p = 2

do ponto de integração [A (map (2, 2))]. Este mapeamento local=⇒global será necessário dentro

dos passos 1) e 2) do Algoritmo 4.
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Algoritmo 4 Montagem do elemento de contato com atrito.

1) Inicializarmap = zeros (nec, np) e A = zeros (ntp, 3)
2) faça e = 1,..., nec (elementos de contato)

3) faça p = 1,..., np (pontos de gauss no elemento)

3.1) calcular coordenada espacial xnm (ζp) (Equação 5.6)

3.2) calcular coordenada de projeção ξp
se A (map (e, p) , 2) = 0

para grau de interpolação = 1 - calcular ξp com Equação 6.1

para grau de interpolação > 1 - calcular ξp com Algoritmo 1

se A (map (e, p) , 2) 6= 0
coordenada de projeção ξp = A (map (e, p) , 1)

fim 3.2)
3.3) computar ξn = ξp (condição de tentativa) e calcular xm (ξn) (Equação 5.7)

3.4) calcular Bp (ξn), Bp,ξ (ξn), Bp,ξξ (ξn) e Bp,ζ (ξn) (Equações 5.45, 5.46, 5.47 e 5.48)

3.5) calcular wp, amp, nmp, cmp e a
nm
0p em ξn(Equações 5.43, 5.21, 5.22, 5.29 e 5.28)

3.6) calcular gap gNp
(ζp) (Equação 5.12)

3.7) checar existência do contato

se gN (ζp) > 0 =⇒ O ponto de Gauss não está em contato

salvar A (map (e, p) , 2) = 0, p = p+ 1 =⇒ voltar para o passo 3)
se gN (ζp) ≤ 0 =⇒ O ponto de gauss está em contato=⇒ continuar no passo 3.8)

fim 3.7)
3.8) calcular tensões t (ξn), t

st
N e tstT (Equações 5.64, 5.65e 5.66)

3.9) calcular função sinal sNp
e sTp(Equações 5.86

3.10) verificação função sinal sTp
se A (map (e, p) , 3) = 0 =⇒calcular sTp (Equação 5.87) e A (map (e, p) , 3) = sTp
se A (map (e, p) , 3) 6= 0 =⇒ computar sTp = A (map (e, p) , 3)

fim 3.10)
3.11) calcular a função de verificação de deslizamento fs (Equação 5.69)

3.12) checar a condição tangente

se fs ≤ 0 =⇒ O ponto de Gauss está em adesão =⇒ir para 3.A)
se fs > 0 =⇒ O ponto de Gauss está em deslizamento =⇒ir para 3.B)

fim 3.12)
3.A) Condição de Adesão

3.A.1) salvar A (map (e, p) , 1) = ξn, A (map (e, p) , 2) = 1 e A (map (e, p) , 3) = sTp
3.A.2) calcular vetor resíduo ψst

p e matriz rigidez Kst
p (Equações 5.73 e 5.75)

3.B) Condição de Deslizamento

3.B.1) calcular ξn+1 (Algoritmo 2) e coordenada espacial xm (ξn+1) (Equação 5.7)

3.B.2) calcular os passos 3.4), 3.5), 3.6), 3.8) e 3.9) na coordenada atualizada ξn+1
3.B.3) salvar A (map (e, p) , 1) = ξn+1, A (map (e, p) , 2) = 2 e A (map (e, p) , 3) = sTp
3.B.4) calcular vetor resíduo ψsl

p e matriz rigidez Ksl
p (Equações 5.77 e 5.81)

fim 3)
calcular parcela do elemento no vetor resíduo e na matriz rigidez de contato global

ψC e KC(Equações 5.56 e 5.57)

fim 2)
FIM 1) 90



6.5 Algoritmo para solução do sistema de equações

O procedimento de solução do sistema de equações resultante é baseado no método de Newton-

Raphson.

Para a montagem deste procedimento, escreve-se a Equação 2.54 em sua forma discretizada,

utilizando as relações δẆ (ϕk, δv) = δvTψ e DδẆ (ϕk, δv) [∆u] = δvTK∆u, como

δvTK∆u = −δvTψ, (6.7)

onde a matriz de rigidez global K e o vetor de resíduo global ψ possuem todos os termos do

domínio e do contato.

Uma vez que as velocidades virtuais são arbitrárias, pode-se reescrever o procedimneto de

Newton-Raphson como

∆u = −K−1ψ, uk+1 = uk +∆u. (6.8)

Abaixo é apresentado o Algoritmo 5 que é utilizado no processo de solução do sistema de

equações resultante.

Algoritmo 5 Solução para o problema de contato com grandes deformações.
Inicializar t = 1, k = 1 e utk = {0} (t é o passo de tempo)

1) Faça t = 1,..., até o número total de passos de tempo

2) faça k = 1,..., até convergir (k é a iteraçao de Newton-Raphson)

2.1) calcular o resíduo e a rigidez de contato: ψC (utk) e KC (utk)
para contato sem atrito montar elemento com Algoritmo 3

para contato com atrito montar elemento com Algoritmo 4

2.2) calcular o resíduo e a rigidez de sistema:

ψS (utk) (Equação 4.41) e KS (utk) (Equação 4.46 ou 4.62)

2.3) calcular o resíduo e a rigidez total: ψ = ψS +ψC e K = KS +KC

2.4) checar convergência

se ‖ψ (utk)‖ ≤ tol =⇒ {utk} convergiu, t = t+ 1 e vá para 1)

se ‖ψ (utk)‖ > tol =⇒continuar no 2.5)

fim 2.4)

2.5) resolver o sistema global ∆utk = − [K]−1ψ
2.6) atualizar o ponto utk+1 = utk +∆utk
2.7) voltar ao 2)

fim 2)

FIM 1)
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7 RESULTADOS

As seções que seguem apresentam alguns problemas clássicos da literatura de contato. O obje-

tivo foi utilizar as rotinas desenvolvidas para a solução destes problemas. Primeiramente é realizada

a validação do elemento de contato em pequenas deformações com a solução analítica para o pro-

blema de Hertz. Ainda em pequenas deformações é proposta uma verificação da ferramenta em

um problema com atrito. O capítulo termina com duas análises no regime de grandes deformações

com soluções de problemas conhecidos na literatura. Para alguns dos problemas aqui apresentados,

é proposto também um estudo de verificação da acurácia de solução com o aumento da ordem de

interpolação do elemento de contato.

7.1 Problema de Hertz

O problema de contato de Hertz foi o primeiro caso com solução analítica publicada [48].

Consiste em um problema de contato entre dois corpos compostos por material isotrópico, linear e

elástico. O contato é tratato sem atrito entre as superfícies e em regime de pequenas deformações.

Foi considerado o modelo mecânico de estado plano de deformações.

Alguns exemplos de contato entre estruturas sólidas, onde se pode aplicar a teoria de Hertz,

podem ser encontrados na literatura, como por exemplo: contato entre duas esferas, entre esfera e

solo, cilindro e cilindro, cilindro e solo, etc. O exemplo aqui adotato é o contato entre um cilindro

e o solo rígido. Como representado na Figura 7.1, a solução analítica para este problema pode ser

obtida a partir da tensão analítica de Hertz para contato entre dois cilindros, fazendo o raio R2 e

o módulo de elasticidade E2 tenderem a valores altos. De acordo com [84] a solução analítica de

Hertz para a tensão normal tHertzN e o comprimento b de contato para este caso são, respectivamente,

tHertzN (x) =
4R1q

πb2

√
b2 − x2, (7.1)

b = 2

√

2R2
1q (1− ν21)

E1π
. (7.2)
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Figura 7.1: Problema bidimensional de Hertz.

Para a construção destes termos foram utilizados o coeficiente de poisson ν1, o raio do cilin-

dro R1, o módulo de elasticidade E1 e a força aplicada à estrutura F . Foram utilizados os dados

mostrados na Figura 7.1. Com isso, obtém-se um carregamento distribuído q = 0, 625 [UF/UC].

Sendo [UC] a unidade de comprimento e [UF ] a unidade de força.

Publicações recentes mostram que para se obter uma solução satisfatória, com a configura-

ção aqui utilizada, é necessário se aplicar uma malha muito refinada, entre 500 e 8000 elemen-

tos [74, 46, 102] ou 1000 e 16000 quando não utilizada a simetria. Isso acontece pois, uma vez

que se considera o regime de pequenas deformações, tem-se que escolher os parâmetros do pro-

blema de forma a satisfazer as condições deste regime, o que resulta em uma pequena região b

de contato. Logo, é necessário que se tenha um número suficiente de elementos de contato ati-

vos. O trabalho [74] mostra que, para os parâmetros aqui utilizados, tem-se uma região de contato

b = 0, 68077 [UC] e deve se utilizar pelo menos cinco elementos de contato nesta região. Os re-

sultados que seguem mostram que com a aplicação do MEF-AO, é possível se obter boas soluções,

com malhas mais grosseiras e menos elementos de contato ativos.

A Figura 7.2 mostra as malhas utilizadas para a comparação das soluções e a Tabela 7.1 os

dados de cada malha. Para todos os casos analizados para o problema de Hertz foi considerado o

solo como um elemento finito com todas as arestas restritas. A condição de contato inicial é que

gN = 0 no ponto de simetria do cilindro que entra em contato com o solo.
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malha m1 (p=1) malha m2 (p=1)

malha m3 (p=1) malha m4 (p=1)

malha m5 (p=1)

Figura 7.2: Malhas utilizadas para o problema de Hertz.
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Tabela 7.1: Dados das malhas utilizadas no problema de Hertz.

Malha Elementos Graus de liberdade Graus de liberdade livres

m1 6 28 16

m2 53 146 126

m3 156 380 360

m4 383 844 813

m5 537 1166 1135

Para a primeira análise da ferramenta implementada foi utilizada a malha m4 e ordem de

interpolação p = 1. Foi utilizado o elemento de contato mortar com penalidade e penalizador

ǫ = 1, 0 × 105. A solução obtida é comparada com a tensão analítica de Hertz na Figura 7.3. A

tensão numérica é plotada nos pontos de integração do elemento de contato. Tem-se, para esse caso,

cinco elementos de contato ativos. Foi utilizada a integração de Gauss-Legendre com np = p + 1

pontos de integração por elemento de contato, totalizando dez pontos de integração em contato.

Figura 7.3: Solução para a malham4 com grau de interpolação p = 1.

A Figura 7.4 mostra o campo de tensões σyy no domínio, computado via MEF.
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Figura 7.4: Tensão σyy no domínio obtida via elementos finitos.

Para o procedimento de aumento da ordem de interpolação dos elementos é importante observar

que, no caso anterior, a solução é obtida a partir de uma interpolação linear, e o gerador de malhas

(GID) aproxima a geometria por quadrados, colocando somente os nós dos vértices pertencentes

à superfície de contato Γc dentro do quarto de circunferência φ ∈
[

−π
2
, 0

]

(Figura 7.1). Para um

grau de interpolação mais alto (acima de um) o software, hp2fem, constroi os nós de alta ordem,

colocando-os sobre os lados retos do elemento, como representado na Figura 7.5, o que resulta em

nós de aresta fora do quarto de circunferência φ ∈
[

−π
2
, 0

]

.

malha m1 (p=1)

 1 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

10

11

1213

14

Figura 7.5: Malha utilizada para o refino p (elementos com grau de interpolação p = 1 à esquerda

e p = 5 à direita).
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A abordagem utilizando elementos finitos de lados retos funciona bem se a superfície a ser

discretizada conserva uma pequena curvatura. Se a superfície é curvada como no caso do problema

de Hertz, o emprego de elementos retos pode produzir oscilações nas forças de contato, saltos não

realísticos nas tensões de contato e até mesmo a perda da convergência do sistema.

Então, um procedimento simples de mapeamento dos nós da região de contato se faz necessário.

Calculou-se as coordenadas y, de todos os nós na superfície de contato, através da equação da

circunferência φ ∈
[

−π
2
, 0

]

, dada a coordenada x de cada nó.

Foi avaliada a solução para o problema utilizando a malha m4 e o grau de interpolação p = 3,

com e sem o mapeamento curvo. Os resultados são apresentados novamente em termos de tensão

normal de contato nos pontos de integração e mostrados na Figura 7.6.

Figura 7.6: Comparativo para tensões de contato para elemento reto e com mapeamento curvo.

O campo de tensões de contato é significativamente afetado pelo mapeamento das superfícies

de contato. Para elementos de lados retos somente os nós de vértices estão perfeitamente dentro da

circunferência, fazendo com que os nós de aresta tenham coordenadas y discretizadas com valores

maiores que os reais (Figura 7.7), tornando estes pontos mais afastados do alvo de contato. Isso

faz com que todas as coordenadas y dos pontos de integração sejam também afastadas do alvo,

uma vez que as mesmas são obtidas a partir das coordenadas nodais. Nestas coordenadas, a tensão

para satisfazer a condição de não penetração é menor que em uma situação real, onde as mesmas

estariam mais próximas ao alvo. Então para atingir o equilíbrio, os pontos de integração próximos
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aos vértices tendem a suportar um esforço de contato maior que os pontos de integração mais

internos, afetando assim todo o campo de tensões.

Este resultado comparativo aqui apresentado, apesar de ser muito simples, mostra a importância

deste procedimento de mapeamento da geometria de contato. Para este caso analisado a superfície

de contato é uma circunferência. Para uma superfície arbitrariamente curvada, faz-se necessária a

aplicação de um mapeamento geral de superfícies, como por exemplo através do uso de NURBS

[88].

do nó de aresta

x

y
Posição y real

Posição y discretizada

do nó de aresta

Figura 7.7: Detalhe da discretização da superfície cilíndrica.

Para esse problema é realizada a primeira análise do ganho de precisão com o aumento da

ordem polinomial. Para isso, realizam-se os refinos p e h.

Para o refino p, fixa-se a malha m1 e variam-se os graus de interpolação de p = 1 até p = 9,

ficando com somente um elemento na região de contato. Estes casos são então denominados refinos

p1 até p9.

Para o refino h, fixa-se o grau de interpolação p = 1 e variam-se as malhas de m1 até m5, que

são denominados refinos h1 até h5. Para esta análise é adotado um erro percentual ησ apresentado

em [109], o qual é baseado no erro da norma L2 da tensão normal de contato como

ησ =
‖eσ‖L2

√

´

Γc
(tHertzN )

2
dΓc

× 100% =

√

´

Γc
(tHertzN − tN)

2
dΓc

√

´

Γc
(tHertzN )

2
dΓc

× 100%. (7.3)

Os resultados são apresentados na Figura 7.8 para o elemento de contato mortar com penali-

dade, e na Figura 7.9 para o elemento de contato mortar com multiplicadores de Lagrange.
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Figura 7.8: Curvas de erros para o elemento de contato mortar com penalidade.

Figura 7.9: Curvas de erros para o elemento de contato mortar com multiplicadores de Lagrange.

Observa-se que para o elemento de contato mortar com penalidade (Figura 7.8), o erro atinge

um valor mínimo de aproximadamente 0, 88% no refino p7. Observa-se uma oscilação do erro para
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os refinos acima de p5 e a indicação da estabilização do mesmo. A mesma oscilação ocorre acima

de p3 para o elemento de contato mortar com multiplicadores de Lagrange (Figura 7.9), só que

desta vez seguido de um pequeno aumento do erro para refino acima de p5.

Para os dois elementos de contato não se atinge valores de erro abaixo de 0, 88%. Isso pode

estar relacionado a resolução de malha, ou seja, um refino hp poderia ser avaliado no sentido de

obter melhores resultados de tensões.

O fato de o erro não mais decrescer com o aumento da ordem de interpolação e ficar oscilando

em torno de um valor, pode também estar associado ao comportamento da solução analítica (Equa-

ção 7.1). Isso também é observado quando se tenta interpolar uma solução analítica em problemas

de projeção e a partir de um determinado grau p não se consegue mais alcançar uma melhora na

interpolação da solução [55].

Quando comparados os refinos p e h, pode-se observar que é possível obter uma solução para

tensão de contato commelhor precisão empregando menos graus de liberdade, utilizando elementos

de contato de alta ordem. Para o elemento de contatomortar com penalidade, foi possível obter com

308 graus de liberdade livres um erro de 0, 96% com o refino p5, enquanto que para o refino h5 é

alcançado um erro de 2, 00% com 1135 graus de liberdade livres.

Os resultados, de uma forma geral, mostram que o refino p foi uma estratégia interessante para

este problema de contato.

A Figura 7.10 apresenta a tensão de contato para o refino p5 com o elemento de contato mortar

com penalidade.
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Figura 7.10: Solução para a malham1 com grau de interpolação p = 5.

Abaixo são apresentados os resultados em termos de tempo de processamento. As análises

foram feitas em um computador com processador Intel Core(TM) i7-2640M CPU @ 2.8GHz e

memória (RAM) de 6,00 GB, utilizando o método da penalidade.

A Figura 7.11 apresenta o tempo de processamento em função dos graus de liberdade livres

utilizados para a solução do problema para os refinos h e p. Pode-se observar que é possível, para

este problema, empregar mais graus de liberdade livres com um tempo de processamento menor

com o refino p.

A Figura 7.12 mostra o resultado para o erro percentual ησ obtido em função do tempo de

processamento requerido em cada análise dos refinos. Pode-se observar que o desempenho do refino

p é melhor que a do refino h para este problema analisado.
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Figura 7.11: Curvas de tempo de processamento em função dos graus de liberdade livres.

Figura 7.12: Curvas de erro percentual em função do tempo de processamento.

Um aspecto que deve ser considerado, quando se trabalha com alta ordem de interpolação, é o
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condicionamento numérico da matriz de rigidez tangente. É importante garantir que o número de

condição da matriz de rigidez não cresça com uma taxa pronunciada quando aumentada a ordem

polinomial. Isso garante, por exemplo, que o sistema se mantenha estável durante o processo ite-

rativo de solução. O número de condição é definido pela divisão do maior autovalor pelo menor

autovalor não-nulo da matriz de rigidez.

No presente trabalho, este controle é realizado com a utilização dos pontos de colocação de

Gauss-Lobatto-Legendre na resolução dos exemplos apresentados.

Na Figura 7.13, é apresentado um comparativo entre se utilizar pontos de colocação de Gauss-

Lobatto-Legendre e os tradicionais pontos igualmente espaçados. É apresentado o número de con-

dição para a matriz de rigidez tangente total (contato e sistema), utilizando o método da penalidade.

Pode-se observar que a utilização de pontos igualmente espaçados faz com que o número de con-

dição da matriz de rigidez tangente cresça com uma taxa pronunciada com o aumento da ordem

polinomial, o que pode ser controlado, como pode ser visto, com a utilização de pontos de coloca-

ção de Gauss-Lobatto-Legenbre.

Figura 7.13: Número de condicionamento em função do grau de interpolação.

7.2 Problema de atrito entre bloco e solo

Dado o bloco em contato com o solo mostrado na Figura 7.14, é considerado material iso-
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trópico, linear e elástico em regime de pequenas deformações. Este exemplo foi escolhido para a

verificação do desempenho das rotinas em problemas com atrito em pequenas deformações, pois

o mesmo possui soluções publicadas nas referências [4, 31, 82]. Foi considerado estado plano de

deformações e os resultados foram obtidos no presente trabalho para um penalizador ǫ = 1, 0×104

.

Foram utilizados np = p+ 4 pontos de integração por elemento de contato.

h

v

x

y

p

p
h

p
hh

p

p
v

v
p = 15 [UF/UC]

p = 10 [UF/UC]

E = 13  10  [UF/UC ]

80 [UC]

40 [UC]

  = 0

ν  = 0,2

µ  = 0,2
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ν

3

26

2

Figura 7.14: Bloco retangular em contato com solo.

Foram utilizadas duas malhas no trabalho [82] para o caso aqui apresentado, e os resultados são

apresentados em termos de forças de contato, normais e tangenciais, e deslocamento tangencial dos

nós em contato. O trabalho utiliza interpolação linear, produzindo dois resultados para este caso,

um empregando 16 elementos na região de contato, resultando em um total de 17 nós nesta região,

e outro empregando 32 elementos na região de contato, resultando em um total de 33 nós.

Para um comparativo direto com estas soluções, foram aqui utilizadas duas adaptações a partir

de uma malha com 8 elementos na região de contato denominados caso 1 e caso 2. Como todos

os termos são comparados a nível nodal, optou-se por se fixar uma malha e escolher um grau de

interpolação que resultasse em uma mesma quantidade de nós na região de contato. Os detalhes

podem ser vistos na Tabela 7.2 e nas Figuras 7.15 e 7.16. O número de nós é apresetado para a

superfície non-mortar ou contactora.
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Tabela 7.2: Comparativo de elementos e nós na região de contato para os dois casos analisados.

Caso 1

Trabalho Elementos de contato Grau de interpolação Nós em contato

Presente 8 2 17

A. L. Serpa [82] 16 1 17

Caso 2

Trabalho Elementos de contato Grau de interpolação Nós em contato

Presente 8 4 33

A. L. Serpa [82] 32 1 33

Figura 7.15: Malha com elemento de grau p = 2 (caso 1).
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Figura 7.16: Malha com elemento de grau p = 4 (caso 2).

Os nós da região de contato são numerados da esquerda para a direita.

A Figura 7.17 mostra o comparativo para o deslocamento tangencial na região de contato.

Figura 7.17: Comparativo entre deslocamentos tangenciais para o caso 1.

106



Figura 7.18: Comparativo entre forças tangenciais para o caso 1.

Para a curva de deslocamento tangencial do trabalho [82], observa-se uma condição de desliza-

mento do nó 1 ao 10 e adesão do nó 11 ao 17.

No presente trabalho, observa-se uma pequena diferença na curva de deslocamentos para a re-

gião de deslizamento (nó 1 ao 9) e no ponto de transição da condição tangencial de contato (CTC),

ocorrendo adesão do nó 10 ao 17. Pode-se observar que no trabalho [82] não ocorre deslocamento

tangencial na região de adesão. Isso acontece porque o trabalho utiliza o método do Lagrangiano

Aumentado para aplicar as restrições de contato, satisfazendo a condição gT = 0 para o caso

de adesão. No presente trabalho foi utilizado o método da penalidade para problemas com atrito.

Uma limitação deste método é que o mesmo permite pequenos deslocamentos tangenciais rela-

tivos mesmo no caso de adesão. Estes deslocamentos são utilizados para a obtenção das tensões

de contato tangenciais proporcionais através da Equação 5.64. Os resultados desta limitação são

modificações na curva de deslocamentos para a região de deslizamento (nó 1 ao 9) e de localiza-

ção do ponto de transição da condição tangencial de contato (CTC). O que faz sentido do ponto

de vista de equilíbrio, porque uma vez que ocorre estes deslocamentos na adesão, têm-se menos

deslocamentos na região de deslizamento para se atingir o equilíbrio.

Este comportamento é também observado para outros exemplos de bloco em contato com o

solo na referência [36]. O trabalho [36] destaca um outro fator que influencia a mudança do ponto

de localização da condição tangencial de contato para o elemento mortar. O trabalho mostra que

ocorre uma pequena oscilação de tensão tangencial na região de mudança de condição quando o

ponto de transição se encontra no meio de um elemento de contato. Isso ocorre porque em alguns

pontos de Gauss dentro do elemento são calculados o vetor resíduo e a matriz de rigidez com as
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relações para a adesão, e para outros pontos de Gauss estes termos são calculados com as relações

de deslizamento. Esta oscilação na tensão diminui com o refino da malha.

A Figura 7.18 mostra a curva de valores absolutos de força tangengial |FT |, que também é afe-

tada por esses comportamentos. O pico de esforço tangencial da solução obtida ocorre no primeiro

ponto de transição de deslizamento do bloco, que é o nó 9. Já na referência utilizada isso ocorre no

nó 10. De acordo com [36], este comportamento pode ser contornado com o aumento do número

de elementos de contato. A curva de força normal de contato |FN | (Figura 7.19) não é afetada por

esse comportamento.

Figura 7.19: Comparativo entre forças normais para o caso 1.

O mesmo comportamento discutido para o caso 1 também é observado para o caso 2. Tem-se

para o trabalho [82] uma condição de deslizamento do nó 1 ao 19 e adesão do nó 20 ao 33. E os

resultados aqui obtidos mostram um deslizamento do nó 1 ao 17 e adesão do nó 18 ao 33.
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Figura 7.20: Comparativo entre deslocamentos tangenciais para o caso 2.

Figura 7.21: Comparativo entre forças tangenciais para o caso 2.
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Figura 7.22: Comparativo entre forças normais para o caso 2.

7.3 Problema do anel hiperelástico

O primeiro problema considerando grandes deformações é ilustrado na Figura 7.23. Consiste

na simulação númerica de contato sem atrito de uma anel hiperelástico com uma fundação. O anel

é formado por uma parte interna, mais rígida, e outra externa. Os detalhes geométricos e materiais,

tanto do anel quanto da fundação, estão dispostos na Figura 7.23. O problema foi alvo de análise

nas referências [97, 36, 46].

2 e = 5 [UC]

e = 5 [UC]

2

2

5

ν

νw

ν

y

w

Anel Interno

x

Anel Externo

3

8

e

   = 0

E = 10  [UF/UC ]

E = 10  [UF/UC ]

260 [UC]

50 [UC]

90 [UC]
100 [UC]

E = 10  [UF/UC ]

   = 0,3

   = 0,3

Figura 7.23: Anel hiperelástico em contato com fundação.
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É considerado material hiperelástico Neo-Hookeano compressível para os dois componentes.

Com esta simulação é possível avaliar o comportamento do elemento de contato em um problema

com grandes deformações e grandes deslizamentos sem atrito. É utilizado o elemento mortar com

penalidade e o penalizador adotado é ǫ = 1, 0× 105.

Um deslocamento vertical w = −50 [UC] é aplicado no topo do anel (Figura 7.23) em 100

passos de tempo. O lado externo do anel é a superfície non-mortar (contactor) e o topo da fundação

é a superfície mortar (alvo). É considerado estado plano de deformações e Lagrangiano atualizado.

A malha utilizada é mostrada na Figura 7.24 e foram utilizados 6 pontos de integração por elemento

de contato de grau p = 1.

Figura 7.24: Malha para o anel hiperelástico em contato com fundação.

A Figura 7.25 mostra o resultado obtido para as forças de reação horizontal e vertical, FH e FV ,

no suporte esquerdo do anel. Pode-se observar o comportamento característico da força de reação

quando se passa pelo ponto de instabilidade geométrica deste problema.

111



Figura 7.25: Forças de reação no suporte esquerdo do anel.

A Figura 7.26 mostra o campo de deslocamentos uy na estrutura deformada em diferentes pas-

sos de tempo da solução.
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Figura 7.26: Campo de deslocamentos uy para estrutura deformada em t =1, 30, 60 e 100, respec-

tivamente. Fundação com módulo de elasticidade E = 1, 0× 108.

Foi realizada uma segunda simulação com os mesmos parâmetros anteriores, mas considerando

a fundação menos rígida. Foi escolhido um módulo de elasticidade de E = 300 [UF/UC2] e v =

0, 3 para a fundação, permitindo que a mesma também entre em regime de grandes deformações.
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O resultado pode ser visto em termos do campo de deslocamentos uy na Figura 7.27.

Figura 7.27: Campo de deslocamentos uy para estrutura deformada em t =1, 30, 60 e 100, respec-
tivamente. Fundação com módulo de elasticidade E = 300 [UF/UC2].
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7.4 Problema do canal com bloco hiperelástico

O problema consiste na simulação númerica de um processo de prensagem de um bloco em

um canal. Os detalhes geométricos e materiais estão dispostos na Figura 7.28. Este problema é

apresentado em algumas referências na literatura [36, 97]. É considerado material hiperelástico

Neo-Hookeano compressível para os dois componentes. Com esta simulação é possível avaliar

o comportamento do elemento de contato em um problema com grandes deformações e grandes

deslizamentos com atrito. O penalizador adotado é ǫ = 1, 0× 103 e as medidas de comprimento na

Figura 7.28 estão emmm.

898

E = 21000 [MPa]

398

∆
inicial

E = 1000 [MPa]

CanalBloco

u
298

450

u

900

       = 1,00
inicial

∆       = 1,00
  = 0,10µ

ν  = 0,30  = 0,47ν

200800

400

Figura 7.28: Problema do canal com bloco hiperelástico.

É utilizada a simetria do problema e somente a metade da estrutura é simulada.

O processo é modelado através da aplicação de uma condição de contorno não-homogênea

u = 1000mm na face esquerda do bloco. A altura do bloco é maior que a do canal, impondo ao

problema uma penetração inicial de ∆inicial = 1mm, aplicada a fim de se introduzir ao problema

uma tensão normal de contato. Então, para o primeiro passo de tempo é utilizado u = 0, para que

o código gere a tensão normal necessária a condição de não penetração, separando os corpos em

contado. Após esse passo é empregada a condição de contorno não-homogênea u = 1000mm em

150 passos de tempo. A superfície do bloco que está em contato é a non-mortar (contactor) e a

superfície do canal é a mortar (alvo). É considerado estado plano de deformações e Lagrangiano

atualizado. A malha utilizada é mostrada na Figura 7.29 e foram utilizados 20 pontos de integração

por elemento de contato.
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Figura 7.29: Malha do problema da prensagem.

O resultado estudado é a força de reação horizontal FH na face de aplicação da condição de con-

torno não-homogênea. A Figura 7.30 mostra uma comparação do resultado obtido com resultados

apresentados nos trabalhos [97, 36]. Foi utilizado um grau de interpolação p = 2.

As oscilações acontecem devida à modelagem da região de estricção do canal. Como a diferença

de rigidez entre os corpos e o ângulo da subida são significativos, o bloco não se acomoda perfeita-

mente em uma pequena região no início da estricção. Isso faz com que os pontos de integração que

passam nesta pequena região percam o contato com a estrutura, continuem deslizando e voltem

a contactar novamente. O resultado é a oscilação da reação horizontal mostrada na Figura 7.30.

Estas oscilações dependem do conjunto de parâmetros escolhidos para o problema (propriedades

materiais dos componentes, ângulo da estricção, etc). Estes parâmetros determinam diretamente se

ocorrerá e com qual intensidade o contato intermitente na subida. Este contato intermitente influen-

cia fortemente a resposta em termos de esforços devido ao comportamento descontínuo da função

de penetração (Equação 3.23). A descontinuidade ocorre devida a mudança repentina na direção

dos vetores normal e tangente no início da estricção.

Os resultados mostram que para o elemento mortar de contato, a amplitude de oscilação é

menor que no elemento NTS [97, 36].
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Figura 7.30: Comparativo entre soluções para o problema de prensagem.

A Figura 7.31 mostra os resultados obtidos para grau de interpolação p = 2 e p = 3. Pode-se

observar que o aumento do grau de interpolação promove uma diminuição das oscilações e suas

amplitudes. O aumento da ordem do elemento melhora a interpolação da função de penetração

discretizada, dada pela Equação 5.12, e permite que o bloco fique com uma superfície de contato

mais suave na transição da estricção.

Figura 7.31: Comparativo entre soluções para aumento do grau de interpolação.

A Figura 7.32 mostra o campo de tensões σyy para diferentes passos de tempo.
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Figura 7.32: Campo de tensões σyy para estrutura deformada em t =1, 55, 105 e 150, respectiva-

mente.
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8 CONCLUSÕES

O trabalho teve como alvo de estudo problemas bidimensionais de contato com pequenas e

grandes deformações, atrito e sem considerar efeitos termomecânicos. Do ponto de vista de formu-

lação, a contribuição foi a extensão do elemento de contato quadrático apresentado em [97, 36] para

alta ordem de interpolação. Este elemento é construído a partir do método mortar de decomposi-

ção de domínios discretizados. As referências atuais mostram que este tipo de formulação tem sido

amplamente aplicada de forma eficiente no contexto atual [36, 73, 74, 77, 78, 79, 80, 105, 102],

mas é considerada de difícil implementação [76]. Portanto a maior contribuição realizada foi a

implementação computacional deste elemento no software de MEF-AO hp2fem.

Foram apresentadas soluções para alguns problemas clássicos da literatura de contato. Os resul-

tados obtidos, de uma forma geral, tanto para pequenas como para grandes deformações, mostram

que a alta ordem de interpolação pode ser considerada uma interessante estratégia neste tipo de pro-

blemas, quando o foco em análise é o estudo das tensões e esforços gerados pelo contato. Quando

analisado o refino p uniforme (mesmo grau de interpolação para o domínio e região de contato),

pode-se observar que é possível se obter uma solução para tensão de contato com melhor precisão.

Para os problemas com grandes deformações, apesar de terem sido observadas melhoras signi-

ficativas na solução com o aumento da ordem de interpolação, ainda se faz necessária uma análise

mais rigorosa do emprego de alta ordem, pois, ao se trabalhar com MEF-AO, tem-se o problema do

aumento excessivo de graus de liberdade do problema e de tempo computacional de análise. Logo,

para uma melhor avaliação do ganho com o aumento do grau de interpolação para estes problemas,

seria necessária a implementação de uma estratégia de refino p não uniforme juntamente com uma

hp. Isso permitiria o aumento da ordem de interpolação somente na área de contato.

Para o elemento de contato com atrito foi utilizada a abordagem do movimento do cone de fric-

ção proposta em [98]. A mesma resulta em um algoritmo mais simples que as estratégias usuais, e

explora a formulação baseada no método da penalidade. Isso permite descrever a parte de contato

com atrito utilizando um único vetor de penetração g, sem dividir a restrição de contato em normal

e tangencial. A utilização desta estratégia resulta em uma matriz de rigidez de contato com menos

termos, mas insere na formulação a limitação de permitir pequenas penetrações na região de con-

tato, assim como pequenos deslocamentos tangenciais relativos no caso de adesão. Estas pequenas

penetrações e deslocamentos tangenciais relativos numéricos são necessários para obtenção do ve-

tor de tensões de contato proporcional através da Equação 5.59, mas fazem com que a formulação

não atenda de forma exata as condições de KKT gN ≤ 0 e de adesão gT = 0. Os resultados desta

limitação foram observados na análise do problema de contato de bloco com o solo. Uma forma
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de contornar este problema é a implementação de métodos que adicionam as retrições de contato

atendendo de forma exata estas condições, como por exemplo o método dos multiplicadores de

Lagrange e método do Lagrangiano Aumentado.

Baseadas na contribuições e nas considerações levantadas no presente trabalho, algumas suges-

tões são apresentadas para trabalhos futuros:

8.1 Sugestões de trabalhos futuros

• Implementar uma estratégia de refino p não-uniforme;

– Isso permitiria o aumento da ordem de interpolação somente na região de contato, pro-

movendo uma redução do custo computacional necessário para a análise.

• Desenvolver estratégias para avaliação do desempenho do elemento de contato de alta ordem

em grandes deformações;

– Para a avaliação do ganho de acurácia com o aumento da ordem de interpolação do

elemento de contato em problemas com grandes deformações, para os quais não existem

soluções analíticas. Isso pode ser realizado com estimadores de erro a posteriori para

problemas de contato baseados em recuperação de tensões disponíveis na literatura [57,

97].

• Implementar o elemento de contato de alta ordem aqui proposto com mapeamento das super-

fícies com NURBS;

– Para o caso do cilíndro onde ocorreu o problema de instabilidade defido o emprego de

elementos retos, a correção aqui aplicada foi simples, por se tratar de uma circunferên-

cia. Para uma superfície arbitrariamente curvada, faz-se necessária a aplicação de um

mapeamento geral de superfícies, como por exemplo através do uso de NURBS [88], o

que proporciona robustez e acurácia superior à formulação.

• Implementar um modelo virtual do olho humano para análise de tensões na retina, utilizando

o elemento de contato aqui desenvolvido;

– Uma sugestão importante proposta em [12] é a análise das tensões de cisalhamento no

contato retina e coróide, o que permitiria entender um pouco melhor as alterações na

anatomia e na fisiologia relacionada às alterações patológicas. Para isso, ao contrário

120



do que foi feito em [12], deve-se considerar que a retina e a esclera não estão fixadas.

Outra sugestão é considerar contato entre coróide e esclera com atrito, para obtenção de

um modelo mais realístico.

• Desenvolver e implementar o elemento de contato proposto adicionando as restrições com o

método do Lagrangiano Aumentado;

– Utilizar um método que adiciona as retrições de contato atendendo de forma exata as

condições de KKT gN ≤ 0 e de adesão gT = 0;

• Desenvolver uma versão paralelizada de alto desempenho dos códigos resultates do presente

trabalho.

– Para reduzir tanto o tempo computacional quanto os requerimentos de memória em-

pregados na simulação de problemas de contato com grandes deformações empregando

MEF-AO, é necessário o desenvolvimento de ferramentas para soluções desta classe de

problemas baseadas em arquiteturas de computação paralela [17]. Devida à estrutura

especial da matriz de rigidez global das formulações de contato com atrito, é esperado

que a implementação de uma arquitetura paralela seja um desafio, assim como uma

importante contribuição científica [102].
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