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Resumo

DIAS, Allan Patrick Cordeiro. Elemento Mortar de Alta Ordem Aplicado a Andlise Computacional
nao-Linear de Contato Mecanico Estrutural. 2013. 131p. Dissertacdo (Mestrado). Faculdade de

Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

No presente trabalho, apresenta-se um elemento de contato com alta ordem de interpolagio,
construido a partir do método mortar de decomposi¢cdo de dominios discretizados. O alvo de estudo
¢ a verificacdo da acurdcia da solu¢do com o aumento da ordem de interpolacdo do elemento em
problemas bidimensionais de contato com grandes deformagdes, atrito sem considerar efeitos ter-
momecanicos. Sao apresentadas solugdes para alguns problemas cldssicos da literatura de contato.
Os resultados obtidos, de uma forma geral, tanto para pequenas como para grandes deformacoes,
mostram que a alta ordem de interpolagdo pode ser considerada uma interessante estratégia para
ganho de precisdo na solucdo deste tipo de problemas, quando o foco em andlise é o estudo das

tensoes e esfor¢os gerados pelo contato.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem, Mecanica do Contato Computa-

cional, Elemento Mortar de Contato de Alta Ordem, Grandes Deformacdes, Material Hipereldstico.
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Abstract

DIAS, Allan Patrick Cordeiro Dias. High Order Mortar Finite Element Applied to Nonlinear
Analysis of Computational Contact Mechanics. 2013. 131p. Dissertagdo (Mestrado). Faculdade

de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

This work presents a high-order mortar finite element for frictional contact problems conside-
ring finite deformations without thermomechanics effects. The aim of this work is to increase the
accuracy of the solution in the contact region with the application of p-FEM high-order method.
The results for both small and large strains shows that the high order interpolations can be consi-
dered an interesting strategy in this kind of problems, when the analysis is focused on the study of

stresses and reactions generated by contact.

Keywords: High Order Finite Element Method, Computational Contact Mechanics, High Order

Mortar Finite Element, Finite Deformations, Hyperelastic Materials.
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1 INTRODUCAO

O avango de tecnologias computacionais torna possivel a implantagdo de novos processos de
desenvolvimento e validacdo de produtos com a introducao de ferramentas virtuais. Essas ferramen-
tas representam uma oportunidade para reducdo de custos e tempo de desenvolvimento de projetos
[66]. Com um mercado altamente competitivo e com a crescente demanda por novos produtos, que
atendam aos requisitos basicos de qualidade e confiabilidade, é crescente o interesse em resultados
de simulac¢do numérica para problemas de engenharia.

A popularizacdo da simulacdo computacional, aliada ao aumento da capacidade de processa-
mento dos computadores, estimula a busca por solu¢des de problemas cada vez mais complexos. O
estudo desses problemas, em geral multidisciplinares, exige o aprimoramento de conhecimento em
diversas dreas como, Matemdtica, Computacdo, Fisica e Engenharia.

A qualidade e confiabilidade dos resultados também sao fatores de peso para o emprego da
simulacdo. Esses requisitos dependem, entre outros fatores, da técnica numérica empregada na
solucdo. Para problemas de engenharia estrutural, o Método dos Elementos Finitos (MEF) € a
técnica mais utilizada.

O presente trabalho apresenta uma aplicacdo do Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem
(MEF-AO) a problemas de contato entre corpos. O problema de contato estrutural € bastante co-
mum e € caracterizado por ser um problema nao linear. Problemas de valor de contorno envolvendo
contato sao de grande importancia em aplicacdes nas dreas de engenharia mecanica, civil, assim
como em aplicacOes ambientais e biomédicas. Praticamente todo movimento envolve contato e
friccao entre corpos, € a inclusio do efeito do atrito acaba complicando ainda mais este problema
no que se refere ao emprego de técnicas numéricas e computacionais. A determinacdo do modo
com que as pressoes sdo distribuidas na interface de contato € essencial na fase de projeto de com-
ponentes e exerce um papel direto e fundamental na determinacdo do desgaste e vida util destes
componentes. No presente trabalho, apresenta-se um elemento de contato com alta ordem de inter-
polacdo, construido a partir do método mortar de decomposicdo de dominios discretizados. O alvo
de estudo € a verificagdo da acurdcia da solucdo com o aumento da ordem de interpolagdo do ele-
mento em problemas bidimensionais de contato com grandes deformagdes, atrito sem considerar
efeitos termomecanicos.

A revisdo bibliogrifica que segue apresenta um breve historico sobre a teoria de contato es-
trutural, assim como uma introdugdo sobre o MEF e o MEF-AO e a aplicagdo destes métodos no

processo de resolucdo de problemas de contato.



1.1 Revisao bibliografica

A teoria de contato teve sua primeira colabora¢do em 1882 com a famosa publicacido de Hertz
[48] “On the Contact of Elastic Solid”. O trabalho tratava da solu¢cdo de um problema de contato
entre dois corpos elipsoidais sem atrito. Novas colaboragdes surgiram no inicio do século XX para
aplicagdes em ferrovias, industria de engrenagens e rolamentos.

A histéria da abordagem de problemas de contato através de solugdes analiticas teve sua histéria
iniciada no trabalho de Hertz, e continuada em trabalhos importantes como nas monografias [64, 1],
assim como em trabalhos relativamente mais recentes como [54, 44, 45, 94]. Outras contribui¢des
significativas nesta linha surgiram da escola russa de engenharia mecanica através das publicagdes
de Galin [39, 40] e Muskhelishvili [69]. Entretanto, estas abordagens sdo aplicaveis a uma faixa
muito limitada de tipos de problemas, como por exemplo, problemas com geometria e condi¢des
de contorno simples, materiais lineares e apenas aproximagdes com base nestas abordagens podem
ser estabelecidas para os complexos problemas com atrito.

A maioria dos problemas de contato surgiu de necessidades industriais, onde tais problemas sao
acoplados a geometrias complexas, materiais ndo lineares, adesao, desgaste, grandes deformacdes,
grandes deslizamentos, dentre outros efeitos. Com o inicio da tecnologia computacional e a natu-
reza complexa dos problemas industriais, métodos baseados em solu¢des semi-analiticas surgiram,
porém ndo foram suficientes para atender a demanda industrial de problemas complexos de contato.

Em 1943, o matemético americano Richard Courant publicou um artigo que foi a base da teoria
numérica de discretizacdo conhecida hoje por Método dos Elementos Finitos (MEF). O método
matemadtico foi ignorado naquela época, uma vez que ainda ndo haviam sido desenvolvidos com-
putadores capazes de realizar uma grande quantidade de cdlculos.

Um pouco mais tarde, na década de 50, M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin e L. J. Topp, os
quais eram pesquisadores da Boeing, iniciaram os primeiros trabalhos praticos no estabelecimento
dos conceitos formulados por Richard Courant aplicados a industria aerondutica. Juntos publicaram
em 1956, um dos primeiros artigos que delinearam os principais conceitos de formulacio do MEF
como a montagem matematica dos elementos e a da matriz de rigidez [92].

Desde entdo, o método se tornou uma das ferramentas mais utilizadas e eficientes para trata-
mento de problemas de mecénica estrutural. Com o passar do tempo e com a tendéncia natural de
a ciéncia atender a demanda de problemas complexos da industria, a sociedade cientifica desenvol-
veu ferramentas matematicas vélidas para a abordagem das teorias de contato juntamente com o
Método dos Elementos Finitos. Porém, somente em 1970 com o trabalho de Wilson e Parson [95]

e em 1971 com Chan e Tuba [18] foram publicados os primeiros artigos com métodos de solugao



de problemas de contato juntamente com o MEF.

O MEF pode ser entendido como um método numérico para solugdo de Problemas de Valor
de Contorno (PVC), baseado em discretizacao, que utiliza funcdes polinomiais na aproximagao da
solucdo. Deseja-se que essa solugdo aproximada seja tdo proxima quanto se queira da solugao real.
Mostrou-se que o erro na aproximacao pode ser controlado por meio de estratégias de refinamento.
Essas estratégias de refinamento definem as versdes do MEF. Em geral, divide-se o MEF em trés
versoes: h, p e hp. Na versdo h, a convergéncia da solucio se d4 com a reducdo do tamanho dos
elementos e foi a primeira técnica empregada, a partir da década de 60. Na versdo p, a reducdo do
erro € obtida com o aumento da ordem polinomial da expansao e comecgou a ser desenvolvida no
final da década de 70 [90]. Quando empregadas em conjunto dao origem a versao hp desenvolvida
e implementada em [3].

As versdes p e hp constituem um dos tipos do MEF de Alta Ordem (MEF-AO). Nos tltimos
anos, esse método tem recebido grande atengdo, principalmente por apresentar convergéncia expo-
nencial (também chamada espectral) da solucdo. Na prética, esse tipo de convergéncia implica que,
para solugdes suaves, o erro na solu¢do numérica decai no minimo de duas ordens ao se duplicar o
numero de fun¢des de interpolacdo, diferentemente dos métodos de baixa ordem nos quais o erro
diminui com um fator fixo [55].

As versdo p e hp do MEF foram intensamente investigadas durante os dltimos 20 anos,
mostrando-se superior a versdo h em um nimero significativo de problemas de importancia pra-
tica. Em Mecanica dos Sélidos, por exemplo, mostrou-se eficiente fornecendo resultados robustos
e confidveis [89]. Em elasticidade linear, o MEF-AO apresenta muitas vantagens em relacdo aos
métodos cléssicos, tais como, alta taxa de convergéncia, flexibilidade em se usar elementos com
grande razdo de aspecto, ndo apresentar travamento (locking-free) com relagdo a espessura para
elementos de placa e casca e nem para materiais quase incompressiveis [26].

A eficiéncia e as vantagens do MEF-AO foram estendidas a problemas estruturais ndo lineares,
como a elastoplasticidade [49, 53, 27], metalurgia do p6 [47] e contato com pequenas deformagdes
[70, 59].

Apesar do crescimento significativo de dreas de aplicabilidade do MEF-AQ, a édrea de contato
estrutural com grandes deformacdes e atrito tem recebido relativamente menos atengdo. Assim,
grandes desafios ainda permanecem abertos na literatura de ferramentas computacionais desta drea
da mecanica estrutural e a aplicacio do MEF-AO estd entre estes desafios.

Pode-se dizer que a histdria da abordagem de problemas de contato por meio de ferramentas
computacionais teve inicio em 1933, com os trabalhos de Signorini, onde ele formulou o problema
geral de equilibrio de um corpo eldstico linear em contato sem atrito com uma fundagao rigida [85,

86]. Uma anélise rigorosa desta classe de problemas foi realizada nos trabalhos [32, 33, 34], onde



foram discutidas, principalmente, questdes de existéncia e unicidade de soluc@o dos variacionais
de desigualdade que surgem da minimizacdo do funcional em subconjuntos convexos. Ainda na
linha de investigacdo de existéncia e unicidade de solu¢ao do problema de Signorini, pode-se citar
a importante colabora¢ao dada pelo livro de Kikuchi and Oden [56].

As contribui¢des destes autores, e de muitos outros aqui ndo citados, foram de suma importancia
para o desenvolvimento da formulacido do problema de contato sem atrito como um problema de
ponto de sela, o qual pode ser abordado através da teoria de minimiza¢do com restricdes. Tais
problemas podem ser tratados com métodos de otimizagdo usuais, como por exemplo: o método da
penalidade, método dos multiplicadores de Lagrange, método do Lagrangiano Aumentado, dentre
outros. Infelizmente, ndo existe um principio de minimizacao para problemas com atrito [56, 68].
Neste caso, a energia potencial total do sistema (fun¢do objetivo) depende da condicdo de atrito,
esta depende da pressdo normal de contato que por sua vez depende do campo de deslocamentos.
Portanto, nao existe um funcional de energia potencial suave associado com problemas de contato
com atrito.

Apesar de o problema de contato com atrito ter registros de estudos do século XV, com o tra-
balho de Amontons [2] apud [97], e no século XVI com os trabalhos de Euler [29, 30] apud [97] e
Coulomb [21], somente em 1976 um importante avanco na formula¢do numérica para esta classe de
problemas foi observado com o trabalho de Duvaut and Lions [28]. Os autores investigaram a solu-
¢do de problemas de contato com atrito e grandes deformacdes, abrindo as portas para importantes
trabalhos que seguiram a mesma linha [20, 71, 81, 41].

Muitas formas de abordagem do problema de contato ganharam destaque na literatura. Um
exemplo bastante utilizado € partir da suposicao de que se conhece a priori a interface de contato
na iteragdo computacional corrente, o que permite transformar os variacionais de desigualdade
em variacionais de igualdade [83]. Uma outra abordagem € a aplicacdo de diferentes métodos de
programagdo matematica, como por exemplo, a solu¢io do problema de contato via método simplex
[19], ou através do método da programacao quadratica paramétrica [58, 107, 108].

Vérios métodos sao atualmente consolidados, vastamente estudados e aplicados em problemas
préiticos de engenharia. Uma discussd@o completa sobre métodos de resolu¢cdo de problemas de
contato pode ser encontrada em [97, 61].

De um modo geral, a estratégia usualmente utilizada € tratar o problema de contato como um
problema de otimizacdo com restri¢des [5], onde a fungdo objetivo corresponde a energia potencial
total dos corpos em contato II(u), que é a energia potencial do sistema mecanico (IT5%!™4 (1))
mais a energia potencial de contato (IT¢°"*%(11)).

A solucdo de um problema de contato sem atrito pode ser obtida a partir da minimizagdo da

energia potencial total sujeita as restricdes de desigualdade de ndo penetracdo entre oS corpos.
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Matematicamente, pode-se definir o problema como

man H(u) = HSistema(u + HContato(u)
(P) : (1.1)

s.a. gi(u) >0 i=1,..,m

~—

v

As restrigdes ¢;(u) representam as condig¢des de ndo interpenetracdo dos corpos, tém a dimen-
sdo dos deslocamentos e representam distancias pontuais entre os corpos na regido de contato. Para
uma condicdo onde g; = 0 ocorre contato pontual perfeito. Para a condi¢do de interpenetracdo entre
os corpos g; < 0 e para ndo interpenetragdo g; > 0.

Para o problema com atrito sdo necessdrias restricdes adicionais que serdo tratadas no capitulo
referente a lei de Coulomb.

Este conjunto de restri¢des € também conhecido como funcao penetracdo. O indice m corres-
ponde ao ndmero de restri¢des ativas, ou seja, pontos no corpo discretizado que estio efetivamente
em contato.

A energia potencial de contato € construida de acordo com o método de minimizacgdo restrita
adotado.

Uma vez definidas as energias do sistema e do contato, é aplicado um principio variacional in-
tegral para transformar as equagdes do problema da forma forte para forma fraca, e finalmente, um
procedimento de linearizacdo € utilizado para que o sistema de equacdes resultante seja resolvido
através de um processo iterativo. Estas etapas sdo apresentadas separadamente para o sistema me-
canico (continuo) e para o contato no presente trabalho, e a resposta final do sistema € em funcao
dos deslocamentos e das tensdes de contato.

Uma vez definido o método de resolug¢do do problema de minimizagao restrita do funcional do
problema de contato, o MEF ou o MEF-AO ¢ utilizado para discretizar os termos do dominio em
estudo e € necessdrio a ado¢ao de um método para a discretizagdo dos termos de contato. A fun¢do
deste método é basicamente discretizar o dominio de contato em estudo em um ndmero finito de
elementos de contato, e transformar as equagdes integrais provenientes do método de minimizacao
em equacgOes algébricas. Esta é considerada uma das principais etapas dentro do procedimento
numérico para a resolucdo do problema de contato [106].

Estes elementos sdo construidos a partir de entidades das duas superficies de contato, como por
exemplo, os nds e arestas. Cada elemento possui seu proprio vetor de varidveis, vetor de residuo,
matriz tangente e matriz de massa (para problemas dindmicos). Os elementos de contato também
determinam a forma com que se realizard a transferéncia dos esfor¢os da superficie contactora para
a superficie alvo.

Basicamente, sd@o encontrados na literatura trés tipos de elemento de contato, o elemento de



contato n6-a-nd, o elemento de contato né-a-segmento e 0 segmento-a-segmento.

O elemento de contato n6-a-nd, ou como conhecido do inglés node-to-node (NTN), é a forma
mais antiga que se tem registro na literatura para discretizacio do contato [37]. E uma formulacio
simples de ser implementada, porém, ndo permite a descricdo do comportamento de deslizamento
e somente pode ser utilizada em problemas de pequenas deformacdes. Além disso, esta formulagcdao
impde restricdes na geracdo de malha, uma vez que os nés da mesma necessitam estar alinhados
(Figura 1.1).

Contactor

\
L

Figura 1.1: Representacdo do elemento de contato né-a-nd.

O elemento de contato nd-a-segmento, ou como conhecido do inglés node-to-segment (NTS)
[52], € amplamente utilizado em programas comerciais de elementos finitos (Figura 1.2). Pode
ser aplicado em problemas com malhas ndo conforme, em aplicacdes com grandes deformacdes e
deslizamento. Porém, esta formulagc@o ndo passa por alguns testes padrdes de contato, conhecidos
como patch tests, os quais podem ser encontrados nas referéncias [91, 22, 9]. Estes trabalhos mos-
tram que, para malhas ndo conformes, uma pressdo de contato constante ndo pode ser transmitida

corretamente através das superficies de contato.



Contactor

Figura 1.2: Representacdo do elemento de contato né-a-segmento.

O elemento de contato segmento-a-segmento, do inglés segment-to-segment (STS), foi proposto

na referéncia [87] para o caso bidimensional.

Contactor

Alvo

Figura 1.3: Representacdo do elemento de contato segmento-a-segmento.

Atualmente, esta formulagdo € aplicada acoplada com o método de decomposi¢cdo de dominio
conhecido como método mortar [96]. Esta estratégia € amplamente utilizada na solugdo de proble-
mas estruturais de contato bidimensionais e tridimensionais [76, 75, 104, 103, 67]. As referéncias
citadas mostram que a formulagdo passa nos testes padrdes de contato (patch tests), mas € conside-
rada de dificil implementagdo [76]. Uma outra formulagdo do tipo segmento-a-segmento pode ser

encontrada na literatura, conhecida como método Nitsche [101].



O método mortar, ou do portugués argamassa, surgiu originalmente para técnicas de decom-
posicdo de dominios [13]. E utilizado, por exemplo, quando se deseja dividir um mesmo corpo
B! em subdominios 2¢. Estas divisdes podem ter elementos de tamanhos diferentes, malhas nao
conformes, assim como elementos com diferentes graus de interpolacao.

Basicamente, o elemento finito mortar € utilizado para transferir os esforcos gerados nas in-
terfaces onde sdo empregados. Na Figura 1.4, pode-se observar a representagdo de um corpo B!
subdividido em dois subdominios Q' e Q2. Estes elementos sdo construidos a partir dos nés e
arestas destes subdominios em contato e possuem resposta tanto as cargas compressivas quanto as
trativas, funcionando de forma a unir e compatibilizar os deslocamentos e os esfor¢os entre estes

subdominios.

Elementos Finitos
Mortar

A A

2 . il
1

B Q! /7 Resposta a carga Resposta a carga \ Q' B!

— compressiva trativa N

QZ QZ

Figura 1.4: Elemento finito mortar.

Este tipo de elemento foi posteriormente adaptado para problemas de contato sem atrito em
[11]. Os elementos finitos mortar de contato sdo construidos a partir dos nds e arestas de corpos
distintos em contato. Na Figura 1.5, pode-se observar a representagio de dois corpos, B! e B2, que
estdo em contato. Ao contrario da formula¢do do elemento finito mortar usual, o elemento finito
mortar de contato ndo promove a unido das superficies, somente impede que um corpo penetre no
outro. Como pode ser observado no detalhe a direita da Figura 1.5, os elementos somente produzem
resposta as cargas compressivas na regido de contato. A formulacao foi extendida para problemas
de contato com atrito considerando grandes deformacdes em [67]. Nos problemas com atrito o

elemento também transmite esfor¢os tangenciais na regido de contato.



Elementos Finitos
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Figura 1.5: Elemento finito mortar de contato.

O método mortar para discretizagdo dos termos de contato € amplamente utilizado nas mais
atuais referéncias na area [36, 73, 74, 77, 78, 79, 80, 105, 102].

1.2 Motivacao

A grande maioria dos algoritmos para a resolucdo de problemas de contato desenvolvidos no
passado é baseada no emprego do elemento né-a-segmento, aplicando as restricdes de contato
nos pontos de colocagdo da estrutura, os quais sdo os nés dos elementos finitos. Apesar de ainda
ser amplamente estudada e aplicada, esta formulacdo apresenta algumas desvantagens relativas
a robustez do método em certas aplica¢des, como ja foi discutido e referenciado na sec¢ao ante-
rior. Nos udltimos anos, a atencdo tem se voltado para a implementacdo dos elementos chamados
segmento-a-segmento, mais especificamente abordagens baseadas no método mortar de discreti-
zacdo [36, 73, 74,77, 78, 79, 80, 105, 102]. Entre os desafios mais importantes em problemas de
contato estd a discretizacdo com malhas ndo conformes nas interfaces entre os diferentes corpos
em contato.

O método mortar foi originalmente formulado para decomposi¢cdo de dominios [96]. Este fato
o torna uma ferramenta interessante para aplicacdes com grandes deslizamentos, onde a malha do
corpo contactor se encontra constantemente mudando de um alvo para outro.

Outro aspecto importante, que ainda necessita de considerdveis avancos, € a solucao de proble-
mas de contato com grandes deformacdes e atrito [8]. O foco em tais aplica¢des tem se voltado para
a obtencdo de mais precisao na solugdo. Trabalhos atuais, nos quais também foram utilizados ele-
mentos de contato do tipo mortar, mostram um ganho significativo de acurdcia na solu¢do, quando

sdo utilizadas func¢des de interpolac@o quadraticas nos elementos de contato [74, 43, 97, 36].



Um comparativo entre simulacdes feitas com elementos de contato lineares e quadriticos mos-
tra que € possivel se obter uma solucao com melhor precisdo, empregando menos graus de liber-
dade, com o elemento de contato quadratico [97]. Estes trabalhos recentes apontam a implementa-
¢ao de um elemento finito de contato de alta ordem como um interessante alvo a ser atingido.

A implementac¢do deste elemento de contato foi fortemente motivada pelo grupo de pesquisa
no qual o presente trabalho esta inserido. Um alvo especifico é empregar simulagdo estrutural em
aplicacdes biomédicas. Atualmente, estd sendo desenvolvido pelo grupo um modelo virtual do olho
humano para anélise de tensdao devida a doencas degenerativas do tecido conjuntivo.

Existem patologias que, apesar de envolverem alteracdes bioquimicas, sdo essencialmente cau-
sadas por esforcos mecanicos, e podem ser simplificadas para um problema puramente mecanico,
como o rompimento e descolamento da retina.

Um trabalho recente na area propde um modelo virtual de um olho miope utilizando elementos
finitos, e considera contato entre retina, cordide e esclera (Figura 1.6). A simulagdo foi realizada
em um codigo comercial, considerando a retina e a cordide fixas uma sobre a outra. Entre a coréide
e a esclera foi considerado contato sem atrito e a esclera foi mantida rigida e fixa no espacgo.

O objetivo era encontrar os valores criticos das tensdes nestes tecidos conjuntivos devido ao
aumento da IOP (do inglés intraocular pressure), parametros relacionados a progressao da dege-
neracdo macular, e utiliz-los para andlise de estdgio da miopia. Para isso, foi utilizado o material

hipereldstico quasi-incompressivel de Mooney-Rivlin [12].

A esclerdtica

cordide

pupila ) ; .
3 ponto cego

ligamentos

Figura 1.6: Representacdo das principais partes do olho humano. (Extraida de [38])

Existe uma frente no grupo de pesquisa, cujo presente trabalho estd inserido, trabalhando na
implementagdo do material quasi-incompressivel de Mooney-Rivlin e de um modelo de dano com

seus parametros devidamente identificados para a aplicacdo em tecidos conjuntivos. O trabalho
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também tem como objetivo resolver o problema de travamento (locking) volumétrico que surge com
o emprego deste tipo de material [51]. A estratégia que estd sendo utilizada € contornar o travamento
a partir de uma formulagdo mista, aplicada juntamente com o método dos elementos finitos de alta
ordem (MEF-AO). Uma vez implementada esta estratégia, serd necessario um elemento de contato
que também possua alta ordem de interpolacao.

O objetivo € utilizar os modelos de elemento de contato desenvolvidos no presente trabalho e
o modelo material desenvolvido pelo grupo de pesquisa em conjunto em um futuro trabalho. A
ferramenta final serd utilizada para avaliar o alongamento do olho e a degradacdo associada a retina
em altos graus de miopia, e para a indicacido de possiveis individuos com potencial rompimento
e descolamento retina. Com base nisso, tendo um histérico das medidas da espessura da retina e

comprimento axial do olho, serd possivel estimar o tempo para a ruptura da retina.

1.3 Objetivos

Toda a motivacdo proposta pela literatura e pelo grupo de pesquisa contribuiu para o desenvol-
vimento e a implementacdo de um elemento de contato de alta ordem, para solu¢ao de problemas
bidimensionais de contato com pequenas e grandes deformacdes, atrito e sem considerar efeitos
termomecanicos.

E realizada a verificacdo deste elemento em pequenas deformacdes com a solugdo analitica para
o problema de Hertz, e para os problemas com atrito em grandes deformacdes as verificagdes sao
realizadas com soluc¢des conhecidas da literatura. E proposto também um estudo de verificagdo da
acuricia de solucdo com o aumento da ordem de interpolacdo do elemento de contato.

Com a andlise da ferramenta aqui desenvolvida em pequenas deformagdes, e a verificacdao da
mesma em grandes deformacdes, o presente trabalho deixa como contribui¢do académica um ele-
mento de alta ordem de interpolacdo para problemas de contato com grandes deformacdes. Esta
contribui¢do fica como base para a realizacao de estudos de aspectos importantes da teoria numé-
rica de contato, que ainda permanecem abertos na literatura, como os citados na se¢do de susgestdes

de trabalhos futuros.

1.4 Organizacao do texto

No capitulo 1, realiza-se uma introducao sobre o problema de contato e sdo apresentados os

principais trabalhos correlatos. O capitulo segue com os aspectos que motivaram a realiza¢do do
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presente trabalho e os objetivos a serem alcancgados.

No capitulo 2, é feita uma introducdo a mecanica do continuo cldssica. Aborda-se conceitos
basicos envolvendo as medidas de deformacao e tensdo, a equagao de equilibrio do problema e o
modelo constitutivo utilizado. A forma fraca da equagdo de equilibrio é determinada através do
Principio das Poténticais Virtuais em sua forma integral. Por ultimo, apresenta-se a linearizacao da
forma fraca da equacao de equilibrio.

Apresenta-se a mecanica do contato no capitulo 3. Inicialmente, introduz-se o conceito de para-
metrizacdo da superficie alvo de contato com coordenadas convectivas. Logo apds, toda a cinema-
tica de contato normal e tangencial e a linearizacao das contribui¢cdes de contato sdo demonstradas
detalhadamente. O capitulo segue com uma apresentacao dos métodos utilizados para adicionar as
retri¢cdes de contato a forma fraca do problema.

Os principais aspectos referentes a discretizacdo das formas fracas, que descrevem o compor-
tamento do continuo, sdo abordados no capitulo 4. Realiza-se a construcao das fungdes de inter-
polacdo de alta ordem utilizadas na discretiza¢do do problema. O capitulo segue com uma breve
introducao sobre as func¢des de interpolacio utilizadas na discretizagdo dos multiplicadores de La-
grange. Por ultimo, € apresentado o procedimento de discretizagdo das formas fracas, resultando
na matriz de rigidez e nos vetores de forca interna e externa discretizados.

No capitulo 5, faz-se uma descricao detalhada do método mortar utilizado para discretizagdo da
forma fraca proveniente dos termos de contato. Também € apresentado, neste capitulo, o modelo
constitutivo de contato com atrito seco, a lei cldssica de atrito de Coulomb. O capitulo é encerrado
com uma apresentacao das estratégias utilizadas para ativa¢io do elemento de contato.

No capitulo 6, apresenta-se uma descri¢do detalhada dos algoritmos utilizados para solugdo dos
problemas de contato com e sem atrito.

No capitulo 7, sdo estudados alguns problemas cléssicos da literatura de contato. E realizada
uma verificagdo da formulagdo proposta em pequenas deformacdes com a solugdo analitica para o
problema de Hertz. Para problemas com atrito em grandes deformacdes as verificagdes sdo feitas
com solugdes conhecidas na literatura. E proposto também um estudo da acurdcia de solu¢do com
o aumento da ordem de interpolacdo do elemento de contato.

Algumas consideragdes relativas as contribuicdes deixadas pelo trabalho, assim como sugestoes

para trabalhos futuros, sdo feitas no capitulo 8.
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2 MECANICA DO CONTINUO NAO LINEAR

Este capitulo tem como objetivo introduzir os conceitos essenciais sobre mecanica do conti-
nuo necessdrios a formulacdo do problema de contato mecanico entre corpos. Toda teoria aqui
apresentada é vastamente aplicada em problemas cldssicos estruturais, nao se fazendo referéncia,
neste momento, aos termos de contato propriamente ditos, os quais serdao tratados nos capitulos
posteriores.

No presente trabalho, foi utilizado o método dos elementos finitos (MEF) para a discretizacio da
forma fraca da equacgdo diferencial de equilibrio. Por isso, este capitulo € basicamente construido
de forma a abordar os conhecimentos necessarios a transformacdo da forma forte do problema
mecanico de equilibrio em forma fraca, para que essa discretizacdo seja possivel.

O capitulo trata, inicialmente, da defini¢do de configuragdo material e espacial, conceito este
utilizado na teoria da elasticidade para a descricao do comportamento dos corpos, cujos movimen-
tos estdao sendo estudados. Entdo, uma breve introducdo sobre medidas de deformacdo e tensdo é
apresentada, com intuito de dar suporte a secdo de definicdo da forma forte do problema através
da equacdo de equilibrio. A transformacao da forma forte do problema em forma fraca € feita via
Principio das Poténcias Virtuais (PPV).

O capitulo segue com uma revisdo sobre conjugamento energético e medidas de tensdo, os
modelos constitutivos utilizados no presente trabalho e, por ultimo, a linearizacdo da forma fraca
da equacdo de equilibrio, que é a base do método de solucao de Newton-Raphson.

Foram utilizadas as referéncias [7, 16, 14] como bibliografias de base para o desenvolvimento

do capitulo.

2.1 Descricao material e espacial

A Figura 2.1 mostra a representacdo do movimento geral de um corpo deformével consti-
tuido de particulas materiais, que sdo rotuladas como coordenadas X na configuracdo material
(ou inicial). Tais particulas sdo escritas a partir de uma base cartesiana E; numa posi¢ado inicial,
tempo = 0. Analogamente, a posi¢ao corrente destas particulas, localizadas no tempo = t, s@o es-

critas a partir de uma base cartesiana e; e rotuladas como coordenadas x na configuracio espacial.
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Figura 2.1: Movimento geral de um corpo deformavel.

O movimento pode ser entdo descrito por um mapeamento ¢ entre as posi¢des iniciais € cor-

rentes das particulas como:

x = (X, t). (2.1)

Assim como o mapeamento inverso de movimento é dado por:

X = (x,1). (2.2)

Dada esta defini¢do, pode-se escrever pontos e propriedades, como por exemplo a densidade
de um corpo, tanto na configurag@o inicial (p = p(X,t), descri¢do material) como na configuracao
corrente (p = p(x,t), descricdo espacial), o que caracteriza, como de costume na literatura, uma
descri¢do Lagrangiana e Euleriana, respectivamente.

Neste exemplo, uma mudanca no tempo ¢, na descricdo material da densidade, significa que
uma mesma particula material X tem uma densidade diferente. Enquanto que, uma mudanca no
tempo ¢, na descri¢do espacial da densidade, significa diferentes leituras de densidades observadas
em uma mesma posi¢ao espacial x.

Pode-se associadar a uma mudanca de configuracdo, um campo vetorial u;, denominado campo

de deslocamentos relativo a configuracao de referéncia, definido matematicamente como

w=x—-X=pXt)—X. (2.3)

Sendo assim, pode-se reescrever o mapeamento entre as posi¢des iniciais e correntes das parti-

culas como
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x = (X, t) =X + u,. (2.4)

2.2 Medidas de deformacao

Nesta sec¢do sdo apresentadas, de forma breve, a defini¢do de gradiente de deformacdo e as

principais medidas de deformacao utilizadas em problemas com grandes deformacdes.

2.2.1 Gradiente de deformacao

Um dos principais tensores utilizados na andlise de problemas de grandes deformacdes é o

tensor gradiente de deformacao, que € definido como:
_Ox 0p(X,t)
S 9X X

Substituindo a Equacdo 2.4 em 2.5, é possivel reescrever o tensor gradiente de deformacgdo

F (2.5)

comao:
0X 8ut
= 8_X+8_X = VX + Vu,, (2.6)
F=I+ Vu,. (2.7)

Nas Equacio 2.7, I é o tensor identidade de segunda ordem.

Através do tensor gradiente de deformacao € possivel transformar vetores elementares descritos
na configuragdo material, em vetores na configuracio espacial, através do seguinte mapeamento
tangencial

dp(X,t)
dx = a—XdX = FdX. (2.8)

Esta transformacdo € denominada na literatura de push forward, aqui demonstrada na transfor-
macao do vetor material infinitesimal dX.

O mesmo pode ser feito na dire¢do inversa, ou seja, uma transformacao pull back de vetores
espaciais em vetores materiais. Como exemplo, tem-se a transformacgdo do vetor espacial infinite-

simal dx como
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dX = Fldx. (2.9)

2.2.2 Tensores de Green Lagrange e Almansi

Para a determinacgdo dos tensores de medida de deformacao, parte-se primeiramente da defini-

¢ao dos tensores de deformacao de Cauchy-Green a direita e a esquerda, respectivamente, como

C =F'F, (2.10)

b =FFT. (2.11)

A partir do tensor de Cauchy-Green a direita, pode-se definir um tensor para a descri¢ao La-
grangiana (ou material) de deformacado, denominado tensor de deformacado de Green Lagrange, que

€ definido como

E:;c_n (2.12)

A descricao Euleriana (ou espacial) de deformacao € representada pelo o tensor de deformagao

de Almansi, que € definido a partir do tensor de Cauchy-Green a esquerda como segue
1 -1
e=,(I-b7) (2.13)

2.2.3 Taxa de deformacao

Considera-se a velocidade de uma particula como a derivada temporal da Equacdo 2.1 como

dp(X, t)
ot '’

ou ainda expressa em fun¢do da posi¢@o espacial e o tempo como

v(X,t) =

v(x,t) = v(e (X, 1),1).

A partir desta expressdo, é possivel definir o tensor gradiente de velocidade como
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1— ov(x,t)
- 0x

O tensor 1 permite definir a derivada temporal do tensor gradiente de deformacido como

= gradv. (2.14)

poOv Vo
- 0X  0x0X

A partir da Equacgdo 2.15, define-se o tensor taxa de deformagdo material como

IF. (2.15)

. 1 . .
E = 5(FTF +FTF), (2.16)

e sua contraparte, o tensor taxa de deformacgdo espacial como

d=FTEF. (2.17)

2.3 Medida de tensao

O objetivo deste capitulo € introduzir o conceito de tensdo para um corpo deformavel.
Considera-se um corpo na configuracdo corrente como mostrado na Figura 2.2. Para o desenvolvi-
mento do conceito de tensdo € preciso estudar a a¢do de forgas aplicadas em regides R,, arbitrarias

do corpo. Assim, considera-se o elemento de drea Aa e a normal n na vizinhanca do ponto espacial

p.

Figura 2.2: Vetor tragdo.

Tomando como a resultante dessas forgas neste elemento de drea o vetor Ap, pode-se determi-
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nar o vetor de tragdo de Cauchy t(n) correspondente a normal n no ponto p como:

tm) = ai™ 05 (2.18)

onde a relagdo entre t e n satisfaz a terceira lei de Newton de acdo e reagcao

Pode-se escrever o vetor de tragdo em termos do tensor de tensdo de Cauchy o como:
t(n) = on.

2.4 Equacao de equilibrio

Dado um corpo com volume v na configuragdo espacial, assume-se que forgas de corpo f (por
unidade de volume) e forcas de superficies t (por unidade de drea) agem no dominio e no contorno
do corpo, respectivamente. Em uma andlise estdtica, pode-se dizer que o equilibrio translacional do
corpo implica na resultante zero de todas as for¢cas agindo sobre 0 mesmo. Assim, utilizando uma

notacdo integral, tem-se o equilibrio translacional como:

/ tda—i—/fdv = 0. (2.19)
ov v

Uma vez que t = on, pode-se reescrever o termo de superficie da equacdo anterior, como um

termo de volume através do Teorema da Divergéncia de Gauss [16], resultando em

/(diva +f)dv = 0. (2.20)

Considerando que a Equagdo 2.20 pode ser aplicada em qualquer regido do corpo, pode-se re-
escrever a equacao de equilibrio, em caso de problemas estaticos, como um vetor de for¢a residual,

da seguinte forma:

r = divo + f = 0. 2.21)

A Equagao 2.21 € denominada forma forte do problema, e satisfaz a relac@o de equilibrio espa-

cial em cada ponto do volume v.
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2.5 Principio das poténcias virtuais

Na Secdo anterior, foi estabelecida a equacao diferencial de equilibrio em sua forma forte. O
Principio das Poténcias Virtuais em sua forma integral € aqui utilizado para tornar esta formulagao
forte, que € satisfeita em cada ponto do dominio, em uma formulagdo mais fraca baseada numa
formulacdo variacional. Esta forma fraca serd posteriormente discretizada através do método dos
elementos finitos para a solu¢do do problema de equilibrio de uma forma aproximada.

A partir da Figura 2.3, considera-se um vetor velocidade virtual arbitrario Jv cinematicamente
admissivel na posi¢ao corrente do corpo. A poténcia virtual Jw, por unidade de volume, feito pelo

vetor forca residual r (Equagdo 2.21) durante este movimento virtual é definida como

ow=r-0v=0, (2.22)

onde o sinal (+) é o produto interno entre dois vetores.

tempo = 0 Xy, xy

Figura 2.3: Representacdo esquematica do Principio das poténcias virtuais.

Substituindo a Equacdo 2.21 para o vetor for¢a residual r na Equacdo 2.22, e integrando sobre
o volume espacial, resulta em uma expressdao que € a forma fraca do equilibrio espacial do corpo

conhecida como equacio da poténcia virtual espacial integral

oW = / (dive +f) - dvdv = 0. (2.23)

Ap6s algumas manipulagdes descritas com detalhes em [16], € possivel reescrever a Equagao
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2.23 como

5Wz/mMM—/f&M—/tﬁMmﬂ, (2.24)
v v ov

onde dd é o tensor taxa de deformagdo virtual. O sinal (:) é o produto interno entre dois tensores de
2* ordem, ou dupla contragcdo. Essa equagdo escalar fundamental indica o equilibrio de um corpo
deformdvel, na descricdo espacial, e € a base para a discretizagdo através do método dos elementos
finitos.

Para o problema de contato, deve-se adicionar um termo C, devido a poténcia virtual produzida
pela forca de contato, o qual serd tratado no capitulo referente a formulagdo dos termos de contato.

Entdo, para o problema de contato, tem-se
5W:/mmw—/f&wi/h&m+Q:0
v v ov

2.6 Medidas conjugadas de tensao e deformacao

Na Equagdo 2.24, a poténcia virtual interna produzida pela tensdo € dada pelo primeiro termo

5mm=/aﬁwu (2.25)

Os termos o e d sdo conhecidos como tensores energéticamente conjugados em relagdo ao
volume corrente deformado. Uma vez que o produto entre eles resulta na poténcia por unidade de
volume corrente. Outros pares energéticamente conjugados de tensdo e taxa de deformagao surgirdao
expressando a equacdo da poténcia virtual em coordenadas materiais.

Através das relagdes do jacobiano da transformacdo J = dv/dV, da for¢a por unidade de
volume indeformado f, = Jf e do vetor tragdo por unidade de drea inicial to = t(da/dA), pode-se

ainda expressar a Equagao 2.25 em relacdo ao volume e drea iniciais, como

/ Jo :oddV = / fy - ovdV +/ to - OVdA. (2.26)
1% 1%

ov

2.6.1 Tensor de tensao de Kirchhoff

A poténcia virtual interna, dada pelo lado esquerdo da Equacao 2.26, pode ser escrita em termos

do tensor de tensao de Kirchhoff 7 = Jo, como
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SWipt = / T :6ddV. (2.27)
Vv

A Equacio 2.27 mostra que o tensor de tensdo de Kirchhoff é conjugado energéticamente com
o tensor taxa de deformacao, em relacao ao volume inicial. Estas transformagdes, resultantes da po-
téncia virtual interna, ainda nao sdo totalmente satisfatorias, pois ainda que sao escritas em fungao
de dV na configuracdo material, estdo em funcdo dos tensores espaciais 7 e o.

Com base nesta defini¢do, nas se¢des que seguem, o primeiro e o segundo tensor de Piola-
Kirchhoff sdo definidos.

2.6.2 Primeiro tensor de Piola-Kirchhoff

Utilizando-se da simetria do tensor de tensdes de Cauchy o, da propriedade do trago de tensores
[16] e reescrevedo a Equag@o 2.15 como | = FF, pode-se expressar a poténcia virtual interna

como

Wit = fv Jo :oldV
— Jy Jo: (sFF) av
— Jytr (JF ook ) av
= [, (JoF~T) :6FaV.

(2.28)

Observa-se que o tensor de tensdo conjugado energéticamente com a taxa do tensor gradiente

de deformacdo é o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff definido por

P=JoF 7. (2.29)

Reescrevendo a Equagdo 2.26, tem-se a expressdo da poténcia virtual em termos do primeiro

tensor de Piola-Kirchhoff como

/P:éFdV:/fO-évdV+/ to - OvdA + C..
1% 1% oV
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Figura 2.4: Interpretacdo dos tensores de tensao.

Pode-se também definir a equacao diferencial de equilibrio em termos do primeiro tensor de
Piola-Kirchhoff como

ro=Jr=DIVP+1, (2.30)

onde DIV P € o divergente de P em relacdo ao sistema de coordenada inicial

DIVP =V P:1I; (2.31)
oP

P=""—. 2.32

Vo X (2.32)

2.6.3 Segundo tensor de Piola-Kirchhoff

O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff ¢ um tensor de segunda ordem ndo simétrico, ndo com-
pletamente descrito na configuracdo material. No entanto, é possivel definir um tensor simétrico de
segunda ordem, conhecido como segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff S, através de uma
transformacao do tipo pull back de um elemento de forca dP (Figura 2.4) para um dado elemento

espacial de forca dp como

dP = F~ldp. (2.33)

Uma vez que dp = JoF TdA = PdA, pode-se substituir esta relacio na Equacdo 2.33, e
escrever dP em termos do segundo tensor de Piola-Kirchhoff como
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dP = JF 'oF TdA = SdA, (2.34)

S=JF'oF " (2.35)
Substituindo esta relacdo na poténcia virtual interna (Equagdo 2.25), tem-se
SWin = [ o:éddv
= Jy Jo: (FT0EF 1) av
= Jytr (F-1JoF 7o) av
= [, S:0Edv.

(2.36)

A Equacdo 2.36 mostra que o tensor S é conjugado energéticamente com E, e permite expressar

a poténcia virtual em termos do segundo tensor de Piola-Kirchhoff como

/ S:dEdV = / £, - ovdV + / to - OVdA. (2.37)
1% 1% oV

Agora é possivel expressar o tensor de tensdo de Cauchy em termos do primeiro e segundo

tensor de Piola-Kirchhoff, respectivamente, como

o= J 'PFT, (2.38)

o = J 'FSF”. (2.39)

2.7 Lei constitutiva

O modelo constitutivo utilizado no presente trabalho, para a modelagem do material em grandes
deformacdo, € o Neo-Hookeano isotropico hipereldstico compressivel. Quando aplicado em casos
de pequenas deformagdes suas equacdes se reduzem a classica lei de Hooke para material isotrépico
linear elastico [97].

Uma vez que o material é considerado isotrépico, ou seja, seu comportamento constitutivo € o
mesmo em qualquer direcdo material [16], pode-se escrever um funcional de energia ¢ que depende

dos invariantes do tensor de Cauchy-Green a direita C (Equacéo 2.10), como
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Y (C(X),X) =9 (lc, g, I1Ic, X)

(2.40)
Os invariantes do tensor de Cauchy-Green a direita sdo definidos como
IC = tT(C)ZCiI,
Ilc = tr(CC)=C:C,
IIlc =

(2.41)
det (C) = J2
expressao

De forma geral, pode-se obter o segunto tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff pela seguinte

S = 2¢ I + 441 ;C + 2% ;C7, (2.42)
onde
_ oY
wl — %7
Yir = 7 (2.43)
_ oY
,lvbfff - dIllg"

Pode-se também recuperar o tensor de tensdes de Cauchy, dado por

o =2J" b+ 4T Y b* 4+ 2091

(2.44)
Para o caso especifico do material Neo-Hookeano compressivel, a Equagado 2.40 para o fucional
de energia de deformacao, é defidida como

A
@/):p(lc—3)—uan+§(an)2.

(2.45)
As constantes A e ¢ sdo conhecidas como constantes de Lamé. Estas podem ser convertidas em

parametros materiais mais conhecidos, como o médulo de Young, ou médulo de elasticidade, F, e
o coeficiente de poisson v, através das seguintes relacdes

2
o B+ 2p)

) 2.46
Nt (2.46)
A
= — 2.47
2(A+ 1) (@47
Neste caso p = G, ou modulo de cisalhamento.

O segunto tensor de tensao de Piola-Kirchhoff pode ser obtido pelas Equacdes 2.42,2.43 ¢ 2.45,
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resultando em

S=p(I-C)+A(lnJ)Ch (2.48)

Analogamente para o tensor de tensdes de Cauchy, tem-se

By A
o= J(b I)+ J(an)I. (2.49)

O tensor Lagrangiano de elasticidade de quarta ordem C, para o material Neo-Hookeano, pode
ser obtido diferenciando a Equacédo 2.48 em relacdo as componentes do tensor C. As manipulacdes
algébricas necessdrias podem ser encontradas na referéncia [16]. No presente texto somente se

define C como

C=XC"'®@C'+2(u—AInJ)Z, (2.50)
-1
= —%, (2.51)

onde (®) é o produto tensorial entre dois tensores.

O tensor Euleriano de elasticidade ¢, ou tensor de elasticidade espacial, pode ser obtido a partir
de uma transformacao do tipo pushing forward do tensor de elasticidade Lagrageano [16], assim
como feito para o tensor Lagrangiano de elasticidade. No presente texto somente se define ¢ como

A 2 .
c=-I®I+—(n—AnJ)i (2.52)
J J

Na Equacdo 2.52, i é um tensor de quarta ordem que pode ser obtido por uma transformagao do

tipo pushing forward de Z, e é dado em fun¢do do delta de Kroneker como
1

i = 5 (G + Oade) (2.53)

2.8 Linearizacido da equacao de equilibrio

A Equacdo 2.24 € ndo linear em relagdo a geometria e ao material do problema. Para estas
condicdes materiais e de carga, sua solucdo é dada por uma configuracdo deformada ¢, em um
estado de equilibrio [16]. A fim de se obter esta posi¢cao de equilibrio utilizando o método de
Newton-Raphson, € necessdrio realizar a linearizacdao das equacgdes de equilibrio usando a deri-

vada direcional da Equagdo 2.24. Muitos detalhes matematicos s@o aqui omitidos, mas podem ser
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encontrados nas referéncias [16, 65].
Considerando uma funcdo teste ¢, a Equacdo 2.24 pode ser linearizada na dire¢do de um
incremento de deslocamento [Au], através de uma expansdo em série de Taylor e truncando no

termo de primeira ordem como

SW (o, 6V) + DOW (o, 6v) [Au] = 0. (2.54)

onde o primeiro termo € a poténcia virtual, que dard origem ao vetor de forca residual. O segundo
termo € a derivada direcional desta poténcia virtual espacial em ¢, na direcao de um incremento
de deslocamento[Au]. Este termo dard origem a matriz de rigidez tangente e serd considerado em

trés partes: componente interna, externa e de contato, ou seja

DOW (g, 6v) [Au] = D6Wing (¢r, 0v) [Au] — DWWy (01, 0V) [Au] + DC, [Au].  (2.55)

Observa-se que

Wit (01, 0V) = / o :6ddv; (2.56)

Wi (pg,0V) = /f -ovdv +/ t - ovda, (2.57)
v ov

ou ainda na configura¢do material

SWint (01, 0V) = / S:EdV; (2.58)
1%
Wt (o, 0v) = / fo - ovdV +/ to - OVdA. (2.59)
1% ov

A componente DC, [Au] é a lineariza¢do da componente de poténcia virtual de contato, a qual

serd tratada nas se¢des especificas de contato.

2.8.1 Linearizacao da poténcia virtual interna

ApOs extensiva manipulagdo algébrica, disponivel na referéncia [16], pode-se escrever a Equa-

¢d0 2.58, como
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DoWint (¢r, 0v) [Au] = / DE [6v] :C: DE [Au]dV + / S: [Vou'Vodv]dV.  (2.60)

v

Os termos DE [Au] e DE [§v] podem ser expressados como

DE[Au] = %FT [Vu + (Vu)T] F, 2.61)
DE [6v] = FT4dF. (2.62)

De forma anéloga, para a descri¢do espacial, escreve-se

DoWing (¢r, 0v) [Au] = /5d e edv + /0': [(VU)T Vév} dv. (2.63)

v v

Detalhes adicionais podem ser encontrados nas referéncias [16, 65].

2.8.2 Linearizacido da poténcia virtual externa

O termo D6Wy, (1, 6v) [Au] da Equagdo 2.55, referente a linearizacio da poténcia virtual
devida a aplicacao de forgas externas ao corpo, serd tratado em duas partes. A primeira devida a
forca externa de corpo, aqui considerada somente a parcela gravitacional f = pg. A expressao da

poténcia virtual para esta parcela, sem a contribui¢do dos termos de contato, é dada por

SWE (or, 0v) = /'O—;g “ovdy = / pog - ovdV. (2.64)
v \%4

Nenhum dos termos da Equacdo 2.64 ¢ dependente da geometria corrente, portanto
DOWE, (o1, 6v) [Au] = 0.

ext

A segunda parcela € devida a aplicacdo de forgas externas de superficie

SWP. (pr, 0v) = / t-dvda = / to - OvdA. (2.65)
ov oV

Alguns exemplos de forca de tragdo, que resultam em trabalho desta natureza, podem ser cita-
dos, entre eles, a pressao de contato, cujos termos e as lineariza¢des serdo discutidos nas proximas
secoes.

Um outro exemplo simples, porém relevante, € o caso de aplicacdo de uma pressdo constante a

uma superficie a de um corpo. A Figura 2.5 mostra um corpo com pressao uniforme p distribuida
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em uma superficie a que tem normal n. Pode-se assim, representar o vetor de tracao t, da Equacao

2.65, como t = pn. Reescrevendo a Equagao 2.65, tem-se

IWE, (o, 0v) :/a pn - ovda. (2.66)

Figura 2.5: Pressdo uniforme de superficie.

Neste tipo de carregamento, tanto o elemento de drea quanto a orientacdo da normal sdo de-
pententes da deformagdo do corpo. Com isso, qualquer mudanga na configuracdo da geometria
promove uma mudang¢a na condicdo de equilibrio.

Em termos da parametrizagdo proposta na referéncia [16], e os vetores tangentes 0x/0¢ e
0x/0n, pode-se definir o vetor normal e o diferencial de drea como

ox o Ox

o€ on
== 7 2.
B (
o¢

dedn. (2.68)

Reescrevendo a Equacao 2.66 com os termos anteriores, tem-se

T ox 0x
p pr— . — —
0 ext (Soka 6V) - /As p(SV (0& X 877) dfdﬁ (2.69)

Ap06s algumas consideragdes e uma extensa manipulacao matemadtica, disponivel em [16], pode-

se escrever a linearizacdo da Equacdo 2.69 como
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. 1
DOWE, (o ov) [Au] = = [ p2%. Ka—“ y 5v) . (05—V . Au)] dédn
2 Ag 65 a’)’]

1 0x ou ov
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3 MECANICA DO CONTATO

No presente trabalho, consideram-se problemas envolvendo efeitos nao-lineares, de grandes
deformacdes, onde dois ou mais corpos entram em contado. A formulacdo aqui apresentada esti
baseada nas referéncias [61, 97].

Dada a Figura 3.1, a regido no espacgo onde estes corpos tém seus contornos em contato € deno-
minada superficie de contato. Para simplificar a formulag@o aqui proposta, consideram-se somente
dois corpos eldsticos B, com o = 1, 2, cada um ocupando um dominio delimitado Q* C R3.

O contorno I'“ € constituido por trés partes: I', com carregamentos de superficie prescritos, [',
com deslocamentos prescritos e I'., onde os dois corpos B' e 3% entram em contato. As seguintes
relagdes devem ser satisfeitas: I'* = I' UT'c UT'cel's NIy NIY = 0.

Considera-se que dois pontos na configuragdo material X' e X2, localizados nestes corpos dis-
tintos, podem ocupar a mesma posi¢ao na configuragdo corrente (ou espacial), (X2, t) = (X!, 1),
com o processo de deformacdo. Por isso, as condi¢des de contato devem ser formuladas em relagao
a configuragdo corrente.

Em geral, duas etapas sdo executadas no processo de solucdo deste problema. A primeira € a
busca global para a deteccao da regido de contato. A segunda é o estabelecimento das relacdes
cinematicas locais necessdrias as restricdes impostas pela fisica do problema de contato.

O objetivo do presente capitulo € fomular as relacdes de restricdo e cinematica para o contato
normal e tangencial para problemas de contato em grandes deformagdes. Primeiramente, realiza-se

uma apresentacdo do sistema de parametrizacdo da superficie alvo de contato.

2

L ¢ )
RN

&

2
2 L

r' ~— % 7 L o(X51) =o(X,1)

u

Figura 3.1: Representacdo do problema de contato em deformacdes finitas.
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3.1 Parametrizacio da superficie alvo de contato

Para a paremetrizacdo da superficie alvo de contato serd utilizado um sistema de coordenadas
convectivas. Este sistema de parametrizacao de superficies curvas é amplamante utilizado na litera-
tura tanto para a resolucdo de problemas de contato [98, 99, 97, 36], quanto na teoria de problemas
de casca [23, 24]. Para problemas de contato, este sistema de coordenadas consegue descrever me-
lhor as superficies deformadas que estdo sendo utilizadas para estabelecer as restricdes de contato
[97]. Com este sistema também € possivel, para problemas de contato bidimensionais, descrever a
superficie alvo com uma sé coordenada de parametrizac¢do. Isso promove uma reducdo no nimero
de termos das variagdes das funcdes de penetragdo normal e tangencial, assim como das lineriza-
coes de termos dependentes das coordenadas de parametrizacdo, sendo este um aspecto importante
que traz vantagem ao sistema.

A idéia bdsica é formar um sistema de coordenadas ligadas ao corpo alvo, e conforme o corpo

alvo se deforma, este sistema se deforma juntamente com o corpo (Figura 3.2).

Figura 3.2: Coordenadas convectivas.

Primeiramente, deve-se escrever as coordenadas material X e espacial x no sistema cartesiano,
como fung¢do das coordenadas convectivas £7. Para problemas de contato tridimensionais, necessita-
se de duas direcdes de parametrizacdo, uma vez que o alvo de contato € descrito geometricamente
por uma superficie, portanto, j = 1, 2. Para problemas de contato bidimensionais, apesar de o alvo
ser chamado de superficie alvo de contato, ele é descrito geometricamente por uma linha, portanto

j = 1. Reescrevendo as coordenadas cartesianas, tém-se
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X=X(¢), 3.1)

x=x(¢). 3.2)

Pode-se agora definir um vetor tangente no ponto X na configuracdo B como

0X

Como no presente trabalho se deseja modelar problemas de contato bidimensionais, este capi-

(3.3)

, . AT el _
tulo serd focado na parametrizagdo em uma s6 diregdo, portanto, ¥ =& = e A; = X,
Uma importante observacio € que esta notagdo compacta, para a primeira derivada parcial, serd
também utilizada para outras grandezas no texto, assim como a notagdo compacta para segunda
o (ox

derivada, exemplo: X ¢c = 7¢ (a_g>

Para uma direcdo de parametrizacao, o vetor tangente no ponto é definido como

0X
= — =Xg.
og
Assumindo que a superficie € suave, 0 mesmo pode ser definido para um ponto que é descrito
por ¢ (X, t) em ¢ (B)

A, (3.4)

0o (X, t
o220 55

Utilizando a regra da cadeia, juntamente com as Equagdes 3.4 e 3.5, pode-se reescrever o vetor

tangente como

0 = (X)X
TO9X a¢

A Equagdo 3.6 indica, que € possivel estabelecer uma relacdo de recorréncia entre a; e A;

=FA,;. (3.6)

através do tensor gradiente de deformacao, definido em coordenadas convectivas por

F=a ®A" (3.7)

Estes vetores tangentes sdo denominados covariantes do sistema de parametrizagdo convectivo
[24]. Estes sdo conectados com os vetores contravariantes de forma a atender a relagio a; - a* = 55
(6% ¢ o delta de Kronecker) [24].

Pode-se escrever quatro relagdes de transformagdo baseadas nas defini¢des anteriores
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a=FTA"; (3.9)
A, =Fla;; (3.10)
Al =FTal. (3.11)

Os vetores normais em X e x sao definidos, respectivamente, como

_ eg X A6 1)

N = o x Ao G-12)
- e3 X al(f,t)

M) = e @D G-19)

Agora, pode-se definir o tensor métrico a,s € o tensor de curvatura b,s, como

(o = Q11 = a1 -1 € atla;; = (5%, (3.14)

baﬁ = bﬁa = b11 = —a; - Nyg. (315)

Com o tensor métrico € possivel se definir a base de vetores contravariantes como

al =a''a;. (3.16)

Com essas defini¢des, pode-se escrever, apds algumas manipulagdes matemadticas disponiveis
em [97], o tensor gradiente de deformacgdo na superficie contactora para problemas de contato

bidimensionais como

F,=a; ® A' + n; ® N;. (3.17)

Este tensor gradiente de deformacdo permite calcular medidas de deformacéo e tensdao na su-
perficie de contato. O termo € utilizado principalmente para transformagao de tensores de tensao

obtidos na superficie de contato.
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3.2 Contato normal

Considerando a Figura 3.3, a coordenada espacial, ou corrente, ¢ dada pela Equacgao 2.4, onde
agora a mesma € reescrita de forma a representar posicdes em corpos distintos, x* = X + u®,
com « = 1, 2. Para o contato normal entre dois corpos, a condicdo matemdtica para que um corpo

nao penetre no outro é expressa por

(3.18)

Figura 3.3: Configuracio deformada dos corpos 5.

A normal n' é associada com o corpo B'. Cosiderando que o contorno da regido de contato é
localmente convexa, pode-se associar a cada ponto x* em I'2, um ponto de projegdo x' = x' (£)
em I'!, através da solugfio do problema de minima distancia [25], como
H min

= [x* —x'(¢)]| - (3.19)

Xlcrt

2 () = ¢ - =

A coordenada £ denota a parametrizacdo do contorno I'!, através de coordenadas convectivas
(Figura 3.4). Para problemas tridimensionais, tem-se £ = ({1, &), enquanto que para problemas
bidimensionais € possivel parametrizar o contorno de contato somente com uma coordenada de
parametriza¢do € = ().

A Equacio 3.19 serd utilizada para a determinagdo da funcdo penetracdo. O ponto de projecao

x! é computado através da condi¢@o necessdria para ponto de minimo de uma fungéo
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a4 [&1 (E)} _ X_—)f(s) %L (€)= 0. (3.20)

Figura 3.4: Problema de minima distancia.

A solucao da Equacdo 3.20 requer ortogonalidade entre o primeiro e o segundo termo. O termo

x! (&) € o vetor tangente a’. Com isso, o primeiro termo precisa ter a mesma dire¢io do vetor

a
normal n' no ponto de minimo. Sendo assim, tem-se a condi¢do —n' (£) - al, (£) = 0.

Esse resultado tem uma importante interpretacdo fisica para o problema de contato, pois signi-
fica que o ponto x'(&) é a proje¢do ortogonal dada pelo ponto contactor x? na superficie ¢} (T'}).

Nesta secdo, tudo que for avaliado na coordenada que produz a minima distancia (é), serd
representado com uma barra. O sobrescrito, como dito anteriormente, faz referéncia ao corpo, en-
quanto que o subscrito a dire¢do da coordenada de parametriza¢do, uma vez que para problemas
tridimensionais & = (3, &). Portanto, o vetor normal, avaliado na coordenada de projecdo ortogo-

nal, é definido como

=1, a1
a; xa
~1 1 2
=12 (3.21)
la] x a3
para o casos tridimensionais. Para os casos bidimensionais, basta substituir o vetor tangente a} pelo
vetor unitdrio perpendicular ao plano de andlise es.

Assim, pode-se definir o vetor penetragao g como

g=(x*—-x'). (3.22)

A partir da Equacdo 3.22 e a normal n', pode-se definir a func¢do penetra¢io ou, como conhe-
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cidade na literatura, func@o gap entre os corpos como

=l
(AVARWAN

2 _ g1y, gl 2 L1y 5l
gN:{(X x')-n' se (x*—x') 1 (3.23)

0
0 se (x? 0

"
|
bl
=i

A Equagdo 3.23 permite definir a magnitude de penetracdo numérica entre 0s corpos, uma
vez que fisicamente nao existe penetracao entre estes. Nao foram abordados, no presente trabalho,
casos onde ocorrem mais de uma projecdo ortogonal de contato. Para casos especiais de mais de
uma coordenada de projecdo, pode-se consultar a referéncia [97].

Apresenta-se ainda, para a descri¢do completa da formulacido de contato utilizada no presente
trabalho, os cdlculos das variacdes das funcdes de penetracdo normal e tangencial, a linearizagao

dos termos de contato e a discretizacdo destes termos.

3.2.1 Variacao da funcio de penetraciao (gap) normal

Para a determinacao da forma fraca do problema de contato, serd necessario avaliar a variacao

da fun¢do de penetracdo. A mesma pode ser obtida a partir a Equagdo 3.23 como

dgn =0 {[x*—x"(&)] -n' (&)} . (3.24)

Considerando todos os termos da Equacgdo 3.24 dependentes da deformagao, tem-se

Sgn = [n? — ' — =56 [x* —x! (€)] -1 () (3.25)

onde n® = Ju® € a fungao teste ou o deslocamento virtual [97]. Algumas simplificacdes podem
ser aplicadas a Equacdo 3.25 pelo fato de se utilizar um sistema de coordenadas convectivas na
parametrizagdo da superfie I''. Neste sistema adotado, tem-se que X', -i' = 0e ' -on' = 0[97],

o que resulta em
Sgn = [n° —7'] -0 (3.26)

3.3 Contato tangencial

Na componente tangencial de contato, deve-se considerar duas situacdes. A primeira ocorre
quando um ponto, na superficie de contato I'?, ndo apresenta movimento tangencial relativo a outra

superficie I'!. Esta situ¢do € conhecida como condicd@o tangencial de adesdo (stick). A segunda
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situacdo € o oposto da primeira, ou seja, o ponto em andlise se move tangencialmente sobre a
superficie de contato. Esta situacdo é denominada deslizamento (slip).
Nas secOes que seguem, por conveniéncia de notagdo, omite-se a barra dos termos que serao
calculados na coordenada de projecio (termos na superficie I'"), por exemplo £ = £, X! = x!, etc.
Como na condi¢do de adesdo, o ponto que se adere ao outro corpo ndo se move tangencialmente,
e o valor computado para a coordenada convectiva de projecao £ ndo muda durante o movimento,
ou seja, &€ = 0. Dado este efeito, e a partir da Equacdo 3.19, € possivel escrever para o caso de

adesdo que

gr = groa” =0, (3.27)

gre = (x> —x') - a,. (3.28)

A condi¢do de deslisamento (slip) € um processo dissipativo e caracterizado pela mudanga da
posicdo do ponto x? em relacdo a coordenada de projecdo X'. Isso significa que a coordenada &
obtida pelo problema de minimiza¢do (Equagdo 3.19) ird se mover sobre a superficie I'}. Faz-se

2 na superficie I'}, uma vez que o problema

necessario o conhecimento do caminho percorrido por x
¢ dependente deste caminho. A formulacdo apresentada em [97] propdem a integracdo da veloci-
dade para a obtencio deste caminho. Para isso, define-se o deslocamento tangencial do ponto x? na

superficie de contato, definido no corpo B'. O caminho do ponto x? em I'! é dado por

dgr = a(lxdga - X}adgom (3.29)

onde o vetor tangente a,, € avaliado na coordenada de projecdao &. A partir da Equacdo 3.29, e

1
com as relagdes dgr = ||dgr|| e dé, = E.dt, pode-se definir a integracdo cujo o resultado é o

comprimento do caminho de fric¢ao

t t
ar = / dt = / \/ gagﬂaaﬁdta (3.30)
t0 t0

onde t é o tempo utilizado para parametrizar o caminho percorrido pelo ponto x2.

éox

Para avaliar a Equacdo 3.30, é necessario se conhecer a derivada no tempo da coordenada &, a

qual pode ser obtida da derivada temporal da relagdo (x* — x') - al, = 0, como se segue:

S —x ()] -ah = [ v —ass] el + [ x] -l (3:31)

onde &), = v, + x! ;€. Isso resulta no seguinte sistema de equacdes
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Hoplp = Ro; (3.32)

Hop = [aap — gnbags) : (3.33)

Ry = [v’=v']-a) +gyn} -vl. (3.34)

,Q

O termo a,z € tensor métrico, € b,z = x}a 5 (&) n' é o tensor de curvatura. Utilizando da relagdo

H* = (H, )_1, pode-se escrever explicitamente a velocidade relativa como
{g=HP[(v—v')-al +gyn'-v.]. (3.35)
Para problemas bidimensionais, pode-se reescrever a Equacdo 3.35 como

S S PA B L 1,1
g_Clu—ngn [(V V) Xe T onm V’£]7

onde ay; = X - X € o tensor métrico e by, = x, (§) é o tensor curvatura do contorno. Conhe-
cendo a mudanca de coordenada &, pode-se escrever a velocidade relativa tangencial, utilizando da
simplificagdo de notacdo proposta em [97], como

gr = é“ax}g. (3.36)

A Equacdo 3.30 também se resume para problemas bidimensionais a

t
QTZ/
t0

3.3.1 Variacao da funcio de penetracio (gap) tangencial

. 3
51’915“ dt = /£ Vands. (3.37)

Assim como para os termos de contato com componentes normais, para a formulacio da forma
fraca do problema de contato, também serd necessdria a avaliacdo da variacdo do termos tangen-
ciais. A variacdo do deslizamento tangencial pode ser obtida da mesma maneira que as Equacoes
3.35 e 3.36 foram determinadas. Portanto,

ogr = 06X, (3.38)

onde 6&( pode ser obtido, substituindo v pela funcao teste 17, na Equacgdo 3.35, resultando em
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06 =H [(n> —n') -aj + gyn' - n'y] .
Para casos bidimensionais, a Equagdo 3.39 se resume a

_; 2 1 . 1 1. 1
5£—a11_9Nb11 [(T’ 77) Xg+ gNn n,ﬁ}'

3.4 Linearizacao das contribuicoes do contato

(3.39)

(3.40)

Para a solu¢do do sistema ndo linear de equacdes associado a forma fraca do problema proposto,

a linearizagdo das contribui¢des de contato sdo necessdrias. De forma geral, o trabalho virtual

realizado pela forca de contato pode ser escrito como

CC:/ CNdF+/ CTdF,

(3.41)

onde cy e cp sdo forgas por unidade de comprimento nas dire¢des normal e tangencial, respectiva-

mente, que sio integradas no diferencial de drea de superficie de contato dI'.

Analisando cy para o método dos multiplicadores de Lagrange, tem-se

cN = ANOgN + 0ANgN,

e para o método da penalidade

CN = €N9N59N-

O tnico termo que ndo colabora para a lineariza¢do € o multiplicador de Lagrange.

A linearizacdo de c pode ser obtida da relacdo

ocy ocy dcy den
TN Au= TN Ay + SN Agy + =N ASgn.
Ju v 8/\]\[ )\N + 8gN . * 8591\/ 59N

Para o método dos multiplicadores de Lagrange

ocn den Jcy

Dy I g T O sy TN

Substituindo as relagdes anteriores na Equacao 3.44, tem-se

%—jm — SgnAAy + SANAgy + AvAdgy.
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O mesmo pode ser realizado para o método das penalidades

dey =0; den =endgy € den = €NgN- (3.47)
OAN gn

Substituindo as relagdes anteriores na Equacao 3.44, tem-se

oc
8_§Au = eN(SgNAgN + ENgNA(SgN. (348)
Observa-se que, tanto na Equagao 3.46 para o método dos multilplicadores de Lagrange, quanto
para a Equagdo 3.48 para o método das penalidades, € necessdrio se computar as linearizacdes
Agy e Adgy. Todos os detalhes matematicos para a obtengdo destes termos podem ser vistos na

referéncia [97]. Aqui somente se definem os mesmos, para o caso bidimensional, como

Agy = [Au® — Au' (€)] -n' (¢); (3.49)
b ok xked) - ol @ ] (Au + xkAg). 5.50)

Nas equagdes anteriores, Au' € o incremento em x! = X! + u!, e A¢ € o incremento em £. O

incremento A¢ € definido como
AE = B [(Au2 — Au! (E)) -a' + gyn'- Aulg] : (3.51)
air — gnbn ’

Uma vez que, no presente trabalho, s6 serd feita a discretizacdo do problema de contato com
atrito com o método da penalidade, o termo cp, presente no trabalho virtual de contato, serd anali-
zado somente para este método.

Como poder4d ser visto no capitulo de discretizacdo dos termos de contato, somente os termos
A& e A)¢ serdo necessarios a formulacdo adotada. Novamente, todos os detalhes matematicos para
a obteng@o do termo Ad¢ podem ser vistos na referéncia [97]. Aqui somente se define o mesmo,

para o caso bidimensional, como
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A)E = [—al . (5§Au}5 + n}éAf) - (a1 . al5 — gan . a’lgg) 0EAE

+on (Mee A+ Aulged€) - n' — (0l +aid€) - a' A
- (Au}g + a}gAf’) a'ldé+ (P —n') - (Auf + a}fAf)
+ (Au? — Au') - (nl +al6g)| H'. (3.52)

3.5 Tratamento das restricoes de contato

De um modo geral, a estratégia usualmente utilizada para a solu¢do de problemas estruturais
de contato € a minimiza¢do da energia potencial total dos corpos em estudo, sujeita as restri¢des
de contato impostas ao problema. Por isso, faz-se necessaria a ado¢do de um método de solucao de
problemas restritos de otimizagao.

O objetivo desta sec@o é apresentar os métodos aqui utilizados para adicionar as retri¢des de
contato a forma fraca do problema. Desta maneira, o método dos multiplicadores de Lagrange e o
método da penalidade sdo apresentados.

O elemento de contato mortar (deduzido nos capitulos posteriores) é s6 uma estratégia, dentre
tantas outras, de discretizac@o e integracdo estas formas fracas de restri¢ao.

Uma estratégia cldssica de formulacdo do contato normal, e utilizada por diversos trabalhos,
por exemplo [57, 54], € tratar o contato normal como um problema de restri¢cdo unilateral. Esta
estratégia € utilizada quando é essencial aplicar a restricdo geométrica de contato de uma maneira
correta. Como neste tipo de estratégia ndo € necessdrio se especificar uma relagdo constitutiva na
interface de contato, a pressdo de contato ndo € obtida via equagdes constitutivas.

A condicdo necessdria para que um corpo nio penetre no outro é gy > 0. Observada a repre-
sentacao na Figura 3.5, quando da existéncia de contato, surge um vetor de tensdo associado ao

contato dado por

t! = o'n! = tyn' +tral. (3.53)
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Figura 3.5: Tensdo na interface de contato.

Pode-se observar na Equacdo 3.53 as componentes ¢y, associada ao esfor¢co normal de con-
tato, e t7, associada ao esfor¢o tangencial de contato. O vetor de tensdo age nas duas superficies,
t! (¢) = —t2, obedecendo o principio de agio e reagio em um dado ponto de contato. Para o caso
de contato sem atrito t7 = 0.

Quando observada uma condig¢do de existéncia de contato, ou seja, gy = 0, tem-se para tensao
de contato ty < 0, e para a inexisténcia de contato gy > 0, e a tensdo ty = 0, resultando no

seguinte conjunto de equacdes

gn 2 0;
tn <0; (3.54)
tngn = 0.
Este conjunto de equacdes é conhecidado como condi¢des de Hertz-Signorini-Moreau, que é
a base para o tratamento de problemas de contato sem atrito como um problema de otimizacao
restrita. Na teoria de otimizacdo, este conjunto de equacdes ¢ conhecido como condi¢des de KKT
(Karush-Kuhn-Tucker) [10, 63].
Diferentes métodos sao utilizados de forma a aplicar estas restri¢des ao problema de contato.

Apresentam-se aqui, somente os que foram utilizadas no presente trabalho.

3.5.1 Método dos multiplicadores de Lagrange

Primeiramente, apresenta-se o método cldssico dos multiplicadors de Lagrange. A formulacdo

parte da defini¢ao da contribuic@o da energia poténcial devido ao contato como
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M = / (ANgn + A1 - gp) dA, (3.55)

onde Ay e A sdo os multiplicadores de Lagrange, e gy € g, sdo as fungdes de penetracdo normal e
tangencial, respectivamente (Equacdes 3.23 e 3.27). O trabalho virtual realizado pela contribui¢do

de contato pode ser obtido pelo variacional desta energia potencial como

CEM — §TIEM = / (ANOgN + A - 6gp) dA + / (SANgN + OAr - gp) dA. (3.56)
A primeira integral € o trabalho realizado pelos multiplicadores de Lagrange ao longo das vari-
acoes das funcdes de penetracdo normal e tangencial. A segunda integral descreve a aplicacao das
restri¢oes [97]. Nessa formulacdo, os multiplicadores de Lagrange podem ser interpretados como
a tensdo de contato, Ay = ty € Ay = tp. Os termos dgy e dg, foram discutidos na secdo de
obtencdo dos variacionais para as fungdes de penetracao.
Na Equacdo 3.56, os termos Ap - dg, € 0 Ay - g estdo associados a condi¢do de adesdo tangen-
cial. A formulagdo utilizada para tratar a Equacdo 3.56, nas condi¢Oes de adesdo e deslizamento,
serdo tratadas no capitulo de discretizagdo dos termos de contato, quando o método mortar é apre-

sentado.

3.5.2 Método da penalidade

De forma geral, pode-se reescrever a contribui¢do da energia poténcial devido ao contato como

I, = 5/ (tngn + tr - gr) dA. (3.57)

c

No método da penalidade, um termo de penaliza¢do € adicionado a energia potencial de contato.
Isso pode ser realizado substituindo as tensdes de contato, normal e tangencial, na Equacdo 3.57,
por tensdes de contato proporcionais as fun¢des de penetracdo. Estas propor¢des sdo obtidas via

penalizadores como

IN = €NgN ; (3.58)

tT = €7r8T. (359)
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onde €y e ep sdo os penalizadores das direcdes normal e tangencial, respectivamente.
Substituindo as Equacdes 3.58 e 3.59 na Equagao 3.57, tem-se a contribui¢do da energia potén-

cial devido ao contato pelo método da penalidade

1

H(I;E = 5 / (EN(gN)Q + €Ergr - gT) dA. (360)

Os penalizadores €y e e s@o escalares positivos. No presente trabalho é adotado ey =
er = € e a estratégia de escolha de penalizador utilizada é observada em referéncias atuais
[35, 97, 36, 102, 46]. Nestes trabalhos € aplicado o método da penalidade juntamente com ele-
mentos mortar de contato, e definido um mesmo penalizador para todos os elementos de contato,
e este ¢ mantido fixo durante o processo iterativo. O valor € sempre escolhido de acordo com cada
problema estudado. Para problemas onde sdo comparados solu¢des com resultados disponiveis na
literatura, procura-se empregar o mesmo penalizador utilizado no exemplo de comparagdo. Quando
estudados problemas sem referéncia de valores para o penalizador, € utilizado um procedimento de
andlise de tentativa, tal como € feito para determinacdo do tamanho de malha e tamanho de passo
de tempo em problemas numéricos em geral.

A Equacao 3.60 € adicionada a energia potencial total do sistema somente quando a restri¢ao
de contato estd ativada.

O trabalho virtual realizado por essa contribui¢do de contato pode ser obtido, assim como para o
caso anterior do método dos multiplicadores de Lagrange, pelo variacional desta energia potencial

como

CPE = 511t = / (engnOgn + €rgr - 6g7) dA. (3.61)

c
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4 DISCRETIZACAO DO CONTINUO

Este capitulo tem o objetivo de introduzir a constru¢cao das fungdes de interpolagdo de alta or-
dem utilizadas na discretizacdo do problema com base na referéncia [15]. O capitulo segue com
uma breve introducao sobre as fungdes de interpolagdo utilizadas na discretizacdo dos multipli-
cadores de Lagrange [60]. Por dltimo, € apresentado o procedimento de discretizagdo das formas
fracas, resultando na matriz de rigidez e nos vetores de forca interna e externa discretizados com

base nas referéncias [7, 16].

4.1 Construcao dos polinomios de Lagrange de alta ordem

Os polindmios de Lagrange h;(&) sdo utilizados como base polinomial para construgio das fun-
¢oes de interpolagdo unidimensionais N;(). Para recuperar estes polindmios em qualquer ordem,
dentro de um determinado dominio padrdo €2, = {{] — 1 < ¢ < 1} (Figura 4.1), € utilizada a
seguinte relacao

Nne
NP (&) = hy(€) = vajfe’#i =8 , i=1,---, Nne., (4.1)
Hj:l,j;éi (fz - 53’)

onde Nne € o nimero de nés no elemento finito e p € o grau do polindmio dada pela relacdo

p = Nne — 1. Assim, associa-se a cada n6 do elemento uma fun¢do de forma [15].

& & & &
O—0—0—
~1 ;&

Figura 4.1: Representacdo dos pontos de colocagdo do elemento finito unidimensional.

Apresentam-se a seguir, com objetivo de ilustrar, as func¢des de interpolac@o unidimensionais e
bidimensionais parap = 1, 2e 3.
Para p = 1, tem-se 2 nds no elemento unidimensional, e as fun¢des de interpolagcdo resultam

cm

(1-¢), (4.2)

N | —

N (§) =
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Ny (€) = % (1+9). (4.3)

Na Figura 4.2, apresentam-se as func¢des de interpolacdo unidimensionais para p = 1.

Ns(¢)

No(%)

,

O
-1

Figure 4.2: Funcdes de interpolag¢do unidimensionais para p = 1.

Para p = 2, tem-se 3 nds no elemento unidimensional (Figura 4.3), e as funcdes de interpolacdo

resultam em

NE (€)= @ (4.4)
N3 e =Y @5)
N3 (&) =(1-¢). (4.6)
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Figure 4.3: Funcdes de interpolagdo unidimensionais para p = 2.

Para p = 3, tem-se 4 nds no elemento unidimensional (Figura 4.4), e as funcdes de interpolacdo

resultam em

1

NP () = o (98 - 1) (1-9),

N3 (€)= - (98— 1) (146),

9

N3 (€)= o (1 €) (1-36),
NP ()= o (1-€) (1430).
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-1 —1/3 1/3 1

Figure 4.4: Fun¢Oes de interpolacdo unidimensionais para p = 3.

As fungdes sdo construidas de forma andloga para ordens de interpolacdo mais elevada.
Para a determinacio dos elementos finitos quadrilaterais que compdem a discretiza¢do do do-

minio, toma-se o produto tensorial das polindmios de Lagrange [15]
N]k <£77]> = hf(&)hz(n)a j = 17 ) (Nne)2 e k= 17 ) (NTL€>2 ; (411)
sendo j e k os indices dos nds nas direcdes & e 7, respectivamente.
ni

1 2

& —1 JRS

16

Figura 4.5: Representacdo dos pontos de colocagdo do elemento finito bidimensional de ordem 1.

Para p = 1, tem-se 4 ndés no elemento bidimensional, para um dominio de { = [ -1 1 ] e

n = [ -1 1 } . Como para o caso unidimensional, tem-se uma funcio de forma associada a cada

no6 do elemento. Assim, as fungdes de interpolacdo resultam em

N} =£<1 -8 (1—mn), (4.12)
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(4.13)

(1+8) @A —n),

— | <

1
5 =

4.14)

I+ (1 +n),

— <t

1
3 =

(4.15)

(1=& @ +n).
Na Figura 4.6, apresentam-se as funcdes de interpolagdo bidimensionais para cada né do ele-

— | <

1
L=

11 e

[—1 l]en

mento e para p = 1. Estas fun¢des apresentam um dominio de &

valor 1 no n6 a qual € associada e 0 nos nds restantes.

S LT
LT

L7

7]

o

111
e,
e

7

7

Figure 4.6: Fun¢des de interpolacdo bidimensionais para p = 1.
Para p = 2, tem-se 9 nds no elemento bidimensional (Figura 4.7). E as funcdes de interpolacio

resultam em

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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NP =g (1-€)(1+), .19

N2 = —%n (1—mn)(1-2¢&%, (4.20)
N2 = %g (1+&) (1—n%), 4.21)
NZ = %n (1+n) (1-¢%), (4.22)

(4.23)
(4.24)

N
T
N
TN
T

\
M

Figure 4.7: Fungdes de interpola¢do bidimensionais para p = 2.

Para p = 3, tem-se 16 nds no elemento bidimensional (Figura 4.8). E as funcdes sdo construidas

de forma andloga.
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Figure 4.8: Fungdes de interpolacdo bidimensionais para p = 3.

4.2 Construcao da base dual

O objetivo desta se¢do € apresentar a base polinomial utilizada para interpolar os multiplica-
dores de Lagrange. Apesar de ndo ser empregada para discretizacdo do dominio, fez-se a escolha
de apresentacdo deste procedimento de obtengdo da base neste capitulo, uma vez que o processo
envolve os polindmios de Lagrange abordados na secdo anterior.

Para a interpolacido dos multiplidadores de Lagrange nodais serd utilizada uma base dual pro-
posta no trabalho [60]. Esta base € biortogonal a base de Lagrange. Os detalhes e vantagens ao se
utilizar uma base com esta caracteristica sdo amplamente discutidos na literatura [60, 74].

A base dual M; (&) é construida de forma a satisfazer a seguinte relagdo:

1
G = / Ni (f) Mj (5) df == wi(k)éjk, wi(k) 7§ 0, (425)
-1

onde w; s@o os pesos de integracao de Gauss-Lobatto-Legendre [55], definidos como

1
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E importante agora definir a matriz de massa de um elemento unidimensional padrdo, ou matriz

de projecao [55], como

1
M, = / Ni(E) N (€)dE = VWV, (4.27)
-1

A matriz W é definida como

w, 0 0 0
0 wy, 0 0

W = . (4.28)
0 0 . 0

0 0 0 w,

(npvnp)

onde n, € o nimero de pontos de integragdo utilizado e V1, € a matriz de Vandermonde da base de

Lagrange
[ Ni(E) Na(E) Nwne(&1) |
Ni(&)  Na(&e) Nnne(&2)
V=1 Ni(&) Nao(&) - Nwne(&s) : (4.29)
L Nl(gnp) NQ(gnp) NNne(gnp) 1 (np,Nne)

A matriz de Vandermonde possui as funcdes de forma atribuidas a cada n6 (colunas), calculadas
em todos os pontos de integracdo utilizados (linhas).
Com as defini¢des anteriores, pode-se recuperar a matriz de Vandermonde contendo os polind-

mios da base dual, M;(&), através da seguinte relacido

[ Mi(&)  Ma(&) Myne(&1) ]
Mi(&2)  Ma(&2) Mpype(§2)
Vi = GM;'V, = | Mi(&) My&) - Mynel&s) C @30)
| Ml(gnp) MQ(gnp) U MNne(gnz) 1 (np,Nne)

Assim como foi realizado para a base de Lagrange, apresentam-se a seguir, com o objetivo de
ilustrar, as fun¢des de interpolacdo para a base dual parap = 1, 2e 3.
Para p = 1, tem-se 2 nds no elemento unidimensional, e as fun¢des de interpolagdo da base

dual resultam em
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(1-3¢)

Mg - 123,
i = L%

Na Figura 4.9, apresentam-se as funcdes de interpolacdo da base dual para p = 1.

25 — ,
5 ] My(£) My(%)
15 —
o 1
~— 05 —
= o { ‘ \ T | I \ |
D_’f By 0.5 0 0.5 1
15 — £
E.\] E-‘2
O O
-1 1

Figure 4.9: Funcdes de interpolagdo da base dual parap = 1.

(4.31)

(4.32)

Para p = 2, tem-se 3 nds no elemento unidimensional, e as funcdes de interpolacdo da base

dual resultam em

M7 (€)= - (56 =26~ 1),

A~ =

(562 +2¢ 1),

1 =

M; () =

ME ()= 5 (356

Na Figura 4.10, apresentam-se as fungdes de interpolag@o da base dual para p = 2.
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@)
SAOEAN

Figure 4.10: Fung¢des de interpolacdo da base dual para p = 2.

Para p = 3, tem-se 4 nés no elemento unidimensional (Figura 4.11). E as fun¢des da base dual

sdo construidas de forma andloga.

5 M6 M, (£) M, (£) M, (¢)

-05 —

E-’1 E{? E.’4 E.:g
O O O O
-1 —-1/3 1/3 1

Figure 4.11: Fungdes de interpolagdo dual para p = 3.

4.3 Discretizacao das formas fracas

Para a discretizacdo do dominio e do contato foi utilizado o elemento finito isoparamétrico, ou
seja, o mesmo grau de interpolacdo para a geometria e as grandezas interpoladas.
Assim, reescreve-se a coordenada material, o campo de deslocamentos, a linearizacdo do campo

de deslocamentos e a velocidade virtual, respectivamente, como
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Nne

X =Y Ni(&nX, (4.36)
=1

Nne

u=> N(&n) . (4.37)
=1

Nne

Au=>Y " N;(&n) A, (4.38)
i=1

Nne

ov =" N;(&n)ovi. (4.39)
=1

Com isso, pode-se reescrever todas as medidas de deformacdo, medidas de tensao, formas fracas
e linearizagdes, do capitulo anterior, substituindo estes termos. Os detalhes da obtencdo de todos
estes termos discretizados podem ser obtidos em [16]. No presente texto, limita-se a apresentacao
do vetor residuo e da matriz tangente discretizados.

Dada as defini¢des da linearizacdo da expressdo da poténcia virtual (Equagado 2.54), e dos ter-

mos discretizados acima, pode-se reescrever o primeiro termo da Equacao 2.54 como

SW (0r,6V) = VT (Fip — £t , (4.40)

Define-se a expressdo do vetor forga residual como

Y = (finr — ferr) (4.41)

onde f;,,; é o vetor de forca interna e f.,; o vetor de forca externa.
A matriz tangente K € obtida a partir do segundo termo da Equagao 2.54, que € a derivada
direcional da poténcia virtual, para um dado estado de deformacao ¢, na dire¢cdo de um incremento

de deslocamento [Au], o que resulta na seguinte rela¢do, substituindo os termos discretizados

DOW (¢r, 0v) [Au] = 0vIKrAu, (4.42)

Dadas as Equagdes 4.40 e 4.42, pode-se reescrever a Equacao 2.54 como

ovip + oviKrAu = 0. (4.43)

A Equagdo 4.43 deve ser satisfeita para qualquer velocidade virtual v cinematicamente com-

pativel. Esta relacdo € a base para o procedimento de solucio do sistema de equacdes pelo método
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de Newton Raphson, que serd abordado no capitulo de algoritmos computacionais.
Nas se¢Oes que seguem, apresentam-se separadamente os vetores de forca interna e externa e a
matriz tangente, para duas formula¢des incrementais de problemas ndo lineares, a formulagdo do

Lagragiano Total e a formula¢do do Lagrangiano Atualizado.

4.3.1 Formulaciao do Lagrangiano Total

Nesta formulacao todas as varidvies estaticas e cinematicas sao referenciadas na configuracao
inicial ou indeformada [7]. De acordo com [7], para a formulac¢do do Lagrangiano Total, os vetores

de forgas internas e externas discretizados para um elemento finito sao

v

f%——/iﬁthSdM (4.44)

e

ert = | NifodV + NitodA. (4.45)
Ve ov

A matriz de rigidez tangente para o Lagrangiano Total é definida como

K = / ([BLO]T DB, + B, SBNL0> v, (4.46)
Ve

onde D € a forma matricial do tensor constitutivo [7]. As matrizes By, € By, sdo as matrizes
linear e ndo linear de transformagdo deformacgdo-deslocamento para a formulacdo do Lagrangiano

Total [7]. A matriz By, € definida dividindo a mesma em duas parcelas

B,, =B} +Bj,, (4.47)
onde a parcela B} ¢ definida como
N?J 0 Ng,l 0 N??,l 0 o N]ane,l 0
0 NV 0 NI 0 NO, ... 0 N¢
BOLO - 0 1)72 0 20’2 0 ?82 0 ](;[neg ’ (4.48)
N1,2 N1,1 N2,2 N2,1 N3,2 N3,1 e NNne,z NNne,l
N N N Nine
LS SR L S

sendo os termos N} ; © X1 definidos por

ON},
N&:az, (4.49)
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Nne

X1 =) NX}.
k=1

A parcela By ¢ definida como

0
Iy NS,
0

0

(4.50)

(4.51)

VY, lo1 VY Ny,
Bio o llQNﬂQ ZQQNRQ l12N§,2
(LaNYy + 1N ) (laaNDy + 1o NDy) (NG + 12NS ) (1aa NSy + 1o N )
lss 0 lss 32
11N et 11N Rre 1
112N e 2 152 N2
(1 NRes + 12 Nfmer) (21 NRpes +122NRen) |
lgg Mine 0

onde os termos l1, la9, l21, l15 € [33 s30, respectivamente,
Nne

E 0 , k
lll = Nk71u1,
k=1

Nne

E 0 .k
l22 — Nk72u2,
k=1

Nne

E 0k
121 - Nk71u2,
k=1

Nne

_ 0 k
ho =Y Nyuf,
k=1

Nne k
k=1 Nyuj

[—
33 X1

A matriz By, € definida como
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| N{),l 0 Ng,l 0 N:?,l 0 e Nl%ne,l 0 |
N{),z 0 NS,Q 0 N:?,z 0 e NJOVne,Q 0
By,=| 0 N, 0 N, 0 N -- 0 Niper |- (4.57)
0 NRQ 0 Ng,z 0 N§,2 e 0 Nj%ne,z
N N N, Nnne
L LA L

A matriz de tesdo S e o vetor de tensdo S sdo construidos a partir das componentes do segundo

tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff, como

[ S, S 0O 0 0
521 522 0 0 0
0

S = 0 0 S Sio ) (4.58)
0 0 521 SQQ 0
0 0 0 0 S|
_ T
S=| 51 S Su Su| . (4.59)

4.3.2 Formulacao do Lagrangiano Atualizado

Na formulacdo do Lagrangiano Atualizado todas as varidvies estdticas e cinemadticas sao re-
ferenciadas na configuragcao atual ou deformada [7]. De acordo com [7], para a formula¢do do

Lagrangiano Atualizado, os vetores de forcas internas e externas discretizados sao:

int —

£, = / B.]" &dv, (4.60)

e

fe = [ NifdV + [ NidA. (4.61)

ext —
Ve ov

A matriz de rigidez tangente para Lagrangiano Atualizado € definida como

K¢ — /V (BL) DBy, + Baw]" 6By, ) V. (4.62)

As matrizes By, e By, sdo as matrizes linear e ndo linear de transformacio deformacao-
deslocamento para a formulacdo do Lagrangiano Atualizado [7], onde a matriz B, € definida

como
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N;f,l 0
0 Nt
B, = ¢ 1’2
Nis Ny
N1

1

sendo os termos N} ; e 7; definidos por

A matriz By, € definida como

[N, 0
N, 0
BNLt — O Nlt,l
0 N,
N
L = 0

Nil 0 N?f’l 0
0 N;Q 0 Ngf’z
Ny Nyi Ni, Niy
Lo o9
T1 T1
ON;,
N, = 2
J aZL‘j
Nne
T = kalf
k=1
Né}l 0 Ng’l 0
N572 0 N§72 0
0 Néyl 0 N§71
0 N§,2 0 N§72
N- N.
Moo Mg

N]t\/ne,l 0
0 Nvues : (4.63)
N]t\fne,2 N]tVne,l
N{Vne O
z
(4.64)
(4.65)
N]t\/ne,l 0 |
N]t\fne,2 0
0 N]t\/ne,l (4.66)
0 N]t\/ne,Q
N ne
Bee 0

A matriz de tesdo o e o vetor de tensdo & sdo construidos a partir do tensor de tensdes de

Cauchy, como

Q

o1 o012 O 0 0

091 099 0 0 0
= 0 0 o011 o012 O

0 0 o091 092 O

0O 0 0 0 o33 |
- T
O = | 011 02 012 033 ] .
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5 DISCRETIZACAO DO CONTATO

O objetivo deste capitulo é fazer uma descricao detalhada do método mortar utilizado para a
discretizacdo da forma fraca proveniente dos termos de contato. Tanto para parte de contato sem
atrito, quanto para o contato com atrito a metodologia, aqui apresentada, foi baseada nas referéncias
[97, 36].

No trabalho [97] € feita toda a discretizacdo do contato sem atrito para os métodos dos mul-
tiplicadores de Lagrange e penalidade com fungdes de interpolagdo lineares e quadréticas. E feita
ainda uma introducao sobre a discretiza¢do do problema de contato com atrito utilizando o método
da penalidade e funcdes de interpolacao quadraticas.

Em [36] € realizado todo o detalhamento da discretizacdo do problema com atrito utilizando a
mesma estratégia proposta em [97]. O trabalho € focado na aplicacdo da abordagem do movimento
do cone de friccdo e na comparagao entre se utilizar fungdes de interpolacdo lineares ou quadraticas
para a interpolacdo dos campos. No presente trabalho € feita uma extensdo destas formulagdes para
fungdes de interpolacdo de alta ordem. Espera-se obter, com a formulagdo aqui proposta, melhoras
significativas na solu¢do de problemas de contato com o aumento da ordem de interpolacdo, basea-
dos nos resultados obtidos em trabalhos atuais que comparam simulacdes feitas com elementos de
contato lineares e quadraticos [97, 36, 74]. Estes trabalhos mostram que é possivel se obter uma
solu¢do com melhor precisdo, empregando menos graus de liberdade, com o elemento de contato
quadratico.

Um comparativo entre simulacdes feitas com elementos de contato lineares e quadriticos mos-
tra que € possivel se obter uma solucao com melhor precisdo, empregando menos graus de liber-
dade, com o elemento de contato quadratico [97].

O objetivo deste capitulo € apresentar a formulag@o para o elemento de contato de alta ordem
desenvolvida. Primeiramente, realiza-se uma introdu¢do a montagem dos elementos de contato.
Depois o capitulo segue com a discretizacao das integrais de restricdo do contato para o elemento
de contato sem atrito. O mesmo € feito para o elemento com atrito na ultima secao deste capitulo,

onde também sdo apresentadas a Lei de Coulomb e a estratégia do movimento do cone de fric¢ado.

5.1 Determinacio do elemento mortar e calculo da coordenada de projecao

Usualmente, as superficies em contato sdo discretizadas por malhas ndo-conformes. As mesmas
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podem ser segmentos que nio se correspondem e podem ser aproximadas por um nimero diferente

de segmentos

Ns Nm
o e T (T2 (5.1)
s=1 m=1

Nos capitulos anteriores, toda a fomulacdo foi proposta de forma geral, fazendo referéncia as
superficies como: I'? superficie contactora e I'} superficie alvo. Para o caso especifico do método
mortar, denomina-se superficie non-mortar (ou slave) I')™ a parte contactora e superficie mortar
I'7" (ou master) a parte alvo. Os sobrescritos nm e m sdo indicadores de grandezas descritas nas
superficies non-mortar e mortar, respectivamente (Figura 5.1).

Usualmente se define também uma interface comum de contato, que aqui serd definida como
[ =T1nm,

A partir de um dominio discretizado pelo método dos elementos finitos, é possivel definir,
associado as arestas dos elementos que entraram em contato, estas superficies non-mortar e mortar,
como ilustrado na Figura 5.1.

O corpo formado pelo elemento finito 1 foi definido como contactor e o corpo formado pelos
elementos 2 e 3 foi definido como alvo. O numero de elementos mortar € definido pelo nimero
de segmentos (ou superficies) non-mortar I'"". Para este exemplo, estuda-se um elemento mor-
tar. Dada a Equag@o 5.1, o elemento do exemplo € formado por 1 segmento non-mortar I'™ € 2

segmentos mortar I'] .

Superficie
non—mortar

&, Superficie P

@ @ mortar

Figura 5.1: Determinacdo do elemento mortar.

61



Os deslocamentos e coordenadas nas superficies I')™ e I'7* sdo dadas pelas seguintes discreti-

zagoes

Nns

u"(¢) = NM(Qup (5.2)
=1

Nns

X"(C) =Y NI(OX, (5.3)
=1

Nns

un(€) =Y N (Ou, (5.4)
i=1

Nns

X&) =) NMEOX" (5.5)
=1

onde Nns é o nimero de nds na superficie de cada elemento de contato, por exemplo: Nns = 2
para fungdes lineares; Nns = 3 para funcdes quadréticas; Nns = 5 para func¢des quadrticas, etc.
Utilizam-se os mesmos nds da estrutura discretizada para discretizacdo do elemento de contato.
Para o exemplo aqui abordado na Figura 5.1, utilizam-se fun¢des de interpolacdes lineares, por-
tanto, Nns = 2.

As coordenadas na configuracdo corrente (ou espacial) sdo dadas pela Equacao 2.4, resultando

para as diferentes superficies

x""(¢) = X"(C) +u"((), (5.6)

x"(€) = X™(€) +u™(E). (5.7)
Os multiplicadores de Lagrange sio definidos na superfificie non-mortar como

Nns

AN, (Q) =) MP™(O) A, (5.8)
=1

As fungdes de forma N e N/, para qualquer ordem desejada, sdo obtidas através dos po-
linomios de Lagrange e M"™ € a base dual descrita anteriormente. O dominio para as coordenadas
locais que compdem os elementos é definido como: ( € [—1, 1] para a superficie non-mortar e
¢ € [—1, 1] para a superficie mortar.

As coordenadas de projecdo ,, sdo obtidas através da resolugdo do problema de minima distan-

62



cia (Equacdo 3.19) para cada ponto de integrag@o (,. No capitulo de algoritmos computacionais €
apresentado o procedimento numérico completo para obten¢do destas coordenadas.

Um aspecto importante a ser observado, € que as proje¢des dos pontos de integragdo (,, podem
ocorrer de uma tnica superficie non-mortar para superficies mortar distintas, como observado no
exemplo atual. Entdo, apesar de o exemplo possuir somente um elemento mortar, 0 mesmo possui

duas superficies alvo distintas (Figura 5.2).

Superficie g
~ nm
nao—mortar [ ¢
C nm nm :
nm . ‘l '
X \ \

Superficie
mortar

Figura 5.2: Detalhe dos alvos do elemento mortar.

Este detalhe é importante na obtenc@o da coordenada espacial dada pela Equacao 5.7. Como
pode ser observado no detalhe a esquerda da Figura 5.2, para os dois primeiros pontos ¢, a coor-
denada de projecdo &, € obtida sobre o primeiro alvo. Isso implica na obten¢do de coordenadas
espaciais dadas pela Equacdo 5.7 também sobre este alvo. Para o terceiro ponto (, estes termos sdo
computados no segundo alvo (detalhe a direita da Figura 5.2).

As projecdes em alvos diferentes implicam também em uma descontinuidade do vetor normal,
e consequentemente, da funcdo de penetracdo. Um trabalho recente usa uma metodologia de obten-
cdo de uma normal média nestes casos de descontinuidade [46]. Dentre as desvantagens do método
estd a avaliacdo dispendiosa desta normal média em cada iteracdo. Com intuito de contornar esse
problema € utilizado em [36] um niimero maior de pontos de integracdo por elemento de contato.
Dentre as desvantagens do método estd: (i) a avaliacdo do vetor residuo e da matriz tangente de
contato em mais pontos de integracao e (ii) a incerteza na quantidade de pontos de integracdo a ser
utilizada para um determinado problema. Ainda em [46] € feito um comparativo com a metodolo-
gia utilizada em [36], mostrando que do ponto de vista de eficiéncia de resultados os dois métodos
se equivalem. Baseado neste resultado, foi escolhida a metodologia prevista em [36].

Dadas as defini¢Oes anteriores, pode-se escrever o trabalho virtual de contato para um elemento

como
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C.= / (ANdgNn + OANgn + tr - dgr)dl. (5.9)
I“gm

Ou ainda sobre todos os segmentos n, de contato

Ce = U/ (AnOgn + 0Angn + tr - 5gr)dT . (5.10)
I‘gm

s=1
A integragdo da Equagdo 5.10 € entdo realizada sobre os segmentos I'"™. Utiliza-se a quadratura
de Gauss-Legendre [15].
As secdes que seguem apresentam o processo de discretiza¢do para os elementos de contato

com € sem atrito.

5.2 Elemento mortar de contato sem atrito

Para caso de contato sem atrito, utiliza-se a Equacado 5.10 para o método dos multiplicadores de

Lagrange, sem os termos de atrito, escrevendo-se

CE = "M (G)dgn(Cp) + IAN(C)an (Go)] Hag || wy. (5.11)
p=1

onde ¢, € o ponto de integracdo da quadratura, n, € o nimero de pontos de integragdo em um
elemento de contato, w, sdo os pesos da quadratura e [|ag"|| o jacobiano de transformagdo do
elemento de contato.

Define-se matricialmente os termos que devem ser avaliados em (, e {,. Assim, tem-se para
a penetragdao normal (normal gap) e o multiplicador de Lagrange para um ponto de integragao,

respectivamente,

gn, = [x""™(Cp) —x"(&p)] - n™(&p) = Wg:;FBpnmpa (5.12)
An, = wgl\/[p, (5.13)

Os multiplicadores de Lagrange nos pontos de integracao sao equivalentes as tensdes de contato

avaliadas nestes pontos, portanto ¢y, = Ay,. As matrizes B,,, M, e o vetor w,, sdo definidos como
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[ NP(G)L ]
Nims(Gp)1
B, = | N™&)1 |, (5.14)

N};rflns(fp)l

i O(nnodx 2)

0(4>1<an>< 1)

M | M)

P

5 (5.15)

My7s(G) |

T _ nmT nmT mT mT
Wp - ( X3 s 5 XN Nps X1 s 5 XN 7>\N1 y T 7ANan ) (516)

onde 1 ¢ a matriz identidade (2 x 2)

10
= . A7
1 [01] 517

Os termos anteriores estdo escritos para qualquer grau de funcdes de interpolagcdo. Para um
melhor entendimento, a sistemadtica adotada serd sempre mostrar como ficam definidos todos os

termos para grau de interpolacdo p = 1. Assim, para p = 1, tem-se

N™(G) 0
0 NP (Gp)

Ng™(G) 0
0 N™(G)

B, = &) 0 : (5.18)

0 N"(&)

N3 (&) 0
0 N3'(&)
0 0

L 0 O .
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O O O O O o o O

M, = , (5.19)
M (Gp)
| MZ™(G) ]
wh = (' X xgt Aw Aw, )- (5.20)

O vetor w,, € formado pelas coordenadas correntes e multiplicadores nodais do contactor e do
alvo em anélise. Pode-se observar os detalhes para o grau p = 1 destes termos na Figura 5.2.

O vetor normal n,,,, precisa ser avaliado em ,, a partir do vetor tangente a,,,, dado por
_ T
amp = B, Wy, (5.21)

€3 X Ay

(5.22)

Nyy= ————""7-.
" lles x am|

A matriz B, ¢ € definida como

O(Q*an x2)

N ()1
Bye = : : (5.23)

N}Vnns,é (gp)l

O(Nn5><2)

Como exemplo para grau p = 1, a matriz anterior fica como
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0 0
0 0
0 0
0 0
B | V&) 0
0 NYe(&)
NEG) 0
0 NI
0 0
L 0 0 .

(5.24)

Para o céculo do vetor tangente ag;l, definido em ¢, e do vetor curvatura da superficie alvo

Cmyp» definido em &, faz-se necessdria a defini¢do das matrizes B[ . e B/ . de derivadas da matriz

B, e do vetor de coordenadas materias, respectivamente, como

NYe(Gp)1
Bp’c - N}Vnns,((CP)l )

0(2*an>< 2)

0(an><2)

0(2*an><2)
Ne(€p)1

By = : )
N}Vnns,ff (§P> 1
0(an><2)

T
p

Para grau p = 1, os termos ficam andlogos aqueles apresentados anteriormente.

- v a Cm
Definem-se os vetores ag," € €y, COMO

nm __ T
ag, = B, W,
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(5.26)

(5.27)

(5.28)



Cop = B ¢cW,,. (5.29)

Para a avaliacdo da Equagdo 5.11, € preciso definir também a variagdo da penetragdo normal

dgn, e do multiplicador de Lagrange Ay, como

5ng = nZBpnmm (5.30)

5An, =0, M,, (5.31)

sendo 7, 0 vetor que contém os deslocamentos e tensdes virtuais, definido por

T

772 = ( ,’,’111mT7 e 777%7:15 777§rlnTa e a’r’?\flns 76)‘N1 y " ’5/\Nan ) : (532)

Com estas defini¢des, a contribuicdo de trabalho virtual de contato, dada pela Equacdo 5.11,

pode ser reescrita como

CE=3"[n] (Byn,MI +M,n? BT w,] |lag||w,. (5.33)
p=1

Para a aplicacdo do método de Newton-Raphson, a linearizacao deste trabalho virtual de con-
tato € necessdria. Assim como realizado para o dominio, a Equacdo 2.24 pode ser linearizada na
direcdo de um incremento de deslocamento [Au], considerando uma func@o teste ¢y através de

uma expansao em série de Taylor e truncando no termo de primeira ordem como

C* (¢r,m,) + DC* (px,m,) [Au] = 0. (5.34)

A Equacdo 5.34 pode ser reescrita, substituindo os termos discretizados como

C* (¢r.m,) + DC" (pr,m,) [Au] =n! (¥.) + n) K.Au =0, (5.35)

onde 1), € o vetor de forca residual de contato e K. a matriz tangente de contato.

Observa-se que, por conveniéncia, foram utilizados os conceitos de poténcia virtual para o
dominio e trabalho virtual para o contato. A Equacdo 4.40 deve ser satisfeita para qualquer ve-
locidade virtual dv cinematicamente compativel, assim como a Equacdo 5.35 deve ser satisfeita
para qualquer deslocamento virtual 7, cinematicamente compativel, resultando assim, para as duas

expressoes vetores de forga.
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Dadas estas defini¢des, pode-se escrever o vetor residual para o método mortar utilizando mul-

tiplicadores de Lagrange, para um elemento de contato, como

T T

Pt Z B,n,,,M? + M,n!, B) w, [|ag"|| w,. (5.36)
p=1

Para a obtencdo da matriz tangente de contato € preciso computar a lineariagc@o discretizada da

variag¢do da funcdo penetragdo A(dgy, ). Este termo é obtido a partir da Equagao 3.50, ou seja,

T T T T
A(ang) = np[ Bpfnmpampo Bpampnmpof_ngBpafnmpnmpo,f
T
CrmpTmp T Aw,
- ™R a,,a. B . (5.37)
gl 227250 | T, [P = g, 2ty

Baseado neste resultado, pode-se escrever a matriz tangente para um elemento de contato como

np A
K, =% [K@l - K2+ KR —— lag [ w,- (5.38)
p=1 . | |amp| | - g p mpnmp

Para facilitar a visualizacio da matriz foram definidas as matrizes KLi, K@i e KLi, respecti-

vamente, como

KL; - Bpl’lmng + ManpBga (539)
KL?? - Bp»fnmpampBg + Bpampnmpo & (5.40)
T, Crplmp T
KNP - gNPprfnmanpB et Bpampampo (5.41)

|2y [
mp
Como ja visto, a forma fraca do trabalho virtual devido a parcela de contato também pode ser

escrita através do método da penalidade (Equacdo 3.61). Reescrevendo a Equacgdo 3.61, tem-se

p

CfE = / ENINROGNRAL = €N Z gn(Cp)dgn (Cp)] ||a6‘m|| Wp. (5.42)

p=1
Os vetores wg e Wg mudam para o método da penalidade. S@o reescritos sem as varidveis
relativas aos multiplicadores de Lagrange. As matrizes B, B, ¢, B, ¢c € B, - também sdo reescritas

sem as varidveis utilizadas para eliminar os multiplicadores de Lagrange. Sendo assim, os termos
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S840 reescritos como

WT:<X?mT’ T T Xann> (5.43)
WT:(XTIWLT’ ce L XnmT o xmT ,X%;), (5.44)

[ NP ()1

B, _ | VG| 545

N ()1

| N]T\,/’Lns(fp>1 ]

0(2*an x2)

N (6)1
B, = ey , (5.46)

L N}Vnns,g (gp)l

0(2*an><2)
Ne(§p)1

L N]?flns,ff (fp) 1

N (61

B, = ' . (5.48)
N]T\)flns,g“ (Cp) 1

| 0(2*an><2)

By = : (5.47)

Com essas defini¢Oes, pode-se escrever, para o método da penalidade, o vetor residuo e a matriz

tangente para um elemento de contato como

Np
R =37 (Byng,nl BY) w, [ | w,, (5.49)
p=1
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np

PE _ PE1 PE2 PE3 9N, o
Kye = Z {KNP - [KN,, + K, ] [P _g’}’v T i lag,” || wp, (5.50)

p=1

K\ = Byn,,n; B, (5.51)
PE T RT T RT
KNP 2= B, e, B, + Bagmn,, B (5.52)
PE3 T ot Cmplmp T pT
KN,, = ngBp,gnmpnmpBM + a ||2Bpampampo. (5.53)
mp
Para as duas formulagdes, o termo c,,,;, € um vetor nulo, c,Tnp =[0 0], parao caso de fungdes

de interpolagdo de grau p = 1, pois 0 mesmo carrega informacao da curvatura do segmento mortar.
Pode-se observar que os termos para o vetor residuo e a matriz tangente de contato estao escritos

para um elemento de contato. Portanto, para a constru¢@o global destes termos, tem-se

Nec

P =D P, (5.54)
e=1

Nec

K$ => Ki.. (5.55)
e=1

Para o método da penalidade

Nec

Pi=> YR, (5.56)
e=1

Nec
K$ =Y Ki7, (5.57)
e=1
sendo Nec o nimero de elementos de contato ativos. Os sobrescritos (e) y sdo somente uma indi-
cacdo de que os termos foram deduzidos para o contato na dire¢do normal sem atrito.
Os termos a nivel de elemento de contato t€m o mesmo comportamento que um elemento finito,
s@o calculados em pontos de integacdo e geram residuo e rigidez nos nés do elemento.
Tem-se que tomar um cuidado especial com os elementos de contato, pois, como pode ser visto

na Figura 5.2, os pontos de integracdo podem ser projetados em alvos diferentes. Dentro do mesmo
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elemento de contato, podem existir pontos de integracdo gerando residuo e rigidez em graus de
liberdade diferentes. Isso dever ser levado em conta na hora de se construir a conectividade para a
montagem do vetor residuo e da matriz tangente de contato globais.

Todas as matrizes e vetores, definidos nesta secdo, serdo também utilizados na secdo de discre-

tizagdo dos termos de contato com atrito.

5.3 Leide Coulomb

Na interface de contato, a reacdo na dire¢@o tangencial, que aqui serd denominada condi¢do tan-
gencial de contato (CTC), pode ter dois comportamentos distintos, adesdo ou deslizamento (Figura
5.3).

Na adesdo ndo ocorre movimento relativo entre as superficies que estdo em contato, e con-
sequentemente gr = 0. No deslizamento, pode-se observar um movimento relativo entre estas
superficies e gr # O.

Uma condicao importante, dada a defini¢do de adesdo e deslizamento, e que ndo estd represen-
tada na Figura 5.3, € que pode ocorrer as duas condi¢des de atrito em uma mesma regido de contato,
ou seja, em algumas partes da superficie de contato se observa a condi¢dao de deslizamento e em

outras partes a condi¢cdo de adesao.

I_ externa Femm - externa
! ; l ;
Radesﬁo : : :Rdeslizamento :
- ) P E——
Adesdo ‘<_>‘ Deslizamento

T

Figura 5.3: Condig¢des de adesdo e deslizamento na interface de contato.

A restri¢do tangencial do tipo adesdo pode ser obtida da relagdo de velocidade tangencial nula,
ou seja,
gT =0 <= gr = 0.

Esse comportamento fisico, quando modelado, impde numericamente uma equagao de restri¢ao
ndo linear no movimento da interface de contato. Associada a essa restri¢do, existe uma reagao tan-

gencial, aqui representada simplesmente por [2,4.s50- Esta rea¢do, dependendo do modelo utilizado
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na discretizacdo das equacdes diferenciais, serd uma rea¢do por unidade de drea ou uma reagao
pura, ou seja, terd unidades de tensdo ou forca, respectivamente. Observa-se que, assim como para
o caso de contato sem atrito, ndo € necessaria a aplicacdo de um modelo constitutivo de contato
quando ocorre adesao.

Quando ocorre o deslizamento, faz-se necessdrio o uso de uma relagdo constitutiva de con-
tato. O presente trabalho se restringe ao uso de uma das mais simples formulagcdes para modelo
constitutivo de contato com atrito seco, a lei classica de atrito de Coulomb [97, 83, 82, 62, 36].

Para o deslizamento, define-se (Rgesiizamento) /Aarea = tr, € a tensdo tangencial de contato

pode ser obtida através da seguinte relacao

by = —p ltn] o se [[rl] > pltnl (5.58)
[l

O escalar i € o coeficiente de atrito. Geralmente, este coeficiente depende de uma série de
fatores, como, por exemplo, tensao normal de contato, rugosidade de superficie, temperatura, etc
[97].

Na lei de Coulomb p é considerado constante e depende somente dos materiais em contato.
Na referéncia [97], encontra-se uma tabela com faixas de valores de coeficientes de atrito para
diferentes pares de materiais em contato.

Uma coisa importante a ser observada, é que a necessidade de se empregar um modelo consti-
tutivo na interface de contato vem da ocorréncia do fendmeno de deslizamento. Apesar, de a lei de
Coulomb ser utilizada, tanto para calcular a tensio tangencial de adesdo, quanto a tensio tangen-
cial de deslizamento, em um problema de pura adesao nao seria necessdria a ado¢cao de um modelo
constitutivo, uma vez que a reacao tangencial na interface de contato poderia ser obtida diretamente
das equagdes de restri¢ao e equilibrio.

A aplicacgao da lei de Coulomb, em problemas de contato com atrito, serd realizada através da
estratégia conhecida como Abordagem do Movimento do Cone de Fric¢ao [36] (Moving Friction

Cone Approach - MFC). Os detalhes desta abordagem sdo descritos na subsecdo seguinte.

5.3.1 Abordagem do movimento do cone de friccao

A abordagem do movimento do cone de fric¢ao foi proposta em [98] para o caso de problemas
bidimensionais de contato com atrito. Posteriormente, foi estendida para problemas tridimensionais
em [99]. A mesma resulta em um algoritmo que explora a formula¢do baseada no método da pena-
lidade para descrever a parte de contato com atrito, utilizando um tnico vetor de penetracao g, sem

dividir a restricao de contato em normal e tangencial [36]. A utilizagc@o desta estratégia € eficaz [36]
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e resulta em uma matriz de rigidez de contato com menos termos, podendo ser implementada de
forma mais eficiente. O algoritmo resultante utilizado para resolver a parte do atrito € mais simples
que as estratégias usuais [97].

A estratégia € baseada no fato que a posicao &, (Figura 5.4) nao muda enquanto os corpos
permanecerem em adesao. Isto significa que quando o contato € iniciado no passo de tempo ¢,, = o,
adesdo € assumida e a coordenada ¢, define a posi¢do do vetor x;'. Enquanto o ponto x"™ estiver

em adesdo, a coordenada &, permanece constante.

L= tn+1

t=t,

Figura 5.4: Configuracdes inicial e corrente dos dois corpos em contato.

Caso ocorra deslizamento, a coordenada &, e consequentemente X', devem ser atualizados,
assumindo o valor da ultima posi¢do apds o deslizamento em &,,. Assim, define-se {5 = &, e
x{' = x™(&,), e fixa-se esta posi¢do novamente como uma nova adesao.

O procedimento de defini¢cdo da nova coordenada de adesdo apds o deslizamento € realizado
através de uma busca com o método de Newton-Raphson, e serd discutido na secdo de discretizacao
do elemento mortar de contato com atrito.

Uma fase importante na abordagem € a verificacio se ocorre deslizamento ou adesao. O proce-
dimento de verificagdo aqui abordado, apesar de ser mostrado aqui para um sé ponto, tem que ser
realizado para cada ponto de integracdo da superficie contactora.

A Figura 5.5 ilustra uma situacdo onde uma forca F, ;.. € aplicada a um corpo.
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E

externa

T

E

N 0
externa ST \

I contactor
d o

\
| contactor

Atualizado

Figura 5.5: Descricao da abordagem do movimento do cone de fric¢do.

Pode-se observar o corpo contactor e o corpo alvo. O ponto de integracdo ( estd associado ao
corpo contactor, enquanto sua projecdo &,, dada pela resolucdo do problema de minima distan-
cia (Equacdo 3.20), estd associada ao corpo alvo. Com ¢, definido, é possivel se obter um vetor
tangente a,,,, = ¢ (£,) e com a Equago 3.21 um vetor normal 1n,,,,(&,,).

Para o método da penalidade o vetor de tensdo € definido como

t =eg=e[x""(¢) —x"(&)]. (5.59)
A projecdo deste vetor tensao no plano tangente é dada por

1
tr = ———— (A (&) @ Anp(n)) . 5.60
1 T (6 © am() (5.60)

A tensdo normal de contato no ponto € definida por

ty =t np,(En). (5.61)
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Uma vez obtidos estes termos, a condi¢cdo de adesdo ou deslizamento pode ser verificada através

da avaliacdo da funcdo de deslizamento f;, que é definida como

fs = [ltrll — pltn| (5.62)

Com a Equacio 5.62 € possivel distinguir duas situacdes
Condicdo de adesao f; <0

Os corpos permanecem em adesdo e a coordenada £ ndo muda. A situacao € ilustrada pelo ele-
mento tracejado na Figura 5.5, ou seja, aplica-se a for¢a F,¢crnq, € O €lemento ndo sofre movimento
relativo entre as superficies em contato. Quando a adesdo ocorre, a tensdo tangencial ||tr|| é menor
que a tensdo limite x |¢| provinda pelo modelo de Coulomb. Esta situa¢do pode ser ilustrada pela
representacdo inferior esquerda da Figura 5.5, onde g estd dentro do cone de restri¢do imposta pela

lei de Coulomb.

Condicdo de deslizamento f; > 0

O ponto X" move sobre a superficie alvo enquanto a conexao &, = £, muda e uma nova posi-
¢do &,,.1 precisa ser encontrada. A situagdo € ilustrada pelo elemento que parte de uma condicao de
adesdo (tracejado na Figura 5.5), desliza e se adere a superficie alvo novamente (posi¢do final na
Figura 5.5). Isto é andlogo a idéia de que o cone de atrito se move com o ponto x"™((), garantindo
que 0 mesmo sempre pertenca ao cone de atrito (representacado inferior direita da Figura 5.5).

Vale lembrar que para a ilustragcdo aqui apresentada na Figura 5.5, as condi¢des de adesdo e de
deslizamento foram mostradas, para melhor visualizagdo, a nivel de elemento, mas estas condi¢des
ocorrem a nivel pontual. Como j4 foi dito anteriormente, em um mesmo elemento de contato pode
ocorrer adesdo em alguns pontos e deslizamento em outros.

Uma observacao importante € que o método da penalidade insere na formulacdo a limitagdo
de permitir pequenos valores numéricos para penetracdo e na condi¢do de adesdo pequenos des-
locamentos tangenciais relativos na regido de contato. Estes pequenos valores numéricos sao ne-
cessdrios para obtencdo do vetor de tensdes de contato proporcional através da Equagdo 5.59, mas

fazem com que a formulag@o ndo atenda de forma exata as condi¢des de KKT gy < 0 e de adesdo

gr = 0.

76



5.4 Elemento mortar de contato com atrito

O elemento de contato adotado no presente trabalho, para problemas com atrito, foi também
utilizado em [36], onde foi desenvolvido para fungdes de interpolacdo quadréticas. A formulacdo é
baseada no elemento de contato sem atrito.

A proposta do presente trabalho é fazer uma extensao desta formulagdo, para um elemento de
contato com grau de fun¢des de interpolacdo de ordem arbitraria.

Quando o atrito esta presente, for¢as tangencias surgem e devem ser transmitidas via formula-
cdo para a interface de contato. A Iégica basica utilizada € a aplicacdo da abordagem do movimento
do cone de fric¢ao.

Para facilitar a leitura das equagdes sdo utilizados os sobrescritos (e)* para adesdo (stick) e
(o) para deslizamento (slip).

Em caso de adesao (detalhe a esquerda da Figura 5.5), os vetores penetracdo e tensdo (ou tracao)

podem ser obtidos pelas expressoes

gnr1(én) = X1 (&) — X1 (&n) - (5.63)

t =ty = egni1(&n) = € [x0T () — x4 ()] - (5.64)

Observa-se que foi omitido o subscrito (e) , da coordenada de projecao, para facilitar a notagao,
uma vez que a formulag@o para o atrito € escrita em funcdo de um incremento de pseudo-tempo
Aty 1 = t,+1 —t,, onde o subscrito (e) ,, é utilizado para quantidades avaliadas no passo de tempo
anterior e () ,, 11 no passo de tempo atual.

O vetor tensdo € entdo decomposto em uma parcela normal e outra tangencial

st = tnr1 (&) -0 (&), (5.65)
g5t _ aﬁ”‘ﬂ(fn) 2 anm+1(5n) £ . 566
ot = | ara @ © Taraeon) ) (5.66)

As penetragOes normais e tangencias também sao importantes para as etapas de avaliacdo da

condicdo do atrito, e s@o definidas como

INnp1 = gn—i—l(fn) ’ nz:-l (gn)a (5.67)
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aﬁl(§n)
9Ty 41 g +1(§ ) || Zl_g_l(gn)H ( )

Reescreve-se a Equacdo 5.62 para a func¢ado de verificacao de deslizamento como

Fonr = |67 pall = pltN gl (5.69)

Estes termos sdo todos computados na coordenada de projecdo &,,, a qual € obtida pela Equacao
6.1, para elementos de contato com fungdes de interpolacdo lineares, ou pelo Algoritmo 1, para
elementos com fungdes de interpolacdo de alta ordem.

A etapa mais importante do método € determinar se ocorre ou ndo o deslizamento, pois em
caso de adesdo a coordenada de projecao nao muda. Em caso de deslizamento € necessario avaliar
a mudanca desta coordenada. Assim, o procedimento de anélise € basicamente realizado seguindo
as seguintes etapas:

1) Considera-se adesao como condi¢do de tentativa (falsa adesdo), computando-se as Equacgdes
5.65 e 5.66;

2) Checa-se a ocorréncia de adesdo (fs,+1 < 0) ou o deslizamento (f;,,.1 > 0) com a Equacdo
5.69;

3) Em caso de adesdo, a coordenada de projecdo é &,,. Em caso de deslizamento esta coordenada

muda para &, 1.

Se na etapa 2) for observada a adesdo, os termos anteriormente computados em &,, s@o utilizados
para o célculo do residuo e da matriz tangente.

Dada a ocorréncia de deslizamento, é realizado um procedimento de busca da coordenada &, 1,
que é o local na superficie mortar onde o ponto "™ () se adere novamente apés deslizar (detalhe
a direita na Figura 5.5). Este local é determinado através do equilibrio da Equacdo 5.69 em &,,41,

como

fsn+1 - Htgfn-i-l(fnJrl)H - M‘t%n+1(fn+1)’ =0. (5'70)

Substituindo as Equacdes 5.65 e 5.66 na Equagdo 5.70, é possivel reescrever

914,511 (91,4, ) — 19N, Sign (gn,,,) = 0. (5.71)

A solucdo desta relacdo € obtida através de um procedimento utilizando o método de Newton-
Raphson [36]. No capitulo de algoritmos computacionais, é apresentado o procedimento e algo-

ritmo numérico detalhado para obtencao da coordenada &, ;.
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Segue-se com a defini¢do do vetor residuo e da matriz tangente para cada caso de condi¢ao

tangente de contato.

Vetor residuo e matriz tangente para condicdo de adesdo.

O vetor residuo para o caso de adesdo, onde &, € fixo, pode ser definido como

Pt = / t5t . 9g®dl. (5.72)
Fc

Pode-se reescrever a Equagdo 5.72 na forma discretizada para um ponto de integragdo como

P = eB,Blw,||af"|| w,. (5.73)

p

Os termos sdao os mesmos definidos na se¢ao do elemento de contato sem atrito para o método
da penalidade. Todos os termos sdo computados na coordenada de adesao &,,.
Para a linearizacdo é necessdrio obter a derivada direcional deste residuo, na dire¢cdo de um

incremento de deslocamento, o que resulta em

Dl/);t [Au] = 6/ [5"72111(@7) - 577:?4—1(571)} ’ [AXZTI(CP) - AX?—H(SH)} dr. (5.74)

nm
FC

Assim, a matriz de rigidez para o caso de adesao é definida por

K:' = eB,B/||aj"|| w,. (5.75)

Vetor residuo e matriz tangente para condigdo de deslizamento.

O vetor residuo para o caso de deslizamento € definido como

Pl = / t* . 5gsldr. (5.76)

A forma discretizada do vetor residuo para o caso de deslizamento e adesdo sdo equivalentes.
A diferenga € que todos os termos no deslizamento sdo avaliados em &, 1. O vetor residuo entdo é

definido para um ponto de integragdo como

Py = B, B, w,l[ag)"|| w,. (5.77)

A linearizacdo da Equacgdo 5.77 resulta em
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Do [du =~ [y A ar
+€/r [577n+1 57’:?+1(§n+1)} [ n+1(<n) A"Inm+1(fn+1)] dr’

—€ / [omnT = 01 (Enrn)] - @y (Engr) ALAT (5.78)

A linearizacdo de £ pode ser realizada a partir da multiplica¢ao da Equag@o 5.70 pela norma do

vetor tangente ||a,,, ||, como

A ((grsign(gr) — psign(gn)gn) - |[a™[]) = 0. (5.79)

Isto produz a seguinte relagdao

AE - [sign(gr) - (X" = x™) - X g — |[ampl[?)

ljl N nm

+———sign(gy)(x
||amp||

— [(Au™ — Au™) - [sign(gr)am, — psign(gn)pllan|l] + ("~ x")

Au5 ampH . (5.80)

—X") - (Amp @ Ny — Ny @ amp)x,ﬁé} =

n,,
AU - Dy — psign(gn)

A,
sign(gr)Au’y + psign(gn)— T ]
Amp

I mpll

A Equacdo 5.80 pode entdo ser resolvida, resultando no escalar A{. Assim, apds extensiva
manipulacdo matemadtica, a matriz de rigidez pode entdo ser escrita para um ponto de integracao

em caso de deslizamento como

S 1 S S S
Ky = BIB, + Kl (KK | a0, 581

Os termos K*!', K52 | K53 e o escalar R, sdo definidos, respectivamente, como
p >y P P

K = [B,:B.w, + B,a,,] (5.82)

KZZQ = STp[aﬁp - MSNpHampHn?:-an]Bz:f + W;{pr (5.83)
. psy

sza = |spp + ||am;i| [ampnfw — nmpaﬁp] B,¢, (5.84)



MWTBP [ampnﬁp — nmpaﬁp] Conp- (5.85)

RP - STP [WZ;BPCmP - HamP”Q} + Ha || D
mp

Os termos sy, € s, sdo direcdes normal e tangencial do movimento, definidas, respective-

mente, cComo
snp = sign [w) By (&)nmy(&)] (5.86)
o1y = sign [ W] By () 2 e

Para a formulag@o com atrito, além do cuidado tomado na construcdo da conectividade para

(5.87)

a montagem do vetor residuo e da matriz tangente globais, deve-se observar que, dentro de um
mesmo elemento de contato, pode ocorrer adesdo em alguns pontos de integracao e deslizamento
em outros. Por isso, toda a discretizagdo para estes termos foi feita até aqui para um s6 ponto de
integracdo. Assim, computa-se o vetor residuo e matriz tangente, para um elemento de contato,

respectivamente, como

o= ey, (5.88)
p=1

KO =) K/ (5.89)
p=1

O subscrito () '/ indica a dependéncia pontual, dentro de um mesmo elemento, de avaliagio
da condi¢do de deslizamento e adesdo.

Portanto, para a constru¢do global destes termos, tem-se
Nec

P =) . (5.90)
e=1

Nec

K=Y K¢ (5.91)
e=1

Observada sempre a constru¢@o da conectividade, devido as projecdes em diferentes alvos.
Todos os detalhes matemadticos aqui omitidos para a definicdo da matriz tangente, em caso de

deslizamento, podem ser obtidos nas referéncias [97, 36].
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As componentes dos vetores de tensdo de contato ty e t; foram computadas nos pontos de
integracdo do elemento de contato. Em alguns exemplos, é necessario se conhecer os valores das
tensOes nodais, para isso, € aplicada uma transformacgdo do tipo backward no vetor de tensodes
obtidas nos pontos de integracdo de um elemento de contato para se recuperar o vetor de tensoes
nodais equivalentes t para esse elemento. Utiliza-se as Equacdes 4.27, 4.28 e 4.29, e define-se a

transformacdo para um elemento como

t=(VIWV,) " VIWt. (5.92)

O mesmo ¢ realizado para a direc@o tangencial. As forcas nodais Fy e F7r s@o obtidas pela

multiplicacdo de cada tensdo nodal pela drea nodal equivalente.

5.5 Estratégia de ativacao do elemento de contato

Uma vez definidos todos os passos para a constru¢ao do elemento de contato, a proxima etapa a
ser discutida no processo de solu¢do do problema € a determinacgdo da estratégia de ativacao deste
elemento.

O objetivo desta secdo € definir esta estratégia a partir da formulagdo proposta e dos termos dis-
cretizados obtidos nos capitulos anteriores. E entdo discutida a estratégia adotada para o elemento

mortar com o método dos multiplicadores de Lagrange e depois com o método da penalidade.

5.5.1 Meétodo dos multiplicadores de Lagrange

A idéia basica do elemento de contato mortar (segmento-segmento) com multiplicadores de
Lagrange € a satisfac@o das restricdes de contato em uma supeficie de contato, e ndo mais pontu-
almente como nas formulagdes classicas de contato. O procedimento de definicao do conjunto de
elementos ativos é discutito em [72].

A avaliacdo € efeita a nivel de elemento de contato, portanto, assume-se que se a maior parte
do elemento atende uma determinada condi¢d@o, considera-se que todo o elemento estd em contato
com o alvo, e ativa-se o elemento por completo.

A avaliacdo € realizada através do sinal da drea sobre o gréfico da func¢do penetragdo gy ao

longo de um elemento. A drea sobre o grafico da fun¢do penetracao, g;(‘,e, € definida como
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Tp

st [ vt =Y WIB ] e v, 5.99
rom )

Assim, se gf\‘,e > 0 ndo existe tensdo de contato, ou seja, ty = 0, as condicdes de KKT estao
satisfeitas e todo o elemento de contato serd desativado. Assim, para elementos de contato que se
encontram em uma condic@o de contato parcial, a ativagdo ou desativacdo destes elementos pode
ser facilmente avaliada pelas Equagdes 5.93 € 5.95.

Uma vez detectada a penetracdo do elemento gﬁe < 0, o mesmo deve satisfazer a condi¢ao de
tensao ty < 0.

Teoricamente, mesmo para uma formulagdo fraca do problema de contato, esta condi¢do teria
que ser satisfeita para todos os nds de discretiza¢do da superficie de contato estudados. Estudos
sobre formas de desativacdo do contato para atender esta relacdo podem ser encontrados na litera-
tura [73, 50, 72, 35]. No presente trabalho, a verificagdo para esta condi¢cao também € feita em um

consenso médio, através da relacao

th, = / tndl.. (5.94)
I‘gm
Para que um elemento esteja ativo, a Equacdes 5.93 e 5.94, devem obedecer as seguintes rela-
coes
gx, <O0. (5.95)
ty, < 0. (5.96)

Para o método dos multiplicadores de Lagrange a pressdo normal de contato toma a forma
tny = Ay, € as duas relagdes devem ser verificadas para a ativagao do elemento (Equagdes 5.95 e
5.96).

Apesar de gy e Ay serem acoplados via sistema de solugdo global, matematicamente estes
termos sao independentes. Os multiplicadores de Lagrange sdo aproximados por fung¢des de in-
terpolacdo continuas entre graus de liberdade nodais independentes, além disso, podem ocorrer
descontinuidades na distribui¢cdo da penetragdao normal, devida as projecdes dos pontos de inte-
gracdo da superficie non-mortar para a superficie mortar (Figura 5.2). Estes fatores, combinados
ou ndo, podem fazer com que em uma da regido de penetragao, gﬁe < 0, ocorra valores de \y

positivos [97], o que seria incoerente do ponto de vista das condi¢des de KKT.
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5.5.2 Método da penalidade

Apesar destes métodos de ativacdo terem sido originalmente desenvolvidos para o método dos
multiplicadores de Lagrange, também foi posteriormente aplicado ao método da penalidade [35]. A
avaliacdo para o método da penalidade € muito simples, uma vez que se tem as tensdes de contato
proporcionais as func¢des de penetracio ¢y = €gy, basta avaliar a func@o penetragdo em cada ponto

de integracdo

gn, = w},‘BpnmP. (5.97)

Assim, se gy, > 0 ndo existe tensdo de contato, ou seja, ¢y, = 0, as condi¢gdes de KKT estao
satisfeitas para este ponto de integracao e desativa-se 0 mesmo.
Uma vez detectada a penetracdo em um ponto de integragdo do elemento gy, < 0, 0 mesmo

deve ser ativado.
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6 ALGORITMOS COMPUTACIONAIS

A formulacdo para o elemento de contato de alta ordem aqui apresentada foi implementada no
software de elementos finitos de alta ordem hp* fem [6, 93]. Este software foi desenvolvido pelo
grupo de pesquisa no qual o presente trabalho estd inserido, e faz uso de Programacao Orientada
a Objeto com a linguagem MATLAB. E uma ferramenta de solugio de problemas em pequenas e
grandes deformacdes através do uso do método MEF-AO [15, 55].

Foi utilizado também o software comercial de pré e pds-processamento GID (Geometry Des-
cription - The Personal Pre and Post Processor). A partir da malha composta por elementos com
interpolagdo linear gerada no pré-processador, o hp? fem constroi a matriz de rigidez e o vetor resi-
duo dos corpos em contato em uma ordem qualquer de interpolacdo, e inclui na malha de elementos
lineares os nés de alta ordem. Com o elemento finito do dominio construido, o cédigo chama as
rotinas implementadas para a constru¢ao do elemento de contato na mesma ordem de interpolagcao
do elemento do dominio. Uma vez costruidos residuo e rigidez de cada elemento de contato, estes
s@o adicionados ao residuo e a rigidez global do sistema, respectivamente.

Inicia-se o capitulo com o procedimento numérico para obtencao das coordenadas de projecao
&p e de deslizamento &,, ;. O capitulo segue com uma apresenta¢io dos algoritmos para montagem
dos elementos de contato com e sem atrito, que sdo chamados durante o processo de solu¢do do
sistema global de equacdes . Na ultima secdo € apresentado o algoritmo de solu¢do do sistema

global de equacdes, baseado no método de Newton-Raphson.

6.1 Algoritmo para o calculo das coordenadas de projecao

E necessdrio se obter, para cada ponto de integracio (p» sua respectiva coordenada de projegdo
&p. Este procedimento € baseado no problema de minima distancia (Equagao 3.19). Utilizando
fungdes de interpolacdo de grau p = 1, uma vez que os elementos possuem lado reto, pode-se, a

partir da Equacdo 3.20, obter uma forma fechada para a coordenada de proje¢dao como

£ = - [X™(Cy) — X - (X — X, 6.1)

J— m m
sendo [,,, = ||x5" — xJ"||
Para fung¢des de interpolacdo p > 1, os vetores normal e tangencial mudam com a coordenada
convectiva de parametrizacdo &, devida a curvatura do segmento mortar. Com isso, ndo € possivel

se determinar uma forma fechada como para caso anterior. Utiliza-se para tal fim, um procedimento
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iterativo de Newton-Raphson (Algoritmo 1), para se encontrar o ponto de projecdo na superficie
mortar [97].

Para isso, define-se os escalares

dy(&) = W) Bpan, (6.2)

dp (&) = —ay,amp + W, ByCpy. 6.3)

O Algoritmo segue abaixo.

Algoritmo 1 Esquema iterativo para encontrar a coordenada de projecao.
Inicializar §; = —1
1)Facai=1,--- , convergir
1.1) calcular termos w;, (&;), B, (&), @mp (&) € cmyp (&) (Equagdes 5.43, 5.45,5.21 € 5.29)
1.2) calcular d,, (&;) e d,, ¢(&;) (Equagdes 6.2 e 6.3)
1.3) Checar convergéncia:
se |d, (&)] < tol ==Pare =, = ¢;
se |d, (& )| > tol =>calcular &1 = & — dd—pg, i =1+ 1evoltar 1)
fim 1.3) )
Fim 1)

6.2 Algoritmo para atualizacio da coordenada de deslizamento

Dada a ocorréncia de deslizamento, é realizado um procedimento de busca da coordenada &, , 1,
que € o local na superficie mortar onde o ponto "™ () se adere novamente apés deslizar (detalhe
a direita na Figura 5.5). Este local é encontrado através da solucdo da Equacgdo 5.71. Para isso,

define-se os escalares

Xi(&) = llampll - (97, 519n(97,) — 19, sign(gn,)) (6.4)
(S}
Xie(&) = signgn,) - [(X"™ = x" (&) - Ampe — |ampil’]
. Amp * Ay
+,uszgn(gNO) : (gTinmp *Ampe — g]\h’;ra—”n&) . (65)
mp
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Estes escalares sdo utilizados para constru¢do de uma direcdo de busca necessdria ao proce-
dimento numérico para a busca da coordenada &, . Este procedimento é baseado no método de

Newton-Raphson e estd ilustrado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Procedimento de busca da coordenada &,, .
Inicializar i = 0, & = &,, 9N, = 9N,1» 910 = 97,4, da condicdo de tentativa.
1) Faga: =1,--. , convergir
1.1) calcular termos w, (&;), B, (&), amyp (&) € cmp (&) (Equagdes 5.43, 5.45,5.21 e 5.29)
1.2) calcular gy, (&) € g7.(&;) (Equagdes 5.67 ¢ 5.68)
1.3) calcular X;(¢&;) e X; ¢(&;) (Equagdes 6.2 € 6.3)
1.4) Checar convergéncia:
se |X; (&)] < tol =Pare =¢,, 11 =¢;
se |X; (&)| > tol =>calcular ;11 = & — Xié 1 =1+ 1evoltar 1)
fim 1.4) ’
Fim 1)

No Algoritmo 2, os termos gr, € gy, sdo as Equacdes 5.68 e 5.67 computadas na coordenada §;
dentro do procedimento. Apds a convergéncia, todos os termos anteriormente definidos devem ser
recalculados na coordenada &,,, 1 encontrada no procedimento de busca.

As fungdes sinais na Equacao 5.71 ndo sdo suaves, com isso, as dire¢des de deslizamento, dadas
pelos sinais sign (ng +1) e sign (g Notr ) , podem mudar dentro de cada iteragdo do procedimento de
busca. Para evitar estas mudangas, as quais podem levar o procedimento para um caminho errado
de solugdo, sdo fixadas as diregdes gr, € gy, computadas na condi¢do de tentativa (falsa adesdo).
Este procedimento é baseado no algoritmo de predi¢do e correcdo apresentado em [42] e [100].

Estas dire¢des somente sdo atualizadas ap6s a convergéncia do Algoritmo 2.

6.3 Algoritmo para montagem do elemento de contato sem atrito

O Algoritmo 3 que segue € utilizado no passo 2.1) do Algoritmo 5 para montagem do elemento

de contato sem atrito com o método da penalidade.
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Algoritmo 3 Montagem do elemento de contato sem atrito.

1) Faca e = 1,..., ne (elementos de contato)
2) facap = 1,..., n, (pontos de Gauss no elemento)
checar cada ponto de gauss ¢, na regido de contato e calcular:
2.1) calcular coordenada espacial x™"™ ((,) (Equacao 5.6)
2.2) calcular coordenada de projegdo &,
para grau de interpolacdo = 1 - Equacdo 6.1
para grau de interpolacdo > 1 - Algoritmo 1
2.3) calcular coordenada espacial x™ (§,) (Equagdo 5.7)
2.4) calcular matrizes B, B, ¢, B, ¢¢ € B, - (Equacdes 5.45, 5.46, 5.47 € 5.48)
2.5) calcular w,, (Cp, &p)s Qmps Ny Crnp © ag" (Equagdo 5.43,5.21, 5.22, 5.29 e 5.28)
2.6) calcular gap g, ((,) = W) B,n,,, (Equagio 5.12)
2.7) checar existéncia do contato
se gn (¢p) > 0 = O ponto de Gauss nio estd em contato
p = p+ 1 e voltar para 0 = 2)
se gn (¢,) < 0 = O ponto de Gauss estd em contato
computar a parcela que colabora com residuo e rigidez no elemento
calcular vetor residuo %" (Equagio 5.49)
calcular matriz rigidez KX (Equagio 5.49)
fim 2.7)
fim 2)
computar parcela do elemento no vetor residuo de contato global
w% (Equacdo 5.56)
computar parcela do elemento na matriz rigidez de contato global
K¢ (Equagdo 5.57)
Fim 1)

6.4 Algoritmo para montagem do elemento de contato com atrito

E apresentado nesta se¢io o algoritmo para montagem do elemento de contato com atrito utili-

zado no passo 2.1) do Algoritmo 5.

Na montagem deste elemento € necessdrio salvar todas coordenadas dos pontos de integracdo

(pontos de Gauss), as condi¢des tangenciais e os sentidos das for¢as horizontais de cada ponto de

integracdo. Para isso, sdo utilizadas duas matrizes A (ntp, 3) e map (nec, n,), onde ntp é nimero

total de pontos de integrag@o, nec nimero total de elementos de contato e 1, € o nimero de pontos

de integracdo em um elemento de contato.

A matriz [A] possui ntp linhas e 3 colunas. Nas linhas da coluna 1 sdo salvas as coordenadas

&p correspondentes a cada (,. Nas linhas da coluna 2 sdo salvas as condi¢Oes tangenciais de cada
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ponto de integracdo. Os cddigos utilizados sdo: 0 para inexisténcia de contato,1 para adesdo e 2
para deslizamento.

Nas linhas da coluna 3 sdo salvos os sentidos das for¢as tangenciais. Como os segmentos alvo
podem estar inclinados € considerado um referencial local (Figura 6.1). Para isso os cédigos utili-
zados sdo: —1 para forca tangencial para a esquerda e 1 para forca tangencial para a para direita.

Para ler e salvar estes dados na matriz [A] é utilizada a matriz de mapeamento [map]. Nas linhas
de [map)] sdo salvos os nimeros globais dos pontos de integra¢do por elemento de contato.

Para ilustrar a montagem destas matrizes € apresentado um exemplo a partir da Figura 6.1. O

corpo superior é definido como contactor e o inferior como alvo.

Superficie
non—mortar

[T
SN

Superficie
mortar

Figura 6.1: Representacio dos pontos de Gauss nos elementos de contato.

O contactor possui 3 elementos, resultando em nec = 3 elementos de contato. Foi utilizado o
elemento linear e 3 pontos de integracdo por elemento de contato, resultando em n,, = 3 e ntp = 9.
O sobrescrito ne se refere ao nimero do elemento e o subscrito p se refere ao numero global do

ponto de Gauss. Para este caso a matriz de mapeamento resulta em

(6.6)

[map] =

N NS
co ot Do
O O W

Assim, para acessar a posi¢do em [A] do quinto ponto de integracdo global, localizado no
elemento de contato 2, é sé utilizar o nimero e = 2 do elemento de contato e o nimero local p = 2
do ponto de integracdo [A (map (2,2))]. Este mapeamento local=>-global serd necessario dentro

dos passos 1) e 2) do Algoritmo 4.
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Algoritmo 4 Montagem do elemento de contato com atrito.

1) Inicializar map = zeros (nec,n,) e A = zeros (ntp, 3)
2) faca e = 1,..., nec (elementos de contato)
3) faca p = 1,..., n, (pontos de gauss no elemento)
3.1) calcular coordenada espacial x"™ ((,) (Equag@o 5.6)
3.2) calcular coordenada de projegdo &,
se A (map (e,p),2) =0
para grau de interpola¢do = 1 - calcular £, com Equagio 6.1
para grau de interpolag@o > 1 - calcular £, com Algoritmo 1
se A (map (e,p),2) #0
coordenada de projecdo &, = A (map (e, p), 1)
fim 3.2)
3.3) computar &, = &, (condigdo de tentativa) e calcular x™ (¢,,) (Equacdo 5.7)
3.4) calcular B, (&), By g (1), Bpee (€0) € By ¢ (€,) (Equagdes 5.45, 5.46, 5.47 e 5.48)
3.5) calcular w, a,,,p, Ny, Cpopy € a&ﬁ” em &, (Equacdes 5.43,5.21, 5.22, 5.29 ¢ 5.28)
3.6) calcular gap gy, () (Equagdo 5.12)
3.7) checar existéncia do contato
se gn ((») > 0 = O ponto de Gauss ndo estd em contato
salvar A (map (e, p),2) = 0, p = p + 1 = voltar para o passo 3)
se gn (¢,) < 0 == O ponto de gauss estd em contato== continuar no passo 3.8)
fim 3.7)
3.8) calcular tensdes t (&), t5 e t5! (Equagdes 5.64, 5.65¢ 5.66)
3.9) calcular fungdo sinal sy, € sz, (Equagdes 5.86
3.10) verificagdo fungdo sinal s,
se A (map (e,p) ,3) = 0 ==-calcular sz, (Equacdo 5.87) e A (map (e, p),3) = s,
se A (map (e,p) ,3) # 0 = computar s7,, = A (map (e,p) ,3)
fim 3.10)
3.11) calcular a funcao de verificagdo de deslizamento f; (Equagdo 5.69)
3.12) checar a condigdo tangente
se f; < 0= O ponto de Gauss estd em ades@o —>ir para 3.A)
se fs > 0 = O ponto de Gauss esta em deslizamento —>ir para 3.B)
fim 3.12)
3.A) Condigdo de Adesdao
3.A.1) salvar A (map (e,p), 1) = &, A (map (e,p),2) = 1e A (map(e,p),3) = s,
3.A.2) calcular vetor residuo ’I/J;t e matriz rigidez Kff (Equagdes 5.73 € 5.75)
3.B) Condicao de Deslizamento
3.B.1) calcular &, (Algoritmo 2) e coordenada espacial x™ (&,,11) (Equagdo 5.7)
3.B.2) calcular os passos 3.4), 3.5), 3.6), 3.8) e 3.9) na coordenada atualizada &,
3.B.3) salvar A (map (e,p) ,1) = &41, A (map (e, p) ,2) =2 e A (map (e,p),3) = sz,
3.B.4) calcular vetor residuo v,b;;l e matriz rigidez K;l (Equagoes 5.77 € 5.81)
fim 3)
calcular parcela do elemento no vetor residuo e na matriz rigidez de contato global
¥ e K¢ (Equagdes 5.56 ¢ 5.57)
fim 2)
FIM 1) 90




6.5 Algoritmo para solucao do sistema de equacoes

O procedimento de solucdo do sistema de equagdes resultante é baseado no método de Newton-
Raphson.

Para a montagem deste procedimento, escreve-se a Equacdo 2.54 em sua forma discretizada,
utilizando as relagdes 0W (i, 6v) = dvTap e DSW (¢, 6v) [Au] = 6vI K Au, como

SVIKAu = —6viep, (6.7)

onde a matriz de rigidez global K e o vetor de residuo global 1 possuem todos os termos do
dominio e do contato.
Uma vez que as velocidades virtuais sdo arbitrdrias, pode-se reescrever o procedimneto de

Newton-Raphson como

Au=-K 'y, uq=u,+ Au (6.8)

Abaixo é apresentado o Algoritmo 5 que € utilizado no processo de solu¢do do sistema de

equagdes resultante.

Algoritmo S Solugdo para o problema de contato com grandes deformacdes.

Inicializar t = 1, k = 1 e u}, = {0} (¢ é o passo de tempo)
1) Faca ¢t = 1,..., até o numero total de passos de tempo
2) faca k = 1,..., até convergir (k € a iteragcao de Newton-Raphson)
2.1) calcular o residuo e a rigidez de contato: 4 (ut,) e K¢ (ul)
para contato sem atrito montar elemento com Algoritmo 3
para contato com atrito montar elemento com Algoritmo 4
2.2) calcular o residuo e a rigidez de sistema:
® (ut) (Equacdo 4.41) e K (ul) (Equacio 4.46 ou 4.62)
2.3) calcular o residuo e a rigidez total: ¢ = 1° + 9“ e K = K° + K¢
2.4) checar convergéncia
se |9 (ul)]| < tol = {ul} convergiu, t =t + 1 e véd para 1)
se ||¢ (ul)|| > tol =>continuar no 2.5)
fim 2.4)
2.5) resolver o sistema global Aul, = — [K] "
2.6) atualizar o ponto u}, = u}, + Auj,
2.7) voltar ao 2)
fim 2)
FIM 1)
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7 RESULTADOS

As secdes que seguem apresentam alguns problemas classicos da literatura de contato. O obje-
tivo foi utilizar as rotinas desenvolvidas para a solucao destes problemas. Primeiramente € realizada
a valida¢ao do elemento de contato em pequenas deformagdes com a solucao analitica para o pro-
blema de Hertz. Ainda em pequenas deformagdes é proposta uma verificacdo da ferramenta em
um problema com atrito. O capitulo termina com duas andlises no regime de grandes deformacdes
com solucdes de problemas conhecidos na literatura. Para alguns dos problemas aqui apresentados,
€ proposto também um estudo de verificacdo da acuricia de solucdo com o aumento da ordem de

interpolagdo do elemento de contato.

7.1 Problema de Hertz

O problema de contato de Hertz foi o primeiro caso com solu¢do analitica publicada [48].
Consiste em um problema de contato entre dois corpos compostos por material isotrépico, linear e
elastico. O contato € tratato sem atrito entre as superficies e em regime de pequenas deformagoes.
Foi considerado o modelo mecanico de estado plano de deformagdes.

Alguns exemplos de contato entre estruturas sélidas, onde se pode aplicar a teoria de Hertz,
podem ser encontrados na literatura, como por exemplo: contato entre duas esferas, entre esfera e
solo, cilindro e cilindro, cilindro e solo, etc. O exemplo aqui adotato € o contato entre um cilindro
e o solo rigido. Como representado na Figura 7.1, a solug¢do analitica para este problema pode ser
obtida a partir da tensdo analitica de Hertz para contato entre dois cilindros, fazendo o raio R e
o modulo de elasticidade s tenderem a valores altos. De acordo com [84] a solugdo analitica de

Hertz para a tensdo normal tﬁmz e o comprimento b de contato para este caso sao, respectivamente,

4
phierts () = 200 (7.1)

mh?

2R (1 — 12
b:2\/%. (7.2)
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Figura 7.1: Problema bidimensional de Hertz.

Para a construgdo destes termos foram utilizados o coeficiente de poisson v, o raio do cilin-
dro R;, o médulo de elasticidade £ e a forga aplicada a estrutura F'. Foram utilizados os dados
mostrados na Figura 7.1. Com isso, obtém-se um carregamento distribuido ¢ = 0,625 [UF/UC].
Sendo [UC'] a unidade de comprimento e [U F'| a unidade de forga.

Publicacdes recentes mostram que para se obter uma solugdo satisfatéria, com a configura-
cdo aqui utilizada, é necessario se aplicar uma malha muito refinada, entre 500 e 8000 elemen-
tos [74, 46, 102] ou 1000 e 16000 quando nao utilizada a simetria. Isso acontece pois, uma vez
que se considera o regime de pequenas deformagdes, tem-se que escolher os pardmetros do pro-
blema de forma a satisfazer as condi¢des deste regime, o que resulta em uma pequena regiao b
de contato. Logo, é necessdrio que se tenha um nimero suficiente de elementos de contato ati-
vos. O trabalho [74] mostra que, para os parametros aqui utilizados, tem-se uma regido de contato
b = 0,68077 [UC] e deve se utilizar pelo menos cinco elementos de contato nesta regido. Os re-
sultados que seguem mostram que com a aplicacdo do MEF-AOQ, é possivel se obter boas solugdes,
com malhas mais grosseiras e menos elementos de contato ativos.

A Figura 7.2 mostra as malhas utilizadas para a comparac@o das solucdes e a Tabela 7.1 os
dados de cada malha. Para todos os casos analizados para o problema de Hertz foi considerado o
solo como um elemento finito com todas as arestas restritas. A condicdo de contato inicial é que

gn = 0 no ponto de simetria do cilindro que entra em contato com o solo.
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malha m' (p=1) malha m? (p=1)

yy

malha m® (p=1) malha m* (p=1)

malha m® (p=1)

Figura 7.2: Malhas utilizadas para o problema de Hertz.
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Tabela 7.1: Dados das malhas utilizadas no problema de Hertz.

’ Malha H Elementos H Graus de liberdade H Graus de liberdade livres ‘

m! 6 28 16
m? 53 146 126
m3 156 380 360
m? 383 844 813
m° 537 1166 1135

4 e ordem de

Para a primeira andlise da ferramenta implementada foi utilizada a malha m
interpolacdao p = 1. Foi utilizado o elemento de contato mortar com penalidade e penalizador
e = 1,0 x 10°. A solugio obtida é comparada com a tensdo analitica de Hertz na Figura 7.3. A
tensdo numérica € plotada nos pontos de integracdo do elemento de contato. Tem-se, para esse caso,
cinco elementos de contato ativos. Foi utilizada a integracdo de Gauss-Legendre com n,, = p + 1

pontos de integracdo por elemento de contato, totalizando dez pontos de integracdo em contato.

— Tensdo na superficie
de contato

-4 & <& <& Tensdonuméricap=1
4 —] Tensé&o analitica de Heriz

Tensdo de contato t,,
\

0 \ ] I \ T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
posicao x

Figura 7.3: Solugdo para a malha m?* com grau de interpolagdo p = 1.

A Figura 7.4 mostra o campo de tensdes o, no dominio, computado via MEF.
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Figura 7.4: Tensdo o, no dominio obtida via elementos finitos.

Para o procedimento de aumento da ordem de interpolacdo dos elementos € importante observar
que, no caso anterior, a solugdo € obtida a partir de uma interpolacdo linear, e o gerador de malhas
(GID) aproxima a geometria por quadrados, colocando somente os nés dos vértices pertencentes
a superficie de contato I'. dentro do quarto de circunferéncia ¢ € [—g, 0} (Figura 7.1). Para um
grau de interpolacdo mais alto (acima de um) o software, hp® fem, constroi os nés de alta ordem,
colocando-os sobre os lados retos do elemento, como representado na Figura 7.5, o que resulta em

nés de aresta fora do quarto de circunferéncia ¢ € [—%, 0} .

malha m' (p=1)

Figura 7.5: Malha utilizada para o refino p (elementos com grau de interpolacdo p = 1 a esquerda
e p = 5 a direita).
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A abordagem utilizando elementos finitos de lados retos funciona bem se a superficie a ser
discretizada conserva uma pequena curvatura. Se a superficie € curvada como no caso do problema
de Hertz, o emprego de elementos retos pode produzir oscilagdes nas forcas de contato, saltos ndo
realisticos nas tensdes de contato e até mesmo a perda da convergéncia do sistema.

Entao, um procedimento simples de mapeamento dos nds da regido de contato se faz necessario.
Calculou-se as coordenadas y, de todos os nds na superficie de contato, através da equacdo da
circunferéncia ¢ € [—%,0], dada a coordenada « de cada no.

Foi avaliada a solugiio para o problema utilizando a malha m* e o grau de interpolacio p = 3,
com e sem o mapeamento curvo. Os resultados sdo apresentados novamente em termos de tensao

normal de contato nos pontos de integracao e mostrados na Figura 7.6.

Tensdo de contato t,,
\

Tensdo na supefficie
— de contato

———— Tensé&o analitica de Hertz
2 | &—©6——© Numérica p = 3 - elemento com mapeamento curvo
- A—BA—A Numérica p = 3 - elemento refo

0
T | ]

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
posicao x

Figura 7.6: Comparativo para tensoes de contato para elemento reto € com mapeamento curvo.

O campo de tensdes de contato € significativamente afetado pelo mapeamento das superficies
de contato. Para elementos de lados retos somente os nés de vértices estdao perfeitamente dentro da
circunferéncia, fazendo com que os nds de aresta tenham coordenadas y discretizadas com valores
maiores que os reais (Figura 7.7), tornando estes pontos mais afastados do alvo de contato. Isso
faz com que todas as coordenadas y dos pontos de integracdo sejam também afastadas do alvo,
uma vez que as mesmas sao obtidas a partir das coordenadas nodais. Nestas coordenadas, a tensao
para satisfazer a condicdo de ndo penetracdo é menor que em uma situacio real, onde as mesmas

estariam mais proximas ao alvo. Entdo para atingir o equilibrio, os pontos de integracao préximos
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aos vértices tendem a suportar um esforco de contato maior que os pontos de integracdo mais
internos, afetando assim todo o campo de tensdes.

Este resultado comparativo aqui apresentado, apesar de ser muito simples, mostra a importancia
deste procedimento de mapeamento da geometria de contato. Para este caso analisado a superficie
de contato € uma circunferéncia. Para uma superficie arbitrariamente curvada, faz-se necessdria a
aplicacdo de um mapeamento geral de superficies, como por exemplo através do uso de NURBS
[88].

Posigdo y discretizada
do no de aresta

3/ yA Posicdo y real
\/ do no de aresta

Figura 7.7: Detalhe da discretizacdo da superficie cilindrica.

Para esse problema € realizada a primeira andlise do ganho de precisdo com o aumento da
ordem polinomial. Para isso, realizam-se os refinos p e h.

Para o refino p, fixa-se a malha m! e variam-se os graus de interpolacio de p = 1 até p = 9,
ficando com somente um elemento na regido de contato. Estes casos sdo entdo denominados refinos
pl até p9.

Para o refino h, fixa-se o grau de interpola¢do p = 1 e variam-se as malhas de m' até m®, que
sdo denominados refinos i1 até h5. Para esta andlise é adotado um erro percentual 7, apresentado

em [109], o qual é baseado no erro da norma L? da tensdo normal de contato como

f (tHertz _ tN)2 dl"c
, = x 100% = \/ Lo v
VI, (¢ ar, VI, (¢ ar,

Os resultados sdo apresentados na Figura 7.8 para o elemento de contato mortar com penali-

leoll

n x 100%. (7.3)

dade, e na Figura 7.9 para o elemento de contato mortar com multiplicadores de Lagrange.
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Figura 7.8: Curvas de erros para o elemento de contato mortar com penalidade.

h2 Curva de Convergéncia
Multiplicadores de Lagrange

®—0—® Refinoh
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Figura 7.9: Curvas de erros para o elemento de contato mortar com multiplicadores de Lagrange.

Observa-se que para o elemento de contato mortar com penalidade (Figura 7.8), o erro atinge

um valor minimo de aproximadamente 0, 88% no refino p7. Observa-se uma oscilagdo do erro para
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os refinos acima de p5 e a indicacdo da estabilizacdo do mesmo. A mesma oscilagdo ocorre acima
de p3 para o elemento de contato mortar com multiplicadores de Lagrange (Figura 7.9), s6 que
desta vez seguido de um pequeno aumento do erro para refino acima de pb.

Para os dois elementos de contato ndo se atinge valores de erro abaixo de 0, 88%. Isso pode
estar relacionado a resolucdo de malha, ou seja, um refino Ap poderia ser avaliado no sentido de
obter melhores resultados de tensdes.

O fato de o erro ndo mais decrescer com o aumento da ordem de interpolagdo e ficar oscilando
em torno de um valor, pode também estar associado ao comportamento da solucdo analitica (Equa-
¢do 7.1). Isso também ¢é observado quando se tenta interpolar uma solugdo analitica em problemas
de projecado e a partir de um determinado grau p ndo se consegue mais alcangar uma melhora na
interpolagdo da solucdo [55].

Quando comparados os refinos p e h, pode-se observar que € possivel obter uma solugdo para
tensao de contato com melhor precisao empregando menos graus de liberdade, utilizando elementos
de contato de alta ordem. Para o elemento de contato mortar com penalidade, foi possivel obter com
308 graus de liberdade livres um erro de 0,96% com o refino p5, enquanto que para o refino hb é
alcancado um erro de 2,00% com 1135 graus de liberdade livres.

Os resultados, de uma forma geral, mostram que o refino p foi uma estratégia interessante para
este problema de contato.

A Figura 7.10 apresenta a tens@o de contato para o refino p5 com o elemento de contato mortar

com penalidade.
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Figura 7.10: Solugdo para a malha m' com grau de interpolagdo p = 5.

Abaixo sdo apresentados os resultados em termos de tempo de processamento. As andlises
foram feitas em um computador com processador Intel Core(TM) i17-2640M CPU @ 2.8GHz e
memoria (RAM) de 6,00 GB, utilizando o método da penalidade.

A Figura 7.11 apresenta o tempo de processamento em funcdo dos graus de liberdade livres
utilizados para a solu¢do do problema para os refinos / e p. Pode-se observar que € possivel, para
este problema, empregar mais graus de liberdade livres com um tempo de processamento menor
com o refino p.

A Figura 7.12 mostra o resultado para o erro percentual 7, obtido em fun¢do do tempo de
processamento requerido em cada anélise dos refinos. Pode-se observar que o desempenho do refino

p € melhor que a do refino h para este problema analisado.
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Figura 7.11: Curvas de tempo de processamento em fun¢do dos graus de liberdade livres.
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Figura 7.12: Curvas de erro percentual em fun¢do do tempo de processamento.

Um aspecto que deve ser considerado, quando se trabalha com alta ordem de interpolacao, é o
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condicionamento numérico da matriz de rigidez tangente. E importante garantir que o nimero de
condicdo da matriz de rigidez nio cresca com uma taxa pronunciada quando aumentada a ordem
polinomial. Isso garante, por exemplo, que o sistema se mantenha estdvel durante o processo ite-
rativo de solucdo. O nimero de condi¢cdo é definido pela divisdo do maior autovalor pelo menor
autovalor ndo-nulo da matriz de rigidez.

No presente trabalho, este controle € realizado com a utilizagdo dos pontos de colocacdo de
Gauss-Lobatto-Legendre na resolu¢do dos exemplos apresentados.

Na Figura 7.13, € apresentado um comparativo entre se utilizar pontos de colocacio de Gauss-
Lobatto-Legendre e os tradicionais pontos igualmente espagados. E apresentado o niimero de con-
di¢do para a matriz de rigidez tangente total (contato e sistema), utilizando o método da penalidade.
Pode-se observar que a utilizacdo de pontos igualmente espacados faz com que o nimero de con-
dicdo da matriz de rigidez tangente cresca com uma taxa pronunciada com o aumento da ordem
polinomial, o que pode ser controlado, como pode ser visto, com a utilizacao de pontos de coloca-

cdo de Gauss-Lobatto-Legenbre.

1E+009

Pontos de colocacédo

1EA008 = - 46— 9—o lgualmente espagados -

®—8—® Gauss-Lobatto-Legendre

1E+007 — — — == — — R e et

1E+006 —- — — —!— — — L il

[
[
[
1E+005 — — — —'— — — Jfffi‘f

Numero de Condicionamento

1E+004 - _ 1 _ 1 _ __ L - __ e

1E+003 |

4 5 6
Grau de interpolagdo

Figura 7.13: Numero de condicionamento em fun¢do do grau de interpolagdo.

7.2 Problema de atrito entre bloco e solo

Dado o bloco em contato com o solo mostrado na Figura 7.14, é considerado material iso-
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tropico, linear e eldstico em regime de pequenas deformagdes. Este exemplo foi escolhido para a
verificacdo do desempenho das rotinas em problemas com atrito em pequenas deformacdes, pois
o mesmo possui solucdes publicadas nas referéncias [4, 31, 82]. Foi considerado estado plano de
deformacdes e os resultados foram obtidos no presente trabalho para um penalizador e = 1, 0 x 10",

Foram utilizados n,, = p + 4 pontos de integrac@o por elemento de contato.

y
p, P,
Y Y Y Y Y Y Y Y Yy vy / ‘ Y Y Y UYOY
£ - =
A . - -
Pu| _ 1P Pyl
40 [UC] - = - w=02
| E=13x10°[UF/UCY - .
Y v =02 QE
. Lo = d -
E = 13x10°[UF/UCT x
v =0

p,= 10 [UF/UC]

80 [ucj > p.= 15 [UFAUC]

Figura 7.14: Bloco retangular em contato com solo.

Foram utilizadas duas malhas no trabalho [82] para o caso aqui apresentado, e os resultados sdo
apresentados em termos de for¢as de contato, normais e tangenciais, € deslocamento tangencial dos
nés em contato. O trabalho utiliza interpolacdo linear, produzindo dois resultados para este caso,
um empregando 16 elementos na regido de contato, resultando em um total de 17 nds nesta regido,
e outro empregando 32 elementos na regido de contato, resultando em um total de 33 nds.

Para um comparativo direto com estas solugdes, foram aqui utilizadas duas adaptacdes a partir
de uma malha com 8 elementos na regido de contato denominados caso I e caso 2. Como todos
os termos sdo comparados a nivel nodal, optou-se por se fixar uma malha e escolher um grau de
interpolagcdo que resultasse em uma mesma quantidade de nos na regido de contato. Os detalhes
podem ser vistos na Tabela 7.2 e nas Figuras 7.15 e 7.16. O nimero de nds é apresetado para a

superficie non-mortar ou contactora.
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Tabela 7.2: Comparativo de elementos e nds na regiao de contato para os dois casos analisados.

] Caso 1
Trabalho Elementos de contato | Grau de interpolagdo | Nos em contato
Presente 8 2 17
A. L. Serpa [82] 16 1 17
| Caso 2
Trabalho Elementos de contato | Grau de interpolacdo | Nos em contato
Presente 8 4 33
A. L. Serpa [82] 32 1 33

Figura 7.15: Malha com elemento de grau p = 2 (caso 1).
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Figura 7.16: Malha com elemento de grau p = 4 (caso 2).

Os nds da regido de contato sdo numerados da esquerda para a direita.

A Figura 7.17 mostra o comparativo para o deslocamento tangencial na regido de contato.

0.008 =2

0.007 —j
0.006 —|
0.005 —|
0.004 —|
0.003 —|

0.002 —

Deslocamento Tangencial

0.001 —|

0

Comparativo

@—0—® Solugédo Obtida
O—6—= Solugéo A. L. SERPA 1996

[T T rrryT

T ‘ T ‘ T ‘ T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16 17

N6 na regido de contato

Figura 7.17: Comparativo entre deslocamentos tangenciais para o caso 1.

106



Comparativo

®—@—® Solugédo Obtida
—6—=6 Solugdo A. L. SERPA 1996

T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T Y
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
N6 na regido de contato

Figura 7.18: Comparativo entre forcas tangenciais para o caso 1.

Para a curva de deslocamento tangencial do trabalho [82], observa-se uma condi¢do de desliza-
mento do nd 1 ao 10 e adesdo dond 11 ao 17.

No presente trabalho, observa-se uma pequena diferenga na curva de deslocamentos para a re-
gido de deslizamento (n6 1 ao 9) e no ponto de transi¢do da condi¢do tangencial de contato (CTC),
ocorrendo adesdo do n6 10 ao 17. Pode-se observar que no trabalho [82] ndo ocorre deslocamento
tangencial na regido de adesdo. Isso acontece porque o trabalho utiliza 0 método do Lagrangiano
Aumentado para aplicar as restricdes de contato, satisfazendo a condi¢do g = 0 para o caso
de adesdo. No presente trabalho foi utilizado o método da penalidade para problemas com atrito.
Uma limitagdo deste método é que o mesmo permite pequenos deslocamentos tangenciais rela-
tivos mesmo no caso de adesdo. Estes deslocamentos sdo utilizados para a obtenc¢ao das tensodes
de contato tangenciais proporcionais através da Equacdo 5.64. Os resultados desta limitacdo sao
modificacdes na curva de deslocamentos para a regido de deslizamento (n6 1 ao 9) e de localiza-
¢do do ponto de transicao da condi¢do tangencial de contato (CTC). O que faz sentido do ponto
de vista de equilibrio, porque uma vez que ocorre estes deslocamentos na adesdo, t€ém-se menos
deslocamentos na regido de deslizamento para se atingir o equilibrio.

Este comportamento é também observado para outros exemplos de bloco em contato com o
solo na referéncia [36]. O trabalho [36] destaca um outro fator que influencia a mudanga do ponto
de localizacdao da condicao tangencial de contato para o elemento mortar. O trabalho mostra que
ocorre uma pequena oscilacido de tensdo tangencial na regido de mudanga de condicdo quando o
ponto de transi¢do se encontra no meio de um elemento de contato. Isso ocorre porque em alguns

pontos de Gauss dentro do elemento sdo calculados o vetor residuo e a matriz de rigidez com as
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relacdes para a adesdo, e para outros pontos de Gauss estes termos sao calculados com as relacdes
de deslizamento. Esta oscilagc@o na tensd@o diminui com o refino da malha.

A Figura 7.18 mostra a curva de valores absolutos de forca tangengial | Frr|, que também ¢ afe-
tada por esses comportamentos. O pico de esfor¢o tangencial da solu¢@o obtida ocorre no primeiro
ponto de transi¢do de deslizamento do bloco, que € o n6 9. Ja na referéncia utilizada isso ocorre no
no 10. De acordo com [36], este comportamento pode ser contornado com o aumento do numero
de elementos de contato. A curva de forca normal de contato |Fyy| (Figura 7.19) ndo é afetada por

esse comportamento.

Comparativo

@—0—® Solugédo Obtida
—6—=6 Solugdo A. L. SERPA 1996

5
17Tt
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
N6 na regiao de contato

Figura 7.19: Comparativo entre forcas normais para o caso 1.
O mesmo comportamento discutido para o caso I também é observado para o caso 2. Tem-se

para o trabalho [82] uma condi¢do de deslizamento do n6 1 ao 19 e adesdo do n6 20 ao 33. E os

resultados aqui obtidos mostram um deslizamento do n6 1 ao 17 e adesdo do né 18 ao 33.
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Figura 7.20: Comparativo entre deslocamentos tangenciais para o caso 2.
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Figura 7.21: Comparativo entre forcas tangenciais para o caso 2.
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Figura 7.22: Comparativo entre forcas normais para o caso 2.

7.3 Problema do anel hiperelastico

O primeiro problema considerando grandes deformacdes € ilustrado na Figura 7.23. Consiste
na simulacdo numerica de contato sem atrito de uma anel hiperelastico com uma fundagdo. O anel
€ formado por uma parte interna, mais rigida, e outra externa. Os detalhes geométricos e materiais,
tanto do anel quanto da fundagdo, estdo dispostos na Figura 7.23. O problema foi alvo de andlise
nas referéncias [97, 36, 46].

Anel Interno
E = 10’ [UF/UCT
v =03
e=5/UC]

Anel Externo

E=10'[uF/ucy
v =03
e=5/UC]

-
50 [UC]

—
X

260 [UC]

Figura 7.23: Anel hiperelastico em contato com fundagao.
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E considerado material hipereldstico Neo-Hookeano compressivel para os dois componentes.
Com esta simulagdo € possivel avaliar o comportamento do elemento de contato em um problema
com grandes deformacdes e grandes deslizamentos sem atrito. E utilizado o elemento mortar com
penalidade e o penalizador adotado € € = 1,0 x 10°.

Um deslocamento vertical w = —50 [UC'| é aplicado no topo do anel (Figura 7.23) em 100
passos de tempo. O lado externo do anel € a superficie non-mortar (contactor) e o topo da fundagdo
é a superficie mortar (alvo). E considerado estado plano de deformacdes e Lagrangiano atualizado.
A malha utilizada € mostrada na Figura 7.24 e foram utilizados 6 pontos de integracdo por elemento

de contato de grau p = 1.

Figura 7.24: Malha para o anel hipereldstico em contato com fundagdo.
A Figura 7.25 mostra o resultado obtido para as forcas de reacdo horizontal e vertical, Fiy e Fy,

no suporte esquerdo do anel. Pode-se observar o comportamento caracteristico da for¢a de reacao

quando se passa pelo ponto de instabilidade geométrica deste problema.
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Figura 7.25: Forgas de reacdo no suporte esquerdo do anel.

A Figura 7.26 mostra o campo de deslocamentos u,, na estrutura deformada em diferentes pas-

sos de tempo da solugio.
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Figura 7.26: Campo de deslocamentos u,, para estrutura deformada em ¢ =1, 30, 60 e 100, respec-
tivamente. Fundagdo com médulo de elasticidade F = 1,0 x 108,

Foi realizada uma segunda simulagdo com os mesmos parametros anteriores, mas considerando

a fundag¢@o menos rigida. Foi escolhido um médulo de elasticidade de £ = 300 [UF/UC?| e v =

0, 3 para a fundacdo, permitindo que a mesma também entre em regime de grandes deformacdes.
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O resultado pode ser visto em termos do campo de deslocamentos u, na Figura 7.27.

Figura 7.27: Campo de deslocamentos u,, para estrutura deformada em ¢ =1, 30, 60 e 100, respec-
tivamente. Fundagdo com médulo de elasticidade £ = 300 [UF/UC?].
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7.4 Problema do canal com bloco hiperelastico

O problema consiste na simulagdo nimerica de um processo de prensagem de um bloco em
um canal. Os detalhes geométricos e materiais estdo dispostos na Figura 7.28. Este problema ¢é
apresentado em algumas referéncias na literatura [36, 97]. E considerado material hipereldstico
Neo-Hookeano compressivel para os dois componentes. Com esta simulacdo é possivel avaliar
o comportamento do elemento de contato em um problema com grandes deformacgdes e grandes
deslizamentos com atrito. O penalizador adotado € € = 1,0 x 10? e as medidas de comprimento na

Figura 7.28 estdao em mm.

450
Bloco Canal
E = 1000 [MPa] E = 21000 [MPa]
‘k Y A V=047 v =030
) Tk
398 ME 77'4706 7777777777777777777777 - 298 898 1,; Aj}i - Aj}i [ 7‘%&7'7%&7 - }&7 }Eil'* 7%i 7%i -
A f AA = 1,00
v inicial "’ w=0,10
. 800 J 200 “ 900 -
- > =< >

Figura 7.28: Problema do canal com bloco hiperelastico.

E utilizada a simetria do problema e somente a metade da estrutura é simulada.

O processo é modelado através da aplicacdo de uma condi¢do de contorno nao-homogénea
u = 1000 mm na face esquerda do bloco. A altura do bloco € maior que a do canal, impondo ao
problema uma penetracao inicial de A;,;.i; = 1 mm, aplicada a fim de se introduzir ao problema
uma tensao normal de contato. Entdo, para o primeiro passo de tempo € utilizado u = 0, para que
o codigo gere a tensdo normal necessdria a condi¢do de ndo penetracdo, separando os corpos em
contado. Apds esse passo € empregada a condi¢do de contorno nao-homogénea v = 1000 mm em
150 passos de tempo. A superficie do bloco que estd em contato € a non-mortar (contactor) e a
superficie do canal é a mortar (alvo). E considerado estado plano de deformacdes e Lagrangiano
atualizado. A malha utilizada € mostrada na Figura 7.29 e foram utilizados 20 pontos de integracao

por elemento de contato.
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Figura 7.29: Malha do problema da prensagem.

O resultado estudado € a forca de reac@o horizontal /'y na face de aplicagc@o da condi¢do de con-
torno ndo-homogénea. A Figura 7.30 mostra uma comparagdo do resultado obtido com resultados
apresentados nos trabalhos [97, 36]. Foi utilizado um grau de interpolacdo p = 2.

As oscilagdes acontecem devida a modelagem da regido de estric¢ao do canal. Como a diferenca
de rigidez entre os corpos e o angulo da subida sdo significativos, o bloco ndo se acomoda perfeita-
mente em uma pequena regiao no inicio da estriccao. Isso faz com que os pontos de integracdo que
passam nesta pequena regiao percam o contato com a estrutura, continuem deslizando e voltem
a contactar novamente. O resultado € a oscilacdo da reacdo horizontal mostrada na Figura 7.30.
Estas oscilacdes dependem do conjunto de pardmetros escolhidos para o problema (propriedades
materiais dos componentes, angulo da estriccao, etc). Estes pardmetros determinam diretamente se
ocorrerd e com qual intensidade o contato intermitente na subida. Este contato intermitente influen-
cia fortemente a resposta em termos de esforcos devido ao comportamento descontinuo da fungao
de penetracdo (Equacdo 3.23). A descontinuidade ocorre devida a mudanca repentina na direcao
dos vetores normal e tangente no inicio da estric¢ao.

Os resultados mostram que para o elemento mortar de contato, a amplitude de oscilacdo €
menor que no elemento NTS [97, 36].
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Figura 7.30: Comparativo entre solu¢des para o problema de prensagem.

A Figura 7.31 mostra os resultados obtidos para grau de interpolacdo p = 2 e p = 3. Pode-se
observar que o aumento do grau de interpolacdo promove uma diminui¢do das oscilacdes e suas
amplitudes. O aumento da ordem do elemento melhora a interpolacdo da fun¢do de penetracdo
discretizada, dada pela Equacdo 5.12, e permite que o bloco fique com uma superficie de contato

mais suave na transicao da estric¢ao.
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Figura 7.31: Comparativo entre solu¢des para aumento do grau de interpolacao.

A Figura 7.32 mostra o campo de tensoes o, para diferentes passos de tempo.
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Figura 7.32: Campo de tensdes o,,, para estrutura deformada em ¢ =1, 55, 105 e 150, respectiva-
mente.
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8 CONCLUSOES

O trabalho teve como alvo de estudo problemas bidimensionais de contato com pequenas e
grandes deformacdes, atrito e sem considerar efeitos termomecanicos. Do ponto de vista de formu-
lagdo, a contribui¢do foi a extensdo do elemento de contato quadratico apresentado em [97, 36] para
alta ordem de interpolacdo. Este elemento € construido a partir do método mortar de decomposi-
cdo de dominios discretizados. As referéncias atuais mostram que este tipo de formulacao tem sido
amplamente aplicada de forma eficiente no contexto atual [36, 73, 74, 77, 78, 79, 80, 105, 102],
mas é considerada de dificil implementacdo [76]. Portanto a maior contribui¢do realizada foi a
implementacdo computacional deste elemento no software de MEF-AO hp? fem.

Foram apresentadas soluc¢des para alguns problemas cldssicos da literatura de contato. Os resul-
tados obtidos, de uma forma geral, tanto para pequenas como para grandes deformagdes, mostram
que a alta ordem de interpolacdo pode ser considerada uma interessante estratégia neste tipo de pro-
blemas, quando o foco em anélise € o estudo das tensdes e esfor¢os gerados pelo contato. Quando
analisado o refino p uniforme (mesmo grau de interpolacdo para o dominio e regido de contato),
pode-se observar que € possivel se obter uma solugdo para tensdao de contato com melhor precisao.

Para os problemas com grandes deformagdes, apesar de terem sido observadas melhoras signi-
ficativas na solucdo com o aumento da ordem de interpolacdo, ainda se faz necessdria uma analise
mais rigorosa do emprego de alta ordem, pois, ao se trabalhar com MEF-AQ, tem-se o problema do
aumento excessivo de graus de liberdade do problema e de tempo computacional de andlise. Logo,
para uma melhor avaliacdo do ganho com o aumento do grau de interpolagdo para estes problemas,
seria necessdria a implementagdo de uma estratégia de refino p ndo uniforme juntamente com uma
hp. Isso permitiria o aumento da ordem de interpolagdo somente na area de contato.

Para o elemento de contato com atrito foi utilizada a abordagem do movimento do cone de fric-
cao proposta em [98]. A mesma resulta em um algoritmo mais simples que as estratégias usuais, €
explora a formulag¢do baseada no método da penalidade. Isso permite descrever a parte de contato
com atrito utilizando um tnico vetor de penetracdo g, sem dividir a restri¢ao de contato em normal
e tangencial. A utilizacdo desta estratégia resulta em uma matriz de rigidez de contato com menos
termos, mas insere na formulacao a limitagdo de permitir pequenas penetracdes na regido de con-
tato, assim como pequenos deslocamentos tangenciais relativos no caso de adesdo. Estas pequenas
penetracdes e deslocamentos tangenciais relativos numéricos sdo necessarios para obtencdo do ve-
tor de tensOes de contato proporcional através da Equacdo 5.59, mas fazem com que a formulagao
ndo atenda de forma exata as condi¢des de KKT gy < 0 e de adesdo g = 0. Os resultados desta

limitacdo foram observados na andlise do problema de contato de bloco com o solo. Uma forma
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de contornar este problema € a implementacdao de métodos que adicionam as retricdes de contato
atendendo de forma exata estas condi¢des, como por exemplo o método dos multiplicadores de
Lagrange e método do Lagrangiano Aumentado.

Baseadas na contribui¢des e nas consideracdes levantadas no presente trabalho, algumas suges-

toes sdo apresentadas para trabalhos futuros:

8.1 Sugestoes de trabalhos futuros

* Implementar uma estratégia de refino p ndo-uniforme;

— Isso permitiria o aumento da ordem de interpola¢ao somente na regido de contato, pro-

movendo uma reducio do custo computacional necessario para a andlise.

* Desenvolver estratégias para avaliacdo do desempenho do elemento de contato de alta ordem

em grandes deformacoes;

— Para a avaliacdo do ganho de acuridcia com o aumento da ordem de interpolacdao do
elemento de contato em problemas com grandes deformagdes, para os quais nao existem
solucdes analiticas. Isso pode ser realizado com estimadores de erro a posteriori para
problemas de contato baseados em recuperacao de tensdes disponiveis na literatura [57,
97].

* Implementar o elemento de contato de alta ordem aqui proposto com mapeamento das super-
ficies com NURBS;

— Para o caso do cilindro onde ocorreu o problema de instabilidade defido o emprego de
elementos retos, a corre¢do aqui aplicada foi simples, por se tratar de uma circunferén-
cia. Para uma superficie arbitrariamente curvada, faz-se necessdria a aplicacdo de um
mapeamento geral de superficies, como por exemplo através do uso de NURBS [88], o

que proporciona robustez e acurdcia superior a formulacao.

* Implementar um modelo virtual do olho humano para andlise de tensdes na retina, utilizando

o elemento de contato aqui desenvolvido;

— Uma sugestdo importante proposta em [12] € a anédlise das tensdes de cisalhamento no
contato retina e cordide, o que permitiria entender um pouco melhor as altera¢des na

anatomia e na fisiologia relacionada as alteragdes patoldgicas. Para isso, ao contrario
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do que foi feito em [12], deve-se considerar que a retina e a esclera ndo estdo fixadas.
Outra sugestao € considerar contato entre coroide e esclera com atrito, para obtencao de

um modelo mais realistico.

* Desenvolver e implementar o elemento de contato proposto adicionando as restricdes com o

método do Lagrangiano Aumentado;

— Utilizar um método que adiciona as retricdes de contato atendendo de forma exata as

condicdes de KKT gy < 0 e de adesdo g = 0;

* Desenvolver uma versado paralelizada de alto desempenho dos cédigos resultates do presente
trabalho.

— Para reduzir tanto o tempo computacional quanto os requerimentos de memoria em-
pregados na simulacdo de problemas de contato com grandes deformacdes empregando
MEF-AOQ, é necessdrio o desenvolvimento de ferramentas para solugdes desta classe de
problemas baseadas em arquiteturas de computacdo paralela [17]. Devida a estrutura
especial da matriz de rigidez global das formulagdes de contato com atrito, é esperado
que a implementacdo de uma arquitetura paralela seja um desafio, assim como uma

importante contribuicao cientifica [102].
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