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Resumo

FRANCHINI, L.J. Resposta Temporal de Vigas com Vibro-Impacto Utilizando Modelos de Forca
de Contato. 2013. 113p. Dissertacdo (Mestrado). Faculdade de Engenharia Mecanica, Universi-

dade Estadual de Campinas, Campinas.

O vibro-impacto de vigas ocorre devido ao contato intermitente das estruturas na presenca de
folgas, gerando degaste excessivo, vibracdo com grandes amplitudes, falhas prematuras de com-
ponentes e alto nivel de ruido. A determinagdo da resposta no dominio do tempo do sistema,
ou seja, deslocamentos, velocidades e aceleragdes, juntamente com os esforcos de contato sdo de
fundamental importancia para o projeto desses sistemas, na prevencao de falhas e no controle de
vibragdes e ruido. Foi desenvolvido um cddigo utilizando a linguagem MATLAB que a partir dos
dados de uma malha de elementos finitos de viga, determina a resposta dinamica da viga sobre a
condicdo de vibro-impacto. A resposta dindmica foi obtida utilizando a integracdo numérica da
equagdao do movimento discretizada. Os métodos de integragdo numérica da diferenca centrada,
Newmark e alpha-HHT foram implementados para o caso de contato intermitente e utilizados na
determinacdo da resposta dindmica da estrutura. A condi¢io de contato intermitente originada pelo
processo de vibro-impacto foi tratada avaliando a condi¢do de ndo penetragdo dos corpos nos ins-
tantes de tempo especificos definidos pelo intervalo de tempo utilizado na integracao numérica. Os
modelos de contato mecanico utilizados foram os modelos de for¢a de contato proporcional e o

cubico.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos, Dinamica estrutural, Andlise no dominio do tempo,

Mecanica do contato, Vibracao.
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Abstract

FRANCHINI, L.J. Time Response of Beams with Vibro-Impact Using Contact Force Models.
2013. 113p. Thesis (Master). Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas, Cam-

pinas.

The vibro-impact of beams occurs due to intermittent contact of the structures in the pre-
sence of clearances, generating excessive wear, vibration with large amplitudes, premature failure
of components and high noise level. A MATLAB code was developed using the finite element
model of the beam, obtaining the dynamic response of the beam with the vibro-impact condition.
The dynamic response was obtained using numerical integration of the discretized equation of mo-
tion. The numerical integration method of the central difference, Newmark and alpha-HHT were
implemented for the case of contact and used for the determination of the structure time response.
The contact condition caused by vibro-impact process was treated evaluating the condition of non-
penetration bodies in specific instants of time defined by the numerical integration method. The

mechanical contact models proportional force and cubic force were used.

Keywords: Finite element method, Structural dynamics, Time domain analysis, Contact mechanics,

Vibration.
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1 INTRODUCAO

Sistemas com vibro-impacto envolvem multiplas intera¢des de impacto, ou seja, o sistema é
submetido a impactos repetitivos. Na maioria dos casos hd uma perda de energia e o coeficiente de
restitui¢do associado mede o grau de dissipa¢cdo da energia durante o evento. A escala de tempo
envolvida durante o impacto € muito menor do que a escala de tempo da frequéncia natural do
sistema (Ibrahim, 2009).

A solucdo de problema de vibro-impacto envolve um esforco computacional elevado, em vir-
tude da ndo linearidade provocada pelo contato intermitente de componentes do sistema. Muitos
trabalhos foram realizados considerando sistemas de corpos rigidos com parametros concentrados.
Recentemente, modelos mais realisticos nos quais os corpos sdo considerados elasticos estdo sendo
utilizados na busca de melhor representagdo dos fendmenos envolvidos. A grande dificuldade se
encontra na abordagem da interagdo de contato entre os corpos, onde dependendo do tratamento
das forcas de contato envolvidas a conservacdo da energia € violada, o que leva a instabilidades
numéricas, provocando oscilagdes no campo de deslocamentos e de tensdes da regido de contato,
dificultando a convergéncia do problema e provocando perda da acuricia da solucdo obtida, (Laur-
sen, 2003) e (Pozzolini et al., 2011).

Recentemente a indudstria tem demostrado grande interesse no problema de vibro-impacto
devido degaste excessivo, vibracdo com grandes amplitudes, falhas prematuras de componentes e
ao alto nivel de ruido provocado por este fendmeno, (Yin et al., 2007). Por exemplo, na inddstria
automotiva onde o nivel de ruido e vibracdo dos componentes dos automéveis € considerado um
fator importante, desenvolvimentos continuam sendo feitos nos projetos para reduzir o ruido inde-
sejado. Outro exemplo ¢ a falha das valvulas de compressores por fadiga, ocasionada pelo impacto
repetitivo das valvulas com o assento, que responde por grande parte das falhas desses equipamen-
tos sendo de grande interesse dos fabricantes a prevenc¢ao desta falha, (Lajus, 2012). A perfuragao
de pocos em rochas duras ainda € um grande desafio para as companhias petroliferas e pesqui-
sas que utilizam a energia de vibrag@o axial para gerar vibro-impacto visando aumentar a taxa de
perfuracdo estdo sendo realizadas, (Aguiar e Weber, 20006).

Em muitas outras situacdes corriqueiras da industria pode-se encontrar a condi¢do de vibro-
impacto, como o impacto de gelo flutuante com navios, as ondas do mar batendo em estruturas
of f — shore, navios colidindo contra o cais, par de engrenagens com folga, colisdo das cordas
vocais humanas, presenca de folga entre rotor e estator, folgas desenvolvidas no suporte das bar-
ras de combustivel nuclear, corpos eldsticos ligados imperfeitamente, usinagem ultrassonica, etc.,
(Ibrahim et al., 2009).



O conhecimento da reposta temporal da estrutura e da magnitude e forma de variagdo ao
longo do tempo dos esfor¢os de contato, originados pela condi¢do de vibro-impacto sao fundamen-
tais para o prevenc¢ao da falha desses sistemas e para desenvolvimentos de melhorias na operagao
dos mesmos.

A andlise em frequéncia do fendmeno de vibro-impacto tem sido amplamente utilizada, espe-
cialmente nas situacdes onde a reducao do ruido e o controle de vibracdo € o interesse. No entanto
em situagdes onde as forcas desenvolvidas durante o impacto sdo cruciais, como no caso de falha
por fadiga e desgaste dos sistemas, onde a histéria temporal das forcas desenvolvidas sdo necessa-
ria para o dimensionamento dos sistema, a anélise temporal tem sido empregada. Desta forma, de
acordo com as caracteristicas do sistema em andlise a abordagem temporal é mais adequada que a
andlise em frequéncia e vice-versa.

Em grande parte dos sistemas mencionados anteriormente, a estrutura € modelada como uma
viga engastada livre, especialmente a valvula de palheta do compressor e barras reguladoras do
reator nuclear.

Este trabalho apresenta interesse em estruturas mecanicas que podem ser modeladas como

vigas, onde estas estdo sujeitas a condi¢cdo de vibro-impacto.

1.1 Objetivo

O objetivo principal deste trabalho é implementar uma cédigo computacional utilizando a
linguagem MATLAB que seja capaz obter a reposta dinamica de vigas em situagdes onde fendmeno
de vibro-impacto estd presente.

Utilizando para representacao da interagao de contato entre as viga - viga ou viga - obstaculo
o modelo de for¢a de contato linearmente proporcional € o modelo cubico.

Na determinacdo da resposta dindmica via integragdo numérica da equacdo do movimento da
estrutura serd feita utilizando os seguintes algoritmos de integragdo temporal: 0 método diferenca
finita centrada (DFC), o método de N ewmark e o método a«— H HT (Hilber — Hughes—Taylor).

Desta forma deseja-se obter a variagdao temporal do deslocamento, velocidade, aceleragdo e

for¢a de contato de estruturas formadas por vigas sob a condi¢ao de vibro-impacto.



1.2 Divisao do trabalho

O presente trabalho € divido em sete capitulos, no qual no capitulo dois € realizada uma breve
revisdo bibliografica sobre o fendmeno de vibro-impacto. Onde aspectos basicos do fendmeno sdo
apresentados e alguns trabalhos relacionadas sdo discutidos.

No capitulo trés, o modelo matematico do continuo € apresentado e particularizado para viga
de Fuler — Bernoulli, e em seguida as equagdes obtidas sdo discretizadas utilizando o método
dos elementos finitos.

No capitulo quatro aspectos relacionados a mecanica do contato sdo apresentados. Em se-
guida os modelos de forca de contato sdo introduzidos e o equacionamento do modelo de contato
proporcional e cibico sido desenvolvidos. E por fim as equacdes de contato sdo discretizadas.

No capitulo cinco os métodos de integragdo temporal sdo apresentados e a discretizagao tem-
poral da equagdo do movimento com os modelos de contato inseridos € realizada para os esquemas
de integracdo numérica da diferenca finita centrada, Newmark e o« — HHT.

No capitulo seis os resultados sao apresentados. Uma verificagdo dos métodos de integracao
¢ realizada. Em seguida, os resultados para o problema de vibro-impacto de uma viga que impacta
contra dois obstdculos rigidos sdo apresentados e discutidos. Para concluir, o problema de vibro-
impacto entre vigas € discutido e os resultados obtidos sao apresentados.

No capitulo sete sdo apresentadas as conclusdes dos estudos realizados e juntamente com as

propostas de trabalhos futuros.



2 VIBRO - IMPACTO

2.1 Revisao bibliografica

O fendomeno de vibro impacto € caracterizado pela ocorréncia de impactos repetitivos, de-
vido a vibracao do sistema na presenca de folga entre os corpos. A existéncia de impactos faz com
que o sistema seja descontinuo e fortemente ndo linear, (Yuan e Jianhua, 2011). O impacto ocorre
quando corpos com diferentes velocidades entram em contato (Wriggers, 2002). Algumas das ca-
racteristicas do fendmeno de impacto sdo: a curta duraciao do evento, alta magnitude das forcas de
impacto, rapida dissipacao de energia e altas aceleragdes, estas provocadas pelas mudancgas bruscas
na amplitude e sentido da velocidade dos corpos, Aguiar (2006).

Segundo Stronge (2000), a cada instante durante o impacto a pressdao nas superficies que
estdo em contato criam forcas de a¢do ou reacdo que atuam em dire¢do opostas, resistindo a in-
terpenetracdo dos corpos. Inicialmente a forca de contato aumenta com a deformag¢do dos corpos,
reduzindo a velocidade em que os corpos se aproximam. Em algum instante durante o impacto, o
trabalho realizado pela forca de contato € suficiente para que a velocidade de aproximacao dos dois
corpos seja zero. Assim, a energia armazenada durante a compressdo, impulsiona os corpos, até
que, finalmente eles se separam com alguma velocidade relativa.

O fendmeno de impacto é de modelagem complexa por envolver diversos fendmenos nao
lineares. Uma das hip6teses mais utilizadas no estudo de sistemas com impacto € de que os corpos
sao rigidos e desta forma considera-se que nao hd deformacgdo durante a colisdo ou que essas podem
ser desprezadas. No entanto, sabe-se que esta hipétese ndo é verdadeira para diversas situagdes
reais, (Mattos, 1998). Se as deformagdes sdo consideradas para o efeito da modelagem do sistema,
estas podem possuir uma relacdo linear ou néo linear com a forca atuante na regido de contato.

De uma forma bastante abrangente, dois métodos diferentes sao utilizadas para a modelagem
do impacto. O primeiro método assume que a interagdo entre 0s corpos impactantes ocorre em
um espaco de tempo curto de forma que a configuragdo dos corpos antes e depois do impacto nao
apresentem mudangas significativas. Esta abordagem € denominada de método discreto, e constan-
temente € aplicada para descrever o impacto de corpos rigidos, onde a duracdo do impacto tende
para zero e a for¢a de impacto tende para o infinito, (Aguiar, 2006; Brach, 1991). A anélise dina-
mica nesta abordagem restringe-se a andlise antes do impacto e depois do impacto. Desta forma,
as velocidades apds o impacto sdo obtidas resolvendo as equagdes da quantidade de movimento
linear e angular, juntamente com um coeficiente de restituicdo, onde este coeficiente de restituicao

nao depende somente das propriedades materiais dos corpos, mas também de sua geometria e da



velocidade inicial de impacto, (Aguiar, 2006).

Esta abordagem foi extensivamente estuda na literatura, sendo que diversos trabalhos podem
ser encontrados. Por exemplo, o trabalho de Yuan e Jianhua (2011), que estudaram a perda e a cri-
acdo da simetria de bifurcacdo, em sistemas de vibro-impacto com restri¢ao bilateral. Ja Luo et al.
(2007) estudou a bifurcagdo de dois pontos em sistemas de vibro-impacto, que podem ser associa-
dos a fortes ressonancias. Por outro lado, Manevitch e Gendeman (2008) estudaram a resposta de
sistemas oscilatérios com vibro-impacto estritamente nao lineares utilizando varios modelos fisicos
para representar o problema. Um estudo de sistemas de multiplos graus de liberdade com vibro-
impacto utilizando modelos de coeficientes de restituicdo foi realizado por Wagg e Bishop (2000).
Muitos outros trabalhos podem ser encontrados em Ibrahim (2009), que apresenta uma extensa
revisdo sobre a dinAmica de vibro-impacto.

O segundo método € denominado de andlise continua, ou ainda, de método baseado em forga,
(Gilardi e Sharf, 2002) . Este € baseado no fato de que a for¢a de interacao age de modo continuo
durante o impacto. Esta abordagem € realizada adicionando um termo de for¢a de contato na equa-
cdo do movimento durante o periodo de duragdo do impacto. Isto permite uma melhor descricao
do comportamento real do sistema, sendo esta andlise a mais adequada e mais compativel com
problemas que envolvem situacdes complexas de impacto, multiplos impactos e vibro-impacto.

Desta forma, modelos de forca de contato sdo adicionados a equagdo do movimento do sis-
tema, sendo denominados de modelos fenomenoldgicos ou constitutivos. A principal aplicagdao
deste método tem sido em problemas de vibro-impacto, em que um dos corpos pode ser modelado
como rigido e outro deformdvel. Alguns dos principais modelos utilizados na literatura, referentes a
vibro-impacto sao: a lei de contato de Hertz, modelo do potencial, modelo proporcional, o modelo
proporcional suavizado e o modelo cubico.

Diversos trabalhos que utilizam este método podem ser encontrados na literatura especifica.
Por exemplo, o trabalho de Leib ez al. (2010), no qual, os autores realizaram a simula¢do do cabo
da caixa de cambio de um automdvel que impactava contra o revestimento de material compdsito
que o protege. Nas simulagdes, o modelo de viga foi utilizado para representar o cabo e o revesti-
mento. A lei de contato utilizada foi considerada plastica. As simula¢des foram feitas utilizando o
software comercial Abaqus. A Figura 2.1 mostra os resultados obtidos para aceleracdo utilizando

duas amplitudes diferentes de excitacao.
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Figura 2.1: Resultados obtidos por Leib et al. (2010): o grafico da esquerda € a resposta temporal
da aceleracdo medida quando o cabo esta sob uma excitagdo de 2m/s* e o da direita sob uma
excitagdo de 4 m/s?, ambas na frequéncia de 106 H z, figura retirada de (Leib et al., 2010).

Notam-se picos na aceleragdo em ambos os gréficos da Figura 2.1 que sdo caracteristicos do
fendmeno de vibro-impacto. Observa-se também que os picos apresentam maior magnitude no gra-
fico da direita, onde a amplitude da excitacdo € maior. Ambos os graficos ilustram a caracteristica
descontinua da aceleracdo, que estd associada ao fendmeno de vibro-impacto.

Outro trabalho relacionado ao método de andlise continua € o de Park ef al. (2011), que reali-
zaram a simulacdo de barras reguladoras de um reator nuclear excitadas por uma carga harmonica
que provocava o impacto destas contra seus suportes. As barras reguladoras do reator nuclear fo-
ram modeladas como vigas e a for¢a de contato foi assumida ser fun¢do da deformagao dos corpos,
possuindo duas regides com comportamentos distintos. Estes modelos foram considerados conti-
nuos, de forma que a for¢a de contato na iteracao atual pode ser representada por uma expansao em
série de T'aylor da forca no instante anterior. Para a simulacdo temporal, o método de Newmark
foi utilizado. Os autores relatam boa concordancia com resultados experimentais disponiveis para
este problema. Outro trabalho que também faz uso da expansdo em série de T'aylor da forca de
contato foi realizado por Knudsen e Massih (2000), no qual os autores estudaram o desgaste nas
barras reguladoras do reator nuclear, provocado por vibro-impacto.

Dumont (2002) investigou o comportamento de uma viga engastada-livre que impacta con-
tra dois obstaculos rigidos como mostrado na Figura 2.2, na determinacdo da resposta temporal
diferentes esquemas de integracdo temporal foram utilizados, tais como: diferenca finita para trés
(backward), método de Runge — Kutta e o método o« — HHT. Em suas conclusdes os auto-
res afirmam que o método o — H HT' se mostrou mais adequado ao problema de vibro-impacto,

uma vez que este integrador apresentou menor tempo computacional comparado ao método de



Runge — Kutta, sendo de simples implementacdo e permitindo ainda amortecimento dos modos
espurios de alta frequéncia '. O autor ainda comenta a complexidade observada no movimento da
viga, reportando a observacdo de movimentos irregulares e algumas vezes cadtico. O autor ainda
relata que o impacto provocou excitagdo de multiplas frequéncias naturais da viga. Por fim, ainda
afirma que o nimero de impactos pode depender do esquema de integracdo usado e do parametro

de amortecimento.

o(t)

Figura 2.2: Viga engastada livre excitada por um oscilagio de base ¢(¢) impactando contra dois
obstaculos, figura retirada de (Dumont, 2002).

Dando continuidade ao trabalho anterior, Dumont e Paoli (2006) utilizaram o mesmo pro-
blema citado anteriormente, no entanto, eles estudaram a convergéncia da solucdo do problema.
Segundo os autores, pequenos passos de integracdo sao necessarios para que a convergeéncia seja
alcangada quando o método de Newmark € utilizado. Se um passo grande € utilizado, o sistema
tende a instabilidade apds um certo periodo, apesar do problema convergir, a condi¢cao de nao pe-
netracdo nao é completamente satisfeita. Por fim, os autores apresentam uma modificacdo para o
método de Newmark, visando amenizar os efeitos de instabilidade observados atribuidos ao fato
do esquema de integracdo temporal ndo conservar a energia durante 0 impacto, mesmo o sistema
fisico ndo sendo dissipativo.

Relacionado as dificuldades na obtenc¢do de uma solu¢@o, Khenous et al. (2008) afirmam que
as instabilidades observadas nos trabalhos anteriormente citados estdo relacionadas aos termos da
matriz de massa associados ao contorno em que o contato ocorre. Desta forma uma redistribuicao
da massa do sistema € proposta, onde a inércia da regido de contato € redistribuida para o interior

do corpo. Um problema elastodinamico bidimensional foi solucionado para avaliar o desempenho

"Modos espiirios: sio solucdes originadas por erros numéricos e ndo representam a fisica do problema



desta modificacdo. Diferentes métodos de integracao foram utilizados, com e sem a modificacao
proposta. Segundo os autores, os métodos com a redistribuicdo de massa apresentaram melhor
conservacao da energia do sistema e ainda redug@o nas oscilagdes da tensdo e do deslocamentos
da regido de contato. Segundo os autores isso ocorre porque a redistribui¢do de massa leva a um
melhor condicionamento do sistema. As Figuras 2.3 e 2.4 mostram os gréaficos da pressao de contato

e da energia do sistema para o problema eslastodindmico resolvido por Khenous et al. (2008).
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Figura 2.3: Reducdo das oscilacdes da tensdo de contato utilizando o método da redistribuicdo de
massa e Newmark com At = 1 x 1072 s, (Khenous et al., 2008).
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Figura 2.4: Conservagao da energia do sistema utilizando o método da redistribui¢cdo de massa e
Newmark com passo de 1 x 1073 s, (Khenous et al., 2008).

No caso sem a redistribuicdo de massa, os modos espurios surgem perturbando a solug¢do do
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sistema, como pode ser visto nos graficos da esquerda nas Figuras 2.3 e 2.4 respectivamente. No
entanto, mesmo com a redistribuicao de massa, o sistema ainda ndo conserva a energia, como pode
ser visto no grafico da direita da Figura 2.4.

Pozzolini et al. (2011) estudaram o problema de uma viga engasta-livre que impacta contra
dois obstdculos rigidos utilizando diferentes métodos de integracdo com a adi¢do de uma lei de
impacto na forma de um coeficiente de restitui¢cdo. No entanto, os resultados mostram que para
um impacto conservativo com coeficiente de restitui¢do unitario, a energia do sistema nao é con-
servada. Apesar do sistema ndo apresentar divergéncia, as oscilacdes na regido do contato ainda
estdo presentes. Por outro lado, o coeficiente de restituicdo menor que a unidade permite introduzir
alguma perda de energia durante o impacto, podendo ser uma boa alternativa para representar o
caso onde a dissipacdo de energia devido a colisdao deve ser considerada. A Figura 2.5 mostra o

grafico do deslocamento da viga obtido por Pozzolini ez al. (2011).
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Figura 2.5: Deslocamento da viga impactando contra dois obstaculos utilizando método de New-
mark com coeficiente de restitui¢io zero e passo de 1 x 107 s, o eixo vertical € a amplitude [m] e
o eixo horizontal é o tempo em [s], figura retirada de Pozzolini et al. (2011).

O processo de vibro-impacto 0s corpos entram em contato € se separam indmeras vezes.
Sendo necessdrio utilizar um processo numérico de integracao da equagdo do movimento para ob-
ter a resposta temporal do sistema. Segundo (Deuflhrd et al., 2008), o desenvolvimento de esquemas
eficientes e estdveis ainda € um desafio, devido principalmente a forma de avaliacdo da condicdo
de ndo penetragdo na interface de contato. Sua avaliacdo inadequada pode levar a oscilagdes es-

purias na interface de contato, estas sdo oscilagcdes que surgem por erros numéricos, deteriorando
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a precisao da solucdo obtida, além de geralmente aumentar o tempo computacional consideravel-
mente. Segundo Laursen (2003), os efeitos das interacdes de impacto na estabilidade numérica da
andlise dindmica podem ser a primeira vista dificil de contornar, mesmo em situa¢des onde a nao
linearidade é provocada apenas pelo contato. Em problemas envolvendo mais ndo linearidades,
acredita-se que estes efeitos sejam mais pronunciados.

No fendmeno de vibro-impacto, diversas questdes estao presentes como o contato, a dindmica
do sistema e os esquemas de integracdo temporal. Desta forma, estes assuntos serdo abordados mais
detalhadamente nas préximas secdes, buscando uma melhor compreensdo do fendmeno de vibro-

impacto.
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3 FORMULACAO MATEMATICA

3.1 Modelo de viga

O modelo estrutural de viga desenvolvido por Euler — Bernoulli ¢ um modelo unidimen-
sional onde o comprimento L € muito maior que as dimensdes da secdo transversal. As seguintes

hipéteses cinemadticas sdo admitidas:

e O carregamentos admitidos sdo as cargas concentradas ou distribuidas na direcao transversal

e momentos concentrados na dire¢do normal ao plano da viga;
e Pequenas deflexdes e rotagdes;
e A viga € esbelta, ou seja, o comprimento ( L ) € muito maior que a espessura ( h );
e Somente esfor¢os de flexdo sdo considerados;

e Dada uma sec¢do plana e perpendicular a linha de referéncia na configuragido indeformada,
esta permanecerd plana e perpendicular a linha de referéncia na configuragao deformada,
sofrendo apenas uma rotacdo 6,. Desta forma, este modelo ndo considera o efeito do cisalha-

mento transversal;

e Em uma fibra vertical n@o ocorre extensao ou compressao nesse sentido.

A Figura 3.1 mostra a cinemaética de uma viga fletida onde as hip6teses cineméticas adotadas podem

d

ser visualizadas.

L

Figura 3.1: Cinematica da viga de Fuler — Bernoulli
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A secdo transversal AA sofre um deslocamento vertical v da direcdo transversal e uma rota-
¢do 6, que provoca um deslocamento u na dire¢do x que faz a se¢do AA assumir a posi¢do AA". A

Figura 3.2 mostram em detalhe da se¢do AA’.

Figura 3.2: Detalhe da se¢do deformada da viga

Assim, as seguintes relagdes podem ser escritas:

Axr = ysenf, (3.1)
Av

e para pequenas rotacdes tem-se que tg ., ~ 6., o que implica pela Equacio (3.1) que Ax é muito
pequeno e que no limite tem-se:
Av  dv
— ==, 33
romo Az da (3-3)
e o deslocamento do ponto P para P’ na dire¢do x é dado por:
dv
u=(r—Az)—z=—-Ar=—yb0,=y— (3.4)
dz
e assim o campo de deslocamento da viga pode ser escrito em termos das componentes de desloca-

mento horizontal u e transversal v pela seguinte expressao:
dv
u —_—
w— ) Ve L (35)
v v ()
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As deformacdes sofridas pela viga quando submetida aos esfor¢os compativeis com as hi-
péteses adotas sdo dadas pelo tensor de deformagdes in finitessimal. Que € fungdo do campo de

deslocamento u e v da seguinte forma:

1 v G (E-2) 0
e=5 (VutVu')=| 3 (2-2) 0 0 (3.6)
0 0

assim a componente do tensor de deformacdes que ndo € nula € a componente €,,, dada por:

d*v
Cor =Y 7 - (3.7)
Utilizando o principio do trabalho virtual, que diz que um corpo deformavel estd em equili-
brio se a soma do trabalho virtual externo com o trabalho virtual interno € zero para os desloca-
mentos virtuais v que satisfazem as equacdes cinematicas e condi¢des de contorno cinemadticas, ou

seja, para 60U que sejam cinematicamente admissiveis. Assim escrevendo na forma integral tem-se:

/5€.crdV+/,056.’&dV—/56.de—/5T:.tdS:O (3.8)
B B B S

onde onde o € o tensor de tensdes de C'auchy , b é a carga de corpo e pu é a forca de inércia, t é
o vetor de cargas de superficie aplicadas no contorno da viga, p, € o vetor das cargas concentrada

aplicadas no contorno da viga e € s@o as deformagdes virtuais dada pela seguinte relagio:

0€

N | —

(Vév + Vo) (3.9)

a componente das deformacdes virtuais ndo nula € )¢,.,., dada por:

d?6v
dx?

O tensor de tensdes de C'auchy o pode ser relacionado com o tensor de deformagdes por

(3.10)

€xa = )

meio da do tensor de elasticidade C'. Assumindo que o material seja linear elastico e isotropico.

Assim o tensor de tensdes o relaciona-se com as deformagdes €, da seguinte forma:

o=Ce 3.11)

para a viga a componente nao nula do tensor de elasticidade estd na direcao zx, dada por:
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As cargas externas aplicadas compativeis com o modelo de viga sd@o: uma carga transversal
distribuida ao longo do comprimento da viga denominada de ¢ (x) que representa um carga de
corpo, forcas e momentos concentrados. A Figura 3.3 mostra os esfor¢os que podem ser aplicados
ao modelo de viga.

R 2 T Y

0
Vo VT
T L L

< >

Figura 3.3: Esforcos externo atuantes na viga .

Substituindo a Equacio (3.7) na Equagdo (3.8) juntamente com as cargas aplicadas ao longo
do contorno da viga, sendo o contorno S da viga definido pelo intervalo [0, L] e o diferencial de

volume dado por dV = A dx tem-se:

L d285v d?v L L
/ EI — dx—i—/ pévi}Adx—/ v q(x) de—[Vp—Vp|ov+[ M — Mp) 660 = 0 (3.13)
0 dr dx? 0 0

1:/ y* dA (3.14)
A

A Equacdo (3.13) representa a equagdo do movimento para o modelo de viga de Fuler —
Bernoulli na forma variacional também conhecida como forma fraca (onde os requisitos de conti-
nuidade do campo em questdo sdo reduzidos) da equagdo do movimento, respeitando as hipdteses
definidas anteriormente.

Na préxima secdo a discretizacdo espacial da equacdo do movimento da viga de Fuler —

Bernoulli na forma fraca € feita utilizando o método dos elementos finitos.
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3.2 Discretizacao das equacoes do movimento

Para resolver a forma integral da equacdo do movimento da viga na forma fraca, obtida uti-
lizando o método dos trabalhos virtuais utiliza-se o método de elementos finitos, onde o dominio
¢ dividido em m subdominios iguais chamados de elementos, onde os campos de deslocamento
v (), o campo de deslocamento virtual v (z) e as aceleragdes U sdo aproximados por uma combi-
nacdo linear das fungdes IN (), denominadas de fun¢des de forma dos elementos. Os coeficientes
desta combinacdo sdo os valores de deslocamentos e aceleracdes em certos pontos denominados
de nds, sendo representados pelos vetores de deslocamentos, aceleragdes e deslocamentos virtuais
generalizados d , d e 5d. Desta forma os campos de deslocamentos podem ser representados pela

seguinte relacao:

v(z)=N(z)d (3.15)
0v (x) = N (z) od (3.16)
=N (x)d (3.17)

O elemento utilizado para discretizar a estrutura € o elemento finito de viga de dois nds,

apresentado na Figura 3.4:

Vi V2

1

Figura 3.4: Elemento de viga de dois nos.

Cada n6 do elemento de viga possui dois graus de liberdade, um grau de liberdade de desloca-
mento transversal v e um grau de liberdade de rotacao #, o elemento possui um comprimento [ que

¢ dado pela distancia entre o nds 1 e 2 respectivamente. Os vetores de deslocamento e aceleracao
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nodais sao:

U1 7.}1
0 . 0
d={ e d={ " . (3.18)
V9 %
0 b

As fungdes de forma do elemento de viga sdo as seguintes:

N = [ H, H, Hs; H, ] (3.19)
H = 2 (%)3 ~3 (%)2 1 (3.20)
I
Hy = -2 (%)3 +3 (%)2 (3.22)
w6

Substituindo as equagdes (3.15), (3.16) e (3.17) na Equacao (3.13) tem-se:

" 2 @2 (6d" NT) d* (N d) 2 T T 7
;El / - - dx+/ p(6d" N") (N d) Ade

1

— / (6d"NT) qdz —6d"p=0 (3.24)

1

m T2 d2NT d2N T2 . T2
5dT{Z Ee]e/ —— dxd+peAe/ NTNd:cd—/ N¢de —p°p =0
g s drx?* dx o o

(3.25)

sendo 6d’ # 0, temos que a Equagio (3.25) pode ser reescrita da seguinte forma:

Md+Kd—f=0 (3.26)
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M = A, {peAe / NTNdx} (3.27)

T2 d2NT dZN
nel ere
K = Ae:l {E 1 /:C1 W Wdl‘} (328)
f= A { / NT ¢¢dx + pe} (3.29)
1
Vi
ey M (3.30)
b = v, .
M

onde operador A", representa operagdo de assembly, obtendo as matrizes de massa e rigidez,
assim como o vetor de carregamento, através da contribuicdo de cada elemento finito, mais deta-
lhes podem ser encontrados em Bathe (1982); Cook (1995); Chandrupatla e Belegundu (2002). A
Equagao (3.26) ¢ denominada equag¢ao do movimento discretizada, onde M representa a matriz de
massa da estrutura, K é a matriz de rigidez e f € o vetor de carga aplicada e IN € matriz das funcdes
de forma do elemento de viga, ¢° € a carga distribuida que atua no elemento, p° sdo as forcas e os
momentos que atuam nos nds do elemento. As propriedades p¢, A°, E°e I° sao respectivamente: a
massa especifica do elemento, a drea da secdo transversal do elemento, o médulo de elasticidade do
material e 0 momento de inércia de drea da secdo transversal. As coordenadas x; € x5 representam
a coordenada na dire¢do x dos nds 1 e 2 do elemento de viga.

Realizando as integracdes para um elemento tem-se as matrizes elementares de massa M e
rigidez K, segundo Bathe (1982):

156 221 54 —13I
_optAcl | 220 42 131 32
M° = 331
420 | 54 131 156 —220 630

—131 =31> —221 4I?

12 6 —12 6l
CECIC | 6l 42 -6l 2
OB | —12 -6l 12 —6l
6/ 202 —6l A2

K* (3.32)
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Segundo Bathe (1982), é necessério incluir o termo de dissipacdo de energia na Equacao
(3.26). Este termo é denominado de forca de amortecimento e € proporcional as velocidades no-
dais d na forma D d, onde D é denominada de matriz de amortecimento da estrutura. Onde a
forma usual de representar a matriz de amortecimento em andlise numéricas € a forma onde esta é

proporcional a matriz de rigidez K e a matriz de massa M, sendo escrita da seguinte forma:

D=AM+BK (3.33)

Mais detalhes sobre a matriz D podem ser obtido em Bathe (1982) e Hughes (2000). Assim
tem-se a equacdo do movimento com amortecimento:

Md+Dd+Kd—f=0 . (3.34)

Esta equacdo € a equacdo do movimento da viga discretizada por elementos finitos. A partir
da solugdo desta é possivel obter a resposta do sistema em qualquer instante £ como sera visto nas

etapas seguintes.
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4 CONTATO

O problema de contato € ndo linear, onde a ndo linearidade ocorre devido as mudancas das
condicdes de contorno durante o movimento, (Bathe, 1982; Zienkiewicz e Taylor, 2000).

Problemas que envolvem contato sdo de grande importancia na industria, especialmente os
relacionados a engenharia mecanica e civil, mas também em aplicacdes ambientais e médicas.
Alguns exemplos de problemas de contato sdo: a intera¢do da fundagdo de construgdes com o solo,
ligacdes de membros estruturais, impacto de veiculos contra estruturas, projeto de engrenagens,
processos de conformacao de material, usinagem e contato entre pneu e a pista. Em sistemas onde
o fendmeno de vibro-impacto estd presente, o problema de contato também se torna de interesse,
sendo necessdrio solucionar este problema para obter a resposta dindmica do sistema em cada
instante.

Quando os corpos entram em contato, condi¢des cinemdticas devem ser impostas de modo
a impedir a interpenetracio desses corpos. Tais condicdes sao denominadas de condi¢des de nao
penetracdo. Em adi¢ao a essa condi¢do deve existir ainda a condi¢ao de continuidade dos esforcos
entre os corpos durante o contato persistente.

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2005), a solucdo de problemas de contato envolve as seguintes
etapas: o desenvolvimento de um algoritmo para identificar as regides de contato entre os corpos, o
método de aplicacao das condi¢des apropriadas para prevenir a penetracao, e a transmissao coerente
dos esforcos entre os corpos. A Figura 4.1 ilustra o que acontece durante o contato entre um corpo

eldstico e um corpo rigido.

_—

(b)

Figura 4.1: Contato entre dois corpos: a) sem contato, b) contato, (Zienkiewicz e Taylor, 2005).
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NaFigura 4.1 a), os corpos ndo estdo em contato e as condi¢des de contorno séo especificadas
pela condigdo de esfor¢o de contato zero. Na figura 4.1 b), os corpos estdo em contato ao longo de
uma parte do segmento do contorno e desta forma as condi¢des de contorno devem ser inseridas
para evitar a penetracao e garantir que os esfor¢os sejam consistentes.

Ao longo da superficie de contato, diferentes tipos de interacdes podem ser considerados
e modelados, sendo uns mais simples e outros mais complexos. No caso mais simples, tem-se o
contato sem atrito, em que somente a componente normal dos esforcos é diferente de zero. Uma
condi¢do mais complexa, ocorre quando esfor¢os tangenciais a superficie de contato sdo gerados
pelo atrito entre as superficies em contato.

Para resolver o problema de contato utilizando métodos numéricos de discretizagdo, como o

método dos elementos finitos, tem-se que tratar dos seguintes aspectos:
e Deteccdo do contato;
e Construcdo dos elementos de contato;
e Aplicacdes das condi¢des de contato;
e Solugdo do sistema de equagdes resultantes.

A deteccgdo das regides que podem entrar em contato € o primeiro passo na solu¢ao do problema de
contato. O objetivo desta etapa € identificar as regides onde ambas as superficies possam interagir
no passo atual da solugdo. Desta forma, o algoritmo de detec¢dao € baseado na identificagdao das
regides mais proximas. O critério de proximidade € especificado ou é escolhido com base nas
condi¢des de contorno e/ou discretizagdo das superficies de contato. Assim, a cada ciclo da solugao
as regides sao identificadas. Isso € necessario, pois com a evolugdo da solugdo a regiao de possivel
contato pode mudar. Segundo (Yastrebov, 2011), a detec¢ao das regides de possivel contato é uma
tarefa puramente algoritmica e estd fortemente ligada a discretizacio da interface de contato, .

Os elementos de contato s@o uma espécie de ponte entre superficies localmente separadas,
mas que podem potencialmente interagir. Cada elemento de contato contém como componentes
nds, arestas, segmentos ou partes de ambas as superficies. A composicdo destes componentes de-
pende da escolha do método de discretizagao do contato adotado. Cada elemento de contato tem o
seu proprio vetor de incdgnitas, vetor residual e matriz tangencial, que sdo montados juntamente
com o vetor de incognitas e matrizes elementares da estrutura, (Yastrebov, 2011).

Ao utilizar o método dos elementos finitos como técnica de discretizagdo do meio continuo,
algumas dificuldades surgem ao tratar problemas de contato. Segundo Zienkiewicz e Taylor (2005),

nao € possivel um modelo de contato em todos os pontos ao longo do contorno. Isto se deve ao fato
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que a representacdo do contorno em elementos finitos € aproximada e a representacdo discreta do
contorno ndo corresponde perfeitamente ao contorno real. Assim, em casos de contato bi e tri -
dimensionais, onde o contorno dos elementos sdo linhas e superficies, podem haver regides dentro
do mesmo elemento que estdo em contato e outras que ndo estdo. O modelo de elementos finitos
ndo permite uma representacdo tnica das normais entre os dois corpos, ou seja as normais nao sao
continuas no contorno dos elementos. Assim, para uma mesma regido de contato existem diferentes
vetores normais, .

Em problemas com pequenas deformacdes, pequenos deslizamentos e geometria simples,
pode-se utilizar malhas onde os nds de uma superficie interagem diretamente com os nds da malha
da superficie oposta. Este método € denominado de contato n6-né. No entanto, se a andlise a ser
realizada considerar efeitos de grandes deslocamentos, grandes deformagdes, atrito ou geometrias
complexas outros métodos devem ser utilizados. Umas das possibilidades € a utilizacdo dos méto-
dos conhecidos como: né-segmento e segmento-segmento. Mais detalhes desses métodos podem
ser encontrados em Wriggers (2002), Laursen (2003) e Yastrebov (2011).

Como citado anteriormente, a etapa de deteccdo do contato estd relacionada com o processo
de discretizacao. Por exemplo, no caso de discretizacdo n6-nd, a detec¢cao do contato consiste sim-
plesmente em estabelecer os pares de nés mais proximos. Assim, os nés de uma superficie denomi-
nada mestre (master) forma pares com os nds mais préoximos da superficie oposta, denominada de
seguidora (slave). A Figura 4.2 ilustra essa situagdo. A facilidade dessa discretizac@o se encontra no
fato de que uma vez criados os pares de contato, eles ndo precisam serem encontrados novamente,

pois estes ndo mudam durante etapa de solucao, (Yastrebov, 2011).

slave "

1
% 4 [

master

Figura 4.2: Discretizacdo do contato n6-no, (Yastrebov, 2011).

Para este tipo de discretizac@o da regido do contato, os nés do corpo mestre e seguidor devem
estar alinhados. Este fato, limita o método para pequenas deformacdes e pequenos deslizamentos.
Para definir se os corpos estdo em contato € necessdrio avaliar a fun¢do penetracdo também cha-
mada de funcdo gap nas regides de possivel contato. A funcdo penetracio mede a menor distancia
entre o0 n6 do corpo seguidor e a superficie ou n6é do corpo mestre. Em problemas sem atrito, a

func¢do penetragcdo € também chamada de funcdo penetracdo normal, sendo definida pela Equagao
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(4.1), segundo Wriggers (2002),

gy = (T2 — 1) .My (4.1)

onde x5 e x; sdo as posi¢des na configuracio atual (espacial) do corpo seguidor e do mestre respec-
tivamente e 1, é a normal unitdria do corpo mestre. A posicdo atual é definida como x* = X*+u”,
sendo que X * ¢ a posi¢do na configuracio inicial ou também chamada de material e u* é o campo
de deslocamento . O indice superior k € utilizado para distinguir os corpos mestre e seguidor, onde
o indice 1 indica o corpo mestre e 2 o seguidor. Assim a equacdo da fungdo penetracido pode ser

reescrita da seguinte forma:

gn = go + mq. (U2 — uq) (4.2)

onde g, € a distancia entre os corpos na configuracio inicial, dada pela diferenca entre a posicao
inicial entre o corpo mestre e o seguidor, ou seja, gy = X> — X'. Entdo, pela avaliagio da fungio

penetracdo as seguintes situacdes podem ser identificadas:

>0 sem contato
gn § =0 contato 4.3)
<0  penetracao

No caso do corpo mestre ser um corpo rigido, o campo de deslocamento u; = 0 e a normal
n; € a normal unitdria da superficie do corpo rigido, (Wriggers, 2002).

Quando os corpos estdo em contato, as restricoes cineméticas devem ser impostas para evitar
a interpenetracdo dos corpos e garantir que a transferéncia dos esfor¢os aconteca. As restri¢des
cinematicas para o problema de contato normal sem atrito sdo também conhecidas como condi-
cdo de Hertz—Signorini—Moreau, (Wriggers, 2002). Quando o problema de contato € visto sob
o ponto de vista da teoria de otimizacdo estas condicdes sdo também chamadas de condi¢do de
Karush — Kuhn — Tucker, segundo (Wriggers, 2002) e sao representadas em funcao da penetra-
¢do gy e da componente normal da tensdo de contato py. De acordo com (Wriggers, 2002), estas

condi¢des podem ser escritas da seguinte forma:

Se existe o contato sem penetragcdo, ou seja onde ambas as superficies estdo em contato sem
que exista uma invasdo de uma superficie sobre a outra, gy = 0 € py = 0. Se de alguma forma a

superficie de um dos corpos for for¢ada a invadir a outra superficie uma for¢a compressiva py < 0
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ird surgir em ambos os corpos, evitando que a interpenetracdo aconteca ou seja que gy = 0. De
outra forma, se os corpos estdo separados entdo gy > 0 e py = 0. Inimeras aproximacdes podem
ser utilizadas para aplicar as condi¢des cinemadticas ao problema discretizado. Os métodos mais
conhecidos sdo: o Lagrangiano, método da penalidade e o método do Lagrangiano Aumentado. Na
proxima secao o método da penalidade é apresentado e suas caracteristicas sdo discutidas. Deta-
lhes sobre os outros métodos podem ser encontrados nas seguintes referéncias: Wriggers (2002) e
Laursen (2003).

Ap6s impor a condi¢do cinemdtica ao problema de contato discretizado, obtém-se um con-
junto de equagdes resultantes. SegundoWriggers (2002), a solugdo direta desse sistema nao € pos-

sivel devido a restricao de contato, sendo necessdrio o uso de técnicas de solugdo iterativas.

4.1 Método da penalidade

O método a ser utilizado neste trabalho para impor a restricdo de ndo penetracdo dada na
Equacgdo (4.4) serd o método da penalidade. Segundo Yastrebov (2011), pela simplicidade do mé-
todo da penalidade, este € um dos métodos mais utilizados para o tratamento de problemas de
contato em codigos de elementos finitos comerciais e cientificos. Sendo de facil implementacao
comparados aos métodos do Lagrangiano e Lagrangiano aumentado, pois apresenta poucas altera-
coes ao sistema de equagdes original.

O método da penalidade é baseado em uma aproximacdo da satisfacdo dessas condicgdes.
Segundo Yastrebov (2011), no método da penalidade assume-se que a pressdo de contato € uma
fun¢do continua da penetragcdo, sendo representada pela relagao entre a funcdo penetracdo e um

parametro €, dada pela seguinte relagao:

0 ’ 9N>0

pn (gn) = env ((9n)) = 4.5)

ENJIN gNSO

onde ey €é uma constante positiva, assim, a condi¢cao de ndo penetracdo é cumprida para valores da
func¢ao penetracdo positivos. No entanto, de acordo com as relagdes entre a pressdo de contato e a
funcado penetracdo dada pela Equacgado (4.5), segundo Yastrebov (2011). O contato sem penetracao
ocorre somente para o valor igual a zero, se o valor da funcao penetracdo é negativo numericamente
existiria uma interpenetracao dos corpos violando a condi¢ao de ndo penetragdo, desta forma uma
forca de contato surge e esta € proporcional ao valor numérico da fung¢do penetragdo. Desta forma,
quanto maior a for¢a de contato menor serd a penetragao e mais proximo da condicao ideal deve-se

estar. Assim no método da penalidade as superficies em contato ndo estdo restritas a penetracao,
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ou seja, que os corpos nao podem penetrar um no outro, mas que existe uma resisténcia a que isso

aconteca (Yastrebov, 2011) representada por:

>0, =0 ) =0
gN PN gN PN 4.6)

gy <0,py=cen (9v) <0, gnpy #0

Quanto maior for o valor da funcio penetracdo dos corpos maior serd a reagdo de resisténcia
a ela. Desta forma a condicdo de ndo penetragdo € satisfeita de forma aproximada, sendo que a
fun¢do penetragdo ird sempre apresentar um valor menor que zero, esta valor serd tdo pequeno
quanto maior for €y, no entanto se €y for muito grande os corpos se separaram. A interpretacao
fisica do método da penalidade leva a uma representacdo da superficie do corpo mestre como uma
série de molas com comprimento inicial zero, que pode alongar para dentro do corpo na dire¢do
normal (Yastrebov, 2011), e conforme €5 aumenta ajusta-se a penetracao dos corpos até que o
equilibrio dos corpos € atingido.

A forga de resisténcia a penetragdo dos corpos dadas pelas molas segue a lei Fr = ex (gn),
onde F'r € areacdo que surge pelo alongamento da mola dado pela penetracdo gy. Da mesma forma,
a superficie do corpo mestre € suposta ser descrita por meio de molas ndo deformadas. Assim, uma
vez que estas molas imagindrias sdo fixadas a superficie do corpo mestre, elas transferem essa
forca de resisténcia a ela (Yastrebov, 2011). A energia acumulada por essas molas devido a sua

deformacao é:

gN
W= / en (gn) dgn = %GN (gn)° 4.7)
0
que é semelhante a energia acumulada por uma mola linear de rigidez €, devido a um desloca-
mento gy . Este método € denominado de método da penalidade padrao também chamado de linear
segundo (Yastrebov, 2011).

A hipétese da dependéncia da pressdo de contato com a penetragdo permite representar o
trabalho das for¢as de contato como a integral do produto da pressao de contato py pela penetragao
virtual dgy, andlogo ao trabalho de uma tracio prescrita (Yastrebov, 2011).

A contribui¢do de contato para o equilibrio do trabalho virtual pode ser escrita da seguinte

forma:

5Wc = EN (gN) 59]\[ ch (48)

Ie

sendo que a integral representa o trabalho virtual do contato, ndo sé devido a zona de contato ativa,
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mas ao longo de toda zona de contato. A integral do trabalho de contato é andloga ao trabalho
virtual devido a deformacdo das molas imagindrias na interface de contato (Yastrebov, 2011).

A Figura 4.3 apresenta a representacao grafica da deformacao dessas molas imagindrias.

en({ Zn))

-€n({ Sn))

Figura 4.3: Interpretacdo da mola virtual associada ao método da penalidade Yastrebov (2011).

Na Figura 4.3 a ilustrag@o a esquerda mostra a configuracdo dos corpos separados. A ilustra-
cdo do meio mostra a configuracio apds a ocorrer uma penetragcdo gy, o que resulta em uma forca
de contato py = ey (gn), como mostrado pelas setas vermelhas sobre o corpo mestre e em azul
sobre o corpo seguidor. O ponto de equilibrio € estabelecido sendo representado pela ilustragdo da
direita na Figura 4.3

No entanto, a desvantagem do método da penalidade estd na representacdo aproximada da
condicdo de ndo penetracdo, que pode ser visualizada na Figura 4.4, onde estd mostrada a compa-
racdo da aproximacdo da condi¢do de ndo penetragdo (Hertz-Signorini-Moreau ou Karush-Khun-
Tucker) obtida pelo método da penalidade representada pela linha tracejada, e a completa satisfa-
cdo das mesmas condicdes representada pelo negrito nos eixos vertical py € no eixo horizontal gy .
Nesta figura a linha sélida representa a condi¢@o ideal de penetracdo e a linha tracejada a aproxi-

macao pelo método da penalidade.
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Figura 4.4: Ilustracdo da aproximacdo das condi¢des de impenetrabilidade pelo método da penali-
dade, Laursen (2003).

A condi¢do de ndo penetrac@o € somente satisfeita perfeitamente quando ey — 00, 0 que €
impossivel em cédlculos computacionais pelo fato do mau condicionamento provocado pelo grande
valor do penalizador. Assim, o método da penalidade apresenta a desvantagem de nao representar
perfeitamente a condicao de ndo penetracao. No entanto, o método da penalidade € bastante difun-
dido, e vem sendo aplicado com boa aprecia¢do em problemas lineares eldsticos, segundo Laursen
(2003).

Segundo Yastrebov (2011), o método de penalidade linear é uma 6tima escolha do ponto de
vista numérico, uma vez que nao introduz nao linearidades adicionais ao problema. Ainda segundo
Yastrebov (2011), a fun¢@o de penalidade linear ndo € 6tima do ponto de vista de precisao, podendo
outras fun¢des ndo lineares serem utilizadas. Mais detalhes do método de penalidade com fungdes
ndo lineares podem ser encontrados no trabalho de Yastrebov (2011). Esse método de penalidade
com fung¢des nao lineares pode ser relacionado aos modelos de leis constitutivas (Wriggers, 2002).
Na préxima subsecdo, diferentes modelos de leis constitutivas para for¢a de contato sdo apresenta-

das.

4.2 Modelos de rigidez de contato

Em algumas situa¢des em problemas de contato, leis constitutivas para pressao ou forca de
contato sdo utilizadas para representar os esforcos na regido de contato, tanto para casos mais

simples onde a pressao de contato depende apenas da penetragdo, como para casos mais complexos
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onde a pressao de contato depende das condi¢des micromecanicas da superficie, (Wriggers, 2002).
Segundo Wriggers (2002), os modelos constitutivos onde a pressdao ou for¢a de contato sdo
proporcionais a penetracao, podem ser interpretados como o método de penalidade com uma fun¢ao
penalizadora ndo linear. Assim, elas também podem ser interpretadas como molas ndo lineares adi-
cionadas a regidao de contato. Frequentemente, estes modelos constitutivos também sdo chamados
de modelos de rigidez de contato. A seguir alguns modelos constitutivos s@o apresentados.
Segundo Ibrahim (2009), a lei de contato de Hertz relaciona a tensdo localizada que é desen-
volvida com a curvatura das duas superficies em contato e a pequena deformacgdo originada pela

aplicacao do carregamento. A for¢a de contato pode ser escrita por:

Fo=F (gn)" 4.9)

onde £ € a constante de rigidez de contato que € uma fun¢do das propriedades eldsticas e da geo-
metria dos corpos em contato, o valor de n para o contato eldstico pontual é % e para um contato
plano o valor de n estd no intervalo de % a % , (Ibrahim, 2009).

A rigidez do contato pode ser obtida por modelos analiticos ou experimentais, por exemplo,
como no modelo de contato esférico. De acordo com Ibrahim (2009), a Equagdo (4.9) é vdlida
enquanto a drea de contato € pequena se comparada a geometria dos corpos e a superficie dos corpos
¢ perfeitamente lisa de tal maneira que o contato ndo estd associado com o atrito e o materiais dos
corpos em contato sdo considerados elasticos lineares e isotrépicos.

No modelo de energia potencial de contato, a forca de contato € obtida pela derivada de um
potencial de contato II em fun¢do da penetracdo gn. De modo que esse potencial II seja convexo
e diferencidvel, Park et al. (2011). Assim a forca de contato nesse modelo € a dada pela seguinte
relacdo, (Ibrahim, 2009):

g o~ cln) (4.10)
dgn
2m+2
e (z) =k (gn) > (4.11)

onde k € arigidez de contato, os indices m = 0,1,2...en =0,1,2,... com m > n.
Outro modelo muito utilizado € o modelo linearmente proporcional. Este modelo assume que
a forca de contato varia com uma propor¢do constante com o aumento da penetracdo dos corpos,

como ilustra a Figura 4.5, onde o eixo horizontal é tomado como — g para facilitar a visualizagao.
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Figura 4.5: Modelo de forca de contato proporcional.

A representacao deste modelo é dada por:

k gy <0
oD LA (4.12)

0 y gN > 0
e segundo Wriggers (2002), este modelo € idéntico ao modelo de penalidade padrao.
No modelo proporcional suavizado, tem-se dois comportamentos para forca de contato. Para
o valor da penetracdo dentro do intervalo de —e < gy < 0 o modelo comporta-se como uma
pardbola e quando a penetracdo gy < —e o modelo passa a se comportar proporcionalmente com a

penetracdo, segundo Park ef al. (2011). Assim tem-se a seguinte expressao para a forga de contato:

sign (gn) & (gv)” , —e < gy <0
Fo=qke (gy+%) . gy < —e (4.13)
0 9 gn 20

onde sign (gy) é a fungdo que retorna o sinal da penetragdo gy. A Figura 4.6 ilustra o compor-
tamento da for¢ca de contato com a penetragdo gy, € 0 eixo horizontal é tomado como —gy para

facilitar a visualizacao .
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Figura 4.6: Modelo de for¢a de contato com suavizagdo na regiao e .

O modelo proporcional suavizado apresenta duas transi¢des, a primeira entre a condi¢do sem
contato para condi¢do de contato com a forc¢a de contato variando de forma parabdlica. E a segunda
onde a forca de contato passa do modelo parabdlico para o modelo de forca de contato proporcional.
A presenca das duas transi¢des podem provocar dificuldade na convergéncia da solucdo, além da
maior dificuldade na implementacdo comparado aos modelos anteriores.

O modelo cubico vem sendo utilizado principalmente para representar suportes em problemas
de vibro-imapcto envolvendo varetas de combustivel nuclear. O modelo de forca de contato cubica
¢ dado pela Equacdo (4.14) e seu comportamento em fun¢do da penetragdo é mostrado na Figura

4.7. Novamente o eixo horizontal é tomado como —g para facilitar a visualizacdo.

k L <0
F = (95) =1 (4.14)

0 ) gN>0

v

N

Figura 4.7: Modelo de forca de contato cubica.
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Na literatura encontram-se modelos mais complexos em que a for¢a de contato pode também
considerar efeitos de dissipacdo, e a forca de contato passa a ser uma funcdo que depende do

deslocamento e da velocidade tais como:
1. Forga de contato com amortecimento linear:

2. Forca de contato com amortecimento quadratico:

3. Forca de contato de Hertz com amortecimento:

nlw

Fo=Fk (gn)* (14 9n) (4.17)

onde k € a rigidez de contato, o € uma contante utilizada para regular o amortecimento, gy € a
penetracdo e gy € a velocidade de penetracdo dos corpos. Mais detalhes desses modelos podem ser

encontrados em Ibrahim (2009).

4.3 Termos de contato

O termo relacionado ao trabalho dos esforcos de contato, que surgem quando os corpos in-
teragem entre si, devem ser adicionados a equac¢do do movimento do sistema. No entanto, nesta
secdo este termo serd tratado separadamente. O termo de contato normal origina-se das condigdes
cinematicas impostas quando os corpos entram em contato. Assim, esforcos surgem na regidao de

contato e seu trabalho pode ser representado pela Equacgao (4.18), segundo Wriggers (2002):

onde py € a forca de contato normal para o caso unidimensional e dgy € a variagdo da funcdo
penetracdo. A forma da forca py é geralmente em funcdo da penetragdo gy, para o método da

penalidade. De uma forma geral py pode ser escrito como:

py=¢€n (gn)" (4.19)
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onde cy e n sdo paradmetros constitutivos.

Neste trabalho considera-se os casos em que o contato entre os corpos pode ocorrer como um
contato pontual, onde o n6é de um corpo entra em contato com o né do outro. O contato né-n6 é
valido para deslocamentos relativos pequenos entre as superficies em contato. No entanto, para ser
possivel esta abordagem, a malha de elementos finitos deve ser construida de forma que os nés do
contorno do corpo mestre estejam alinhados com os nés do corpo seguidor.

A determinacdo de que nés irdo entrar em contato é dada simplesmente pela comparacio
da posicao de cada par de nd, ou seja, se 0 né do corpo mestre estd alinhado com o né do corpo

seguidor. A Figura 4.8 ilustra isso.

Figura 4.8: Contato n6-no.

Para pequenas deformacdes e pequenos deslocamentos a mudanga na normal € negligenciada.

Desta forma, a variagdo da fun¢do penetracao é dada pela seguinte relacao:

dgn = (0ug — duy).my (4.20)

e assim o termo do trabalho das forcas de contato pode ser expresso como:

5WC = / EN (gN )n ((5’11,2 — (5’11,1).711 dFC (421)

onde ['¢ representa a superficie de contato.

4.4 Discretizacao dos termos de contato

Para o caso em que o contato dos corpos € considerado n6-nd, as restricdes de contato estardo

ativas em n. nimeros de nds, onde n. € o nimero de pares de contatos ativos. Assim o termo de
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forca de contato, pode ser escrito diretamente com os valores de deslocamentos nodais dos pares

de contato ativos da seguinte forma, segundo Wriggers (2002):

M@:/mwwww& (4.22)
= A e, (giv)" O (4.23)
— A, (6d) ey (gy)" @ (4.24)

onde €y representa uma rigidez de contato, A7 representa a operagao de assembly dos termos de

contato par a par, e os vetores ¢; e dd sdao dados por:

SFIRE
nj 1

5d' = 5d? (4.26)
ods

Substituindo as equacdes (4.25) e (4.26) na Equacdo (4.22), tem-se:

. . . —1
oWe = Ay { ody  0d } en (gy) { . } (4.27)

sendo dd} = dd? # 0 e p'y = ey (g’ ) uma forga de contato nodal, onde a fun¢do penetragio gy

pode ser escrita em relag@o aos deslocamentos nodais d), e di como:

gy = g+ (dy — dY) (4.28)

o vetor residuo de contato r¢ e a matriz tangente de contato K - associada, sdo definidos como:

re = A ey (gy)" @ (4.29)
) ) Con —1
= Al en [go+ (dy —dy) ] X{ . } (4.30)
. O
Ko = At d? (4.31)
= A KL (4.32)
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K. = ney (gy)" ecl (4.33)

7

: , 1 1 -1
= ney [gh+ (dh—d)]" x [ - ] (4.34)
Quando o contato entre os corpos existir, ou seja, gy < 0 o vetor residuo de contato r¢
deve ser adicionado nos respectivos graus de liberdade dos nds em contato a Equacgdo (3.34), que
¢ a equacao do movimento da viga discretizada por elementos finitos. Assim adicionando o termo

contato tem-se:

Md+Dd+Kd+rc—f=0 (4.35)

onde M ¢ a matriz de massa, D € matriz de amortecimento viscoso, K € a matriz de rigidez, r¢
€ o vetor residuo de contato e f € o vetor das forcas externas aplicadas, e d, d e d sdo os vetores
nodais de deslocamento, velocidade e aceleracdo respectivamente.

A condicdo de ndo penetracdo dada pela Equagao (4.4), exige que um corpo ndo pode invadir
o outro. No entanto,, em termos computacionais ndo € factivel gy = 0. Em termos de implementa-
cdo numérica a condi¢do de ndo penetracdo deve ser realizada definindo uma penetragdo aceitavel

tdo perto de zero quanto possivel, denominada aqui por T’OL:

gy <TOL (4.36)

Na grande maioria dos trabalhos que utilizam o método da penalidade padrao, ou seja, que
consiste em utilizar a for¢a contato py proporcional a penetragdo gy como na Equacdo (4.5), o
residuo de contato para o par de contato 7 € representado explicitamente em fun¢do da matriz de

rigidez de contato K, e dos deslocamentos dos nés de contato , da seguinte forma:

) ) ) . —1
Te = €N [gé—l—(dé—d’l)] X{ . } 4.37)
— g4 —(d — dj)
= . + . . (4.38)
GN{ g } eN{ (di - d}) }
—9 L -1 ]d
— 4.
L e o

= fl+K.d; (4.40)
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Da mesma forma para o modelo de forga de contato cibico ply = ey (gN)3 que também é

utilizado neste trabalho, o vetor residuo de contato pode ser escrito como:

‘ , A A -1
re =en g6+ (dy — dg)]?’ X { X } 4.41)
rhmey [ 0 (B (4.42)
9o + (dz - dl)

ou ainda como:

ri=f +3¢ K.d;+3g K. d: + KL d’ (4.44)

Na discretizacao temporal da Equagdo (4.35) os termos de contato serdo chamados apenas de
¢ para compactar a equagdo. Nota-se que como apresentando anteriormente 7« € uma forca de
contato e um termo dependente da rigidez. Esse fato deve sempre permanecer em mente quando se
referir a r¢.

Os métodos da penalidade padrio (forca de contato proporcional) e 0 método para o modelo
de forca de contato cibico foram implementados em linguagem MATLAB conforme as equagdes
apresentadas anteriormente. Para verificacdo da implementacdao um problema de contato viga-viga
estatico foi solucionado utilizando o método da penalidade padrio e o resultado obtido foi com-
parado com o resultado obtido utilizando o software comercial ABAQU S 6.8. Os resultados da
comparacdo e detalhes do problema sdao apresentados no anexo B. O modelo de for¢ca de contato
ctibico néo foi comparado com o0 ABAQU S pois o software ndo continha este modelo implemen-
tado.
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5 PROBLEMAS DINAMICOS

Em muitas aplica¢des de engenharia, hd situacdes em que a inclusio dos termos dindmicos na
andlise de estruturas € essencial. O termo dinamico se refere ao fato de que as forcas proporcionais
a aceleracdo e velocidade desem ser incluidas na equagdo de equilibrio. Existe muitos exemplos
em que os efeitos de inércia sdo importantes, como em situagcdes de carregamentos de impacto em
estruturas, condi¢des de explosdo, casos em que a carga € de alta intensidade e aplicada por um
curto periodo de tempo e por fim em carregamentos sismicos, onde a carga estrutural tem a forma
de uma aceleragao prescrita de acordo com Dokanish e Subraraj (1989).

Segundo Dokanish e Subraraj (1989), a resposta de submarinos e outros veiculos navais a
carregamentos dados pelo ambiente, a resposta dos reatores e de prédios muito elevados a car-
regamentos sismicos, a resposta de estruturas of f — shore ou de perfuracido de petréleo como
plataformas e equipamentos de suporte, que estdo sujeitos a carregamentos sismicos submarinos,
ventos e ondas em condi¢des climéticas severas sdo também situagdes onde os efeitos de inércia
sdo relevantes.

Para determinar o tipo de anélise de uma estrutura, € necessario conhecer a natureza da carga
aplicada e a magnitude da primeira frequéncia natural. Segundo Silva (2005), do ponto de vista
de carregamento, pode-se geralmente classificar uma carga atuando em uma estrutura em uma das

seguintes categorias: estdtica, ciclica, transitoria e aleatdria, como mostra a Figura 5.1.

Force N Force & Harmonic with period = 2n Force Periodic with period =T

A AN M
S N7 S A VAN

(a) Steady T=2n Time

(b) Cyclic

Force Force

Time

| Time
- =

T
(¢) Transient (d) Random

Figura 5.1: Tipo de carregamento em uma estrutura, (Silva, 2005).
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A andlise andlise de uma estrutura pode ser dividida em dois tipos: a estética e a dindmica.
Se a carga é constante, isto é, uma carga que ndo muda com o tempo como na Figura 5.1 (a), uma
andlise estdtica pode ser realizada. Se a carga varia com o tempo, nao significa necessariamente
que a andlise dinamica seja necessdria, (Silva, 2005).

Segundo Silva (2005), em problemas lineares onde o carregamento possui uma frequéncia
muito menor primeira frequéncia natural da estrutura, uma anélise estatica ird fornecer uma solugdo
precisa, sendo necessdrio apenas resolver o problema estatico para o valor de pico do carregamento.
Neste caso, a carga € chamada de carga quase estética.

De acordo com Silva (2005), em problemas lineares com carregamentos transitorios deve-se
considerar o tempo de aplicacdo da carga para definir o tipo de andlise. Se o periodo correspondente
a primeira frequéncia natural da estrutura € mais do que cerca de duas vezes o tempo de aplicacao
do carregamento, a carga deve ser classificada como carga de choque ou impacto, sendo necessdria
uma andlise dinamica transiente. Se o periodo da menor frequéncia natural do sistema € inferior a
um terco do tempo de aplicac@o da carga, a andlise estdtica € suficiente e a carga pode ser consi-
derada como quase estatica. Se o periodo da menor frequéncia natural situa-se entre as condi¢des
quase estaticas e a de choque, uma andlise dindmica transiente € necessdria e a carga € considerada
como transitoria.

De acordo com Silva (2005), a analise de resposta transiente € empregada se o carregamento
que atua na estrutura € classificado como transitorio ou choque. Duas abordagens para resolver a
equagao do movimento em uma andlise dindmica transiente podem ser empregadas. A primeira € a
integracdo direta da equacao do movimento e a segunda € a superposi¢cdo modal. Neste trabalho o
método da integracdo da equacdo do movimento serd empregado onde detalhes sobre o método da
superposicao modal podem ser encontrados nas seguintes referéncias Silva (2005), Hughes (2000)
e Bathe (1982).

No método da integracdo das equagdes do movimento, estas sdo integradas diretamente no
dominio do tempo. O numero de passos temporais utilizados depende do periodo e das variacdes
pré-supostas para o deslocamento, velocidade e aceleracdo dentro de cada passo temporal, (Silva,
2005). Se o nimero de passos utilizados for muito grande, o custo computacional pode se tornar
elevado ou até proibitivo, (Silva, 2005).

O problema de vibro-impacto envolve a condi¢do de multiplos impacto juntamente com a
vibrag@o do sistema. Este problema pode ser tratado como um problema dinamico de resposta
transiente. Este problema dentro da analise dinamica transiente pode ainda ser subclassificado como
um problema de contato elastodinamico, isto é, um problema de contato sujeito as condi¢do de
nao penetracdo dos corpos onde os efeitos da deformacao eldstica devido as forgas de inércia sao

incluidos. Muitas vezes este ultimo caso € denominado simplesmente como problema dinamico de
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Signorini, (Doyen et al., 2002).
Definido o tipo de andlise dindmica transiente a ser realizada, o passo seguinte é decidir sobre

o método de solucdo que serd utilizado. Esta questao sera discutida na proxima subsec¢ao.

5.1 Integraciao da equacao do movimento do sistema

A descricdo do movimento de um sistema € dada por uma equacao diferencial de segunda
ordem no tempo. Em sistemas lineares simples € possivel resolver esta equagdo por meio da inte-
gracao analitica. No entanto, em sistemas mais complexos este procedimento ndo € possivel. Desta
forma, é preciso utilizar técnicas numéricas de integracao para obter a solu¢do. A equagao do movi-
mento discretizada pelo método dos elementos finitos para o problema dinamico sem contato pode

ser representada pela Equacgdo (5.1), segundo Bathe (1982) e Hughes (2000).

Md+Dd+Kd—f=0 (5.1)

onde M ¢ a matriz de massa, D é matriz de amortecimento viscoso, K é a matriz de rigidez, f é o
vetor das forgas externas aplicadas e d, d e d, sdo os vetores nodais de deslocamento, velocidade
e aceleracdo respectivamente.

As caracteristicas fundamentais dos métodos de integracdo temporal utilizados para resolver
a Equacgdo (5.1) s@o: primeiro ndo satisfazem as equacdes diferenciais em todos os instantes de
tempo ¢, mas somente em intervalos de tempo discretos separados por At; segundo entende-se que
ha um tipo de varia¢do adequada do deslocamento d, da velocidade deda aceleracao d dentro de
cada intervalo de tempo, (Bathe, 1982; Rao, 2004).

Diferentes métodos de integracdo podem ser obtidos e cada um com seu tipo de variacdo
suposta para d, d e d. Neste métodos de integracdo, o tempo total de integragcao 7' € dividido em n
intervalos iguais a At = % e determina-se a solucdo em ¢t = 0, At ...., nAt.

Os métodos de integracdo podem ser divididos em métodos explicitos e implicitos. Os mé-
todos explicitos tem como principal caracteristica expressar as grandezas de interesse como deslo-
camento, velocidade e aceleracdo em um instante ¢ em funcdo dos valores conhecidos no instante
t — 1. No método explicito, a solugao no tempo ¢ + At é obtida considerando as condicdes de
equilibrio no tempo . Dois métodos que se enquadram nesta classe sdo o método de diferencas
finitas centrada e o método de Runge — Kutta. O método da diferenca finita centrada serd abor-
dado na subsec¢do seguinte. Detalhes sobre o método de Runge — Kutta podem ser encontrados
em Dokanish e Subraraj (1989); Rao (2004); Hughes (2000).
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Os métodos de integracao explicitos, como o método da diferenca finita, sdo particularmente
bem adaptados para problemas dindmicos de curta duragdo ou de problemas de propagacdo de on-
das, como no caso de estruturas submetidas a explosao ou impacto de alta velocidade. Esse esquema
de integrac@o nao necessita de fatoracdo da matriz de rigidez a cada passo da solu¢do e ndo requer o
armazenamento das matrizes, se a matriz de massa lumped (diagonal) € utilizada. O custo compu-
tacional por passo de tempo € geralmente muito menor do que o custo para os métodos implicitos
e também menos armazenamento € exigido, (Dokanish e Subraraj, 1989). Os métodos explicitos
requerem um ndmero menor de operagdes de cdlculos se comparados aos métodos implicitos.

No entanto, esquemas de integragcdo explicitos sdo apenas condicionalmente estdveis e geral-
mente exigem intervalos de tempo pequeno para garantir a estabilidade numérica. Assim a restricao
do tamanho do passo € muitas vezes mais grave do que as consideracdes de precisdo exigida. Esta
restri¢do limita a eficicia do esquema quando usado para estudar problemas dindmicos de dura-
¢ao moderada, por exemplo, problemas de resposta em excitacdes sismicas. No caso de um passo
maior que o valor critico ser utilizado, o método torna-se instavel. O valor do passo critico para
um sistema de n graus de liberdade é dado por At.,.;; = -z, onde 7, € o menor periodo natural do
sistema. Este critério é conhecido como critério de C'ourant, (Bathe, 1982; Wriggers, 2002). Em
problemas nio lineares, o valor critico para o intervalo de tempo € varidvel com o tempo, uma vez
que estd atrelado as frequéncias naturais do sistema que se modificam ao longo da andlise (Rao,
2004; Bathe, 1982; Wriggers, 2002). A estabilidade do método € importante na anélise de pro-
blemas ndo lineares, pois o passo critico varia a cada iteragdao, o que poderia fazer a solucao do
problema divergir, mesmo se o método for condicionalmente estavel.

Os métodos de integracdo implicitos, em conjunto com o método dos elementos finitos, t€m
seus principais pontos fortes exatamente nas dreas onde os métodos explicitos, tem seus pontos
fracos, ou seja, na capacidade de tratamento de problemas onde as forcas de inércia devem ser
consideradas, tal como impacto e problemas sismicos e de estruturas com geometria complexa,
(Subraraj e Dokanish, 1989). No método implicito, a solucdo no instantes ¢t + At é obtida re-
solvendo a equagdo de equilibrio em ¢ + At e as equacgdes dos deslocamentos no instante ¢ + At
envolvem as velocidades e aceleragdes neste mesmo instante. Muitos métodos implicitos sdo incon-
dicionalmente estaveis para andlise linear e o valor do intervalo de tempo que pode ser empregado é
governado pela precisao desejada para a solugdo, e ndo pela estabilidade do processo de integracao
(Subraraj e Dokanish, 1989).

Embora os métodos implicitos geralmente necessitem de mais esfor¢co computacional por in-
tervalo de tempo do que os métodos explicitos, o passo de tempo pode ser muito maior, uma vez
que este € limitado apenas por requisitos de precisdo. O passo de tempo em muitos métodos explici-

tos, por outro lado, s@o restringidos apenas pela estabilidade numérica. Para manter a estabilidade,
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um passo de tempo muito menor do que o necessdrio para a precisio € usado, aumentando assim o
custo computacional do método. Os métodos implicitos mais conhecidos sdao os método de Wilson,
Newmark e « — HHT. Nas préximas subsecoes os método de Newmark e o método o« — HHT sdo
abordados. Detalhes sobre o método de Wilson podem ser encontrados em (Bathe, 1982; Hughes,
2000; Subraraj e Dokanish, 1989).

Caracteristicas como a estabilidade incondicional, presente na maioria dos algoritmos impli-
citos, os tornam competitivos e para certos tipos de problemas mais adequados que os algoritmos
explicitos. Em problemas lineares a estabilidade incondicional permite a livre escolha do valor do
incremento de tempo, ficando este apenas limitado pelos critérios de precisdo. Nos casos em que 0
valor de At maximo para garantia da estabilidade é bem menor que o necessario para precisao dese-
jada, os algoritmos implicitos apresentam-se vantajosos em relagdo aos explicitos. Essas situacdes
geralmente sdo de andlises quase estdticas ou de dinamica estrutural, onde as baixas frequéncias
envolvidas no problema permitem valores de incremento de tempo relativamente altos, para uma
razodavel precisdo, (Dokanish e Subraraj, 1989). Porém, mesmo nesses casos, quando a andlise en-
volve ndo linearidades, a estabilidade dos algoritmos implicitos ndo fica garantida a priori. Mas
estes métodos t€m a tendéncia de serem mais estaveis que os explicitos, gerando menos dificulda-
des para a obtencdo da resposta do sistema, (Cook, 1995).

Segundo Hughes (2000), as seguintes caracteristicas sdo exigidas para que um integrador

temporal seja eficiente:

e Incondicionalmente estdvel quando aplicado em problemas lineares;

Nao mais de que um conjunto de equacdes para ser resolvido a cada passo;

Segunda ordem de acuricia;

Capaz de controlar a dissipacdo dos modos de alta frequéncia;

Auto-iniciavel.

A questdo de estabilidade refere-se ao uso de intervalos de tempo menor que o necessario para a
ordem de acurdcia. Quanto menor o nimero de equacdes para serem resolvidas menor € o esforco
computacional necessdrio. Métodos de segunda ordem de acurécia sd@o desejados uma vez que
proporcionam melhores resultados, comparados aos métodos de primeira ordem. O controle de
dissipacdo dos modos espurios de alta frequéncia é uma caracteristica de grande interesse, uma vez
que estes modos trazem instabilidades para a solu¢do. Entende-se por algoritmos auto-inicidveis,
aqueles onde € necessdrio 0 armazenamento de dois ou menos passos anteriores para o avango do

processo, Hughes (2000).
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Ainda segundo Hughes (2000), o algoritmo desejado para problemas de dindmica estrutural
€ o que apresenta segunda ordem de acuricia, que seja incondicionalmente estdvel de passo tinico
e apresente um bom balancgo entre a dissipa¢do numérica e a perda de acurdcia quando comparado
com a regra trapezoidal.

Segundo Hughes (2000), os periodos dos modos do modelo em elementos finitos podem ser
distorcidos pelos integradores. Por exemplo, a regra trapezoidal ird alongar o periodo, enquanto o
método da diferenca central ird encurtar o periodo, quando comparados ao problema original. Desta
forma, é recomendado que o integrador temporal e a matriz de massa sejam escolhidos de forma
que os erros no periodo sejam cancelados. Para a regra trapezoidal € recomendado o uso da matriz

de massa consistente.

5.1.1 Meétodo da diferenca finita centrada

A idéia principal do método da diferenca finita centrada € substituir as derivadas que surgem
na equagdo do movimento do sistema por aproximagdes algébricas dessas derivadas. Desta forma

as seguintes equacoes para aproximacao da velocidade e aceleracdo no instante ¢,, sdo utilizadas:

dn+1 - dn—l dn+1 -2 dn + dn—l
2At ’ At?

Substituindo as relagdes acima na equacdo do movimento do sistema dada pela Equagdo (5.1)

d, = d, = (5.2)

e rearranjando dos termos tem-se:

M D 2 M D
<A_t2+ Q_At) o = = (K‘ A_tzM) - (E ) 2_At) G 0

M D\ 2 M D
dnﬂZ(@*z—At) [fn—(K‘@M) dn‘(@‘m) d} G4

e utilizando esta expressdo € possivel calcular o deslocamento no instante ¢,,,, conhecendo os
deslocamentos nos instantes t,, e t,_; dados por d,, e d,,_; respectivamente. Nota-se que o deslo-
camento no instante ¢,,,, € obtido pela solugado direta do sistema sem a necessidade de um processo
iterativo para obter d,, 1. Assim, € possivel descrever o comportamento do sistema pela aplicacdo
sucessiva desta equacgdo, em cada intervalo de tempo. No entanto, no instante ¢,, = 0 hé a necessi-

dade de se conhecer dj e d_1, sendo este método ndo auto-iniciavel, (Rao, 2004). Para se calcular
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o deslocamento d_; as seguintes relagdes podem ser utilizadas segundo Wriggers (2002):

. At? .
d_1 = d(] - At do + T d() (55)
dy=M"'|-Ddy— Kdy+ f, (5.6)

A desvantagem deste método, como ja mencionado anteriormente, é a necessidade de pe-
quenos valores para At, devido as questdes de estabilidade do método. Para problemas lineares o
critério de Courant para o At..;; € uma boa estimativa, (Bathe, 1982).

Quando existe o contato entre os corpos, ou seja gy < 0, a equacdo do movimento passa a ser
a Equacao (4.35). Substituindo as aproximagdes para velocidade e acelera¢do dadas pela Equacao
(5.2) na Equacao (4.35), tem-se:

doi1 —2d, +d,_ dniy —d,_
M< n+1 n + n1>+D< n+1 n1)+Kdn+rC_f:0 (5.7)

At? 2At

lembrando que 7. é dado pelas equacgdes (4.44) e (4.40). Rearranjando os termos obtém-se:

M D 2 M D
<E+m) dn+1 :fn_rc(dn)_(Kdn_EM) dn_(@_m> dn,1 : (58)

M D\ 2 M D
dn+1—<E+m) |:fn_rc<dn)_<Kdn—@M) d”_(ﬁ_ﬂﬂ
(5.9)

O termo de forga de contato r. (d,,) é avaliado no instante de tempo ¢,,, assim como a fungio
penetracdo gy (d,,). Novamente, o valor de At deve ser menor que o valor critico. Para problemas
nao lineares uma estimativa para At..;;, segundo Wriggers (2002) é dada por:

le
Atpig = 0 — (5.10)
c
onde [¢ é o tamanho do menor elemento na malha, ¢ é a velocidade do som na estrutura € & é

um fator de reducdo escolhido arbitrariamente para cada problema dentro do seguinte intervalo
0.2<9<0.9.
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5.1.2 Método de Newmark

O método de integracdo temporal de Newmark ¢ o método mais conhecido para resolver
as equagdes do movimento, (Wriggers, 2002). Este baseia-se nas seguintes aproximagdes para os

deslocamentos e velocidades:

. At)? . ;
d, .\ :dn+Atdn+% [(1—25) dn+26dn+1} (5.11)
dpiy = dy + Al [(1 ) d, yélnﬂ} (5.12)

onde os parametros 3 e 7y controlam a estabilidade e acurdcia do método. O intervalo para os quais
os parametros podem ser escolhidos sd3o 0 < # < 0.5e 0 < v < 1, (Hughes, 2000). Neste traba-
lho serd utilizado o método de Newmark com aceleragdes médias, também conhecido por regra
trapezoidal, com os parametros e vy iguais a i e % respectivamente, (Hughes, 2000). O método
da aceleracdes médias apresenta caracteristicas interessantes como estabilidade incondicional e 2?
ordem de acurédcia. Tomando v = % , evita-se a introdu¢do de qualquer amortecimento numérico,
inerente do método de integracdo. Caso este valor seja maior de % um amortecimento numérico
positivo € introduzido no sistema, (Hughes, 2000). A aplicacdo do método de Newmark leva a um
sistema de equacgdes que pode ser facilmente resolvido.

As equagdes (5.11) e (5.12) s@ao a forma convencional de escrever as aproximagdes dos des-
locamentos e velocidades pelo método de Newmark, onde a varidvel primdria € a aceleragdo. No
entanto, serd utilizada a formulacao onde o deslocamento € a varidvel primaria para trabalhar di-
retamente com o deslocamento no processo de solugdo das equagdes. As equagdes (5.11) e (5.12),

podem ser rearranjadas na seguinte forma:

dpi1 = ay (dps1 — dy) — ard, — asd, (5.13)

dn—f—l = Q4 (dn-i-l — dn) + asy dn + ag dn (514)

onde as constantes aq, as, as, a4, a5, € Gg SAO:
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_ ! S k.2 A N IR
al—m,az—ﬂmmg— 25 ,a4—6A,a5—<1 B),as—(l Qﬁ)At
(5.15)

Para a condi¢do sem contato, a equacdo do movimento é dada pela Equacdo (5.1). Substi-

tuindo as as equacgdes (5.13) e (5.14) na Equacdo (5.1) e rearranjando os termos tem-se:

’lb (dn+1) =M [al (dn—i-l - dn) ) dn — as dni| + D [CL4 (dn—i-l - dn) + Qs dn + Qg dn]
+ Kty —F =0 (5.16)

onde v (d,, ;1) é denominado de vetor residuo. A Equagio (5.16) representa um conjunto de equa-
coes lineares, em que ndo existe a necessidade de um processo iterativo para a obtencdo do des-
locamento d,, ;. No entanto, por conveniéncia neste trabalho o processo iterativo foi utilizado e o
método escolhido foi 0 método de Newton — Raphson, detalhes sobre o método se encontram no

Anexo A. Assim tem-se:

[ay M +as D+ K| Ad,, | = — (d},,,) (5.17)

dih =d, . +Ad,, (5.18)

onde n + 1 identifica o passo de tempo atual e 7 a iteracdo do método de Newton — Raphson.
Para o caso em que os corpos entram em contato, ou seja, gy < 0 a equagdo do movimento
¢ dada pela Equacdo (4.35). Substituindo as equagdes (5.13) e (5.14) na Equacao (4.35) e rearran-

jando os termos tem-se:

W (dpy) = M [al (dy1 — dy) — azdy — as Ezn} +D [a4 (dys1 — dn) + a5 dy + ag dn]
Y Kdyy 7o (dyy) —F =0 (5.19)

A Equacido (5.19) é a equa¢do do movimento incluindo os termos de contato discretizada
pelo método de integracdo de Newmark. Lembrando que . € dado pelas equagdes (4.44) e (4.40).

Utilizando o método de iterativo para solucionar o sistema tem-se:
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[as M +as D+ Kr(d,.,)] Ad,,,, = — (d),,,) (5.20)

dt=d, , +Ad,,, (5.21)

n

sendo K r (d; +1) a matriz de rigidez tangente, que € dada por :

Kr(d,,,)=K+Kc(d,,) (5.22)

ort, (d
Ko = A", M (5.23)
od;
n+1
com K a matriz de rigidez linear da estrutura, e K é a matriz de rigidez devido a ndo linearidade
de contato. A matriz de rigidez de contato K~ e a fungdo penetracdo gy sdo avaliadas utilizando
d, 41 em cada iteragdo. O indice 7 representa a iteracdo atual do processo de solugdo das equagdes.
As velocidades e aceleragdes no instante n + 1 sdo obtidas substituindo o campo de deslocamento

convergido d,, ;1 nas equagdes (5.14) e (5.13) respectivamente.

5.1.3 Método o« — HHT (Hilber — Hughes — Taylor)

O método o« — HHT é uma generalizacdo do método de Newmark com a introdugdo de
um controle do amortecimento dos modos espurios de alta frequéncia sem perda da acuricia. Este
método foi desenvolvido inicialmente para tratar de problemas elastodinamicos lineares. O método
o — HHT é o método de integragcdo temporal mais universal, pois a partir da escolha adequada dos
parametros «, 7y e § pode-se obter os integradores de Newmark e o método da diferenca centrada.

A equagdo discretizada do movimento é modificada para a seguinte equacao:

Md,+(1—a) [D doir — fn+1] taD - f)+K[1-a)du +ad,]=0 (524)

As aproximacdes da velocidade e deslocamento sdo as mesmas aproximacdes utilizadas no
método de Newmark, dadas pelas equagdes (5.12) e (5.11) respectivamente. A solug@o do sistema
de equagdes lineares por conveniéncia neste trabalho € obtida utilizando o método de Newton —

Raphson, e assim tem-se:
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Y (dfz-i-a) =M [al (dni1 —dn) —az d, — a &n:| +D [(1 —a) dpy + adn}
+K[(1-a)dy+ad,]—[(1-a) fo+af,] =0 (525

e M+(1—a)asD+(1—a) K(d,,,)] Ad}Y, = -y (d,,.) (5.26)
dh =d, .+ AdS (5.27)

Os parametros «, v e  definem as caracteristicas de estabilidade e acurdcia do método. O
parametro « controla a dissipacao numérica dos modos espurios. Como mencionado anteriormente,

ao fazer @ = 1 obtém-se a familia dos integradores de Newmark. Por exemplo, paraa = 1,y =

N— N

e = }L temos a regra trapezoidal. O método da diferenca centrada € obtido fazendo o = 1, v =
e =0.
O algoritmo € incondicionalmente estdvel e com segunda ordem de acuricia para os seguintes

intervalos de parametros de acordo com Ericher et al. (2002):

1 1+ a)?

O método alpha — HHT também leva a um sistema de equacdes nao lineares, como no

0<a< (5.28)

N | —

método de Newmark. Da mesma forma, como no método de anterior, este assunto ira ser tratado
com mais detalhes na secdo de discretizacdo temporal.
Para o caso em que os corpos entram em contato, ou seja, gy < 0 a equagdo do movimento

incluindo os termos de contato para o método alpha — H H'T', é dada pela seguinte expressao:

Md,+(1-a) |Ddyy - fnﬂ} ta [D d, — fn}
+ K [(1—«)dy+ad,]+7rc(dpia) =0 (5.29)

dpio = (1 - @) dpyr +ad, (5.30)

Substituindo as equacdes (5.13) e (5.14) na equacio (5.29) e rearranjando os termos tem-se:
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W (dnsr) = M [al (dps1 — dy) — asd, — ay dn}
+ (1 _a) [C (CL4 (dn+1 _dn> +a5dn _+a6&n) _Fn+1:| +05 |:an _Fn]
+ K [(1 — Oé) dn+1 + Oédn] + rc (dn_;,_a) =0 . (531)

Lembrando que 7. é dado pelas equacgdes (4.44) e (4.40) .Para a solu¢do da equacdo (5.31)

foi utilizado o método de Newton — Raphson. Assim tem-se:

e M+(1—a)asD+(1—a) Kr(d, )] Ad,, = —¢(d, ) (5.32)
dh=d, . +Ad (5.33)

sendo K1 (d; +a) a matriz tangente, dada por:

Kr(d,,,)=K+Kc(d,,.,) (5.34)
or, (d,,,
Kc (dpta) = A2y M (5.35)
adn+1
d..=(1-a)d, , +ad, (5.36)

com K a matriz de rigidez linear, e K~ a matriz de rigidez devido a ndo linearidade de contato.
Estas matrizes sdo avaliadas utilizando o deslocamento d, +o- A fungdo penetragdo gy também
deve ser avaliada utilizando o deslocamento d, 1 acada iteragdo. O indice 7 representa a iteragao
atual do processo de solucdo das equacdes nado lineares. Os coeficientes ay, as, as, a4, as, € ag S0
dados pela Equacao (5.15). As velocidades e aceleragdes no instante n + 1 sdo obtidas substituindo
o campo de deslocamento convergido d,,. nas equagdes (5.14) e (5.13) respectivamente.

Os métodos de integracdo numérica apresentados neste trabalho foram todos implementados
em linguagem MATLAB. Cada método foi implementado de acordo com a equagdes apresentadas

nas se¢des anteriores para cada esquema de integracdo descrito.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo é realizada a verificagao dos algoritmos de integracdo da diferenga centrada
(DFC), de Newmark e « — HHT', com a solugdo analitica de vibracdo forcada de uma viga bi-
apoiada com carga harmonica concentrada no meio do vao. Posteriormente, o problema de uma
viga impactando contra dois obstaculos rigidos € estudado e os resultados obtidos aqui sdo compa-
rados com os resultados obtidos por Dumont (2002). E por fim, a situacio de vibro-impacto entre

duas vigas € estudada e os resultados obtidos sdo apresentados e discutidos.

6.1 Verificacao

6.1.1 Meétodo de integraciao temporal

Com a finalidade de verificagdo dos métodos de integragdo temporal, o problema de vibra-
cdo de uma viga bi-apoiada carregada com for¢a harmonica senoidal mostrado na Figura 6.1 foi
utilizado. Entende-se por verificagdo a comparagao entre os resultados obtidos por uma simulagao

numérica com a solucao analitica do problema.

a

< > Fo.sin(Wp.t)

< >
L

Figura 6.1: Viga bi-apoiada submetida a uma for¢a harmonica senoidal

As condi¢des de contorno e condi¢des iniciais do problema sio:

B o Pw(0,t)  Pw(Lt) L B
w(0,t) =w(L,t) =0.0; P v 0; w(z,0) =w(x,0)=0.0 . (6.1)

A solugdo para o deslocamento da viga em vibracdo forcada ndo amortecida é dada pela

Equacao (6.2). No anexo B se encontra a deducao de forma detalhada da solucdo analitica.
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w (a,t) = 25, Z ! sen (mra) sen <n_7[r/x) {sen (wpt) — “P sen (wnt) (6.2)

Wn,

W (6.3)

As simulag¢des do comportamento da viga foram feitas utilizando os métodos da diferenga
finita centrada, Newmark e o« — H H'T' todos implementados em linguagem MATLAB utilizando
as equacdes discretizadas apresentadas no capitulo 5. As solugdes obtidas foram comparadas com
a solucdo analitica dada pela Equacao (6.2). Foram utilizados os 10 primeiros modos de vibracao
da viga para a construcao da resposta analitica.

Os parametro utilizados nas simula¢des foram: for¢a concentrada I, = 500 [V, frequéncia
do carregamento f = 20 Hz que corresponde a frequéncia angular de w, = 125,6637rad/s,
comprimento da viga L = 10m, érea da secdo transversal A = 0.02m?, momento de inér-
cia I = 1.6667 x 10~°m?*, distancia de aplicacdo da carga em rela¢do ao vinculo a = 5m,
modulo de elasticidade do material da viga F = 70 GPa, massa especifica do material da viga
p = 2700 Kg/m3.

O intervalo de tempo em que a solugdo foi estuda foi de 0 a 2.5 s. O incremento de tempo
utilizado nas simulacdes foi de At = 1 x 107° s para todos os esquemas de integra¢io numérica
utilizado. A malha de elementos finitos utilizada continha 40 elementos de viga de dois nés como
apresentado no capitulo 3. Para o método de Newmark os valores dos pardmetros 5 e v forma
0.25 e 0.5 respectivamente, estes parametros corresponde ao esquema da regra trapezoidal . Para o
método « — H HT o valor do parametro « escolhido foi igual a 0.1 e os valores dos parametros 3
e -y foram obtidos pela relacdo dada na Equacdo (5.28).

Para realizacdo da comparagdo quantitativa dos resultados numéricos obtidos em relacao a
solugdo analitica, a norma L? do erro (||e||z2) e o valor RM S do erro entre o deslocamento numé-
rico obtido no ponto x = a e o deslocamento analitico em x = a foram calculadas. As equacdes

para norma L? e o valor RM S utilizadas foram as equagdes (6.4) e (6.5), apresentadas a seguir:

To T
llell L2 = \l/(w (a,t) = u (a,1))%dt = JZ(UJ (a,t) —u (8)2 = /(@ —w)" (@ —u) 6.4)
Ty t=0
RMS:J /(w a,t) — u (a,t))2dt = \/Zt —o(w ( U<avt>>2:\/<w—u)T(w—u) ©6.5)
=T B—ﬂ To—Ti '
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onde w € o vetor solugdo analitica no ponto a em cada instante de tempo, u € o vetor da solucao
numérica no ponto @ obtido por cada método de integracdo em cada instante de tempo. O tamanho
dos vetores corresponde a quantidade de pontos no intervalo de tempo de interesse. Por exemplo,
para este caso em que o intervalo de tempo de andlise foi de 2.5 s e At = 1 x 107° s, temos 250000

pontos. A tabela a seguir mostra o valor da norma L? e o valor RM S obtidos para cada método.

Tabela 6.1: Comparacdo dos métodos de integracdo temporal com a solucdo analitica da vibragcao
de uma viga bi-apoiada excitada por uma carga senoidal.

| Método \ lle]| 2 \ RMS |
Diferenca Finita Centrada | 5.00672¢ — 004 | 2.00269¢ — 004
Newmark 4.97474e — 004 | 1.98990e — 004
oa— HHT 4.97017e — 004 | 1.97607e — 004

Os resultados apresentados mostram que os métodos implementados sdo capazes obter solu-
¢des com acuracia na ordem de 10~% na norma do erro, e valor RM S na ordem de 10~* comparada
com a solucao analitica do problema utilizado como validagcdo. Assim, os métodos implementados
podem ser considerados verificados.

Para realizacdo de comparacgdo dos sinais ao longo do tempo das solugdes obtidas pelos mé-
todos de integracao numérica e a solugao analitica, foi gerado graficos com o plot da sobreposi¢ao
das solu¢des numéricas com a solucdo analitica para cada método de integragdo utilizado. A Figura
6.2 mostra a comparagdo visual do sinal de deslocamento do ponto = a, obtido pelos métodos de

integracdo numérica com o sinal obtido pela expressdo analitica dada pela Equacao (6.2).
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Figura 6.2: Comparac¢do do sinal de deslocamento obtido pela expressdo analitica com o obtido
pelos métodos de integragdo temporal.

No primeiro grafico da Figura (6.2) tem-se a comparacdo do deslocamento obtido pelo mé-

50

todo da diferenca finita centrada (DFC) com o deslocamento analitico, e em seguida a comparagao

do deslocamento obtido pelo método de Newmark com o deslocamento analitico € realizada. Por



fim, tem-se a comparacdo do deslocamento obtido pelo método v — H H'I" com o deslocamento
analitico. Os sinais de deslocamentos obtidos pelos métodos de integragdo numérica apresenta-
ram concordancia com o sinal do deslocamento analitico. As figuras 6.3, 6.4 e 6.5 apresentam o0s

grificos dessa comparagdo qualitativa para a velocidade, aceleracao e diagrama de fase.
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Figura 6.3: Comparacao do sinal de velocidade obtido pela expressao analitica com o obtido pelos

métodos de integracao temporal.

No primeiro grafico da Figura (6.3) tem-se a comparagdo da velocidade obtida pelo método
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da diferenca finita centrada (DFC) com a velocidade analitica, e em seguida a comparacdo da
velocidade obtida pelo método de Newmark com a velocidade analitica € realizada. Por fim, tem-se
a comparacao da velocidade obtida pelo método o— H H'I" com a velocidade analitica. Os sinais das
velocidades obtidas pelos métodos de integragdo numérica apresentaram concordancia com o sinal
da velocidade analitica, obtida pela primeira derivada em relagdo ao tempo da solucdo analitica do

deslocamento dada na Equacdo (6.2).
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Figura 6.4: Comparagao do sinal de aceleracdo obtido pela expressao analitica com o obtido pelos
métodos de integracao temporal.
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No primeiro grafico da Figura (6.4) tem-se a comparacao da aceleragdo obtida pelo método
da diferenca finita centrada (DFC) com a aceleracdo analitica, e em seguida a comparagdo da ace-
leracao obtida pelo método de Newmark com a aceleragdo analitica € realizada. Por fim, tem-se a
comparacao da aceleragdo obtida pelo método o — H H'I' com a aceleracdo analitica. Os sinais das
aceleracdes obtidas pelos métodos de integragdo numérica apresentaram concordancia com o sinal
da aceleracdo analitica, obtida pela segunda derivada em relagdo ao tempo da solugdo analitica do

deslocamento dada na Equacgdo (6.2)
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Figura 6.5: Comparagdo do diagrama de fase obtido pela expressdo analitica com o obtido pelos
métodos de integracao temporal.
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No primeiro gréfico da Figura (6.5) tem-se, a compara¢do do diagrama de fase obtido pelo
método da diferenca finita centrada (DFC) com a diagrama de fase analitico. Em seguida a com-
paracdo do diagrama de fase obtido pelo método de Newmark com o diagrama de fase analitico.
¢ realizada. Por fim, tem-se a comparac¢do do diagrama de fase obtido pelo método o« — HH'T
com o diagrama de fase analitico. Os diagramas de fase obtidos pelos métodos de integracdo nu-
mérica apresentaram concordancia com o diagrama de fase analitico. Em resumo, conclui-se que
os métodos de integracdo numérica implementados foram capazes de reproduzir a soluc¢do anali-
tica de forma satisfatéria. Nota-se que o erro numérico dado pela norma L? e pelo valor RM S
sdo da ordem 10~%, em termos da variagdio do sinal ao longo do tempo as solu¢des numéricas se

aproximaram de forma satisfatdria.

6.2 Vibro-impacto de viga contra obstaculo rigido

Nesta se¢@o serdo apresentado os resultados obtidos para o problema de uma viga engastada

livre que impacta repetidamente contra contra dois obstdculos rigidos como mostra a Figura 6.6.

EI

Figura 6.6: Comparacdo com o artigo de Dumont (2002).

Os parametros do problema sao: comprimento da viga . = 1,501 m, folga entre a viga e
os obstdculos gy = 0.1m, médulo de elasticidade £ = 2 x 10! GPa e massa especifica p =
8.000 %. A viga possui se¢do circular vazada com didmetro externo de D, = 1 cm e espessurat =
0.5 mm. A viga estd sujeita a uma excitag@o de base do tipo senoidal dada por e(t) = 0.2 sen(101).
A malha de elementos finitos utilizada possui 19 elementos, os intervalos de tempo utilizados foram
de At =5x10765, At =1x10"%s, At =5x10""se At = 2x 107 5. O valor do penalizador do
método da penalidade foi ey = 1 x 10® % Este problema foi estudado anteriormente por Dumont
(2002), os parametros do problema foram os mesmo utilizados por Dumont (2002) em seus estudos.

A tolerancia na penetragio dos corpos utilizada no presente trabalho foi TOL = 1x 1075, Os

resultados obtidos foram comparados com os resultados apresentados por Dumont e Paoli (2006)
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utilizando o método de Newmark para a regra trapezoidal.

As Figuras 6.7, 6.8, 6.9 e 6.10 apresentam os graficos do deslocamento por tempo para dife-
rentes valores de At obtido pelo método de Newmark implementado neste trabalho em linguagem
MATLAB e os gréficos do deslocamento por tempo apresentados no trabalho de Dumont e Paoli

(2006) obtidos pelo método de Newmark por ele implementado.
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(a) Resultados obtidos pelo método de Newmark implementado neste trabalho
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(b) Resultados do deslocamento x tempo obtidos pelo método de Newmark apresentado por Dumont (2002).

Figura 6.7: Deslocamento x tempo para uma viga impactando contra dois obstaculos rigidos posi-
cionados de forma simétrica em relagio ao eixo axial da viga, At = 5 x 1076 s.

Os resultados obtidos pelo método de Newmark implementado neste trabalho em linguagem

MATLAB, mostraram ser mais estaveis apds o primeiro impacto do que o o método de Newmark

59



apresentado no trabalho de Dumont (2002), mas destaca-se também boa concordancia do desloca-
mento durante os primeiros 0.15 s segundos do movimento onde as instabilidades eram ainda muito
pequenas. Acredita-se que esta diferenca possa ser explicada pela diferenca entre a tolerancia da
penetracdo utilizada neste trabalho com a do trabalho de Dumont (2002). No entanto esta toleran-
cia ndo € mencionada por Dumont (2002) em seu trabalho. Outra possibilidade seria a forma de
imposicao do movimento de base que neste trabalho se deu na forma de um deslocamento prescrito
na forma de u = 0.2 sen(10¢), Dumont (2002) em seu trabalho ndo fornece detalhes sobre este

aspecto.
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(a) Resultados obtidos pelo método de Newmark implementado neste trabalho.
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(b) Resultados do deslocamento x tempo obtidos pelo método de Newmark apresentado por Dumont (2002).

Figura 6.8: Deslocamento x tempo para uma viga impactando contra dois obstaculos rigidos posi-
cionados de forma simétrica em rela¢do ao eixo axial da viga, At = 1 x 1076
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(b) Resultados do deslocamento x tempo obtidos pelo método de Newmark apresentado por Dumont (2002).

Figura 6.9: Deslocamento x tempo para uma viga impactando contra dois obstdculos rigidos posi-
cionados de forma simétrica em relagdo ao eixo axial da viga, At = 5 x 1077 s.
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(b) Resultados do deslocamento x tempo obtidos pelo método de Newmark apresentado por Dumont (2002).

Figura 6.10: Deslocamento x tempo para uma viga impactando contra dois obstdculos rigidos po-
sicionados de forma simétrica em relagiio ao eixo axial da viga, At = 2 x 1077 s.

Os resultados obtidos pelo método de N ewmark implementado neste trabalho apresentaram
boa concordancia com os resultados obtidos por de Dumont e Paoli (2006) utilizando o método
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de Newmark por ele implementado, especialmente para At pequenos como os utilizados nas
Figuras 6.8, 6.9 e 6.10. Os resultados obtidos por este trabalho apresentaram boa concordancia
em termos de valores e forma do sinal de deslocamento até valores de ¢ = 0.4 s, que corresponde
ao inicio do impacto com o obsticulo inferior. Para valores de ¢t > (0.4 s diferencas entre as repostas
obtidas pelo método de Newmark implementado neste trabalho em relacdo ao implementado por
Dumont (2002) sdo observéveis sendo mais destacadas para At = 2 x 1077 s. Deve-se destacar
também o alto custo computacional destas simulacdes devido ao intervalo de tempo muito pequeno
e quantidade de dados gerados.

Avancgando além das andlises feitas no trabalho de Dumont (2002) para o problema da viga
impactando contra os obsticulos rigidos. Desejava-se investigar os deslocamentos, variacdo da
energia (AE) entre dois instantes consecutivos (¢, t,+1), a evolugdo da folga e a for¢a de contato
para o problema anterior das vigas impactando contra dois obstdculos rigidos em seus instantes
iniciais. Portanto, foi definindo um intervalo de andlise 0 < ¢t < 0.65s. Os resultados obtidos
sdo apresentados nas figuras 6.11, 6.12, 6.13 e 6.14 e mostram respectivamente a comparacao dos
deslocamentos, variagdo da energia AE entre dois instantes consecutivos (t,,,.1), a evolu¢do
da folga e a for¢a de contato obtidos pelo método da diferenca centrada, Newmark e o método
o — HHT, para At = 1 x 107%s. Os resultados sdo apresentados para o intervalo de tempo de 0
até 0.65 s.
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(a) Método da diferenca finita centrada (DFC).
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(¢) Método o« — HHT coma = 0.1y =0.6e 5 = 0.3025.
Figura 6.11: Comparacdo do deslocamento obtido pelos métodos DFC, Newmark e o — HHT,

para At =1 x 1079 s e e excitagdo e(t) = 0.2 sen(101).
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(c) Métodow — HHT com o« = 0.1y = 0.6 e 5 = 0.3025.

Figura 6.12: Comparagdo de AFE obtido pelos métodos DFC, Newmark e « — HH'T, para At =
1 x 1079 s e e excitagdo e(t) = 0.2 sen(10¢).
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(¢c) Método o« — HHT coma = 0.1y =0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.13: Distancia da viga até os obstdaculos (folga) obtida pelos métodos DFC, Newmark e
o — HHT, para At = 1 x 107% s e excitagdo e(t) = 0.2 sen(10¢).
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(c) Métodoa — HHT coma = 0.1y =0.6e 5 = 0.3025.

Figura 6.14: Comparacio for¢a de contato py obtida pelos métodos DFC, Newmark e « — HH'T,
para At = 1 x 1079 s e excitagdo e(t) = 0.2 sen(10¢).
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Os resultados de deslocamento apresentados na Figura 6.11 mostram diferencas significativas
nos deslocamentos obtidos para cada método nas regides onde os impactos ocorreram. Na medida
da variacdo da energia verificam-se os picos de energia positivos e negativos mostrando aumento e
reducdo respectivamente durante o impacto. Nota-se um “ruido” de energia (oscilacdes nos grafi-
cos da energia apds o primeiro impacto), que surge mostrando que os métodos de integracao nao
conservam a energia durante o impacto, apesar do problema ndo possuir nenhum efeito de dissipa-
cdo de ndo energia. Nota-se que esse “ruido” de energia aparentemente aumenta a cada vez que a
viga impacta contra os obstdculos rigidos. DSestaca-se também que o método alpha — HHT foi o
método que menos viola a conservacdo da energia, quando comparados aos métodos de Newmark
e DFC, uma vez que os valores da varia¢do na energia foram menores para este integrador quando
comparados aos outros dois. O comportamento da folga entre a viga e os obstaculos segue 0 mesmo
comportamento observado no deslocamento, onde as diferengas mais significativas se localizam nos
intervalos de tempo onde o impacto ocorre. A forca de contato, como esperado, apresenta 0s picos
caracteristicos do fenomeno de impacto, sendo que os valores desta foram maiores para o método
da diferenca finita centrada e menores para o método o — H H'T'. Os valores menores da forca de
contato para método o — H H'T" sdo justificados pela sua menor violagido da conservacdo da energia,
de forma que o sistema trabalha em um nivel de energia mais baixo do que nos outros métodos de
integracao.

No resultados apresentados anteriormente a excitagdo de base era e(t) = 0.2 sen(10¢). Bus-
cando ajustar o nivel da excitacdo de base ao valor da distancia entre a viga e os obstaculos, a
excitacdo foi reduzida a e(t) = 0.1 sen(10¢). O mesmo problema da viga impactando contra os
obstaculos rigidos representado pela Figura 6.6 é considerado agora com a excitacdo de base redu-
zida, utilizando os mesmos parametros anteriores. Os resultados da comparagao dos deslocamentos,
variacdo da energia AF entre dois instantes consecutivos (., t,+1), a evolucdo da folga e a forca
de contato obtidos pelo método da diferenca centrada, Newmark e o método o« — HH'T, para
At = 1 x 107% s com intervalo de tempo de 0 até 0.65 s, sdo obtidos e apresentados nas figuras
6.15,6.16,6.17 ¢ 6.18.
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(b) Método de Newmark com~y = 0.5¢e 5 = 0.25.
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(¢c) Método o — HHT coma = 0.1y = 0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.15: Comparacdo do deslocamento obtido pelos métodos DFC, Newmark e o — HHT,
para At = 1 x 1079 s e excitagdo e(t) = 0.1 sen(10¢).
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(c) Método o — HHT coma = 0.1y = 0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.16: Comparacdo de AFE obtido pelos métodos DFC, Newmark e « — HHT, para At =
1 x 107% s e e excitagdo e(t) = 0.1 sen(10t).
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(¢c) Método o — HHT coma = 0.1y = 0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.17: Distancia da viga até os obstdaculos (folga) obtida pelos métodos DFC, Newmark e
o — HHT, para At =1 x 1079 s e excitagdo e(t) = 0.1 sen(10¢).
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(¢c) Método o« — HHT coma = 0.1y =0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.18: Comparacio for¢a de contato py obtida pelos métodos DFC, Newmark e « — HHT,
para At = 1 x 1079 s e excitagdo e(t) = 0.1 sen(10t).
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Os resultados de deslocamento obtido para a amplitude do movimento de base de 0.1m
mostraram as mesmas caracteristicas observadas com a amplitude de 0.2 m. Destaca-se que a regido
do impacto ficou mais evidente, o que permite identificar no grafico de deslocamento, préximo
ao instante 0.125 s, a ocorréncia do impacto entre a viga e o obstidculo superior € em instantes
seguintes a viga se separa € volta a impactar em aproximadamente 0.15 s. Estes instantes ficam
evidentes quando observa-se os gréficos da variacdo da energia e da forca de contato (ver os picos).
O mesmo comportamento € observado quando a viga impacta com obstaculo inferior préximo ao
instante 0.375 s e se separa para impactar novamente em aproximadamente 0.4 s. Ao verificar os
gréificos da variacdo da energia e da forca de contato verifica-se os picos neste instantes. Depois
ainda em aproximadamente 0.525 s um novo impacto com o obstaculo inferior ocorre seguido de
uma separacio e um novo impacto. Nota-se também que a variacdo de energia apresentou menos
discrepancia entre os métodos. O método da diferenca finita (DFC) apresentou um valor um pouco
maior ainda, ja o método a— H H'T' e o método de N ewmark foram muito semelhantes. Novamente
observa-se o ruido” na energia mostrando que a conservacio da energia nao € satisfeita apesar do
problema ndo incluir efeitos dissipativos. A folga entre a viga e os obsticulo apresentou 0 mesmo
comportamento descrito para o deslocamento. Na forca de contato verifica-se os instantes onde o
impacto ocorre bem destacados pelos picos que surgem, nota-se também que a forca desenvolvida
no impacto com obstaculo inferior foi maior que a desenvolvida no impacto superior, isso de fato
mostra que o método de solucao leva a um aumento de energia durante o impacto com obsticulo
superior e consequentemente aumentado a energia do sistema, provocando que o impacto contra o

obstdculo inferior ocorra em um nivel energético maior.

6.3 Vibro-impacto de viga contra viga

ApOs uma anélise de impacto entre uma viga impactando contra um obstaculo rigido, deseja-
se saber como € a reposta de uma viga impactando contra outra viga. Diferentemente do apresen-
tado na situacdo anterior em que um corpo era flexivel e o outro rigido, na situacdo de interesse
atual ambos os corpos sdo flexiveis. O problema das duas vigas impactando € mostrado na Figura
6.19.
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Figura 6.19: Problema de contato viga com viga

Os valores dos parametros do problema foram obtidos do trabalho desenvolvido Beltrame
et al. (1998) e sdo os seguintes: L; = 348 x 1073m = 10e Ly = 247 x 103 m, B, = By =
67 % 10° Pa, p; = pa = 2750 %, Ay = Ay = 112.775x 107 m?2, I, = I, = 397.062 x 10~ 2m*e
go = 3.5x 107*m, a forga externa aplicada F' = 1.98 sen(38t) onde w, = 38 H z que corresponde
a frequéncia natural da viga. Para a realizacdo das simula¢des um amortecimento proporcional foi
introduzido os valores dos pardmetros A e B utilizados foram de A = B = 1 x 107%s. A malha
utilizada foi uma malha contendo 9 elementos finitos para cada viga. Os modelos de forca de
contato utilizado nas simulag¢des foram o modelo de forca de contato proporcional e o modelo de
for¢a de contato cdbico, com penalizador ¢ = 1 x 10 N/m e a tolerancia na penetragdo dos
corpos adotada foi TOL = 1 x 1078, A resposta dinAmica das duas vigas foi obtida utilizando os
métodos da diferenca finita centrada (DFC), Newmark com vy = % e = }l que corresponde a regra
trapezoidal e o método « — HHT com o« = 0.1, v = 0.6 ¢ § = 0.3025. O intervalo de tempo de
analise foi 0 até 0.5 s com intervalo de tempo At = 1 x 107% s que menor do que o valor critico do
intervalo de tempo At,.+ix = 3.24 x 10~* s para o problema em andlise.obtido pela Equacdo (5.10).

As figuras 6.20, 6.21 e 6.22 mostram respectivamente a evolucdo temporal do deslocamento,
velocidade e aceleragdo para o grau de liberdade da viga 1 que entra em contato com a viga 2, para

os seguintes esquemas de integracao temporal: DFC, Newmark e o« — HH'T'.
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(b) Método de Newmark com~y = 0.5¢e 5 = 0.25.
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(c) Métodoa — HHT coma = 0.1y =0.6e 5 = 0.3025.

Figura 6.20: Comparacdo do deslocamento do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de for¢a de contato proporcional.
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(¢c) Método o« — HHT coma = 0.1y =0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.21: Comparacao da velocidade do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de forca de contato proporcional.
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Aceleragao x Tempo
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(c) Métodow — HHT com o« = 0.1y = 0.6 e 5 = 0.3025.

Figura 6.22: Comparacao da aceleracdo do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de for¢a de contato proporcional.
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As figuras 6.23, 6.24 e 6.25 mostram respectivamente a evolucdo temporal do deslocamento,
velocidade e aceleragdo para o grau de liberdade da viga 2 que entra em contato com a viga 1, para

os seguintes esquemas de integracao temporal: DFC, Newmark e o« — HH'T'.
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(c) Métodoa — HHT coma = 0.1y =0.6e 5 = 0.3025.

Figura 6.23: Comparacdo do deslocamento do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de for¢a de contato proporcional.
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Velocidade x Tempo
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(c) Método o — HHT coma = 0.1y = 0.6e 3 = 0.3025.

para o modelo de forca de contato proporcional.
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Aceleragao x Tempo
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(c) Métodow — HHT com o« = 0.1y = 0.6 e 5 = 0.3025.

Figura 6.25: Comparacao da aceleracdo do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de for¢a de contato proporcional.
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Os deslocamentos do grau de liberdade da viga 1 mostrados na Figura 6.20 foram muito
proximos para os trés métodos de integracdo utilizados. Na Figura 6.21, em que a velocidade é
mostrada nota-se as diferencas nos métodos nos instantes onde o impacto ocorre, que podem ser
identificadas pela brusca mudanca no sentido da velocidade. Na Figura 6.22, em que os graficos de
aceleracao sdo mostrados, ficam mais evidentes as diferencas na reposta obtida por cada integrador.
Todos os métodos foram capazes de representar os picos caracteristicos do fendmeno. Nota-se
no entanto que o método da diferenca finita centrada (DFC) ndo apresenta um tnico pico e sim
uma pequena regido onde os picos acontecem, diferente dos métodos de Newmark e o — HH'T.
Isto pode ter acontecido pela carateristica do método DFC ser um método explicito e também
devido ao mau condicionamento do sistema de equacdes, ja que o valor do penalizador para o
esquema de integracdo DFC com modelo de for¢a de contato linear teve que ser reduzido para
ex = 1 x 10'Y N/m para que o problema convergisse. Os valores nos graficos foram limitados a
1000m/s* , no entanto os valores maximos dos picos ficaram na ordem de 10° m /s>

Os mesmos comentdrios feitos para o grau de liberdade em contato da viga 1 podem ser
estendidos para o grau de liberdade em contato da viga 2. Destaca-se que em todos os gréficos
o valor do deslocamento, velocidade e aceleracdo comegcaram em zero para o né da viga 2 e sé
quando o impacto ocorre € que 0 movimento da viga 2 se inicia.

As figuras 6.26, 6.27 e 6.28 mostram respectivamente a variacdo da energia entre dois ins-
tantes consecutivos, evolucdo da folga e a forca de contato para o problema do vibro-impacto entre
vigas com modelo de forca de contato proporcional, para os seguintes esquemas de integracao
temporal: DFC, Newmark e o« — HHT'.
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(c) Métodoa — HHT coma = 0.1y =0.6e 5 = 0.3025.

Figura 6.26: Comparacdo da varia¢do da energia A E para o modelo de for¢a de contato proporci-
onal.
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(c) Método o — HHT coma = 0.1y = 0.6e 3 = 0.3025.
Figura 6.27: Evolucdo da distancia da viga até os obstdculos (folga) para o modelo de forca de
contato proporcional.
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(c) Métodow — HHT com o« = 0.1y = 0.6 e 5 = 0.3025.

Figura 6.28: Comparagdo da forca de contato py para o modelo de forca de contato proporcional.
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Os graficos da variacdo da energia apresentados na Figura 6.26 mostram caracteristicas ja
observadas na aceleragdo, onde o método da diferenca finita centrada (DFC), diferente dos métodos
de Newmark e o« — HH'T, ndo apresenta um pico bem definido, mas sim uma pequena regiao
em torno do ponto de impacto com varios picos de valores menores aos picos dos outros dois
métodos. Em termos de valores de pico, o método de Newmark apresentou menor variagdo entre
os valores mdximo e minimo dos picos, € 0 método o« — H H'T" apresentou a maior variagdo entre
os valores maximo e minimo dos picos. Quanto ao grafico da folga entre as vigas, mostrado na
Figura 6.27, verifica-se que no impacto os corpos entram em contato € permanecem em contato
por um tempo e depois voltam a se separar. Esta permanéncia pode ser vista também no grafico
da for¢a de contato mostrado na Figura 6.28 em que verifica-se pequenas oscilagdes ao redor do
pico de contato para os métodos de Newmark e o método o« — H HT' e vérios picos de menores
amplitudes ao pico inicial no método da diferenca finita centrada. Quanto aos valores nota-se que
os valores dos picos para o método o« — H H'T' foram os menores o método de Newmark teve
picos um pouco maiores mas nao muito distantes do método o« — A HT'. De outra forma os valores
de pico obtidos no método da diferenca finita centrada mostraram-se muito maiores ao outros dois
métodos, mostrando a influéncia no método de integracdo no modelo na for¢a de contato. Esses
maiores valores novamente podem estar relacionados a caracteristica de o método DFC ser um
método de integracao explicito diferente dos outros dois métodos.

A seguir os resultados para o problema de vibro-impacto de viga contra viga considerando o
modelos de for¢a de contato cibico sdo apresentados. O valor do penalizador utilizado nas simula-
¢oes foi e = 1 x 10'2 N/m, os demais pardmetros foram mantidos os mesmos que os utilizados no
modelo proporcional.

As figuras 6.29, 6.30 e 6.31 mostram respectivamente a evoluc¢do temporal do deslocamento,
velocidade e aceleracdo para o grau de liberdade da viga 1 que entra em contato com a viga 2, para

os seguintes esquemas de integracao temporal: DFC, Newmark e o« — H HT'.
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(c) Métodow — HHT com o« = 0.1y = 0.6 e 5 = 0.3025.

Figura 6.29: Comparacdo do deslocamento do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de for¢a de contato cubico.
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(¢c) Método o« — HHT coma = 0.1y =0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.30: Comparacao da velocidade do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,
para o modelo de forca de contato cuibico.
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Figura 6.31: Comparacao da aceleracdo do grau de liberdade da viga 1 em que ocorre o contato,

para o modelo de for¢a de contato cubico.
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As figuras 6.32, 6.33 e 6.34 mostram respectivamente a evolucdo temporal do deslocamento,
velocidade e aceleragdo para o grau de liberdade da viga 2 que entra em contato com a viga 2, para

os seguintes esquemas de integracao temporal: DFC, Newmark e o« — HH'T'.
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(c) Métodoa — HHT coma = 0.1y =0.6e 5 = 0.3025.

Figura 6.32: Comparacdo do deslocamento do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de for¢a de contato cubico.
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Figura 6.33: Comparacdo da velocidade do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de for¢a de contato cubico.
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(c) Métodow — HHT com o« = 0.1y = 0.6 e 5 = 0.3025.

Figura 6.34: Comparacao da aceleracdo do grau de liberdade da viga 2 em que ocorre o contato,
para o modelo de for¢a de contato cubico.
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Os deslocamentos do grau de liberdade da viga 1 mostrados na Figura 6.29 foram muito pré-
ximos para os trés métodos de integracdo utilizados, assim como nos resultados obtidos no modelo
de forca de contato proporcional. Na Figura 6.30, em que a velocidade é mostrada, nota-se as di-
ferencas nos métodos nos instantes onde o impacto ocorre, que pode ser identificado pela brusca
mudanga no sentido da velocidade. Na Figura 6.31, em que os graficos de aceleragcdo sdo mostrados
sdo mais evidentes as diferengas da reposta obtida por cada integrador. Todos os métodos foram
capazes de representar os picos caracteristicos do fendmeno. Nota-se no entanto, que o método
da diferenca finita centrada (DFC) apresentou um tnico pico no instante do impacto assim como
os outros métodos, diferente do observado quando o modelo de for¢ca de contato proporcional foi
utilizado. Nota-se também os métodos o — H H'I" e o método de Newmark, apds os dois primeiros
impactos, apresentaram uma redugdo do valor de pico, diferente do observado para o método da
diferenca finita centrada. A redug@o do pico ocorre devido ao fato que depois dos dois primeiros
impactos as vigas passam a impactar sempre na mesma configuracao.

As magnitudes dos picos de aceleragdo utilizando o modelo de forca de contato proporcional
parecem estar superestimadas, devido principalmente a ndo conservagdo da energia, sendo que
energia € acrescentada ao sistema, levando a um estado energético que nao corresponde ao do
sistema. O modelo cubico apresentou magnitudes mais moderadas como pode ser visto na Figura
6.37, verifica-se que os picos da acelera¢do sejam mais compativeis ao problema real, no entanto
seria necessario dados experimentais para comprovagdo dessa hipotese. A magnitude dos picos das
aceleracdes ainda apresenta valores elevados apesar da variacdo da energia apresentar variacdoes na
ordem de 107° .J a 10~ .J. A variagdo discreta da velocidade V' em dois pontos préximos separados

por At pode ser escrita como:

AV
At
onde no problema em questdo o valor do intervalo de tempo utilizado foi de 1 x 107% s para ace-

(6.6)

leragdo. Assim para uma varia¢do unitéria na velocidade um valor de 1 x 10%m,/s? seria obtido.
Desta forma acredita-se que o valor de pico € afetado pela escolha do intervalo de tempo, no entanto
estudos adicionais devem ser realizados.

O comportamento observado no deslocamento, velocidade e aceleracdo do né do grau de
liberdade da viga 1 foi o mesmo observado no grau de liberdade da viga 2. Destaca-se novamente
que todos os gréficos de deslocamento, velocidade e aceleragdo para o grau de liberdade da viga 2,
iniciaram-se a partir de zero, mostrando que a viga 2 s6 entram em movimento no instantes em que
0 impacto ocorre.

As figuras 6.35, 6.36 e 6.37 mostram respectivamente a variacao da energia entre dois instan-

95



tes consecutivos, a evolucdo da folga e a forca de contato para o problema do vibro-impacto entre
vigas com modelo de for¢a de contato ciibico, para os seguintes esquemas de integracdo temporal:
DFC, Newmarke o« — HHT'.
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(a) Método da diferenca finita centrada (DFC).
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(b) Método de Newmark com~y = 0.5¢e 5 = 0.25.
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6 \
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
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(¢c) Método o« — HHT coma = 0.1y = 0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.35: Comparagdo da variacdo da energia A E para o modelo de forca de contato cubico.

97



x 1072 Folga x Tempo

4 T
3.5— —
3 |
25—
—_ 2
£
© 1.5
1
0.5— —
0 |
~0.5 | | | | | | | | |
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo[s]
(a) Método da diferenca finita centrada (DFC).
%107 Folga x Tempo
4 T
)
E)
—05 | | | | | | | | |
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo[s]
(b) Método de Newmark com~y = 0.5¢e 5 = 0.25.
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(c) Métodow — HHT com o« = 0.1y = 0.6 e 5 = 0.3025.

Figura 6.36: Evolucdo da distancia da viga até os obstdculos (folga) para o modelo de forca de
contato cubico.
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(b) Método de Newmark com~y = 0.5¢e 5 = 0.25.
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(¢c) Método o« — HHT coma = 0.1y =0.6e 8 = 0.3025.

Figura 6.37: Comparagdo da forca de contato py para o modelo de forca de contato cubico.
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Os gréficos da variacdo da energia apresentados na Figura 6.35 mostram caracteristicas opos-
tas as observadas na aceleracio para o método da diferenca finita centrada. O pico da variagdo da
energia apds os dois primeiros impacto reduz sua amplitude assim como ocorre nos métodos de
Newmark e o método o« — H HT', diferente do ocorrido na aceleragdo. Em termos de valores de
pico, o método de Newmark e o método o« — H H'T' apresentaram menor varia¢ao entre os valores
maximo e minimo dos picos muito semelhantes. No método da diferenca finita centrada os valores
possuem em torno de uma ordem de grandeza maior que os outros dois métodos. Destaca-se ainda
a enorme diferenca nos valores da variacdo da energia para todos os métodos com o modelo de
contato cubico em relagc@o ao valores obtidos para o modelo de contato proporcional, mostrando a
influencia do modelo de forca de contato adotado na conservacdo da energia do sistema que nao
inclui nenhuma dissipagdo. Verifica-se que o modelo de for¢a de contato cuibico apresenta uma va-
riacdo muito pequena e aceitivel em qualquer simulacdo numérica transiente, diferente do modelo
proporcional.

Quanto ao gréfico da folga entre as vigas mostrado na Figura 6.36, verifica-se que no impacto
os corpos entram em contato, de forma diferente da observada quando o modelo de contato propor-
cional foi usado. No modelo proporcional no inicio do contato as vigas permaneciam em contato
por tempo antes de se separar. No modelo de for¢a de contato cibico observa-se uma oscilagdo em
torno da folga nos instantes em que o contato ocorre, indicando a separacdo, mas logo em seguida
retorna-se ao contato até que as vigas se definitivamente. Isso fica mais evidente quando se analisa
o comportamento da forca de contato apds o pico inicial causado pelo impacto, observando-se a
oscilacdo da forca de contato que cai para zero indicando uma separagdo e logo em seguida ocor-
rendo outro pico de menor intensidade, indicando que o contato voltou a ocorrer. Isso se repete
até os corpos se separem definitivamente. Este comportamento foram mais evidente nos método de
Newmark e no método o« — HHT.

Quanto ao valor de pico, nota-se 0 mesmo comportamento observado na varia¢do da energia.
Os valores de pico obtidos para todos os métodos de integracdo foram muito proximos, mostrando
pouca influéncia do método de integracdo no modelo ctibico. A diferenca se encontra nas variacoes
apods o impacto, onde as oscilagdes observadas no método da diferenca centrada foram menores do
que nos outros métodos.

A diferenca na forca de contato obtida entre o modelo proporcional e o modelo cibico pode
ser explicada por dois efeitos. Primeiro, o0 modelo de forca de contato proporcional apresentou
uma variacdo da energia muito grande quando comparada ao modelo de contato cubico, ou seja a
energia do sistema no modelo de forca proporcional estava em um nivel de energia maior do que
no modelo cibico. Como consequéncia desse aumento tem-se um aumento da forca de contato

também. Segundo o modelo de forca de contato proporcional leva a uma forca de contato maior
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para o mesmo valor da fun¢@o penetracdo gy e de €y, como mostrado na Figura 6.38. Desta forma

a forca de contato obtida pelo modelo proporcional serd maior que a obtida pelo modelo cubico.

1

Py

linear

cubico

-1 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-9

Figura 6.38: Comparacdo da forca de contato entre o modelo cubico e o proporcional, com ey =
1 x 10 com —gy faixade 0 < —gy < 1.

Por fim, o modelo de for¢ca de contato ctiibico mostrou-se mais estdvel e consequentemente
mais adequado ao vibro-impacto de viga contra viga do que o modelo proporcional. Destaca-se
também que o método de Newmark e o método o« — H H'T" apresentaram menores valores para
a variacdo da energia de um passo para outro quando comparados a0 método DFC, sendo mais
estdveis do que este. No entanto ndo foram observadas grandes diferenca entre os resultados obtidos

pelos trés métodos.
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7 CONCLUSOES

Os resultados apresentados mostram que os métodos de integracdo implementados sdo capa-
zes de lidar com a condi¢do de vibro-impacto, conseguindo capturar o pico na aceleracdo e forca de
contato caracteristico do problema. Os resultados obtidos neste trabalho para o problema de vibro-
impacto de uma viga contra obstaculos rigidos apresentaram boa concordancia com os resultados
de Dumont (2002), sendo um ponto de verificacdo da implementacao.

Destaca-se a contribui¢do deixada pelo trabalho ao realizar a andlise do problema da viga
impactando contra obsticulos rigidos, investigando-se o comportamento do deslocamento do sis-
tema, da variacdo da energia e forca de contato utilizando os métodos de integracdo numérica da
diferenca finita centrada (DFC), Newmark e o« — H HT'. Os resultados mostram o bom desempenho
do método de Newmark e o método o« — H HT aliados ao método de forga de contato proporcio-
nal no problema de viga impactando contra dois obstaculos rigidos. Acredita-se que os resultados
obtidos proporcionaram uma melhor compreensao desse problema, mostrando caracteristicas do
fendmeno de vibro impacto. Acredita-se que esses resultados contribuirdo na solucdo de problemas
de vibro-impacto na industria como na andlise de falha for fadiga de impacto de valvula de palhetas
em compressores alternativos, bem como na falha dos suportes de varetas de combustivel nuclear.

Destaca-se também a contribui¢ao deixada com os resultados obtidos para o vibro-impacto de
viga contra viga, devido a existéncia de pouco material a repeito de vibro-impacto de uma estrutura
flexivel contra outra estrutura flexivel. Os resultados mostram que o modelo se apresentou mais
adequado ao problema de vibro-impacto de viga com viga, proporcionando maior estabilidade pela
pequena variacdo de energia e valores mais realisticos de forca de contato para o problema. O
método de forca de contato linear mostrou-se mais instdvel devido a elevada variagdo da energia
do sistema ndo conseguindo representar de modo satisfatério a iteracdo das vigas. Acredita-se que
a andlise e os resultados obtidos neste trabalhos para esse problema sdo um primeiro passo para
os estudos do vibro-impacto de viga com viga e que a partir desses resultados melhorias podem e
devem ser feitas.

Por fim, conclui-se que o objetivo do desenvolvimento de um cdédigo em MATLAB para
andlise de problema de vibro-impacto foi bem sucedido, uma vez que os resultados obtidos mostram

iss0, assim o objetivo inicial deste trabalho foi alcancado.
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7.1 Trabalhos Futuros

Os seguintes aspectos podem ser apontados como continuidade deste trabalho:

e Estudo de problemas que envolvam efeitos de dissipacdo de energia e amortecimento na

regido de impacto, efeitos estes desconsiderados neste trabalho.

e Desenvolvimento e investigacdo de esquemas de integracdo mais adaptados ao problema de
impacto, que garantam a conservacao da energia e sejam capazes de representar as mudangas
da condi¢do de contato como: a persisténcia do contato, a separacdo dos corpos em contato.
Segundo Laursen (2003), quando essas condi¢des sdo atendidas € possivel ter um algoritmo

estavel.

e Investigacdo do comportamento do vibro-impacto de vigas utilizando elementos de con-
tato mais robustos que o elemento n6-nd. Por exemplo elemento né-segmento e elemento

segmento-segmento.

e Aplicacao de técnicas de controle de vibracao de vigas com vibro-impacto.
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Anexo A - Método de Newton-Raphson

Segundo Bathe (1982), o método de Newton-Raphson é o método iterativo mais frequente-
mente utilizado para solu¢do das equagdes ndo lineares geradas em problemas ndo lineares que
utilizam o método dos elementos finitos. A idéia bdsica do método de Newton-Raphson é escre-
ver a fung¢do f () como uma expansido em série de Taylor em torno de um ponto x,. O método
apresenta taxa de convergéncia quadrdtica. Se a func¢do f () é uma fungdo quadrdtica, o método
converge em apenas uma iteracdo, Edgar et al. (2001).

Os sistemas de equagdes geradas pelo método dos elementos finitos possuem a seguinte

forma:

’(/)(u):fint_fea:t:o

Assumindo que a solugd@o do sistema é dada por um processo iterativo, podemos escrever que

1 (u;, 1) como uma expanséo em série de Taylor ao redor do ponto u;, da seguinte forma:

a.fint
8ui

onde assumiu-se que os carregamentos externos aplicados sdo independentes dos deslocamentos.

Y (wiy1) = P (u;) +

(Wir1 — wy)

Desejamos encontrar o campo de deslocamentos u'*! para que v (u;41) = 0. Assim rearranjando

os termos da equacdo e fazendo Au’ = (u;; — u;), tem-se:

of.
afT’”jAuZ = _17b (ul) - fea:t - fint
Si Auz - _’(/) (uz) - feact - fint (71)

onde S; é chamada de matriz tangente, estd € avaliada na iteracdo 7. A Equacdo 7.1 é conhecida
como equagao de Newton-Raphson. Solucionando o sistema de equagdes obtém-se Awu,;. Assim o

campo de deslocamento ! ¢ obtido, pela seguinte relacdo:

Ui = u; + S; Au;

Em seguida a convergéncia de v (u; 1) € checada, e se ¥ (u;11) < TOL o deslocamento
u;,1 € admitido como solugdo, caso contrario o processo iterativo continua, agora com u; = ;1.

A figura abaixo ilustra o processo iterativo de Newton-Rapshon.
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Ky

v

Método de Newton-Raphson
O ponto inicial usualmente é dado por u = 0, onde a matriz tangente neste ponto é dada

por Sy, e a Equagdo 7.1 € solucionada obtendo u;. A convergéncia é verificada e o processo é

continuado até que a solucdo € encontrada.
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Anexo B - Verificacido do Método da Penalidade

Para verificar o algoritmo de penalidade, que trata da imposicao da condi¢do de contato, o
problema de contato estatico de duas vigas foi simulado e a resposta foi comparada com o software
comercial ABAQU S 6.8.

Neste trabalho entende-se por verificacdo a comparagdo dos resultados obtidos por uma si-
mulacdo numérica com os resultados obtidos utilizando um cédigo de simulagdo numérica ja con-
solidado, por exemplo um software comercial.

O software comercial ABAQU S 6.8 foi utilizado como ferramenta de verificacdo em virtude
do fécil acesso ao software, que pode ser encontrado em sua versdo estudantil e também por se
tratar de uma software comercial ja consolidado na drea de simulagdo computacional, sendo seus
codigos confidveis.

A figura a abaixo apresenta o problema.

L,
« >
E,A)
J
Vg()
EiA L
A
F
L1
< >

Problema de contato viga com viga

Os dados utilizados na simulagdo foram: Ly = Ly = 10m , By = Ey = 70Gpa , Ay =
Ay =0.02m?2 I, = I, = 1.6667 x 107> m* e gy = 0.0005m. A malha utilizada foi uma malha
contendo 10 elementos por viga. O problema de contato foi resolvido utilizando um penalizador
ex = 1 x 10 N/m. Dois casos foram simulados, o primeiro utilizando uma carga F' = 100 N e
o segundo com uma carga F' = 500 N.

As simulagdes no ABAQU S foram feitas utilizando o elemento de viga de Euler —
Bernoulli cibico denominado no ABAQU S como elemento B —23. A regido de contato utilizada

foi a regido definida pelo n6 da extremidade livre da viga 1 e todos os nds da viga 2. O modelo de
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contato utilizado foi 0 modelo penalidade linear com o pardmetro de ey = 1 x 10*° N/m com
a opcdo de pequenos deslizamentos (small sliding). O carregamento foi aplicado como uma forca
concentrada no n6 da extremidade livre da viga 1.

A tabela ?? mostra o comparativo dos deslocamentos do n6 de contato para as duas condi¢des

de carregamento, utilizando as rotinas implementadas e o software comercial ABAQU S.

Comparativo dos deslocamentos dos nds de contato.

| \ F =100 N \ F =500 N
N6 de contato | ABAQU S | Implementado | ABAQU S | Implementado
Viga 1 0.0145357 0.0145357 0.0716786 0.0716786
Viga 2 0.0140357 0.0140357 0.0711786 0.0711786

Portanto pode-se concluir que o método da penalidade implementado foi capaz de reproduzir
os mesmos resultados do software comercial ABAQU S. Desta forma, o método da penalidade

implementado foi verificado.
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Anexo C - Solucao Analitica do Problema de Verificacao

A solugdo para um problema de vibracdo forcada de viga pode ser determinada com a utili-
zacdo do principio da superposi¢do dos modos segundo Rao (2004), desta forma a deflexdo da viga

7z

c:

w(e,t) = 3 Wale).ga(0)

onde W, (z) é o n-ésimo modo de vibragdo da viga, e ¢,(t) é a resposta temporal da coordenada
generalizada do n-ésimo modo .
Para uma viga bi-apoiada mostrada na Figura 6.1, os modos de vibrac¢do segundo Rao (2004)
sdo:
nmw

W, (x) = sen (B,2) onde 3, = "

W, (x) = sen <#)

A reposta temporal da coordenada generalizada do n-ésimo modo ¢, () é dada por:

1

qn(t) = Aycos (wt) + Bpsen (wt) + S Abon /0 Qn (1) sen (wy, (t — 1)) dr

onde os dois primeiros termos do lado esquerdo da igualdade representam a vibracdo transitéria da
viga, e o terceiro termo representa a vibracdo em regime permanente.
Para o problema de vibrac¢ao de uma viga bi-apoiada carregada com for¢ca harmonica senoidal

aplicada em a, como mostrado na Figura 6.1, cuja as condi¢des condi¢des iniciais sdo:

[e.9] [e.9]

w(z,0) = g.(0) =0 e (z,0) =D G,(0)=0

n=1 n=1

assim temos:
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O termo @), (t) € a forga generalizada, representada por:

Qult) = /0 £ (at) W) da

sendo f (z,t) a forca externa aplicada sobre a viga. Para a viga da Figura 6.1 a forca externa pode

ser escrita da seguinte forma:

f(z,t) = fosen (wt) 0 (x — a)

assim temos:

nmwx

Qn(t) = /Dl fosen (wt) 6 (x — a) sen (—) dx

[
= fosen (wt) sen (m;a) :

Os termos w,, e b sdo dados por:

s | EI
wp, = (nm) AT
l ! l
b = Wn 2d — 2 w v
. (x) T / sen ( 7 > 5
0
Desta forma ¢, (t) resulta em:
2 ' nwa
qn(t) = Al /0 fosen (wt) sen (T) sen (wy, (t — 7)) dr
9 t
= pA{z sen (_mlrcz) /0 sen (wt) sen (wy, (t — 7)) dr
2 1
= pA{zn sen (mlra) pp— [wrsen (wt) — wsen (w,t)] .

Assim temos a seguintes expressao para a resposta de uma viga bi-apoiada excitada por uma

for¢a harmonica senoidal localizada em a:
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nma nmx w
T> sen (T) {sen (wt) — w—nsen (wnt)
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