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Resumo

Neves, Odacir Almeida, Simulagdo Numérica de Dispersdo de Poluentes pelo Método de
Elementos Finitos baseado em Volumes de Controle, Campinas, Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2007, 102 p.

A dispersao de poluentes no meio ambiente ¢ um problema de grande interesse, por afetar
diretamente a qualidade do ar, principalmente, nas grandes cidades. Ferramentas experimentais e
numéricas tém sido utilizadas para prever o comportamento da dispersdo de espécies poluentes na
atmosfera.

Codigos computacionais escritos na linguagem de programacdo fortran 90 foram
desenvolvidos para obter simulagdes bidimensionais das equagdes de Navier-Stokes e de
transporte de calor ou massa em regides com obstaculos, variando a posi¢ao da fonte poluidora e
simulagdes tridimensionais de equagdes de transporte arbitrando um campo de velocidade.
Utilizaram-se, no primeiro caso, elementos finitos lagrangeanos quadrilaterais de quatro e de
nove pontos nodais e no segundo, elementos lagrangeanos hexaedrais de oito e de vinte e sete
pontos nodais.

Os resultados numéricos de algumas aplicagdes foram obtidos e, quando possivel,

comparados com resultados da literatura apresentando concordancia sastisfatoria.

Palavras Chave: Equagdes de Navier-Stokes, Método de Elementos Finitos, Dispersdo de
Poluentes, Dinamica dos Fluidos.
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Abstract

Neves, Odacir Almeida, Numerical Simulation of Pollutants Dispersion by a Finite Element
Method based on Control Volumes, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 2007, 102 p.

The dispersion of pollutant species in the environment is a problem of interest due to the
bad quality of the air that this can originate, mainly, in big cities. Numerical and experimental
tools have been developed and used to predict the behavior of the dispersion of pollutants in the
atmosphere.

In this work, computational codes have been developed in Fortran 90 language to simulate
the flow with heat and mass transfer by solving the Navier-Stokes equations and the transport
equations in two-dimensional domains with obstacles inserted in the media representing for
example an urban canyon. Simulations of the three-dimensional transport equations for a given
profile of velocity have also been done. In the two-dimensional simulations, it was utilized finite
element quadrilateral Lagrangians of four and nine nodes; and in the three-dimensional
simulations, it was utilized hexaedral finite elements Lagrangians of eight and twenty-seven
nodes.

The numerical results of some applications have been obtained and, when possible,

compared to results from the literature. Both presented satisfactory concordance.

Keywords: Navier-Stokes equations, Finite Element Method, Pollutant Dispersion, Fluid

Dynamics.
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N, — fun¢do de interpolagdo para o espaco
N . —funcdo de interpolagéo para a pressdo
p — pressao dimensional
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- pressao adimensional

Pr — ntimero de Prandtl
Pr; — nimero de Prandtl turbulento

q, — fluxos de calor submalha

Ra — ntimero de Rayleigh
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Re —numero de Reynolds
Re, — ntimero de Reynolds turbulento
Sc — numero de Schmidt

Sc; — nimero de Schmidt turbulento

S j — taxa de deformagdo
S, —termo fonte na equacdo de quantidade de movimento na diregao X;
S, — termo fonte numa equagio de transporte para a variavel ¢

¢ — coordenada do tempo dimensional [s]. Se adimensional: ¢ =¢"u, /L

T — temperatura [K]
u; — componente de velocidade em notagao tensorial cartesiana na dire¢do do eixo x; [m/s]

U, =u,/u, — componente de velocidade adimensional em notagdo tensorial cartesiana na diregdo

do eixo X;
x; — variavel do sistema de coordenadas cartesianas em nota¢ao tensorial

X, =x;/L —eixos do sistema de coordenadas cartesianas em notacdo tensorial

Letras Gregas

a — indice que indica o numero do n6 local ou do subvolume de controle num elemento

f — coeficiente de expansao volumétrica térmica K]
B, — coeficiente de expansdo volumétrica térmica devido a varia¢do de concentracdo
0, — delta de Kronecker

A — espessura do filtro

0 =(T-T,)/ AT — temperatura adimensional

i — viscosidade dinamica [kg/ms]
4, — viscosidade dindmica efetiva [kg/ms]
u, — viscosidade dinamica turbulenta [kg/ms]
v —viscosidade cinematica [m?/s]
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v, — viscosidade cinematica efetiva

v, — viscosidade cinematica turbulenta

p —massa especifica

7; — tensdes submalhas

¢ — variavel qualquer na equagdo de transporte de um escalar

® —escalar
y — funcdo de corrente
o; — componente do vetor rotagdo na dire¢do do eixo x;

I' — um coeficiente de difusdo nas equagdes de transporte, Equagao (2.4)

Superescritos

n — significa grandeza avaliada no tempo ¢

n+1 — significa grandeza avaliada no tempo ¢+ At

k — iteragdo anterior no processo de solucdo num tempo ¢ qualquer

k +1 — iteragdo k incrementada no processo de solu¢cao num tempo ¢ qualquer

* —usado para indicar variavel dimensional

Subscritos

i — representa direcao do eixo no sistema de coordenadas
a — representa o subvolume de controle associado a um né de elemento
B — representa a funcdo de interpolagdo associada ao né de um elemento

0 — representa uma variavel ou propriedade num estado de referéncia
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CAPITULO 1

Simulacido Numérica de Dispersio de Poluentes pelo Método de

Elementos Finitos Baseado em Volumes de Controle

1.1 — Introducao

Um dos grandes problemas que afetam as populacdes, principalmente nas grandes
metropoles, € a poluicdo do ar atmosférico por gases e residuos quimicos. Muitas vezes estes
toxicos, langados por industrias e pelo grande nimero de veiculos de transporte, provoca sérios
danos a saude publica e ao meio ambiente. Apesar de todo controle por parte de entidades
ambientais, o problema persiste. Muitos pesquisadores em todo o mundo tém investigado este
tema, por se tratar de um problema de escala mundial. Vdrias técnicas experimentais e/ou
numéricas tém sido utilizadas para prever o comportamento da dispersdo de poluentes em areas
urbanas ou rurais. O problema ¢ caracterizado principalmente por processos de difusdo e
conveccdo. Muitos autores analisam este problema usando o conceito de camada limite e
métodos numéricos, tais como diferencas finitas, volumes finitos ou elementos finitos para
solugdo das equagdes diferenciais parciais que representam matematicamente o problema.

Um dos métodos empregados para simulagdo numérica do processo de dispersdo de
poluentes na atmosfera ¢ o Método de Elementos Finitos (FEM). Sua potencialidade no
tratamento de dominios e equacdes complexas ¢ adequada a problemas desta natureza. As
constru¢des em dreas urbanas e os veiculos circulando pelas ruas sdo exemplos de objetos que

aumentam a complexidade do dominio e do calculo. Outras irregularidades no dominio podem se



manifestar se houver a presenga de montanhas ou depressoes do solo. O Método de Elementos
Finitos ¢ apresentado por varios autores, dentre eles pode-se citar: Connor & Brebbia (1976),
Chung (1978), Taylor & Hughes, (1981), Baker (1983), Dhatt & Touzot, (1984), Reddy, (1993),
Zienkiewicz & Morgan, (1993), Lewis et al. (1996), Zienkiewicz & Taylor (2000).

Dando prosseguimento a esta linha de trabalho pretende-se agora, simular numericamente a
dispersao de poluentes usando o método de elementos finitos baseado em volumes de controle. A
motiva¢ao deste estudo vem dos importantes impactos a0 homem e ao meio ambiente pela
poluigdo do ar e que necessitam de uma solucdo urgente. Alguns autores estudaram este problema
e propuseram modelagens, tais como Enger (1986), Sun (1986), Galperin et al. (1988). Dois
trabalhos interessantes sdo aqueles de Pai & Tsang (1991, 1992) para difusdo turbulenta em
camada limite convectiva bi e tridimensional.

Uma vez construido o cédigo computacional para o presente caso, podem-se simular casos
de dispersao de contaminantes levando-se em consideragdo pardmetros como a presenca de
fontes de poluicao fixa ou movel, construgdes, elevagdes ou depressdes no terreno. A funcao a

ser calculada € o campo de concentragdo da espécie de interesse.

1.2 — Dindmica dos Fluidos Computacional

A area de simulacdo computacional de escoamentos de fluidos deu origem ao campo que se
denomina, hoje, de Dindmica dos Fluidos Computacional (em inglés CFD-Computacional Fluid
Dynamics), um ramo da mecanica computacional.

Simulagdes utilizando CFD tém sido cada vez mais utilizadas e aceitas em projetos, como
uma forma de reduzir a quantidade de experimentos necessarios no desenvolvimento de
equipamentos € maquinas. Em alguns casos, devido a grande dificuldade, alto risco ou
impossibilidade de realizacdo de experimentos de forma segura, ela ¢ a Unica ferramenta
disponivel para se prever o comportamento de dispositivos. Um exemplo tipico deste tipo de
situacao com risco a saude do homem ¢ o escoamento no nicleo de um reator nuclear. Muitos
projetos tém sido otimizados pelo uso de CFD. Shaw, (1992) apresenta um excelente texto sobre
o uso de CFD e seus varios aspectos tais como modelagem, constru¢do de malhas, solugdo de
sistemas algébricos resultantes da aplica¢ao das técnicas computacionais as equagdes diferenciais

parciais que modelam os problemas de escoamentos e transferéncia de calor/massa.



De acordo com Lohner (2001), a simulagdo de escoamentos através de CFD consiste em
resolver equagdes diferenciais parciais numericamente (meios continuos), seguir a interacdo de
um grande niimero de particulas (meios descontinuos) ou uma combinagao de ambos.

Solugdes de escoamento através de CFD envolvem uma variedade de disciplinas, com
destaque para Engenharia, Fisica, Matematica, Ciéncias da Computacdo e Técnicas de
Visualizagdo. A fisica explica o fendmeno a ser simulado e prové possibilidades de aproximagdes
e simplificacdes para as equagdes que descrevem os escoamentos de fluidos. A matematica tem
trés tipos diferentes de entradas para CFD: 1) andlise cldssica que discute a natureza, condigdes
de contorno, principios variacionais, tipos de operadores, etc. de equacdes diferenciais parciais;
2) analise numérica que descreve estabilidade, taxa de convergéncia, unicidade de solucdes, boa
coloca¢do de esquemas numéricos e 3) matematica discreta que permite execucdo rapida de
operacdes aritméticas. A ciéncia da computacdo engloba algoritmos, codificagdo, software e
hardware. Técnicas de visualizacdo consistem numa maneira de organizar e visualizar a grande
quantidade de dados que sdo obtidos nas simulagdes. O produto final de qualquer esforgo
direcionado a CFD ¢ um cddigo que podera ser usado para aplicagdes de engenharia. Codigos de
sucesso tendem a ter uma comunidade de usudrios. Isto introduz, por exemplo, fatores humanos
tais como confidéncia e padronizacdo, documentagdo e educacdo, motivacao individual dos

usuarios finais, etc.

1.3 — Métodos Numéricos para Escoamentos de Fluidos e Transferéncia de Calor ou

Massa

A dinamica dos fluidos computacional utiliza-se o uso de métodos numéricos para calcular
as grandezas de interesse nos escoamentos, em pontos do dominio fisico, geralmente,
denominados de pontos nodais ou, simplesmente, nds. Os principais métodos utilizados para
simulagdo numérica de escoamentos de fluidos s3o: Método de Diferencas Finitas (FDM — Finite
Difference Method); Método de Diferengas Finitas baseado em Volumes de Controle (CVFDM -
Control Volume Finite Difference Method), Método de Volumes Finitos (FVM — Finite Volume
Method); Método de Elementos Finitos (FEM — Finite Element Method) ¢ Método de Elementos
Finitos baseado em Volumes de Controle (CVFEM — Control Volume-Finite Element Method).
Na realidade, todos estes métodos numéricos derivam de um unico, conhecido como Método de

Residuos Ponderados (WRM — Method of Weighted Residuals), e diferencia-se matematicamente



pela funcdo de ponderagdao ou, simplesmente, fungdo peso aplicada na anulagdo do residuo.
Alguns comentérios sobre os principais métodos utilizados para calculos de escoamentos de
fluidos sdo feitos a seguir.

O método de diferencas finitas tem sido usado para o calculo de escoamentos de fluidos e
transferéncia de calor; fato observado devido o grande niimero de trabalhos publicados. Existem
muitos codigos computacionais baseados no mesmo. Vérios autores afirmam que uma limitagdo
deste método estd na discretizagdo de dominios com complexidade geométrica, problema este
que pode ser parcialmente solucionado através de malhas ndo ortogonais.

Um método apresentado por Patankar (1980), denominado na literatura de método de
volumes finitos, também conhecido, por muitos autores, de método de diferengas finitas baseado
em volumes de controle, constitui hoje em um dos principais métodos para andlise numérica de
escoamentos e transferéncia de calor. A caracteristica principal deste método ¢ a facil
interpretacdo fisica dos termos das equagdes de balango, tornando necessaria a conservagao de
fluxos, fontes e forgas. O método de volumes de controle com malhas ortogonais € nao
ortogonais em coordenadas generalizadas, para o tratamento de geometrias irregulares, tem sido
implementado por varios grupos de pesquisa e aplicado na solu¢do de problemas de escoamentos
e transferéncia de calor (Campos Silva, 1998).

O método de elementos finitos, inicialmente desenvolvido para andlise de estruturas,
comegou a ser aplicado para o caso de escoamentos, devido a sua grande versatilidade na
discretizacdo de dominios geometricamente complexos. O método tornou-se amplamente aceito a
partir dos anos 60, quando foram iniciadas pesquisas em varias partes do mundo. Desde 1967,
apo6s a insercao do método, pode-se encontrar uma vasta literatura devotada a teoria e aplicagdo
(Dath & Touzot, 1984). Algumas referéncias basicas que tratam da aplicagdo do método de
elementos finitos (FEM) em escoamentos de fluidos sdo: Connor & Brebbia (1976),
Chung (1978), Baker (1983), Saabas (1991) e Whiting (1999).

O método de elementos finitos classico ¢ conhecido como método de elementos finitos de
Galerkin. Outra variante do método de elementos finitos ¢ conhecida como método de elementos
finitos de minimos quadrados. Neste trabalho, ¢ abordada uma terceira vertente do método de
elementos finitos conhecida como método de elementos finitos baseado em volumes de controle
(CVFEM) ou também conhecido como método de subdominios. Este método foi primeiramente

apresentado por Baliga & Patankar (1980, 1983), Baliga, Pham & Patankar (1983), usando



elementos triangulares para discretizacdo do dominio. Posteriormente, Schneider & Raw (1986,
1987) apresentaram este método para elementos finitos quadrilaterais lineares (elementos com
quatro nds). Raw, Schneider & Hassani (1985) utilizaram um elemento finito quadrilateral
quadratico (elemento com nove nds) para problemas de condu¢do de calor. Também tem sido
utilizado um elemento finito com oito nés (equivalente a eliminar o no central do elemento
anterior), conhecido como elemento de “serendipity”, no método de elementos finitos de
Galerkin para resolugao de problemas de escoamentos.

Segundo Saabas (1991), CVFEM oferece uma combinacdo da flexibilidade geométrica do
FEM e a facil interpretagdo fisica associada com o método de volumes finitos. A formulagdo de
CVFEM envolve cinco passos basicos, Saabas (1991): 1. discretizacdo do dominio em elementos
e discretizagdo em volumes de controle associados com os nos dos elementos; 2. prescricao de
funcdes de interpolagdo baseadas nos elementos para as varidveis dependentes; 3. derivacao de
equacdes discretizadas, que sdo aproximagoes algébricas das equacdes diferenciais governantes;
4. montagem elemento por elemento das equacdes discretizadas; 5. prescricdo de um processo
para resolver o sistema de equacdes discretizadas resultantes.

Campos-Silva (1998) desenvolveu em seu trabalho de doutorado um codigo computacional
utilizando o método de elementos finitos de subdominio, conhecido na literatura também como
método de elementos finitos baseado em volumes de controle, para simulagdo numérica de
escoamentos transientes, viscosos € incompressiveis, a partir da solucdo das equagdes de Navier-
Stokes, em dominios bidimensionais. Lima (2005) acrescentou a este cddigo a metodologia de
simulagdo de grandes escalas de turbuléncia em escoamentos bidimensionais. Para discretizar o

dominio, o elemento quadrilatero com nove pontos nodais foi utilizado.

1.4 — Simulaciao de Escoamentos Turbulentos

A mecanica dos fluidos preocupou-se em estudar seus fenomenos experimentalmente muito
antes do que matematicamente (Fortuna, 2002). Até mesmo porque a descricdo matematica dos
movimentos de fluidos s6 foi possivel a partir do século XIX com as equagdes de Navier-Stokes.
Apesar da uUnica restricdo para a aplicacdo de tais equagdes serem para meios continuos, sua
solugdo analitica torna-se extremamente complexa quando sujeita a regides arbitrarias com
condigdes de contorno gerais, pois se tratam de equagdes diferenciais parciais (EDPs) nao

lineares cuja a solu¢do ainda ndo estd bem estabelecida. Desta forma, solu¢des analiticas das



equagdes de Navier-Stokes s6 sdo possiveis para alguns poucos casos bastante simplificados e
idealizados.

A turbuléncia ¢ um fendmeno que ocorre freqiientemente na natureza, e ha muitos séculos
tem sido objeto de estudos de varios pesquisadores, (Matos et. al. 1999). Segundo Piomelli
(1999) e Freire (2002) em 1510, Leonardo da Vinci fez varios desenhos de escoamentos
turbulentos, nos quais as instabilidades eram muito bem representadas. Um desenvolvimento
historico mais detalhado sobre a turbuléncia pode ser encontrado em Freire (2002).

Um grande impulso no estudo desse tipo de problema foi verificado nas ultimas décadas
devido avangos em métodos experimentais, em sistemas de aquisi¢do eletronica de dados, e os
avangos em métodos numéricos e recursos computacionais.

Na modelagem da turbuléncia trés metodologias sdo mais usuais: a simulagdo numérica
direta (DNS — Direct Numerical Simulation), as equagdes médias de Reynolds (RANS —
Reynolds Averaged Navier-Stokes) e simulacdo de grandes escalas (LES — Large Eddy
Simulation). Para realizar DNS ¢ necessdrio uma malha suficientemente refinada que permita
resolver todas as escalas de turbuléncia. Isso acarreta um custo computacional alto e implica no
seu uso apenas para baixos niimeros de Reynolds.

Um largo espectro de energia ¢ uma das mais importantes caracteristicas de escoamentos
turbulentos. A conseqiiéncia imediata esta associada a grande dificuldade de simular todas as
escalas que o caracterizam, ou seja, o uso da Simulacdo Numérica Direta (DNS) € possivel,
somente para alguns poucos casos com baixos numeros de Reynolds e a grande maioria dos
escoamentos ¢ caracterizada por altos nimeros de Reynolds.

RANS tem custo computacional mais baixo que DNS, porém somente estruturas maiores
sao resolvidas e as condigdes de contorno ndo sdo tdo simples de serem impostas. A vantagem de
LES sobre DNS ¢ que, devido ao processo de separacao das escalas e ao processo de modelagem
dos tensores submalhas adicionais que aparecem, ¢ possivel resolver escoamentos a altos
Reynolds. Segundo Bogey et. al. (2003), entre os trés métodos diferentes, LES aparece como o
mais interessante para aproximar uma ampla classe de escoamentos, uma vez que ndo € restrito a
baixos numeros de Reynolds como DNS, e ao contrario de RANS, uma parte importante das
pequenas escalas pode ser calculada precisamente, se consideradas corretamente pela resolugao

da malha.



Um trabalho que trata da simula¢do de grandes escalas em camada limite atmosférica foi
realizado por Ding et al. (2001a, b), no qual foram apresentados, maneiras de usar simulag¢dao de
grandes escalas de turbuléncia. As caracteristicas da turbuléncia segundo Bogon (1998), Silveira-
Neto (2002, 2003) e Tejada-Martinez (2002) sdo:

1) Os escoamentos turbulentos sdo tridimensionais, sdo rotacionais, irregulares e randémicos, no
sentido de que a velocidade varia randomicamente com o tempo;

2) Ocorrem a altos numeros de Reynolds. O nimero de Reynolds representa a razdo entre as
forcas inerciais e as for¢as viscosas do escoamento;

3) Sao fortemente dissipativos, ou seja, hd continuamente conversio de energia cinética em
energia interna. Assim, a turbuléncia decai se ndo houver energia sendo fornecida continuamente;
4) Sao caracterizados pelo amplo espectro de escalas de movimento diferentemente dos
escoamentos laminares, os quais tém poucas escalas. Tais escoamentos apresentam uma série de
estruturas turbilhonares que podem variar desde o tamanho do dominio até muitas ordens de
magnitude menores. Esses vortices distribuem-se segundo um espectro de freqiiéncias. Vortices
maiores tém freqiiéncia menor e os menores tém freqiiéncias maiores;

5) Sao fortemente difusivos. As flutuagdes de velocidade na turbuléncia resultam em taxas de
transferéncia de quantidade de movimento, calor e massa (ou qualquer outra propriedade escalar)
que podem ter muitas ordens de magnitude maiores do que aquelas devido ao transporte
molecular (ou difusdo molecular). De fato, quando por¢des de fluido deslocam-se em vortices,
levam consigo suas propriedades transportando-as para outra regido do escoamento. Neste
sentido, o transporte de propriedades pelos vortices turbulentos ¢ analogo ao transporte difusivo
molecular, mas em escala muito maior;

6) A turbuléncia € caracteristica de escoamentos e nao de fluidos. Se o nimero de Reynolds ¢
suficientemente alto, a maioria das dindmicas associadas a menor escala na turbuléncia é a
mesma para todos os fluidos. Em resumo, as caracteristicas principais de escoamentos

turbulentos ndo sao controladas pelas propriedades da particula do fluido.

1.5 — Dispersao de Poluentes em Canions Urbanos

A ciéncia moderna de modelos de polui¢do de ar iniciou-se nos anos 20, quando cientistas
militares, na Inglaterra tentaram estimar sob varias condi¢des, a dispersdao de agentes quimicos

toxicos langados nos campos de batalha.



Segundo Bogon (1998), os primeiros estudos da dispersdao de substancias na atmosfera
datam das primeiras décadas do século passado, com os trabalhos de Richardson (1925, 1926),
Taylor (1921, 1960), Rossby (1932), Bosanquet & Pearson (1936), Hewson (1945) e Baron et al.
(1949). Ainda, segundo Bogon (1998), Sutton (1932) publicou um trabalho apresentando uma
teoria para a difusdo turbulenta na atmosfera. Também Sutton (1947a, 1947b, 1950) estudou o
problema da difusdo na baixa atmosfera, a partir de fontes continuas pontuais (chaminés) e de
linha, considerando também gases quentes, em que era assumida uma distribuigdo gaussiana da
concentragdo a partir da linha de centro da pluma. Segundo Pasquill (1962), citado por Bogon
(1998), Frenkiel (1952) parece ter sido o primeiro a apresentar a equacao para as concentragdes

c=c(x,y,z,t), para uma fonte pontual instantdnea ("puff"), também assumindo distribui¢ao

gaussiana nas dire¢des transversais a do vento.

Embora o foco deste capitulo seja em dispersao de poluentes em canions urbanos (Urban
Street Canyons), nao se pode deixar de enfatizar a importancia dos modelos do tipo pluma
gaussiana, este ¢ um dos modelos regulamentados pela Agéncia de Protecdo Ambiental (EPA -
Environmental Protection Agency) dos Estados Unidos. Os Modelos Lagrangianos de Particulas
(MLP) tém se tornado outra importante ferramenta na descricdo dos processos de dispersdo de
poluentes na camada limite planetaria (CLP), (Pereira et al., 2001). Os autores simularam a
dispersio de poluentes utilizando as equacdes lineares de Langevin' Gaussiana acoplada ao
modelo tridimensional de mesoescala, para descrever a trajetoria de particulas em uma area de
10.000 km? distribuida sobre uma regido de terreno complexo.

Braga et al. (2004) utilizaram o mesmo modelo para estudar a dispersdo de poluentes na
regido de Candiota, situada no sudeste do estado do Rio Grande do Sul. Segundo o autor, nesta
regido encontra-se a maior reserva carbonifera brasileira e 0 maior complexo termoelétrico do
Rio Grande do Sul.

Bei & Shao (s/d), verificaram o comportamento da dispersao de poluentes em canions de
ruas proximas ao banco China Tower, na ilha de Hong Kong. Os autores mostraram que as
caracteristicas da circulagdo em canions urbanos nao se dao apenas por condi¢cdes atmosféricas,
mas também por parametros escalares determinados pela geometria da estrutura urbana. O pacote
de dinamica de fluidos computacional CFX-5, foi empregado, pois segundo os autores, este

programa ¢ capaz de usar malhas ndo estruturadas e uma variedade de esquemas de fechamento

! u, () =u,(0)e™"'™ + r,(¢) sendo r, () a gaussiana em todas as diregdes.



de turbuléncia. Vachon et al. (1999) estudaram, no primeiro estagio francés do projeto
internacional URBCAP, os impactos da polui¢do urbana na satide da populacdo da cidade de
Nantes.

A dispersdo de poluentes foi também simulada em tuneis de vento. Podemos destacar aqui,
entre outros, dois trabalhos, Gerdes & Olivari (2000) que investigaram em tinel de vento, a
contamina¢do de poluente em canion urbano. A simulagdo foi feita com duas paredes paralelas e
perpendiculares ao vento. Ja, no trabalho de Kovar-Panskus et al. (2002) analisou-se a influéncia
da geometria no escoamento dentro de um canion urbano, comparando simula¢cdes numéricas
com medidas experimentais. Wong et al. (2002) utilizaram em seu trabalho, o método de
diferencas finitas (FDM) para construir um modelo de dispersdao de poluente com o objetivo de
simular diferentes geometrias, tais como canions urbanos com altura e comprimento diferentes.
Os autores concluiram que a maior retengcdo de poluentes se da em ruas estreitas, de aspecto
maior do que um, e que canions com diferentes alturas retém mais poluentes do que aqueles com
alturas iguais.

Sorbjan & Uliasz (1998) estudaram na camada limite atmosférica (CLA) noturna, os efeitos
de nuvens stratocumuli na dispersdo de contaminantes. O estudo foi baseado no modelo de LES,
com a parametriza¢do do tamanho das nuvens. As simulagdes incluiram calculos lagrangianos de
dispersdo atmosférica de um tracador passivo lancado de pontos fonte, em varias alturas sobre o
solo. Foram obtidos resultados mostrando que a difusdo vertical ndo ¢ gaussiana e depende da
localizagdo da fonte na camada limite. El Hamdani et al. (2002) simularam a dispersdo de
poluentes procedentes de uma chaminé, com escoamento de vento em convecgdo laminar

forg¢ada, dentro de um canal. O método de volumes finitos foi adotado pelos autores.

1.6 — Objetivos

Os objetivos do presente trabalho consistem em primeiramente, obter a simulacdo de
escoamentos bidimensionais com dispersdo de poluente em dominios que representam canions
urbanos e apos, pretendem-se desenvolver um codigo tridimensional, baseado no método de
elementos finitos por volumes de controle, para o computo de fendmenos convectivo—difusivos e
aplica-lo na solucdo da equacao de transporte, que representa, matematicamente a dispersao de

contaminantes no meio ambiente.



CAPITULO 2

Formulac¢ao Matematica

Este capitulo apresenta o desenvolvimento matematico das equagdes envolvidas no
presente trabalho. E realizado aqui, a defini¢do das equagdes que caracterizam o problema
investigado, bem como as hipdteses assumidas, o tratamento empregado no que se refere a
turbuléncia e por fim, a adimensionaliza¢ao das varidveis.

Escoamentos de fluidos sao formulados matematicamente pelas equagdes de conservacao
da massa, quantidade de movimento e conservacdo da energia. O embasamento matematico
dessas equacdes estd disponivel na literatura especializada.

Algumas hipoteses sdo assumidas durante o processo de obtengdo de tais equagdes, sdo
elas:

1) O efeito da variacdo da densidade ¢ considerado apenas nas forgas gravitacionais (hipotese de

Boussinesq), sendo a densidade expressa por

p=p[1=-B(T-T,)=F,(C-C)] 2.1)

na qual, p, ¢ a densidade de referénciaem 7, e C,, S ¢ o coeficiente de expansdo térmica, 7, é
uma temperatura de referéncia, £, € o coeficiente de expansdo volumétrica devido a variagdo de
concentragdo ¢ C, € uma concentragdo de referéncia;

2) O fluido ¢ considerado como newtoniano e o escoamento ¢ incompressivel;
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3) O termo de geracao de energia também sera desprezado, pois ndo sdo considerados efeitos de
geracdo interna de calor (absorcdo ou emissdo de radiacdo, por exemplo) nem a presenga de
umidade, a qual poderia ser responsavel por troca de calor latente;
4) Podera ocorrer rotagdo constante do sistema de referéncia (efeitos de forgas centrifugas e de
Coriollis);

Tomando posse de tais hipoteses, as equacdes governantes podem ser escritas numa forma
genérica em notacao tensorial cartesiana como:

Equagdo de conservagdo da massa

d(pu;) _
— =0 (2.2)

1

Equacao da quantidade de movimento

) O u. . Ou,
Olpu) Olpu) _ o 0 o Oy o 23)
Ot Oox S ox, Ox, ox, Ox, i

! J J

Equacao de transporte de escalar

o(pg)  Olpu,p) @ r o¢

+S 2.4
ot ox,  ox, ¢ax_,) ’ @4

Nas Equacgdes (2.2) a (2.4), u, representa os componentes de velocidade ao longo dos eixos
coordenados x,, p representa a pressdo; o a massa especifica; x4 a viscosidade dindmicae I'; €
um coeficiente de difusdo que depende de qual variavel ¢ estd sendo transportada; S, e S, sdo

termos fontes que podem englobar outros termos, inclusive diferenciais, que ndo estdo escritos
explicitamente.

O termo fonte S, , presente na equagdo (2.3) pode englobar efeitos de convecgdo natural,

bem como, de rotagao do sistema de coordenadas, sendo dado por

Sui = _p[gi(]_ﬂ(T_To)_ﬂm(c_co))'*'(Zggﬂ wu, +(a)jxj)a)i _(a)ja)j)xi)] (2~5)
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no qual, g, ¢ o componente da aceleragdo da gravidade na diregdo do eixo x; ¢ @, € o
componente da velocidade angular de rotagdo do escoamento, se for o caso, em torno do eixo x; .

Fisicamente, os termos da equagdo (2.5) sdo definidos como segue:

1°) [g, 1= B(T -T,))]: empuxo devido varia¢do de densidade, pela mudanga de temperatura;
2% [g, B.(C—C,)] : aparece devido a variagéo de concentragdo de uma espécie;

3% [2 &, o, u, | : aceleragdo de Coriollis decorrente do movimento da particula dentro do sistema
de coordenadas cartesianas;

4% [ o, x,)o,—(o,0;)x ] aceleragdo centripeta decorrente da rotagdo do sistema de

coordenadas cartesianas.
Algumas das definicdes anteriores podem também, ser encontradas em

Fox & MacDonald (1995). A variavel ¢, presente na equacdo (2.4) pode representar qualquer

variavel escalar, como exemplo, a temperatura T, energia cinética turbulenta, taxa de dissipagao
viscosa ou especifica da energia cinética turbulenta ou ainda, a concentragdo de um contaminante

num dado meio.
2.1 — Turbuléncia: Simulacao de Grandes Escalas

Simulacdo de Grandes Escalas tornou-se uma das mais importantes metodologias para a
solugdo de escoamentos complexos e vem sendo bastante empregada em problemas de interesse
pratico. O trabalho apresentado por Deardorff (1970), ¢ um dos precursores em aplicagdes de
LES na engenharia, o qual analisou escoamento turbulento no interior de canal com altos
numeros de Reynolds. No processo de simulagdao de grandes escalas, as variaveis do escoamento
passam por um processo de filtragem, que separa as maiores escalas das menores. Os termos
filtrados sdo resolvidos diretamente usando as equagdes de movimento, enquanto que um modelo
submalha é empregado para representar as menores estruturas.

Uma explicacdo sobre processos de filtragem pode ser obtido em Frigo (2004),
Silveira-Neto (2003) e Tejada-Martinez (2002). Em prética, o que mais se utiliza ¢ um tipo de
média volumétrica local como processo de filtragem, com um comprimento caracteristico da
escala, dado pelo tamanho da malha, (Shyy et. al., 1997).

Aplicando o processo de filtragem nas equagdes (2.2), (2.3) e (2.4) obtém-se:
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Equagdes do escoamento

M:o (2.6)
ox,
u) O(pu.u, D u ou -
a('Du’)+ ('Ou*’u’):—a—p+ 0 [,u(au’ + u")—ri<]+Su_ (2.7)
ot ox, ox, ox,  ox; ox, " ’
Equagdes de transporte de calor e massa
d(pc,T) o(pc,uT) &  oT _
4 - (k=g ))=qg" 2.8
ot ox, 8xl.( ox, 1) =1 8)
o, owe) 0 poe ;.5 2.9)

ot ox, ox, Oox

i i i

Os termos 7, g, € J,, que aparecem nas equagdes (2.6) a (2.9), em fung¢io do processo de

filtragem, sdo os termos das tensdes submalhas, dos fluxos de calor e de massa submalhas,

respectivamente.
2.2 — Modelagem Submalha da Turbuléncia, Modelo de Smagorinsky

O modelo de viscosidade turbulenta de Smagorinsky teve um grande avango depois do
trabalho pioneiro de Deardorff (1970) para escoamentos em canais. A constante no modelo de
Smagorinsky € ajustada e depende de alguns pardmetros como, por exemplo, a discretizagdo da
malha.

Alguns passos da modelagem submalha da turbuléncia, segundo o modelo de Smagorinsky
sdao descritos na seqiiéncia. As tensoes submalhas que aparecem na equacgdo (2.7), devido o

processo de filtragem, sdo dadas por

7, = pluu, — i), (2.10)

i

A equacgdo (2.10) pode ser reescrita novamente utilizando a hipdtese de Boussinesq de

viscosidade turbulenta,

2
Ty :gpk5y —24,5; (2.11)
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sendo 4, a viscosidade dindmica turbulenta, k£ a energia cinética turbulenta e S, a taxa de

deformacao.
A viscosidade dindmica turbulenta, segundo o modelo de Smagorinsky, a energia cinética

turbulenta e a taxa de deformacao sdo definidas, respectivamente por

i, = p(CsA)*28,S, (2.12)
T..

k=-i 2.13
> (2.13)

— 1 ou Ou,

S =—(—+—L 2.14

Y 2(8fo ax.) @.14)

l

sendo Cs, o parametro de Smagorinsky e A a espessura do filtro.

Os fluxos de calor e massa devido a efeitos submalhas sdo dados, respectivamente, por

— — orT v oT
=pc (uT-uT)=-k —=—"pc, — 2.15
qtt p p( i i ) t ax[ Prt IO p ax ( )
Jy=Ge-ue)=-p, L 2 & 2.16)
OX; Sc, Ox,

Nas equagdes (2.15) e (2.16), os termos ¢, , k, e D, representam, respectivamente, o calor

especifico a pressao constante, a condutividade térmica e a difusividade de uma espécie, no caso
de transferéncia de massa. Por conveniéncia, o asterisco contido nas equagdes que seguem indica
variaveis dimensionais. Assim, as equacdes (2.6) — (2.9) depois de modeladas sdo apresentadas a
seguir:

Equagdes do escoamento:

op'm) _, 2.17)
OX;

1

*

op'm) Opuu) _ 0op
ot 8xj ox

+p g B (T -T)+p,(C-CI+S,

(2.18)

i

0 . . OU,
+ 3 [(e + ) (—)]+
x; ij
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Equagdes de transporte de calor e massa:

G(p*c;;T)_i_a(p*c; LT’T)_i[(k*+ :
ot Ox, “p

=q" 2.19
ox ] (2.19)

0c 00 _ 0 yp s V985 (2.20)
ot Oox;, ox; Sc,” Ox

t i

*

2.3 — Adimensionalizacio das Variaveis nas Equacoes

Fixar propriedades fisicas que satisfacam os mais diversos fluidos ¢ uma dificuldade
presente na implementa¢do numérica das equagdes que governam o escoamento.

Ao optar por solugdes das equagdes em variaveis adimensionais, os pardmetros de
adimensionalizacdo devem ser definidos de acordo com as caracteristicas geométricas,
cinemdticas e dinamicas de cada caso considerado. No caso de escoamento envolvendo

convecg¢ao forcada ou mista, as grandezas adimensionais podem ser definidas da seguinte forma:

x=ty 2t P g (Th) g 00, P K
L u, Polty L AT Ag Py Hy
* - r, . Lo, c D’
v="": p= 5 s B, =D, ; ¢=—¢;gi=g—’;Qj= ~ie, == D=—. (2.21)
Vo ﬂo ﬂmo Iy g Uy Cpo D,

na qual, L ¢ um comprimento caracteristico do dominio e #, ¢ uma velocidade caracteristica do

escoamento. Cada grandeza apresentada na equagdo (2.21) refere-se, respectivamente, aos
adimensionais do espaco, da velocidade, da pressdao, do tempo, da temperatura, de um escalar
qualquer, da densidade, da viscosidade absoluta, da viscosidade cinematica, do coeficiente de
expansao volumétrica térmica, do coeficiente de expansao volumétrica devido a concentracdo, do
coeficiente de difusdo, da gravidade, da rotagdo, do calor especifico e da difusividade da massa.

Usando as grandezas adimensionais, as equacdes (2.17) a (2.20) podem ser reescritas como
a seguir:

Equagdes do escoamento:

opY) _, (2.22)
e
o(pUU oU .
o(pU,) O(PULY) 0P 0 pm U, I om0V, o (2.23)
ot oX ; oX, aX Re aX Re 0X ; oX, ‘
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Equagdes de transporte de calor e de massa:

o(p®), o(pUD) 0o s I, o
ot 0X,  0X, RedX,

)+, (2.24)

O termo fonte da equagdo (2.23) por pode ser reescrito na forma adimensional como

S, = pl-2 g, 0 26,Q,U, ~(Q,X, )0, +(Q,0Q,)X, +- g fC] (2.25)
(R ) (Re)

As equagdes (2.22) — (2.24), embora estejam escritas em variaveis adimensionais, podem
ser utilizadas para calculo dos escoamentos nas varidveis com dimensionais, basta tomar Re, Gr e
Gry, unitarios. Para célculo de escoamentos usando varidveis adimensionais as propriedades
fisicas sdo tomadas unitarias.

Na equacgao (2.23), a viscosidade efetiva sera considerada da seguinte forma:

U para escoamentos laminares
= (2.26)

U+ 1, para escoamentos turbulentos

Algumas variaveis representadas nas equacoes (2.24) sao mostradas na Tabela 2.1. Os
pardmetros adimensionais, nimero de Reynolds, Re; niimero de Prandtl, Pr; nimero de Grashof,
Gr; nimero de Schimdt, Sc, sdo definidos em funcdo das propriedades de referéncia como se

segue

; 3
Re— Polt,L Pr— HoC 2 Gy = PogﬂoATL Sc:L Gr —w (2.27)

> b 5 m

Hy k, /uo PoD, Vo

Tabela 2.1 — Variaveis, propriedades e termos da equagao (2.24)

Nome 1/ T, S,
Calor T-T, ML Geragao de calor
AT Pr  Pr,
Massa C M Reagdes quimicas
Sc  Sc,
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CAPITULO 3

Desenvolvimento do Modelo Numeérico

Os passos necessarios para o desenvolvimento do modelo numérico, tais como a
discretizagdao das equacdes genéricas, mostradas no capitulo anterior, as fungdes de interpolagcdo
definidas no elemento, o calculo da matriz dos elementos e a solu¢do do sistema de equacdes
discretizadas sdo apresentados neste capitulo.

O objetivo de um método numérico ¢ obter uma solugdo pertinente para as variaveis
dependentes, tais como, velocidade, pressdo e temperatura, em pontos discretos dentro de um
dominio fisico com acurdcia. A relagdo entre estes pontos nodais ¢ determinada pela
discretizacdo algébrica das equacdes, que sdo obtidas das equagdes diferenciais em conjunto com
as fungdes de interpolagdo apropriadas para as variaveis dependentes. As equacdes discretizadas
sdo entdo resolvidas por algum método de solugdo de sistema que, neste caso, ¢ o método frontal,
descrito em Taylor & Hughes (1981). O que diferencia um método numérico de outro, ¢ a
maneira que as discretizagdes das equagdes sdo obtidas.

Saabas (1991) e Campos Silva (1998) fizeram uma discussdo detalhada de métodos
numéricos disponiveis para solu¢do de problemas de escoamentos de fluidos e transferéncia de
calor.

Os métodos de elementos finitos, no caso de escoamentos tridimensionais, usualmente,
requerem: (1) discretizacdo do dominio de calculo em elementos hexaedros ou tetraedros; (2)
prescricdo de funcdes de interpolagdo baseadas no elemento; (3) derivacdo de equacdes

discretizadas usando uma forma apropriada de método de residuos ponderados; (4) obtencao,
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considerando cada elemento, dos coeficientes das equagdes discretizadas; e (5) a solugdo das
equacdes discretizadas resultantes.

O método de elementos finitos convencional para escoamentos de fluidos e transferéncia de
calor emprega o método de residuos ponderados de Galerkin para derivar as equagdes
discretizadas, onde a fun¢ao peso ¢ a mesma funcao de interpolagao.

Neste trabalho, ¢ desenvolvido um método de elementos finitos por volume de controle
(CVFEM), com base no elemento hexaedro. Aqui, para cada né na malha de elementos finitos,
existe um volume de controle englobando aquele n6, dentro do qual ¢ atribuido o valor unitario
para a fungdo peso. Fora do volume de controle a fungdo peso é nula. Consequentemente, os
métodos de elementos finitos baseado em volumes de controle (CVFEMs) envolvem a imposigao
de leis fisicas de conservacdo integral, tais como conservacdo da massa, quantidade de
movimento e conservacdo de energia, sobre volumes de controle finitos dentro do dominio de
calculo. Assim, os CVFEMs satisfazem principios de conservagdo global.

A aplicagdo do método de elementos finitos com formulagdao por volumes de controle,
conforme descrito por Saabas (1991) ¢ feita nos seguintes passos basicos: (1) discretizagdo do
dominio em elementos finitos; (2) posterior discretizagdo do dominio em volumes de controle
com cada volume de controle englobando um no; (3) integracdo das equagdes nos volumes de
controle; (4) escolha de fungdes de interpolagdo para as variaveis dentro das integrais e derivagao
de um sistema algébrico de equagdes e por fim, (5) escolha de um método para solucdo do

sistema algébrico resultante.
3.1 — Discretiza¢io dos Dominios para Problemas Tridimensionais

A discretizacdo das equagdes, como ja mencionado no texto, ¢ o primeiro passo na
aplicacdo do método numérico. Para isso, ¢ necessario definir um elemento finito, que neste
trabalho, adotamos o hexaedro com vinte e sete pontos nodais, por ser um elemento finito
quadratico completo. A Figura 3.1 ilustra tal elemento. Caso sejam considerados somente os
pontos nodais de canto, tém-se um elemento finito linear nas trés dire¢des. Agora, se for
desprezado os nos do centro das faces e o nd central do elemento, tem-se um elemento finito
quadratico incompleto, que ndo ¢ adequado, pois resulta em uma divisdo irregular dos volumes

de controle. No caso bidimensional, o elemento adotado foi o quadrildtero com nove nds.
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Figura 3.1 — Hexaedro com vinte e sete pontos nodais

3.2 — Integracio das Equacées nos Subvolumes de Controle

Nesta secdo, ¢ feita a discretizacao das equagdes. A integracdo das equagdes diferenciais
parciais governantes pelo CVFEM deve ser feita nos subvolumes de controle dentro de cada
elemento.

Primeiramente, ¢ feita a discretizacdo no tempo. Para isso, varios esquemas podem ser
utilizados, desde um esquema explicito at¢ um esquema totalmente implicito. O esquema
totalmente explicito possui limitagdes quanto ao passo de tempo, por razdes de estabilidade da
solugdo e o esquema totalmente implicito, pode ter o passo de tempo fixado, de acordo com a
precisdo desejada para a solucdo. Em geral, neste esquema, ndao ha limitagdes quanto ao passo de
tempo, sendo o mesmo incondicionalmente estavel.

Posteriormente, ¢ feita a discretizacdo no espago a partir da substituicdo das fungdes de

interpolagdo nas equagdes integrais de conservagao.
3.2.1 — Discretizacio no Tempo

A discretizagdo no tempo ¢ definida por um parametro €, o qual desempenhara o papel de
indicador do esquema, ou seja, através deste parametro sera indicado se o esquema ¢ explicito ou

implicito.
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Sejam U, P" e ®", os campos de velocidade, pressdo e uma grandeza escalar qualquer

(temperatura, concentragio, grandezas turbulentas) definidas no tempo ¢”, sendo "' =¢" + At .

. o~ . 1 1
A partir de U' e ®" e condigdes de contorno especificadas, os campos U, P""' e ®" sio

calculados a seguir:

(pU)" 0 i _HETO(PU) 0P -
A +9[6Xj ((pUU;) Re  ox, )+ X 1=0(5,)"" +R, (3.1a)
na qual
n 8 U U n 7 n .
R: :(pUz) —(1—6 (p J z)ﬂ_ a /u_ea(pUz) +6P _(Suy' (31b)
’ At oX, 0X ;| Re 00X, oX, ’
com a restri¢do da conservagao da massa dada por
n+l
o0X,
(pq))n+1 0 - (F )n+1 a(q))nH -
0 Uod)"' -2 =0(S R 33
T o LGCA) My vl I LR (33a)
em que
n a U @ n n
At 0X,; oX;| Re X,

Na Equagdo (3.1a), o termo fonte com um asterisco, S, , engloba a soma dos dois ultimos

termos da equacdo de quantidade de movimento, apresentado na equagdo 2.23. Alguns valores,
geralmente adotados para € sdo fornecidos por Reddy (1993) e definidos na Tabela 3.1.

Nas equacdes (3.1a) e (3.3a), o passo de tempo para o esquema explicito pode ser fixado de
acordo com a natureza da equagdo (parabdlica, eliptica ou hiperbdlica). Hirsch (1988) apresenta
varias maneiras de se analisar a estabilidade de solugdes e de como fixar o passo de tempo para

satisfazer esses critérios de estabilidade.
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Tabela 3.1 — Valores do pardmetro 6

Esquemas Ordem de precisao
0 | Explicitos, condicionalmente estavel O(Ar)
1/2 | Crank — Nicolson, estavel O((AD)Y)
0 2/3 | Galerkin, estavel O((At)?)
1 | Totalmente implicito, estavel O(Ar)

3.2.2 — Discretizacao Espacial das Equacoes — Aplicacao de um Método de Elemento

Finito por Volumes de Controle

A discretizagao espacial das equacdes, no método de elementos finitos de Galerkin, ¢ feita a
partir da formulagdo fraca das mesmas. Esta forma fraca das equagdes ¢ obtida fazendo o produto
escalar dos termos das equacdes por fungdes peso seguido da integracdo por partes sobre o
dominio, com o objetivo de diminuir o grau do operador de segunda ordem.

No caso de métodos de elementos finitos por volumes de controle, a funcdo peso € tomada
como sendo constante e unitria no interior de cada volume de controle. Assim, apos a integragao

por partes das equagdes (3.1) a (3.3) obtém-se

l [%}W ¥ fé{(p Uu, ) - [(ﬂf{)e"” 5(% )l? : )" H mad+ H aap):l HJV _

=of(s; )" av +[(r, yav (3.42)

Ui
na qual

vay = (Y b () AU ) )t P
.IRuidV—l v f(z 6) (oU U,y PR !(1 49)8XidV

J

+(1-0)(s; yar (3.4b)
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j 4}”&/ 0 (3.5)

e
(pq))m—l - ~ (F )n+1 a(q))m—l B
l v dV+£9 (pU @) » o n,dA =
=[0(S,)"'dV +[(R, ) dV (3.62)
v v
na qual,

7 r )n a(q))n
RydV = @dV— 1-6) \pU @ —(L— ndA+|(1-0)S, ) dV 3.6b
friar = {CL - (o) -ES A8 | aas fo-ops,rar o
Nas equagdes (3.4) a (3.6), n; representa os componentes do vetor normal, tomados para
fora das areas de fronteiras dos volumes de controle, apontando na dire¢do do eixo X . Este

vetor unitario ¢ definido como segue,

jidA = (7 +n, ] +n,k JdA (3.7a)
o qual, para problemas tridimensionais, resulta em:

fidA = dydzi + dxdzj + dxdyk | | i |=1 (3.7b)

Para obter o sistema algébrico, as equagdes (3.4) a (3.6) sdo aplicadas em cada subvolume
de controle dentro de um elemento. O sistema completo de equacdes algébricas ¢ obtido somando
a contribui¢do elemento por elemento. Este procedimento facilita a obtencdo das matrizes globais
e ndo afeta o principio de conservacdo, uma vez que, quando levada em consideracao a
contribui¢do de cada elemento para todos os nos, a contribui¢do para os volumes de controle
completos terd sido feita. O procedimento adotado na maioria dos trabalhos ¢ a integracdo das

equagdes para um volume de controle completo, similarmente ao que ¢ feito no método de
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volumes finitos. No caso deste trabalho, foi seguido o procedimento adotado no método cléassico

de elementos finitos, como em Campos-Silva (1998) e Lima (2005).

3.2.3 — Fungoes de Interpolacao

No método de elementos finitos, as variaveis desconhecidas sdo interpoladas no interior de

um elemento, na forma:

NNEL

Uﬂ@ﬁ=§NﬁQWMﬁ (3.8)

NNEL

Pe(Q,1)= ZN; (Q)P:(z) (3.9)

'
(24

NNEL

©(Q,1)= 3 N (Q)or (¢) (3.10)

nas quais, N,, N, sdo funcdes de interpola¢do tridimensionais dentro de um elemento,

definidas no Apéndice A e os termos U, , P, ®f

. ¢ sdo, respectivamente, os valores nodais da
velocidade no n6 «, da pressdo no ndé a'e de um escalar qualquer no n6 « de um elemento
finito. Usa-se «' para considerar que a pressdo pode ser interpolada por fungdo de interpolacao
de ordem diferente, geralmente mais baixa daquela usada para interpolar a velocidade ou outro
escalar qualquer, evitando valores ndo realisticos para o campo de pressao.

Este desenvolvimento ¢ baseado principalmente no trabalho de Campos-Silva (1998) e
Lima (2005). As velocidades e demais grandezas escalares, exceto, a pressdo, sao interpoladas
usando a quantidade total de nos do elemento. A pressao ¢ interpolada usando formulagao mista e
¢ equivalente a interpolacdo por malha deslocada em volumes finitos.

Considera-se, agora, um determinado subvolume de controle associado ao n6 « de um
elemento. Como dito anteriormente, a discretizacdo das equagdes (3.4) a (3.6) ¢ feita, no presente
trabalho, considerando o elemento hexaedro com vinte e sete nds, apresentado na Figura 3.1.
Agora, na Figura 3.2 tem-se o elemento e seus respectivos subvolumes de controle. Cada
subvolume de controle ¢ identificado pelo nimero do n6 a ele associado. O nimero de lados do
volume de controle dependera de quantos elementos compartilham um determinado nd. No caso

de noés de fronteira do dominio, o volume de controle serd composto por dois subvolumes de
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controle. Em geral, um determinado elemento sera subdividido em um numero de subvolumes de

controle igual ao numero de nds, ou seja, no caso do hexaedro com vinte e sete pontos nodais, ele

sera subdividido em vinte e sete subvolumes de controle.

19
8 ° 7
20 ® 26 18
17
5 0 (5
160 240 915
z
.25 27y .23
X
139 @2 @14
1
g ® 3
12¢° 210 10
165 o 2
9
(a) (b)

Figura 3.2 — (a) Elemento finito e seus subvolumes de controle; (b) Elemento subdividido
em volumes de controle;

Considerando entdo as equagdes para um subvolume de controle associado a um

determinado n6 « de um elemento, obtém-se a partir das Equagdes (3.4), (3.5) e (3.6):

I(pU D"y +9§{ .[

K=1

i Re oX ;

{(pU, Uy - )" a(U")MJ dA} | H—dpm V-

l

-0 _[(Su,- "dV —(R,,)" + [contribui¢des similares de outros elementos para o n6 a ] +
v,

a

[contribuigdes de contornos se for o caso = 0] (3.11)
a U n+l
J.(’DaT’) dV + [contribuicdes de outros elementos para o n6 & = 0] (3.12)
V, ]

j(pq))n+1 dV+9§[ j [(,Ochp)”H _(1—~¢)n+1 a(%)nﬂjnjdA] _aJ(S¢)n+1dV_

J

a
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n . .~ . ’ . . o~
- (R¢a) + contribui¢oes similares de outros elementos para o né a + contribuigoes de

contornos se for o caso = 0. (3.13)

Nas equagdes (3.11) e (3.13) as expressoes para Rzu e RZa sdo:

o = [P ar-0-08) Ty -

oP"

-(1- 0)] AV +(1-0)[(S,)dV (3.14)

0(

R, = Vf(pi)" dV—(l—ﬁ)fl{ [

K=1 gy

[onp) ~(T,)" a(q))} dA} (1- e)j(S)dV (3.15)

J

11

Substituindo as fung¢des de interpolacdo definidas pelas equacdes (3.8) a (3.10) nas

equacdes (3.11) a (3.13), obtém-se o seguinte sistema para um elemento:

M;,B H C Ke n+l Ue n+ 0 Pe n+1
N + ( ﬂ) ( ﬁ) + laﬂ( )

M;ﬂ € e n+l e \n ¢
=|Tar U OCo=Ke) | (U)" +0(Si) +(1-0)|(S5)" ~H (P (3.16)
DipUpp)™ =0 (3.17)

M;ﬂ e e \n+l e \n+l M;ﬂ e e \n+l e\n
+O(Cop=Kop)" (@) =| ————(1=0)(Cop—Kp)" (DY) +
At At
+0(Sg,)"" +(1-6)(Sg,)" (3.18)
As matrizes presentes nas equagdes (3.16) a (3.18) sdo definido a seguir.

M,z = [pNydv (3.19)

Vsyca
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Cry= $pN,Uln,dd (3.19b)

ASVCa

ON
Ky= § 2e—Ly a4 (3.19¢)
y Re 8xj
SVCa
an
Hopp= [ —Lav (3.19d)
v ox;
SVCa
ON
D, ., = —Lav 3.19¢
an = | s (3.19)
SVCa
1 8/,1 8U1?+1
st= § — e T 7T pg4+ [(S,)MaV 3.19
ai ﬂ; Re aXJ aXl n_/ VS_V[‘( u,-) ( D
Seit = [SedV (3.19g)
Vsyca

Funcdes de interpolacdo podem ser encontradas em livros de elementos finitos, por
exemplo, Dhatt & Touzot (1984). Fungdes de interpolagdo especiais também podem ser obtidas
procurando-se modelar adequadamente os varios termos (convectivos, difusivos, pressao, fontes)

a fim de evitar resultados ndo realisticos.

3.2.4 — Calculo das Matrizes nos Elementos

Uma vez definida as fungdes de interpolagdo, as matrizes descritas nas equacdes (3.19) sao
resolvidas a fim de obter os coeficientes das matrizes nos elementos. Antes de montar a matriz
global, necessita-se do célculo das matrizes nos elementos. Este trabalho ¢ facilitado fazendo-se o
mapeamento de cada elemento do dominio real em um elemento de referéncia denominado de
elemento mestre. Este mapeamento ¢ feito em funcdo das coordenadas globais dos nds do

elemento e das fungdes de interpolacdo definidas em coordenadas locais no elemento. A
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Figura 3.3 ilustra o0 mapeamento de um elemento qualquer no elemento mestre. As coordenadas

globais dentro de um elemento sdo definidas por

NNEL
Xt= Y NeX,, (3.20)

a=l1

onde X,

i’

1 =1...Ndim, representa as coordenadas do n6 o e N, sdo fungdes de interpolagdo

apresentadas no Apéndice A, para o elemento hexaedro. No mesmo Apéndice, tém-se também, as

derivadas das funcdes de interpolacdo que s@o necessdrias na avaliacdo das matrizes dos

elementos.
¢ (-1,-1,1) ® (-1,1,1)
° °
® (1,-1,1) ° (LL1)
® ° (] ® ° ®
z g
) ) ° °
y n
x g
® ° ° ® ° °
¢ A ',"(.1,-1,-1)
. ° .o °
o ° ¢lislol °
Figura 3.3a: Elemento em coordenadas  Figura 3.3b:Elemento mapeado no elemento
globais, X, y, z. mestre em coordenadas locais, &, 1, C.

As integrais de éareas e volumes, em coordenadas locais nos elementos, podem ser

representadas, respectivamente, por

[f(xy)dedy = f(&n)de(T)ds dn (3.21)

[ £(xy.2)dvdvdz = [ f(£m. )det( S )d dndg (3:22)

sendo det(J ), o determinante da matriz do jacobiano da transformag¢do de coordenadas globais

para as coordenadas locais dada por
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(3.23)

As derivadas de qualquer funcdo em relagdo as coordenadas globais podem ser calculadas

por derivadas em coordenadas locais, na forma:

oF 1 oF
= = M, — -
ox det(J) o0&
F 1 (o,
oy det(J) o0&
oF 1 () o
oy det(J) o0&
nas quais,
vE ey
"oonog onog’
_oxoz oz x
Y oonog onog’
_xy & x,
B oenos onol’

oF oF
21%+M31£]
oF oF
Mzz%_Mﬂgj
OF 4 OF
23 677 33 aé,
_ O 0z 0z Oy,
Toeses oecol’
_ vz 0z0x,
Toosel oLl
Ox dy Oy Ox

5

(3.242)

(3.24b)

(3.24c¢)

yo oy
Tooegon ocon’
_aror G ox,
o econ ocon’
iy oy x
Yoecon oton’

Todas as transformagdes de coordenadas, para facilitar a integracdo das equacgdes, sdao

feitas, localmente, em nivel de elemento. Diferente do que ¢ feito no método de volumes finitos

em coordenadas generalizadas; em que as equagdes governantes, escritas em coordenadas

cartesianas, sdo transformadas para equagdes em coordenadas generalizadas. O célculo das

matrizes pode ser feito elemento por elemento montando-se no final, a matriz global, para entdo
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obter a solucdo do sistema completo. As integrais em areas de subvolumes de controle sdo
efetuadas usando quatro pontos de Gauss em cada dire¢do e as integrais nos subvolumes de
controle, dentro do elemento finito, com vinte e sete pontos de Gauss.

Os fluxos difusivos e convectivos sdo definidos por

, ON,
FLUD(ip, B)= | 1, =LA (3.25)
ip J
FLUC(ip, B)= [ pU N 4n,dA (3.26)
ip
nas quais,
i, =mi +n,j+nk com n’ +n}+n =1 (3.27)

e ip representa um determinado contorno de um subvolume de controle dentro de um elemento.
As matrizes difusivas e convectivas, para o elemento hexaedro com vinte e sete pontos
nodais sdo entdo obtidas e estdo descritas no Apéndice B.

As expressdes para n, n, € n,, presentes na equacdo (3.27) sdo efetuadas fazendo

WA ZEED) (EE EE), (&d 2a) gy
Ou Ov Ou Ov on o¢ onod

A matriz de massa é calculada de forma consistente como

M(a,B) = j pN,det(J)dédndS (3.28)

a

As matrizes nos elementos sdo calculadas durante o processo de solugdo num processo
iterativo, devido as ndo linearidades dos termos convectivos e difusivos. Parte dos calculos
requeridos tais como, valores das fungdes de interpolacdo e suas derivadas em pontos de Gauss,
nos volumes e contornos de subvolumes de controle, sdo feitos uma Unica vez ¢ armazenados em
arquivos tempordrios, lidos durante o processo de céalculo das matrizes dos elementos. Este
procedimento tem por objetivo reduzir o tempo computacional, para em parte, compensar o

tempo gasto pelo método frontal, que realiza a leitura de dados no disco. Para um sistema
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computacional com memoria de processamento suficientemente grande, poder-se-ia armazenar os
dados na propria memoria, o que aceleraria em muito o processo de calculo. O método de
solucdo, descrito no proximo item, requer armazenamento e leitura de muitos dados no disco
rigido, o que eleva o tempo total de processamento. Por outro lado, ele é apropriado para sistemas

de pequeno porte, em que a capacidade de memoria pode ser ainda uma limitacao.

3.3 — Solucao do Sistema de Equacées Discretizadas

Neste trabalho, adota-se, no caso bidimensional, a seguinte estratégia de solucdo: (1) os
campos de velocidades e pressdo sdo calculados resolvendo-se as equacdes do movimento; (2)
obtido o campo de velocidades, resolve-se uma equagdo de transporte para cada escalar
(temperatura, energia cinética turbulenta, dissipa¢do, concentra¢do) separadamente. Ja, no caso
tridimensional, resolve-se também, a equagdo de transporte para cada escalar, separadamente,
arbitrando um campo de velocidades.

O método de solugdo adotado foi o método frontal, descrito por Taylor & Hughes (1981). O
primeiro objetivo do método frontal ¢ a elimina¢do de varidveis logo apds sua introducdo, via
equagdes apropriadas, dentro da matriz global. Imediatamente apds todas as contribui¢cdes de
todos os elementos para um né particular terem sido montadas, as variaveis correspondentes ¢
associadas com aquele n6 podem ser eliminadas. Desta forma, a matriz completa nunca ¢
montada, visto que todas as equacdes reduzidas podem ser eliminadas da memoria e armazenadas
em disco. As equagdes mantidas na memoria, com os nds e varidveis correspondentes sao
denominadas fronte e o nimero de varidveis desconhecidas dentro do fronte ¢ denominado
largura do fronte. A largura do fronte muda continuamente, visto que, uma vez que todas as
contribui¢gdes para um no6 tenham sido completamente somadas, entdo a redugdo da equagao
correspondente, baseada sobre um pivoteamento diagonal, pode ser executada.

Nos métodos de solucdo para matrizes simétricas, apenas a triangular superior da matriz ¢
armazenada em qualquer tempo. Entretanto, para matriz global assimétrica, que ¢ o caso do
presente estudo, um procedimento diferente ¢ adotado. Uma 4rea de memoria pré-assinalada para
a matriz global ¢ preenchida de contribui¢des de elementos. A maior entrada diagonal nesta area
pré-assinalada de memoria é encontrada e usada como pivé num processo de eliminagdo direta de
Gauss. Quando s3o eliminados o nimero maximo de equagdes pré-determinadas, as equagdes

reduzidas correspondentes sdo escritas no disco € mais elementos e equagdes correspondentes
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introduzidos na memoéria. O requerimento minimo de memoria para matrizes assimétricas ¢ quase
duas vezes maior que o requerido para matrizes simétricas. As equacgdes, nods e variaveis
correntemente na memoéria sdo denominados ativos, aqueles guardados em disco sdo
denominados desativados e aqueles para serem ainda introduzidas na memoria sdo denominados
inativos.

Foi construida uma rotina por Campos-Silva (1998) para elementos com nove ndés em
escoamentos laminares baseada em Taylor & Hughes (1981). No trabalho de Lima (2005), tal
rotina foi modificada e adaptada de forma a modelar o efeito da turbuléncia. Neste trabalho, o
codigo computacional esta sendo estendido para o calculo convectivo-difusivo tridimensional.

O método frontal tem a vantagem de que, em nenhum instante, a matriz global necessita ser
montada completamente, sendo que, a maior matriz montada ¢ definida por um parametro que
define o tamanho do fronte. Desta forma, a solugdo do sistema pode ser realizada em
computadores com menor quantidade de memoria e com média capacidade de armazenamento

em disco. O prego a se pagar ¢ um tempo maior para a solucdo, visto que, durante o

processamento, serao lidos dados armazenados em disco e este processo ainda ¢ muito lento.
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CAPITULO 4

Resultados e Discussao de Casos Bidimensionais

Apresentam-se, neste capitulo, resultados bidimensionais da dispersao de contaminantes em
canions urbanos. Estes resultados foram obtidos fazendo uso do cdédigo computacional,
bidimensional, validado no trabalho de Lima (2005) e reformulado, no presente trabalho, para
linguagem Fortran 90. Naquele trabalho, sdo apresentados casos de escoamento com e sem
transferéncia de calor e/ou massa, com o objetivo de validar a modelagem da turbuléncia. Dois
casos classicos foram utilizados: o primeiro foi o caso da cavidade quadrada com a parede
superior deslizante e o outro foi o caso do canal com expansdo brusca em degrau. Alguns casos
de escoamentos sobre obstaculos foram também realizados, mostrando a necessidade de mais
investigagdes sobre este tipo de problema para uma melhor calibragem do método numérico. Os
resultados obtidos foram comparados com trabalhos disponiveis na literatura. No caso de
escoamentos bidimensionais foram resolvidas as equacdes do campo de velocidade.

No caso tridimensional, tem-se a solu¢do da equagdo de transporte para um escalar,
representando tanto a concentragdo, quanto a temperatura. Com isso, resultados tridimensionais
para um problema convectivo-difusivo com o campo de velocidades imposto arbitrariamente
foram obtidos e aplicou-se na analise do comportamento da dispersdao de contaminante em uma

caixa cubica e no canal.
4.1 — Escoamentos em Canions Urbanos

A dispersdao de um contaminante em um canion urbano devido a a¢do de um campo de

escoamento com velocidade uniforme imposta na entrada do dominio foi obtida nessa se¢ao. O
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canion ¢ simulado pela colocagdao de obstaculos (cilindros de se¢do retangular) no dominio do

escoamento. Este tipo de escoamento ¢ um dos mais dificeis de serem simulados numericamente

devido a presenca dos obstaculos, principalmente quando o ntimero de Reynolds cresce. As

equagdes que regem o escoamento incompressivel, transiente, ndo isotérmico, de um

newtoniano sao as seguintes:
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As condigdes de contorno para as velocidades, temperatura e pressdo sdo dadas como:

U =V =0, no solo e em torno dos prédios;

U=1¢eV =0em X =0, entrada do dominio;
6 = I na entrada, no solo e em torno dos prédio;

6 =0 , na fronteira superior;

P =0 ,na secdo de saida.

fluido

4.1)

(4.2a)

(4.2b)

(4.3)

(4.4)

(4.5a)

(4.5b)

(4.5¢)

(4.5d)

(4.5¢)

As condigdes de contorno para a concentracdo foram tomadas em alguns pontos entre os

prédios,em Y =0.
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4.1.1 — Dispersao de contaminante em um canal com dois obstaculos de alturas

iguais

Nesse primeiro momento, considerou-se um escoamento dentro de um canion de rua, com
dois obstaculos de mesma altura e comprimentos diferentes. A Figura 4.1 ilustra a geometria e
condigdes de contorno do escoamento em um canion urbano. O primeiro sélido possui
comprimento 2 e o segundo, 0,4, ambos possuem altura 1. O dominio foi baseado em Wong et al.
(2002), neste caso, possui comprimento 54,4 e altura 10. A origem do eixo de coordenadas
cartesianas estd fixada no canto inferior esquerdo do dominio, a distancia da origem até o
primeiro solido ¢ 1 que ¢ a mesma entre os solidos e o comprimento do ultimo sélido até o final
do cénion € 50.

U=1 V=0, T=0

UUTUT=1

Figura 4.1 — Geometria e condi¢des de contorno - Canion Urbano, caso 1

A Figura 4.2 ilustra um recorte do dominio discretizado. As dimensdes do dominio foram
descritas anteriormente. A malha ¢ estruturada, ndo uniforme, com 5234 elementos, o que
equivale a 16073 pontos nodais, resultando em 69301 graus de liberdade. O pardmetro de

Smagorinsky foi ajustado em 0,16 e os adimensionais fixados, Sc = 0,2, Pr=0,72 ¢ Re = 100.
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Figura 4.2 — Dominio discretizado, caso 1

As Figuras 4.3 a 4.6 mostram, respectivamente, o perfil de velocidade antes do primeiro

prédio, entre os prédios, depois do segundo prédio e no final do escoamento, para trés instantes

de tempo. Aparentemente, o campo de escoamento esta dentro do comportamento esperado. O

escoamento acelera na regido dos obstaculos.
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Figura 4.5 — Perfil de velocidade U depois do
segundo prédio
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A funcao de corrente e o campo de temperatura sao mostrados nas Figuras 4.7 e 4.8,
respectivamente. Como esperado, o escoamento apresenta recirculagdes entre e depois dos

prédios.

0 2 X 4 6

0_8§ﬂ=i====-------_-_---
~ AN AAANANAT AT 7 7 L A ]

Figura 4.8 — Campo de Temperatura em t=13,5
A fonte de poluicdo no dominio foi fixada entre os prédios e a distribuicdo de concentragao

¢ mostrada nas Figuras 4.9 e 4.10. A difusdo da poluicdo no dominio aumenta com o tempo e

uma maior area ¢ afetada.
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Figura 4.10 — Campo de concentragio da polui¢do em t=13,5

Os resultados apresentados nesta se¢ao foram obtidos usando a metodologia de simulacao
de grandes escalas através do método de elementos finitos baseado em volumes de controle com
funcdes de interpolacdo quadratica para os campos de velocidade, concentragdo e temperatura e

linear para o campo de pressao.
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Embora, neste caso, o numero de Reynolds no escoamento seja relativamente baixo
(Re=100), a metodologia de LES foi importante para a convergéncia da solu¢do. Nao se aplicou
técnica upwind e um método totalmente implicito foi usado para a discretizagdo no tempo.
Qualitativamente, o comportamento esperado do escoamento e dispersdo de uma espécie de

poluentes foi obtido.

4.1.2 — Dispersao de contaminante em um canal com dois obstaculos de alturas

diferentes.

Agora, a dispersdao do contaminante em um canion de rua foi obtida tendo como dominio
dois obstaculos de altura e comprimento distintos. A Figura 4.11 ilustra a geometria e condi¢des
de contorno para este caso investigado. O primeiro s6lido possui altura 1 e o segundo, 1,5, ambos
possuem comprimento igual a 0,4. O dominio possui comprimento 43 ¢ altura 7. A origem do
eixo de coordenadas cartesianas esta fixada no canto inferior esquerdo do dominio, a distancia da
origem até o primeiro solido ¢ 10, o comprimento entre os sélidos € 1 e o comprimento do ultimo
solido até o final do canion ¢ 30.

U=1V=0T=0

U=1 P=0
V=0
‘_.'I
Cc=1
X UT=0,V=0,T=1

Figura 4.11 — Geometria e condi¢des de contorno - Canion Urbano, caso 2

A Figura 4.12 ilustra um recorte do dominio discretizado. A malha ¢ estruturada, ndo
uniforme, com 2288 elementos, o que equivale a 7121 pontos nodais, resultando em 30644 graus
de liberdade. O parametro de Smagorinsky foi ajustado em 0,16 e os adimensionais fixados em

Sc=0,2,Pr=0,72 ¢ Re = 100.
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Figura 4.12 — Dominio discretizado, caso 2

A Figura 4.13 ilustra a evolugdo temporal da velocidade U ao longo do canal, em pontos
situados antes do primeiro obstaculo, entre os obstaculos e apos o segundo obstaculo, em regime

permanente.

74 | Perfil de Temperatura
- Pr=0,72
64 | Re=1,0E3
] | Ra=28800
5] | " —X=50
| | —o—X=115
ad | A X=13,5
—v—X=15
Y | —ex=2
1| —<—X=43
27 ohA® 1:7
| AT T
14 vv‘ Qééﬂ/
04
T I T I T I T I T I T I T I T I T I T
-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1.4 1,6 1,8

Figura 4.13 — Perfil de velocidade ao longo do dominio

A funcdo de corrente e o campo de temperatura em regime permanente sao mostrados nas

Figuras 4.14 e 4.15, respectivamente. Os resultados apresentam o comportamento esperado.
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15
Figura 4.15 — Campo de Temperatura, regime permanente

A fonte de poluicdo no dominio foi fixada entre os prédios e ¢ mostrado nas Figuras 4.16 e

4.17. A difusdo da poluicdo no dominio aumenta com o tempo € uma maior area ¢ afetada.

0 10 20

30 40

Figura 4.16 — Campo de concentragdo da poluicdo
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Figura 4.17 — Vista aproximada do campo de concentragao

4.2 — Dispersao horizontal de uma espécie de contaminante numa regiio com cinco

obstaculos.

Aqui, a simulacdo foi realizada para um escoamento no interior de canion urbano baseado
no trabalho de Savii (1998). Neste caso, o interesse € na dispersdo horizontal de uma espécie de
poluente ao redor de obstaculos.

As dimensdes do dominio computacional sdao: 0 < X <65 ¢ 0<Y <46, o comprimento
dos obstaculos sdo 10; a largura dos obstaculos inferiores e superiores sdo 2,0 e 4,0,

respectivamente. As condi¢des de contorno sdo U =1, V' =0 e T =0 na entrada (face esquerda)

e contornos inferiores e superiores; 7 =1/, nos contornos dos obstidculos, P =0 na se¢dao de
saida; C =1 numa linha horizontal entre os obstaculos. A Figura 4.18 mostra um esquema da
geometria juntamente com as condi¢des de contorno. O numero de Reynolds foi tomado igual a
100.

A malha ndo uniforme construida para a simulagdo possui 5100 elementos, 15796 pontos
nodais, resultando em 68034 graus de liberdade. Um fragmento desta pode ser observado na

Figura 4.19.
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Figura 4.18 — Geometria e condi¢des de contorno, caso 3

Figura 4.19 — Fragmento do dominio considerado, caso 3

As figuras 4.20a — 4.20h ilustram a evolugao velocidade U ao longo do tempo, em varias
posicdes X. Como pode ser observado, a presenga dos obstaculos tem influéncia acentuada sobre
os perfis de velocidade. O perfil de velocidade foi tomado uniforme na se¢do de entrada do
dominio e deforma pela presenca dos obstaculos. H4 regides em que o escoamento acelera ou
desacelera dependo de qual lado dos obstaculos ele passa. Inicialmente a velocidade ¢

considerada nula em todo o dominio exceto na se¢ao de entrada.
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Figura 4.20a — Perfil de velocidade antes do
primeiro obstaculo
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Figura 4.20c — Perfil de velocidade entre o
primeiro e segundo obstaculo
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Figura 4.20e — Perfil de velocidade entre o
segundo e terceiro obstaculos
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Figura 4.20b — Perfil de velocidade na metade
do primeiro obstaculo
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Figura 4.20d — Perfil de velocidade na metade
do segundo obstaculo
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Figura 4.20f — Perfil de velocidade na metade
do terceiro obstaculo
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Figura 4.20g — Perfil de velocidade apos o Figura 4.20h — Perfil de velocidade na saida do
terceiro obstaculo dominio

Qualitativamente, o comportamento da velocidade foi simulado, entretanto, o tamanho do
dominio computacional deveria ser aumentado, tanto no inicio como no final. Como pode ser
visto na figura 4.20h, a presenca dos obstaculos ainda influencia muito na saida do perfil de
velocidade. Se as dimensdes computacionais fossem apropriadas, existiria uma maior
probabilidade do perfil de velocidade na saida, ser parabdlico ou mais uniforme. O tamanho do
dominio deve ser insuficiente para as condi¢des de contorno impostas.

A evolugdo temporal da concentragdo de poluicdo no dominio ¢ apresentada nas figuras
4.21a — 4.21h. Qualitativamente, os resultados possuem o comportamento esperado. Nao foi
possivel fazer comparacdes com resultados experimentais ou numéricos, pois ndo foram
encontrados na literatura, resultados semelhantes disponiveis. Contudo, o modelo para esse tipo
de simulagdo precisa ser mais investigado, principalmente, para escoamentos com altos numeros
de Reynolds. A fun¢do de corrente e o campo de temperatura s3o mostrados nas figuras 4.22 e

4.23, respectivamente.
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Figura 4.21b — Campo de concentracdo em t=12

X 40 50 60

0 10 20 30 X 50 60

Figura 4.21e — Campo de concentracdo em t=35 Figura 4.21f — Campo de concentragdo em t=40
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Figura 4.21g — Campo de concentra¢do em t=45 Figura 4.21h — Campo de concentracdo em t=50
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Figura 4.22a — Func¢ao de corrente, t = 80 Figura 4.22b — Fungao de corrente,
regido ampliada
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Figura 4.23a — Campo de Temperatura, t = 80

regido ampliada
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CAPITULO 5

Soluc¢oes de Problemas Convectivo-Difusivos Tridimensionais

Como ja foi dito no texto, o inicio desse trabalho se d4 no codigo desenvolvido por Lima
(2005) para o célculo de escoamentos de fluidos bidimensionais laminares e turbulentos.

Na primeira versdo obtida do codigo tridimensional, utilizou-se o elemento tetraedro com
dez pontos nodais. Como, depois de varios testes o codigo ndo convergia, resolveu-se voltar para
o elemento tetraedro com quatro nds. Com este, obteve-se resultados para um problema
convectivo-difusivo. Acontece que para utilizar esse elemento na solucdo do campo de
velocidades ¢ conveniente utilizar um campo de pressdo constante, o que pode dificultar a
convergéncia se a malha ndo for bem refinada. A partir dai passou-se a fazer testes com o
elemento hexaedro. Inicialmente o hexaedro linear de oito nds que tem a mesma deficiéncia do
tetraedro de quatro nés para simulagdo do campo de escoamento. E, posteriormente, o elemento
hexaedro de vinte e sete nds (elemento quadratico) que € apropriado para simulagdo quadratica
das velocidades e linear do campo de pressdao, o que satisfaz a condicao de Brezzi-Babuska e
evita solugdes nao realisticas, como acontece em interpolacdes co-localizadas de volumes finitos
se certos cuidados ndo forem tomados.

Para problemas convectivos-difusivos que utiliza como elemento o hexaedro de oito pontos
nodais foi desenvolvido um outro programa e posteriormente, criou-se uma versao para o
elemento hexaedro com vinte e sete pontos nodais, porém ainda nao foi possivel obter solucdes
para as componentes de velocidade u, v, w e pressao. Principalmente, devido a deficiéncias do

método de solucao do sistema algébrico que ¢ o método frontal. O método frontal é um método
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de eliminacao de Gauss localmente em um conjunto de elementos e, portanto, carece de um
pivoteamento e quando o pivo se anula o programa para o processamento.
A equagdo resolvida no presente caso ¢ a equacdo de transporte tridimensional que tem a

seguinte forma:

op 0(Up) o(r) o(mwe) o ( ! %j+ 0 ( ! %} 0 ( ! %j+s¢ (5.1)

or oX oY oy ox\peox ) ov\pPeor) oz\Peoz

A equagdo de transporte (5.1) pode representar transporte de entalpia no caso de
transferéncia de calor; transporte de um poluente no caso de transporte de massa; ou outro escalar
qualquer como energia cinética turbulenta ou dissipacdo da energia cinética turbulenta; ou
mesmo, cada uma das equagdes de quantidade de movimento no caso do campo de escoamento.

Agora, apresentam-se resultados obtidos a partir da formulagao de um método de elementos
finitos baseado em volumes de controle para a solu¢do de problemas convectivo-difusivos

tridimensionais.
5.1 — Difusiao — Conveccao em uma Cavidade Cubica

Os dominios para este problema estao ilustrados na Figura 5.1 e foram baseados naqueles

apresentados por Ledain Muir e Baliga (1986).

D=0,5 =05 )
’ A
\ / . |
D
| D
A\ | |
D=1 . |
....... c B
B K C ...............................
CD:U ................... ‘
| C
(a) . |

Figura 5.1 — Geometria e condi¢gdes de contorno: (a) caso 1, (b) caso 2, (c) caso 3.

Em ambos os casos, o cubo de arestas unitarias foi dividido em duas partes iguais pelo

plano ABCD. As condi¢des de contorno para o computo do escalar ¢ (concentragdo ou

temperatura), foi definido como sendo ¢ =7 de um lado do plano ABCD, do outro lado, ¢ =0 e
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¢ =0,5 nos pontos onde este plano intercepta com o contorno do dominio. Na discretizacao,

utilizou-se uma malha com 1000 elementos, resultando em 9.261 pontos nodais e 37.044

variaveis.

Em conformidade com Ledain Muir e Baliga (1986), os perfis de velocidades nos trés casos

considerados sdo os seguintes:

Caso l: u=

Caso3: u=—

AL

J2' A2

1 1 -1
Caso2: u=—=;v=—es;w=——;

NERRRRNE] J3

S B

NERRNE]

(5.2)

(5.3)

(5.4)

O perfil do escalar ¢ (concentracdo ou temperatura) na posi¢do: x =y =0,5, em funcio de

z pode ser observado nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.4. Como esperado, ¢ evidente a influéncia do

numero de Peclet (Pe) nos resultados apresentados. O comportamento em ambos 0s casos se

assemelham, nota-se que para baixos valores de Peclet a difusao predomina no problema. J4, para

nimeros de Peclet mais elevados, o problema torna-se convectivo dominante. A partir de um

determinado valor para Peclet, a solu¢do comeca a apresentar oscilagdes que podem ser devidas a

uma insuficiéncia de refino na malha.

104 #—t—4—¢—¢—gt—2t—%
n_ 4\0\ N
J ‘\ < Perfil do escalar ¢
1 AN —m—Pe = 1,0E-2
0.8 \ * —e— Pe = 1,0E-1
X§ \ —A—Pe=1,0E0
1 M
NS ¢ —v—Pe=1,0El
0.6 & —e—Pe = 1,0E2
\l\ —<—Pe=1,0E3
¢ —*— Pe = 1,0E4
Nx,
* %
AAN
AN
0,2 . '\-\
N,y
N N Y
*. *
0,0 \..444#;%.3&.
T T T T T T T T T
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0

Z

Figura 5.2 — Perfil do escalar ¢, caso 1.
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Figura 5.3 — Perfil do escalar ¢, caso 2.
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No caso 1, a distribuicdo de temperatura ou concentracao tende mais rapidamente a valores

proximos de zero,

Figuras 5.3 ¢ 5.4.

As Figuras 5.5a—c apresentam uma comparagao dos resultados do presente trabalho com os
de Ledain Muir e Baliga (1986), juntamente com a solugdo exata do problema para os trés casos
considerados. No caso 1, o escoamento ¢ paralelo com o plano xy, entdo todos os resultados

numéricos obtidos sdo idénticos a solu¢do exata, como mostrado na Figura 5.5a. Nos outros dois

0,0

T T T T T T T T
0,2 0,6 08 1,0
g V4 ) :

Figura 5.4 — Perfil do escalar ¢, caso 3.

isso pode ser notado através de comparacdo da Figura 5.2 com as
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casos, os resultados se assemelham com os apresentados por Ledain Muir e Baliga (1986) e

exibem pequenas oscilagdes quando comparados com a solugdo exata.

10{= = = = = = = = = =
Solugdo Exata
© Ledain Muir & Baliga (1986)
= Presente Trabalho
0,8
0,6
¢ 3 ]
0,4
0,2
0,04 LB =& = = =™ =s & = ==
T * T * T * T * T * T
0,0 0,2 0,4 7 06 0,8 1,0

1,04 a—a—g—g—g—a—a—g—ﬁ
] Solugdo Exata
© Ledain Muir & Baliga (1986)
] = Presente Trabalho
0,8+
0,6 4
¢ r ]
0,4
0,24
=
Gl
0.0, 1 1 . |ua?5?55'5?
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

10{&Ba8 w580 a
Solugdo Exata
© Ledain Muir & Baliga (1986)
= Presente Trabalho
0,84
0,6
¢ F -]
0,4+
0,2
=
001, . 1 . 1 ';?5;5?55’;?
0,0 0,2 0,4 V4 0,6 0,8 1,0

(©)
Figura 5.5 — Perfil do escalar ¢ para Pe = 1,0e4, (a) caso 1, (b) caso 2, (c) caso 3.
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O perfil de temperatura no plano x = 0,5 da cavidade cubica para Pe = 0,1 no caso 1, esta

ilustrado na Figura 5.6.

Figura 5.6 — Distribui¢ao de Temperatura no plano x = 0,5 com Pe = 0,1, caso 1.

Agora, as Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 ilustram o perfil de temperatura para Pe = 100 em

diferentes planos na cavidade.

0 0.2 0.4 Y 0.6 0.8

Figura 5.7 — Distribui¢do de Temperatura no plano x = 0,25 com Pe = 100, caso 1.
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Figura 5.8 — Distribui¢do de Temperatura no plano x = 0,5 com Pe = 100, caso 1.

Figura 5.9 — Distribui¢do de Temperatura no plano x = 0,75 com Pe = 100, caso 1.

Nas Figuras 5.10, 5.11 e 5.12 pode-se visualizar a distribuicdo de temperatura para
Pe =100 no caso 3. A distribui¢do de temperatura tridimensional nos casos 2 e 3 possuem o
mesmo comportamento e tendéncias, a diferenca esta na inversdo no sinal da componente w do
perfil de velocidade. Assim, a Figura 5.10 ¢ uma boa representacdo da distribuicdo de

temperatura para x = 0,75 no caso 2. O mesmo ocorre na Figura 5.12 para x = 0,25 no caso 2.
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Figura 5.11 — Distribuigdo de Temperatura no plano x = 0,5 com Pe = 100, caso 3.

Figura 5.12 — Distribuicao de Temperatura no plano x = 0,75 com Pe = 100, caso 3.
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Uma vez resolvida a equagdo de transporte de um escalar qualquer, os resultados para a
dispersdao de um contaminante com numero de Schmidt (Sc) fixado em 0,7 seguem os mesmos

comportamentos e tendéncias dos ja apresentados aqui para o campo de temperatura.

5.2 — Convec¢ao — Difusao em um Canal

Um canal de 40x10x10 foi adotado como dominio. Na discretizacao, utilizou-se 4.000
elementos o que implicam em 35.721 pontos nodais e 142.884 varidveis.

Um perfil de velocidade para escoamento laminar em dutos retangular descrito por Shah e
London, (1978) foi escolhido para representar o campo de velocidades. Este perfil, apresentado a

seguir ja estd com as dimensdes do canal proposto.

I

A condicdo de contorno na entrada, plano x=0, ¢ ¢=1 e nos demais, exceto o plano
x =40 que ¢ a saida, foi imposto condi¢do de contorno para um escalar ¢ =0 . A Figura 5.13

ilustra a geometria para este caso.

Figura 5.13 — Geometria e Condi¢des de Contorno no Canal, caso 1

Os resultados que serdo apresentados referem-se ao calculo de um escalar ¢ (temperatura
ou concentragdo). A Figura 5.14a mostra o perfil do escalar ¢ (temperatura ou concentragdo) para
trés valores distintos do nimero de Peclet (Pe). Na medida em que Pe ¢ aumentado, o perfil vai se
distanciando de seu valor inicial. A Figura 5.14b apresenta o desenvolvimento do perfil do

escalar @, nos planos x =5, 10, 15, 20, 25, 30 e y =15 em funcdo de z. Como esperado, nota-se
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que na medida em que x cresce a temperatura vai diminuindo, uma vez que, devido as condi¢des

de contorno impostas, o caso analisado refere-se a um problema de resfriamento.
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Figura 5.14 — Perfil do escalar ¢ para (a) Pe distintos e (h) com Pe = 52 em diferentes planos

Apesar da discussao que aqui sera apresentada dizer respeito ao perfil de temperatura, os

mesmos comportamentos, tendéncias valem para o campo de concentragdo levando em conta, ¢

claro, as mesmas condi¢des impostas no problema investigado. Agora, segue nas Figuras 5.15,

5.16 e 5.17 o perfil de temperatura ou concentragdo para alguns planos no canal.

Figura 5.15— Perfil de Temperatura no plano x = 10 com Pe = 52
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Figura 5.17 — Perfil de Temperatura no plano x = 30 com Pe = 52

Resultados para a dispersdo de um contaminante cuja fonte poluidora foi fixada em um
elemento localizado no solo, proximo do plano x = 10 foram obtidos para o nimero de Schmidt
igual a 0,2. A Figura 5.18 mostra o comportamento da concentra¢ao ao longo do canal. O salto na

concentragdo ¢ devido coincidir com o local no qual a fonte poluidora foi fixada.
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Figura 5.18 — Linhas de concentracao ao longo do canal

Agora, os campos de concentracdo podem ser observados nas Figuras 5.19a—d para

diferentes planos.

Figura 5.19a — Campo de concentragdo no plano x =5
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Figura 5.19d — Campo de concentragdo no plano x = 35
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Na seqiiéncia, tém-se resultados para a dispersao de um contaminante com a fonte
poluidora fixada no centro do canal, na intersec¢do dos planos x =10, y=5 e z=15. A Figura

5.20 mostra o comportamento da concentragdo ao longo do canal.

Concentrac¢io

—m—x=05y=5
—o0—x=10,y=5
—eo—x=15y=5
—0—x=20,y=5
—A—x=25,y=5
—A—x=30,y=5
—v—x=35y=5

04 w—w—w—w—2=8=
T T T T
0 2

Figura 5.20 — Linhas de concentragdo ao longo do canal

A titulo de ilustragdo, os campos de concentracdo podem ser observados nas

Figuras 5.21a — d para diferentes planos e nimero de Schmidt igual a 0,2.

Figura 5.21a — Campo de concentra¢do no plano x =5
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=10

Campo de concentragdo no plano x

Figura 5.21b

15

Campo de concentragdo no plano x =

Figura 5.21¢

=30

Campo de concentragdo no plano x

Figura 5.21d
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Agora, a condi¢do de contorno na entrada do canal, plano x =0, ¢ ¢ =0 e nos demais,
exceto o plano x =40, foi imposto condi¢do de contorno para o escalar ¢ =17. A Figura 5.22

ilustra a geometria e as condig¢des de contorno para este caso.

Figura 5.22 — Geometria e Condigdes de Contorno no Canal, caso 2

A Figura 5.23a mostra o perfil de temperatura ou concentragdo para alguns numeros de
Peclet e na Figura 5.23b tem-se o desenvolvimento do perfil de temperatura ou concentragdo, nos
planos x =5, 10, 15, 20, 25, 30 e y =5 em fung¢do de z. Como esperado, nota-se que na medida
em que X cresce a temperatura vai aumentado, uma vez que, o caso analisado refere-se a um

problema de aquecimento.
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Figura 5.23 — Perfil do escalar ¢ para (a) Pe distintos e (b) com Pe = 52 em diferentes planos



As Figuras 5.24, 5.25 e 5.26 ilustram o campo de temperatura ou concentracao para alguns
planos no canal, para o segundo caso testado. Como j& foi dito anteriormente, nota-se o
comportamento esperado, ou seja, 0 aumento na temperatura na medida em que x se distancia do

plano x = 0.

Figura 5.25 — Perfil de Temperatura no plano x = 20 com Pe = 52
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Figura 5.26 — Perfil de Temperatura no plano x = 30 com Pe = 52

Outro caso investigado no presente trabalho refere-se aquele no qual a origem do sistema
de coordenadas cartesianas coincide com o centro geométrico do plano x = 0. Dessa forma, o
canal foi dividido em quatro canais idénticos e analisou-se o perfil de temperatura ou
concentragdo em apenas um desses novos canais, devido a condicdo de simetria imposta na
parede. As dimensdes do canal adotado para andlise sdo 40x1x2 e utilizou-se na discretizagdao
4.000 elementos o que implica em 35.301 pontos nodais e 141.204 varidveis. A Figura 5.27
ilustra a geometria e as condigdes de contorno em um problema de resfriamento ou um caso onde

o poluente ¢ liberado na entrada do canal.

Figura 5.27: — Geometria e Condi¢des de Contorno no Canal, caso 3

O perfil de velocidade escolhido para representar o campo de velocidades esta de acordo

com Shah e London, (1978) e ¢ apresentado a seguir.
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O perfil de temperatura ou concentragdo para os numeros de Peclet 52, 72 ¢ 100 emy = 0,5,
x = 5 e 15 ¢é apresentado na Figura 5.28a,b, respectivamente. Na Figura 5.29 tem-se o
desenvolvimento do perfil em fun¢do do eixo z para o numero de Peclet igual a 52 em alguns

planos em x. Pode-se observar o comportamento e tendéncias esperado em problemas desta

natureza.
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Figura 5.29 — Perfil do escalar ¢ para Pe = 52.
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A distribui¢do de temperatura ou concentracao para o caso de resfriamento com Pe = 52

pode ser visto nas Figuras 5.30, 5.31 e 5.32.

Figura 5.31 — Distribui¢do de temperatura ou concentracio no plano x = 20 com Pe = 52

Figura 5.32 — Distribui¢cdo de temperatura ou concentragao no plano x = 30 com Pe = 52
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As condi¢des de contorno mostradas na Figura 5.27 foram invertidas com o objetivo de
simular um problema de aquecimento ou um caso, no qual o poluente ¢ liberado em todo o
comprimento das paredes do canal. As Figuras 5.33, 5.34 e 5.35 mostram a distribui¢do de
temperatura ou concentragdo em algumas faces do canal. Observa-se que o aquecimento ou a

dispersdo do poluente acontece rapidamente no decorrer do processo.

Figura 5.35 — Distribui¢do de temperatura ou concentragdo no plano x = 15 com Pe = 52
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CONCLUSAO E SUGESTAO PARA FUTUROS TRABALHOS

Neste trabalho um método de elementos finitos baseado em volumes de controle (CVFEM)
foi aplicado a simulacdo de escoamentos de fluidos com transferéncia de calor e massa. No caso
de escoamentos bidimensionais, o campo de escoamento foi resolvido através da solugdo das
equagdes de Navier-Stokes acopladas ou ndo a equacdao de energia térmica. No caso de
escoamentos tridimensionais, apenas a equacdo de transporte foi resolvida usando elementos
hexaédricos de oito nds (elemento linear) e vinte e sete pontos nodais (elemento quadratico).
Testes foram feitos com elementos tetraédricos de quatro nds (lineares) e dez nds (quadraticos),
mas as solugdes apresentaram muitas oscilagdes. Tetraedros que sdo mais apropriados para
malhas ndo estruturadas t€ém de ser melhor investigados em futuros trabalhos.

Os resultados obtidos nos casos simulados apresentaram o comportamento qualitativo e
quantitativo esperado concordando com resultados da literatura. No caso bidimensional a
complicagdo ¢ o fato de se considerar obsticulos no dominio do escoamento. Isto dificulta
bastante o processo de convergéncia quando o nimero de Reynolds aumenta. Desta forma, ainda
ndo foi possivel simular casos de nimeros Reynolds realmente elevados, o que requer um tempo
de simulagdo elevado, devido a exigéncia de malhas muito refinadas. O caso tridimensional leva
a célculos com um elevado nimero de varidveis e muito tempo de processamento nos
computadores disponiveis. Uma dificuldade neste tipo de solugdo foi a falta de um gerador de
malha para o elemento de vinte e sete nos, que ¢ a extensdo natural do elemento de nove nos
usado no caso bidimensional. S6, recentemente, se teve acesso a um gerador para este tipo de
elemento. No caso de usar um elemento linear (oito nds) teria—se que refinar bastante a malha

para se ter solugdes satisfatorias.
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Uma outra deficiéncia que ainda nao foi sanada foi o método de solug¢do do sistema linear:
método frontal que ¢ eficiente para computadores de pequeno porte, mas que demanda um tempo
de computacdo elevado e as vezes falha na definicdo do pivd, parando o processo de solucdo
quando o pivd se anula ou ¢ menor do que um determinado valor. De qualquer forma, um
protétipo de programa estd construido e, embora, o campo de escoamento ainda ndo tenha sido
simulado nos casos tridimensionais, o programa criado podera ser usado sem grandes
modificacdes para solucdo das equagdes de Navier-Stokes, se for adotada a estratégia de solugao
segregada daquelas equagdes, pois, cada uma delas pode ser considerada como uma equacao de
transporte que foi resolvida neste trabalho.

Varios testes ainda devem ser realizados, mesmo nos casos de escoamentos bidimensionais
com obstaculos colocados no dominio de calculo para elevados nimeros de Reynolds. Pois o
método ainda apresenta problemas de convergéncia para os refinos de malha que sdo possiveis
para os computadores disponiveis na realizagdo deste trabalho. No caso tridimensional, o
programa construido tem de ser aperfeigoado para calculo de campo de velocidades e seja
possivel simular situagdes mais realisticas de dispersdao de poluentes no meio ambiente.

Como conclusdo final acredita-se que este trabalho foi mais um passo no método CVFEM
desenvolvido. Os casos de escoamentos com altos nimeros de Reynolds ainda representam um

desafio que tem ser vencido em trabalhos futuros.
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APENDICE A

Na tabela A.l, apresentada neste apéndice tém-se as fungdes de interpolagdo e suas

derivadas de primeira ordem, referentes ao elemento hexaedro com vinte e sete pontos nodais.

Tabela A.1 — Fungdes de Interpolagdo e Derivadas de primeira ordem
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APENDICE B

As matrizes difusivas e convectivas para um elemento hexaedro com vinte e sete pontos
nodais sdo mostradas neste apéndice. Tais matrizes foram obtidas obedecendo as expressdes que
seguem, sendo que, os numeros de 1 a 27, que aparecem dentro dos termos difusivos (K(a,p)) e
convectivos (C(a,B)) referem-se aos vinte e sete volumes do elemento hexaedro e os nimeros de
1 a 54 que estdo nos fluxos difusivos e convectivos sao as areas do elemento.

Assim sendo, as expressoes das matrizes difusivas sdo as seguintes:

K(1,8) = -FLUD(10, B)+FLUD(21, B)-FLUD(43, B);

K(2, B) = +FLUD(1, B)+FLUD(19, B)-FLUD(37, B);

K(3, B) = -FLUD(28, B)+FLUD(3, B)-FLUD(39, p);

K(4, ) = -FLUD(30, B)-FLUD(12, B)-FLUD(45, B);

K(5, B) = +FLUD(27, B)-FLUD(16, B)+FLUD(52, B);

K(6, B) = +FLUD(7, f)+FLUD(25, B)+FLUD(46, B);

K(7, B) = +FLUD(9, )-FLUD(34, B)+FLUD(48, B);

K(8, ) = -FLUD(36, B)-FLUD(18, B)+FLUD(54, B);

K(9, ) = -FLUD(1, B)+FLUD(10, B)+FLUD(20, B)-FLUD(40, B);
K(10, B) = -FLUD(19, B)+FLUD(28, B)-FLUD(38, B)+FLUD(2, B);
K(11, B) = -FLUD(29, B)-FLUD(3, B)+FLUD(12, B)-FLUD(42, B);
K(12, B) = -FLUD(21, B)+FLUD(30, B)-FLUD(11, B)-FLUD(44, B);
K(13, B) = +FLUD(24, B)-FLUD(52, B)+FLUD(43, f)-FLUD(13, B);
K(14, B) = +FLUD(37, B)-FLUD(46, )+FLUD(4, B)+FLUD(22, f):
K(15, B) = -FLUD(31, B)+FLUD(39, B)-FLUD(48, B)+FLUD(6, B);
K(16, B) = -FLUD(33, B)-FLUD(54, B)+FLUD(45, B)-FLUD(15, B);
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K(17, B) = +FLUD(26, B)-FLUD(7, B)+FLUD(16, B)+FLUD(49, B);

K(18, B) = -FLUD(25, B)+FLUD(34, B)+FLUD(47, B)+FLUD(S, B);

K(19, B) = -FLUD(35, B)-FLUD(9, B)+FLUD(18, B)+FLUD(51, B);

K(20, B) = -FLUD(27, B)+FLUD(36, B)-FLUD(17, B)+FLUD(53, B);

K(21, B) = -FLUD(20, B)+FLUD(29, B)-FLUD(2, B)+FLUD(11, B)-FLUD(41, B);

K(22, B) = +FLUD(23, B)-FLUD(49, B)+FLUD(40, B)-FLUD(4, B)+FLUD(13, p);

K(23, B) = -FLUD(22, B)+FLUD(31, B)+FLUD(38, B)-FLUD(47, B)+FLUD(S, B);

K(24, B) = -FLUD(32, B)-FLUD(51, B)+FLUD(42, B)-FLUD(6, B)+FLUD(15, B);

K(25, B) = -FLUD(24, B)+FLUD(33, B)-FLUD(53, B)+FLUD(44, f)-FLUD(14, B);

K(26, B) = -FLUD(26, B)+FLUD(35, B)-FLUD(8, B)+FLUD(17, B)*+FLUD(50, B);

K(27, B) = -FLUD(23, B)+FLUD(32, B)-FLUD(50, B)+FLUD(41, B)-FLUD(S, B)+
+FLUD(14, B);

As matrizes convectivas foram obtidas obedecendo as seguintes regras:

C(1,8) = -FLUC(10, B)+FLUC(21, B)-FLUC(43, p);

C(2, B) = +FLUC(1, B)+FLUC(19, B)-FLUC(37, P);

C(3, B) = -FLUC(28, B)+FLUC(3, B)-FLUC(39, p):

C(4, B) = -FLUC(30, B)-FLUC(12, B)-FLUC(45, B);

C(5, B) = +FLUC(27, B)-FLUC(16, B)+FLUC(52, B);

C(6, B) = +FLUC(7, B)+FLUC(25, B)+FLUC(46, p);

C(7, B) = +FLUC(9, B)-FLUC(34, B)+FLUC(48, p);

C(8, B) = -FLUC(36, B)-FLUC(18, B)+FLUC(54, P);

C(9, B) = -FLUC(1, B)+FLUC(10, B)+FLUC(20, )-FLUC(40, p);
C(10, B) = -FLUC(19, B)+FLUC(28, B)-FLUC(38, B)+FLUC(2, B);
C(11, B) = -FLUC(29, B)-FLUC(3, B)+FLUC(12, B)-FLUC(42, B);
C(12, B) = -FLUC(21, B)+FLUC(30, B)-FLUC(11, B)-FLUC(44, B);
C(13, B) = +FLUC(24, B)-FLUC(52, B)+FLUC(43, B)-FLUC(13, B);
C(14, B) = +FLUC(37, B)-FLUC(46, B)+FLUC(4, B)+FLUC(22, B);
C(15, B) = -FLUC(31, B)+FLUC(39, B)-FLUC(48, B)+FLUC(6, P);
C(16, B) = -FLUC(33, B)-FLUC(54, B)+FLUC(45, B)-FLUC(15, B);
C(17, B) = +FLUC(26, B)-FLUC(7, B)+FLUC(16, B)+FLUC(49, B);
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C(18, B) = -FLUC(25, B)+FLUC(34, B)+FLUC(47, B)+FLUC(S, B);

C(19, B) = -FLUC(35, B)-FLUC(9, B)+FLUC(18, B)+FLUC(51, P);

C(20, B) = -FLUC(27, B)+FLUC(36, B)-FLUC(17, B)+FLUC(53, B);

C(21, B) = -FLUC(20, B)+FLUC(29, B)-FLUC(2, B)+FLUC(11, B)-FLUC(41, p);

C(22, B) = +FLUC(23, B)-FLUC(49, B)+FLUC(40, B)-FLUC(4, B)+FLUC(13, B);

C(23, B) = -FLUC(22, B)+FLUC(31, B)+FLUC(38, B)-FLUC(47, B)+FLUC(S, B);

C(24, B) = -FLUC(32, B)-FLUC(51, B)+FLUC(42, B)-FLUC(6, B)+FLUC(15, p):

C(25, B) = -FLUC(24, B)+FLUC(33, B)-FLUC(53, B)+FLUC(44, B)-FLUC(14, B);

C(26, B) = -FLUC(26, B)+FLUC(35, B)-FLUC(8, B)+FLUC(17, B)+FLUC(50, B);

C(27, B) = -FLUC(23, B)+FLUC(32, B)-FLUC(50, B)+FLUC(41, B)-FLUC(S, B)+
+FLUC(14, B);
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