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Resumo

CARRION, Ronaldo, Uma Implementacdo do Méiodo dos FElementos de Contorne para
Problemas Viscoelastodindmicos Estaciondrios Tridimensionais em Dominios Abertos e
Fechados , Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

2002, 189 p. Tese (Doutorado).

Este trabalho apresenta uma formulagio e implementacio, baseadas no Método dos
Elementos de Contorno, para a analise de problemas viscoeldsticos estacionarios tridimensionais
em dominios abertos ¢ fechados. A metodologia aqui adotada exigiu, inicialmente, a divisiio do
trabalho em quatro etapas, quais sejam: implementacio do problema estdtico em dominios
fechados; implementagdo do problema dindmico em dominios fechados; implementagdo do
problema estatico em dominios abertos e, finalmente, implementacio do problema dinamico em
dominios abertos. Ao longo dessas quatro etapas, dois artificios particularmente uateis foram
utilizados: a regularizacio da integral singular que torna possivel o tratamento da singularidade
de problemas dinfmicos € os chamados “enclosing elements”, que tornam possivel o tratamento
da singularidade em dominios aberios. Em seguida, foram analisados os mesmos casos
considerando a divisdo dos dominios em sub-regides. Alguns exemplos praticos como a aplicagdo
de trincheiras no semi-espago e a interagdo solo-estrutura s3o exemplificados qualitativamente.
Também a formulacdo e a implementaciio de problemas viscoelasticos estdcionarios axi-

simétricos em dominios abertos sdo apresentadas.

Palavras Chave

Método dos Elementos de Contorno, Elastodinamica, Interacdo Solo-Estrutura, Axi-

simetria.



Abstract

CARRION, Ronaldo, dn Implementation of the Boundary Element Method for Stationary
Viscoelastodynamic Problems in Bounded and Unbounded Three-dimensional Domains,
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecéanica, Universidade Estadual de Campinas, 2002, 189 p.
Tese {Doutorado).

This thesis presents a formulation and an implementation of the Boundary Element
Method (BEM) to describe the static and stationary dynamic behavior of three-dimensional
bounded and unbounded viscoelastic domains. The adopted procedure is divided into four steps.
In the first step the static analysis for bounded domains is implemented. The second step is the
implementation of the stationary dynamic solution for bounded domains. The last two stages are,
respectively, the implementation of the static and the stationary dynamic analysis for unbounded
domains. Throughout the implementation two strategies were used. The first strategy consists of
using the static singular kernels to regularize the stationary dynamic kernels. The second strategy
is the application of the so called ‘enclosing elements’, to allow the use of the rigid body
argument to circumvent the singular integrals in the unbounded domains. In the sequence the idea
of sub-domains is also formulated and implemented. Finally, a formulation and implementation
of the BEM for axisymmetric stationary problems is presented. The implementation is applied to

analyze a series of soil-structure interaction problems.

Key Words

Boundary Element Method, Elastodynamics, Soil-Structure Interaction, Axisymmetry
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INTRODUCAQ

E uma tendéncia mundial, atualmente, considerar que a solucio de um problema qualquer
deve ser inserida num contexto maior do que a mera obtencfio do resultado em si préprio. Deve-
se considerar de antemdo, sempre que possivel, as conseqiiéncias para todo o sistema em estudo,
advindas da maneira escolhida para se resolver tal problema. Este paradigma também se aplica &
engenharia ¢ ao assunto tema do presente trabalho, o qual trata da interacio dinfmica solo-
estrutura. Exemplarmente, as vibragdes propagadas pelo solo, provenientes do funcionamento de
méaquinas operatrizes ou linhas ferroviarias de superficie ou subterrfinea, devem cumprir as
exigéncias quanto aos niveis maximos permitidos para estas vibragSes nas suas imediacdes.

A abordagem deste problema ¢ tratada pela dinfmica dos solos, cuja origem, segundo
Banerjee ¢ Butterfield [1987], deve ser associada aos estudos desenvolvidos no Jap#o nas décadas
de 20 e 30 a partir dos terremotos, bastante comuns naquela regifio. Esta abordagem inclui, entre
outros, a analise do dano estrutural sismico ¢ as condigdes do solo bem como o estudo da
interacdo solo-estrutura. Também na década de 30, simultaneamente na Alemanha e na Unido
Soviética, esforgos sistematicos foram feitos para desenvolver procedimentos racionais no projeto
de fundagBes de maqumas.

Durante toda a década de 50 e inicio de 60, trabalhos nos Estados Unidos objetivaram
principalmente compreender o fendmeno da propagaciio de onda associada a explosdes nucleares,
mas, além disto, projetar outras estruturas da era espacial. Uma atencfo bastante especial também
foi dada a determinagdo das propriedades mecénicas do solo. No mesmo perfodo, engenheiros
japoneses continuavam a explorar a relacio entre os danos de um terremoto e as condi¢des locais

do solo, desenvolvendo solugdes para o projeto de estruturas em abalos sismicos.



A dinamica do solo experimentou um grande crescimento apds os destrutivos terremotos
no Alaska e em Niigata, em 1964, impulsionada principalmente pela necessidade de se entender o
comportamento € o papel do solo, nfic s¢ durante os terremotos, mas também no projeto de
plataformas de petrélec “offshore”, entre outros.

Como resultado de tudo, 2 dindmica do solo consfitui um ramo bastante consolidado na
engenharia. Ela utilizou, combinou ¢ assimilou conceitos e técnicas da mecanica do solos, da
teoria da propagagdc de ondas ¢ da dindmica das estruturas para desenvolver seus préprios
metodos de anélise.

Dentre estes métodos, ressaltam-se aqui as técnicas numéricas que sofreram forte
desenvolvimento em virtude da presenca de computadores eletrénicos digitais cada vez mais
poderosos, permitindo a solugio de problemas mateméticos complexos. Destaca-se o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) como uma alternativa bastante eficiente para a modelagem de
dominios ilimitados, pois j& satisfaz naturalmente a condicdo de radiacio de Sommerfeld,
também conhecida como amortecimento geométrico.

O MEC ¢ o procedimento numérico em que esti pautado todo este trabatho, o qual faz
parte de uma hnba de pesquisa desenvolvida pelo Departamento de Mecanica Computacional
(DMC) da Faculdade de Engenharia Mecéinica (FEM) na Universidade Estadual de Campinas
(UNICAMP).

MOTIVACAO

Neste trabalho pretende-se modelar numericamente o comportamento dindmico
estacionario da interagdo solo-estrutura 3D com o objetivo de se criar uma ferramenta que possa
auxiliar na apélise de propagacio de ondas através do solo. A estrutura ¢, muitas vezes,
representada por uma fundagdo que serve de suporte para méaquinas, que em operacio vibram e
transmitem estas vibragdes para a fundacio, que por sua vez as transmite para o solo. Em vista
disto, o procedimento de modelagem deve ser tal que permita, dentro dos limites estabelecidos,
tratar a fundagio e o solo como sendo dominios diferentes - cada um com suas constantes
elast.2s ou viscoelasticas — e, mais ainda, que este dltimo possa ser estratificado (diferentes

camadas). Outro fator importante a ser considerado ¢ a capacidade de o modelo simular tipos



diferentes de carregamentos tanto na fundagdo como diretamente sobre o solo para geometrias
arbitrarias.

Mais um ponto que este modelo deve ser capaz de analisar € o isolamento das vibragdes
em regides adjacentes a excitacdo inicial. A partir da caracterizacio do campo de deslocamentos
no solo, a idéia € tomnar possivel simular situacdes, com esta mesma ferramenta, em que a

introducio de barreiras provoque uma queda desejada na amplitude das ondas propagantes.

METODOLOGIA PROPOSTA

A primeira consideracdo a ser feita na metodologia aqui adotada admite que tanto o solo
guanto a fundagdo podem ser modelados como um meio elastico ou viscoelastico, linear,
homogéneo ¢ isotrépico sujeito a carrregamentos harmdnicos no tempo. Por isto, a modelagem da
interacdo solo-estrutura passa entdo a ser a solucfio de um Problema de Valor de Contormno da
(Visco)Elastodinamica Estacionaria Tridimensional. Como a idéia é colher resultados de
problemas com geometria € carregamento arbitrarios, isto exclui a possibilidade de solugdes
analiticas; deste modo, optou-se entdo por procurar uma ferramenta numérica adequada para
aproximar a solugo do problema em questio.

No ambito da solugfio aproximada de Problemas de Valor de Contommo Lineares, dois
conhecidos métodos numéricos estdo disponiveis. O primeiro deles, e o mais utilizado entre os
engenheiros, ¢ o Método dos Elementos Finitos (MEF) [Zienkiewicz e Morgan 1983]. Outra
alternativa, que nos ultimos anos vem sendo progressivamente utilizada na soluciio de diversos
tipos de problemas lineares, € o ja citado Método dos Elementos de Contorno (MEC). A diferenca
mais significativa entre os dois métodos ¢ que enquanto o MEF exige a discretizagio de todo o
dominio a ser modelado, o MEC somente requer a discretizacdo da superficie do mesmo [Brebbia
¢ Dominguez 1989, Kane 1994]. A conseqiiéncia mais imediata é que no MEC a dimensio do
problema a ser tratado € reduzida de uma ordem. Assim, problemas tridimensionais somente
necessitam a discretizacdo de uma superficie, enquanto problemas bidimensionais requerem a
discretizagdo de uma linha. Problemas unidimensionais sio reduzidos a dois pontos nos extremos
do dominio [Hartmann 1986]. Uma implicagiio importante desta reducfio de uma ordem da
dimens3o do problema a ser tratado pelo MEC € que o sistema algébrico resultante da

discretizacio ¢ bem menor que a contrapartida produzida pelo MEF. Qutro aspecto importante do



MEC ¢ que ele € capaz de modelar naturalmente o amortecimento geomeétrico associado 2
propagacdo de ondas em meios ilimitados [Dominguez 1993, Anzou 1996], sem ter que recorrer a
elementos ou técnicas especiais como no caso do MEF [Bettess 1992, Zavala 19991, Uma
discussdo mais detalhada sobre as vantagens e desvantagens relativas do MEC quando
comparado ao MEF pode ser encontrada em Mesquita Neto, Pontes € Sousa [1994 ab].

No presente trabalho optou-se por utilizar o MEC pela razio prncipal de que os bons
resultados obtidos pelo método so mais patentes na elastodindmica linear especialmente quando
o dominio de interesse € infinito ou semi-infinito, como é citado em Reskos [19871.

Uma vez conhecida a equagao diferencial que se quer resolver (Equacio de Navier para
problemas dindmicos estacionarios), escothide o método numérico para tal (MEC) e
considerando o fato de que se trata de aplicar os dois itens anteriores em dominios tlimitados,
optou-se por seguir uma seqiiéncia na implementagio e validago dos programas, que passa a ser
explicada em seguida.

A maneira aqui adotada para se resolver os problemas dinimicos requer a prévia solugio
do mesmo problema, porém, estitico. Nesta mesma linha, o artificio conhecido como
consideragdo do movimento de corpo rigido, escolhido para tratar a singularidade do nucleo de
forga de superficie, é aplicado em problemas estéticos e mais comumente em dominios Iimitados.
Em vista disto, a seqiiéncia adotada para se resolver o problema inicial foi a seguinte: formulacio
e implementa¢io do MEC para problemas elastostiticos em dominios Iimitados; formulagdo e
implementacido do MEC para problemas elastodinimicos em dominios limitados; formulacio e
implementa¢do do MEC para problemas elastostaticos em dominios ilimitados e, finalmente,
formulacdo ¢ implementacio do MEC para problemas elastodinimicos em dominios ilimitados,
sendo que este Gltimo caracteriza o problema de interacio dinamica solo-estrutura. A seqiiéncia

destes quatro itens € repetida em seguida para sub-regides.

ESTADO DA ARTE

Ao que tudo indica, Dominguez no ano de 1978 [ab] foi o primeiro a tratar fundacgdes
rigidas superficiais ou enterradas, 2D e 3D, sujeitas a forcas externas ou ondas sismicas pelo
MEC no dominio da freqiiéncia. Posteriormente, Karabalis e Beskos em 1984 e Spyrakos e

Beskos em 1984 e 1986 estudaram, respectivamente em geometrias 3D e 2D, o mesmo problema



acrescentando o efeito da flexibilidade da fundacfo na resposta pelo MEC no dominio do tempo.
Ja em 1985, Gomez-Lera et al, desenvolveram solugdes fundamentais especiais axisimétricas
para o tratamento do movimento de fundagBes axisimétricas no estado estacionario e, em 1992,
Becker publica um livro sobre o MEC em que um dos capitulos é dedicado exclusivamente a
problemas potenciais e elastostaticos axi-simétricos.

No anc de 1987, Hirose utiliza pela primeira vez 0s chamados “Enclosing Elements”
(EE), em sua tese de doutorado, para uma anélise de propagacao de ondas 2D e no ano seguinte,
Ahmad e Banerjee também usam os EE para uma andlise dindmica estacionaria 2D de um semi-
espago. Estes EE fazem parte de um artificio para tratar a singularidade existente no nicleo de
forga de superficie atraves da consideragZo do movimento de corpo rigido. Este mesmo tipo de
elemento € utilizado mais tarde, em 1997, por Aravjo e «f num problema de analise transiente
3D.

QOutra maneira de tratar esta singularidade esta presente no livro de Brebbia e Dominguez
de 1989 e mais recentemente, em 2001, explicado com maiores detalhes no livro de Beer.

A solucdo de problemas dinfmicos através da prévia solucio do problema estatico,
conhecida como regularizagdo de integral singular, estd apresentada e implementada em
programas no livro de Dominguez sobre problemas elastodindmicos publicado no ano de 1993.

Mais recentemente, em 1997, Almeida Barros desenvolveu um trabalho no qual apresenta
e analisa as Funcdes de Green e de Influénceia para elastodindmica em meios transversalmente
isotropicos, implementando-as no MEC, ¢ na mesma linha, em 2001, Barros sintetizou as

Fungdes de Influéncia para elastodindmica em meios axisimétricos com sub-camadas.

ESTRUTURA DO TRABALHO

A apresentacdo do assunto tratado neste trabalho esta dividida da seguinte maneira.

Capitulo I: O MEC e a elastostatica linear. O propdsito deste capitulo ¢ mostrar a
formulagdo do MEC para elastostatica, tendo em vista que a soluc3o do problema elastodindmico
utiliza um artificio matematico que requer a solugio do primeiro. A técnica de divisdo do

dominio em sub-regides aplicada ac MEC também € apresentada;

U



Capitulo 2: O MEC e a elastodindmica linear estacionaria. Este capitulo visa a
formulag@o do MEC para problemas elastodinimicos explicitando o artificio maternatico citado
no paragrafo anternor;

Capitulo 3: Tratamento de dominios ilimitados na formulacio do MEC. Agui €
apresentado um elemento de contorno especial, chamado “Enclosing Element” (EE), utilizado no
calculo dos termos singulares do nicleo de forgas de superficie. Alguns resultados que validam a
possibilidade de utilizaglo dos EE sao apresentados. A técnica de divisio destes dominios em
sub-regides com a utilizagio dos EE também ¢é apresentada;

Capitulo 4: Resultados ¢ discussdes. Usando os programas computacionais desenvolvidos
neste trabalho, este capitulo busca analisar a interagio dindmica solo-estrutura, porém, a maneira
escolhida neste trabalho para atingir este fim requer antes a validagio dos problemas estitico e
dindmico em dominios limitados para posteriormente passarmos 4 validagio dos problemas
estatico e dinamico em dominios ilimitados. Esta mesma seqliéncia de anédlise € aplicada
novamente para o estudo de sub-regiSes. Os resultados que validam estas oito analises sdo
mostrados aqui.

Capitulo 5: O MEC aplicado a dominios ilimitados axi-simétricos. Aqui sBo mostradas as
particularizagbes necessarias para a resolugfio de problemas elastodinimicos estacionarios axi-
simétricos no semi-espaco, com implementagiio computacional, resultados parciais e discussio;

Capitulo 6: Conclusdes e Perspectivas,



CAPITULO 1

FORMULACAQ DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
PARA A ELASTOSTATICA 3D

As equagdes diferenciais que regem os problemas da Fisica Matematica somente possuem
solugbes analiticas fechadas em casos nos quais tanto a geometria do dominio quanto as
condi¢des de contorno e iniciais sio razoavelmente simples. Problemas com dominios arbitrarios
e condigdes de contorno bastante gerais apenas podem ser resolvidos de maneira aproximada,
como por exemplo, atraves de téenicas numéricas.

Este capitulo trata da solu¢io de um problema da elastostitica linear, homogénea e

isotrépica e a técnica numérica adotada é o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

i.1 A Elastostatica Linear e suas Equacdes

No ambito da Mecénica do Continuo, a elastostatica linear ¢ governada por trés equacdes
de equilibrio, sels equacdes cinematicas e seis equagdes constitutivas conforme apresentam

Popov [1978] ¢ Shames [1989], sendo elas, escritas em notagfio indicial, respectivamente:

o, +b,=0 (1.1)

.



&y =‘;:(“z,.j +uj,i) (1.2)

v E

g =——J£——~Sg+5g»-—-—-——w-_gkk (1.3)
(E—éf«v) (1«-&»1»’}(1—23/)

onde os simbolos que nelas aparecem t8m os seguintes significados:

oy = tensor de tensdes

&, = tensor de deformacdes
u, = vetor de deslocamentos lineares

b, = vetor de forgas de corpo

&, = operador Delta de Kronecker, que possui esta propriedade:

5.1 1 para i=j
Yi=0 para i # j
E =médulo de elasticidade linear do material (mddulo de Young)

v = coeficiente de Poisson do material

Apenas para acrescentar, as Equa¢des Constitutivas dadas por (1.3} fomecem o, em
funcfio de g, . Caso se queira fazer a representaciio inversa (e isto sera utilizado posteriormente),

ou seja, &; em funcdo de o , estas mesmas equagdes também podem ser escritas como:

I+v v
£y :—-—-( z )o",j — oy Ec"kk {1.4)

Retomando, temos entfic um conjunto de quinze equagdes envolvendo quinze incégnitas;

sendo trés deslocamentos u, , seis deformacdes £; € seis tensdes Oy -

A tarefa da clastostatica linear é resolver estas quinze equagdes para um dominio

fornecido e para as condigbes de conforno e iniciais prescritas. E comum reescrevé-las num



b

conjunto de trés equagbes de equilibrio acopladas, tendo como varidvel o deslocamento wu,

bastando para isto combmar as Equacdes (1.1) , (1.2) e (1.3), obtendo-se entiio a chamada

Equacio de Navier para problemas elastostaticos, que é:
ﬂz‘i.Jj+(’1+ﬂ)uj,jz+b; =0 (1.5}

Na Equacio (1.5) os simbolos 1 e A, chamados de constantes de Lamé, sio definidos

COmo:

E
H =m (1.6)

v E

FT-2) o

QOutra grandeza que sera amplamente utilizada neste texto é o vetor forga de superficie,

aqui representado por ¢, . Ele resulta da relagio entre as componentes do tensor de tensdes, que

sdo também as componentes dos vetores de tensfio atuando em trés planos mutuamente
perpendiculares, € as componentes do vetor tensfo atuando num plano de diregiio arbitraria
caracterizado pela normal n. Esta relag@o ¢ conhecida como Formula de Cauchy e é representada

como!
L EON; {1.8)

Uma vez estabelecidas as equacgdes diferenciais que queremos resolver, vamos passar
agora a apresentagio do metodo utilizado neste trabalho para transforméa-las em um conjunto de

equagdes integrais, bem como da técnica numeérica usada para aproximar esta solugio.



1.2 De Equacdes Diferenciais no Dominio a Equacoes Integrais no Contorno

Nesta sec¢do as equacles diferenciais que regem a elastostética linear, definidas sobre o
dominio do problema em questio, sfo transformadas em equacdes integrais equivalentes
definidas sobre o contorno deste mesmo dominio. Dal o nome Método dos Elementos de

Contomno (MEC).
Antes, porem, seria til lembrar o Teorema da Divergéneia do Calculo Vetorial, onde ¢

possivel expressar uma integral de superficie através de uma integral de volume ou vice-versa
[Kreyszig 1988].

Seja {2 uma regido fechada do espago cujo contorno é delimitado por uma superficie 5.

Sendo F uma funcio vetorial continua e as primeiras derivadas parciais também continuas, entao

jﬁdz‘de.Q mj;F on dS (1.9)

onde # € o vetor normal unitario externo 2 superficie S.

A Equago (1.9) também pode ser escrita como segue:

[ F,d2={Fnads (1.10)

Partindo agora da equac3o de equilibrio da elastostatica (0, +b =0), definida num
dominio (2, pode-se aplicar a idéia do Método dos Residuos Ponderados (MRP) tomando as

componentes de um campo de deslocamentos u? como funcao ponderadora, resultando, desta

forma, en:

[y, +b)uja=0 (1.11)
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Separando a Equacio (1.11) em dois termos, vem:

[Lop uid2+ | buda =0 (1.12)

Vamos trabalhar com o primeiro termo da Equagio (1.12), lembrando que:

E

* * & e *
{Gyui ),j _O-ij,jaf +aﬁui,j = O U m(d‘u ),j “G“é’;ui,j-

N yoe

Este primeiro termo pode ser dividido em outros dois de tal forma que, ao aplicarmos o

Teorema da Divergencia e em seguida a Férmula de Cauchy, obtemos:

1° termo: _{Q (G“,;,- u; )J de2 = Lo*z}. u; n, dS = Lc}'ﬁ nudS = j;u: 1, dS
2° termo: La’ij u; . dQ

Mas observando que:

* * *

Tyt =0t =05ty

e lembrando a defini¢3o do tensor de deformacdes, temos:

- ( - . )_ 1( . ) ;

Assim a Equacdo (1.12) pode ser escrita como:

[wtas-[ o,6,d0+ [ bulac=0 (1.13)

ou

i1



_j'ﬂo—r:r‘ g;. dQ%L}bfu:de—Lu:t{. ds (1.14)

Manipulando o primeiro termo do lado esquerdo da Equagio {1.14} ¢ lembrando as

Equagdes Constitutivas (1.3) e (1.4), pode-se escrever:

{ 5
mj.a £, d2 = M.E (25 Eq +2u8, (»1— o, - 55.*—?%@0235‘5!2:

o o]

=~_§ —%—-5.0’?’.5“ * 58, £ Oy +6,0, A 5ol a0
22y 7Y 2#(3%2;1) Po(Bh4zu) TTTH

Analisando separadamente cada termo a ser integrado da expressio acima, temos:

1 5, 0 ey =L ey =Ll s
€1no: Oy i =0y = —
2p 0 9w Ty B =5 Ok i
. 268, 5y o 228, . 3%
ermo: — S e | Rl g
DI P 2 (Ar2u) Ok 2u(3A+2u) F K
3° termo: 6‘0-0';-
4° 1 A 8. . o, N & o
mo: — 50y £y Oy = Ey Oy =
© Ba+au) v TH (M+z,u} T = T3 ar2) Sk T

iz



Somando os quatro termos, obtemos:

S| A 3 2
IR\ oy 2u(Bav2y) 3a+2p) 0TV

_ e [ABA+24)-32 244 .
—O'kkgkkk 21&(3/1%2#) ‘J!‘EUUym

. (3&%2#1—3;?-2“

* * -
= Oy Epg - +e. T, =0+ 5. =E.. T
240(34+2 ) gy 595 7% %y

Portanto:

- _[(20.1} g, d02 = ﬂfge,} o, di2

Desta forma, a Equacdio (1.14) pode ser escrita como:

-l oie a2+ | b d2 =~ u1,dS (1.15)

Considerando-se ainda que:

- [o;8,d2=-] oju,,d0 (1.16)
e lembrando-se mals uma vez que:

& £ * * E 3
(ij ui),j =0y Ui Oy = Oyt =(%”f),- =0yt

(33

podemos voltar na Equacgio (1.16) e escrever:



— fgd; u, 42 = —JQ (O': U, )’j aa + j;?o';,j u, d2

Usando o Teorema da Divergéneia no primeiro termo do lado direito da eguacdo acima;

- E}crij w; ; d€2 :MLGg U, n, dS + J;Qo*fju,. u, 42

Analisando cada termo do lado direito separadamente, vem:

1° termo: —LO“; oy dSzm!Sifude

H

2° termo: j:o oy U d2 =~ L b u, de2 (lembrando que o ;+5, =0)
Finalmente, voltando na Equagge (1.15), temos:
— [ dS— | Budo+ [ buda= ~[uieds

que pode ser escrita como:

[tiu;as+ [ buldo= [uwds+ [ bluan (1.17)

O resultado obtido na Equaggio (1.17) ¢ conhecido como Teorema da Reciprocidade ou
Teorema de Betti, que estabelece que o trabalho realizado por um conjunto de forgas (de
superficie #; ou de corpo b;) de um estado elastostatico sobre os deslocamentos de um segundo
estado u, , ¢ igual ao trabalho realizado pelo conjunto de forgas 7, ou b, do segundo, sobre os
deslocamentos do primeiro u, .

O que temos até este ponto € a transformacio de uma Equacdio Diferencial (1.1) numa

Equacgo Integral equivalente (1.17), valida em todo o dominio e nfio somente 1o CONLOMO COMo
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o método sugere. A maneira de se obter uma equaco integral de contorno ¢ através da escolha de
uma funciio ponderadora uf com algumas particularidades. O emprego desta fungio ponderadora

transforma as integrais de dominio da expressio integral em integrais de contorne, como segue
adiante.

Uma funcdo ponderadora particularmente til para ser aplicada na Equacio (1.11) ¢
aquela que resulta do chamado Problema de Kelvin conforme apresentado por Kane [1994]. Este
problema é caracterizado pela aplicagio de uma forga de corpo na forma de um Delta de Dirac de
intensidade unitaria em um ponto £ de um dominio eléstico completo (ilimitado) em uma diregzo

e; dos eixos coordenados:

b (x,&)=0lx—E)e,

Neste problema, { € chamado de ponto de colocac3io (ou ponto fonte) e x é o ponto de
campo. Na Figura (1.1a) estd indicada uma excitagio A(x-& aplicada em &£ na diregio i = 1,

representada por de,. Em um ponto de campo qualquer x o problema tera trés componentes de

* H *
deslocamento u;;, 43 © 3.

X3

Figura 1.1a — Deslocamentos no ponto x resultantes de uma forga unitaria A aplicada no ponto ¢

na diregdo ¢;.



Mas a mesma excitago b; (x,&)=A(x-£)e, também ird gerar no ponto x um tensor de

tensdes oy, , cujas componentes estio mostradas na Figura (1.1b).

A"

X3

Figura 1.1b — Tensor de tensGes cr;j no ponto x resultante de uma forea unitaria A aplicada no

ponto ¢ na direcdo e, .

Em uma superficie de orientacio arbitraria passando pelo ponto x, e caracterizada pelas

componentes #; de sua normal, atuam forgas de superficie (vetor tensio) caracterizadas pelas

* - .
componentes #;; = oy; 1, como pode ser visto na Figura (1.1c).
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A61

A3

Figura 1.1c — Vetor de tensdes t;;. atuando no ponto x, na superficie de orientagfio s, resultante de

uma forga unitaria A aplicada no ponto £na diregio ¢, .

E importante reconhecer que se as forgas unitarias b: forem aplicadas concomitantemente

nas trés dire¢Oes ¢;, entdo o campo de deslocamentos resultante serd a superposicio das

componentes de cada excitacio;

* EJ * A
Uy =ty Ty Ty,

* E * *
Uy =y Ty TUp

# % * *
Uy = Hyy +Up3 +Uag

que ainda poderia ser escrito de forma compacta com o indicador de diregdo e, (de valor unitario)

como:
* *
Uy =u; &
s
Uy =U;; €
*® Ed
Uy = U5 €
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ou ainda:

Analogamente, as forcas de superficie atuando em uma superficie de orientagdo n, sfo

dadas por:
=t e

* * ~ . .
Estes tensores uy; e #; sio conhecidos como tensores de Stokes, encontrados em Eringen

¢ Suhubi [1975], e representam a chamada SolucZo Fundamental do problema elastostatico linear,

sendo as suas expressdes para o caso 3D, mostradas em Brebbia e Dominguez [1989], dadas

cOomno:
N . orle,x) orl¢, x)
Mij(gsx)‘”’ I67fﬂ (IMV)[?‘({;:,X)}[(J 4V)§y + axj 5xj (118)
. -1 'ar(g,xn{ ) L0 (8,x) ér(g,x)
rg(é:’x)~87z(1~v)r2(§,x)_ an JL(I 21/)5:} +3 ox, 6xj 1)

B 1-2v ~5?‘(§,X)n _5?(5,-15)” |
8 (1~V)r2(.§,x)_ 5xj : ox; g
onde

r(rf,x): x—¢& € o vetor raio que significa a distancia entre o ponto de campo x e 0 ponto

de colocacdo & dado por:

He) =l -6 + (-8 + (- & P) = -2 )

18



ar (&%)

s&o as derivadas direcionais do vetor raio #{&,x) dadas por:

Ox;
or (E,X} 1 2 e A2 RV &' -
T:E[(xzmga} +(xz"gz) '3'("%“%)} -z{xf“‘gi):

(x"-_gf) ‘ _( f“"sgf)
[(x:"§1)2+(X2“§2)2+(x3“§3)2]]f2 7‘{ ,x}

or (ic’,x)
on

¢ a derivada do vetor raio em relagdio 4 normal calculada através do produto

) . or{&.x
escalar entre o gradiente do raio ¢ a normal W,géim)l:v“n .
On

& . or , or n—& . x-& j xn—@
Vr = i+— j+ h=-tZl iy 2 LR
ax, 0x, ax "(ff,x) (‘5 x) ( )
or (‘f»x)mvr,n:xamg + Xy =&, n, 23 ‘53 __xi_é .
o e HEN T ) B )

Voltando agora 4 Equacio (1.17), e trocando nela i por f apenas para manter os indices das

relacdes acima como elas foram apresentadas, podemos escrevé-la como:
[t uy e dS(x)+ [ 8,1} e d0(x )= [ 5 e u; dS(x)+ | b u, d(x) (1.20)
ou
[tyupe dS(x)+ [ b uje d(x)= [1;eu;dS(e)+ [ Alw=E)e,u,da(x) (21)
Analisando somente a 1ltima integral do lado direito, podemos escrever:
[ Ax-¢)e;u,(x)dalx)

Aplicando a propriedade do Delta de Kronecker = 1) i€ =€
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resulta em:

jﬁ/ﬁs(x ~&) O e u; (x)do(x)= LA(}: -} S,u, (x)e, d2(x)=
= [ AMx—¢) 8, u,{x)e, d2(x) = [ Al-&)ulx)e da(x)

Aplicando a propriedade da selegfio do Delta de Dirac = Sa(x —c)glx)dr=glc)

obtemos:
J 6= ¢)ulz)e a0l) = u(e)e,
Assim, 2 EquagZo (1.21) pode ser reescrita como:
u, (g)+_[r 1, dS(x)= j tu, dS(x)+ j’ b, u; ds2x) (1.22)
ou
w (&)= [y~ u, Jas(x)+ [b, 15 an2(x) (1.23)

Esta Expressdo (1.23) é conhecida como Identidade de Somigliana ¢ ¢é vélida para
qualquer ponto particular £ onde as forcas sdo aplicadas. Ela é uma equacio integral que fornece
o valor das componentes de deslocamento em qualquer ponto do dominio em funcio de integrais

de contorno das grandezas u; e ¢ ; ©de uma integral de dominio envolvendo forcas de corpo b ..
Notar que na Equacdo (1.23) u ; € t; nao slo geralmente conhecidas em todo o contorno, ao
passo que b; o ¢. A aplicagdo da Identidade de Somigliana para se obter u, em qualquer ponto do

dominio requer a obtengdo prévia das grandezas u ; € t; no contorno do mesmo. Para tanto sera

mostrada uma metodologia para a obteng#o das grandezas no contorno
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RESOLVENDO O PROBLEMA NO CONTORNO (FORMULACAQC SINGULAR)

Como ja mencionado, a Equacio Integral {1.23) permite a determinacgio do deslocamento

u, em um ponto & do dominio, uma vez conhecidas u; e ¢; no contorno. Veremos que 2

estratégia para a obtencdo de u ;et; em S passa pela colocacio do ponto £ no proprio contorno
5.

Assim, ao colocarmos & sobre § ¢ fazermos o ponto de campo x, que € a variavel de
integragfio, percorrer 5, vamos encontrar a situagdio em que x ceincide com & e a varidvel

*®

r(&_f,x): x—¢ tende a zero. Uma analise das expressdes para u; e ¢;, Equagdes (1.18) ¢ (1.19),

. . / -
indica que elas possuem um comportamento 1/r e 1/r*, respectivamente. Logo, quando 7> 0 os

r * * -
nucleos Uy €Ly apresentam comportamento singular,

O artificio usado para resolver este problema consiste em aumentar o contorno S de um
hemisfério, com centro no ponto de colocaglio, e um pequeno raio & que serd posteriormente

tomado no limite, como mostra a Figura (1.2).

Figura 1.2 — Superficie de contorno acrescida de um hermisfério de integragéo §,

Reescrevendo a Equagdo {1.23) para o contorno expandido mostrado na Figura (1.2) e

fazendo o Hmite £ 0, temos:



U, (5) = E{];%K J'SMSE u;zde(x) + Lc u;.zfj dS(x)} m( -{swsg t;.ude(x)%- Lc t;ude(x)) +
_[Q bju;.dQ{x)]
(1.24)
Este procedimento de expandir o contorno em torno de um ponto singular, e em seguida

fazer o limite, € conhecide como integrar uma funcio no sentido do Valor Principal de Cauchy,

mostrado em Kane [1994].

Vamos analisar agora estas integrais uma a uma como apresentado em Brebbia [1978].

Discutindo inicialmente 2 integral envolvendo a solucio fundamental em deslocamento:
[ugt,ds(x)= 1333:0{ L ugz‘de(x):l + ;3_133( [ it de(x))

A primeira integral do lado direito torna-se simplesmente uma integral em todo o

contorno S quando £ — 0, ou seja:

lim( [os it de(x))z [ut,d8(x)

£

T4 a segunda mtegral pode ser escrita novamente como:

~

51_5%( LE ut jds(x)) =1, §f}g( [ &_ u;dS(x)J

Lembrando que a solucio fundamental é da ordem de 1/, a integral de superficie acima

resulta em &7, e daf concluimos que esta tende a zero quando £ — 0, ou seja:

ting [, u3a5(x)] =0



Em outras palavras, a integral envolvendo a solugfio fundamental em deslocamento nio é
afetada pela singulandade em &
Analisando agora a integral envolvendo a solugfio fundamental em forgas de superficie,

usaremos as definicdes geométricas da Figura (1.3).

¥;=r cos@ X

A ___525“*“ B ___ Z Y ts=r cosgsent
‘/rjmr senéseng 7

X3

M R @ e gm g bem wm em mmn

Figura 1.3 — Defini¢des geométricas
Lt;ude(x) = 1513( L . tou j.dS(x)] + g%( L E £ jds(.x)]

A primeira itegral do lado direito torna-se simplesmente uma integral em todo o

contorno S quando & -» 0, ou seja:

};1_133{ .{5‘_35 t;-ude(x)) = L I;ude(x)

A segunda integral pode ser escrita como:



. 6}‘( or or or Or i
- 1L -2y, 3 o) S, O
E}g{ -{3{ u“’[an \( V)8, + &x, 6xjj 0 V)[ax!. " ax HEH 8r(l-v)r } dS(x)}

Reforgando o fato de que &= 7 ¢ analisando a Figura (1.3), podemos escrever que:

L L A A
ax, ox; Ox; Ox; Ox; Ox
¥
e percebendo que —=1
on
oar 7
—-——m—m:}zimgi
ox;

onde &; ¢ a componente de £ na diregdo i ; podemos escrever que:

ggol{_- J’S{ u, [[1-2v)5, +32,2, ) _..._1%__} ds(x }

8a{l~v)r?

Usando as relagdes geométricas da Figura (1 -3}, € possivel escrever parai = 1:

Iing{—— JS {, (1-2v)+3use, +3u,6.5, +3use.,} send) 4o dgj}

8z(1—v)

A integral agora nio depende de r e pode ser expressa em termos de de 6

- Jjﬂ .[:/2 {[H1 (1—2v)+3u, sen® O cos® ¢ + 3u, sen® O cos psen b +3u, sen@cos@cosé}

send dff dgﬁ}
&z{l—v)
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Resolvendo a integral anterior, ver Brebbia [1978], encontramos, para um contorno suave:

wg:;(%;j[(éw2v}2z+2ﬁ]u;(§) ggwg (&)= "‘%(‘5)

O mesmo pode ser demonstrado quando fazemos 1 = 2 e 7 = 3 e este resultado pode entdo

Ser escrito como:
il [, #ju,05(:)| = =S 6)= 6,1, ¢)
Desta forma a mtegral envolvendo a solugfio fundamental em forga de superficie toma-se:
[Lt5u,d5()= |, t;uj.dS(x)——é-&iju (&)

Ap0s feitas estas considera¢Oes em que & pertence ao contorno, podemos finaimente

escrever a Equacdo (1.23) como:

5, J((:) 8,u,(8)= [ {tu; —tju, 1S (x)+ | bu;d0(x)
QU
%Q.juj(g)-& [tu,a8G) = [ujrdSx)+ | bujd(x) (1.25)

De maneira mais genérica, a Equag8o Integral de Contorno (1.25) pode ser escrita como:

cy(éj)u j'Z u dS(x) j’u t.dS( x)—!—j uzb a’.Q(x) (1.26)



1 . aas .
onde a constante c; (é_,‘)=~«2-5g ¢ valida somente para contornos suaves, caso CORtrario outro

tensor 3x3 , exemplificado em Kane [1994], é necessério.
A Hquagdo Integral (1.26) € uma representago exata da soluc@o do problema elastostitico
€, Tais uma vez, vale ressaltar, que ¢ valida para qualquer ponto particular £ onde as forgas sfo

aplicadas. Aqui ainda persiste o fato de que nem todos os valores de u ;e

; em S sdo

conhecidos. Na préxima etapa vamos mostrar uma técnica para aproximar a solugdo desta

equacio integral.

IMPLEMENTACAQ NUMERICA

Nos problemas praticos da elastostatica linear, os deslocamentos sio conhecidos em umsa
parte do contorno 5 e as forgas de superficie em outra parte S, , de tal forma que Sy +5; =8 Por
isso, ndo € possivel resolver a Equaco (1.26) na forma como ela se apresenta. A maneira de
solucionar este problema ¢ discretizando o contorno, ou ainda, dividindo-o em elementos nos
quais deslocamentos e forgas de superficie sfio escritos em termos de seus valores em pontos
especificos denominados nods. Vamos considerar agora uma maneira de se obter uma solugio
aproximada para um problema de valor de contorno a partir da discretizagiio da Equacio (1.26).
Tal procedimento conduz a um sistema de equacdes algébricas cuja solugdo resulta em todos os
valores de deslocamentos e for¢as de superficie no contorno.

Definindo, para cada elemento ; os deslocamentos e forcas de superficie em func@o dos

respectivos valores nodais, vem:
s (x)= ¢, (x){u; (x)) (1.27)
£ ()= ()2 (), (1.28)

onde o indice ¢ indica o nimero de nés contidos em cada elemento e da discretizaciio ¢ ¢ é a

fungdo de interpolagio ou funco de forma que devem satisfazer duas condicdes:
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1) ¢.(x)=1 nono c

2) ¢, (x) =0 em todos os outros nds

Se os elementos contiverem um Unico nd, as fun¢des de deslocamento e forca de
superficie sdo supostas constantes ao longo destes € 0 né € tomado como representante de todo o
elemento, sendo, por isso, denominados de elementos constantes. J4, se os elementos contiverem
dois nos, eles sdo denominados lineares e as fungBes de deslocamento e forca de superficie
variam linearmente ao longo de cada um, sendo que esta fungdio linear é escrita em funcdo dos
dois valores nodais. Assim sucessivamente pode-se ir aumentando o nimero de nés por elemento
obtendo-se elementos quadraticos, clibicos, etc.

Com esta tltima consideragdo feita e admitindo ausentes as forgas de corpo, podemos

escrever a Equacdo Integral de Contorno (1.26) como:

=1

SIS e i) as )

e, € (643 [z 566980 o) 5,09 -

(1.29)

e=]

onde NE € o mimero de elementos de contorno ¢ NNE é o nimero de nés por elemento (que é

igual ao nimero de fun¢des de forma).

Como (u j )c e (t;Z )c sdo constantes, a Equagio (1.29) ainda pode ser reescrita como:

/60,4 3| 5 [ 1698, 0)as. (0] o)=
SIS e oas. @)

e=1

(1.30)

A Equagho (1.30) corresponde a aplicagio da solugfio fundamental num né particular do
contorno de coordenada & (ponto fonte), integrada sobre todos os nés do contorno de coordenada

x (ponto de campo).
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Chamando;

A3le.0)= 31 [ (616605,

Gi(&,x)= Z} (&, x)8.(x)ds, (x)

a Equacdo (1.30) passa a ser escrita como:

c;(&)u; (5)+ZHU (&, x)us(x) = ZG,, (&,x)ee(x) (1.32)

e=]

Mais uma vez, chamando;

H;(f,x)=ﬁ§(§,x) se &=x
(1.33)
H;(cf,x)=f};(§,x)+cg(§) se£=x

a Equacdo (1.32) pode ser escrita como:

NE NE
ZH;(f,x)uj(x)= ZG;(&f,x)tj(x) (1.34)

e=] e=1
Se considerarmos agora a contribui¢io de todos os pontos ¢, podemos escrever um

sistema global de equagbes que, representado na forma matricial, pode ser expresso da seguinte

forma:

[H# [{u}=[G]{} (1.35)
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Os vetores {u} e {t} representam todos os valores dos deslocamentos e forcas de
superficie antes da aplicagdo das condiges de contorno. Quando estas condigdes sdo

introduzidas, é possivel rearranjar as colunas de |[H ] e [G] de modo a deixar todas as

incégnitas num mesmo vetor {x} no lado esquerdo da 1gualdade representada pela Equacéo

(1.35). Isto conduz a um sistema de equag¢des final do tipo:
[4]{x}= {8} (1.36)
onde o vetor {x } possui incdgnitas tanto em deslocamento quanto em forgas de superficie.

Com a resolu¢do do Sistema de Equagbes (1.36), todos os valores do contorno sio

conhecidos, e de posse destes dados € possivel voltar & Equagio (1.26), e calcular qualquer valor

dos deslocamentos em pontos internos. Neste caso o vetor ¢; (£) ¢é igual & matriz identidade.

Um pouco mais trabalhoso é o calculo das tensdes em pontos internos, mostrado em
Brebbia ¢ Dominguez [1989]. Para isto basta, na Identidade de Somigliana, derivar os
deslocamentos nestes pontos, obtendo assim as deformagdes, e em seguida aplicar a relagio

tensdo deformagdo dada pela Equagdo (1.3). Apds este procedimento chega-se a equagio que

fornece as tensdes em pontos internos dada por:
Ox (5): L{ D ;- Sjlk uj}dS(x)+ L)Dﬂk bj d.Q(x) (1.37)

onde o tensores de terceira ordem Dy, e S, sdo dados por:

1 or or or or or Oor
D, =———:\1-2v)é6,—+6, —-6, — |+ 3———— 1.38
gl -v)? {( { Tox, Fox, ®ox j} ox, ox, ox j} (1.38)

29



H or or or or or or or
Sy =———=<3—|{1-2v —_—+V| 6, —+F, — | -5 |4
7 4z(1-v)? { on [( P ox ; [ b ox, g 8x,] ox; Ox, axj}

( or Or or 5}*]
+3v n, + +

n
Ox, Ox; k ax; Ox;

{ k

(1.39)

Tanto para o calculo de deslocamentos quanto das tensdes em pontos internos, 6 mesmo

procedimento de discretiza¢do do contorno é necessario.

DESENVOLVIMENTO DAS INTEGRAIS

Uma alternativa para se calcular numericamente os valores das integrais que aparecem na
Equagdo (1.30), posteriormente chamadas de matrizes H 5 ¢.x) e Gi(£.x) ¢ através da

Quadratura Gaussiana Padréo [Stroud e Secrest 1966], cuja formula ¢ dada em termos de um

sistema de coordenadas normalizadas 77 como mostra a Equagio (1.40).

[ t)an =Y wi6r,) (1.40)
k=1

ny==1

onde N ¢ o nimero de pontos de integracdo, 77; é a coordenada do k ésimo ponto de integragio e

wy € o fator ponderador (peso) associado.
Neste método, todas as grandezas precisam entdo ser transferidas do sistema de

coordenadas global (x;) para o sistema de coordenadas local (77;). Utilizando um elemento de

superficie quadrilateral para ilustracdo, este sistema de coordenadas local seria €XPresso como

mostra a Figura (1.4).
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X3

Figura 1.4 — Sistema de coordenadas normalizado para um elemento de superficie quadrilateral.

O método de integragdo por Quadratura Gaussiana Padrio pode ser aplicado sem

restri¢des quando o ponto de colocagdo & ndo coincide com o ponto de campo x , resultando nos
blocos de matrizes H E.x)e G; (¢,x) fora da diagonal das matrizes globais [H]e [G]. Desta

forma, aplicando a defini¢do apresentada na Equag3o (1.40) para estes niicleos tem-se:

.[g ti;' (gv x)¢c (x)dS x)
| (1.41a)

= 2.4 )¢. (x() T (xlm, ) w,

k

[ o) xn)g. ()Tl =

—

J, 45 6.3)6. 6945, )= [ Elahx(n ) <) (s =
AT MET

(1.41b)

onde J(x(r7)) representa o Jacobiano da transformac#o de coordenadas.
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Devemos ainda calcular os coeficientes das matrizes HZ(£,x) e G; (£,%) quando o ponto
de colocagio & coincide com o ponto de campo x , resultando nos blocos de matrizes A 7 (.x) e

G; (£,x) das diagonais das matrizes globais [H] e [G] respectivamente. Isto significa dizer

que a variavel r(f,x)=x-—c§ utilizada nos niicleos de deslocamento e forca de superficie das
Equagdes (1.18) e (1.19) tende a zero e, conforme j4 comentado anteriormente neste mesmo

capitulo, o fato de (&, x)=x—¢& tender a zero acarreta em um comportamento singular de ordem

O(1/7) (singularidade fraca) e O(l/7*) (singularidade forte) neste miicleos. Para resolver este
problema, lan¢a-se méo de alguns artificios especificos que serfio discutidos na seqiiéncia.

i~ L4 L3 - * - r 14
Integracido dos niicleos de singularidade fraca (u;): Para integrar os miicleos u; €

possivel utilizar a quadratura Gaussiana padrio desde que um tratamento particular seja dado ao
elemento singular. A idéia € dividir o elemento em trés ou quatro sub-elementos triangulares,
conforme ilustrado na Figura (1.5), dependendo de o elemento original ser triangular ou
quadrilateral. Entéo cada sub-elemento ¢ tratado como um dominio quadrilateral onde dois nés
sdo colapsados no ponto de colocagdo. Desta forma, o jacobiano da transformacdo apresenta
ordem O(r), cancelando assim a singularidade de ordem O(l/r) do nticleo de deslocamentos,
como visto em Dominguez [1993]. Este artificio para lidar com esta integral singular foi

apresentado por Lachat [1975] sendo desenvolvido posteriormente por Telles [1987]. Com isto

todos os blocos G;; (£,x) da matriz global [ G ] foram calculados.

Figura 1.5 — Subdivisdo do elemento para integra¢o do niicleo u;-
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Integracio dos niicleos de singularidade forte (¢;) : A singularidade de ordem O(l/ rz)

apresentada pelo ndcleo (t;.) somente pode ser resolvida no sentido do Valor Principal de

Cauchy. Uma maneira alternativa de calcular estes blocos diagonais € através da consideragéo do
movimento de corpo rigido (mesmo deslocamento para todos os nés numa determinada direcdo).
Esta consideragdo pode ser feita pois as matrizes da equacfo integral de contorno devem ser
aplicadas a qualquer problema fisico com uma tinica solugéo desde que esta solugéo independa de
sua geometria. Arbitra-se comumente deslocamentos unitarios para os nds nas trés dire¢des.
Como conseqiiéncia do movimento de corpo rigido, as forgas de superficie sdo iguais a zero.
Esquematicamente podemos entender este conceito da seguinte forma:

Assuma um dominio fechado 3D que é discretizado com quatro elementos constantes. E
possivel criar, de maneira ficticia, uma série de trés deslocamentos de corpo rigido de valor

unitério, respectivamente (u; =1, u, =0, u; =0), (4, =0, u, =1, u3;=0) e (4, =0, u, =0,
u; =1). Estes trés deslocamentos de corpo rigido nio induzem o aparecimento de forgas de
superficie, ou seja t; =1, =t; = 0. A Equagdo (1.42), em seguida, mostra como fica o sistema
global [H ] {u }=[G] {t} admitindo o primeiro caso de movimento de corpo rigido, isto &,

(ul =1, U2=O, U3=O).
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1) movimentos de corpo rigido

0, u,
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1, u3=0) e o terceiro (u; =0, u,

Através da Equagdo (1.43) o elemento singular H,, pode ser determinado indiretamente.

A partir da Equagio (1.42) é possivel estabelecer uma relagio para alguns termos, por

Hy+H,+H,;+H, ;=0

0, u,

(u

resultado a primeira coluna de todos os blocos diagonais. Admitindo em seguida o segundo

Estabelecendo a mesma relagdio para as outras linhas do sistema de equacdes, obtém-se como

exemplo, da primeira linha.



obtém-se a segunda e terceira colunas dos blocos diagonais. Este procedimento permite calcular

os componentes singulares em fungfo dos outros ndo singulares. Com isto todos os blocos

H; (£,x) da matriz global [ # ] foram calculados.

1.3 Sub-regides em elastostatica

Na secdio anterior foi desenvolvida a formulagdo do Método dos Elementos de Contorno
para um meio linear, elastico, homogéneo e isotropico. Todavia, em vérios casos, hia que se
considerar a analise de meios ndo-homogéneos, mas constituidos de vérias camadas. Estes
problemas podem ser rtesolvidos utilizando a formulagdo ja estudada além das condicdes de
continuidade provenientes da dindmica e cinemética do problema. Neste caso, todos os contornos
do corpo devem ser discretizados, incluindo interfaces que separam zonas homogéneas dentro do
meio. Aplicando a formulagio do MEC para todos os contornos, mais as equagles de
continuidade em todas as interfaces, onde todos os deslocamentos e forgas de superficie sdo
desconhecidos, resulta num sistema de equacgBes que pode ser resolvido. Para ilustrar e melhor
compreender um caso concreto, considere um meio com duas sub-regides como mostrado na

Figura (1.6).

o1

jav]

Sub-regi

Sub-regido 2

Figura 1.6 — Meio continuo com duas camadas discretizado com doze elementos constantes.

Admitamos que cada sub-dominio possua seis elementos — cada face dos paralelepipedos

contém um elemento. Os sub-dominios possuem um elemento na interface cada um, sendo que,
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-regifo

e o numero sete da segunda. Aplicando a formulagio do MEC para cada sub:regifio
separadamente, obtemos o seguinte sistema global de equagdes [ H |{u }=[G ]{z} onde cada

para exemplificar, vamos admitir que sejam eles os elementos niimero seis da primeira sub

(1.44)

D & N> 0 O N
v o~} [} =+ vy O

T W

- O s s |
oy Y ey oy oy ~y
oo om o

il o © o o
MM iat] L) < 1ol Rl

bloco Hy e G tem dimensfo 3x3 e os vetores u ; et;, dimensdo 1x3.
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Aplicando as condi¢des de continuidade que sdo

Ug = Uy = Uy

Compatibilidade cinematica

t int

Equilibrio dinamico

A Equagio (1.44) pode ser escrita da seguinte forma:

oo O O

Hw Han H% H% Hvo. Hﬁ o
S
NN
S

e i T
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\
~ o = & w B o o 2 = o - \
=
S 3 8 8 3 x2S 8 8 = = ~ & e % g e o 2 m o
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I 1
r
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4 29 8 g2 = IS
N e oo
oo 00 0o o ~ ow o 2 o O = o 2 5 =
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(1.45)
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Rearranjando os indices, temos:
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(1.46)

Ressalta-se que neste ponto a matriz global [H ] ndo € quadrada como sempre acontece

no MEC.

Como todas as grandezas sdo desconhecidas na interface, vamos passar a coluna da matriz

[G] que multiplica o 7, na Equagdo (1.45) ou 7, na Equacdo (1.46) para o lado esquerdo da
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igualdade, zerando a posigdo que ela ocupava anteriormente.
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Notemos agora que a matriz global [H | ¢ quadrada.

Aplicando-se as condigdes de contorno com posterior permutagéo das colunas, monta-se o

{B} cuja soluggio contém os valores dos deslocamentos e as forgas de

sistema do tipo [ 4 J{x}

superficie nos contornos de todas as sub-regides.
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CAPITULO 2

FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
PARA A ELASTODINAMICA ESTACIONARIA 3D

2.1 A Elastodinimica Estacionaria Linear e suas Equacdes

A formulagdo do MEC para a elastodinimica tem o mesmo tratamento Jj4 verificado no

Capitulo 1 para a elastostatica, mudando apenas as equagdes de equilibrio, que eram o; ;+b,=0

€ agora passam a Ser:
oy, b = Pl (2.1)
onde os novos simbolos que aparecem na Equagio (2.1) significam:

p = densidade de massa ou massa especifica

ii; = vetor de acelera¢des

E conveniente ressaltar que para o regime estacionario, assumindo-se uma variagio
temporal harmdnica u(x,?) = u(x) exp(icut) » @ Equag@o (2.1) passa a ser independente do tempo ¢

pode ser escrita como:
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oy, +b; =—0’pu; 2.2)

lembrando ainda que agora todas as grandezas vetoriais e tensoriais sdo complexas.

Também aqui, se forem combinadas as trés equagdes de equilibrio, as seis equagdes
cinematicas e as seis equagdes constitutivas, obtém-se um conjunto de trés equagdes de equilibrio
acopladas, tendo como varidvel o deslocamento u; resultando na chamada Equagdo de Navier
para problemas elastodinamicos, representada como:

pu,, + (A +p)u; ,; +b, = pi, (2.3)

A Equago (2.3), quando escrita para o regime estacionario fica:

pu +A+p)u, +b, =-0’puy, (2.4)

E possivel mostrar que as relagdes

2 _cs? (2.5)
Yo,

=Cp? (2.6)

representam respectivamente Cs, a velocidade de propagacao da onda de cisalhamento, ¢ Cp, a

velocidade de propagagio da onda de pressdo em um meio continuo eléstico, como exposto em
Graff [1975] e Dominguez [1993]. Com as defini¢des das velocidades de propagacio das ondas

de cisalhamento e press3o, a Equacdo de Navier (2.4) pode ser reescrita como:

Cs?u, , +(Cp* = Cs*)u, , +b, =—0" 4, @7
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De posse das equacgbes diferenciais a serem resolvidas, mostra-se agora a aplicacdo do

MEC para encontrar uma soluc¢fo das mesmas.

2.2 Equacdes Integrais de Contorno

Analogamente ao que fora feito anteriormente, baseando-se na idéia do MRP aplicado a
Equac@o de Equilibrio da Elastodindmica Estacionaria (2.2) ¢ j4 utilizando o resultado obtido na

Equacio (1.26), sem as forcas de corpo, a equagio integral de contorno para a elastodindmica

estacionaria pode ser escrita no dominio da freqiiéncia como:
¢; (f)uj (& o)+ L 1 (&,x, a))uj (x, ©)dS(x)= Luzj (&, x, a))tj (x,@)dS(x) (2.8)

A Solu¢do Fundamental do problema elastodindmico estacionario para o caso 3D ¢ dada,

como encontrada em Brebbia e Dominguez [1989], por:

N 1 or or
(Exo)=——— |y 5, -y T 2.9
ulj(f X ) 4}“Z'p CSz [W ij Z axi axj} ( )

* 1 |{dy 1 o Or
. =—||&¥_ _- s 2,97
zy(ﬁ,x,a)) 4%{( dr r(é,x)zj[ ”éh+6xj nl]+

2 2|n, 8r“ or Or Jdr _2_@2_@_@1_}_ (2.10)
(£, x) 0x; Ox, 8x;n

dr Ox; Ox; On
2
(S o)t 1 e,
Cs? ar dr 2r Ox; J

com
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c 2 —z‘cor(é,x)/cs
w(E, x,0)= (1— 5 +- Cs i +
a)zrz(g,x) iw r(ﬁ,x) r(af,x)

. 2.11)
—iwr{éx)/
¢ /)Cp

& wree ) e

1 x,0)=

-+

3 3Cs? N 3Cs N eyim(gﬂ%s
w'r?(E,x) iwr(Ex) r(&,x)

~iwr{£.x) (212)
_ Cs? B 3Cp? . 3Cp L11¢ cr
&’ )\ @’ Ex) iwr.x) r(g.x)

Como na estatica, os nucleos de deslocamento e de forca de superficie dindmicos,

Equagdes (2.9) e (2.10), também apresentam um comportamento singular quando E=x de

ordem O(l/ r), chamada singularidade fraca, e 0(1/ r? ), chamada singularidade forte,
respectivamente.

Novamente, a dificuldade em resolver a Equaco (2.8) estd na técnica de integracdo dos
nticleos 3D. Quando o ponto de colocagio & ndo estd sobre o elemento de integragdo que contem
o ponto de campo x, estas integrais sdo resolvidas numericamente usando-se a Quadratura
Gaussiana Padrio. Entretanto, quando o ponto de colocagio & esta sobre o elemento de integragio
que contém o ponto de campo x, como ja vimos no Capitulo 1, a variavel r(é,x) =x—¢ tende a
zero e isto acarreta um comportamento singular destes nucleos. Por isso uma outra metodologia
de integracdo, que ndo a Quadratura Gaussiana Padrdo, deve ser utilizada.

O niicleo que apresenta singularidade fraca, que da origem aos blocos diagonais da matriz
global [G], pode ser calculado como na estatica; porém, aos blocos diagonais de [#] ndo ¢
possivel aplicar o conceito de movimento de corpo rigido, porque, no problema dinamico, ha

deslocamento relativo entre dois pontos quaisquer e este conceito citado implica em
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deslocamento constante para todos os nés em qualquer diregio (deslocamento relativo entre dois

pontos quaisquer igual a zero). Isto nos traz a necessidade de encontrar outro método de

integracdo deste nucleo.
Para explicar como isto ¢ feito, usaremos a seguinte convengio:
EST = indice representativo do problema estatico;

DIN = indice representativo do problema dinamico.

A Equagio (2.8) pode ser escrita agora como:
¢y (§)u] (§, a))+ J‘S ty (f,x, a))D,N u; (x, a))dS(x) = Lu; (f, X, a))Dm t; (x, a))dS(x) (2.13)

O termo ¢y (£) dispensa o indice representativo do problema dinfmico pois

¢y (‘f )DIN =Cy (‘f )EST =¢y (e‘ ) .

A estratégia utilizada para integrar este niicleo consiste em somar e subtrair o problema

estatico ao problema dinimico como utilizado em Dominguez [1993], ficando:

Cy'(g)uj(‘faa’)'*' Lt;(fsxaw)um uj(x,(o)dS(x)+
+ Lt;(gax)gsr uj(x)dS(x)—~ Lt;(fsx)gsr U; (x)dS(x)= (2.14)
= Lu;‘(g»x’a’)um z‘j(x,a))dS(x)

que ainda pode ser escrita como:

czj’(g)uj(g’w)+ L [t;‘(gsxaa’)pm ’.ti:'(é’x)EST]uj(x>a))dS(x)+
+ Ltv (é,x)EST u; (x)dS(x)z (2.15)
= Lui;(fax’a))om t; (x:m)dS(x)

A integral da diferenca dos nicleos dindmico e estitico, primeira da Equacdo (2.15), ndo

apresenta singularidade quando executada concomitantemente como expresso acima, porque elas
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sio da mesma ordem nos dois problemas (0(1/ r2) para a forga de superficie). Este artificio €

chamado de Regularizagio da Integral Singular, presente também em Kane [1994], possibilitando
com isto que tal integral possa ser resolvida pela formula da Quadratura Gaussiana Padréo. Ja a
integral do nucleo estatico, segunda da mesma quag#o, j4 foi tratada no capitulo anterior. Desta
forma, ¢ possivel resolver as trés integrais da Equac@o (2.15). A regularizaggo da integral singular
deve ser feita apenas para o nicleo de singularidade forte j4 que o de singularidade fraca utiliza

um artificio que independe do problema ser estatico ou dindmico.

2.3 Viscoelasticidade — Principio da Correspondéncia

Como vimos nos itens anteriores, na andlise de tensdo e deformag@o, trés tipos de
equagBes s3o necessarias: equagdes de equilibrio, equagdes cinematicas e equagdes constitutivas
do material. Os dois primeiros tipos sfo iguais tanto para problemas elasticos como viscoelasticos
e a caracteristica que diferencia as duas analises estd nas equagdes constitutivas, como mostra
Findley et al [1989].

O Principio da Correspondéncia diz que é possivel obter a solugéo viscoelastica de um
problema de anélise de tensio no dominio da freqiiéncia (w) a partir da solugéo elastica,
trocando-se os modulos ou parametros constitutivos elasticos por sua contrapartida viscoelastica,
da seguinte maneira:

Definindo S como fator de amortecimento, as constantes viscoeldsticas, como esta

mostrado em Pontes Jr. [1992], tornam-se
E'=E[1+iB:(0)] (2.16)

G =Gli+ip;(o)] 2.17)

Deste modo, uma pequena mudanga na implementagdo nos permite passar da analise

elastica para a viscoeldstica.
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CAPITULO 3

FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORN o
APLICADO A DOMINIOS ILIMITADOS 3D

Direcionando o assunto para a analise da propagacio de ondas no solo, sendo este
comumente modelado através de dominios ilimitados conhecidos como semi-espacos, discutimos
neste capitulo como o MEC ¢ aplicado para solucionar tais problemas.

O semi-espa¢o ¢ um dominio infinito caracterizado por possuir uma vasta superficie, na
verdade ilimitada e em grande parte sem nenhum carregamento, cuja idealizagdo é amplamente
usada para modelar o comportamento estatico ou dindmico de solos [Gazetas 1983].

Na formulag¢do do MEC para dominios ilimitados existem dois aspectos relevantes que
merecem ser mencionados. O primeiro estd relacionado ao estado auxiliar (ou fun¢ido
ponderadora do MRP) utilizado. Uma fungfo bastante usada, como discutido nos capitulos
anteriores, ¢ a Funcfio de Green de Espago Completo também conhecida como Solugéo
Fundamental, presente também em Brebbia, Telles ¢ Wrobel [1984]. Para simular a superficie do
semi-espago, uma superficie ilimitada (solo) deve ser discretizada e sé entiio as condi¢des de
contorno aplicadas a ela. Numa anélise real, tal superficie livre ilimitada nio pode ser criada € a
discretizagdo deve ser truncada em algum ponto, ver Manolis e Beskos [1988]. Este truncamento
diminui a precisdo dos resultados, especialmente nas regides proximas a ele. A Figura (3.1a)

expressa como € utilizado este artificio.
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Figura 3.1a — Func@o de Green de Espago Completo. Discretizagdo do semi-espago com

elementos carregados € malha truncada.

Numa analise da Figura 3.1a , o semi-espago se estende para o infinito nas trés dire¢Ges

(o0 <x; <400, —00 < X, <40, 0< x5 < +o) € os contornos S,, também devem ser localizados
no infinito. Uma vez que a discretizagdo dos contornos S, ndo pode ser executada, como ja
mencionado, o semi-espaco utilizado no MEC discretiza somente uma porgdo truncada da
superficie S,z cujas bordas sdo delimitadas por S;. A orientagdio da normal a superficie, #,
indica qual lado da superficie livre discretizada do semi-espago ilimitado (2., esta sendo

considerado.

Uma estratégia possivel para evitar os erros de truncamento da superficie livre € usar
como estado auxiliar na formula¢do do MEC a Fungio de Green de Semi-Espaco. Neste caso
somente a superficie carregada do semi-espago deve ser discretizada, como ilustra a Figura

(3.1b). A condi¢do de contorno de carregamento nulo na superficie ilimitada e a condigdo de
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radiag@o de Sommerfeld (para problemas dinmicos) sio automaticamente satisfeitas por esta

fungdo de Green como mostram Manolis e Davies [1993], Mesquita Neto e Pontes Jr. [1992] e
Richter [1997].

Figura 3.1b — Fungdo de Green de Semi-Espago. Discretizagio da area carregada.

A idéia basica desse trabalho ¢ desenvolver, implementar e discutir a formulagdo do MEC
para resolver um problema de valor de contorno para semi-espaco 3D utilizando como estado
auxiliar a Fung¢@o de Green de Espago Completo. Os resultados aqui obtidos sfio comparados com
um estudo ja desenvolvido e implementado por Mesquita Neto e Romanini [1999] que utiliza a
Fung@o de Green de Semi-Espago, porém sem associa-la ainda a implementagio do MEC.

O segundo aspecto relevante na formulagiio do MEC para dominios ilimitados diz respeito
a estratégia de lidar com o comportamento singular na integragéo da solugdo fundamental quando
esta for utilizada. Aqui ¢ introduzido o conceito dos “Enclosing Elements” (EE), ou elementos de
fechamento, utilizados por Ahmad e Banerjee [1988] para analisar o comportamento dinimico
estacionario 2D da interagdo solo-estrutura e estendido por Aratjo, Nishikava e Mansur [1997]

para analise 3D transiente. Este segundo aspecto, que é o ponto principal deste capitulo, sera

discutido mais detalhadamente nos itens que se seguem.
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3.1 Utilizacdo dos “Enclosing Elements” na Analise de Problemas Estaticos por

Elementos de Contorno

Conforme visto no Capitulo 1, é possivel tratar a singularidade fraca O(l/r) de tal forma
que a integragdo possa ser desenvolvida pela Quadratura Gaussiana Padrio. Porém o tratamento
da singularidade forte O(l/ rz) foi feito através da consideraggo do movimento de corpo rigido
aplicado a dominios fechados. O mesmo artificio, com algumas modificacSes, também pode ser
utilizado em dominios ilimitados, como demonstrado em Brebbia e Dominguez [1989] e Beer
[2001]. No presente trabalho ndo serd usado o método descrito nas duas dltimas citagdes para
tratar a singularidade forte e sim a idéia dos EE, que, de certa forma, também & baseada na
considerag¢do do movimento de corpo rigido.

Voltando a Figura (3.1a), percebemos que a superficie discretizada nfio configura um
dominio onde a técnica do movimento de corpo rigido possa ser prontamente aplicada como feito
até agora. Entdio, este dominio ilimitado ¢ arbitrariamente estendido por um numero de EE,

criando deste modo um contorno ficticio fechado S, para que, agora sim, possa ser aplicada a

referida considerac@o. Isto ¢ mostrado para o caso 2D na Figura (3.2).

A9

Figura 3.2 — Superficie truncada S,,;~ do semi-espaco e contornos ficticios Sz (i=1, 2).
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No MEC aplicado ao problema elastostitico 3D, as contribuicdes dos elementos
singulares referem-se aos blocos diagonais de dimensio 3x3 das matrizes globais [H] e [G]. O
ponto importante a ser destacado ¢ que a contribuiciio do elemento de singularidade forte na
matriz [H ] ¢ a integragdo do micleo sobre a geometria do préprio elemento em questdo. A
contribui¢do do elemento singular n3o depende da integracdo sobre qualquer outro elemento. Se
isto estiver correto, entdo a contribuiciio deste elemento nio ¢ afetada pelos EE, ou ainda,
significa dizer que a contribuicio deles niio depende do contorno escolhido proveniente dos EE
para se aplicar a consideragio de corpo rigido. Entdio, a principio, se o argumento de corpo rigido
for aplicado a qualquer contorno de EE S;;, (i =1, 2, ...) como mostrado na Figura (3.2), os
resultados das contribui¢des dos elementos singulares devem permanecer inalterados.

De fato, como serd mostrado em exemplos apresentados mais adiante neste capitulo, estas

contribui¢des ndo dependem do caminho (forma) ou da discretizacio da malha de EE S g - O
essencial ¢ a qualidade da integrag@o (por exemplo niimero de pontos de Gauss, niimero e tipo de
elementos de contorno) dos nicleos de forga de superficie z‘;- sobre o contorno de EE escolhido.

Isto est4d mostrado na Figura (3.2), onde os valores dos niicleos a serem integrados sobre os varios
contornos sao esquematicamente indicados pelas 4reas pontilhadas.

Acrescentando ainda um comentario importante sobre os EE, eles podem ser utilizados
para se obter as contribuigdes dos niicleos de singularidade forte com boa precisio, mas eles nio
tém absolutamente nenhuma influéncia no erro introduzido ao se truncar a superficie para se criar
a malha de elementos de contorno. Portanto, a malha arbitraria de EE que ¢ adicionada a malha
original da superficie livre do semi-espago ¢ importante para a utilizacdo do argumento do corpo

rigido, mas ndo influencia no erro de truncamento da malha de contorno.

IMPLEMENTACAO NUMERICA PARA ELASTOSTATICA 3D

A equagio integral de contorno escrita na forma discretizada pode ser expressa, conforme
jé comentado, pela Equacgo (1.30), onde s hé consideracdes sobre os elementos de contorno.

Acrescentando agora as integragGes sobre os EE, podemos escrevé-la da seguinte forma:
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e=] | c=1

8 e, )] o o

1L e=l

SH M RTEACIEI S

e=] | c=

e, €@+ 15[ [ 60,0

onde NE ¢é o nimero de elementos de contorno, NNE ¢ o nimero de nés por elemento (que € igual

ao numero de funcdes de forma) e L € o ntimero de EE.

Considerando agora a contribuiczo de todos os pontos &, que s@o localizados somente nos

elementos de contorno, obtém-se uma matriz global [H ] estendida, que passaremos a representar

como [ H ] cezena » Que possui o aspecto mostrado na Figura (3.3).

E * k% * %k e © o
* k% * ok ok * ok ok e o o
* k% * % % * %k ¥ e o o

Tk % %] [* % %] [* % %] =. ® .:
H i = * % % * % % * ok k e o o
* k% * %k ok * % ¥ e o o

Tk % %] [% % %] [% % x| :. ® ,z
* %k * * % * k% e &
* %k k * % % * %k ® o @

LIL 4t 4L dEc L JEE

Figura 3.3 — Matriz [ H|] estendida, incluindo os EE.

O sub-indice EC indica os termos relativos aos elementos de contorno, enquanto o sub-
indice EE indica os termos relativos aos EE. As integracdos sobre estes EE poderiam ser
armazenadas nos blocos diagonais da matriz global [ H], porém neste trabalho optou-se por

acrescentar uma coluna nesta matriz para armazenar estes resultados.
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Uma vez posto o conceito dos EE, podemos dizer entiio que as técnicas adotadas para a
integragdo dos mnicleos singulares de deslocamento e forca de superficie para problemas de
dominio ilimitado utilizadas neste trabalho tém o seguinte raciocinio:

Integracio dos miicleos de singularidade fraca (u;): Mesmo modo utilizado para
dominios limitados (Capitulo 1).

Integracéio dos nicleos de singularidade forte (t;) : Também se utiliza da consideracio
do movimento de corpo rigido para um dominio limitado ficticio criado através dos EE, sendo
que este dominio limitado ficticio possui a superficie do semi-espago.

Vamos, atraveés de um exemplo, acompanhar os passos deste procedimento. Admita uma
superficie livre do semi-espaco discretizada com dois elementos de contorno, sendo esta
acrescida de um numero de EE qualquer. Desta forma, aplicando o argumento de corpo rigido
numa dire¢do (u; =1, u, =0, u; =0) e ja admitindo que isto induz forca de superficie nula,

temos a seguinte forma para a matriz [ 4 |

estend

~H11 H, HIB‘ -HM H,; Hlé— —Hn H ng‘ (fl [JO‘
HZ] HZZ H23 H24 HZS H26 H27 HZS H29 0 r O r
:H3l H32 H33 . :H34 H35 H36 o :H37 H38 H39 - b ;O\ = ;O< (3.2)
H, H, H,; Hy H, Hy H, H, Hy 1 0
Hy, H,, Hs Hy Hy Hg Hy;, Hy Hg 10¢ 107
__Hm Hy, Hg| |Hy Hg H66_JEC | Hy Heg Hg |, 9} e ~O~Ec

A partir da Equagio (3.2) ¢ possivel estabelecer uma relacio para alguns termos, por

exemplo, da primeira linha.
]H“lEC +IHI4;EC +}H17!EE =0 (3-3)

Através da Equagdo (3.3) o elemento singular ]H“] gc bode ser determinado

indiretamente. Estabelecendo a mesma relagdio para as outras linhas do sistema de equacdes,
obtém-se como resultado a primeira coluna de todos os blocos diagonais. Admitindo em seguida

o segundo (u#; =0,u; =1, u; =0) e o terceiro (u; =0, u, =0, u; =1) movimentos de corpo
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rigido, obtém-se a segunda ¢ a terceira colunas de todos os blocos diagonais. Este procedimento
permite calcular os componentes singulares em fungdo dos outros ndo singulares e, uma vez

calculados os blocos diagonais, descartam-se as colunas provenientes dos EE.

IMPLEMENTACAQ NUMERICA PARA ELASTODINAMICA ESTACIONARIA 3D

Igualmente ao que ja fora feito para dominios limitados no Capitulo 2, a solugdo do
problema dindmico num dominio ilimitado também passa pela resolugio do equivalente problema
estatico utilizando o processo da regularizagio da integral singular; porém neste dltimo caso
(dominios ilimitados), ainda langa-se mao dos EE. Apenas para relembrar, a regularizagdo da

integral pode ser expressa pela equagio abaixo.

Cy (‘f)uj (‘};’ a))+ L {t; (5, X, a))om - f;‘ (5 X)EST} u; (X, a))dS(x>+
+ [ 16 x) sy (x)dS (x) = (3.4)

= J.Su; (C;:ax’a))pnv L; (x,a))a’S(x)

ANALISE DA INFLUENCIA DOS EE NO CALCULO DOS BLOCOS DIAGONAIS DA
MATRIZ

Passemos agora a utilizar a implementaciio formalmente descrita para investigar

numericamente as propriedades dos EE.
Influéncia da discretizacio da malha de EE: Considere um problema de valor de

contorno como aquele mostrado na Figura (3.1a). Usando a fun¢do de Green de Espago
Completo, uma superficie S, ¢ criada no semi-espago com uma malha contendo 6x6 (36)

elementos de contorno. Todos os elementos tém dimensdes axa e nos quatro elementos centrais
com dimensdes 2a = 2b (a = b) é aplicado um carregamento em forma de forca de superficie

uniformemente distribuido de valor unitario 7, =1.

Para se obter, através da consideracio do movimento de corpo rigido, os blocos diagonais
da matriz [H ] zsr Da superficie do semi-espago S, diferentes malhas de EE sdo utilizadas,

como mostra a Figura (3.4). As dimens&es do contorno gerado pelos EE sdo mantidas constantes,
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mas o nimero deles € sistematicamente aumentado. Os ntimeros de elementos de contorno e EE

para cada malha s8o mostrados na Tabela (3.1).

Matha 1 Malha 2

Malha 3 Malha 4

Malha 5

| Elementos de Contorno

“Enclosing Elements”

Figura 3.4 — Diferentes nimeros de EE para o0 mesmo contorno.



A idéia é investigar a densidade da malha de EE na precis@o dos valores calculados dos

blocos singulares [ H ;] zsr - Para isto, estamos utilizando elementos constantes, pois ja sabemos
de antemio que estes valores s3o iguais a [ H] esy = 0.5, como mostrado em Kane [1994]. Além
de aumentar o numero de EE, a influéncia do ntimero de pontos de Gauss também € avaliada,
pois, como ja foi comentado anteriormente, é esperado que os valores dos blocos singulares de
[H ] g5y Ddo dependam da discretizagdo da malha de EE mas da qualidade da integragdo dos
nucleos t;-

A Tabela (3.2) traz os resultados obtidos para o termo [H 1l gor para diferentes malhas e

Malha n° N° de elementos de N° de “enclosing
contorno elements”
1 36 84
2 36 132
3 36 180
4 36 228
5 36 276

Tabela 3.1 — Caracteristicas das malhas mostradas na Figura (3.4).

nimeros de pontos de Gauss na integrag@o.

1 Ponto de Gauss

por direcéo

2 Pontos de Gauss

por diregdo

4 Pontos de Gauss

por dire¢do

8 Pontos de Gauss

por diregdo

Exato 0.50 00 0.5000 000 0.5000000 00000 | 0.50000000000
Malha 1 0.50 87 0.4994 049 0.4999960 54900 | 0.50000000003
Malha 2 0.50 59 0.4994 308 0.4999960 43940 0.50000000003
Malha 3 0.50 54 0.4994 323 0.4999960 43932 0.50000000003
Malha 4 0.50 52 0.4994 325 0.4999960 43931 0.50000000003
Malha 5 0.50 51 0.4994 326 0.4999960 43931 0.50000000003

Tabela 3.2 — Comparagdes entre valores de [H 1 ] sy para diferentes densidades de malha e

ntiimeros de pontos de integrac@o de Gauss.
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Para uma baixa qualidade na integragdo, aqui representada por pequeno numero de pontos

de Gauss, quando se aumenta a densidade da matha, o valor de [ H, ] rsr tende a convergir para o

valor exato, ao passo que, para uma qualidade de integracio melhor, 2 densidade da malha possui
pouca, ou nenhuma, influéncia no resultado. Outro ponto que chama a atengdo esta no fato de que
aumentando-se a densidade da malha, os valores obtidos tendem a convergir para o valor
esperado, mas também pode ser percebido que esta convergéncia ¢ bastante lenta. Por outro lado,
a convergéncia com relagio ao mimero de pontos de integracio de Gauss é muito mais rapida.
Este resultado nos leva a concluir que o aumento do niimero de pontos de Gauss acrescenta mais
precisdo a integragdo que a sub-divisio do intervalo de integragio (malha de EE).

O resultado obtido na Tabela (3.2) confirma a idéia de que os valores das integracdes dos
elementos singulares ndo podem depender da densidade da malha de EE, mas sim, da qualidade
da integracdo nesta malha.

Influéncia do caminho (forma) da malha de EE: Para discutir a influéncia da forma ou
caminho da malha de EE, analisaremos quatro contornos distintos, que estfo mostrados na Figura

(3.5). Na superficie truncada S,,- a malha de elementos de contorno contém 10x10 (100)

elementos constantes. Todas as malhas de EE sfo discretizadas com 180 elementos também
constantes. A Figura (3.5) apresenta as perspectivas isométrica e frontal das malhas, mostrando
suas diferentes formas. A forma da malha de EE deve ser tal que represente o contorno real na
fronteira da malha de contorno, assim, as inclinagdes aqui utilizadas nas malhas de EE para variar

a forma da mesma, s e possivel para elementos constantes.
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Malha 1

Maiha 2

Malha 3

Malha 4

Figura 3.5 — Diferentes contornos para o mesmo nimero de EE.

Em seguida, a Tabela (3.3) apresenta os resultados numéricos obtidos para [ #, ], em

EST
funcio das malhas de EE e do nimero de pontos de integragiio de Gauss. Assim como ocorrido

nos teste anteriores, ao se analisar a Tabela (3.3), percebemos que para uma boa qualidade na
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integragdo, o valor do termo singular [H 11] gsp € independente do caminho de integracio, como

era esperado.

1 Ponto de Gauss | 2 Pontos de Gauss | 4 Pontos de Gauss | 8 Pontos de Gauss

por direcio por direcio por direcio por diregdo
Exato 0.500 0.50000 0.5000000 0.50000000000000
Malha 1 0.504 0.50001 0.5000001 0.50000000000004
Malha 2 0.428 0.44954 0.4821819 0.49896355660741
Malha 3 0.394 0.42473 0.4726135 0.49846617936966
Malha 4 0.244 0.43899 0.5111874 0.50004150782169

Tabela 3.3 — Comparagdes entre valores de | A, | zop bara diferentes formas de malha e nimeros

de pontos de integracio de Gauss.

Uma observagdo importante a ser feita neste ponto da discussdo, é que nfio & necessario
haver conectividade entre os elementos da malha de elementos de contorno ¢ a de EE, desde que
se respeite o fato de qua a malha de EE represente o contorno real na fronteira da malha de

elementos de contorno, como ja citado.
Para discutir esta observagdo, analisaremos dois contornos que sdo mostrados na Figura

(3.6). Na superficie truncada S, 2 malha de elementos de contorno contém 10x10 (100)

elementos constantes; a primeira discretizagio possui 180 EE enquanto a segunda, apenas 9. A

Tabela (3.4) apresenta os resultados numéricos obtidos para [H il gsp €M fungdo das malhas de

EE e do ntimero de pontos de integragdo de Gauss. Novamente aqui, percebemos que para uma
boa qualidade na integragdo, o valor do termo singular | #,, ] zsr © independente de haver ou ndo

conectividade entre os elementos das duas malhas.
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Malha 1

Malha 2

D Elementos de Contorno

37

Figura 3.6 — Malhas com e sem conectividade entre os elementos.

1 Ponto de Gauss

2 Pontos de Gauss

4 Pontos de Gauss

8 Pontos de Gauss

por direcdo por direcdo por direcio por direcdo
Exato 0.500 0.50000 0.5000000 0.50000000000000
Malha 1 0.504 0.50001 0.5000001 0.50000000000004
Malha 2 0.442 0.60459 0.4941047 0.50034846077569

Tabela 3.4 — Comparagdes entre valores de [H il sy Dara diferentes malhas, com ¢ sem

conectividade entre os elementos, ¢ nimeros de pontos de integraco de Gauss.

Concluindo, a analise dos resultados obtidos neste capitulo sugere que a malha de EE ndo

influi no resultado do calculo dos blocos diagonais da matriz [ H ], e por isso ela pode ser a

menor possivel para fechar a malha de elementos de contorno da superficie §;- do semi-

espago.

3.2 Sub-regides em Dominios llimitados com Utilizacio dos EE

O artificio de dividir um dominio ilimitado em sub-regides pode ser feito com o objetivo

de representar camadas do solo com propriedades geomecanicas diferentes, ou ainda promover a

interacio de uma estrutura (fundagdo por exemplo) com o solo, tratados como partes diferentes

do mesmo dominio. Este item explica, de maneira esquematica, a aplicagfio da idéia de sub-

regides quando se utiliza os EE para tratamento de dominios ilimitados.
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Vamos considerar um semi-espago com duas sub-regides, como mostra a F igura (3.7), ja

com os contornos discretizados com elementos de contorno e EE.

Sub-regifo 1
& Elementos de contorno

Enclosing elements

Superficie inferior =
elementos de contorno

Sub-regido 2

vV

Superficie superior =>
elementos de contorno

Superficie inferior =
» enclosing elements”

)

Figura 3.7 — Semi-espaco dividido em duas sub-regies acrescido de EE.

Esquematicamente, uma matriz estendida, como aquela mostrada na Figura (3.3), para um

dominio dividido em duas sub-regides, teria o aspecto da Figura (3.8) que segue:

Frs = %7 [ % % e o o] [0 0 0] 0 0 ol |
¥ % % ¥ % % o o o 0 0 0 0 0
¥ ok % ¥ % % e s o 0 0 0 0 0 0
Fx o+ % e % ] Fg . : :O 0 O: f() 0 Oﬁ
¥ ok k| (% % % e o o |0 O 0 0 00
AR I o o Lo e el |00 0 . 0 0 0]
0 0 ¢ 0 0 0 ¥ ok ok * ok % e o o
0 0 0] {0 0 0 * ok % ok ox e ® e
mO 0 0 | _0 0 OJ ’* * *‘ % * | e o s
0 0 0 0 0 0 L (6 o o]
0 0 O 0 0 * ok * k% e o e
-_O 0 0] |0 0 R I *] PR CRLEEY

0
0
[

Figura 3.8 — Matriz | H } estendida para duas sub-regides, incluindo os EE.

60



Vale ressaltar que a dimens&os da matriz [H ] mostrada na Figura (3.8) nfo representa a

discretizagio tomada na Figura (3.7).
Apbs a utilizagdo dos EE para o calculo dos termos diagonais ¢ aplicando as condi¢bes de

continuidade (compatibilidade cinematica e equilibrio), a matriz [H ] estendida passa a ter um

novo aspecto, conforme mostrado na Figura (3.9):

* kX I 00 0
* ok ok * ok Ok 00 0
* kK * ko 00 0
® ok ok % % %) ’0 0 0'
* ok K * %k 0 0 0
I * k% 0 0 O

'0 0 0' M % %] [® % x|
0 0 0 * kK * k%
00 ¢ * ok ok * % %
0 0 0' % % %] % % %
0 0 O EE S 4 * % %
0 0 0 * Kk ok E

Figura 3.9 — Aspecto intermediario da matriz [H]
Basta agora acrescentar a matriz [H ] , a coluna da matriz [G] que multiplica o termo em

forca de superficie da interface, ver Equagio (1.47), ¢ a primeira toma seu aspecto final, que €

uma matriz quadrada.
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CAPITULO 4

RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sdo discutidos os resultados obtidos com os programas desenvolvidos para
este trabalho, seguindo a seqiiéncia ja colocada na explanagio tedrica nos trés capitulos
anteriores, a saber:

— problemas elastostaticos com dominios limitados;

— problemas elastodindmicos estacionarios com dominios limitados e

— problemas elastostéticos e elastodindmicos estacionarios com dominios ilimitados.

Uma vez analisados e discutidos os resultados obtidos para estes trés itens, passamos a

analise e discuss3o dos mesmos topicos, porém com a divisio do dominio em sub-regides.

4.1 Exemplo Elastostatico com Dominios Limitados

O exemplo citado neste item trata de uma barra fixa-livre com area da se¢do transversal
quadrada e constante de lado unitério, sendo que a relagfio entre o comprimento e o lado da rea
da segdo ¢ 12:1. A extremidade livre da barra é submetida a um carregamento normal de tracdo
uniformemente distribuido 7, = o, =1. Os resultados obtidos tém como base de comparagio o

célculo andlitico 1D ja existente na literatura, que ¢ dado pela férmula abaixo encontrada em

Shames [1989]:

ar=tL (4.1)
AE
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onde: AL = alongamento da barra
F' = forca normal aplicada na barra
L = comprimento da barra
A = érea da secdo transversal da barra

E = moddulo de elasticidade linear do material

Como a ideia neste ponto ¢ validar o programa através de exemplos, sfo feitas
consideracdes apenas sobre o numero de elementos de contorno utilizados na discretizagdo dos
contornos, ou seja, a medida que se refina a discretizagdo desta superficie, espera-se a
convergéncia do resultado numérico para o analitico. Como estamos comparando problemas
apenas analogos - implementa¢do numérica de uma barra 3D e calculo analitico de uma barra 1D
- vamos utilizar valores médios do primeiro para fazer a comparacio com o segundo.

Os elementos de contorno utilizados na discretizagdo sio constantes e o nimero de pontos
de Gauss utilizado na integracio dos nucleos é mantido fixo e igual a oito. Todos os resultados
analisados sio normalizados em fung¢io dos valores analiticos 1D.

A Figura (4.1) traz as malhas com os respectivos numeros de elementos utilizados na
discretizacdo.

A Tabela (4.1) mostra o deslocamento normal médio na superficie da extremidade livre da

barra, trazendo uma comparagdo entre os valores obtidos numérica e analiticamente.

Analitico Malha 1 Matha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
u, 1,000 0,610 0,749 0,919 0,983 1,000
Erro relativo 39,0 % 25,1 % 8,1 % 1,7 % 0,0 %

Tabela 4.1 - Comparagdo entre os deslocamentos normais médios da superficie da barra para

diferentes malhas.
Para a analise dos esforgos reativos na barra na extremidade fixa, que de antemdo ja

sabemos ter valor unitario, vejamos a Tabela (4.2) que traz os resultados numéricos da forca de

superficie média na referida extremidade.
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Analitico Matha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
t, 1,000 1,025 1,018 1,002 0,994 0,995
Erro relativo 2.5% 1,8 % 0.2 % 0,6 % 0,4 %

Tabela 4.2 - Comparago entre a forga de superficie média na extremidade fixa da barra para

diferentes malhas.

Malha 1 — 96 Elementos

Malha 2 — 128 Elementos

Malha 3 — 224 Elementos

Malha 4 — 416 Elementos

Malha 5 — 800 Elementos

X2

Figura 4.1 - Malhas utilizadas na discretizagio de uma barra.
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Para finalizarmos a validagdo do programa desenvolvido para a solu¢do do problema
estatico limitado, vamos investigar os resultados de alguns pontos internos, tanto em relagdo aos
valores dos deslocamentos quanto as tensdes. As Tabelas (4.3) e (4.4) trazem os valores dos

deslocamentos u, € tensdes o, normais, respectivamente, para os pontos de coordenadas

(2,0:0,5:0,5) € (6,0;0,5;0,5).

Analitico | Malhal Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
u, 1,0000 0,4527 0,6816 0,8942 0,9743 0,9934
Erro relativo 54,7% 31,8 % 10,6 % 2,6 % 0,7 %
oy 1,0000 0,4759 0,8061 0,8041 0.9579 0,9992
Erro relativo 52,4 % 19,4 % 19,6 % 4,2 % 0,1 %

Tabela 4.3 - Comparagdo entre deslocamentos e tensdes normais de um ponto interno da barra de

coordenadas (2,0; 0,5; 0,5) para diferentes malhas.

Analitico | Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
u, 1,000 0,608 0,747 0,917 0,982 0,999
Erro relativo 39,2 % 25,3 % 8,3 % 1,8 % 0,1 %
oy 1,000 1,007 | 0,841 0,813 0.958 0,998
Erro relativo 0,7 % 15,9 % 18,7 % 4.2 % 0,2 %

Tabela 4.4 - Comparagio entre deslocamentos e tensdes normais de um ponto interno da barra de

coordenadas (6,0; 0,5; 0,5) para diferentes malhas.

Pela observacdo dos resultados obtidos pelas simulagdes, percebemos que estes valores se
aproximam com bastante qualidade dos resultados analiticos e o que talvez seja mais importante
de enfatizar é que os resultados numéricos se aproximam tanto mais do analitico quanto mais
discretizado se torna o contorno da estrutura. Uma vez que a solugio do problema dindmico passa

pela soluggo do estético, e este mostrou bons resultados, vamos & anlise do primeiro.
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4.2 Exemplo Elastodindmico Estacionario com Dominios Limitados

Este exemplo tem as mesmas caracteristicas daquele citado no item 4.1 diferindo apenas
no fato de que o carregamento agora é periédico harménico. Desta maneira temos uma barra fixa-
livre com area da segio transversal quadrada e constante de lado unitéario, sendo que a relacio
entre o comprimento e o lado da 4rea da segfio é 12:1. A extremidade livre da barra € submetida a
um carregamento normal unitario de trag3o uniformemente distribuido. Os resultados obtidos t&m
como base de comparacgio o célculo analitico 1D j4 existente na literatura e se dara a partir do
calculo das freqiiéncias naturais e dos modos de vibragio. As malhas utilizadas para a validagdo
do programa sdo exatamente as mesmas usadas para os testes feitos na analise estatica.

As freqiiéncias naturais (@,) do problema 1D sio dadas pela féormula abaixo, conforme

Richard Jr, Hall Jr e Woods [1970].

w, =22 comn=1,3,5, .. (42)
2L
E
sendo ch =—
P
onde: E =mbdulo de elasticidade linear do material

p = densidade de massa do material

L = comprimento da barra

Inicialmente vamos construir a Funcio de Resposta em Freqiiéncia (FRF) da estrutura
para as varias malhas apresentadas na Figura (4.1), investigando o ponto (elemento) de
coordenadas (12,0; 0,375; 0,375) que pertence a superficie da extremidade livre da barra. A

Figura (4.2) explicita este elemento analisado a partir de uma vista frontal desta extremidade.
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Xz

X3

Figura 4.2 — Vista frontal da barra com o elemento analisado em destaque.

Os Graficos (4.1) trazem estas FRF’s, enquanto a Tabela (4.5) mostra os valores discretos
das trés primeiras freqiiéncias naturais calculadas numericamente. Os resultados estdo todos
normalizados em relacio aos valores analiticos: as freqiiéncias em relagdo a primeira freqiiéncia
natural (o;) e os deslocamentos em relagéo ao valor estatico (Ues;). Também vale frisar que a faixa

de freqiiéncia mostrada nos Gréaficos (4.1) foi dividida em 128 intervalos iguais (129 pontos).

Analitico | Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5
o, 1,000 1,113 1,069 1,024 1,024 0,980
Erro relativo 11,3 % 6,9 % 2,4% 2,4 % 2,0%
@, 3,000 | 3,200 3,156 3,067 3,023 3,023
Erro relativo 6,7 % 5.2 % 2,2 % 0,8 % 0,8 %
o, 5,000 5,288 5,199 5,066 5,021 4,977
Erro relativo 5,7 % 4,0 % 1,3 % 0,4 % 2,3%

Tabela 4.5 — Comparacdo entre as freqiiéncias naturais numeéricas e analiticas para diferentes

malhas.
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0 1 2 3 4 5

Graficos 4.1 — Fung@o de Resposta em Freqiiéncia do deslocamento normal u, do ponto de

coordenadas (12,0; 0,375; 0,375) para diferentes malhas.
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Notamos, pela analise dos Graficos (4.1) e da Tabela (4.5), que o aumento da
discretizacdo faz diminuir o erro das fregiiéncias naturais, além do fato de que, para um valor de
freqiiéncia préximo a zero, o valor do deslocamento se aproxima do valor estatico.

Outro comentario que se faz necessario é o fato de que, pelo numero de pontos analisados
na faixa de freqgiiéncia escolhida para se montar as FRF’s, o erro ndio pode ser menor do que
aqueles apresentados na Tabela (4.5).

Na seqiiéncia estio expressos, de maneira apenas qualitativa, os trés primeiros modos de
vibragio longitudinal expressos transversalmente. Os valores dos deslocamentos foram

normalizados em funcio do maior valor obtido para cada uma das trés freqiiéncias analisadas.

deslocamento normal
&
deslocamento normal
destocamento normal

1 L . s . .
20 2.2 04 [ o8 19 [ 22 24 Y 03 10

Parte real Parte real Parte real

deslocamento normal
& &
4 5
/
/
7/
/
/ /
deslocamento normal
o &
I
| / |
\\
destocamento normal
5
-

L . L
o0 02 6.4 [ [ 10 26 02 04 os LY} 1

Parte imaginaria Parte imaginéria Parte imaginaria

Graficos 4.2 — Modos de vibragio obtidos numericamente.
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4.3  Exemplo Elastostatico com Deminigs Ilimitados

Passamos a analisar agora os resultados obtidos pelo MEC aplicado a problemas estaticos
de dominios infinitos, onde duas hipéteses da formulacio devem ser relevadas aqui, a saber:
- a fun¢fo ponderadora utilizada na formulagio do MEC é a Fungfio de Green de
Espago Completo ou Solugdo Fundamental;
- faz-se uso dos “Enclosing Elements” para se calcular as integrais que apresentam
singularidade forte (bloco diagonal da matriz H)
Vamos investigar inicialmente a convergéncia do resultado numérico em funcdo das
malhas utilizadas para discretizagdo do semi-espago, representadas na Figura (4.3), cujas

caracteristicas sdo expressas na Tabela (4.6).

Malha 1 — 109 elementos Malha 2 — 409 elementos

Malha 3 — 909 elementos

Elementos de contorno

23

“Enclosing elements

Superficie carregada

X X

X3

Figura 4.3 - Malhas utilizadas na discretiza¢do do semi-espago.
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Malha 1 Malha 2 Malha 3
n° de elementos de contorno 100 400 900
n° de “enclosing elements” 9 9 9
n° total de elementos 109 409 909
SS5<x 845 S5 <45 S5 <45
Dimensoes S<x <45 S5<x <45 S5 <x <45
0<x;<+5 0<x3<+5 0<x35+5

Tabela 4.6 — Caracteristica das malhas utilizadas na discretiza¢io do semi-espaco.

O sistema de coordenadas ¢ colocado no centro das malhas de tal forma que elas sempre
possuem simetria tanto no eixo x; quanto no x,. Estas malhas utilizam elementos constantes,
possuindo uma superficie carregada cujas dimensdes sio 2 a = 2 b, ver Figura (3.1a), onde a = b
= 1. Um carregamento unitario € aplicado na forma de for¢a de superficie 7, =1 e, como a area
carregada ¢ sempre a mesma, podemos perceber que a malha 1 possui quatro elementos
carregados, a malha 2 possui dezesseis e finalmente a malha 3 possui trinta e seis. A integragio
dos nticleos é feita com oito pontos de Gauss.

Os resultados numéricos obtidos sdo comparados com um programa computacional
implementado através da Func@o de Green de Semi-Espaco 3D dinfmico desenvolvido por
Romanini ¢ Mesquita Neto [1999] para um valor de freqiiéncia préximo a zero (na verdade é
tomado o valor de @ = 0,01). Esta implementacdo desenvolvida por Romanini ¢ Mesquita Neto
nio € baseada no MEC.

Os Graficos (4.3a), (4.3b) € (4.3c) mostram os deslocamentos normais u, na superficie (x3

= (.0) e para um valor de x; constante tomados ao longo do eixo x; .
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Malha 1 — 100 elementos de contorno (x2=1/2)

—&— 100 elementos
—&—— Mesquita Neto
e Romanini

Graficos 4.3a

Malha 2 — 400 elementos de contorno (x; = 1/4)
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Graficos 4.3b
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Malha 3 — 900 elementos de contorno (x; = 1/6)
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Graficos 4.3¢

Graficos 4.3 — Deslocamentos normais u, na superficie do semi-espaco.
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Os Graficos (4.4a), (4.4b) e (4.4c) mostram os deslocamentos normais u, em pontos

internos para uma profundidade fixa (x; = 1.0) e para um valor de x, constante tomados ao longo

do eixo x; .

Malha 1 — 100 elementos de contorno (x2=0.0)

0.6 1 N 1 7 H 1
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Graficos 4.4 a
Malha 2 — 400 elementos de contorno (x2=0.0)
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Malha 3 — 900 elementos de contorno (x; = 0.0)
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Graficos 4.4 — Deslocamentos normais #, em pontos internos do semi-espago.
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Os Graficos (4.5a), (4.5b) e (4.5¢c) mostram as tensdes normais 05, em pontos internos

para uma profundidade fixa (x; = 1.0) e para um valor de x, constante tomados ao longo do eixo

X1 .
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Malha 3 — 900 elementos de contorno (x; = 0.0)
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Graficos 4.5 — Tensdes normais ¢,; em pontos internos do semi-espago.
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Vamos ainda calcular para os mesmos pontos internos analisados nos Graficos 44) e
(4.5) as outras componentes do vetor deslocamento e do tensor de tensdes para a malha 3, que é
aquela que possui melhor discretizagio. Estes resultados estio nos Graficos (4.6a), (4.6b), (4.6¢)

e (4.6d).

Malha 3 - 900 elementos de contorno (x2=0.0)

0.12 7 T T T r T y T T
0.10 ° 0 N
i . ]
0.08 - N -
- B .\ N
0.06 - ® e -
4 ; e E
0.04 , ./-\ ® e
0.02 - / .\\- ]
5 0.00 '““’"’"'\l\ }i/ \-\I\I.—»l«—)ﬂ
0.02 - '\ /i ]
_0A04: e g \./. N
. e —#— 900 elementos 4
-OAOS-: A bt ~&-— Mesquita Neto 7
0.08 b ' e Romanini -
E ® : E
—O1Ot \.W‘. -~

-0.12 T * T 4 T ¥ ¥ * ]

-4 -2 0 2 4

eixo X,
Graficos 4.6a

Malha 3 ~ 900 elementos de contorno (x, = 0.0)

—&— 900 elementos
~-@- Mesquita Neto
e Romanini

Graficos 4.6b

78



Malha 3 — 900 elementos de contorno (x, = 0.0)
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Graficos 4.6 — Outras componentes do vetor deslocamento e tensor de tensdes em ponto internos.
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As componentes u, do vetor deslocamento e o, ¢ o,, do tensor de tensdes, que ndo
aparecem nos Graficos (4.6), sdo iguais a zero.

A analise dos graficos aqui mostrados nos leva a concluir uma coeréncia entre os

resultados obtidos pelo programa desenvolvido para este trabalho e aquele ja& existente na
literatura; quando isto nfo acontece, como é o caso do deslocamento u, no Gréfico (4.6a), esta

falta de coeréncia ndo ¢ tao discrepante e talvez uma analise um pouco mais detalhada, como por

exemplo uma malha ainda mais discretizada, fosse indicada.

4.4 Exemplo Elastodindmico Estaciondrio com Dominios Ilimitados

Este exemplo tem as mesmas caracteristicas daquele citado no item 4.3, diferindo apenas
no fato de que o carregamento agora é periddico harménico. As malhas utilizadas também sio as

mesmas, possuindo inclusive a mesma numeracio.
Os resultados obtidos sdo comparados com o mesmo programa computacional

implementado através da Fungdo de Green de Semi-Espago 3D dinamico, desenvolvido por

Romanini e Mesquita Neto [1999], j4 utilizado na andlise estatica.
Inicialmente vamos fazer uma comparagio entre o programa utilizado no item 4.3
(problema estatico) e este programa, com uma freqgiiéncia préxima de zero (w=0.01). Os

Graficos (4.7a), (4.7b) e (4.7¢) mostram os deslocamentos normais u, na superficie (x; = 0.0),

para um valor de x, constante tomados ao longo do eixo x; .
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Malha 3 ~ 900 elementos de contorno (x; = 1/6)
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Graficos 4.7 — Deslocamentos normais u, na superficie do semi-espago. Comparac@o entre o

problema estatico e quase-estatico.

Em seguida, passemos a analise efetiva do problema dinimico com os Graficos (4.82),

(4.8b) e (4.8c), que mostram os deslocamentos normais u; na superficie (x3 = 0.0) e para um

valor de x; constante, tomados ao longo do eixo x; para uma freqiiéncia w =1.0.
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Malha 2 — 400 elementos de contorno (x, = 1/4)
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Malha 3 — 900 elementos de contorno (2 = 1/6)
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Graficos 4.8 — Deslocamentos normais #, na superficie do semi-espago.




Os Graficos (4.9a), (4.9b) e (4.9c) mostram os deslocamentos normais u, em pontos

internos para uma profundidade fixa (x; = 1.0) e para um valor de x, constante, tomados ao longo

do eixo x; e também para uma fregiiéncia v =1.0.
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Gréficos (4.9a)
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Graficos 4.9 — Deslocamentos normais #, em pontos internos do semi-espago.
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Os Graficos (4.10a), (4.10b) e (4.10c) mostram as tensdes normais ©,, em pontos

internos para uma profundidade fixa (x3 = 1.0) e para um valor de x; constante, tomados ao longo

do eixo x; para a mesma freqiiéncia @ =1.0.
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Graficos 4.10 — Tensdes normais o, em pontos internos do semi-espago.
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Vamos ainda calcular para os mesmos pontos internos analisados nos Graficos (4.9) e
(4.10), as outras componentes do vetor deslocamento e do tensor de tensdes para a malha 3, que é
aquela que possui methor discretizacio. Estes resultados estdo nos Gréaficos (4.11a), (4.11b),
(4.11c) e (4.114).
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Malha 3 — 900 elementos de contorno (x; = 0.0)

0.06 1 i i ¥ T
0.04 /\'
) -
002 /. T .\x\ —&— 900 elementos
0.00 )y / | e Mesgquita Neto
R / \ e Romnanini
-0.02 /’ \
g 0,04+ ] \.\ :
B B / . T
[y ®\
006 \‘\\\- / : \ " '/ A
- 8. ~m / | K
E B SN .\ /”’ . {.» P i
-0.08 - k_ / ﬁ . .
—8 . . 4
A o @
-0.10 e o
1 T H ¥ H
-4 2 0 2 4
ixo X,
Parte real
Malha 3 — 900 elementos de contorno (x; = 0.0)
0.05 T T T T v T T T
0.04 _:' —a— 900 elementos ‘
| -a-- Mesquita Neto /]
: e Romanini /
0.03 4 ,
: /!
0.02 4 /
© 001
0.00 -
0.014
-002 I M L 1 ¥ 1
4 2 o 2 4
€ixo X,

Parte imaginaria

Grafico 4.11b

93




Malha 3 — 900 elementos de contorno (x, = 0.0)

0.08 T T T y T T

005 N -,
s AN

0.04 -

; . / \ e
43.02-\ S .
- '/ \ ®

| \ oo’ / -—&— 900 elementos N\ o
\ / - Mesquita Neto '\ /
— — 8

-0.06 1 e Romanini

0.04 - a " ®\ -
1 / ® ) .“ \ i
B “g &
0.02+ /8 . -
N
bgj 1 / 5 \ E
g —&@— 900 elementos B

0.00- / B i

/ ® @ Mesquita Neto '\\\
1 { e Romanini )
-0.02 4 \./. ,\ o
1o o
-0.04 ¢~ g

1] i H H H

-4 2 0 2 4

€ix0 X,
Parte real

Malha 3 — 900 elementos de contorno (x;=10.0)

0.04 T * T v T T T T T
0.02 b ® B

e ® " e
0.00 / \ -
] -

5 ‘ H
N /
© e

Parte imaginaria

Grafico 4.11c

94




Malha 3 — 900 elementos de contorno (x; = 0.0)
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Graficos 4.11 — Outras componentes do vetor deslocamento e tensor de tensdes em ponto

internos.
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As componentes u, do vetor deslocamento ¢ o, e o,, do tensor de tensdes, que ndo
aparecem nos Graficos (4.11), sfo iguais a zero.

Finalizando este item, seguem as Figuras (4.4) e (4.5) que representam os quadros de duas

animagBes feitas no Mathematica®, a partir do exemplo analisado com a malha 3, dos

deslocamentos superficiais normais u, para freqiiéncias @ =1.0 ¢ @ =2.0, com dezesseis

quadros por ciclo cuja seqiiéncia de apresentacfio ¢ de cima para baixo ¢ da esquerda para a

direita.

Figura 4.4 — Quadros representando a oscilagio da superficie do semi-espago para uma

freqliéncia @ =1.0
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Figura 4.5 — Quadros representando a oscilagfio da superficie do semi-espago para uma

freqliéncia @ = 2.0
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Passemos 2 analise do problema dinimico, considerando agora um material viscoelastico
e utilizando, para este fim, o Principio da Correspondéncia j4 comentado no capitulo 2 (ver item
2.3). Tomemos como fator de amortecimento 8= 0.1. O Grafico (4.12) mostra os deslocamentos
normais u, na superficie (x3 = 0.0) para um valor de x, constante, tomados ao longo do eixo x;
para uma freqtiéncia @ =1.0. Todos os graficos utilizados no exemplo viscoelastico utilizam a

malha que possui 900 elementos de contomo.
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Grafico 4.12 — Deslocamentos normais u, na superficie do semi-espago (5= 10,1).
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O Grafico (4.13) mostra o deslocamento normal u, em pontos internos para uma

profundidade fixa (x; = 1.0) e para um valor de x; constante, tomados ao longo do eixo x; também

para uma freqliéncia @ =1.0.
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Grafico 4.13 — Deslocamentos normais #, em pontos internos do semi-espago (£ = 0,1).
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O Grafico (4.14) mostra a tens3o normal &,, em pontos internos para uma profundidade

fixa (x3 = 1.0) e para um valor de x, constante, tomados ao longo do eixo x; para a mesma

freqliéncia @ =1.0.
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Grafico 4.14 — Tensdes normais o,, em pontos internos do semi-espaco (= 0,1).

100



Vamos ainda calcular para os mesmos pontos internos analisados nos Gréaficos (4.13) e
(4.14), as outras componentes do vetor deslocamento e do tensor de tensdes para a malha 3, que €

aquela que possui melhor discretizag@o. Estes resultados estdo nos Graficos (4.15a), (4.15b),

(4.15¢) e (4.15d).
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Grafico 4.15a
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Malha 3 — 900 elementos de contorno (x, = 0.0)
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Grafico 4.15b
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Malha 3 — 900 elementos de contorno (x; = 0.0)
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Malha 3 - 900 elementos de contorno (x;=10.0)
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Graficos 4.15 — Outras componentes do vetor deslocamento e tensor de tensdes em ponto internos

(B=0,1).

As componentes #, do vetor deslocamento e, e o,, do tensor de tensdes, que nio

aparecem nos Graficos (4.15), s3o iguais a zero.
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O nivel de coeréncia dos resultados obtidos, até entfo para materiais elésticos, se manteve
quando se fez a considerago de materiais viscoeldsticos.

Para finalizar a analise dos problemas de semi-espaco com um unico dominio, vamos
ilustrar uma potencialidade das implementagdes desenvolvidas neste trabalho com um exemplo
ilustrativo, sem que haja valida¢io por intermédio de qualquer referéncia.

O exemplo analisa a propagagdo de ondas no semi-espago proveniente de uma regido
sujeita a um carregamento periédico harmdnico, de freqii€ncia angular @ =1.0, mas agora com a
presenga de uma trincheira para se tentar diminuir a amplitude vibratoria propagante. A Figura

(4.6) mostra a malha utilizada na analise ¢ suas caracteristicas

608 elementos

Elementos de contorno

“Enclosing elements”

Superficie carregada

X
2 X

Figura 4.6 — Malha utilizada na discretiza¢o do semi-espago com trincheira.

Os Graficos (4.16) mostram os modulos dos deslocamentos normais #, na superficie (x3 =

0.0) para um valor de x, constante, tomados ao longo do eixo x;. Estes valores sdo medidos, a

partir da regifio carregada, antes e depois da trincheira.

Os Graficos (4.17) mostram os médulos dos deslocamentos u, para o mesmo exemplo.
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Graficos 4.16 — Deslocamentos normais u, na superficie do semi-espago (com trincheira).
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Graficos 4.17 — Deslocamentos normais u, na superficie do semi-espago (com trincheira).

Excetuando esta ultima simulaciio, com base nos resultados obtidos, daremos
continuidade ao trabalho com outros exemplos, partindo do pressuposto de que os problemas de
semi-espago, estatico e dindmico implementados neste trabalho estdo corretos.

Vamos passar agora & andlise dos mesmos itens ja estudados neste capitulo, porém

dividindo agora os dominios em sub-regides.
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4.5 Exemplo Elastostitico com Dominios Limitados — Sub-regides

O exemplo citado neste item trata de uma barra fixa-livre com area da secdo transversal
quadrada e constante de lado unitéario, sendo que a relagdo entre o comprimento e o lado da 4rea
da secdo € 12:1, exatamente como foi feito no item 4.1. Entretanto esta barra agora ¢ dividida em
regibes, possibilitando a consideragio de multiplos materiais para 0 mesmo dominio. Neste
exemplo a barra ¢ divida em duas partes iguais segundo um corte transversal e quatro malhas
distintas so analisadas conforme mostra a Figura (4.7).

A extremidade livre da barra ¢ submetida a um carregamento normal de tracio
uniformemente distribuido 7, = o, =1. Vamos admitir que as duas sub-regides sdo constituidas
do mesmo material, o que torna a barra homogénea e com resultado analitico 1D conhecido, dado
pela Equacdo (4.1) ja utilizada.

Como foi feito em todos os exemplos anteriores, vamos investigar a convergéncia do
resultado em fungio da discretizagio das malhas. Os elementos de contorno utilizados na
discretizagdo sdo constantes ¢ o niimero de pontos de Gauss utilizado na integragdo dos nucleos &
mantido fixo e igual a oito. Todos os resultados analisados s3o normalizados em funcdo dos
valores analiticos 1D.

As malhas utilizadas sdo mostradas na Figura (4.7), que traz também o numero de
elementos contidos em cada uma. Convém salientar que para todas as malhas, tanto a interface
como as duas superficies paralelas a ela, que sfo as extremidades fixa e livre da barra, possuem
16 elementos (4x4).

A Tabela (4.7) mostra o deslocamento normal médio x, na interface (x, =6,0) e na

superficie livre (x, = 12,0).
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Malha 1 Malha 2

192 elementos - (96 cada sub-regido) 256 elementos - (128 cada sub-regido)

Malha 3 Malha 4

448 elementos - (224 cada sub-regifio) 832 elementos - (416 cada sub-regido)

Figura 4.7 — Representagéo da barra dividida em duas sub-regides com suas respectivas malhas.

Analitico Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
u, (x, =6,0) 1,000 0,799 0,901 0,979 0.999
Erro relativo 20,1 % 9,9 % 2,1 % 0,1 %
u, (x, =12,0) 1,000 0,802 0,903 0,980 1,001
Erro relativo 19,8 % 9,7 % 2,0 % 0,1 %

Tabela 4.7 - Comparacdo entre o deslocamento normal médio em duas superficies de uma barra

tratada com duas sub-regides para diferentes malhas.
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A Tabela (4.8) mostra a forga de superficie média, que ja sabemos ter valor unitario, na

interface (x, = 6,0) e na superficie engastada (x, =0,0).

Analitico Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
Z (x1 =6,0) 1,000 1,014 1,009 1,001 1,000
Erro relativo 1,4 % 0.9 % 0,1% 0,0 %
t, (x,=00) 1,000 1,014 1,002 0,993 0,995
Erro relativo 1,4 % 0,2 % 0,7 % 0,5 %

Tabela 4.8 - Comparag3o entre a forga de superficie média em superficies de uma barra tratada

com duas sub-regides para diferentes malhas.

Finalmente, a Tabela 4.9 traz os deslocamentos e as tensdes normais em pontos internos
das duas sub-regides, sendo que na primeira o ponto analisado tem coordenadas (3,0;0,5;0,5) e na

segunda (9,0;0,5;0,5).

Analitico Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
u, (x, =3,0) 1,000 0,800 0,901 0,977 0,996
Erro relativo 20,0 % 9,9 % 2,3 % 0,4 %
o, (x,=30)| 1,000 0,988 0,905 0,916 0,990
Erro relativo 1,2 % 9,5 % 8,4 % 1,0 %
u, (x, =9,0) 1,000 0,800 0,902 0,979 1,000
Erro relativo 20,0 % 9,8 % 2,1% 0,0 %
oy, (x,=9,0) 1,000 0,991 0,906 0,915 0,989
Erro relativo 0,9 % 9.4 % 8,5 % 1,1 %

Tabela 4.9 - Comparag@o entre os deslocamentos e tensdes normais em pontos internos de uma

barra tratada com duas sub-regides para diferentes malhas.
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Outra vez mais, pela analise dos resultados, podemos concluir que o algoritmo e a
implementacdo utilizados para o tratamento de sub-regides estdo corretos, 0 que nos possibilita

prosseguir e aplica-lo a analise dindmica estacionaria.

4.6 Exemplo Elastodinamico Estacionario com Dominios Limitados — Sub-regioes

Como ultima analise de dominios limitados, este exemplo tem as mesmas caracteristicas
daquele citado no item 4.5 diferindo apenas no fato de que o carregamento agora € periddico
harménico. As malhas utilizadas também sdo as mesmas.

Os resultados obtidos tém como base de comparagio o célculo analitico 1D ja existente na
literatura e se daré a partir do célculo das freqiiéncias naturais dadas pela Equagdo 4.2. A analise
destas freqiiéncias segue exatamente os mesmos passos daquela feita no item 4.2.

Desta forma, vamos construir a FRF da estrutura para as varias malhas apresentadas na
Figura (4.7). Os Graficos (4.18) trazem estas FRF’s, enquanto a Tabela (4.10) mostra os valores

discretos das trés primeira freqiiéncias naturais calculadas numericamente.

Analitico Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
o, 1,000 1,069 1,024 0,980 0,980
Erro relativo 6,9 % 2,4% 2,0 % 2,0%
o, 3,000 3,156 3,067 3,067 3,112
Erro relativo 5.2% 2,2 % 2,2% 3,7%
o, 5,000 5,243 5,110 5,021 4,977
Erro relativo 4,86 % 2,2 % 0,4 % 2,3 %

Tabela 4.10 — Comparacio entre as freqiiéncias naturais numéricas e analiticas para diferentes

malhas: duas sub-regides.
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Graficos 4.18 — Fung?o de Resposta em Fregiiéncia do deslocamento normal u, do ponto de

coordenadas (12,0; 0,375; 0,375) para diferentes malhas: duas sub-regiGes.

Pela andlise dos Graficos (4.18) e da Tabela (4.10), notamos que o aumento da

discretizagdo faz diminuir o erro relativo das freqiiéncias naturais, além do fato de que, para um

valor de freqiiéncia préximo a zero, o valor do deslocamento se aproxima do valor estatico. Com

estes resultados, passemos a valida¢3o dos exemplos com dominios ilimitados.

112




Exemplo Elastostitico com Dominios Tlimitados — Sub-regides

4.7
Da mesma forma que foi feito no estudo de domfnios ilimitados com uma Unica regido,

vamos investigar a convergéncia do resultado numérico em fungfo das malhas utilizadas para
discretizacdo do semi-espago. Estas malhas estdo representadas na Figura (4.8) e suas

caracteristicas, expressas na Tabela (4.11).
Malha 2 — 1221 elementos (400 interface)

Malha 1 — 321 elementos (100 interface)
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Figura 4.8 — Malhas utilizadas na discretizagio do semi-espago com duas sub-regides.



Malha 1 Matha 2
n° de elementos de contorno 300 1200
n°® de “enclosing elements” 21 21
n° total de elementos 321 1221
n° de elementos na interface 100 400
S5<x £+5 S <45
Dimensdes 5<x, <H5 S5 <y <45
0<x3£+10 0<xy <+10

Tabela 4.11 — Caracteristica das malhas utilizadas na discretizag¢do do semi-espago com duas sub-

regides.

O sistema de coordenadas ¢ colocado no centro das malhas de tal forma que elas sempre
possuem simetria tanto no eixo x; quanto no x,. Estas malhas utilizam elementos constantes,
possuindo uma superficie carregada cujas dimensdes sdo 2a = 25, ver Figura (3.1a), onde a = b =

1. Um carregamento unitario é aplicado na forma de forca de superficie ¢, =1, e como a area

carregada ¢ sempre a mesma, podemos perceber que a malha 1 possui quatro elementos
carregados e a malha 2 possui dezesseis. A integracdo dos nucleos ¢ feita com oito pontos de
Gauss.

Vamos admitir também que as duas sub-regides sdo constituidas do mesmo material, o
que torna o semi-espago homogéneo. Desta forma, os resultados numéricos obtidos sdo
comparados com 0 mesmo programa computacional implementado através da Funcio de Green
de Semi-Espago 3D dindmico desenvolvido por Romanini e Mesquita Neto [1999] para uma
unica regiio e para um valor de freqiiéncia préximo a zero (na verdade ¢ tomado o valor
w =0,01).

Inicialmente vamos fazer uma comparagdo entre o programa utilizado no item 4.3
(problema estatico com uma sub-regido) e este programa, para constatar que a introdugdo do
conceito de sub-estruturacdo do dominio esta correta. Os Graficos (4.19a) e (4.19b) mostram os

deslocamentos normais u, na superficie (x; = 0.0) para um valor de x, constante, tomados ao

longo do eixo x; .
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Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 1/2)
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Graficos 4.19 - Deslocamentos normais u, na superficie do semi-espago. Comparagio entre o

problema com e sem sub-regides.




Como o problema estitico sem sub-regides ja foi comparado com Mesquita Neto e
Romanini [1999] no item 4.3 apresentando bons resultados, a analise dos Gréaficos (4.19)
dispensa uma comparagdo dos deslocamentos superficiais normais entre o problema de sub-
regides € Mesquita Neto e Romanini [1999].

Os Graficos (4.20a) e (4.20b) mostram os deslocamentos normais u, na interface das duas

sub-regides (x3 = 5.0) para um valor de x, constante, tomados a0 longo do eixo x; .
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Malha 2 — 400 elementos na interface (x; = 1/2)
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Graficos 4.20 — Deslocamentos normais #, em pontos na interface das sub-regides.
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Os resultados obtidos nos Graficos (4.20) sfio explicados pela analise dos deslocamentos

normais #, medidos ao longo de x, com x, =x, =0.5 como mostra o Grafico (4.21). A

diferenca entre os valores se mantém razoavelmente constante e existe continuidade na

componente do deslocamento na dire¢do medida, o que demonstra que o acoplamento entre as

duas sub-regides esta sendo feito corretamente.
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Graficos 4.21 — Deslocamentos normais %, medidos ao longo da profundidade do semi-espaco

nas duas sub-regides.

O Grafico (4.22) mostra a mesma anélise feita no Grafico (4.21), porém a componente u,

do deslocamento € verificada. Aqui também ocorre continuidade entre as duas sub-regides.
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Graficos 4.22 — Deslocamentos #, medidos ao longo da profundidade do semi-espaco nas duas

sub-regides.
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Os Graficos (4.23a) e (4.23b) mostram as forgas de superficie t;, ou tensGes normais o, ,

na interface das duas sub-regides (x; = 5.0) para um valor de x, constante, tomados ao longo do

eixo xj .
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Graficos 4.23 — Forgas de superficie normais 7, em pontos na interface das sub-regides.
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Pela analise dos resultados, vamos considerar que a implementacdo do problema estatico
ilimitado com sub-regides se mostrou eficiente.

Como os exemplos estdo se tornando mais complexos, talvez uma malha mais
discretizada serviria para uma analise mais apurada da convergéncia dos resultados, porém isto
ndo foi conseguido com a plataforma de programacfo utilizada neste trabalho.

Outra sugestdo que cabe para tentar melhorar os resultados, seria utilizar elementos
lineares ou quadraticos

Utilizando o conceito de sub-regiles, vamos tentar simular a interago entre o solo e a
fundagfo, tratando cada uma das partes como sub-dominio de um mesmo problema. A fundagfo ¢
tratada como um dominio limitado, ao passo que o solo, como ilimitado.

A malha utilizada para simular este exemplo ¢ mostrada na Figura (4.9). Um

carregamento unitario 7, =1, uniformemente distribuido, é aplicado em toda a superficie superior

da fundacdo para a andlise de um problema estético cujo resultado é conhecido.

736 elementos / 100 na interface

Fundacio (elementos de contorno)

Solo (elementos de contorno)

“Enclosing elements”

X
2 Xy

Figura 4.9 — Malha utilizada na discretizacfio solo-estrutura.

O Grafico (4.24) mostra os perfis de deslocamento normal u, e forga de superficie 7, na

interface da fundagfo, considerando-a flexivel e apoiada sem escorregamento sobre o solo. Para

isto adotou-se 0 Modulo de Elasticidade Transversal da fundacfio 100 vezes menor que o do solo
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(Gsoto = 100 Gfindagao). As orientagdes x, ¢ x, representam os niimeros de elementos utilizados

por direcdo.

Forga de Superficie

Graficos 4.24 — Perfis de deslocamento u, e forga de superficie ¢, na interface — fundacéo

flexivel.
Devido a relagdio entre os G's, este modelo pode ser comparado a em carregamento

aplicado “diretamente” no solo, ou seja, na interface o deslocamento normal deve ir aumentando

das bordas para o centro ¢ a forca de superficie deve ser constante de valor unitario.
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O Grafico (4.25) mostra os perfis de deslocamento normal u, e fora de superficie ¢, na

interface da fundacfo, considerando-a rigida e apoiada sem escorregamento sobre o solo. Para
isto adotou-se o Mddulo de Elasticidade Transversal da fundagfio 100 vezes maior que o do solo

(Gfundagﬁo =100 Gsolo).

Forca de superficie

Graficos 4.25 - Perfil do deslocamento u, e forga de superficie ¢, na interface — fundago rigida.

Devido 4 relagdo entre os G's neste modelo, a fundagfio pode ser comparada a um corpo

rigido, ou seja, na interface o deslocamento normal ter valor constante e a forca de superficie
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deve ir diminuindo das bordas para o centro, o solo sempre sob compressdo, com uma variagio
grande perto destas bordas.
Em vista destes resultados e considerando-os bastante razoéveis, passemos para a analise

do problema din@mico estacionario ilimitado também com divisfo do dominio em sub-regides.

4.8 Exemplo Elastodindmico Estacionario com Dominios [limitados — Sub-resides

Este exemplo tem as mesmas caracteristicas daquele citado no item 4.7, diferindo apenas
no fato de que o carregamento agora € periddico harmdnico. A analise é feita apenas para a malha
1 do exemplo anterior que possui 321 elementos, ja que n3o foi possivel executar o programa
com a malha 2, na plataforma utilizada para o trabalho.

Os resultados obtidos sdo comparados com o mesmo programa computacional
implementado através da Fungdo de Green de Semi-Espago 3D dinimico, desenvolvido por
Romanini e Mesquita Neto [1999], ja utilizado na analise estatica.

Inicialmente vamos fazer uma compara¢do entre o programa utilizado no item 4.7
(problema estatico com sub-regides) e este programa, com uma freqiiéncia préxima de zero

(@ =0.01). O Gréfico (4.26) mostra os deslocamentos normais u, na superficie (x; = 0.0) para

um valor de x; constante, tomados ao longo do eixo x; .

Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 1/2)

0.8 ; . . , . . . , ,
0.7+ |

08 | —8— estatico
A - dindmico | |
0.5 4
. 0.4 -

3 : 5
03 H i
J e N J
0.2 ’ 4
0.1 T T . i
@ &
0.0 T i T v T T T T
4 2 0 2 4
eixo X,

Grafico 4.26 — Deslocamentos normais u, na superficie do semi-espago. Comparagio entre o

problema estatico e quase-estatico.
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Em seguida, passemos a anélise efetiva do problema dindmico com os Gréficos (4.27) que

mostram os deslocamentos normais u, na superficie (x; = 0.0) para um valor de x; constante,

tomados ao longo do eixo x; para uma freqiiéncia @ =1.0.

Malha 1 - 100 elementos na interface (x; = 1/2)

0.5 Y T T T T T

0.4 —@— 100 elementos |-
® - Mesquita Neto
0.3 e Romanini | .
0.2 - p
=7 014 R
2
0.0 - / .
-0.1 N y .
~ 4

4 2 1
-0.2 .

H i H H i

-4 -2 0 2 4

eixo X,
Parte real

Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 1/2)

0.1 ._,,,»',"—13\ T
7 \ —— 100 elementos
0.0+ \. -~ Mesquita Neto -
4 '\ e Romanini
0.1 \ -
5 024 \ J -

1
L=]
o

Parte imaginaria

Graficos 4.27 — Deslocamentos normais #, na superficie do semi-espaco.
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Os Graficos (4.28) mostram os deslocamentos normais u, na interface das duas sub-

regides (x3 = 5.0) para um valor de x; constante, tomados ao longo do eixo x; para uma freqiiéncia

w=1.0.

Malha 1 ~ 100 elementos na interface (x, = 1/2)

T T ; . .
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1 . ~a-- Mesquita Neto ]
0.00 - ) \:\ e Romanini ]
A\
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\\ -
“«\- e
-0.04 - H H ]
-0.06 - \g ¥ / ]
0.08 ; . : i : . ; . '
-4 2 0 2 4
&ixo X,
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Malha 1 - 100 elementos na interface (x; = 1/2)

T T ! ' ) !
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001 ] ’. / \, .
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7
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& Romanini

0.00 - 7
-0.02 7

T T ! ! J

4 2 0 2 4

eixo X,

Parte imaginéaria

Graficos 4.28 — Deslocamentos normais #, em pontos na interface das sub-regides.
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Para verificar a continuidade nos deslocamentos ao longo das duas sub-regides, os

Graficos (4.29) e (4.30) sdo mostrados em seguida.

Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 1/2)
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Malha 1 - 100 elementos na interface (x; = 1/2)
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Parte imaginaria

Graficos 4.29 — Deslocamentos normais u, medidos ao longo da profundidade do semi-espaco

nas duas sub-regides.



Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 1/2)
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Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 1/2)
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Graficos 4.30 — Deslocamentos normais «, medidos ao longo da profundidade do semi-espago

nas duas sub-regides.
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Os Graficos (4.31) mostram as tensdes normais o, na interface das duas sub-regides (x;

= 5.0) para um valor de x; constante, tomados ao longo do eixo x; para uma freqiiéncia @ =1.0.

Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 1/2)
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0.12 - o -

0.08- / \\ 1

0.06 —_ ./ \o

- ‘® L]
& 004+ o/ \

1 14 —&— 100 elementos \ :
0.02 " // e Mesquita Neto \ ]
0.00 - ; e Romanini 4 B
(.02 / \ ek
-0.04 -

T T 1 M H T I

-4 -2 0 2 4

eixo X,
Parte real

Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 1/2)
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Graficos 4.31 — Tensdes normais o, em pontos na interface das sub-regides.
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Os Graficos (4.32) mostram os deslocamentos normais u, em pontos internos para uma

profundidade fixa (x3 = 3.0 — 1% sub-regio) e para um valor de x, constante, tomados a0 longo

do eixo x; para uma freqiiéncia @ =1.0 .

Malha 1 — 100 elementos na interface (x; = 0.0)
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Graficos 4.32 — Deslocamentos normais #, em pontos internos da 12 sub-regido.
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Os Graficos (4.33) mostram os deslocamentos normais #, em pontos internos para uma

profundidade fixa (x3 = 7.0 — 2° sub-regido) e para um valor de x, constante, tomados ao longo

do eixo x; para uma freqliéncia @ =1.0.
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Graficos 4.33 — Deslocamentos normais %, em pontos internos da 2° sub-regifo.
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Os resultados obtidos se mostraram bastante satisfatérios com alguns desvios (tensdes
normais na interface e deslocamentos normais em pontos internos na 2 sub-regido por exemplo).
Como sugerido no item 4.7 para tentar melhorar estes resultados discrepantes, uma melhor

discretizacio na malha ou a utilizacsio de elementos lineares ou quadraticos seria um investimento

Necessario.
Vamos simular agora a intera¢fio dindmica entre o solo ¢ a fundac@o. A malha utilizada

para simular este exemplo é a mesma mostrada na Figura (4.9). Um carregamento unitario 7, =1

periodico harménico, uniformemente distribuido, é aplicado em toda a superficie superior da
fundagio sob uma freqiiéncia de excitagio @ = 0.01, tornando o problema quase-estatico. Os
resultados aqui obtidos devem ser semelhantes aqueles obtidos na simulagdo do problema
estatico, fato que pode ser comprovado pela analise dos Graficos (4.34) e (4.35).

O Grafico (4.34) mostra os perfis de deslocamento normal u, ¢ forga de superficie ¢, na
interface da fundagéo, considerando-a flexivel e apoiada sem escorregamento sobre o solo. Para

isto adotou-se 0 Modulo de Elasticidade Transversal da fundagio 100 vezes menor que o do solo
(Gsolo =100 Gﬁxnda;&o) -
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Forca de Superficie

Gréficos 4.34 — Perfis de deslocamento u, e for¢a de superficie 7, na interface — fundagfo

flexivel.

O Grafico (4.35) mostra os perfis de deslocamento normal u, e forga de superficie 7, na

interface da fundacfio, considerando-a rigida e apoiada sem escorregamento sobre o solo. Para
isto adotou-se o Modulo de Elasticidade Transversal da fundacio 100 vezes maior que o do solo

(Gﬁmdag:&o = [00 Gsola)-
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Forg¢a de superficie

Graficos 4.35 - Perfil do deslocamento u, e forga de superficie ¢, na interface — fundagio rigida.

Para finalizar este item, ¢ apresentado um estudo dos deslocamentos lineares da fundacdo
em fungfo da freqiiéncia de excitagio, para alguns carregamentos particulares. A malha utilizada
¢ a mesma da Figura (4.9) e os resultados aqui obtidos sio comparados com aqueles mostrados

por Mesquita Neto em 1989 na sua tese de doutorado.

Vamos considerar uma forga harmonica e unitaria F, aplicada na superficie da fundacgo
rigida e verificar o deslocamento normal »; num ponto qualquer da estrutura. Vale lembrar que

devido ao fato da fundago ser rigida, o deslocamento ¢ constante em qualquer ponto da estrutura.
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Os Grafico 4.36 traz estes

Mesquita Neto [1989].

resultados e uma tabela anexa com alguns resultados obtidos por

0.8

0.6~
045-—.-
041
0.3—:

0.2

B
074 -\.\.

.0
0.0

T T
0.5 1.0

o B—Beg_
- .,
@

T T
a5 1.0

® | u, -presente | u; - Mesquita @ | u, -presente | u, - Mesquita

trabalho Neto trabalho Neto
0.0 0.72 0.72 0.0 0.00 0.00
0.5 0.65 0.62 0.5 0.25 0.28
1.0 0.46 0.42 1.0 0.40 0.40
1.5 0.26 0.24 1.5 0.40 0.36
2.0 0.14 0.14 2.0 0.34 0.30
2.5 0.09 0.08 2.5 0.28 0.28

Parte real Parte imaginaria

Graficos 4.36 — Deslocamento u, em funcéo da freqiiéncia de excitag@o para uma forca F,

harmodnica e unitaria.
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Em seguida vamos analisar o deslocamento u, quando uma forca harménica e unitéria F

¢ aplicada a estrutura. E util frisar que um resultado simétrico, como era esperado, foi obtido

quanto ao deslocamento #, medido a partir da aplicacio de uma forca F,.

0‘8‘“_.§.\.\-\-\a - X //’/.’./-‘.Q.\.\'\-\I\l |
S o4 - ] /-/
— - 0.2+ //-
e 041—: /
0.0 T T T 0.0 4 T T T
@ | u, -presente | u, - Mesquita @ | u; - presente | u, - Mesquita
trabalho Neto trabalho Neto
0.0 0.81 0.80 0.0 0.00 0.00
0.5 0.74 0.72 0.5 0.25 0.22
1.0 0.57 0.52 1.0 0.42 0.40
1.5 0.38 0.40 1.5 0.46 0.44
2.0 0.23 0.24 2.0 0.43 0.42
2.5 0.15 0.16 2.5 0.37 0.36
Parte real Parte imaginaria

Graficos 4.37 — Deslocamento #, em fungdo da freqiiéncia de excitaio para uma forca F

harmoénica e unitaria.

Em vista de todos os resultados obtidos neste capitulo, vamos admitir que uma ferramenta
computacional que pudesse representar um modelo para anilise numérica de interagio dinfmica
solo-estrutura foi desenvolvida com resultados bastante razoaveis, finalizando assim este

capitulo.
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CAPITULO 5

FORMULACAQ DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
APLICADO A DOMINIOS ILIMITADOS AXI-SIMETRICOS

Geometrias axi-simétricas, ou corpos de revolugdo, sdo formados pela rotacio de 360° de
um plano sobre um eixo dado, chamado eixo de simetria rotacional. Em coordenadas cilindricas,
0 eixo z € o eixo de simetria, enquanto » e §sdo as diregdes radial e angular respectivamente (ver
Figura 5.1).

Ha varios problemas em mecénica dos sélidos que apresentam este tipo de geometria e
muito freqiientemente esta mesma particularidade também ocorre nas condigdes de carregamento.
Este € o caso considerado neste trabalho, ou seja, a existéncia da simetria axial tanto na geometria
quanto no carregamento.

Tais problemas podem ser completamente representados analisando-se qualquer plano que
passa pelo eixo de simetria rotacional, isto é, o plano 7z. Desta maneira, as dimensdes do
problema sio reduzidas de trés para duas: radial e axial. Os valores das grandezas ao longo de 6
sdo constantes. O desenvolvimento do MEC axi-simétrico € feito a partir da solugiio fundamental

tridimensional e posterior integragdo sobre & como mostra Becker [1992].

5.1 Formulacio Elastostatica Axi-simétrica

Inicialmente vamos definir o sistema de coordenadas axi-simétricas. Ha trés direcbes

(chamadas cilindricas): radial (r), axial (z) e angular (6). Para que possamos diminuir uma
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dimensdo, a solugio fundamental tridimensional é transformada de coordenadas cartesianas
(xl,xz,xB) para cilindricas (7,6 z) e entfio integrada analiticamente em relagdo a 6, para que
tenhamos niicleos e fungdes com componentes apenas radial e axial.

A Figura (5.1) representa um problema com um dominio axi-simétrico arbitrario, sendo o
ponto fonte & de coordenadas (R(£).6(£).Z(£)) e o ponto de campo x de coordenadas
(r(x),e(x),z(x)). As letras maitisculas indicam as coordenadas relativas ao ponto fonte, enquanto

as minusculas, relativas ao ponto campo.

v Superficie S

-------
-------------
..........
.0
Y
Y
o
°
0

- s,
5 .
'.;
I.. K ‘.‘
e o
- X, o
a o
-------

.
. wss
--------------------

.......................
------
,,,,,
““““
.
o
o
o

R(& z(x)

. o
--------------------

\—_—/ Z(8)

Figura 5.1 - Representacio de um dominio axi-simétrico.

A Equacdo Integral de Contorno tridimensional para problemas elastostaticos (1.26) pode

ser transformada em uma Equagdo Integral de Contorno axi-simétrica através da transformagio
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de coordenadas ja mencionada (ver Figura 5.2), acarretando uma mudanga na integral de

superficie dS para uma integral de linha d/ usando a seguinte relagio:

/|
y ds (x)
L Vad

/ dr (x)

Figura 5.2 — Transformagdo de coordenadas cartesianas em cilindricas para representacdo de uma

superficie.
dS(x) = r(x) d6(x) dI"(x) (5.1)

Os vetores de deslocamento e forca de superficie em & e x podem ser calculados nas

direcdes radial e axial como segue:

u, (&) = u, (5)cosB(%) ; 0, =u,senb&); 1) =u, ()
1) =1,(£)c0s8(E); LE@=1,Esend©);  LE)=1,©)
,(x) =1, (x)c0s0(x); () =1, ()senb(x);  uy(x) =u,(x)
(x) = 1,(x)c0sO(x); L@ =1,@send®); 4 =1,()

(52)
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Admitindo /&) = 0, temos:

u, (&) =u,(£); u,(§) = 0; 1y (&) =1, (&)
hE)=1,8); (&) =0; £(&)=1.()
u, (x) =, (x)cosO(x); () =u,(Dsenb(x);  w(x)=u,()
1) =1, (x)cos B(x); L) =L,@sen0(x); () =t,(x)

(5.3)

A Equacao Integral de Contorno tridimensional (1.26), escrita em coordenadas cartesianas

¢ sem as forgas de corpo, pode ser representada de forma mais explicita como:

Cy Cn G || #(S) t;l(g’x) t;z(gox) tl;(é:rx) u, (x)
G Cx o ||wl@) |+ [15ED LEN 5@ |u&)|dsk)=
Gy Cxn Cy f|Us(6) t; (S,x) 1;2 (Qtax) [;3 (&, %) || us(x)

un(§,%) u(6,x) up (&%) [4,(x)
= [0 w0 w0 |46 |dSk)
U3 (%) unpEx) w6 L@

(5.4)

Mas a mesma equag@o escrita em coordenadas cilindricas se torna:
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¢, € G ||u,(E)
Cy €y Cn 0 |+
Cy C3p Caz || U, (é:)

o (50 5Ex) 4,9 u, ()c0s6(x)
* Ir L 15,5 15,(8,%) 15:(&,%) | u, (X)senb(x) | r(x) dO(x) dI (x) =
x—-t; (59 )C) Z;Z (5’ )C) I;B (f,X) U, (X)

[ur,&x) urEx) uy x|z, () cosb()
up (E,%) uy(E,%) uy(€,%) |1, (x)send(x) | r(x) d0(x) dI(x)

-1

A

L_u;(éax) u;,_(cf,x) u;(f,x) t,(x)
(5.5)
ou ainda
¢, ¢, O ||u.(S)
€y C; Cp 0 |+
Cy €y Cay || u.(8)
z"r;(«f,x)cosem t, (€, x)senf(x)  17,(&,x) [u, (x)
+ L jo N 6(E,x)c0s0(x)  15,(E,x)senb(x) 1,(E,x) || u, (x) | r(x) d6(x) dI(x) =
6,8, cosO(x)  1,(£,x)senO(x) 13, (£,x) | u, ()
Jun€x)eosb(x) up(Ex)send®  wyy (&) |1,
= [ [T #n&0)cos0®) u, (& x)senb(x) w3 (&%) | 1, (%) |r(x) d0(x) dI (x)
3y (&%) cosO(x)  ui, (&, x)senB(x) u,(£,%) | 2.(x)
(5.6)

Percebendo que as componentes %, (x) e ¢, (x) aparecem nas duas primeiras linhas de seus

respectivos vetores, ainda podemos escrever :
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¢y G O ||u (&)
Cyp € Gy 0 |+
€y €y Gy [, (E)

n(Ex)c0s6() 1 sen0() ED]
T R P R TS e Jr(x)d@(x)dm)--
1216 2)0s0(0) + £, (£, x)sen () £, (&,x) |-
o] (6000860 ui (€ )send() @
= [ "l U (E,%)cos0(x) + 1, (6,x)senB(x) (£, %) L’(XJ #(x)d6(x)dr(x)
5, (&%) 08 O(x) +ul, (£, x)senO(x) 1y (&,x) |7
(5.7)

Devido ao fato de numa geometria axi-simétrica o problema no plano 7z ser desacoplado
do problema em &, ou seja, o seu tratamento ¢ bidimensional, podemos representar

completamente um problema axi-simétrico reescrevendo a Equagio (5.7) como:

{Cu 613:1[”’(5)}+
¢ €y || u,(5)

. f Izzr_tgl(g‘,x)cos@(x)+t1}(§,x)sen9(x) z%(g,x)“'[u,(x) () d6(x) d(x) =
T 15, (&,x)cosO(x) + 1, (&, x)senB(x) 15, (E, %) || u. (%)
- rﬁ”ui‘;(g,x)cose(x)+ui;(<§,x)sene(x) u{s(g,x)}[t,(x)} () d6(2) 4 o)
720 uyy (£, x)cosO(x) +u,, (£,x) sen H(x) us(E,x) | 1, (x)
(5.8)
Chamando
£ (&%) = ;1;[— [ @) cos8() + 23, (£, x)sen6(0)] a0 () (5.9a)
« 1 pr .
60 == [ 460 do(x) (5.9)
1 (&,x)= 5.};? L u [z; (&,x)cosO(x) +1,,(&,x)sen e(x)] dé(x) (5.9¢c)
@0 =5 760 d6() (5.94)
T
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(&0 = 2 [ 60 00860 + 4, (6, x)sen ) () (5.102)
w0 = o [Tul €0 do() (5.10b)
i 60) = 5= [, (6 x)005006) + 4, (6. x)sen 0] a6 () (5.100)
L (E0) =5 [0 do() (5.10d)

Podemos reescrever a Equacido (5.8), nas coordenadas 7 e z como segue:

I e A e e [ EC AR

~an([1E7 e yart

(5.11)

NUCLEOS ELASTOSTATICOS AXI-SIMETRICOS

O nucleo de deslocamentos da formulagdo tridimensional elastostatica, citado
anteriormente como tensor de Stokes e que representa a chamada Solugfo Fundamental, pode ser

expresso, como ja o foi na Equac@o (1.18), assim:

1 3 r(&,x) 8 r(&,x)
3-4v)s, 5.12
uy(6.x)= 1671 (l v)[r(cf x)}[( V)i + dx;,  Ox 6-12)
Esse niicleo tridimensional foi transformado de coordenadas cartesianas (x,,x,,x,) para

cilindricas (r, 6, z), como mostrado no conjunto de Equagdes (5.10). Substituindo-se agora a
Equacdo (1.28) em (5.10), obtemos o conjunto de Equagdes (5.13), cujas demonstracdes

encontram-se no Apéndice A.
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w (& x)=2AJ% (3—41/)(1-—200520:) . (Rg——rx)z(l—zcosza)—-élR:rxcos4a Ja
m ’ C(1-m2 senza)% C3(1~m2 s,enza)s/2
(5.13a)
u (£.)= 24 I%{(Ré, —#, +2r, cos® cx)(Zz'f ~zx) e 5.13b)
’ C3(1—m3sen2a 2
uzr(&x)=2AF/z (Rg-—rx—zRfcosza)(Zf—zx) e (5.130
’ C3(1——m2 sen’ )
T _ 2
um=2Aj/2 3-4v -+ 2.-2) _\da (5.13d)
° C(l«mzsenzoe)/2 C‘"(l—mzsenzoz)/2

E conveniente comentar que as componentes do nucleo de deslocamentos apresentadas
acima ndo s3o integrais em relagéo a @(x) como nos sugere o conjunto de Equacdes (5.10). Isto
ocorre porque houve uma outra transformagio de coordenadas (a orientacdo angular 6 do ponto
de campo x do sistema de coordenadas cilindricas foi substituida por O(x)=r-2a). Este
artificio facilitara o tratamento numérico destas integrais como sera visto mais adiante.

Embora todas as passagens envolvendo as transformaces do conjunto de Equagdes (5.10)
no conjunto de Equagdes (5.13) estejam no Apéndice A, é interessante deixar explicitas nessa

parte do texto algumas variaveis introduzidas nesta iltima transformagZo, que séo:

1
A= = (5.142)
C=|R@+r@) +(2@©) - 2)]? (5.14b)
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_2AR&) r@)*
C

(5.14c)

Analisando as varidveis acima e o conjunto de Equagdes (5.13), notamos que as
componentes do nucleo de deslocamentos ainda apresentam singularidade e nZo podem ser
integradas pelo Método da Quadratura Gaussiana Padrio; por isto, lanca-se méo de um artificio,

que ¢ a transformac@do das integrais destes niicleos em integrais elipticas do primeiro e segundo

tipos, representadas por K (m,%) e £ (m,% ), respectivamente, como mostra o Apéndice B.

Com isto, as Integrais que contém o parametro (1 - mzsenza) podem ser transformadas nas

integrais elipticas acima citadas. Desta forma, as componentes do niicleo de deslocamentos sio

expressas como seguem, € as demonstragées destas transformagdes encontram-se no Apéndice C.

u, (.x)= ‘ﬂ?)%ﬁ B av + [REY + ) +(2(0)- ) [+ (2(0)- ()7 K .74+
{ 06— av) 2OV REY + ()" +(2(0)- () l}g (m,%)}

D
(5.152)
L AR = CELCEE T
(5.15b)
()= _4(_2_(%6_(_)){4 n74) REF =+ 2l0)=cta) (m’%)}
(5.15¢)
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O L
(5.15d)

com 4, C e m ja definidos anteriormente em (5.14) e

D =(R(E)-r)) +(z()-=(x)) (5.16)

Os nucleo de forgas de superficie pode também ser calculado a partir dos nitcleos
tridimensionais. Entretanto, devido & complexidade destes iltimos, é necessario uma consideravel
manipulagdo algébrica antes que ele possa ser expresso na forma de integrais elipticas. Uma
aproximac@o mais facil se consegue usando as relagdes cinematicas deformacio-deslocamento e
as equagdes constitutivas para expressa-lo diretamente em termos do niicleo de deslocamentos ja

calculado. Com isto, as componentes deste niicleo axi-simétrico podem ser escritas como segue:

t,(&x)=2ultn, +1,n ] (5.17a)
t(&x) =2ultn, +1,n,] (5.17b)
t, (& x)=2ultn, +tn.] (5.17¢)
t.(&x)=2ultn, +1n, ] (5.17d)

O Apéndice D mostra estes niicleos especificando as variaveis 0 S

IMPLEMENTACAO NUMERICA

As integrais elipticas podem ser expressas como séries de termos com singularidade
logaritmica (ver Apéndice C). Desta forma, uma anslise mais detalhada dos niicleos nos mostra

que, quando houver o comportamento singular nas suas integracdes, a ordem da singularidade €
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O(In(l/7)) e O(1/7) para os niicleos de deslocamento e forca de superficie respectivamente. Isto
torna possivel a integracdo dos termos diagonais do nucleo de deslocamentos pela Quadratura
Gaussiana Logaritmica [Stroud e Secrest 1966], cuja férmula é dada em termos das coordenadas

normalizadas 77 como mostra a Equagio (5.18).

a2 =3, 16,) 61

7=0 77 gl=1

onde N ¢ o numero de pontos de integragio, » o © Wgr 80 as coordenadas gaussianas logaritmicas

e os fatores ponderadores (pesos) associados, respectivamente.

O mesmo esquema de integrag@o ndo pode ser usado para os termos diagonais do miicleo
de forgas de superficie, mas, aqui também, langa-se mao da consideragiio do movimento de corpo
rigido como ja discutido no Capitulo 1.

Porém, na formulagdo axi-simétrica, ndo & possivel considerar o0 movimento de corpo
rigido na diregdo radial, pois qualquer movimento nesta diregdo resultara em forcas de superficie
diferentes de zero. Assim, a melhor maneira de lidar com este problema é usar o movimento de
corpo rigido somente na dire¢o axial e uma outra condi¢do na direcfio radial.

Se considerarmos que o sistema de equagdes [H Hul}= [G]{t}, mostrado na Equagio

(1.35), pode ser escrito para um problema axi-simétrico como:

Hrr HTZ ul’ — Grr GIZ tr 5 19)
Hzr HZZ i] uZ i B Gzr GZZ U tZ i ( .

podemos admitir entdo um deslocamento unitéario #, = 1, tendo como conseqiiéncia uma forca de

superficie nula z, = 0.
Com isto, nas sub-matrizes de [H ] , 0s coeficientes da diregdo z, H_ e H_, podem ser

escritos como segue:
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[H”} i [H"J =1,2,3 (5.20)
= — comi=1,4, yees D .
H_|. H,_|,

zz i

onde p € o nimero total de pontos nodais.
Os tinicos coeficientes que ainda nao foram calculados sio os H, e H ., da diagonal, que

podem ser expressos em termos dos outros coeficientes como temos abaixo:

et -t ] 20 L

;
comi=1,23,...p (5.21)

»uM

onde p € o numero total de pontos nodais.
Fixando as forgas de superficie nas direcbes r e z e calculando os valores correspondentes
dos deslocamentos, o lado direito da Equag3o (5.21) pode ser determinado. Qualquer conjunto de

condi¢des de forgas de superficie pode ser usado desde que seja aplicado em qualquer geometria.

Vamos escolher o seguinte conjunto de condicdes de tensdes.
G, =04 =1; o.=0 (5.22)

Estas condigles de tensbes sdo equivalentes as tensdes planas nos problemas
bidimensionais. Usando a Férmula de Cauchy (relagio tens3o - forca de superficie) e as Equagbes

Constitutivas (Lei de Hooke), a seguinte correspondéncia entre forgas de superficie e

deslocamentos pode ser determinada.

u, = (1;;/] r; u, = (‘Ezvj z (5.23)
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Substituindo essas for¢as de superficie e deslocamentos na Equagio (5.21), os termos

diagonais da matriz [H ] na direcdo radial, H, e H, podem ser explicitamente calculados como

segue:

parai=123...p (5.24)

onde r e z sdo as coordenadas do no.

Convém comentar que se o ponto fonte &£ estiver no €ixo z, u, se torna zero € isto torna
impossivel o calculo dos termos da diagonal na Equagio (5.24). Entretanto, neste caso nfio ha
necessidade de fazer este calculo porque o deslocamento radial no eixo z deve ser zero para
qualquer problema axi-simétrico; portanto, ndo é necessario incluir estas equa¢des particulares no

sistema de equacdes global.

5.2 Formulacio Elastodinimica Estacionaria Axi-simétrica

Igualmente ao que foi feito na formulagdo do MEC para problemas dinimicos
estacionarios tridimensionais em coordenadas retangulares (Capitulo 2), a maneira de se tratar a
singularidade dos nucleos de forcas de superficie para os mesmos problemas em coordenadas
cilindricas também passa pelo artificio conhecido como regularizagio da integral singular. Para

demonstrar este procedimento usaremos a seguinte convencgo de indices:

3D  =problema tridimensional (coordenadas cartesianas);
AXI  =problema axi-simétrico (coordenadas cilindricas);
EST = problema estatico;

DIN = problema din&mico.
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A equacgdo (2.8) pode ser representada agora, com estas novas convencgdes, para o

problema dindmico tridimensional como:
& (&) (&.0)+ [ 16 5.0) 0 om 4, (5,0)dS(x) = [ 145 (E,%,0)ap. o 1, (5,0)dS(x)
(5.25)
Somando e subtraindo o problema estatico tridimensional ao problema dingmico, temos:
¢y(E)u; (& 0)+ [[15(E.x,0)p oy, (v,0)dS(x) +

J.S t;' (‘fsx> w)(sD,EST) U; (x>a’)dS(x)" Lf; (é:’xaa’)(sz),Esr) U; (x,a))dS(x) =
= L”; (‘faxaa))(ap,u‘w) Z; (x,a))dS(x)

(5.26)

ou de forma mais concisa:

Cy (i)uj (‘:Ea (0)"" J.s [t; (f,x, w)(sp,um) - t;' (5awi)(3D,EST)] U; (x, a))dS(x)+
J‘St;‘ (f,X, a))(BD,EST) U; (x,a))dS(x)= (5.27)

= Lug (fa X, a))(3D,DIN) Z; (x, co)dS(x)
que quando transformado num problema axi-simétrico, pode ser escrito como:

¢y, G0+ [ [T %0)0pom) ~ 1 (%0000 |4, (. 0)d0 dI (x) +
- [ 50)p sary 0, (v, 0) 0. (x) = (528)

27 .
= J.r.‘:) Uy (é’x’w)(w,um) Z; (xaa))de df(x)

ou ainda:
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Cy ("S)uj (§> a’)+ _‘; E” [t; (f,x, w)(so,om) - t; (fs X, CO)(BD,EST)] U; (xr a))d9 dr(x)+
[ 456.%,0) g psry 1, (. 0)dl () = (5.29)

= L‘ u; (§> x:w)(w,DIN) L (x,a))df(X)

A integral da diferen¢a dos nucleos dinfmico e estatico na Equacdo (5.29), nio apresenta

singularidade quando executada da maneira expressa acima porque ela possui a mesma ordem de
singularidade nos dois problemas (1/ r? para a forca de superficie), e, com isto, tal integral pode

ser resolvida pela féormula padriio de Quadratura Gaussiana. J4 as integrais dos nticleos estaticos
axi-simétricos foram anteriormente resolvidas no item 5.1. Com isto, é possivel fazer as trés

integrais de (5.29).

5.3 Formulacdo KElastodindmica Estacionaria Axi-simétrica Aplicada a Dominios

Ilimitados

Todas as consideragdes feitas na formulagdo do MEC aplicado a dominios ilimitados no
Capitulo 3 valem neste item e também aqui, devido a impossibilidade de se aplicar diretamente o

artificio do movimento de corpo rigido para calcular as integrais singulares do ntcleo

t; (f,x,a))( wu.sT)» © Semi-espaco € arbitrariamente estendido por um mimero de “Enclosing

Elements” (EE), criando deste modo um contorno ficticio fechado para que, agora sim, possa ser

aplicado o referido artificio. Isto € mostrado na Figura (5.3).

Elementos de Contorno
superficie truncada (Suec)

T 1 1 -=Fp r

T

“Enclosing Elements”
B contorno ficticio Sgg

z ¥

Figura 5.3 — Superficie truncada e contorno ficticio axi-simétricos.
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5.4 Exemplos Elastodinamicos Estacionarios Axi-simétricos Aplicados a Dominios

Tlimitados

Para tentar validar o programa computacional desenvolvido neste trabalho que simula problemas
com simetria axial tanto na geometria escolhida para truncar a malha do Semi-espago como no
carregamento, faremos a comparagio deste com outro analogo que utiliza o mesmo programa
computacional implementado através da Funciio de Green de Semi-Espaco 3D dinimico
desenvolvido por Romanini e Mesquita Neto [1999] j4 utilizado no Capitulo 4. As Figuras (5.4)

mostram como sdo feitas as duas simulacdes.

Figuras 5.4 a e b — Problema axi-simétrico e outro analogo em coordenadas cartesianas.

Em ambas as simulagdes foram tomadas areas iguais para as superficies carregadas; na
geometria axi-simétrica, esta 4rea possui raio unitério. O carregamento é normal a superficie e
também tem valor unitario ¢, =7, =1. Na simula¢io feita via MEC, foi utilizada uma malha com
80 elementos de contorno constantes e 15 “Enclosing Elements”.

O Grifico (5.1) mostra os deslocamentos normais #, =u, calculados na superficie do
semi-espago (z=x; =0,0) e tomados ao longo dos eixos radial » (no caso axi-simétrico) ou

x, = 0,0 (no caso 3D em coordenadas retangulares).
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O Grafico (5.2) mostra os deslocamentos normais u, = u, calculados em pontos internos
tomados ao longo do eixo z = x; na origem dos sistemas de coordenadas axi-simétrico (» = 0,0) e

3D retangular (x;, = x, =0,0).

Malha com 80 elementos

0,5
—a— 80 elementos
;;;;;;;;;; - Mesquita Neto
b=} e Romanini
:
&
e
5
£ ek
S 0/-/'
S .
[ —
0,14 B
o
'O~2 1 ¥ H 1
0 1 2 3 4 5
eixor
Parte real
Malha com 80 elementos
0,14 'Y —
* e -
/ . I
= 00~ s
=
=
2
° 0,1
5
§ 0,2+
(=]
k=] —&-— 80 elementos
W .
% 03h__7 p e Mesquﬁav Neto
- € Romanini
P
‘0‘4 H T 1 T
0 1 2 3 4 5
eixor

Parte imaginaria

Gréfico 5.1 — Deslocamento normal u, = u, na superficie do semi-espaco.
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Malha com 80 elementos
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Grafico 5.2 — Deslocamento normal u, =u, em pontos internos do semi-espaco.

Embora a comparagio dos deslocamentos calculados pela implementacio do MEC tenha
sido feita apenas com um problema analogo, os resultados obtidos aqui s3o satisfatérios,

indicando que esta modelagem pode ser levada adiante € comparada com um problema idéntico.
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A implementag@o para tensbes em pontos internos e a divisio do dominio em sub-regides

ndo foram feitas até este estagio do trabalho.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O que se pretendeu neste trabalho foi criar uma ferramenta computacional baseada no
MEC, bastante genérica e que pudesse simular, além da propagacdo de ondas no semi-espaco, a
interag@o dinémica solo-estrutura. Estes dois meios (solo e estrutura) foram tratados como duas
sub-regides de um mesmo dominio, e em conseqiiéncia disso, é possivel também dividir o solo
em sub-regides para simular sub-camadas.

Para que tratassemos, na formulagio e implementagio do MEC, de problemas dinimicos
no semi-espago, percebeu-se que eram necessarios alguns passos anteriores: formulacdo e
implementa¢dio do MEC para problemas elastostaticos em meios limitados; formulacdo e
implementagdo do MEC para problemas elastodindmicos também em meios limitados;
formulag@o e implementagdo do MEC para problemas elastostaticos em meios ilimitados (semi-
espago) e finalmente formulacdo e implementagio do MEC para problemas elastodindmicos em
meios ilimitados, este sim representando a interagio dinimica solo-estrutura.

No decorrer deste passos, trés artificios se destacaram e foram primordiais para a
implementacio do MEC: consideragdo do movimento de corpo rigido utilizado para o calculo dos
blocos diagonais da matriz H, regularizagio da integral singular utilizada para a solucdo de
problemas dindmicos também com a finalidade de calcular os blocos diagonais da matriz H e
finalmente os “Enclosing Elements” que permitiram a aplicaciio do movimento de corpo rigido
para o tratamento de dominios ilimitados.

Fazendo uma discuss?o final sobre os programas desenvolvidos neste trabalho, niciemos

por aquele que trata do problema elastostatico aplicado a dominios limitados, cuja validagio foi
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feita através de um exemplo de uma barra fixa-livre e apresentou resultados, tanto em
deslocamentos como em forgas de superficie ou tensdes, que convergiam para o valor analitico a
medida que o modelo era melhorado através de uma discretizagio maior da malha de elementos
de contorno. J4 a validagio do mesmo exemplo para problemas dinimicos estacionarios se deu
ndo s6 de maneira quantitativa, através do calculo das trés primeiras freqiiéncias naturais da
estrutura, como também de maneira qualitativa, através da representacdo esquematica dos trés
primeiros modos de vibrar da barra.

Na valida¢do do programa utilizado para o problema elastostatico aplicado a dominios
ilimitados, percebeu-se bons resultados através da convergéncia dos valores de deslocamento e
tensdes a medida que as malhas eram refinadas. A comparago foi feita com outro programa
computacional implementado por Mesquita Neto e Romanini [1999], que foi desenvolvido para
problemas elastodindmicos, mas, como ja foi citado, esta comparacio foi feita tomando-se
freqiiéncia préxima a zero.

Uma qualidade semelhante & anterior foi obtida nos resultados do problema
elastodindmico aplicado a dominios ilimitados. Convém ressaltar aqui que alguns resultados
obtidos neste topico apresentaram uma tendéncia de convergéncia mas talvez poderiam ainda ser
melhorados com uma discretizagdo da malha ainda mais refinada. Ocorreu, entretanto, que o
ambiente de desenvolvimento destes programas os executa até um numero de elementos que se
aproxima daqueles utilizados pelas maiores malhas mostradas neste trabalho; desta forma, com
esta ferramenta, ndo foi possivel utilizar malhas mais refinadas.

Em seguida, na anélise do problema de sub-regies, para validar a implementagdo do
algoritmo, iniciou-se pelo problema estatico de dominio fechado e posteriormente o dinimico,
representados por uma barra fixa-livre. Os resultados mostraram convergéncia, em relagio a um
analitico semelhante, 4 medida que malhas mais discretizadas eram usadas. Uma vez que estas
implementagdes tenham funcionado, partiu-se para a analise do problema estatico ilimitado que
nos mostrou resultados de boa qualidade nos exemplos utilizados, qualidade esta que se manteve
para o problema dinamico ilimitado. Volta-se a frisar que, para o tipo de elemento adotado,
malhas mais discretizadas poderiam ser analisadas.

Sem perder de vista que a idéia inicial era a montagem de uma ferramenta computacional
que analisasse a interagdo dinamica solo-estrutura através de sub-regides pelo MEC, pode-se

dizer que o objetivo foi alcancado, mas o célculo de algumas grandezas ainda deve ser
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melhorado, principalmente em sub-regides, deste modo, a implementacio do mesmo programa
com elementos lineares ou quadréticos seria o primeiro passo a ser dado para torna-lo mais
eficiente.

A construg@o de um pré-processador também se torna relevante pois, como foi visto, em
problemas 3D ja se comega a analise com um numero de elementos razoavelmente grande, o que
torna quase inviavel a construgdo manual dos arquivos de entrada. Todas as malhas utilizadas
aqui foram construidas com auxilio do Ansys®.

No que diz respeito 4 implementago axi-simétrica, a validacdio do programa aqui
desenvolvido ainda deve ser feita tomando por base uma técnica que simule exatamente o mesmo
tipo de geometria do carregamento e da malha truncada. Sugere-se que o célculo de tensdes em
pontos internos e a divisdo do dominio em sub-regides também possam ser acrescentados ao

programa posteriormente, acrescentando seus resultados a este trabalho.
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APENDICE A

Nucleos elastostaticos axisimétricos de deslocamento expressos em coordenadas

cilindricas referenciados no Capitulo 5.

Neste apéndice, estes nucleos sfo expressos fazendo-se a substituicio dos nicleos

tridimensionais, mostrando-se os passos envolvidos.

u, (5’ .X) = E];_Zj f” [ull (5’ X)COS Q(X) + u12 (5: X)sen H(X)] de(]f)

1 er 1 1
)= [ }[ }
2 { 1672 (=) [0~ 5,0 + () - K @F + (5,00 - 1, &)F

(xl (x)— X, (5))2 }
3-4 )
A SE e ey Ay e o

] 1 :
16 (1) ] [(x, () - X, + (6,0 - X, + (00— X, @ |

(x,(x) = X,(&)) (x,(x) - X, (&)
[(xl D= X&) + ()~ + G- @ | [

Fazendo a transformac@o O(x)=7r-2a

e lembrando que

X,(O=RE)cosO&)=RE); X&) =RE)send(&)=0; XO)=2)
x;(x) = r(x)cosd(x); x,(x) = r(x)senf(x) ; X, (%) = x, (%)
temos:
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u,,(&,x) = [zn-l 67;12(1 - V)J

A ] 3-4v
_[ 7 cos(r —2a)+
7 LI cos(e - 20) - R@)F + (r(x)sen(s - 20)f +((x) - 2(&)f I

N (r(x) cos(z — 2a)- R(cf))2 i COS(ﬂ' _ 2a)+
] [(r(x) cos(z - 2a) = R(&)F +(r(x)sen(r - 2a)f + (z(x) - Z(&) FZ ]

. (r(x) cos(n' - Za)— R(g‘))(r(x) sen(;rr - 205)) / sen(rc B Za)} da
i [(r(x) cos(zz - Za)-— R(é))2 + (r(x) sen(fz - 205))2 + (z(x) -Z (5))2}3/2 )

Considerando agora as identidades
cos(z ~2a) = sen’ a —cos’ a e

sen(z —2a) = 2sena cosa podemos escrever:

u,(&,x)= [m}

f/z i ' (B3-4v) (sen2 a - cos’ a) ‘ .
7 i _(r(x) (sen2 a —cos’ a)— R(f)f +(r(x)2sena cosa) +(z(x) - Z(&)F }lé |
N (r(x) (se:n2 a —cos’ a)— R(é,‘))z(sen2 a —cos’ a) _ .
i _(r(x) (sen2 a —cos’ a)~ R(af))2 +(r(x)2senacosa) +(z(x) - Z(©&)Y Fé |
. (r(x) (sen2 a —cos’ a)— R(cf)) (r(x)2senacosa) (2sena cosa) _ da
i [(r(x) (sen2 a - cos’ a)~— R(af))z +(r(x)2senacosa) +(z(x) - Z (cf))zf/2 |

lembrando que sen’ @ +cos’a =1 temos:
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=

7 - (3——41/)(1—2005205) | _+
i i _(Y(X) (Sen2 a —cos” a)—- R(f))z + (i‘(x)Z Senacosa)z + (Z(x) B Z(é))z-lz |
+ — r@ (1-2c08’ a)- RE&)F (1-2005" ) | | .
- '(r(x) (Sen2 o = cos’ a)_ R(‘f))z +(r(x)2senacosa)f +(z(x) - Z(&)) _3/2 i

+ (’”(X) (1 —2cos° C() R(f)) (4r(x)sen acos a)
[(r(x) (sen2 a - cos’ a)-— R(f)) +(r(x)2senacosa) +(z(x) - Z(&)Y f/

R

A _ (3-4v) (1—2cosza)
/] 1 +
72 i [(r(x) (se:n2 a —cos’ a)- R(/j)p)z +(r(x)2 senccosa ) +(z(x) - Z(g‘))z]/2

(r(x) - 2r(x)cos’ & - R(¢))

+ T = |+
(r(x) (sen® & —cos? )~ RE)J +(r(x)2senacosaf +(z(x) - Z(©)) |

B/

_(r(x) (sen” @ —cos? @)~ R(&)f + (r(x)2senacosaf + (z(x) - 2(£)) |

. (r(x) 27(x)cos’ a — R(f))(l 2cos’ a)+4r(x)cos a —4r(x)cos* « —}da

agrupando agora os dois tltimos termos do integrando, resulta

u,(£x)= {m}

f/z i (3-4v) (1—-2cosza) _ — N
7 ] [(r(x) (sen’ & —cos’ a)- R(&)f + (r(x)2senacosa ) +(z(x) - Z(g))z_12 |
. | (r(x) = 2r(x)cos* @ = R(&)) (r(x) + 2r(x) cos’ & - R(E)) i
i [(r(x) (se:n2 o —cos’ af)— R(g))2 +(r(x)2senacosa) +(z(x) - Z(&)) _32 |
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u,, (%)= [IE;’;}(TSTJ

f/z { (3-4v) (1——2005205) +
E [(r(x) (sen® & - cos® a)- RE)J +(r(x)2senacosal +(z(x) - Z@)y Fé

) { (R@) = r(x))(1-2c08* @)~ 4R(€) r(x) cos* io
[(r(x) (sen2 a —cos’ a)— R(cf))2 +(r(x)2senacosa ) +(z(x) - Z(&)} T/z

manipulando o termo

(r() (sen® @ —cos? @)~ R(&)) +(r(x)2sencrcosa) +(z(x) - Z(&))
concluimos que ele & igual a

(R +r@)) +(Z(©)~2)) -4r()R(&)sen’ &

Fazendo

1
C167u(-v)

C=[R&)+r@) +(2()- 2008

ARG r()”
C

temos por enquanto:
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u,(&,x)=
=24 f/2 {{ (-4v) (1 ~2cos’ 0:)} + [(R(i) —-r(x)f (1 —2cos? a)—- 4R(&) r(x) cos® a” da

C (1-——m2 senzoz)l/g C3(1~—m2 senza)%
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4 (65) =5 [l (6. ) 0]

u,(§.x)= 51;; {m}

1
- x@F + (@ - 1. + () - X, ]‘4

(500 = X, )N () - X,(£) } 48(x)
(5 =X (O +(5,0) - X,©)f +(r,(2) - X, (&)Y

Fazendo a transformacio O(x)=7m-2c

e lembrando que

X1(8) = R($)cosO(S) = R(S) ; X,(§)=R(&)senb(£) = 0; X,(&)=2Z(&)
x,(x) =r(x)cosf(x); x,(x) = r(x)senf(x) ; X, (x) = x, (%)
temos:

u,(£,x) = [mmr;zz(l- V)J

-l 1
& { (-G cos(z - 2) - rE)Y +<r<x>sen<7z-za»2+<z<x>—z<<f»2P4

: (r@)c05(z - 20)- REWot) - 2(2) [l
i (r(x) COS(ﬂ' - Za) - R(f ))2 + (r(x) sen(ﬂ - 2a))2 + (z(x) -Z (f ))2
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Considerando agora as identidades
cos(z —2a)=sen’ a —cos’ « e

sen(r — 2a) = 2sena cosa podemos escrever:

a 1
%{{ [(r(x) (Sen2 o —cos’ a)- R(f)f + (r(x)Zsena cosoz)2 + (z(x) - 27(5))2}y2 J
{ (r(x) (sen2 a - cos’ a)-— Rp) (z(0)-2,) Bd
a

(r(x) (sen2 a —cos’ a)—- R(cf))2 +(r(x)2senacosa) +(z(x) - Z(&))

lembrando que sen’ @ +cos’a@ =1 temos:

u (&%) = [‘1'6;7}(1—.?5}

f; { 9 2005 a)- R(©)) 9 - 2() da
- [(r(x) (sen’ &~ cos> @)~ R(&)J + (r(x)2senarcosa)’ +(z(x) - Z(&)) F

manipulando o termo

(r(x) (se:n2 a —cos’ 0:)-—-R(§))2 +(r(x)2sena cosa)’ +(z(x) - Z(&))

concluimos que ele € igual a

(RE) +r(®)) +(2(&) - 2(x)) —4r(x)R(E)sen’ a
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Fazendo

1
P
167° (1——v)

c=[&@+ ) +(2© - 20y ]

1

2RO r®)
C

[N

temos por enquanto:

u_(&,x)=24 f/z{(R(cf) —r(x)+ 2r(x)cos’ a)(BZ(g) - z(x)) da
C3(1--m2 sen’ a)é
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 (E.3)= 5 [y (E0)c05005) 10 (&, W)sen 8] 462)

w (63) =

27 i 1 } 1
L { 6m (1) h(xl()o ~X,©OF + (50 - X,©F +((0- Xmﬂ%}
[ () - XO)x ) - X&) H cosf(x)+

| (5,(0) = X, @) + (5,0 - X, +(5,(x) - X, (&)

H G J{ 1 4
1671 (1=)] [(x,(0) = %,(&)F + (5,0 - X, + (1 (x) - X,&)F ]

(5, () = X,(&)) (x,(x) - X,(&))
{(Jﬂ DX @) + (00 - GEOF +m-G@F | P[0

Fazendo a transformagio  6(x) =7 -2

e lembrando que

X, (&)= R(&)cosb(5) = R(S); X,(8)=R(&)senb(£) =0; X;(8)=2(S)
X, (%) =7(x)cosf(x); x,(x) = r(x)senf(x) ; X, (%) = x; (%)

temos:
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o (6:3) = [2;:167:;12(1 v)}

e !
L {H [(r(x)cos(ﬂ -2a)-RE)f + (r(x)sen(z - 2a)) +(z(x)- z(£) }% }

[ (2(x) = 2(£)) ((x)cos(z ~ 2a) - R(¢)) Tcos(ﬁ_,m%
(r(x)cos( - 200) - RE)Y + (r(x)sen(r —20)) + ((x)- ZE)) j

1
[- [(r(x) cos(z - 2a) - R(E)F + (r(x)sen(z - 2a)f +(z(x)- Z(£)} }%}

(z(x) - ZE)Nr(x)sen(z - 22)) H}
| (rlx)eos(z —20)~ RE)Y +(r(x)sen(r - 20)) + (z(x) - Z ()}

Considerando agora as identidades
cos(z —2a)=sen’ @ —cos* e

sen(7z —2a) = 2sena cosa podemos escrever:
o (6%) = [167: u (- v):J

f (z(x)-2(&)) (r(x) (sen2 a —cos® a)—— R(é)) (sen2 a ~cos’ a)
7| | 2 > 2P
1L _(r(x) (sen a —cos’ o:)-— R(f))2 +(r(x)2 senacosa) + (z(x) - Z(&)) |

. (z(x) -Z (5)) (r(x)2 sen ¢ cos a) (2 sen a cos a)
[r) (sen® & —cos* @)~ R©)Y + (r(m)2senacosa ) + (2(x) - ze)y| |

da

lembrando que sen’ o +cos’ ¢ =1 temos:
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u, (£,x)= {R‘?;l’(ii‘v“)]

I‘/z { _ (z(x) - Z(&)) (r(x) —2r(x)cos’ @ — R(cf)) (1 —2cos’ a)
% i .(r(x) (se:n2 a —cos? a)-— R(f))2 + (r(x)2 SenQ cos cx)2 + (z(x) - Z(f))ZIV2 |
. (2(x) - Z(&)) (4r(x)) [cos* & - cos* ) ]
. da
i _(r(x) (sen2 a —cos’ a)-— R(ﬁ))2 +(r(x)2senacosa) +(z(x) - Z(z_f))z}% i

-+

u, (¢,%)= {Té?f}zl'(f“)jj

f/Z{ (2() - 2(9) (r(x) - R(E) +2R(E)cos’ )
% ¢ ood do
- [(r(x) (sen o —COos a)— R(f))2 +(r(x)2senacosa) + (z(x) - Z(é))ZFZ

manipulando o termo

(r(x) (sen® @ —cos® @)~ R(&)) +(r(x)2senarcosa )’ +(z(x) - Z(&))
concluimos que ele ¢ igual a

(RE) +r(@)) +(Z(&) - z(x)) —4r(x)R(E)sen’ &

Fazendo

1
P
1672u(1-v)

¢ =R +r@) + (2@ - =) |
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_2AR&) ()"
C

temos por enquanto:

u(£,x)=24 f/z {(R(f) ~7(x) = 2R(&) cos> a) g/Z(f) - z(x))} e
C’ (1 —m*sen’® a)/2



o) =5 [l (6:3) 40(3)]

4a(6:) zggfﬂ{:l6ﬂy1ﬁ—v)}{ : }

U(xl ()= X,(O) +(x,(x) - X, ) +(x) - X,©©)) }Vz

(3-4v)+ _ E@-%@F
i ) () = X (O +(x,(x) = X, + (6 - X, ) 40

Fazendo a transformagio  6(x) = 7 - 2a

e lembrando que

X, (&) =R(§)cosb(8) = R(S); X,8)=R(&)senb($) =0; X;(8)=2(5)
x,(x) = r(x)cosO(x) ; x,(x) = 7(x)sen O(x) ; x,(x) = x, (%)

temos:

-2
u,(5,%) = [27;167&1 (1- VJ

_% i 1
E {- [(r (x)cos(z — 2a)- R(E)) + (r(x)sen(z - 2a)f +(z(x) - Z(&)) Fé }

(- )+ (z(x) -2©)) }} o

(r(x)cos(z - 2a) - R(&E)Y + (r(x)sen(z - 2a)) + (z(x) - Z(&))

Considerando agora as identidades
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cos(z —2a) = sen’ @ —cos’ & e

sen(z - 2a) = 2sena cosa podemos escrever:

1
u,(&,x) = [m:i

% :
fgﬂmuﬂﬁﬁa—mﬁa%R@ﬁ+@@ﬂmmmmaf4ﬂﬂ—ﬂﬁyﬁ}
{(3 —4v)+ ( e }da

r(x) (sen2 a —cos® a)—- R(é_f))2 +({r(x)2senacosa)f +(z(x) - Z(&))

1
= )

4

f/z ﬂ (3 - 4v)
& [(r(x) (sen® @ —cos® @)- R(&)) + (r(x)2senacosar) +(z(x) - Z(é))z}yz

+{ (2 -2 a
- a
[(r(x) (sen® @ —cos’ar)- R(&) +(r(x)2senacosa) + (z(x) - Z(cf))"'}%

manipulando o termo

(r(x) (sen2 o —cos’ a)-— R(cf))2 +(r(x)2senacosa) +(z(x) - Z(&))

concluimos que ele € igual a

(R(E&)+7r(x)) +(Z(&) - 2(x))’ —4r(x) R(&)sen® &
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Fazendo

!
R S
167%u(1-v)

c=[®@+r@) +z@ -2y

2R )"
C

temos por enquanto:

a4 [ 3-4v (Z©)-z()f
zz =24 ]
’ f {C(l—-m2 senzoc)/2 +C3(1—m2 sen’ a)% o
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APENDICE B

Integrais elipticas do primeiro e segundo tipos refenciadas no Capitulo 5. Estas integrais

elipticas que aparecem nos nucleos axisimétricos sfo escritas nas formas:

K(m%)= fém da B1)
E(m,%)= f/£V1~mzsenza da (B.2)

onde m € chamado médulo, K (m,% ) e E (m,772 ) sdo as integrais elipticas completas do

primeiro e segundo tipos respectivamente.

As integrais elipticas podem ser escritas em formas de séries como seguem abaixo:

K (m,%)zlnél-%-?:_; a, (1=m?} +In(——1—j Bﬁuzl b, (1-m2)1] (B3)

1-m?

E (W%):HZ} ¢ (1-m*) +In (l_lmz)[i}; d, (1~m2)‘] (B.4)

onde n ¢ o numero de coeficientes a,,b,,c; e d, usados nas aproximagdes. Para o

proposito deste estudo, serd usado n = 5 onde a média de erro é estimada em 10® % [Becker

1992].

Os coeficientes a;,b;,c; € d, necessérios para estas equacdes foram calculados como:
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a; = 0.096578619622
a, =0.031559431627
ay =0.023761224857
a, = 0.025962888452
as =0.0066398011146

b, = 0.12499929597
b, =0.070148757782
by =0.044983875539
b, =0.018751660276
bs =0.0018472341632

¢, =0.44315287472
¢, =0.057566998484
¢y =0.031761145524
cq = 0.030662347457
cs = 0.0076529606032

d; =0.24999920273

d, =0.093564907830
d; =0.0542605244438
d, =0.021836021169
ds =0.0021247918284

Algumas integrais relevantes na formulag@io axisimétrica envolvendo cos o podem ser

transformadas em integrais elipticas como seguem:
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/

[ cos’ @ y da=—lz—[(2-m2)E(m,%)—-Z(l——mz)K(m,%)]

(1 —m?sen® a)
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APENDICE C

Nicleos elastostaticos axisimétricos de deslocamento expressos em fungfo das integrais

elipticas referenciados no Capitulo 5.

Este apéndice contém as passagens para sair da representaciio dos niicleos como estfio no

apéndice A e representa-los em fungfo das integrais elipticas.

ey 24" {(3 (14,/27(: 2Cﬂ {(R(é) o)f gz(lzc;s a) ;u)e/( Mﬁcos“&” da

u,,(f,x)=2A{(3“4v){f/Z( ! 1da-—2£% cos’a lda}r
1- al?

C m*sen’a}? (1-—m2 sen’
2 2
+(R(§)~3r(x)) f/z 1 : da—zf/z cos’ & _da |+
C (1-m?sen’a)” (1-m?sen’a)”

4R(&) (x) f/ cos’ &
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u,,@,x)*%{?»—m2<3—4v>(1—-m2> 208, —r,f | 8REN(3)1- Z)JK A

m’ C’m? C’m?*
2B3-4) , RE)-r()f  2ARE)-r(x m’
'{ "> C2(1 m) Cm 2( - £2 )} ( ’A)}

ap6s algumas manipulagdes matematicas, concluimos que:

1oz = RE) () +(Z(6) - =(x))

m C2

m® _ RE)=-r(x))’ +(2(£)-z(x)]
m* 4R(§) r(x)

1=m®_[RE)-r(x)) +(2E)- () ke

mt 16R(§)2 + r(x)2

2-m* _(RE) +r(x) +(2() - ()
- SRE) r(x)

e fazendo D = (R(E)-r(x)) +(Z(£)-z(x))’ temos que:
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24[[,_,, . 26-4)|RE)-r()F - (2©)-=e.2)] ®E)-r) |
u,(§x)="=1/3

2R 1, 2R(§ ) r(x)

R E- f),

2R(€) r(x)
[_ @G-4)C  (RE)-r()f  RE)-r&)) |
2R(&) r(x) D 2R(€) r(x

R(EY +r(x)f +(Z(£)-z(x)) z
2RE) ) } £l )}

u, (£,x)= m{b —av +[REV + () +(2(0)- 20 ]+ (2(6)- 20 [ .74+
o -(a-an) ¢ ZHAANBED () ) ()0 e (m,%)}

D

0 (60)= 2oy B4+ RO+ +(200) -2 | (20)- 2 e 75+
[ 20— 4)- EO=V REP + oY (20) o) ]}E(ma%)}
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0 (6x)=24 [ { (R(‘f)“r(’z;}fj(xl""szf) (Vf(:)—zu»} da

() 2A2E)- z(x)){ RO da ) aas

c’ (1 m’ sen’ a)/ (1 mzsenzoz)a/2

ff e

A

c’ 1—m?

i) - ZAEILRE) (1) o S LUV ASTNA)

u ()= 24 (Z(gl"z(x)) {2;(;) AN (R(éf)r(X) Mx)) £ m A)}

m

lembrando que:

L2 = RE)-r&)) +(2(8) - =(x))°

CZ

(2(¢)-=(x)) . rx
e e LG = R A

e fazendo D = (R(&)- r(x))’ +(2(&)- z(x))? temos que:

\ )2 (z(gz—z(x)){z g(%) [ X (m’%)_[ r(2) - REY ;(Z(:)— () J £ (’”’%ﬂ}
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—zlx r(x) - ? 4 — z(x))® p
WRRLLED { K)o ~REY +EE)=k? A)}

183



u, (£%)=24 EA{(R(@ 7(x)-2R(£)cos> aXZ(f )—z(x )} N

C3(1 m* sen a)/

() 2A2E)- (’C)){R@L - L r(x)g L

3
C m’ sen a)/ 1 m* sen a)/

"ZR(f)f 1 m” sen’ a)/ }

m

e 1o T A B PR I AR |

w(ex)= 22 (Z(gz—z(x)) {—zg(z:) X (m’%)+[1€(§)~r(x) . 2R(2§)J . %)}

4 2
m 1-m m

lembrando que:

(RE)-r(x)) +(Z(<f) ()

1-m’ =

24(Z(£)-z(x)) 2/, | 2RE) r(x)-2r(x)’ x
w )= {zr(x)[ kn7 )**( C*—4RE) ) “JE (’"’5)}

e fazendo D = (R(i)-— r(x))2 + (Z (§)~ z(x))2 temos que:
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el MGy M o - )]

C? 2r(x)

u () = A(z(&)—z(x)) {—K (m%)+ RV - (=) ;(Z(f)— (x))? . (m%)}

r(x) C
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u,,(£.x)=24 ‘E%{ -4, (2@)-) } da

Cl1—m? sen’ ayé C*(1-m? sen? a}%

uzz(é,x)=2A{3“4" f/?( PN o )y R

1 3
c 1-m’sen’a}? C

C? 1-m

uzz(cg,x)=2A{3—C4vK(m>%)+ (2(€)-z()f 1 2 E(m,ﬂz)}

lembrando que:

o (RE)- r(x))z (2(6)- =)

R (2(6)- )y .
) { Km73)- C[R@- ) + @)=Y £b7, )}
e fazendo D = (R(£)-r(x))* + (z(£)- z(x))? temos que:

1 6)-243 2 K ) EEAD g

o) 2 6-0) e LA ()
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APENDICE D

Nucleos elastostaticos axisimétricos de forgas de superficie referenciados no Capitulo 5.

Aqui estes nucleos também sdo escritos em funcZo das integrais elipticas.

£, (Ex) =2u[on, +1,n,]
f,;,(f,x) = 2/’1 [Zis’nr +t4nz]
1, (&.x)=2u [t5nr +tsnz]

tzz (éax) = 2/” {t'lnr +t8nz]

onde:
4 3 BF(Z(&)-z(x))
"SRG {QVM 2T e }K(’”’%)*"
R@A . ){ Y [R©7S +(2(&) - 20V +r()* ]+

2BF

+5[R(¢>2F+(Z(5)-z<x))2M]

<o [£ (n7)

- A(Z(f)'-z(x))[z) (2v-3)+-C§;(Z(5)—Z(X))2J K m7)+

R(&) r(x)CD

A(Z(&) - z(x))
R(&) r(x)CD

[3(2(5) - z(x)f - B(2v - 3)

|2 bnzg)

A H 2
R(E)CD [—D (1- 2v)+~é-2-(2(5) ~ z(x)) } K (m,%%_

4 . 8FR(E) ;
R(E)CD [’ 2@ -2f +H (-2v)-=7 2=(2() - 2(0) }E (m,74)
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AZE-z)] D 2
= Ch {()”cz i }K(m%%—
A(Z(©&) - 2(x)) B
CcD [4 () r(x)? DC2 (Z@ Z(x)} ( / )

A F 2
b= S P D(1-2v)- —C-Z—(Z(f) ~ z(x)) } K (m%)+

A(Z(&) - z(x)) : 4BF
s [—3(Z<5)—z(x>) +F (1-2v)-= ] E [m,7%4)

= 74(Z(i)D Z(X))I: (Z(f) Z(x))zji ( /2)+
2A(Z(2)“Z(x))[(1 2v )+ (Z(f) z(x))J ( A)

As constantes 4, B, C, D, F, H, M, N, S e V sio definidas como seguem:

1
T (l-v)

B=R(E) +r(x)* +(2(&) - z(x))

c=[r@)+r0) +@© - )]

Il

D=(R(&) -r(®) +(2(&) - z2(x))

F=R(&)* -r(x)* +(Z(&) - z(x))’
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H=r(x)’-RE)? +(Z(&)-z(0))

M =2R(&)* +r(x)* +2(Z(&) - z(x))

N=2R(E)? +3(Z(&) - z(x))
S =2R(E)? =3r(x)* +4Z(&) - z2(»))

V =3r(x)* +2(2(&) - z(x))
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