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Estudo Comparativo entre Elementos Finitos Isoparamétricos
das Familias Serendipity e Lagrangeana para
Analise Estatica de Placas e Cascas.

RESUMO

Em 1970, Ahmad apresentou uma formulagdo, para a analise de placas e cascas, baseada
na degenera¢do de um elemento solido tridimensional, através da redugdo de sua dimensdo na
direcdo da espessura. O campo de deslocamento era, entdo, interpolado a partir das fungdes de
forma da familia Serendipity e, para a obten¢do das caracteristicas do elemento, utilizava-se
integra¢do numérica consistente. Os resultados obtidos por este elemento foram excelentes para
situagdes de placas e cascas moderadamente grossas, atendendo, portanto, a teoria de Reissner.
Contudo, com a redugdo da espessura, o elemento tornava-se excessivamente rigido e os
resultados ndo tendiam, como era de se esperar, aqueles da teoria classica de Kirchhoff para
placas e cascas finas. O objetivo deste trabalho € o estudo comparativo, na analise estatica de
placas e cascas, entre o desempenho, utilizando-se infegragdo numérica consistente, do elemento
finito isoparamétrico, quadrilateral, quadratico, da familia Serendipity e do elemento
isoparamétrico, quadrilateral, quadratico, da familia Lagrangeana, obtidos, ambos, a partir da
formulagdo de Ahmad, pretende-se estabelecer, dentre os dois elementos, qual € o mais adequado
para iniciar o desenvolvimento de um elemento finito subparamétrico do tipo hierarquico,
baseado no conceito da aproximag@o p, visando retirar a caracteristica de rigidez excessiva do
elemento de Ahmad, para as situagdes de placas e cascas finas.



Comparative Study of Isoparametric Finite Elements
of the Serendipity and Lagrangean Families
in the Static Analysis of Plates and Shells.

ABSTRACT

In 1970, Ahmad presented a formulation for the analysis of plates and shells, based on the
degeneration of a three-dimensional solid element, by reducing its dimension in the thickness
direction. The displacement field was then interpolated through the shape functions of
Serendipity family and, in order to achieve the element characteristics, consistent numerical
integration was used. The results were excellent for moderately thick plates and shells
applications, in accordance with the Reissner's theory; however, with the reduction of the
thickness, the element became excessively rigid and the results did not tend to those of the
Kirchhoff's theory for thin plates and shells. The purpose of this work is the comparative study in
the static analysis of plates and shells concerning the performance, considering consistent
numerical integration, of the isoparametric, quadrilateral, quadratic finite element of Serendipity
family and of the isoparametric, quadrilateral, quadratic finite element of Lagrangean family,
obtained, both, from the Ahmad's formulation. The main purpose is to establish, between both
elements, which is the most adequate to start the development of a subparametric hierarchical
element, based on the p-approximation concept, removing the characteristic of excessive rigidity
of the Ahmad's element for the situations of thin plates and shells.



Capitulo 1 Introducao

CAPITULO 1

INTRODUCAO

As placas e as cascas sao componentes estruturais, respectivamente, planos e curvos, que
apresentam sua espessura muito menor que suas outras dimensdes; encontram grande aplicagdo
na industria moderna, especialmente, mecanica, naval, aeronautica, petroquimica, aeroespacial,
nuclear e, também, na construgdo civil. A espessura é medida na diregdo perpendicular a sua
superficie média e, quando comparada as outras dimensdes, determina seu comportamento. Assim,
pode-se estabelecer a seguinte classificagdo [1]:

(a) Se a relagdo entre a espessura, #, e uma dimensdo caracteristica, a, de sua superficie média ¢
menor do que 1/20 (Va < 0,05), tem-se o caso de placa e casca finas [2], que se caracterizam por
seguir as hipoteses de Kirchhoff [3]:

(la) Um elemento reto da placa ou casca, normal a sua superficie média, apos a
deformagdo, permanece perpendicular aquela superficie € mantém seu comprimento inicial:
esta hipotese € equivalente a desconsiderar as tensdes de cisalhamento atuantes na diregdo
da espessura, bem como, a deformagdo especifica na diregdo perpendicular a superficie
meédia.

(2a.) As tensdes normais a superficie média sdo pequenas em comparagio com as outras
tensdes e podem ser desprezadas; esta hipotese ¢ equivalente a desconsiderar a energia de
deformagdo correspondente a estas tensdes.

(b) Se a relagdo entre a espessura, #, e uma dimensdo caracteristica, @, da superficie média é maior
ou igual a 1720 (ta 2 0,05), as tensdes de cisalhamento na dire¢do da espessura tornam-se
importantes e ndo podem mais ser desprezadas. Neste caso, se um elemento reto da placa ou casca
¢ normal a sua superficie media, apos a deformagdo, ele permanece reto, mantém seu
comprimento inicial, porém, nao € mais perpendicular aquela superficie. Esta é a hipotese basica
de Reissner, que caracteriza placa ou casca moderadamente grossas [1].
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Em 1970, Ahmad [4] apresentou uma formulagdo baseada na degeneragio de um elemento
solido tridimensional, através da redugdo de sua dimensdo na diregdo da espessura (Figura 1.1),
nesta formulagdo, considera-se que as normais & superficie média permanecem retas, apos a
deformag@o, sem, contudo, continuarem normais a ela; este fato, possibilita que sejam levadas em
conta as tensdes de cisalhamento na dire¢do da espessura; desconsidera-se, ainda, nesta
formulagdo, a energia de deformagao correspondente as tensdes normais a superficie média, com o
objetivo de se obter um melhor condicionamento numérico, visto que estas tensdes sdo de valores
muito baixos.

(a)

Figura 1.1: (a) Elemento solido tridimensional; (b) elemento de casca, obtido a partir da
degenerac@o do elemento solido tridimensional.

A geometria do elemento € descrita pelas coordenadas dos nos, i, situados na superficie
média e por vetores nodais V3; (Figura 1.1), que definem os pontos, que estdo fora desta
superficie. Em cada no, consideram-se cinco graus de liberdade, sendo trés deslocamentos globais
(1;,v;,W;) e duas rotagdes locais (@; e f5;) do vetor ¥3; em torno de dois outros vetores: V; e
V,;, normais a ele.

A matriz de rigidez do elemento € obtida da maneira usual, a partir da integragdo numérica
da expressao:

JLE,J_II[B]T[D] [B]|d&dnds (11)

através da utilizagdio de 2 pontos de integragdo na diregdo { e, para o caso de elemento
quadratico, (3x3) pontos de integra¢do na superficie média (& e ), caracterizando, assim, uma
integragdo numérica consistente, uma vez que este é o numero de pontos necessario para

2
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integrar exatamente a Equagdo 1.1 [S]. As fung¢des de forma utilizadas para a obtengdo da matriz
[B] da equagdo anterior sdo aquelas da familia Serendipity, que, para o caso de elemento

quadratico, consideram oito nos na superficie média (Figura 1.2).

Os resultados obtidos por este elemento foram excelentes para situa¢des de placas e cascas
moderadamente grossas, atendendo, portanto, a teoria de Reissner. Entretanto, com a redugdo da
espessura, os resultados ndo tendiam, como era de se esperar, aqueles da teoria classica de
Kirchhoff para placas e cascas finas.

A partir de entdo, um grande numero de autores tem estudado este elemento e feito suas
propostas para melhorar seu comportamento. Com a introdu¢do da 7écnica de Integracédo
Reduzida, proposta em [6] (elemento de Zienkiewicz), conseguiu-se uma melhora consideravel no
desempenho do elemento para as aplicagdes de placas e cascas finas. Neste caso, para a obtengdo
da matriz de rigidez (Equagdo 1.1), ao invés de (3x3), utilizam-se (2x2) pontos de integra¢do na
superficie media, caracterizando, desta forma, o que se convencionou chamar de integragdo
reduzida. A integragdo totalmente reduzida mostrou resultados notaveis [6] para as situagdes de
placas e cascas finas. Para o elemento de Zienkiewicz, consideram-se, também, as fungdes de
forma da familia Serendipity com 8 nds na superficie média, conforme mostra a Figura 12
Entretanto, como este fendmeno da melhoria do desempenho do elemento pela redugdo do
numero de pontos de integrag¢do ndo foi explicado de uma maneira satisfatoria, foi considerado
por muitos autores como um embuste [19]. Fizeram-se, entdo, vanas tentativas [20], [21], [22],
[23] e [24], visando encontrar uma explicagao plausivel para este fato, sem, contudo, lograr efeito.

Figura 1.2: Elemento de casca, quadrilateral, quadratico, da familia Serendipity.

O objetivo deste trabalho € o estudo comparativo, na analise estatica de placas e cascas,
entre o desempenho do elemento finito isoparamétrico, quadnlateral, quadratico da familia
Serendipity € o elemento isoparamétrico, quadrilateral, quadratico, da familia Lagrangeana,
baseado na degeneragdo do elemento solido tridimensional (formulagdo de Ahmad), sendo que o
elemento da familia Lagrangena considera 9 nos na superficie média como mostra a Figura | 3.
Ambos elementos utilizaram-se da infegra¢do numerica consistente.
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Figura 1.3: Elemento de casca, quadrilateral, quadratico, da familia Lagrangeana.

Compara-se o desempenho destes elementos, considerando-se diversas relagdes, t/a, entre
a espessura, f, € a dimensao caracteristica, @, da superficie média, abordando, portanto, desde
aplicagdes de placas e cascas finas até placas e cascas moderadamente grossas. Pretende-se, com
este trabalho, estabelecer qual dentre os dois elementos (da familia Serendipity ou da familia
Lagrangeana) € o mais adequado para iniciar o desenvolvimento de um elemento finito
subparametrico, quadrilateral, do tipo hierarquico, para a analise de placas e cascas. A finalidade
deste elemento hierarquico sera, entdo, o de retirar a caracteristica de rigidez excessiva do
elemento apresentado por Ahmad para as situagdes de placas e cascas finas. Pretende-se, portanto,
futuramente, obter um novo elemento que, mesmo considerando integragdo consistente, refina a
solucdo, obtida a partir do elemento de Ahmad através de uma formulagdo do tipo hierarquica,
baseada no conceito da aproximagdo p.
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CAPITULO 2

DEFINICAO DA GEOMETRIA DO ELEMENTO

2.1. Introducio

Considere-se um elemento de casca, como mostra a Figura 2.1, onde as secgdes ao longo
da espessura sdo geradas por linhas retas. Na superficie média do elemento, considerem-se os nos

(a) (b)

Figura 2.1: Elemento de casca, sua superficie média e os nos i associados a ela' (a) elemento da
familia Serendipity, (b) elemento da familia Lagrangeana.

i, de 1 a 8 para o elemento da familia Serendipity e de 1 a 9 para o elemento da familia
Lagrangeana, dispostos de acordo com a representagdo da Figura 2.1. Considere-se, ainda, o

5
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sistema de referéncia local, constituido das coordenadas curvilineas& e 77 na superficie média e da
coordenada linear { na dire¢ao da espessura do elemento (Figura 2.1). Estas coordenadas devem
variar entre —I e I, de tal forma que £= 1 en= tI definam as faces laterais e {= 1, as
faces externas do elemento.

2.2. Defini¢io da geometria do elemento de casca

Associando-se ao elemento de casca um sistema cartesiano de referéncia (X, Y, Z),
denominado global, a posigdo de qualquer ponto Q do elemento sera dada pelo vetor R , que,
conforme mostra a Figura 2.2, é determinado pela soma de dois outros vetores: o vetor F, que
define a posigdo de qualquer ponto O da superficie média e o vetor #2, que define a posigdo de
qualquer ponto Q, fora desta superficie. Assim,

R=r+m (2.1)

Figura 2.2: Vetor R, que define a posi¢do de qualquer ponto Q do elemento de casca.

2.2 1. Determinagdo do vetor F

De acordo com o sistema de referéncia global (X, Y, Z), a posigdo de um no i, genérico,
da superficie média, sera dada pelo vetor 7; (Figura 2.2), que tem as componentes X;, J; € ;

segundo os eixos X, Y, e Z, respectivamente. Portanto,
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X;

F=

=

i

Zi (2.2)

O vetor F, que define a posi¢do de qualquer ponto O da superficie média, pode, entdo, ser
interpolado a partir dos vetores nodais 7; e das fungdes de forma /V;( &, 77) associadas a cada um
dos nos da superficie media [7] e [8]:

F(&n)= ZNi(é n).r;
=1 (2.3)

onde, para o elemento da familia Serendipity, ¢ igual a 8 e as fungdes de forma, dadas por [9]:

N; (& n)=41(1+§§,-)(1+ nm)&&; + mn; — 1) paraosnosi=1234 (74
N; (&, 7?)=—é‘(1—§2)(1+ nn;) paraosnosi=5e7 25

M(‘fs'?)=“§“(1+§§;)(l— 772) paraosnosi=6e 8 (2.6)

e, para o elemento da familia Lagrangeana, n ¢ igual a 9 e as fung¢des de forma, dadas por [9].

N;(&m) = §§iﬂign(l+ ssi) + nm;) paraosnosi=1234 (37
- i

N; (&, q)—zq,-(l 52)(I+ nn;) paraosnosi=5e 7 (28)

M(é’,q):%é(l+§§,-)(1—ﬂz) paraosnosi=6e 8 (2.9)

N(&Em=U-E)T-1) para o noi=9 o0

sendo que &; e 77; sdo as coordenadas curvilineas correspondentes a cada no i.

Os graficos das fungdes de forma, para cada no da superficie média, sdo apresentados no
Apéndice A.
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2.2.2. Determinagdo do vetor /M

Considere-se no ponto O (Figura 2.3) a defini¢io de um vetor r;, normal & superficie
média, obtido a partir do produto vetorial de dois outros vetores: r; e Iy, tangentes a esta
superficie e dados por [10]:

or(é, n)

g ( 5& n = 0“6
(2.11)
, ar (&)
n(&n= _E,_
(2.12)
Figura 2.3: Vetor 73, normal a superficie média e vetores 7 e 7,, tangentes a ela
Portanto,
13(&m=1(&mAR(En) (213)
Considerando-se a Equagdo (2.3), pode-se escrever, entdo, que:
= - ON;(&, 1) .
AR EDY _‘of—"’i
i=1 4 (2 14)
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O'W(rf.ﬂL

K(&mn) = Z
on (2.15)

Se Iy, I; e I3 sdo, respectivamente, as componentes do vetor 7y, segundo os eixos X, Y, e Z
do sistema de referéncia global e, da mesma forma, ry;, 7, e ry3, as componentes do vetor 7,
pode-se, tendo-se em conta a Equagdo (2.2), escrever que:

rn(&mn) X;
=N E
A& =&y =3 2en |,
i1 96
ri3(& 1) Z
(2.16)
e que:
’2:(5»77) xi
n N’ !
R I
rl&n ¥ %
(2.17)

Se i, j e k s3o uma base triortogonal, associada ao sistema de referéncia global, o vetor r;, de
componentes 3;, I3, € I3z, obtido a partir da Equagdo 2.13, sera dado por:

r31(S 1) i J k
&M =5:08m=r(&m nr(&n) (s n)

rs3(6m) (&) 12(& 1) ra3(8m) (2.18)

Resolvendo-se a equagado anterior e substituindo-se as componentes de 7; e 75, dadas através das
Equagdes (2.16) e (2.17), obtém-se que:

N.(Z7) ON;
r;(&m) = Zza (&0 2y 5) (Y13 - y;2;)

i-1j=1 9% an (2.19)
ON;(&n) ON; (& m)
r32(6, U)*ZZ (g 3 af i (z:X; — X;2;)
i=1j=1 n (2.20)
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2 & AN, (&) ONi(&m)
r3(sn) = ; (X y;—ix;)
” EEI 23 an ’ ’ (221)

Tendo-se determinado o vetor 73, pode-se, agora, definir no ponto O o versor V; (Figura 2 4),
normal a superficie média, dado por:

_ _ B(S5n)
v; (S, m) = _3
’ 17 (& m)| (2.22)

onde Hr}( & 7))“ ¢ o modulo do vetor 73, obtido da seguinte maneira:

(& =i (& m+ (& m + rh(&m) @)

Se V3;, V3, € V33 sdo as componentes do versor ¥;, segundo o sistema de referéncia global, a
Equagdo (2.22) pode ser reescrita da seguinte forma:

Vj}(§9 ’7) 1 r31(§s ’7)
V3(Sm) =3V (&n) =i 1132051
v33(& 1) (5 r33(5 1)

(2.24)

Figura 2 4: Versor ¥;, normal a superficie média no ponto O e versor ¥3;, normal a esta
superficie no no i.

ou, ainda,

10
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1

X (5177): = 5 (5177)

. &) (2.25)
I

V328 M) =r—F—7132(&, 7)

” lrceml 7 (2.26)

- N S
v33(Ss 1) Hf3(§' 77)” r;3(&, 1) .

Quando se considera o n¢ i de coordenadas&; e 7;, o versor V3; (Figura 2.4), normal a superficie
meédia neste no, sera dado por:

V3 =V3(& 1)

(2.28)
e suas componentes, segundo o sistema de referéncia global, por:
Vari =V31(Sis 1) (2.29)
V32i =V32(&i 1) (2.30)
V33 = V33(5i 1) (231)

Figura 2.5: Espessura #; da casca no nd i e os vetores M; e M, que definem, respectivamente, os
pontos P e Q, fora da superficie média.

De acordo com a Figura 2.5, se f; € a espessura da casca no né i, qualquer ponto P, ao
longo desta espessura, sera dado pelo vetor #;, obtido da seguinte maneira:

11
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) t
m(8) =G 5 ¥y (232)

Desta forma, o vetor M (Figura 2.5), que define a posigio de qualquer ponto Q, fora da
superficie média, pode, entdo, ser interpolado a partir dos vetores ##; e das fungdes de forma

N; (&, 17) de cada n6 da superficie média. Portanto,

(& m,8) =D N; (& n)- m
i=1

(2.33)
ou, ainda, tendo-se em conta a Equagdo (2.32),
_ : c fi
m(&m )= 2 Ni(&m)5 Vs,
i=1 (2.34)

2.2.3. Determinagdo do vetor R

De acordo com a equagdo (2.1) e, tendo-se em conta as Equagdes (2.3) e (2. 34), o vetor
R, que define a posi¢ao de qualquer ponto Q do elemento de casca, sera dado por:

RGO =2 N (&) 7+ & Y N(&m) L5,
i=1 i=1 (2.35)

Se X, y e Z sdo as componentes do vetor R, segundo o sistema de referéncia global, a equagdo
anterior pode ser reescrita da seguinte forma:

x(& m,4) X; V31i
RERD =\ MEMD =Y Ni(&m) -+ ZN(s‘ a1 v
wEn) 4 V33i
(2.36)
ou, ainda,
‘f(é»ﬂoé) ZN (6!77) Xi +§ ZN (§$77)2 V31
=1 (237)

12
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W& mE) =2 Ni(&m)-yi+ ¢ D N; (& ’”%"’32:‘
izl =t (2.38)

n n t“
W& mE)= ZNi(é:s m-zi+¢ Z‘Ni(é ’7)5 V33
e - (2.39)

Estas equagdes fornecem, entdo, as coordenadas X, ¥ e Z de qualquer ponto do elemento de
casca.

A Figura 2.6 mostra o mapeamento do elemento de casca do espago local para o espago
cartesiano

5 | -
Wi 726 &

(a) Espacgo Local (b) Espago Cartesiano

Figura 2.6: Mapeamento tridimensional do elemento de casca da familia Lagrangeana, do espa¢o
local para o espago cartesiano.

13
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CAPITULO 3

CAMPO DE DESLOCAMENTO

3.1. Introducio

Considere-se no ponto O, genérico, da superficie média do elemento de casca, a definigao
de um sistema cartesiano, local, de referéncia, constituido dos eixos X', y’ e z’, cujos versores

sdo, respectivamente, V;, V, e V;, conforme mostra a Figura 3 1.

¥4

Figura 3.1: Sistema, local, de referéncia (x’, y’, '), associado ao ponto O e versor { , associado
a direcdo X do sistema de referéncia global.
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Capitulo 3 Campo de Deslocamento

O versor V3 € normal a superficie média e j4 foi determinado, anteriormente, através da Equagao

(2.24), os versores ¥; e ¥, sdo tangentes aquela superficie e obtidos a partir dos seguintes
produtos vetoriais:

—( A — {-Ai{?(é’q)
e |é Av(&m)| (31)

‘_’2(4:97’):'33(‘:977)/\61(61 n) (3.2)

onde { é o versor do eixo X do sistema de referéncia global (Figura 3.1); caso, eventualmente,
este versor tenha a mesma direcdo do versor V3, deve-se tomar o versor j do eixo Y para
executar o produto vetorial estabelecido na Equagao (3.1). Se v;;, v;, e V;3 sdo as componentes
do versor ¥;, segundo o sistema de referéncia global e, da mesma forma, I, 0 ¢ 0. as

componentes do versor ¢ , a Equagdo (3.1) pode ser escrita da seguinte forma:

vi(Ss 1) i j k
W (&M =1{va(&7) 1 0 0

vi3(S5 1) ”, AP(e q)“ v31(S, TI)_ V(& m) - v33(Sm) a5
ou, resolvendo-se o determinante indicado na equagdo anterior,
l"H( gv T?) 1 0
(& m=ve(en) == ; (&)
vi3(Ss 17) ‘/v” (&) + V35 (6,7) V32(S 77)
(3.4)
Portanto,
v (&n)=0 (3 5)
vip( &) =— 2 ! 3 V33(S, M)
Wi (Em+vd (&) @)
e
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: V32(S, M)

v13( {fs ’7) =
i (& +vd (&) %

Executando-se, agora, o produto vetorial especificado na Equag¢do (3.2), o versor v, de
componentes V,;, V55 € V,3, segundo o sistema de referéncia global, resulta:

vy (& m) Vi2( S 1) Vis(&s ) — v &5 1) v33(6, 1)
V28 ) =va(&m) ¢ =v33(E ) vl &) — w3 (&) vis(E, )

V,3(&, 1) Vi( &) Vi & 1) — v3( &5 ) v (&, 1) 5

Tendo-se, ainda, em conta que a componente V;; do versor V; ¢ nula, as componentes do versor
V, tornam-se:

V(& 1) =v3( & m) vis(Esm) —wiA &, m) vss(€, ) (3.9
V(& m) =—v3(& 1) vi3(&m) (3.10)
V2385 11) = v31(&5 1) vi2( &5 77) (3.11)

As Equagdes (3.5), (3.6), (3.7), (3.9), (3.10), (3.11), (2.25), (2.26) e (2.27) fornecem,
entdo, as componentes dos versores ¥;, ¥, e V3 , que definem o sistema cartesiano, local, de

referéncia (X', y’, z'), associado ao ponto O.
Quando se considera o n6 i de coordenadas &; e 77;, o sistema de referéncia local (X', y’,
Z"), a ele associado (Figura 3.2), sera definido pelos seguintes versores:

Vi =v1(Sinm;) (3.12)
V2i =V2(&;5 77;) (3.13)
V3i = V3(&is 17;) (314)

Da mesma forma, as componentes dos versores V;; e V,;, segundo o sistema de referéncia global,
serdo dadas por:

Vi2i = Vi (Sis 11;) (3.15)
Vi2i = V12(Sis ;) (3.16)
Vizi =V13(Sis ;) (3.17)
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Va1 = V21 (i ;) (3.18)
V22i = V22(Sis ;) (3.19)
Va3i = V23(8is 10;) (3.20)

X

Figura 3 2: Sistema, local, de referéncia (X', y’, 7'), associado ao n6 i

As componentes do versor V3; ja foram obtidas, anteriormente e sdo dadas pelas Equagdes (2 29),
(2.30) e (2.31).

As Equagdes (3.15), (3.16), (3.17), (3.18), (3.19), (3.20), (2.29), (2.30) e (2.31) fornecem,
entdo, as componentes dos versores ¥;;, V,; e V3;, que definem o sistema cartesiano, local, de
referéncia (X', y’, 2'), associado ao no i.

3.2. Determinacdo do campo de deslocamento do elemento de casca

Se, em func@o de sua solicitagdo, o elemento de casca € deformado, o né i, genérico, de
sua superficie média, vai apresentar um deslocamento O; (Figura 3.3), cujas componentes nas
diregdes X, Y e Z do sistema de referéncia global sio, respectivamente: &;, v; e W;.

De acordo com o modelo cinematico de Reissner, que possibilita considerar, também, as
tensdes de cisalhamento ao longo da espessura, se um elemento reto da casca € normal a sua
superficie média, apds a deformagdo, ele permanece reto, mantém seu comprimento inicial
(&, =0), porém, ndo é mais normal a superficie média. Assim, o estado de deformagio
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especifica do elemento de casca, com relagdo ao sistema de referéncia local (x",y', '), devera
conter as seguintes componentes: £, EysYxrys Vi € ¥y

‘Z

!

(YR

Y
X

Figura 3.3: Deslocamento 3,-, apresentado pelo no i.

Em fungdo do exposto, quando se considera o vetor 7; (Figura 2.5 e Figura 3 4), normal

a superficie média e que define o ponto P fora desta superficie, apos a deformagio, ele devera
continuar reto, ndo mais perpendicular aquela superficie e manter seu comprimento inicial
Portanto, no caso mais geral de solicitagdo, devera apresentar duas rotagdes (Figura 3 4) i €

B;. em torno dos eixos y’ e X', respectivamente. O ponto P assume, entdo, a posigdo P,

apresentando, consequentemente, um deslocamento A;, que, de acordo com a Figura 3 4 e
admitindo-se a hipétese de deslocamentos e deformagdes pequenos, sera dado por:

Aj=0;+ma;- vy —mpB; vy, B0

onde m; ¢ o modulo do vetor /1; e que, de acordo com a Equagdo (2.32), é dado por
i:
m=g7 (3 22)
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Y

X
Figura 3.4: Deslocamento A ;» apresentado pelo ponto P.
Substituindo-se este valor na Equagdo (3.21), tem-se que:
= o tl. - t! -
Ai(9)=6; + g‘?"h’ =6 2% ‘B
(3.23)

Esta expressdo possibilita determinar o deslocamento apresentado por qualquer ponto P ao longo
da espessura £; no no i. Pode-se, agora, interpolar o deslocamento de qualquer ponto Q (Figura

2.5) do elemento de casca a partir dos deslocamentos 51- e das fungdes de forma N/(&, n7) de
cada no da superficie média [9]:

= (3.24)

onde n é o nimero de nos da superficie média. Se o elemento € do tipo isoparamétrico [11], as
fungdes de forma sdo iguais aquelas utilizadas para interpolar a geometria e dadas através das
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Equagdes (2.4), (2.5) e (2.6), para o elemento da familia Serendipity e (2.7), (2.8), (2.9) e (2.10)
para o elemento da familia Lagrangeana. Portanto,

Ni(&m=N;(&n) (3.25)

*

e a Equagdo (3.24) pode ser reescrita como:

5(5& T],QZZ/V‘-(ﬁ, U)El(o
i=1

(3.26)
Substituindo-se .&,- pelo seu valor, dado a partir da Equagdo (3.23), tem-se que:
A& m4) = ZN (&m0 + ¢ ZN (&m)- 7%?
i=1
¢ ZN (&) 2w
(3.27)

Se u,v e W sdo, respectivamente, as componentes do deslocamento A nas diregdes X, Y e Z do
sistema de referéncia global, a equagdo anterior pode ser reescrita da seguinte forma:

u(S, 1,6) = | % % P (Vi1i
(& mE) p =2 Ni(&m v t+¢- D Ni(& M5\ Vizi [ * @i
w(& ) Wi = (Vi3
i g (Va1i
~§ 2N M) 5 Va2 - B
i=1
(V23i (3.28)
ou, ainda,

“(‘5,779 ZN(§9 )" +C ZN(‘f’ jl Viiit @;

=g ZN:(& ) % Vaui* Bi
i=1

(3.29)
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v(é: 77";) ZN(Q:! )v +§ ZN(@T?) fl Vi2i " &

—f'ZNi(fo 7?)'%“’22:‘}3:
i=1

(3.30)
W& =Y NAEMW+ ¢ Y NAED vy
i=1 i=1
n r.
~§ Y. N:{(&, M- Vi Bi
i=1 (3.31)

A expansio polinomial, obtida a partir das fungdes de forma quadraticas da familia
Serendipity, € mostrada na Figura 3.5 e a expansdo polinomial, obtida a partir das fungdes de
forma quadraticas da familia Lagrangeana, na Figura 3.6.

1 cte

E n - 1°grau
& ¢&n - 2°grau
&n en

Figura 3.5: Termos da expansdo polinomial, obtida a partir das fun¢des de forma da familia

Serendipity
1 cte
& n o 1°grau
£ & n . 2°grau
En &nf

g

Figura 3 6: Termos da expansao polinomial, obtida a partir das fungdes de forma da familia
Lagrangeana

Verifica-se a partir das Figuras 3.5 e 3.6 que as duas expansdes polinomiais satisfazem os critérios
de convergéncia, isto é, além de terem garantida a continuidade C°, apresentam o termo constante
e contém o polindmio completo de primeiro grau.

As Equagdes (3.29), (3.30) e (3.31) podem ser escritas na forma que se apresenta a seguir:
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u(s,me)|
v(&md) = Z[Ns(é:e TZ’Q]‘{“;}
w(&me)

(3.32)

onde [N (&, q,g)] ¢ uma matriz (3x5), constituida das fungdes de forma N;(&, 7) e dos
parametros (espessura f; e componentes dos versores V;; e V,;) referentes ao no i:

(N.(&n) 0 0 N(&EMEvy
(Ni(&md]=| 0 Ni(&m 0 IN(&mivy
B 0 Ni(&m) IN(&m)iv
—QVE(-fs’?)%Vzu
—st(fﬂl)%"zzi

—Qvf(é'sﬂ)%"m_ (3.33)

e {a,-} € uma matriz coluna (5x1), constituida dos deslocamentos e rotagdes relativos ao no i

=

.

r-‘.:

{ai}:

RS

=

(3 34)

Desta maneira, a Equagdo (3.32) pode ser apresentada na seguinte forma matricial:
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u( s, 1,6)
v(&1,4) :[[*NI(‘::!T}!;‘)] [Nz(é’ﬂhf)] [fV,-(f,T],é')]
w(&,n,¢)

{a;}

{“.2}
[fvn(é‘s 77*‘;)]] R {a} r

(3.35)

Verifica-se, portanto, que a cada no # da superficie média do elemento de casca estio associados
cinco graus de liberdade: trés translagdes (u;,v; e W;) e duas rotagdes (a; e ;). De uma
maneira compacta, a equagdo anterior pode, ainda, ser dada por:

{u}=[N] {a}

(3 36)

onde {#} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida dos deslocamentos (&, 7,$),v(&, 7,¢) e
w(&,n,0), [N] é uma matriz (3x40), para o elemento da familia Serendipity e (3x45), para o
elemento da familia Lagrangeana, constituida das fungdes de forma N;(&,77) e {a} € uma

matriz coluna (40x1), para o elemento da familia Serendipity e (45x1), para o elemento da familia
Lagrangeana, constituida dos deslocamentos nodais: #;, v;, W;, &; e ;.
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CAPITULO 4

ESTADO DE DEFORMACAO ESPECIFICA

4.1. Introducio

Um ponto Q (Figura 4.1), genérico, do elemento de casca tem com relagdo ao sistema de
referéncia global (X, Y, Z), no caso geral de solicitagdo, o seguinte estado de deformagdo
especifica [12]:

o = AX),2)
, H 4.1)
e = XX02)

W (42)
g - Mx9,2)

4

1Z A (4.3)

yoo e BU,T) 0V 2)

M o (3.4
p, = IERE)  OWES2)

yz & ay @5)
y = H%:2)  W(),2)

B Z ox (4.6)
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(X, y,27) w(x,y,z2
- (X, ,2) = W(X,),2)
o2 ox

(4.6)

onde u(x,y,2), v(x,y,2) ¢ w(x,y,2) sdo os deslocamentos apresentados pelo ponto Q,
com relagdo aquele sistema de referéncia. Por outro lado, como mostram as Equagdes de (3.29) a
(3.31), os deslocamentos #, v e w sdo fun¢des das coordenadas curvilineas £ e 77 e da

coordenada linear ¢, assim como, as coordenadas X, y e Z do ponto Q, que de acordo com as

Equagdes de (2.37) a (2.39) também sdo fungbes das coordenadas curvilineas. Portanto, as
derivadas dos deslocamentos com rela¢do as coordenadas globais, X, ¥ e Z, podem ser obtidas a

partir de suas derivadas com relagdo as coordenadas curvilineas e coordenada linear, através da
seguinte equag¢ao matricial [13]:

o or ow M w
ox  ox  ox GE OF OF
[} @..[_,]4.3”3 & O
g dy | én én n
G L
0z
L& d& oz | d5  df I | 4.7)
onde [J ] € a matriz Jacobiano da transformacdo e € dada por [13]:
R
o5 o ¢
| B AU 2%
[J]_ én on Iy
& oy &
Lx X %J (4.8)

Figura 4.1: Ponto Q, genérico, do elemento de casca.
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Como X, y e Z sdo as componentes do vetor R (Figura 4.1), segundo o sistema de referéncia
global e, ainda, uma vez que este vetor ¢ dado pela Equagdo (2.1), pode-se escrever que:

(R [ar+m)] [ om]
Z4 o ar’" BE
_| R | _| Arriy | _| #  on
=15 =" &5
R | | Arm) | | o o
x| L@ | %" & 4.9)
Tendo-se, agora, em conta que:
om_om_ Gk _;
% N &% (4.10)
a equagado anterior torna-se:
rﬁ-
Z4
oF
[7]=| 5
am
L% (4.11)
ou, ainda,
y
[11-|
v (4.12)

onde 7; e I, sdo os vetores tangentes a superficie média, obtidos atraves das Equagdes (2.11) e

(2.12) e VT} ¢ um vetor normal aquela superficie, obtido a partir da derivagdo com relagdo a ¢ da
Equagio (2.34), assim,

- = i
Vi(&m =2 Ni(&m %V
i=1 (4.13)

Se V3;, V35 e V33 sio as componentes do vetor 3, segundo o sistema de referéncia global,
pode-se escrever que:
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) Valem| t v31: (&, 1)
Vi(&m=1V(&m = ZN;'(& 77)‘2'." V32i( S 1)
Vis(&m) = v33:(& 1) (4.14)

Portanto,

Va(&m) =D N;i(& ﬂ)% v31:(Ss 1)
=)

(4.15)

Vi &m) = YN &M S v &)
i=1I (4.16)

Vis(&m = Y Ni(& 1) % v3(& )
i=1 (4.17)

Tendo sido obtida a matriz Jacobiano da transformagdo, [J ] pode-se determinar, agora, sua

; =1 :
inversa, [J ] , através da seguinte equagdo [13]:

[J]"=ﬁ-[?znl73 Vsnh fAR] (413)

onde ‘J ‘ ¢ o determinante da matriz Jacobiano, obtido como se segue [13]:

|=F-(BAV})

(4.19)
Resolvendo-se a equagdo anterior, tem-se que:
1-’(5’ ﬂ)l =1 (& n) - [r2 (& mMVis(Esm) — r3(E Vi (6, m) ]
“'12(5, 7?) i [’21(6! ﬂ)V33(§9 ﬂ) - f23(§, 7’)V3I (‘59 77)]
+133(6 M) - (121 (8 MV (85 11) = 122(& MV (85 7) ] @20

sendo que as componentes dos vetores 77 e 7, sdo dadas através das Equagdes (2.16) e (2.17) e
as do vetor V}, pelas Equagdes de (4.15) a (4.17).
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4.2. Estado de deformacio especifica com relagio ao sistema de referéncia local (X', ', 2')

O estado de deformagdo especifica no ponto Q, segundo o sistema de referéncia local
(x',y',2"), associado ao ponto O (Figura 4.2), sera dado por:

gx' = Z'
(4.21)
a,!'
8}" = ¥
oy (4.22)
on' o
y-x’)" = o' + ox!
¥ (4.23)
a‘f 0”59'
71"3’ = &p o+ &,
(4.24)
N oW
Yye = g e
4 (4.25)

sendo #', v' e W os deslocamentos apresentados pelo ponto Q, segundo o sistema de
referéncia local. '

%9

X

Figura 4.2: Sistema de referéncia local (x', y’, Z"), associado ao ponto O.
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Nota-se, portanto, que para a determina¢do deste estado de deformagio especifica, necessita-se
obter as derivadas dos deslocamentos locais (#', v' e W') com relagio as coordenadas locais
(x',y",7"); estas derivadas podem ser obtidas a partir das derivadas dos deslocamentos globais
(u, v e W) com relagdo as coordenadas globais (X, y¥ e Z), através da seguinte operacdo de
transformagdo [14]:

T & o L
ax’ ox' ox’ ax Ix ox
' o' ' T ] & Sw
w & ot s v &M
a0 & o & & o
& & & &

(4.26)

onde [9] € uma matriz quadrada constituida dos cossenos diretores do sistema de referéncia local
com relag@o ao sistema de referéncia global, assim,

Bl=\v, Vv, ¥
(0= 5 ¥ .

sendo que os versores ¥;, ¥, e V3 sdo dados, respectivamente, pelas Equagdes (3.4), (3.8) e
(2.24).
Substituindo-se na Equagao (4.26) a Equagdo (4.7), tem-se que:

—_ — —

T o a & o

x o GE JE O

A’ N’ ow' T #1 7] & ow

& o o |=L0 U5 & &l

& o B o

L&' & o L& & 4] - (4.28)

Tendo-se, agora, em conta as Equagdes (4.18) e (4.27), pode-se escrever que:

Vi
T -l e 5 5 - _
[6] -[/] =p1‘[' U |[[BAVs ViaR FaR)
Vs
(4.29)
ou, ainda,
V(B AVs) Fp-(V3AF) §-(FAT)
[0 -[]" = 5| P2 (B AVs) 95 (F3n) F2-(FiAR)
Vi (2 AV3) V3-(VsATy) Vs-(ATy) (4.30)
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Uma vez que (F, A V) e (V3 ATy) sio vetores tangentes & superficie média e (F; A 7,) é um
vetor normal a ela, segue-se que:

V3 (B AV3) =03 (V3 AT) =V, (FAR) =V, (R AR)=0

(4.31)
Portanto,
. y I AII AIZ 0
[T = | A Az 0
0 0 A
(4.32)
onde
Ay (& m) = 9(& ) - (& M AV3(E M) (4.33)
Ay (&) =V,(&n)- (B & n) AV3(E 1) (4.34)
Ap(EM =V (&M V(&M AFR(E D)) (4.35)
Ay (&M =V (&) -(V3(E M AT(E ) (4.36)
Az3(Em) =73(& ) - (F(E M ARSN) =7V3(8n)-5(57) 437)

Os resultados dos produtos, vetorial e escalar, especificados nas equagdes anteriores, sdo
apresentados no Apéndice B.
Desta forma, a Equagao (4.28) pode ser reescrita como se segue:

M A W M F O

x ox ox' ; AI} A}z 0 gf (;f 173 Vir Va1 Vi3

P YU VA ow

& o oy :m' Ay Ay 0| Pn an onl|’|Viz V22 Va2

N oW 0 0 Aj; M » ||y vy Vi3 ;

@ & or X X X (4.38)

Resolvendo-se os produtos matriciais indicados na equagdo anterior, pode-se obter, entdo, as
derivadas necessarias para a defini¢do do estado de deformagdo especifica do ponto Q, com
relagdo ao sistema de referéncia local:
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o' ]
é’xfz\_.l_\'[Au"n Aiviz Apvis Apv Apve, Apvis)
a» w o wl|
GE OE GE oOn On On (4.39)
N ]

N Aavar AV Ayva Apvy Apvy, Apvyl
é)},f |J1 [ ]

v oow o » wl
ok o o6& om JIn On (4.40)

d"
_,=_}'[A21"u Ayviz Ayviz Apvy Apvyy Apvis]
ay' |
ax w oy w]
OE BE O Oy n on (4:41)
d”
,-=i'[Au"21 Ayvz Apvas Apva Apva Apvas)
' |J|
a» w o » w
oE OE & Sn Sn on (442)
dv!
P % [Azvsr Ayvsy Ayvsy Apvsy Apvs; Ayvssl-
o |
ax w oy w
& G X on o on] G
av!
et L'[Au"n Ayvsy Apvs Apvy Apvy Apvy):
ox' |J|
a & w o x w
PE PE BGE On O In (4.44)
T
. M & ow
,=L'[A33Vu A33v1; A33"13]'[_ o _}
2 ] & A (4.45)
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N 1 v ow
Ay Azav Ay
Y ‘J‘ [ 33V21 33V22 Asz; 23] [0,,;. o 5§:| 446)
ow’ ou ov owl
27 ]J‘ [A33"31 A;z3v3; A33"’33] [f—?; 0"{ 0.,;,} (4.47)

Substituindo-se, agora, as equagdes anteriores nas Equagdes de (4.21) a (4.25), tem-se que:
_ 1
Exr = m [y Apviz Apvis Ay Apvi Apvis]-

{a;éwawma:av]

ok o5 o5 on Sn In (4.48)
Eyr zﬁ'[Azt"zz Ay Ayvyy Apvay Azpva A22V23]'
{_@ & W a» @T
a5 d& d& on on In (4.49)
Ve = ﬁ'[mzﬂn +Apva) (Ayvip+ Apvay) (Ayves + Apvys)
(Agavys + Apzvay) (Aggviz + Apgvy) (Aggvys + Appvgy)]-
M d o d wl]
o o oJE dn on on (4.50)
a
?’x’z':ﬁ'[Au"u Apvsy Apvsy Apvsy Apvs Au"33]'[;% gé;
T
w M N oW M X ow
ol o A;uv A,y B libic= = ==
015 éﬂ 57, :| ]Jt [ 33711 33012 33 13] [% x é’{j{ (451)
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u &
Vyrr = 6‘1'[‘42;"31 Ayvsy Ayvyy Aypvy Apvy, Az:z"_iz]'l:;: “(;5‘
r 03
W u N ow 1 at & ow
% an an ol YOI [dssvar Assvsy Asvis] | = = —
% on on on) & & &
(4.52)
Estas equagdes podem, ainda, ser dadas na seguinte forma matricial
g.t‘
d X w ow ny ow oaw x ow|l
3l 2E & fW B o ww dw 4F W
Y ey = ""‘ [d(& m] [ag OE OF on on Jn I XK &;]
7x‘z
Yy (4.53)
onde
dy dyy dy; dy dis dig 0 00
dy dy dy dy dys dyy 0 0 0
[d( Eml=|dy ds; d3; ds, dss dsg 0 0 0
dy dy dg dy dis dig dy; dyg o dy
ds; ds; dsz ds, dss dsg ds; dsg dsy (4.54)

sendo que os elementos da matriz [d (&, 7])] sdo apresentados no Apéndice B.
Os termos nulos da matriz [d (& r,')] na Equagao 4.54 referem-se as componentes do
estado de deformagéo especifica no plano &, 7.

Finalmente, para a determinagdo do estado de deformac@o especifica no ponto Q, segundo
o sistema de referéncia local, basta, agora, obter as derivadas dos deslocamentos globais u, v «
W com relagdo as coordenadas &, 77 e {. Tendo-se em conta as Equagdes de (3.29) a (3 31).
pode-se escrever que:

agn _<N&m NG G
T _§w5§ u; + ¢ E E > Vi * @i

- IONi(&n) ¢
— - —--———-_o-——ov l.c I.
¢ E or 2V B

(4 5%)

33



Capitulo 4 Estado de Deformacdo Especifica

é’_(éﬂﬁ:ié_!(;’m Lo ZoN,(;»’?) t2 Vs it

o5 i1 9%

N
¢ Zé ((&6n)

w2 V22i - Bi i
MW(EmE) <IN 1) INi(S 1) ¢
W +§ a4 i ;
pr Z o¢ Zi % 1
ON; (&,
C Z (5 T?) r Vasi ﬁ:
(457
o au(é,meg) ON; (&, é’N : )l‘
G20, fouen, sy,
ON (&, t
C Z (5 q) Vori ﬂi
17 (4.58)
(&, n, = ON; (&, ON; (¢, t;
S R Sl :f’” 3t
INi(&n) f
é' Z 57] Vi ﬂc (\4.59)
s /fs - ON; ﬁv
f“w(ffr}é) Z (s‘n) ng (j’?’;vm.a.
ON; (&, ,
;’ Z (é 77) d V23i ﬂ:
(4.60)
au( &, n, = i - i
—m(é’;qQ=Zj\ri(f,q)-%-vm-a,-~ZN.-(§sTZ)'%‘Vzn‘ﬂf
(; e i=1 (461)
NS 1, 6) c N i 5 / i
— = 7 = ! ,-(5,77)'—"’ ita; - Ai(§1q)'“—“'v i'ﬁi
Z4 ,:ZI - ;:Z} z2 = (4 62)
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a‘v(;ﬁjiﬁé) 2 g ._--—. - "{x' E & é’ ]] ? 23‘ S
? 2 L F (

As equagdOes anteriores podem ser dadas na seguinte forma matricial:

" ou(E, )
o8
(&, n,0)
4
w( &y 1,6)
GE u;
(&, n8)
on " Vi
H(& o) |
9 on Z[G (53 77» ] 1 Wi }
(3‘1’(:97}10 i=1 ai
an
(£, 1) | Bi
2
H( &, n,0)
G
(&, 1,8)
a (4.64)
sendo que [G (& n, C)] ¢ uma matriz (9x5), dada por:
[ oN; ON,; t, IN; ]
w 0 0 SGavii - g "7 Vau
0 N ON; t, AN, 1,
E ge "2 V12 —6g "7 Vi
N, .ON, t N, 1t
0 0 5 S 7 Vi Sz 7 Vi
AN, ON; t, N, t,
o1 0 0 on 2 Vi _Ca—q'j'vm
, s AN, AN, t, AN, t,
[Gl(§9q’é)] 0 '-5;?‘* 0 gfj—’?-7 Vis; 7q~-—2—-v22,
N, AN, t, ON, t
0 0 - Cor 7 Vi ~S 57 Vi
t t,
0 0 0  Ni-5-vy; —Ni-5-vy
t; t;
0 0 0 Ni-5-vii  —Np-5evy
t, t;
i 0 0 0 N"‘?'VI_;‘- ivi‘"z“‘vlﬁ i (4.65)

Substituindo-se a Equagao (4 63) na Equag@o (4 52), segue-se que:
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i

ou, ainda,

&

A

!

Yz
y),fzf

n
Vey 1= 201

=1

i=1I

e
7|

Yay 0= D[ Bi(&m8)] 1

“-t

>

i

3

i

[d(é:s ’7)] [Gz(é:s qsé’)] A Wi
a

Bi |

onde [B (& n, é’)] é uma matriz (5x5), dada por:

[Bi(és 7?‘0]:

B,
Bysi
B,
Bs;
Bs;i

f.
Cj‘ By,
t;
Cj B,y
]
C‘Z‘ B;y;
é’f_'_ B, +%¢
2 P 2 w44
£ ¢
65 Bsyi +5Cisy;

t

¢ Bys;
£

¢ Bysi
¢

¢ Bssi

¢

1 -~
5 Bysi + 50

{i )
65 Bssi + 5Css: |

(4 66)

(4.67)

(4.68)

Os elementos da matriz [B,-(&f, U,C)] sao apresentados no Apéndice B e as expressdes das

derivadas das fung¢des de forma, no Apéndice A.
A Equagdo (4.66) pode, ainda, ser dada na seguinte forma matricial:
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$Vey t=[[BiEMO)] [Bo(EnO] - [Bi(&mO)]

}/)_.J‘,.r .

[B”(é, Ua@]]'* {a} (

(4.69)

ou, de uma maneira compacta,

{e}=[B]{a}

(4.70)

onde {6"} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das deformagdes especificas e distor¢des no
ponto Q, segundo o sistema de referéncia local, [B] € uma matriz (5x40), para o elemento da

familia Serendipity e (5x45), para o elemento da familia Lagrangeana, constituida das derivadas
das fungdes de forma e {@; ¢ uma matriz coluna (40x1), para o elemento da familia Serendipity e

(45x1), para o elemento da familia Lagrangeana, constituida dos deslocamentos nodais:
Ui Vis Wi ;e ;.
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CAPITULO 5

FORMULACAO DAS CARACTERISTICAS DO
ELEMENTO DE CASCA

5.1. Introducio

O estado de tensao no ponto Q, genérico, do elemento de casca, segundo o sistema de
referéncia local (X', y’,2"), associado ao ponto O (Figura 4.2), é o representado na Figura 5.1.

zf
A
Tz'x' Tzfy'
Ty'z
' o
NESa.
¥
rxz"/ Tyrx
x:

Figura 5.1: Estado de tensdo no ponto Q, segundo o sistema de referéncia local (x', y',2").

associado ao ponto O,
Neste estado de tensdo, de acordo com as hipoteses basicas de Kirchhoff [3], desconsidera-se a
tensdo normal na dire¢do perpendicular a superficie média, por ser pequena comparativamente as
outras tensdes. Assim,
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o'zrzr - 0 i
(CRY
Admitindo-se que o material do elemento de casca seja homogéneo, isotropico e de

comportamento elastico e linear [15], o estado de deformagdo especifica no ponto Q, segundo o
sistema de referéncia local (X', y’,2"), é dado pela Lei de Hooke Generalizada [16]:

I
gxr = E'(Jxrxl — P O—,ry;)

y (5.2)

y = (Oyy =V Oprer) (53)
_2(1+v)

Yoy == F "ty (5.4)
21+ )

x'z' T E Ty (55)
_2(1+v)

Yye=—F tye (5.6)

sendo £ o Modulo de Elasticidade Longitudinal e v o Coeficiente de Poisson do material As
equagdes anteriores podem, ainda, ser dadas na seguinte forma matricial:

' &y ] i 1 =¥ 0 0 0 ) (o-x’x’

{,"y- -V I 0 0 0 dy'yf
‘yx'y’Lzé' 0 0 2(1+v) 0 0 9 Tryr ¢

7x’z’ 0 0 0 2(1 + V) 0 Tyrg

yy'z' i 0 0 0 0 2(I+ V).. | Ty'z’
) ’ (5.7)

ou, de uma maneira compacta,
{et=[¢]{o}
(58)

onde [¢' ] ¢ uma matriz quadrada (5x5), simétrica, constituida das constantes elasticas do material

e {o’ } ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das tensdes atuantes no ponto Q, segundo o
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sistema de referéncia local (X', y’,2"). Resolvendo-se a equagdo anterior para as tensdes, tem-se
que:

{o}=[¢]" {¢} o

ou, ainda,

{o'}=[D]-{¢}

(5.10)
sendo que [D’] ¢ a inversa da matriz [¢'] e ¢ dada por:
(1 v 0 0 0 ]
v 1 0 0 0
r |r_1I E (-v)
[D]=[¢] :__Vz 10 0 2 0 0
U=V)1pg 9 o U2
2
(I-v)
_0 0 0 0 B 5.11)

Tendo-se em conta que a distribuigdo de tensdo de cisalhamento ao longo da espessura do
elemento de casca ndo € uniforme, porém, aproximadamente, parabolica [17], introduz-se um

fator k de valor igual a % nos termos de [D'], relacionados com as tensdes de cisalhamento

Tx;zf eT 7' POl‘ta.rltO,

y
(1 v 0 0 0
v I 0 0 0
[D’]:(I—Evz)- >0 “;V) (I‘_’V) ’
0 0 0 = 0
¢ 0 ¢ uz_kﬂ_ (5.12)

Substituindo-se, agora, a Equagdo (4.69) na Equacdo (5.10), obtém-se que:

{o'}=[D']-[B]-{a} (5.13)
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5.2. Formulacio das caracteristicas do elemento de casca

Considere-se o elemento de casca submetido a forgas de superficie §, cujas componentes,
com relagdo aos eixos X', ¥’ e z'do sistema de referéncia local sejam, respectivamente, 94,

e g, e, ainda, a forgas de corpo b, cujas componentes, segundo aquele sistema, sejam by by e
bz.. Se os deslocamentos #',v' e W', apresentados pelos pontos do elemento, em consequéncia

do carregamento atuante, sofrerem, respectivamente, os incrementos Ou',O0v' e OwW’,

denominados deslocamentos virtuais, o estado de deformagao especifica nestes pontos, de acordo
com as Equagdes de (4.21) a (4.25), vai apresentar os seguintes incrementos:

S oou
o' (5.14)
ooV’
Fioe
€y Y (5.15)
_dou'  dov'
57"‘""__65” i (5.16)
oou' oow'
5yx’z': Py * ' (3.17)
_ oov'  dow'
Oy = Y + e (5.18)

denominados deformagoes especificas virtuais. Desta forma, o trabalho virtual, OW , executado

pelo carregamento externo (forgas de superficie e forgas de corpo), em consequéncia dos
deslocamentos virtuais, sera dado por [12]:

ow=[{aw}" -{g}-aa+ [{a} {o}-av

(5.19)
onde {5"'} € uma matriz coluna (3x 1), constituida dos deslocamentos virtuais:
ou'
{6u'}=16v'
ow' (5.20)

{q’} ¢ uma matriz coluna (3x 1), constituida das componentes das forcas de superficie:

41



Capitulo 5 Formulacdo das Caracteristicas do Elemento

qx’
{at=1q,
q, (5.21)

e {b’} € uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes das forgas de corpo:

b,.

{b'}= by'
b., (5.22)

-
9

A energia de deformagdo virtual, OU , armazenada no elemento de casca, como consequéncia do

estado de tensdo em seus pontos e do estado de deformagdo especifica virtual, correspondente,
sera dada por [12]:

U =[{oe} {o'}-av

1 (5.23)

onde {58’ } ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das deformagdes especificas virtuais:

o0&,
O¢
{é‘s’} =< O0Fxnr ¢
OY xryr
k67y'z') (5.24)

e {o" } ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das tensdes atuantes nos pontos do elemento,
segundo o sistema de referéncia local:
Lo J00N

a-yl'yl’
{o"}:< fx:y: >

Try:

£ e (5.25)
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Aplicando-se, agora, o principio dos trabalhos virtuais [12], pode-se escrever que:
oW =8U (5.26)

ou, ainda,

[{aw}" {g'} a4 +jy{5u'}" {b}-av = [{s5} {o}-av

A i (5.27)

A Equagao (3.36) tfornece os deslocamentos, {u}, dos pontos do elemento de casca, com

relagdo ao sistema de referéncia global. Necessita-se, entretanto, dos deslocamentos, {u'}, com

relagdo ao sistema de referéncia local. Estes deslocamentos podem ser obtidos através da seguinte
transformacao:

{w}=[6]" -{u}=[6]" -[N] {a}

(5.28)

onde [9], ja foi definido, anteriormente, através da Equagdo (4.27). Da mesma forma, pode-se

€5Crever que:

{q'}=[0] -{q} (5.29)

{6} =[6]" - {b} G20
sendo que {q} e {b} sdo, respectivamente, as forgas de superficie e as forgas de corpo, de

acordo com o sistema de referéncia global.
Tendo-se em conta as Equagdes (5.28) e (4.69), os deslocamentos virtuais, { 5!4'} e as

deformagdes especificas virtuais, {56" } podem ser dados por [9]:

{5"'}=[9]T [N]-{éa} (531)

{6’} =[B]-{da} (532)

onde {50} € a matriz coluna, constituida dos deslocamentos wirtuais correspondentes aos

deslocamentos nodais.
Substituindo-se, agora, as Equagdes (5.13) e (5. 32) na Equagdo (5.27), tem-se que
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j!{&“}r [NT"-[6]-[6] {q}-da + I,,{&}T N -[0)-[0] {6} -av =
[{6a)" (Y () [B]-{a}-av

(533)

Como [9] ¢ uma matriz quadrada e ortonormal, isto €, suas colunas sdo ortonormais, pode-se

e€screver que:
[6]-[6]" =[1] R

sendo [1 ] a matriz identidade. Assim, a Equagdo (5.33) torna-se:
i{(sa}’" INT"-{q} a4+ jy{aa}‘" [NT"-{b}-av =
[{sa}" -[B]" -[D]-[B] -{a}-av

g r = . = :
ou, ainda, uma vez que { 8@} e {@} sio constantes para as integragdes na area e no volume:

(5.35)
"JINT {a)aa+ [[NT {b)av) = {oa ([[B (D) BlaV)-{a} O

Como a equagdo anterior é valida quaisquer que sejam os deslocamentos virtuais {50} pode-se
escrever que:

_L[N]T lg}dA + j[ 1" {p}av = (_[ DB ]dV) {a} (5.37)
Nesta equagao,
L[N]T{q}dd STAL .

¢ uma matriz coluna de ordem (40x1), para o elemento da familia Serendipity e (45x1), para o
elemento da familia Lagrangeana, que corresponde as forgas de superficie,

[[N]"{b}av =15} )

V
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¢ uma matriz coluna de ordem (40x1), para o elemento da familia Serendipity e (45x1), para o
elemento da familia Lagrangeana, que corresponde as forgas de corpo e

[[B]' [D][Blav = K°]

& (5.40)

¢ uma matnz quadrada, simetrica, de ordem (40x40), para o elemento da familia Serendipity e (45
x45), para o elemento da familia Lagrangeana, denominada matriz de rigidez do elemento de
casca. Desta forma, a Equag@o (5.37) pode ser reescrita como se segue:

[K"}-{a}:{fqe}+{fbe}:{fe} (5.41)

onde { f e} ¢, portanto, o vetor de carga do elemento correspondente as agdes das forgas de

superficie e de corpo.

5.3. Determinacao da matriz de rigidez do elemento de casca

Na Equagdo (5.40), que possibilita determinar a matriz de rigidez do elemento, o
diferencial de volume ¢ dado com relagdo ao sistema de referéncia global. Portanto,

dV = dxdydz ' (5.42)
Como os termos de [B ] sdo fungdes das coordenadas cuvilineas & e 77 e da coordenada linear ¢,
o diferencial de volume deve ser dado segundo este sistema de referéncia;, para efetuar esta

transformagdo, sera utilizado um procedimento padrio, que envolve o determinante, iJ ' 77)', da
matriz Jacobiano, dado através da Equa¢do (4.20). Assim [13],

dv =|J(&n)|-dé-dn-dl (5.43)

e a Equagdo (5 40) pode ser reescrita como se segue:

(k)= [ ] [BY (D]B)|7 (& m)|- dg-dn-dg (5.49

ou, ainda, pela substitui¢do da matriz [B] dada a partir das Equagoes (4.68) e (4.69), tem se que
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[Bl(gv U!C)]T |
[32(59 UQQ}T

{Ke}=.[j;.[j;_[_l, [D'][Bi(&m0)] [B:(&md)] -

[B:(&m0]

T

_[Bn(‘f! ’799")] ]

[Bj(gs Usé‘)} o [B“(g’ ”“Q]]‘J(é’ 7?)‘ . d‘f d’?' dg (5'45)

Esta equa¢do, uma vez resolvida, levara a matriz de rigidez do elemento, que sera dada por:

-[Ku] [K;2] - [Klj] [Kln]-
[K.zz'] [K_ZZ] [K;j] [K:?,,}
) ) - k] - K
_[K;,:] [K;:z] 2 [K.nj] . [K.m]_ (5 46)

5.3.1. Determinagdo da submatriz [K ij]

De acordo com a Equagdo (5.45), a submatriz [K ij] sera dada pela seguinte expressao

[Kl}'] - .[_IJJ_IJEJ[BI(é U*Q]T[D'][BJ'(‘;" 17’4')] ']J(é' 77)' -dg-dn-dg (5.47)

ou, ainda, tendo-se em conta as Equagdes (4.67) e (5.12):
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| By By B, By,
By, B); B, B
{K i ] = J‘_II j_’ ; IL By By Bj;, B,
‘:’%Bm 5%324;' é’% By, 4%“344:' * E:’Cui
_C%Brsa ':’%sti C%‘ B, é‘% By, + %CJ.‘F:
Bs;; | (1 v 0 0 0 ] _Buj B,
Bs;; v1 0 0 0 B,; By,
Bys; . E .| # UEV) 0 0 | BJU Bsz
Q’ij‘ Bsyi + %"Csn (1-v") 0 0 0 “2-;) 0 By,; By,
C%BSS:‘ +%C55:'_ 00 0 0 uz_kv)_ IOTER:DY
Bij (3B, &5 Bys,
By,  $3Ba, ¢35 Bas,
By, {4 Byy; CiBys,  |(&m)|-dE-dn-dS

¢ { {, t,
By 65Buyj+5Cu; ¢73Busj+5Css;

{ £ i L
Bssj $5Bsyj+5Csy; f%Bss;*sts;_

Resolvendo-se a equagdo anterior, obtém-se que:

[sz]: ks ks ki3 K3y Kss

onde

1 ¢ ¢l 1
ki1 =E'J_1J._,J‘_I{(I - V;)'I(Bm + VBy1i) - By + (VB + Byyi) - By

(=7

Bs;- Byl “(Bgi By + Bs;; - Bs;;)} -

|J(&Em)|-dédndS

g
2k(1+ v)
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1 ¢1 ¢l 1
ks =E'J_1J_,j_,{7u_ V,)'[(B;zi + VB) By + (VB + By ) - By

(I—3%) 1
+ - Bsy; - By i1+ ————
2 2i Bajl 2k(1+ v)

(Byi - Byj + Bsyi - Bsy )} -

(& )| d&dndd (5.51)

I el o1 1
ks :E'j_,J._I_[_I{U_ ‘;)'[(3:3;' + VB;3;) - Byyj + (VBy3; + By ) By

L=
2

(Byzi-Byj + Bsz; - Bgy )}

(& n)|-dédnds  (552)

336 3{;1 2k(f+ V)

by = EI I I {§2
(I-v)

[(Bryi + vByyi) - By j + (VB + Byyi)-
(- vz)

t;
B ) ey [(;( wi*Byj+ Bsy; - B, ;)

Baj + 4k(1+

+(C44¢' By j+Csyi- Bsy )1} -

ksz—EI _[ j {‘52(} v‘z) [(Bysi + vBys;)- By + (VBys; + Bys; ) -

1-v 7
321;"“%'315;‘331;] TP [{( 450" 41;‘4‘3551'35”)

4k(1+
+(C45.' "By +Cssi - Bsp )} -
‘J(rf, r])|-d§d7]d§ (5.54)

ki =E- J j j"{(f ) [(Bygi + vBypi) - Brzj +(vByyi + Byyi) - By

(1-v) 1
Bay. By |4+ ——
Ly I 32’]+2k(1+ V)

“(Byi- Byj + Bsyi - Bsy )} -

(& m)|-dédnd

un
un
wn
—
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1 ¢1 (1 1
kzz :E'I-JJ—JJ—I{(T_T)'“B”‘ + VB32:) - By +(VBpp + By ) By

(1-v) 1
§ B e B Tt
2 32" Bz ) 2k(1+ v)

(Byi- By + Bsy; - Bsy; )}
(& n)|-dédndg  (556)
TS Y 1
ks, :E'J j J 1{(1_ vz) [(Bj3i + vB33;)- Byz; + (VB3 + Bys; ) B;;;

LU-v)
2

“(Byi- By, + Bsz; - Bsy; )}

(& n)|-dédmd  (5.57)

e Bonrs Bn | p—m—m—— —————-
33i 32,] 2k(1+ )

1 51 ¢l t,
ky=E- '['IJ._II_IMA?(TIV‘?) (Bryi + vByy ) Byyj + (VB + Byyy)-

U-v) t
Bz + 2 “Bsyi- Bzl + m}—-— [S(Byyi - By + Bsy; - Bs, ;)

H(Cppi  Byzj + Csyi - Bsy )1} -

ksz—EI _[ j {42(1 7 ‘[(Bysi + vBysi) - Byzj + (vBys; + Bys;) -

1—v t
Q'Bjji ‘332;] W

[£(Bys; B4z; + Bss; - Bsz;)
+(Cysi - Byyj + Cssi - Bsyj )1} -

IJ(cf.ﬂ)l-dfdﬂdC (5.59)

8221 +

1 ¢l ¢l 1
ki3 =E- j_lj_fj_,{m—)'l(f’m +VBy) Byz; +(vByy + Byyi) - By

1—v 1
+! )'331:'333j]+m'(3411 Bysj + Bsyi - Bss )} -

(& m)|-dédnds (5.60)
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o1 o1 ¢l 1
ks :E'J_IJ_,J_I{(I_ Vz)'[(BI?-i + vBsi)- Byz; +(vByy; + Byyi) - By

(I-v) 1
§ s, B ol e cin
2 32i " Bss)] 2k(1+ v)

(Byyi- By + Bsy; - Bss )}

\J(&m)|-dednds (5.61)

1 1 1 1
kﬁ:E'j_,J_IJ_}{U_ Vz)'|(313.+ VB33:.)- Byz; +(VBy3; + By ) - Bys;

(I1-v) 1
¥ -B,,. - N+ —
2 331 Baj) 2k(1+ v)

“(Bgi - Bysj + Bss; - Bs3;)} -

\J(&m)|-dédnds  (5.62)

ky=E- j I j {C [(Bpgi + vByyi)- Bysj +(vBpry + Byy)-

v’)
1-v t
823j+(—2"l'8346'333;'l W [6(Byy; - Bysj + Bsy; - Bss)
+(Cyyi Byzj + Csyi - Bszj ) 1}-
(& m)|-dédndS (5 s
k53-EI J I {6“2“_‘/2) [(Bysi + vBysi) - Bysj + (vBy5; + Bys;)-
1- L
B;;; +(_—V)‘335;"333,'| W} [S(Bys; - By3j + Bss; - Bs3 )

+(Cysi - Byzj + Cssi - Bsz )} -
‘J(Gf, ’?)‘ r déd”dg (5.64)

;m—EJ' j j {4:2“ e [(Bygy+ VByy)» Bygy + (VByy 4+ Byy)

(I-v)

By + B Byl + W [6(Byyi - Byyj + Bsyi - Bsyj)

5.65
+(Byyi - Cyyj + Bsyi - Csy W} - | (& n)|-dédndS -85
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kg;—Ej _[ _[ {42(1 7 [(Bpai + vByi) - Byyj + (VB + Byy,)

(I-9)
+_2—'B32:"B34j] W— [S(Byyi - Byyj + Bsyi - Bsy )

+(Byyi - Cyyj + Bsyi - Csyj)1} - T (& n)|-dEdndd

'BZJJ

1 ¢l ¢l l
ki, = E‘j_lj_jj_f{é'm'[(313i + VBj3i) - Bryj +(VBys, + Bys,)

(d— 1)

f
“Bszi - Byg;]+ ‘47(“;““‘ [S(Bysi - Byyj + Bszi - Bsy )

+(Bysi - Cyyj + Bszi - Csy )3 -|[J (s )| - dédnd S

7 1 7 tl o
k,=E- j_fj_fj_l{gzm-[( B+ VByy): Bryj + (VB + Byy,)

Y=Y p. 8 ]+7t' b 1B + By, Bs,;)
341 34 8k(1 44" 44; S4i 54

+G( By - Coyj + Bsy; - C54j)+ (Cusi " Cuyj + Csyi - Csyj)]

By +

*akirsyy 16 Cai Bugy + Coai - Beg) I (&) - dédmd

1§17 t-t;
ksy :E-J‘vfj—lj—I{Czﬁ’[{Blﬁ + VBys5i) Biyj + (VBysi + Bysy)

-y '
%'3355'33411 W (67 (Bysi - Buyj + Bssi - Bsyj)

+G(Bysi *Cyyj + Bss; - Csyj ) +(Cusi - Cupyj + Cssi - Coy i)l

By, +

L -t
R G(Casy Bugy + Casy B[ (6o ) dedndg

k;5—EJ I I {‘:z(: ) ((Byi + VByyi) - Bysj + (VB + Byy,)

1—v
LA

‘Bys; + Bsil+ W [S(By;; - Bysj + Bsyi - Bss ;)

+(Byy; - Cysj + Bsyi - Cssj W} -|J (& m)|- dédndd
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"zs—EJ j I {52“ 7) ((Byzi + vBy3,) - Bys; +(vByy; + Byy,)

-V

‘Bjs ; * B3y - Bss i1+ EC'— [S(By;; - Bys; + Bs;; - Bss ;)

+(Byyi - Cysj + Bsyy - Css )} - [T (& )| - dédnd (5.71)

ks=£-] '[! {gzu 7y ((Biai + VBii)- Bis, + (vBysi + By

(I-v)

t
Bys; + “Byzi - Bss |+ Zk—(l— [S(Bys; - Bysj + Bss; - Bss )

H(By3; - Cysj + Bsz; - Css)]1} |I (& n)|-dédndS (5.72)

ki =E- J _[ _[ {C Vz) ((Bryi + vByy) - Bysj + (VvByyi + Byyi)
(=7 !

‘Bjs +_‘2—‘334i'33511+§]—‘“(1—— (£ (B Bs; + Bsyi - Bss ;)

+8(Byyi - Cysj+ Bsyi  Css ;) + (Cuy 'C45j +Csyi*Css )]

Ek(l— [;(C‘];j, ‘845] +C54l BSS;)]} ",(5 ’7)‘ dédﬂdé' (S ?3)

1 ¢l ¢l -t

(I—7)

l;- l
‘Bysj + - Byg; - 35,‘]+W [$*(Bysi - Bysj + Bss; - Bss )

+8(Bys; - Cys; + Bss; 'C55j)+ (Cysi-Cysj +Css; - Css )]

lj -1;
m [{(Cysi - Bys; + Cssi - Bss )} - |J (&, m)|-dédnd S (5.74)

Na obten¢do da matriz de rigidez, a integragdo na diregdo ¢ sera feita analiticamente, enquanto

que nas outras duas diregdes, & e 77, a integragdo sera numérica, utilizando-se o processo da
quadratura de Gauss [9)]. Portanto, tendo-se em conta que:
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j;d§=2

I P,

[\ =
[6ac-3

(5.75)
e, ainda, considerando-se que & p©p sejam as coordenadas curvilineas do ponto de integragao
p. W p © fator de ponderag¢do, associado a este ponto e M, o numero total de pontos de
integracdo, as equagdes anteriores tornam-se [9]:

i 1
k;j =E- Z{ [(31;;(§p,71p)+ VBZH(‘:pe qp))'BHj(gp’qP)
g1 (1= V)
H(VB11i(§panp) + B21i(Epsmp)) - By (S ps1,)
1- 1
+(——L)'B,m(‘fp"?p)'Bﬂf(‘:p”’p)I"' k(1+v)

2
1Bui(Spsnp) - Byj(Spanp) + Bsyi(S,ps1p)
'B.'Uj(‘:p’np)]}"',(gp* qp)

W (5.76)

ky=E-){ —[(By2i(ps M) + VB22i (55 15)) - By (S 11p)
o1 (1= V)

H(VB i (Sps M)+ B2i(Gps1,)) - B2y j(Spa1p)

(-
* p .B32i(§p!qp)'B3Ij(§p9qp)]+m
1Bi(Epsnp) - By j(Spsnp) + Bsyi(Spany)
'Bﬂj(é:p»’?p)]}'P(*fp;’?p)‘Wp (577)
i 2
kyy=E- ), (B3 (Spsmp) + VB23i(8ps1,)) - By j(Sp01,)
1= V)

+( VB13,‘(§pa7?p)+ szj(‘fps qp)).BZIj(§p9 ﬂp)

(I-v)
2 'Bjsg(éps'?p)'ijj(fp-ﬂp]]"'m

'[B43i(‘::p’ np)'BJIj(fp‘np)"_ B53i(§p! np)
By (&pu ) [T (Epamy)

+

e (573)

53



Capitulo 5 Formulacdo das Caracteristicas do Elemento

E m
=m' ZI,- .[C44l'(§p’ Up)'B.uj((fp, Up)+C54,-(§p,qp)

p=1

Ky

.Bm(gp,np)l-’J(cfpe’?p)f'WP (5.79)

E & ]
=m-pz=:i -[C45i(§p§’7p)'341j(§p; ?ip)+(_55,-(§p,r’p)

k.ﬂ

Bsy i (Eps1p))- (5o 1p)|- W, 5 50)

kiy=E->{ 4 [(B11i($psmp) + VB21i(Sps11p)) - Br2j(Spa11p)
pm1 (1= V)

+(VB11i(Epsp) + B21i($ps11p)) - Bazj (555 71,)

(1-v) !
5 Bai(Spamp) Bszj(Gpap)l+ k(1+ v)

'[Bdn(‘fp’qp)' B.azj(fp,f}'p)+ B_;”(‘fp,qp)
‘Bs2j(£psMp) Y- |1 (£ps1p)|- W,

+

(5.81)

- 2
ky=E- Z{U_ 2 N Bpi(Spsmp) + VB2i(Sps1,)) - By (Sps11p)

p=1

(VB2 (EpsMp) + Boai(Spa1p)) - Bz j (S5 11p)

(I-v)
2 'B32i(§p9qp)'B32;(§p9’?p”+k(1+V)

1B (Epamp) - Byaj(Epsmp) + Bsyi( S5 1))
'BSZj(gpﬁqp)]}'\J(ép*qp)

+

W, (582

ks =E-Y _2‘/2 L(B13i(&Epsp) + VB23i($ps1p)) - Bi2j($ps11,)

p=1

+(VB3i(&psmp) + Bp3i(Spsmp) - B2 j(Spr11p)

(1-v) !
2 “Bi3i(SpsMp) Bszj(Spsmp)l + k(1+v)

[Bg3i(Spsmp) Byz2j(Spsnp)+ Bszi(Spslp)
Bs;;(£ps 1) -|T (£ 71,)

+

Wy, (583)
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E m
k4z=m'§:i T1Cui(Epsp) By j(EpsMp) + Csqi(&ps11)p)
By i (Eprn ) (Epomp)|- W,  (534)
E mo
ksz=m'pz=‘,:f 1Cys5i(Epamp) - B2 j(Eps 1) +Cs5i(Sps11p)
Bsy i (£pap)- [ (Epamp)|- W, 555
2 .
kiy=E- Y { [(B1i(Spsmp) + VB21i($psmp)) - Bisj (S pmp)
pm1 (1= V)
(VB (Spst1p) + B21i(8ps1,)) By j(Spa11p)
(1-7)
L 'Bm(‘fps??p)'333j(§ps’7p)]+k(“_ )
[Bai(Sps7p) Bz j(Spst1p) + Bspi(Spy7p)
'Bssj(ﬁps??p)l}'\«/(ﬁp,rzp) ‘W,  (586)
i 2
kyy=E- Y { y 1(B2i(Spsmp) + VB2 (SpsMp)) - B3 i (Sps1p)
p=1 (I_ ) .
+( VBIZi(gp*’?p)+BZZi(fp*np))°323j(§p9 J?p)
11—
+(—V)'szi(f§psTlp)'BJJj(s:psT)p)l"'

2 k(1+ v)
'[BJZi(gps Up) BJJj(ép" qp)+3521(§p9qp)
‘Bs3j(§pe??p)l}""(‘fpaﬂp)“Wp (5.87)

id 2
k33 =E- D¢ L(B3:i(Epsmp) + VB23i(E501,)) - Bz j(Spa11,)
p=1 (1_ Vz)

+(VB3i($psmp) + Bo3i(5p51p)) - Basj(5551,)

(I-v)
2 “Bs3i(Spsmp) - Bz (Spatp)l + k(1+v)

'[3431'(‘5;,-9 r’p) B-.Uj(fpa qp)+ ‘853&(5‘0”?!))
'BSJj(gp”?p)u '|J(§p9 qp)

+

Wo (5388
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E LI
k43 = 2‘k—"—-—(1+ 73 -E:,- -[(445(5};, '7;;)‘343;(5,,, nP)+C54l'(§p”7p)
'BSJj(€p9 ﬂp)]|‘l(§p! ??p)|'W

E m
s = 2K(1+ v)'Ef‘"C“"(fp’”p)'Bm(‘fp’ﬂp)+Css.-(s‘p,rzp)
Bssj (£ )= (Epa11,)|- W,

E m

k1a =m . pzzf 8 1Bui(Spsp) Cagj(Spsmp) + Bsii(Sps7p)

Csaj (st (Epsnp)|- W

Z tiByi(SpsMp) Caaj(SpsMp) + Bszi(Sps1p)

ka =
2k(1+ )
Csgj (&I (Epsp)|- W

E m
ksq =_2—k*(l—+v—)‘[§!fj [Bgi(Epsnp) Cuqj(Spsmp) + Bszi(Sps1p)

Csgj (Eps M (£ ps11,)|- W,

ke = Z_ ud— Sy B (Epa 1)+ VB2 (£ 1p)) Bryj (§pom,)

V)

2 B3Jl(§p‘ qp

+( VBH:(‘SP’ Up)"" BZch(‘fp’ np ) 824_;(‘:;;’ ?}‘P)'i'

‘B3 i(&psmp)+ (Bui(Sps 1) Buj(Spam,)

12k(1+ v)
t

m_)[ M:(&p’ qp

C#}(gp’ T}'p)"'CSJi(ép! ’?p)'CSJj(gp’ np)}}“’(gp’ qp)i W

+Bj'-h(‘§p9 ﬂp) BSJJ'(ép! i?p)]
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ks,=E- Z{

f
6(} %)'[(Blﬁ(g‘o?”p)_'“ VBZS:‘(&;,JIP))-B“J(fpaﬂp)
~; =

(71—

+(VB]¢;(§p9,2p)+BZ51(§p J?p)) Bz.;,(gpv'?p)+ 2 ) B35!(§p9np

By i(Spa1p)]+ [ Bysi(Spsmp) Buyj(&p5mp)

12k(1

+B55:(§p!qp) Bj‘-)‘j“fp”?p” [ JS¢(§p '?p

4k(1
Cusj(Spomp) + Cs5i(5551,) - Csy i (8, ?Ip)l}'|f(§ps ??p)"

(5.95)
k” 2k(1+ pz= 't [B‘ﬂ:(gp'ﬂp) C451(§P',?P)+B513(5p9”p
.C55J'(§p$’7p)]l](§pg T)P)|WP (596)
E m
kzs 2k(1+ V) Z= ' [B“z‘((:!"‘np) C45}(§p”7p)+352;(§p9 Up
.C55j(§p0qp)l[-,(§p,qp)‘-WP (5.97)
E = )
k'” = 2k(1+ V).Ejtj '[8431'(6};!qp)'c45j(‘§psr’p)+ Bs_“(fp,qp)
Cssj (Epr ) (Epomp)|- W, (9
Pz:l{ 6(1- V)) .[(B’4i(‘:‘n‘np)+ VBZ‘“(‘:P”?P))'BH}(gp’Up)

+( VBI4:(‘§p'7?p)+BZ4:(¢p!qp ) BL’.SJ;'("':D:}N7?;:»)—}~ 2"’) Bde(gp!ﬂp

‘Bssi(Spsmp)+ [ Bi(Spsmp) Bysi(Sps1,)

IZk(I

+BSJ;(§p! ?}P) '855;(‘:;79”;;)' I 44:(6;:’7?‘9

27
4k(1 + v)

Cus;(£p2Mp) + Cs4i(EpsMp) - Cssj (£ ps - [I (E s, )| W, (2.99)
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l‘
kSS_E pzz{ 6(1_‘/2) [( Ij;(‘;’fp!qp)‘}' VBZ.Tl(ép”?p)) BIS_;(‘?p”?p

U=

+(VB5i(Sps M)+ Bysi(Spsmp)) - Bysj(Spa1m,) + B3si(Sp1,)

B351{§p ’?p)] [ 451(5}5!’?1)) BJS}(épqu

IZk(I

+BSS:(‘§p9np) BSS;(&p”?p)I [ JS:(ép*"p)

4k(1

Cysi(Spsp) +C55.'(§paﬂp)'Cssj(ép,qp)l}-‘J(f,‘p, '.’p)“ (5.100)

5.4. Determinaciio do vetor de carga do elemento de casca: { f e}

Nas Equagdes (5.38) e (5.39), que possibilitam determinar o vetor de carga do elemento, o
diferencial de volume, assim como, o diferencial de area sdo dados com relagdo ao sistema de

referéncia global. Contudo, uma vez que os elementos da matriz [N ] sdo fungdes das

coordenadas curvilineas, os diferenciais de volume e de area devem ser dados segundo este
sistema de referéncia, o diferencial de volume ja foi estabelecido, anteriormente, através da
Equagdo (5.43) e para a obtengdo do diferencial de area, utiliza-se o procedimento padrdo, que
73 (&, )|, do vetor 73(&, 77), normal & superficie média; este modulo é

dado a partir da Equagdo (2.23). Portanto [13],

dA =7 (& m)|-d&-dn

(5.101)

54.1. Determina}gio do vetor de carga correspondente as cargas distribuidas nas faces externas do

(4
elemento: | f,

Admitindo-se, por simplicidade, que a carga esteja distribuida na superficie média do
elemento, onde §'= 0, os deslocamentos de interesse serdo aqueles relacionados com os pontos

desta superficie. Assim, a submatriz [N,-((,’, r],é')], apresentada na Equagdo (333) e que
compde a matriz [N ] da Equagdo (5.38), torna-se:

N;(&m 0 0 0 0
[V:(&n)]=[Ni(&m]=| 0  N(&m) 0 0 0
0 0 Ni(&m 0 0] (5102

Se, por outro lado, §; de componentes §;,4 ,; € { ;;, segundo o sistema de referéncia global, e a
carga distribuida associada ao no i, a carga §, distribuida na superficie média do elemento, pode
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ser interpolada a partir das fungdes de forma V; (&, 17), dadas pelas Equagdes de (2.4) a (2.6),

para o elemento da familia Serendipity e pelas Equagdes de (2.7) a (2.10), para o elemento da
familia Lagrangeana. Portanto,

G(&n=Y.N;(&n)-q;
i=1 (5.103)

Chamando-se de 4,4, ¢ §, as componentes de §, segundo o sistema de referéncia global, esta

equagdo pode ser reescrita da seguinte forma:

q.(sm| q.i
q(&m=19(&EmE=1a,(&m =2 Ni(&m) 14,

q,(&n) i=1 . (5.104)

ou, ainda,
q (&M =D N(EM 4y (5.105)
i=1

qg,(&m) =2 N:(&m)-4q, (5.106)
. i=1
4. (&m) =D N:(&m) -4,

Fy (5.107)

Se {q,-} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das componentes, segundo o sistema de
referéncia global, da carga distribuida relativa ao no i

F‘Ixi\
q,i
{‘15}=< 9
0
L (5.108)

as equagdes anteriores podem ser dadas na seguinte forma matricial.
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[{f{x}

-~

qx(a,n)L .
{q(«f,ﬂ)}qu(é,n) =[[Nugm)] o [NiEm) - [N E]] -3 ai)
lqz(rf,n) 5

{4}

(5.109)

Tendo-se, agora, em conta as Equagdes (5.101), (5.102) e (5.109), a Equagdo (5.38) sera dada
por:

[Nl [{a:} l
(=L L el [aem] - [Nem] - [f\’,.(c,ﬂrz)]]Jl el -de -an

(V. (a.})

(5.110)

Esta equagdo, uma vez resolvida levara ao vetor de carga do elemento, correspondente a a¢do da
carga distribuida sobre suas faces externas:

{7}
{fqe} =g {fq;}

)

a g

5.4.1.1 Determinagdo da submatriz { fq,-}

A submatriz { fq,-} esta relacionada com o né i, genérico, do elemento de casca e é dada

por:

T n
Uat=1" [ [van] -3 [van]a)-1mEn)-acdan s
j=1

ou, ainda, considerando-se as Equagdes (5.102) e (5.108):
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[N:(&m 0 0 ]
a0 NiEm 0 .| Ni(&m 0 o 00
=] o 0 N&ED|Y| 0 NEmo 0 00
0 0 0 =19 0 N,(&m 0 0
0 0 0
qxj
4y
4yt -H(E )| -dé-dn
0
0
(5.113)
Resolvendo-se esta equagdo, obtém-se que:
fi
g
{j;i}::4 Sit
vy
S5 ) (5.114)
onde _
1 ¢l 2 -
fi=] N &Em - XN (& m) - ag-[F (& m)|-dg-dn (5.115)
j=1
1 ¢1 = »
f2 =J_IJ_,N:(§, m- 2N (&n)-q,-|F(&n)|-dé-dn (5.116)
j=1
1 ¢1 = B
fi= L N Em - XN (&) gy |75 (& m)|- dé-dn (5.117)
j=1
fi=fs=0 (5.118)

Fazendo-se, agora, a integragdo numérica nas dire¢des & e 77, com m, sendo o numero total de

pontos de integragdo, as equagdes anteriores tornam-se:
m n
J1= 2 Ni(&psmp) 2N(Ep1p) 4]
p=1 j=1

2= 2 Ni(Epe 1) 2N;(Epi11,) 4, -
p=1

j=1

Fj(‘fpv p )‘

73(Eps1p)

f3 = ZNf(gpsnp)' zNj(gp’ﬂp)q;; :
p=I1 j=1I
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f4=f5=0

(5.122)

5.4.2. Determinagdo do vetor de carga correspondente & a¢do das forgas de corpo: {fbe }

Se b, by e b, sdo as componentes da forga se corpo b, segundo o sistema de referéncia

global, a Equagdo (5.39) pode, tendo-se em conta as Equagdes (3 35) e (5.43), ser escrita como se
segue.

(Nanol” ]
s b,
{fb"}=J_I,.J'_I;J'f, (N(&n O] |-1by - |I(&m)|-dg-dn-dS
. bz

[Na(&m0]"

(5.123)

e, uma vez resolvida, vai determinar o vetor de carga do elemento correspondente a agdo das
forgas de corpo:

{ffn}‘

e

{fbe} = {fm}

(]

(5.124)
5.4.2.1. Determinagdo da submatriz {fbi}

A submatriz { fbi} esta relacionada com o né i, genérico, do elemento de casca e ¢ dada

por:
Ni(&m 0 0
0 *N:'(:!q) 0
1 ¢l ¢l (=
{fm'}:j_fj_J_f 0 . 0 , N;‘(S»?{)
S N(Gm 3 vii CN(&M Vi G Ni(Gn) 5 vy
_—C'Na(fﬂﬂ'%"’zn —é"N.'(faf?)‘%“’zz.' ‘g‘fv.(fa’?)'%"’z_n_

bx
A b, b1 (& m)|-dé-dn-d¢
b

I

(5.125)
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Resolvendo-se esta equagdo, obtém-se que:

195
S>
ful=3 15}
Sy
S5 ) Rl
onde
:J_ j_ _[_ Ni(&m)-b-|J(&En)|-dé-dn-dS (5.127)
=J1.[fjl Ni(&n)-b,-|J(&Em)|-dé-dn-dS (5.128)
=-[ JIJ Ni(&n)-b,-|J(&En|-dé-dn-dS (5.129)
J J J é'j"N;(fsT))'("mb +Vp2ib, +y3:0,)]
I (& n)|-dé-dn-d¢ (5.130)
fS—J J J [ ; N(é’ﬁ?) ("’ZI:b +v221b}+v23‘bz)l
(& m)|-d¢-dn-dg (5.131)

Fazendo-se, agora, a integragao analitica na dire¢do & (Equagdo (5.75)) e a integragdo numérica
nas diregdes & e 77, com m, sendo o nimero total de pontos de integragdo, as equacoes
anteriores tornam-se:

f1=2- Y Ni(&psnp) by I (Epmp)|- W,
o= (5 132)
f2=2: ZNi(é:p"?p)'by "J(g!””f’) W
e (5133)
S3=2- Y Ni(&pum,) b, -[J(Epump)|- W,
p=1 (5 134)
f4 =f5 =0
(5133)
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CAPITULO 6

FORMULACAO DAS CARACTERISTICAS DO
SISTEMA

6.1. Introducio

Tendo sido encontradas as equagdes algebricas (Equagdo (541)), que descrevem as
caracteristicas de cada elemento do sistema estrutural em analise, o proximo passo € combina-las
para formar um conjunto completo de equagdes, que governe a reunido de todos os elementos. O
procedimento de montagem deste conjunto de equagdes € baseado na necessidade de que o
equilibrio se verifique por todo o sistema. Como as condigdes de equilibrio ja foram impostas
dentro de cada elemento (utilizagdo do principio dos trabalhos virtuais), necessita-se, agora,
estabelecer as condigdes para que cada no do sistema discretizado esteja em equilibrio. Para tanto,
¢ estabelecido um esquema de numeragdo global, que identifica cada né k do sistema discretizado;
em seguida, € criada a topologia, que especifica quais nés do sistema pertencem a quais
elementos, ou seja, especifica a correspondéncia entre os nos k do sistema discretizado e os nos i
dos elementos. Esta topologia, dada como uma entrada no programa computacional, serve para
definir a conectividade da malha de elementos. Desta forma, para Tc um nd K, genérico, do

sistema esteja em equilibrio, as componentes do vetor de carga { Jx 1, nele atuantes, devem ser

. v iR e ;
iguais 4 soma das componentes das forgas | f; [ de cada elemento, que concorre para o no k

Portanto,
{fk}=i{fke} 6.1)
e=1

onde n, ¢ o numero total de elementos, que compdem o sistema estrutural discretizado
Tendo-se em conta a Equagdo (5.41) e conhecendo-se a correspondéncia entre os nos dos
elementos e os nos do sistema, pode-se escrever a seguinte equagao matricial:

64



Capitulo 6 Formulagdo das Caracteristicas do Sistema

{ffe}ﬁ —:K{!e: [K{ke: :K{se:- F{“.f}
O R PG R | RO
(el ([&] = [Ka] = []] [fa] o

onde s € o numero total de nés do sistema discretizado, {a(},---,{ak},---{as} sdo os

. e e e i
deslocamentos nodais correspondentes, { fi },---, Ji [»\Ss [, as forgas relativas ao

elemento e, atuantes em cada nd do sistema e [K”e],---,[Kkke ],-'-,[Ksse], as submatrizes

da matriz de rigidez do elemento e, relacionadas com os nos do sistema discretizado.
Resolvendo-se, agora, a Equagdo (6.2) para as forgas nos nds, tem-se que:

{f:e}: [Kne]' {"1}+"'+[K1ke] 3 {“k}"" : '+[Klse]'{as}

(63)
{fk"}:[K“e]'{a;}+'“+[Kkke]'{ak}+"'+[Kkse]°{as} 6.4)
U b= K] a4 Ky ] g b K] a,} s

6.2. Determinacio da matriz de rigidez global e do vetor de carga global

Substituindo-se as equag¢des anteriores na Equagdo (6.1) para cada né do sistema
discretizado e notando-se que os deslocamentos nodais do sistema dependem apenas dos nds e
ndo dos elementos, pode-se escrever que:

{f1}=i{f,’}:(i[ﬂ’““])-{alh- i[K}k] {ak}+"'+(n§£‘t:Kise:)'{as} (6 6)

e={

{fk}:%{fke}:("‘ jKue])'{aj}JF RZ[Kkk} {ak}+-.-+(Z:Kk,ej)'{a,} (6.7)

ASATAI NS :K,f])-{a,}+.-.+(i[xsf])-{ak}+---+(Z:Kss’:)-{as} ©8)
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As equaq;(‘)es anteriores podem, ainda, ser dadas na forma matricial compacta, que se apresenta a

segu
)= [K]-{a}
{A Q)
onde [K ] € a matriz de rigidez global do sistema estrutural discretizado:
i ”! n! "e i
€
'] - BEnc] - U]
e=1 e=1 e=1
n, _ _ n, _ _ n, _ -
e o e (-4 e
[K]— Kkl Kkk Kks
e=1" ) e=1" . e=1" )
n, - n, _ - n, _ -
[ -4 e e
Ksl Ksk Kss
L e=1 ) e=1 } e=1" - (6[0)
{ F } , 0 vetor de carga global, correspondente as forgas de superficie e forgas de corpo:
( n,
e
>t
e=1 .
. o
1f1=4 Z{fk } (
e=1
w
]
Le= 4
(6.11)
e {a }, o vetor constituido dos deslocamentos nodais do sistema discretizado:
{a,}
{a}={ac};
{a,}]
(6.12)

Este procedimento de obtencdo da matriz de rigidez global e do vetor de carga global é
denominado superposi¢do. O algoritmo, desenvolvido neste trabalho, possibilita que tdo logo seja
encontrado um coeficiente da matriz de rigidez ou do vetor de carga, ele possa ser colocado,
imediatamente, na posi¢ao apropriada das respectivas matrizes.
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Se, eventualmente, além das forgas de superficie e das forgas de corpo, atuarem, também,
forgas concentradas, o vetor de carga global sera dado por:
ﬂ‘ ]

Z{f}e}‘* {’1}

e=1

{fke} +{nt

"g{f:h {r)

1f}=;

1

(6.13)

onde {rk} ¢ o vetor constituido das componentes, segundo o sistema de referéncia global, da
for¢a concentrada, atuante no no &, genérico, do sistema estrutural discretizado e que é dado por:

{’k}:*'kz §

(6.14)

Tendo-se encontrado as caracteristicas do sistema estrutural discretizado (matriz de rigidez
global e vetor de carga global), deve-se, a seguir, resolver o sistema de equagdes lineares, obtido a
partir da Equagdo (6.9). Entretanto, este sistema so0 pode ser resolvido para os deslocamentos
nodais {a}, apods a imposi¢do das condigdes de contorno do sistema estrutural em analise. Este

procedimento é efetuado por ocasido da determinagao da matriz de rigidez global e do vetor de
carga global, onde, para cada condi¢do de contorno (vinculo), sdo eliminados da matriz de rigidez
global a linha e a coluna correspondentes e do vetor de carga global, a linha correspondente. Desta
forma, o sistema de equagGes resultante pode, entdo, ser resolvido através de diversos métodos
numéricos, tais como, Gauss, Crout, Cholesky, Doolitle, etc. Neste trabalho, utilizou-se o Método

da decomposigdo [L][D][L]T.
6.3. Armazenamento "Skyline" da Matriz de Rigidez Global

O procedimento a ser adotado no armazenamento da matriz de rigidez global é de
fundamental importancia na implementagao computacional do método dos elementos finitos, uma
vez que se executado, adequadamente, reduz o tempo computacional gasto na montagem e
resolugdo do sistema de equagdes.

Neste trabalho utilizou-se o método "Skyline", que é propicio ao armazenamento das
matrizes geradas pelo método dos elementos finitos [S], ja que este método produz matrizes
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esparsas; sao armazenados, em um vetor {A} somente os elementos localizados abaixo das

colunas ativas da matriz de rigidez global [K ] A coluna ativa € a altura da coluna, ou seja, é
definida pelo primeiro elemento diferente de zero localizado na coluna, a partir da 1* linha da
matriz de rigidez global. A Figura 6.1 mostra as alturas das colunas da matriz [K ]

Matriz Original o
AQ) :

A2) AM) A(10) 3

{4) = AB) A(6) A©) (MAXA} =1 | 1

AG) A®) 5

i A(7) | 11

Matriz armazenada em "Skyline"

Figura 6.1 - Esquema de armazenamento "Skyline".

Entretanto, para relacionar a posi¢do de qualquer elemento da matriz [K ] com sua
respectiva posi¢dao no vetor { A}, deve-se armazenar um vetor, que estabelega esta relagio A
Figura 6.1 mostra também a rela¢@o entre a matriz de rigidez global [K ] e o vetor {A} além do
vetor { MAXA }, que faz o armazenamento desta relagdo.

O método "Skyline" calcula a altura de cada coluna, atraves da conectividade dos
elementos e, em seguida, armazena todos os elementos abaixo das colunas ativas da matnz de

rigidez global [K ] no vetor {A} O elemento / do vetor {MA.XA} contém a posigdo do
elemento K;; (elemento diagonal da matriz [K ]) no vetor {A} portanto, no exemplo da Figura
6.1, o elemento K,, da matriz [ K] esta na posigdo 2 no vetor {A}, porisso o MAXA(2) =2.
Desta forma, a altura da coluna i é determinada pela diferenca entre 0 MAXA (i + 1) e
MAXA (i)

Assim, pode-se resolver qualquer sistema de equagdes lineares, usando o armazenamento
"Skyline", desde que se utilize o vetor de enderegos { MAXA }.
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6.4. Resolucdo do Sistema de Equacdes

A resolucdo do sistema de equagdes lineares € efetuada pela eliminagdo gaussiana da

; ¢ 5 ; . T .
matriz de rigidez global, através da decomposigdo [L][D][L] desta matriz global e pela
substitui¢do reversa, realizada na sequéncia.

6.4 1 Decomposigdo [L][ D][L]T da Matriz de Rigidez Global

A resolugdo do sistema de equagdes lineares utiliza a decomposigdo da matriz de rigidez
; T : ! : ; ;
global [K ] na matriz [L][ D][L] , onde [L] ¢ uma matriz triangular inferior e [D] uma
matriz diagonal [5]. Esta decomposigdo baseia-se na eliminagdo gaussiana.
A matriz [K ] pode, entdo, ser decomposta em :

[K]=[L]P]L) ©F)

onde : [L] ¢ a matriz triangular inferior definida como :

1 0 o --- 0
Ly I @ - 8
[L]=|l & 1 - 0
lnf an ln3 I_
) (6.16)
e [D] ¢ a matriz diagonal, dada por :
d, 0 0 - 0
0 d, 0 - 0
[DJ= 0 0 d; -~ 0
0o 0 0 - d,
) ) (6.17)

Substituindo-se as matrizes [L] e [D] na equagdo (6.15) e realizando o produto matricial
indicado, tem-se que :
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[ d, simétrica 1
4, 13d, +d,
[K]: Lyd, 1ylyd, +15,d, fszldz +15,d,
Uiy yylyydy +1,5d, Uyl dy + 15yl 0d; +1,5d;5 0 - 13,d,+15,d, +17:d, Feectdy, |
(6.18)
Igualando-se a equagdo (6.18) termo a termo, obtém-se as seguintes expressdes
para j=1
K,-j .
"'f'zd_ para i=2,...,n
J (6.20)
paraj=2,...,n
j-1
2
dj=Kyz- 2 lid
k=1 (6.21)
sejtl <n
Jj-1
k=1 . .
Iy = = parai=j+1,...,n
4 (6.22)

Pode-se observar que a decomposi¢do em [L][D][L]T da matriz de rigidez global [K ]
pode ser feita em colunas.

De forma geral, armazenam-se os valores @; da matriz [D] nas posigdes I; da diagonal
da matriz [L] obtendo, portanto uma matriz [K '] que substitui a matriz de rigidez global [K ]
que ¢ dada por:
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d, 0 0 0

L, d, 0 0

[K']=|1 15, d5 - 0
_Inl lnz ’n3 dn_

(6.23)

6.4.2 - Substuigdo reversa

. . i g . .
Uma vez realizada a decomposi¢ao [L][D][L] , ou seja, tendo-se os coeficientes das
matrizes [L] e [D] o vetor de carga { f } necessita ser reduzido da seguinte maneira :

fi=1 (6.24)

e para i=2,...,n

i—1
fi=fi - 2luts
k=1

(6.25)

O vetor reduzido { f '} ¢ armazenado no mesmo local onde era armazenado o vetor
{ i } , isto € realizado de forma a economizar espago destinado ao armazenamento das variaveis.

Para encontrar os valores dos deslocamentos nodais {a} ou seja, para resolver o sistema

de equagdes descrito na equagdo (6.9), deve-se proceder a substitui¢do reversa, que € realizada
pela seguinte equagio :

[(LYa}=[P]"{s} (6.26)

Portanto, a substitui¢do reversa € obtida através das equagdes apresentadas a seguir :

A= 00 -ta;  k=1,..,i-1 0.4
X;_; = —kr(i—l) (6.28)

Deve-se observar que o vetor fk' ¢ armazenado na mesma posicd0 em que, antes, era
armazenado o vetor { ) & }, ou seja, na mesma localizagdo original do vetor { f }
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6.5. Programa Computacional

A partir das equagdes estabelecidas nos Capitulos anteriores, desenvolveu-se um programa
computacional em linguagem C para a analise de placas e cascas, considerando-se os elementos
das familias Lagrangeana e Serendipity. Originalmente, o programa foi desenvolvido para rodar
em computadores PC com sistema operacional DOS; entretanto, com algumas pequenas
modificagcdes € possivel utiliza-lo em estagdes de trabalho, que rodem o sistema operacional
UNIX.

O fluxograma de funcionamento do programa encontra-se na Figura 6.2. O programa foi
montado de forma que as rotinas fossem divididas em sub-rotinas, chamadas por um programa
principal. Foi utilizado, também, o sistema de alocagdo dindmica de memoria, onde o vetor é
alocado, a qualquer momento, no tamanho necessario e, apds a sua utilizagdo, 0 mesmo €
desalocado, deixando este espagco de memoria livre para utilizagdo de outras variaveis [25]. As
variaveis utilizadas em matrizes foram todas alocadas em vetores, utilizando desta maneira, para as
matrizes simétricas, apenas a quantidade de memoria suficiente para armazenamento do tridngulo
superior.

O primeiro passo realizado pelo programa € a leitura dos dados de entrada do modelo:
coordenadas nodais, incidéncia dos nos, propriedades do material, tipo e valores dos
carregamentos e as restrigdes nodais.

Com estas informagdes, passa-se a montagem das matrizes dos elementos. Para a
montagem destas matrizes, executam-se varios passos (estes passos devem ser realizados dentro
de um processo em ciclo variando de 1 até o numero total de elementos):

e Calculo das fungdes de forma para os nds e para os pontos de integragdo ;

e Calculo dos vetores e dos versores. nos nos e pontos de integragdo (tangentes e
perpendiculares a superficie média);

¢ Calculo do Jacobiano, da matriz [A] e da matriz [d ] para cada ponto de integragao,

e Calculo da matriz [B,-] para os pontos de integragao;

o Calculo da matriz de rigidez do elemento [K € ];

e Calculo do vetor de carga do elemento { f ¥ };

Ap6s o término da montagem das matrizes dos elementos, o proéximo passo € o calculo da
altura das colunas da matriz de rigidez global para a sua montagem na forma "Skyline". Calculada
as alturas das colunas é, entdo, calculado o vetor {MAXA} e, posteriormente, a matriz de
rigidez global na forma "Skyline". Para completar a montagem das equagdes do sistema, necessita-
se, ainda, montar o vetor de carga global. Na sequéncia, pode-se, entdo, resolver o sistema de
equagdes lineares e, a seguir, imprimir os resultados. Cabe ressaltar que a eliminagdo dos graus de
liberdade restritos € realizada na ocasiio da montagem do vetor de carga global e da matriz de
rigidez global.
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ENTRADA DOS DADOS

= Coordenadas Nodais

- Incidéncias Nodais

- Propriedades do Matenal

- Tipo e Valores dos Carregamentos

- Restrigdes Nodais

[
»
v

Fung¢des de Forma

A 4
Vetores e

Versores

-

v
Jacobiano
Matriz [A]
Maniz [d]

Matriz [B]

i
Matriz de Rigidez
do Elemento [Ke]
¢ .
Vetor de Carga do
LOOP SOBRE Elemento {fe}
ELEMENTOS

Montagem da
Matriz de Rigidez
Global [K]

|

Montagem do
Vetor de Carga
Global {f}

i
Solugdo do
Sistema e
Impressdo dos
Resultados

Figura 6.2 - Fluxograma do Programa Computacional.
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CAPITULO 7

EXEMPLOS DE APLICACAO

7.1. Introducio

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos a partir dos elementos isoparamétricos,
quadrilaterais, quadraticos, das familias Serendipity e Lagrangeana com integra¢do numeérica
consistente, onde o nimero M de pontos de integragdo na superficie média € igual a nove (3x3).
Os resultados se referem a analise estatica de placas e cascas, utilizando-se diversas configuragdes
de condigdes de contorno, condigdes de carregamento (propostas na literatura [27], [28]),
relagdes ¢/a (entre espessura e dimensdo caracteristica) e malhas de discretizagdo regulares e
distorcidas (as distorgdes provocadas nas malhas de discretizagao sdo adaptadas das propostas na
referéncia [29]). Foram analisadas as malhas distorcidas pelo fato de que as matrizes geradas por
esta malha sdao mal condicionadas Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos atraves
de outras formulagdes disponiveis na literatura, como também, com resultados obtidos a partir de
solugdes analiticas

7.2. Placa quadrada

Em fungdo da simetria geomeétrica e de carregamento, modelou-se, apenas, um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizag@o regular e distorcida, de 2x2 elementos (Figura 7.1),
para o caso de placa simplesmente apoiada e de 3x3 elementos (Figura 7.2), para o caso de placa
engastada e placa submetida & carga concentrada.

Como resultado, apresenta-se a deflexdo no centro da placa, W, normalizada com relagdo

4 5

a : . . ’ *
ao fator L, para o caso de carga uniformemente distribuida, il

= p - bara o caso de carga

gpa°

concentrada e =

, para o caso de carga distribuida senoidal. Nestas expressoes, § € o valor da
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carga uniformemente distribuida, P, o valor da carga concentrada no no central, gy, o valor da
carga distribuida senoidal no né central, @, o lado da placa e D, sua rigidez, que ¢ dada por [1]:

E-t
D=—— 7.1
12(1- V) )
- S
Qo @«
Malha Regular Malha Distorcida

Figura 7.1: Malha de discretizagdo de 2x2 elementos de um quarto da placa quadrada

T .

Malha Regular Malha Distorcida

Figura 7.2: Malha de discretizagdo de 3x3 elementos de um quarto da placa quadrada

7.2.1. Placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados:
7.2.1.1. Submetida a uma carga uniformemente distribuida, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.1 e 7.2 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, w,,
4

. " a ; &
normalizada com relagdo ao fator i para diferentes relagdes, a, entre a espessura € o lado da

D £
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placa. Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos a partir da Zeoria da Elasticidade
Iridimensional [26], que, neste caso, fornece a solugdo exata, tanto para placas finas, como para
placas moderadamente grossas. A Tabela 7.1 se refere 4 malha regular e a Tabela 7.2, a malha

distorcida.

Tabela 7 1: Deflexdo, w,, normalizada, para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado da

placa, considerando-se o caso de malha regular (2x2 elementos)

Solu¢io
t/a exata Serendipity Lagrange
[26]
Erro Erro
a a (%) a (%)
0,005 0,004060 0,003135 22,8 0,003981 1,9
0,010 0,004061 0,003731 8,1 0,003984 1,9
0,050 0,004111 0,004048 1,5 0,004069 1,0
0,100 0,004263 0,004243 0,5 0,004256 0,2
4
i
D

Tabela 7 2: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, v/a, entre a espessura e o lado da
placa, considerando-se o caso de malha distorcida (2x2 elementos).

Solucao
t/a exata Serendipity Lagrange
[26]
Erro Erro
(24 a (%) a ( % )
| ——————— —_—
0,005 0,004060 0,002512 38,3 0,003843 5,3
0,010 0,004061 0,003296 18,8 0,003888 43
0,050 0,004111 0,003901 5.1 0,004011 2,4
0,100 0,004263 0,004164 2,3 0,004229 0,8
4
i
D

Os Graficos 7.1 e 7.2 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solug¢do exata, para cada valor da relagdo, a. O Grafico 7.1

se refere a malha regular e o Grafico 7.2, a malha distorcida.
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30
] ——Seren 3x3 —» Lag 3x3

Erro(%)

10 \‘_\

O = e e m w e = = o =
- --—w—.——.—.‘——“‘__‘"

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.1: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes ¢/a, considerando-se
o caso de malha regular (placa quadrada simplesmente apoiada, submetida a uma carga
uniformemente distribuida).

40 |
1 —=—Seren 3x3 — Lag 3x3 |

[7%]
[—]

Erro(%)
kb
[—]

10
e P TS
0 Lo e S B o o] e W U e
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0.1
t/a

Grafico 7.2: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes /a, considerando-se
o caso de malha distorcida (placa quadrada simplesmente apoiada, submetida a uma carga
uniformemente distribuida) .

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.1 e 7.2 e dos Graficos 7.1 e 7.2, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situag¢do de placa fina (¢a < 0,05). Nota-se, também, que o elemento da
familia Lagrangeana é menos sensivel a distor¢do da malha.

7.2.1.2. Submetida a uma carga concentrada central, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.3 e 7.4 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, W,,
¥
normalizada com relagdo ao fator %, para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado da

placa. Estes resultados sio comparados com aqueles obtidos a partir da Teoria Classica de
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Kirchhoff [1] para placas finas. A Tabela 7.3 se refere a malha regular e a Tabela 7.4, a malha

distorcida

Tabela 7.3: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, /a, entre a espessura e o lado
da placa, considerando-se o caso de malha regular (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
ﬂ (%) ﬂ (%)
0,005 0,010560 9,0 0,010910 6,3
0,010 0,010830 6,6 0,010981 5,6
0,050 0,011762 -1,4 0,011852 -2,2
0,100 0,013280 -14,5 0,013510 -16,5
Solugdo exata [1]: #=0,011600
Pa’
We=p-——
D

Tabela 7.4. Deflexdo, W,, normalizada, para diferentes relagGes, ¢/a, entre a espessura ¢ o lado da

placa, considerando-se o caso de malha distorcida (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
B (%) p (%)
0,005 0,008804 24,1 0,010169 12,3
0,010 0,009538 17,8 0,010297 11,2
0,050 0,011309 2,5 0,011446 1,3
0,100 0,013106 -13,0 0,013306 -14,7
Solugdo exata [1]: #=0,011600
Pa’
W, = ﬂ =
D

Os Graficos 7.3 e 7.4 apresentam os valores dos erros das solu¢des obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solug@o exata de placa fina, para cada valor da relacdo, za O

Grafico 7.3 se refere a malha regular e o Grafico 7 4, a malha distorcida.
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10 : .
:h\ ! ‘ —=— Seren 3x3 — Lag 3x3

e 1

T 1

0 ! — e o = _\.\ N

:\3‘ ],' | T —- = :.:\"“--. |
= | T~ |
| | Tk

: E —t

220 | | |
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t/a

Grafico 7.3: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagoes, va, considerando-se
o0 caso de malha regular (placa quadrada simplesmente apoiada, submetida a uma carga
concentrada central)

30 1
\:—Sercn 3x3 = Lag3x3 |
% 0 s .. P \\
$ ! T =
g T P
= 0 =
TS
H o -
-10 P ““'\\T
=20 :
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

t/a

Grafico 7.4: Valores dos erros da deflexdo do n6 central para vanas rela¢des, v/a, considerando-se
o caso de malha distorcida (placa quadrada simplesmente apoiada, submetida a uma carga
concentrada central).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.3 e 7.4 e dos Graficos 7.3 e 7.4, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situagdo de placa fina (¢a < 0,05) Nota-se, também, que o elemento da
familia Lagrangeana ¢ menos sensivel a distor¢do da malha. Deve-se ressaltar, ainda, que o
aumento do erro com o aumento da espessura se da devido ao fato de se estar comparando o
resultado obtido com o da solugdo exata para placa fina [1]; de acordo com o Capitulo 1, o
aumento da espessura implica na necessidade de se considerar a tensdo de cisalhamento na diregdo
da espessura, o que caracteriza placa moderadamente grossa e n3o placa fina.
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7.2.1.3. Submetida a uma carga distribuida senoidal, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.5 e 7.6 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, W,

4
q,a : -

QD , para diferentes relagdes, t/a, entre a espessura e o lado da
placa. Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos a partir da Teoria da Elasticidade
Tridimensional [26], que, neste caso, fornece a solugdo exata, tanto para placas finas, como para
placas moderadamente grossas. A Tabela 7.5 se refere a malha regular e a Tabela 7.6, 4 malha
distorcida.

normalizada com relagdo ao fator

Tabela 7.5: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, /@, entre a espessura e o lado da
placa, considerando-se o caso de malha regular (2x2 elementos).

Solucio
t/a exata Serendipity Lagrange
[26]
Erro Erro
a a [7A a (%)
| S—— e
0,005 0,002566 0,001981 22,8 0,002492 2,9
0,010 0,002566 0,002358 8,1 0,002502 2,5
0,050 0,002598 0,002559 1,5 0,002557 1,6
0,100 0,002695 0,002682 0,5 0,002690 0,2
4 ]
a
w,=a-10
D

Tabela 7.6: Deflexdo, W,, normalizada, para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado da
placa, considerando-se o caso de malha distorcida (2x2 elementos).

Solucio
t/a exata Serendipity Lagrange
[26]
Erro Erro
a a (%) (04 (%)
0,005 0,002566 0,001412 45,0 0,001702 33,7
0,010 0,002566 0,001556 39,3 0,001712 33.3
0,050 0,002598 0,001651 36,5 0,001746 32,8
0,100 0,002695 0,001751 35,0 0,001827 32,2
'—_————_——# —"4
w, = -1
D
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Os Graficos 7.5 e 7.6 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solu¢do exata, para cada valor da relagdo, @ O Grafico 7.5
se refere a malha regular e o Grafico 7 6, a malha distorcida.

30
| | —=—Seren 3x3 — Lag 3x3 !
—~ 20 1\
=
g \
10 Y
— 5. M_ — —
0 . oo ——l
0 0.02 0,04 0,06 0,08 0,1

t/a

Grafico 7.5: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes ¢/a, considerando-se
o caso de malha regular (placa quadrada simplesmente apoiada, submetida a uma carga distribuida

senoidal).
45 1
|;I—Scren 3x3 — Lag3x3 |
40 !
S e
"5' \
= T
= R e
35 .
i =t — - e — - . _m e m e j
e _?
30 |
0 0.02 0,04 0,06 0,08 01
t/a

Grafico 7.6 Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes va, considerando-se
o caso de malha distorcida (placa quadrada simplesmente apoiada, submetida a uma carga
distribuida senoidal).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.5 € 7.6 e dos Graficos 7.5 e 7.6, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situagdo de placa fina (¢a < 0,05) e malha distorcida.
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7.2.2. Placa quadrada engastada em seus lados:
7.22.1. Submetida a uma carga uniformemente distribuida, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.7 e 7.8 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, W,
4
. - a ¢ s
normalizada com rela¢ao ao fator 25—, para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado da
placa. Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos a partir da 7eoria Cldssica de
Kirchhoff [1] para placas finas. A Tabela 7.7 se refere a malha regular e a Tabela 7.8, a malha
distorcida.

Tabela 7.7: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, ¢a, entre a espessura e o lado da
laca, considerando-se o caso de malha regular (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
i (%) @ (%)
—_
0,005 0,000810 35,7 0,001140 10,5
0,010 0,001044 | 0,001150 9,6
0,050 0,001275 -1,2 0,001240 1,6
0,100 0,001487 -18,0 0,001490 -15.,4
| m— —_—
Solugdo exata [1]: @ =0,001260 ( v=0,3)
4
a
wc = Q- q__

Tabela 7 8: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, #a, entre a espessura e o lado da
placa, considerando-se o caso de malha distorcida (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
a % a (%)
_
0,005 0,000652 482 0,001053 16,4
0,010 0,000924 26,7 0,001087 137
0,050 0,001239 1.7 0,001253 0,6
0,100 0,001468 -16,5 0,001477 -17.2
Solugdo exata [1]: @ =0,001260 ( v=0,3)
4
a
w(.‘ — a - q___
D
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Os Graficos 7.7 e 7.8 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solugdo exata de placa fina [1], para cada valor da relagdo,
ta. O Grafico 7 7 se refere a malha regular e o Grafico 7.8, a malha distorcida.

40 ,
e | = Seren 3x3 — Lag 3x3
:.;‘ 20 \\.\
g 10 e ——
=R \-N"*—-'._-—o- —
10 e
4 I —
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

t/a

Grafico 7.7: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes, t/a, considerando-se
o caso de malha regular (placa quadrada engastada, submetida a uma carga uniformemente
distribuida).

\ | —=— Seren 3x3 —+ Lag 3x3
40

=
10 = . o]

Erro(%)
!

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.8: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes, t/a, considerando-se
o caso de malha distorcida (placa quadrada engastada, submetida a uma carga uniformemente
distribuida).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.7 ¢ 7.8 e dos Graficos 7.7 e 7.8, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situa¢do de placa fina (va < 0,05). Nota-se, também, que o elemento da
familia Lagrangeana é menos sensivel a distor¢do da malha Deve-se ressaltar, ainda, que o
aumento do erro com o aumento da espessura se da devido ao fato de se estar comparando o
resultado obtido, com o da solugdo exata para placa fina [1]; de acordo com o Capitulo I, o
aumento da espessura implica na necessidade de se considerar a tensdo de cisalhamento na sua
diregdo, o que caracteriza placa moderadamente grossa e ndo placa fina.
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7.2.2.2. Submetida a uma carga concentrada central, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.9 e 7 10 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, w,,

, N Pa’ . 5
normalizada com relagdo ao fator —-3~, para diferentes relagdes, #/a, entre a espessura ¢ o lado da

placa Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos a partir da Teoria Cldssica de
Kirchhoff (1] para placas finas. A Tabela 7.9 se refere a malha regular e a Tabela 7 10, a malha
distorcida.

Tabela 7.9: Deflexdo, W,, normalizada, para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado
da placa, considerando-se o caso de malha regular (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
L B (%) B (%)
0,005 0,003381 39,6 0,004791 16,9
0,010 0,004374 21,9 0,004851 15.5
0,050 0,005730 -2,3 0,005830 -4,1
0,100 0,007351 -31,3 0,007581 -35,4

Solugdo exata [1]: f=0,005600 ( v=0,3)

Pa’
=B

Tabela 7 10: Deflexdo, w,, normalizada, para diferentes relagdes, ¢a, entre a espessura e o lado
da placa, considerando-se o caso de malha distorcida (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange

Erro Erro

B (%) B (%)
0.005 | 0,002290 59.1 0,004033 28.0
0,010 | 0,003408 39,1 0,004208 | 24.8

0,050 0,005355 4.4 0,005477 2.2
0,100 0,007213 -28,8 0,007403 -32.2
Solugdo exata [1]: f=0,005600 ( v=0,3)
Pa’
we=p--
D
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Os Graficos 7.9 e 710 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solu¢do exata de placa fina [1], para cada valor da relagio,
t/a. O Grafico 7 9 se refere a malha regular e o Grafico 7 10, a malha distorcida.

10 —=
pos Y | -+ Seren 3x3 —» Lag 3x3
N

Erro(%)
=

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.9: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes, ¢/a, considerando-se
o caso de malha regular (placa quadrada engastada, submetida a uma carga concentrada central)

ﬁg S 1 —=—Seren 3x3 —+ Lag 3x3
-t \
40
£ 20 D .._\x_\_q
g 10 B S
; lg -h;-‘_":"‘--‘__
o T ————— |
-20 S B
-30 e
-40
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.10: Valores dos erros da deflexdao do no central para varias relagdes, ¢/a, considerando-
se o caso de malha distorcida (placa quadrada engastada, submetida a uma carga concentrada
central).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.9 ¢ 7.10 e dos Graficos 7.9 e 7.10, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situag@o de placa fina (¢a < 0,05). Nota-se, também, que o elemento da
familia Lagrangeana ¢ menos sensivel a distor¢do da malha. Deve-se ressaltar, ainda, que o
aumento do erro com o aumento da espessura se da devido ao fato de se estar comparando o
resultado obtido, com o da solugdo exata para placa fina [1], de acordo com o Capitulo 1, o
aumento da espessura implica na necessidade de se considerar a tensdao de cisalhamento na sua
diregdo, o que caracteriza placa moderadamente grossa e ndo placa fina.
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7.2.3. Placa quadrada simplesmente apoiada nos cantos:
723 1. Submetida a uma carga uniformemente distribuida, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.11 e 7.12 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, W,
i

. - d . -
normalizada com relagdo ao fator % para diferentes relagoes, #/a, entre a espessura ¢ o lado da

placa. Estes resultados sdo comparados com os resultados experimentais obtidos nas referéncias
[30] e [31]. A Tabela 7.11 se refere a malha regular e a Tabela 7.12, a malha distorcida.

Tabela 7.11: Deflexao, w_., normalizada, para diferentes relagdes, t/a, entre a espessura e o lado
da placa, considerando-se o caso de malha regular (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
(%) (7o)
I I ¢ S— — a
0,005 0,02454 7.4 0,02475 6,6
0,010 0,02475 6,6 0,02481 6,4
0,050 0,02587 2,4 0,02589 2.3
0,100 0,02772 -4,6 0,02784 -5,1
Solugdo [30], [31]: & =0,02650
4
Y

Tabela 7.12: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, #/a, entre a espessura e o lado
da placa, considerando-se o caso de malha distorcida (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
(%) (%)
a a
0,005 0,02203 16.9 0,02462 7.1
0,010 0,02394 9.7 0,02480 6,4
0,050 0,02594 2.1 0,02590 2,3
0,100 0,02782 -5,0 0,02794 -5.4
e
Solugdo [30], [31]: @ =0,02650
4
a
pmsera
D
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Os Graficos 7.11 e 7.12 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solugdo apresentada em [30] e [31], para cada valor da
relagdo, v/a. O Grafico 7.11 se refere a malha regular e o Grafico 7.12, a malha distorcida.

10
| = Seren 3x3 — Lag3x3 |
ba._ﬁ_ﬁ_
5 — -
— -_\.-—-'ﬁ_-"ﬁ-—
}a F\“\
= T s
= e -
-5 S
-10
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

t/a

Grafico 7.11: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes, ¢/a, considerando-
se o caso de malha regular (placa quadrada simplesmente apoiada nos cantos, submetida a uma
carga uniformemente distribuida).
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0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

t/a

Grafico 7.12: Valores dos erros da deflexdo do no central para vanas relagdes, t/a, considerando-
se o caso de malha distorcida (placa quadrada simplesmente apoiada nos cantos, submetida a uma
carga uniformemente distribuida).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.11 e 7.12 e dos Graficos 7.11 e 7.12, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situagdo de placa fina (¢a@ < 0,05). Nota-se, também, que o elemento da

familia Lagrangeana ¢ menos sensivel a distor¢do da malha.
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7.3. Placa retangular

Em fungdo da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se malha de discretizagao regular e distorcida, de 2x2 elementos (Figura 7 3),
para o caso de placa simplesmente apoiada e de 3x3 elementos (Figura 7.4), para o caso de placa
engastada e placa submetida a carga concentrada.

Como resultado, apresenta-se a deflexdo no centro da placa, W ., normalizada com relagdo

4 4
g4 . e b
ao fator ~p » bara o caso de carga uniformemente distribuida, q”n para o caso de carga

2

distribuida senoidal e %— para o caso de carga concentrada . Nestas expressdes, § € o valor da

carga uniformemente distribuida, P, o valor da carga concentrada no no central, b, o lado menor
da placa e D, sua rigidez, dada pela Equagado (7.1)

QP q

Malha Regular Malha Distorcida

Figura 7.3: Malha de discretiza¢do de 2x2 elementos de um quarto da placa retangular.

q g

! s -a 1

Malha Regular Malha Distorcida
Figura 7.4. Malha de discretizagdo de 3x3 elementos de um quarto da placa retangular.
7.3.1. Placa retangular simplesmente apoiada em seus lados:

7.3.1.1. Submetida a uma carga uniformemente distribuida, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.13 e 7.14 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdao, w,,
g b* ; .
normalizada com relagdo ao fator q—D*, para diferentes relagdes, v/a, entre a espessura e o lado
maior da placa. Estes resultados sio comparados com aqueles obtidos a partir da 7eoria Cldssica
de Kirchhoff [1] para placas finas. A Tabela 7.13 se refere a malha regular ¢ a Tabela 7.14, a
malha distorcida.
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Tabela 7.13: Deflexdo, w,, normalizada, para diferentes relagdes, t/a, entre a espessura e o lado
maior, @, da placa, considerando-se o caso de malha regular (2x2 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
L * (%) | -l (%e)
0,005 0,009133 9,8__ 0,009891 24
0,010 0,009802 3.2 0,009923 2,0
0,050 0,010395 -2,6 0,010409 -2,8
0,100 0,011406 -12,6 0,011421 -12,7 |
Solugdo exata [1]: @ =0,010130 (a/b=2 e ¥=0.3) |
4
.
D

Tabela 7.14: Deflexdo, w,, normalizada, para diferentes relagdes, #/a, entre a espessura e o lado
maior, @, da placa, considerando-se o caso de malha distorcida (2x2 elementos)

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
a % a %
0,005 0,007688 24,1 0,009758 37
0,010 0,008944 11,7 0,009777 3.5
0,050 0,010208 -0,8 0,010312 -1,8
0,100 0,011333 -11,9 0,011390 -124 |
Solugdo exata [1]: @ =0,010130 (a/b=2 e v=0,3)
bJ
wc — a . q—
D

Os Graficos 7.13 e 7.14 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solu¢do exata de placa fina [1], para cada valor da relagdo,
t/a. O Grafico 7.13 se refere a malha regular e o Grafico 7.14, a malha distorcida.
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Grafico 7.13: Valores dos erros da deflexao do n6 central para varias relagdes, ¥, considerando-
se 0 caso de malha regular (placa retangular simplesmente apoiada, submetida a uma carga
uniformemente distribuida).
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Grafico 7.14: Valores dos erros da deflexdo do n6 central para varias relagdes, v/a, considerando-
se o caso de malha distorcida (placa retangular simplesmente apoiada, submetida a uma carga
uniformemente distribuida).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.13 e 7.14 e dos Graficos 7.13 e 7.14, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situag@o de placa fina (#a < 0,05). Nota-se, também, que o elemento da
familia Lagrangeana € menos sensivel a distorcdo da malha. Deve-se ressaltar, ainda, que o
aumento do erro com o aumento da espessura se da devido ao fato de se estar comparando o
resultado obtido, com o da solugdo exata para placa fina [1], de acordo com o Capitulo 1, o
aumento da espessura implica na necessidade de se considerar a tensdo de cisalhamento na sua
diregdo, o que caracteriza placa moderadamente grossa e ndo placa fina.
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7.3.12. Submetida a uma carga concentrada central, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.15 e 7.16 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexio, W.,

2
normalizada com relagdo ao fator fg—, para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado

maior da placa. Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos a partir da Zeoria Cldssica

de Kirchhoff [1] para placas finas. A Tabela 7.15 se refere a malha regular e a Tabela 7.16, a
malha distorcida.

Tabela 7.15: Deflexdo, W,., normalizada, para diferentes relagGes, ¢/a, entre a espessura e o lado
maior da placa, considerando-se o caso de malha regular (3x3 elementos)

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
B (*o) B (%)
—_—_——— ——
0,005 0,014517 12,1 0,015050 9,7
0,010 0,015030 9,0 0,015241 8,3
0,050 0,017750 -7,5 0,017962 -8,8
0,100 0,023173 -40,4 0,023773 -44.0
Solugao exata [1]: f=0,016510 (@/b=2)
Pb*
We=B-——
D

Tabela 7.16: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, #/a, entre a espessura e o lado
da placa, considerando-se o caso de malha distorcida (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
B (%) B (%)
0,005 0,012037 27,1 0,013355 19,1
0,010 0,013068 20,8 0,013764 16,6
0,050 0,017103 -3,6 0,017300 -48
0,100 0,023008 -394 0,024451 -48.0
—_——————
Solugdo exata [1]: #=0,016510 (a/b=2)
Pb?
We=p-——
D
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Os Graficos 7.15 e 7.16 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solugdo exata de placa fina [1], para cada valor da relagdo,
t/a. O Grafico 7 15 se refere a malha regular e o Grafico 7.16, a malha distorcida.

20

10 —ﬁw
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Erro(%)
8
/

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
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Grafico 7.15: Valores dos erros da deflexdo do no6 central para varias relagdes, ¢/a, considerando-
se 0 caso de malha regular (placa retangular simplesmente apoiada, submetida a uma carga
concentrada central).
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Grafico 7.16: Valores dos erros da deflexdo do né central para varias relagdes, v/a, considerando-
se 0 caso de malha distorcida (placa retangular simplesmente apoiada, submetida a uma carga
concentrada central).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.15 e 7.16 e dos Graficos 7.15 e 7.16, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situagdo de placa fina (va < 0,05). Nota-se, também, que o elemento da
familia Lagrangeana é menos sensivel a distorgdo da malha Deve-se ressaltar, ainda, que o
aumento do erro com o aumento da espessura se da devido ao fato de se estar comparando o
resultado obtido, com o da solugdo exata para placa fina [1], de acordo com o Capitulo 1, o
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aumento da espessura implica na necessidade de se considerar a tensdo de cisalhamento na sua
dire¢do, 0 que caracteriza placa moderadamente grossa e ndo placa fina.

7.3.1.3. Submetida a uma carga distribuida senoidal, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.17 e 7.18 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, w,,

‘IebJ

D
maior da placa. Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos a partir da 7Teoria Classica
de Kirchhoff [1] para placas finas. A Tabela 7.17 se refere a malha regular e a Tabela 7 18, a

malha distorcida.

normalizada com relagdo ao fator , para diferentes relagdes, t/a, entre a espessura e o lado

Tabela 7.17: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, #a, entre a espessura e o lado
maior, a, da placa, considerando-se o caso de malha regular (2x2 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
a (% a %
_
0,005 0,005666 13,8 0,006322 3,8
0,010 0,006143 6,5 0,006346 3,4
0,050 0,006681 -1,7 0,006723 -2,3
0,100 0,007428 -13,1 0,007468 13,7
— e —
Solugdo exata [1]: @ =0,006570
b4
wc — a . qL
D

Tabela 7.18: Deflexao, W,, normalizada, para diferentes relagdes, Z/a, entre a espessura e o lado
maior, a, da placa, considerando-se o caso de malha distorcida (2x2 elementos).

t/a Serendipity Lagrange

Erro Erro
] a % a (%) |

0,005 | 0,003300 49.8 0,004274 34.9
0,010 0,003815 41,9 0,004331 34,0
0,050 0,004243 35,4 0,004364 33.6
0,100 0,004634 29,5 0,004744 27.8

Solugdo exata [1]. a =0,006570
40b4

D

w.=a-
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Os Graficos 7.17 e 7.18 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solugdo exata de placa fina [1], para cada valor da relagdo,
va O Grafico 7.17 se refere a malha regular e o Grafico 7.18, a malha distorcida.

20
| ~=—Seren 3x3 —» Lag 3x3 ]
!
10 \\ :
§ -— -o:_::?‘:‘:\
“'E" 0 S -ﬁ'TﬁE\J
& i N
10 o o~
-20

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.17: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes, ¢/a, considerando-
se 0 caso de malha regular (placa retangular simplesmente apoiada, submetida a uma carga

distribuida senoidal).
50
l —a— Seren 3x3 — Lag 3x3
S T
z 0 it ] e i & e e |
5 T e e
- — . I"“-“—-——-_._____________
= 30 ———
—
20
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

t/a

Grafico 7.18:; Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes, a, considerando-
se 0 caso de malha distorcida (placa retangular simplesmente apoiada, submetida a uma carga
distribuida senoidal).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.17 e 7.18 e dos Graficos 7.17 e 7.18, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,

particularmente, para a situagao de placa fina (¢a < 0,05).
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7.3.2. Placa retangular engastada em seus lados:
732 1 Submetida a uma carga uniformemente distribuida, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.19 e 7.20 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, w,,
4

) . b ; -
normalizada com relagdo ao fator % para diferentes relagGes, t/a, entre a espessura e o lado

maior da placa. Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos a partir da 7eoria Classica

de Kirchhoff [1] para placas finas. A Tabela 7.19 se refere a malha regular e a Tabela 7.20, a
malha distorcida.

Tabela 7.19: Deflexao, W, normalizada, para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado
maior, a, da placa, considerando-se o caso de malha regular (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
L a % a o,
0,005 0,002164 14,8 0,002311 9.0
0,010 0,002349 3 0,002362 7,5
0,050 0,002863 -12,7 0,002863 -12,7
0,100 0,003938 -55,0 0,003938 -55,0
Solugdo exata [1]: a =0,002540 (a/b=2 ¢ v=0,3)
qb’
wc — a . e
D

Tabela 7.20: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, ¥/a, entre a espessura e o lado
maior, @, da placa, considerando-se o caso de malha distorcida (3x3 elementos)

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
S S (Yo) @ (%)
0,005 0,001931 240 0,002257 11,1
0,010 0,002222 12,5 0,002295 9.6
0,050 0,002839 -11,8 0,002844 -12,0
0,100 0,003930 -54,7 0,003935 -54.9
Solugdo exata [1]: @ =0,002540 (a/b=2 e v=0,3)
b-f
w,=a- :
D
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Os Graficos 7.19 e 7.20 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solugdo exata de placa fina [1], para cada valor da relagio,
ta. O Grafico 7.19 se refere a malha regular e o Grafico 7 20, a malha distorcida.

20

10 b
0 ‘.‘\“H-..__
-10 \“‘h
\

-30 \
\

‘ —=—Seren 3x3 —» Lag 3x3

Erro(%)
ra
S

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.19: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes, ¢a, considerando-
se 0 caso de malha regular (placa retangular engastada, submetida a uma carga uniformemente
distribuida).

30
20 w \ —+— Seren 3x3 — Lag 3x3

0 -;\

Erro(%)
B
[— I —

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.20: Valores dos erros da deflexdo do no central para varias relagdes, ¢/a, considerando-
se o caso de malha distorcida (placa retangular engastada, submetida a uma carga uniformemente
distribuida).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.19 e 7.20 e dos Graficos 7.19 e 7.20, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situagdo de placa fina (¢a < 0,05). Nota-se, também, que o elemento da
familia Lagrangeana é menos sensivel & distor¢do da malha. Deve-se ressaltar, ainda, que o
aumento do erro com o aumento da espessura se da devido ao fato de se estar comparando o
resultado obtido, com o da solu¢do exata para placa fina [1];, de acordo com o Capitulo 1, o
aumento da espessura implica na necessidade de se considerar a tensdo de cisalhamento na sua
diregdo, o que caracteriza placa moderadamente grossa e nio placa fina.
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7322 Submetida a uma carga concentrada central, perpendicular a seu plano:

As Tabelas 7.21 e 7.22 apresentam, para os dois elementos em analise, a deflexdo, w

2
normalizada com rela¢do ao fator % para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado
maior da placa. Estes resultados sdo comparados com aqueles obtidos a partir da 7eoria Cldssica
de Kirchhoff [1] para placas finas. A Tabela 7.21 se refere a malha regular e a Tabela 722, a

malha distorcida.

{2

Tabela 7 21: Deflexdo, W ., normalizada, para diferentes relagdes, ¢/a, entre a espessura e o lado
maior da placa, considerando-se o caso de malha regular (3x3 elementos)

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
B (%) B (%)
I— S T—
—_—

0,005 0,004772 33,9 0,005722 26,2
0,010 0,005568 22,9 0,005928 21,8

0,050 0,008583 -18,9 0,008790 -21,7
0,100 0,014221 -97.0 0,014821 -105,3
| re—
Solugdo exata [1]: #=0,007220 (a/b=2 e v=0,3)
Pb’
we=p T
D

Tabela 7.22: Deflexdo, W, normalizada, para diferentes relagdes, v/a, entre a espessura e o lado
da placa, considerando-se o caso de malha distorcida (3x3 elementos).

t/a Serendipity Lagrange
Erro Erro
B (%) i} (%)
—_ ——
0,005 0,003560 50,7 0,004585 36,5
0,010 0,004469 38,1 0,004941 31,6
0,050 0,008196 -13,5 0,008384 -16,1
0,100 0,014186 -96,5 0,014663 -103
Solugdo exata [1]: £=0,007220 (#/b=2 ¢ v=0,3)
Pb*
W, = ﬂ T
D
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Os Graficos 7.21 e 7.22 apresentam os valores dos erros das solugdes obtidas a partir dos
dois elementos, comparativamente a solugdo exata de placa fina [1], para cada valor da relagdo,
t/a. O Grafico 7 21 se refere a malha regular e o Grafico 7.22, a malha distorcida.

40

20 :._\’&\\ [ —— Seren 3x3 —» Lag 3x3 |

Erro(%)
=

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.21: Valores dos erros da deflexdo do n6 central para varias relagdes, /a, considerando-
se o caso de malha regular (placa retangular engastada, submetida a uma carga concentrada
central).

40 4}}\ : | —=Seren 3x3 — Lag 3x3
T —

El‘l‘ﬂ(o/o)
J

-100 -
-120 T

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
t/a

Grafico 7.22: Valores dos erros da deflexdo do né central para varias relagdes, ¢/a, considerando-
se o caso de malha distorcida (placa retangular engastada, submetida a uma carga concentrada
central).

Verifica-se, a partir das Tabelas 7.21 e 7.22 e dos Graficos 7.21 e 7.22, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity,
particularmente, para a situagdo de placa fina (a < 0,05). Deve-se ressaltar, ainda, que 0 aumento
do erro com o aumento da espessura se da devido ao fato de se estar comparando o resultado
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obtido, com o da solug¢do exata para placa fina [1]; de acordo com o Capitulo 1, o aumento da
espessura implica na necessidade de se considerar a tensdo de cisalhamento na sua dire¢do, o que
caracteriza placa moderadamente grossa e ndo placa fina.

7.4. Casca cilindrica

Apresenta-se, a seguir, a analise da casca cilindrica de cobertura, submetida a agdo de seu
peso proprio (Scordelis-Lo roof), apresentada na referéncia [28].

Em fun¢do da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
casca (Figura 7.5), utilizando-se uma malha de discretizagdo regular e distorcida com 2x2
elementos até uma malha de 7x7 elementos.

Zw
Yv
— -y = - 2 . = ’Q
v - " ) ) ) N //*’
R
‘I';-
Diafragma Lado Livre
rigido o0
u=0
w=

Figura 7.5 - Casca cilindrica submetida a ag3o do seu peso proprio.

A casca tem as caracteristicas apresentadas na Figura 7.5, além do que :

- espessura = 0,25 ft;

- médulo de elasticidade longitudinal = 4,32 x 107 k/ft?;

- coeficiente de Poisson = 0,0
Como resultado, apresentam-se, de acordo com o sistema de referéncia global (Figura 7.5), as
deflexdes v, w, € w3, nos nos 1,2 e 3, respectivamente. Estes resultados sdo comparados com as
solucdes exatas, dadas a partir da referéncia [28], para cada malha de discretizag3o, como
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mostram as Tabelas 7.23 ¢ 7.24; a Tabela 7.23 refere-se a malha regular e a Tablea 7 24 a malha

distorcida

Tabela 7.23: Deflexdes v|, w, e ws, para diferentes malhas de discretizagdo, considerando-se o
caso de malha regular

Serendipity Lagrange
Malha de Deflexdo Deflexdo (fi) Erro(%) Deflexdo (ft) Erro(%)
Discretizagao

7 -6,925e-3 44 6 -7,125e-3 430
2%2 W) -1,466e-2 1325 -1,407e-2 131,2

Wn -7,761e-3 74,2 8,061e-2 73,2

V] -9,425e-3 24.6 -9,550e-3 23.6
3x3 Wy [,060e-2 76,5 1,100e-2 75,6

W1 -1,760e-1 41,5 -1,775e-1 41,0

V] -1,095¢-2 12,4 -1,099%-2 12,1
4x4 Wy 2,877e-2 36,2 2,877e-2 36,2

W1 -2,391e-1 20,5 -2,391e-1 20,5

Vi -1,171e-2 6,3 -1,175e-2 6,0
5x5 Wy 3,635e-2 19,4 3,644e-2 19,2

W1 -2,68%¢-1 10,6 -2,695e-1 10,4

vy -1,198e-2 4,2 -1,200e-2 4,0
6x6 Wy 3,937e-2 12.7 3,987¢-2 11,6

w1 -2,800e-1 6,9 -2,815e-1 6.4

Vi -1,216e-2 2.7 -1,220e-2 2.4
7x7 Wy 4,131e-2 8,4 4,145e-2 8,1

w1 -2,876€-1 4.4 -2,885¢-1 4,1

Solugdo Exata [28] vy =-0,0125 ft
way = 0,04051 ft
wy = -0,3081 ft
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Tabela 7.24: Deflexdes v}, wy e ws, para diferentes malhas de discretizagdo, considerando-se o
caso de malha distorcida.

Serendipity Lagrange
Malha de Deflexdo Deflexdo (ft) Erro(%) Deflexao (ft) | Erro(%)
Discretizacdo

vy -6,553e-3 47,6 -6,863¢-3 45,0
2x2 Wy -1,621e-2 1359 -9,711e-3 121,5
W1 -6,572e-2 78,2 -8,788e-2 70,8

Vi -7,866e-3 37,0 -8,032e-3 35,7
3x3 W) -1,024e-2 122,7 -7,575e-3 116,8
w3 -1,17%-1 60,8 -1,261e-1 58,1

\2 -1,087e-2 13,0 -1,098e-2 12,2

4x4 Wy 3,051e-2 324 3,146e-2 30,2
k) -2,398e-1 20,3 -2,442e-1 18,8

7 -1,130e-2 9,6 -1,137e-2 9,0

5x5 Wy 3,166e-2 29,9 3,225e-2 28,5
W2 -2,565e-1 14,7 -2,589%-1 13,9

vy -1,196e-2 43 -1,198e-2 4,1

6x6 Wy 4,046e-2 10,3 4,062e-2 9,9

W1 -2,812e-1 6,5 -2,819e-1 6.3

Vi -1,206e-2 3,5 -1,208e-2 3.3

7x7 W» 4,069e-2 9,8 4,079¢-2 9,5

w3 -2,853e-1 52 -2,857e-1 5,0

Solugdo Exata [28] : v;=-0,0125 ft
wy = 0,04051 fi
wy =-0,3081 ft

Os graficos 7.23 e 7.24 apresentam os valores dos erros da deflexdo v; para malha regular
e distorcida, respectivamente, para varias malhas de discretizagdo, comparativamente a solugdo
exata obtida na referéncia [28]. -
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50
L\ [ = Seren3x3 — Lag3u |
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Grafico 7.23: Valores dos erros da deflexdo v, para varias malhas de discretizagio,
considerando-se o caso de malha regular (casca cilindrica sujeita a agdo do seu peso proprio)
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Grafico 7.24: Valores dos erros da deflexdo v para varias malhas de discretizagio,
considerando-se o caso de malha distorcida (casca cilindrica sujeita a agdo do seu peso proprio)

Os Graficos 7.25 e 7.26 apresentam os valores dos erros da deflexio w, para malha
regular e distorcida, respectivamente, para varias malhas de discretizagdo, comparativamente a
solucdo exata obtida na referéncia [28]. Os valores dos erros da deflexdo w3 para malha regular e
distorcida sdo apresentados nos Graficos 7.27 e 7.28, respectivamente.
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Grafico 7.25: Valores dos erros da deflexdo w, para varias malhas de discretizagio,
considerando-se o caso de malha regular (casca cilindrica sujeita a agdo do seu peso proprio)
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Grafico 7.26: Valores dos erros da deflexdo w, para varias malhas de discretizagio,
considerando-se o caso de malha distorcida (casca cilindrica sujeita a agdo do seu peso proprio)
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Grafico 7.27: Valores dos erros da deflexdao w3 para varias malhas de discretizagdo,
considerando-se o caso de malha regular (casca cilindrica sujeita a agdo do seu peso proprio)
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Grafico 7.28: Valores dos erros da deflexdo w1 para varias malhas de discretizagio,
considerando-se o caso de malha distorcida (casca cilindrica sujeito a agdo do seu peso proprio)

Verifica-se a partir dos Graficos 7.23 a 7.28 que o elemento da Familia Lagrangeana,
possut um desempenho ligeiramente melhor que o elemento da Familia Serendipity.

7.5. Viga Reta

A viga reta € um teste frequentemente utilizado, que pode ser aplicado a elementos de
viga, placa ou solido; sua maior virtude € a simplicidade e serve para avaliar a sensibilidade do
elemento a distor¢do da malha [28]. Foram utilizadas 3 malhas distintas (malha regular,
trapezoidal e paralelogramo) e impostas 4 condigdes de carregamento (flexdo no plano, flexdo
fora do plano, tor¢do e flexdo pura). As malhas utilizadas sdo apresentadas na Figura 7.6 e os
carregamentos, na Figura 7.7.

- ' MALHA REGULAR
PN N o\
MALHA TRAPEZOIDAL

. /‘_.‘/‘_.‘/_. 7/ ]
MALHA PARALOGRAMO

Figura 7.6 - Malhas de discretizagdo usadas na viga reta
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Flexao no Plano

Flexdo Pura -

Torgao
Figura 7.7 - Carregamentos atuantes na viga reta

As vigas possuem as seguintes dimensdes - comprimento igual a 6,0, largura igual a 0,2 e
espessura igual a 0,1. O modulo de elasticidade (E) é de 1,0 x 107 e o coeficiente de poisson
vigual a 0,3.

Os carregamentos utilizados foram de 0,5 para flexdo no plano e flexdo fora do plano e
igual a 5 para tor¢do e flexdo pura. A figura 7.7 mostra os pontos de aplicagdo de cada forga e sua

diregdo.
Os valores teoricos para os deslocamentos na diregdo do carregamento sao:
Carregamento Deslocamento
Flexao no Plano 0,1081
Flexdo fora do Plano 0,4321
Torgido ) 0.03208
Flexdao Pura 3x 1073

Os valores dos erros dos deslocamentos dos nos carregados, na dire¢do do carregamento,
sao apresentados nas Tabelas 7.24, 7.25 e 7.26, para malha regular, trapezoidal e paralelogramo,

respectivamente.

Tabela 7.25: Erros do deslocamento dos nos carregados, na diregdo do carregamento, para malha
de discretizagdo regular.

Serendipity Lagrange

(Erro %) (Erro %)
Flexdo Plano 1,8 1,0
Flexdo Fora do Plano 1.6 1,1
Torgdo 5,7 5,7
Flexdao Pura 0,9 0,3

105



Capitulo 7

Exemplos de Aplicacio

Tabela 7.26: Erro do deslocamento dos nos carregados, na dire¢do do carregamento, para malha

de discretizagao trapezoidal.

Serendipity Lagrange

(Erro % (Erro %)
Flexao Plano 1,8 1,9
Flexdo Fora do Plano 33.6 1.4
Torc¢ao 5.7 6,1
Flexdo Pura 8.1 :3

Tabela 7.27: Erro dos deslocamentos dos nos carregados, na diregdo do carregamento, para malha
de discretizagdo paralelogramo.

Serendipity Lagrange

(Erro %) (Erro %)
Flexao Plano 1.8 1,0
Flexdo Fora do Plano 1,6 1,1
Torcao 5,7 5,7
Flexdo Pura 0,9 03

Os Graficos 7.29 a 7.31 apresentam os valores dos erros dos deslocamentos dos nos
carregados, na diregdo do carregamento para cada situa¢do de carregamento, para malha regular,
trapezoidal e paralelogramo, respectivamente.

Grafico 7.29: Valores dos erros do deslocamento dos nos carregados, na dire¢do do

No Plano

Fora do
Plano

6r [JSeren 3x3

5t [ Lag 3x3
< 4 ' "
z 3
E 2

Tor¢ao Flexdo Pura

carregamento, para malha de discretizagao regular.
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Grafico 7.30 : Valores dos erros do deslocamento dos nos carregados, na dire¢ao do
carregamento, para malha de discretizagdo trapezoidal.
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Grafico 7.31 : Valores dos erros do deslocamento dos nos carregados, na diregao do
carregamento, para malha de discretizagdo paralelogramo.

Os resultados apresentados nos Graficos 729 a 7.31 mostram que o elemento da Familia

Lagrangeana obteve melhor resultado que o elemento da Familia Serendipity para a maioria das
situagOes analisadas.
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CAPITULO 8

CONCLUSOES

Verifica-se a partir dos resultados, obtidos no Capitulo anterior, que o elemento da familia
Lagrangeana apresentou um desempenho melhor que o elemento da familia Serendipity para as
situagdes de placas e cascas finas, considerando-se tanto malhas de discretizagdo regulares, como
distorcidas. Desta forma, pode-se estabelecer que o elemento da familia Lagrangeana é o mais
apropriado para iniciar o desenvolvimento de um elemento finito subparamétrico do tipo
hierdarquico, baseado no conceito da aproximagdo p, com o objetivo de retirar a caracteristica de
rigidez excessiva do elemento de Ahmad, para as situagdes de placas e cascas finas. Isto significa
que em cima da expansdo polinomial, obtida a partir das fungdes de forma quadraticas da familia
Lagrangeana, mostrada na Figura 3.6, deve-se inserir termos de maneira a obter polindmios
completos de terceiro grau, quarto grau, etc., como mostra a Figura 8.1, refinando-se, desta
forma, a solugd@o obtida, inicialmente, através da interpolagdo quadratica.

1

s 7
E? &n n? e, 2° graun
g3 E2p &n? n’ < Al (v 1
E4 E3n &7 Epd gt 4° grau

Figura 8.1 - Expansdo polinomial correspondente ao refinamento hierarquico de 3° e 4° graus.

Contudo, deve-se ressaltar que a comparagdo efetuada neste trabalho, entre os dois
elementos (familia Serendipity e familia Lagrangeana), referiu-se a4 analise estatica, devendo-se,
ainda, verificar seus comportamentos no que concerne a analise dinamica e analise de estabilidade;
estas sdo, portanto, propostas de continuidade deste trabalho:

o Estudo Comparativo de Elementos Finitos Isoparamétricos das Familias Serendipity e
Lagrangeana para Analise Dindmica de Placas e Cascas,

o Estudo Comparativo de Elementos Finitos Isoparamétricos das Familias Serendipity e
Lagrangeana para Analise de Estabilidade de Placas e Cascas;
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Apéndice A Fungoes de Forma

APENDICE A

FUNCOES DE FORMA

A.l. Introducio

Apresentam-se, a seguir, para cada no i da superficie média do elemento de casca, as
fungdes de forma, N ‘-(5, r)), das familias Serendipity e Lagrangeana, bem como, suas derivadas
N(&n)  N(&n)

Z4 on

com relagdo as coordenadas curvilineas:

A.2 - Funcdes de Forma da Familia Serendipity

As fungdes de forma da familia Serendipity, utilizadas neste trabalho, estdo descritas nas
Equagdes de A.1 a A8:

N(&m=1(1- 8- nl-¢-n-1) (a1
Ny(&m) =11+ 91~ nie-n-1) (A2
Ny(&m)= 51+ 1+ )&+ 7-1) (a%)
N&n)=5(1- &)1+ nl-&+n-1) "
Ns(&n)= %(1— £)(1-n) (A5)
No(& ) =51+ §1-17) (A6)
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No(gn)=3(1-&)(1+ 1) A

Ng(&n)= é(l - 6)(1 -1 ) (A8)

As Figuras de A.1 a A.8 mostram os graficos da variagao destas fun¢des de forma
sobre o elemento.

Figura A.1 - Fungdo de Forma NV, ( & 17) , associada ao no 1 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Serendipity

Figura A.2 - Fungdo de Forma N 2( &y 1}), associada ao né 2 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Serendipity
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Figura A.3 - Fungdo de Forma N_;(:_f, T}), associada ao no 3 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Serendipity

Figura A.4 - Fungdo de Forma NV 4( & 7]), associada ao n6 4 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Serendipity

2
Figura A.5 - Fungdo de Forma N(&, 7), associada ao n6 5 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Serendipity
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Figura A 6 - Fungdo de Forma N ( & T}) , associada ao no 6 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Serendipity

Figura A.7 - Fungdo de Forma NV, (f, 77) , associada ao no 7 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Serendipity

Figura A 8 - Fungdo de Forma /V, s(é', 7}), associada ao no 8 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Serendipity
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A.3 - Derivadas das Funcdes de Forma da Familia Serendipity

OTVI(‘::, ’7) 1

=7 1-n-2¢-1) (A9)
éNz(géf’ D _L1- p)ae-n) (A10
m_igéf'_”hé(u n)(2&+ n) A1)
éw,.(gg, ’?)z_é(u n)(-2&+ ) (A 12)
éNs(g;" D __d1- ) (A13)
a‘}’v,s;g, n)zé(,_ 7) (A 14)
ﬁ\’:féj n) =-&1+ 1) (A.15

15)
mscg? n) =_%(1_ 7) (A16)
ﬁv,;j,n)__g(l_;)(—g—m) (A17)
éfvz(;ja W __ L1, 9(e-21) (A 13)
élfvég, ﬂ)_§(1+§)(§+2n) (A 19)
m";f’ ) = (1~ &)(-¢+27) (A20)
dvscgj,ﬂ)=_%(1_§2)

(A 21)
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ﬁv{ﬁ(é:’”) - 7](1+(§)

0;” ) (A.22)
N, &, 1
=t .
ﬁv&(zj”?) ——1-¢&)

7 (A24)

A.4 - Funcdes de Forma da Familia Lagrangeana

As fungdes de forma da familia Lagrangeana, utilizadas neste trabalho, estdo descritas nas
Equagdes de A.25 a A 33:

N(&n =22~ g7 - ) (425
Ny(&m=1(&+ g7 -n) (A26)
Ny(&m=5(&+ & +n) (a21)
N(&n) =58 -&r +n) (A28)
Ns(&n)=-5(& 1) - 7) (A 29
No(&n)=-3(& + &7 -1) (430
No(&m)=-5(& - 1)(7 +7) A3
Ny(&m)=—1(& - &7 -1) a3

(A.33)

As Figuras de A.9 a A.17 mostram os graficos da variagdo destas fungdes de forma sobre o
elemento.
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Figura A.9 - Fungdo de Forma N 1(5’ q) , associada ao nd | do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana

0.8 4

0.8 4

0.4 4

0.2

Figura A.10 - Fungdo de Forma N 2( p 1]) , associada ao né 2 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana

Figura A.11 - Fungdo de Forma N 3( & r;) , associada ao nd 3 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana
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Figura A 12 -Fungdo de Forma NV 4(5, 17), associada ao n6 4 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana

Figura A.13 - Fungdo de Forma N 5(&_;', 17), associada ao né 5 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana

Figura A.14 - Fungdo de Forma N4 (&, 77), associada ao n6 6 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana
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Figura A.15 - Fungdo de Forma N, (&, 1), associada ao n6 7 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana

Figura A 16 - Fungdo de Forma N 3( &5 r;) , associada ao no 8 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana

Figura A.17 - Fungdo de Forma N 9(5, 7)), associada ao n6 9 do elemento quadrilateral,
quadratico, da Familia Lagrangeana
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A.S - Derivadas das Funcdes de Forma da Familia Lagrangeana

2 fcg;f D _Lag- 1)) (A3
mﬁ;g’ L 5(25 +1)(7 - 1) (A35)
‘3"(3;? D _Lagr 1ot + ) (A36)
NASD) T (26— 1)(o + ) (A3
ey
‘5’“’6;? Do Lege 1o -1) (439
éN;-;? n) _ A+ 1) (A40)
dvség, ) =—*;"(25‘ 1) -1) (A41)
Mlan) g
mgj’ & = 2(2n-1)(2-4 (A4)
éNzogrf, ) =§(2,,_ e+ e (A44)
MG L 2 1)+ o a45
NAED Lo n(g -9 (A 46)
d";ﬁj’ 7 =3 (2n-1)(&-1) ]
avég, ﬂ)=_”(§z+§) (A 48)
éw,a(qé ) =%(2,’+ )& -1) (A 49)
(&, 1)

p -_-_r,(.fz—.f) (A 50)
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W=27(62—1) (AS1)
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Elementos das Matrizes

A

APENDICE B
ELEMENTOS DAS MATRIZES: [A(&7)], [d(£,7)] e

[Bi ( 59 7?)]
B.1 - Elementos da Matriz [A( Gy t])]

Apéndice B

(B.1)
(B.2)
(B.3)
(B.4)
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Az (&) =vy(&n)  ry(&m) +viy(Em)  r (& m) +vi5(&m) - ry3(& )
(B.5)

As componentes do versor ¥; sdo dadas através das Equagdes de (3.5) a (3.7), do versor
V,, através das Equagdes de (3.9) a (3.12) e do vetor Fj, através das Equagdes de (2.19) a (2.21).

B.2 - Coeficientes da Matriz [d (é’, T])]

dy(&m) = A4,(&n) vy (&m) (B.6)
d(&n) = Ay (&n) viz(&n) (B.7)
di3(&m) = Ay, (& n) vis(&m) (B3)
d1(&n) = A(&n) vy (& n) B9)
d;s(&m) = Ap(& 1) viz(& 1) (B.10)
dis(&m) = A1 (& 1) vi3(& 1) (B.11)
dz;(‘f' "I):Azi(fs n) "’21(5, 7) (B.12)
d32(& 1) = 43,(& 1) v22(& 1) (B.13)
d (&) = A (& 1) va3(&n) (B.14)
dy (& 1) = Az (& m)v2 (& 1) (B.15)
dy5(& ) = Ay (& 1) vy5(& ) (B.16)
d15(&m) = A5 (&) va3(&,m) (B.17)
d3 (& m) = Ay (& vy (& m) + A (& ) vy (& 7) (B.18)
d3;(&n) = Ay (& n) vi2(&m) + A (& 1) v (& 1) (B.19)
djs(‘fs ) = A21(§s ) V13(§' n) + Au(‘ff’ ﬂ) "’23(5s ) (B.20)
d; (& m) = Azz(é"s )Vu(gs )+ A12(§$ n) vy, (& n) (B.21)
d3s(&7m) = Ay (& 1) viz (& m) + 412(&m) vy (& 1) (B22)
dis(&n)=A5(&n) viz(&n)+ A, (&) vy (& 1) (B.23)
d (& n)= Ay (&n) v (&7) (B 24)

42(5* n) = 1(5 n) Vsz('f n) (B.25)
d;3(&n)=A4,(&n) vi;(&n) (B 26)
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d,(&n)=A,(&n) vy (&n) (B.27)
d;s(&n)=A;,(&7) vsy (&) (B.28)
dm('?a ’7) Atz(‘fs n) "33(5» n) (B.29)
d;(&n)=A53(& 1) v (&) (B.30)
dJS(‘:a 77) A33(§a 77) sz(gs T?) (BJ[)
dw(é:s n)= A33(§, n) ‘-’13(& n) (B.32)
dﬂ(é, ’7) Az;(‘fv U) V31(§a 7?) (B.33)
ds,(&m)=Ay (& n) v, (& 7) (B.34)
ds;(&n)= Ay (& m) vi3 (&) (B 35)
ds (&) = A5 (& m) v3 (&) (B.36)
dss(&m) = A5 (& n) v3(&7) (B.37)
dss(&,m) = Az (&) v33(&m) (B.38)
ds;(&m)=A33(&n) vy (&m) (B.39)
dss(&,m) = As3(&m) vy (& 1) (B.40)
dso(&m)=A33(&Em) vas(&m). (B.41)

B.3 - Elementos da Matriz [B,-(‘f, q)]

1(, oN; AN,
B,y ’ =—|d;;—=* £
u;(‘f 7]) |Jl 11 & +dyy 0»,}7] -
aN; AN; )
Byi(&m) = :
2i(&n) !Jl d21 OF -+ dyy n ) .
_ (. AN N; )
Bl = gl g+ B wi
1( IN; JN; )
B, (2 p)=
41;(‘5 f?) IJI da— JE +dyy on ) 515)
1(, &N; AN;
Bs;\ &)=
s £07) I\ dﬂ g -+ s an ) (B 46)
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1(., &N, N,
B2i(&m) = d125—+d15 )
d 6 N (B.47)
1(, oN; N,
By (&n)=r-|dy, E +d s }
71\ 4 on (B.48)
1(, &V, N,
I ):m d327§+d35 5’)]
(B.49)
1(, oN, N,
342s(§s U):—(d42_+d45 ‘)
/] S on (B.50)
1 ON; ON:
Bs,:( &, —| d ‘+d !
sl &) |J|[ 527 gg +ss é“r}] s
1(, &N, N,
313;‘(5”?):_(‘113 2 +ds J
] 5 on (B.52)
1(., oN; PA
B3 (¢, 77)=m(dz3 F +d o )
(B 53)
1(, N; AN; )
B33;(§,ﬂ)—7 d337§"+d36 an
I\ / (B.54)
1(, av ZA
343;(‘§~ ﬂ)*m\dﬁ OE +d on
(B 55)
1(, aN ., &v;)
Bssi(&nm) = d537+d56—
I ¢ ON;
Bm(é 77) ‘ )[ & (du‘-’u; +dy,v)0 +d13"'13;)
AN
+E‘(d14"’m +d sy +digvi)] (B 57)
an ‘fs ‘J‘[ 5§ dz;"u: +d V)5 +d23"13;)
Z\f
+—0;;(dz4"m +d 3590+ dogviz )| (B 58)
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B_?Ji(‘:v ’7)

B,:(&n)

3541 é:‘

BIS:'(g’

Bygi(&,m) =~

B35i(‘§s 7?)=_

B45z(§1

BSSi(g’

1
i

AL
63‘17 (d34"11£ +d3svp+ d36"13i)]

(dy"’m +d 3,0 + du"m)

o5

duv“, e d,;z":z; g d43vl3l )

il
AN
+%‘(d”vm Fd vy +d gy

d
m[ 0—;5 (dsvgi +dsyvpz + ds3visi)
ON;
+ S (dsgvygi + dssvizi + dsgvisi)|

|J|[ é’§ (7920 + 12V 225+ d139231)

aN;
+?‘;—(d”v2“ +d 5V +d16Y23i )]

AN
171[—0-,E‘(c1'21'.*2},- +dyyv 3 +dy3955;)

AN
+—%'(d24v21i +d 5V +d 673 )]
IN; (

1
m[_ﬁf_ d3vop; +d3Va; + d33v23i)

ZA'F
+ L (d 3y + d3sV22; + d 36V 23 )]

é‘r,

m[ (94_- (dypv21i +dgv i +d 43923:)

ON
+ i (d vy +d 5V +d V23 )]

57?

L”[ ég djlv,?fl =+ d52v22: + d53v23l )
N
+ S (d 5wy + dssv g + dsevasi)]

an
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1
Cuil&n)= m[Ni (d v y0i +d ggvyzi + d govy3; )]

(B.67)
1
Csil&n)= m[Ni (dsyvipi + dsgviz + dsgvys;)|
(B.68)
1
Csi (&n)= —m[Ni (d v + dgvani +d V23 )]
(B.69)
Cssi(&n)=- m[Ni(dsr"zn +d 58V +dsgVy3; )]
(B.70)
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