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Resumo

Serpa A. L., “Problema de contato com airito ulilizando o Método do Lagrangiano
Aumentado”, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Unicamp, 1996, 145p.,
Tese (Doutorado}.

fstuda-se neste trabalho o problema de contato com atrito entre corpos elasticos
na elasticidade infinitesimal. Trata-se de um problema ndo linear devido a presenca
de restricoes unilaterais (interpenetracao dos corpos) e devido a presenca de atrito. A
solucio deste problema € obtida utilizando-se os conceitos da otimizagéo, formulando-se
um problema de minimizacao com restrigoes. Para a solucao das equacoes da elasti-
cidade é empregado o Método dos Elementos Finitos. Este problema de minimizacao
apresenta como funcao objetivo a energia potencial total dos corpos, restrigoes de desi-
gualdade para representar as condi¢des de nfo interpenetracao dos corpos, e restrigoes
de igualdade para abordar o atrito {lei de Coulomb). Devido a existéncia de duas con-
dicdes de atrito (adesdo e deslizamento), as restricdes de igualdade ora sdo presentes
ora nao o sao, dependendo do tipe de condicdo de atrito. Como a decisao pelo tipo de
condicio de atrito depende dos esforgos normais e tangenciais de contato associados as
restrigoes do problema, tem-se uma nova abordagem chamada aqui de problema de mi-
nimizagdo com restrigoes condicionalmente dependentes. Para a solucao deste problema
utiliza-se o Método do Lagrangiano Aumentado de minimizagao restrita. Este, quando
aplicado ao problema de contato, possui multiplicadores de Lagrange que apresentam o
significado fisico dos esforgos de contato, permitindo a verificagdo das condigbes de atri-
to a cada iteragio. Fstes conceitos permitem formular alguns esquemas computacionais

que conduzem a resultados numeéricos satisfatorios.

Palavras-chaves: Elasticidade, Elementos Finitos, Problema de Contato, Progra-

macao Matematica, Lagrangiance Aumentado, Subestruturagao.



Abstract

Serpa A. L., “Contact problem with friction using the Augmented Lagrangian Method”,
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Unicamp, 1996, 145p., Thesis (Doctor).

This work presents the study of contact problems between elastic bodies with fric-
tion under the assumptions of the infinitesimal elasticity. This is a non-linear problem
due to the presence of unilateral constraints {interpenetration of bodies) and friction.
The solution of this problem is found using optimization concepts, stablishing a cons-
trained minimization problem. To soive the equations of elasticity the Finite Element
Method is used. The stablished minimization problem has the total potencial energy of
the bodies as its objective function, the non-interpenetration conditions are represen-
ted by inequality constraints, and equality constraints are used to deal with the friction
(Coulomb Law). Due to the presence of two friction conditions (stick and slip), equality
constraints are present or not according to the specific condition. Since the decision
about friction condition depends on normal and tangential contact stresses, which are
related to the constraints of the problemn, there is a new approach which is called here
a conditional dependent constrained minimization problem. To solve this problem, the
Augmented Lagrangian Method for constrained minimization is employed. This me-
thod, when applied to the contact problem, presents Lagrange Multipliers which have
the physical meaning of contact forces. This fact allows to check the friction condicion
at each iteration. These concepts make possible to devise some computational schemes

which lead to good numerical results.

Key words: Elasticity, Finite Elements, Contact Problem, Mathematical Program-

ming, Augmented Lagrangian, Substructures.



Notacao e Simbolos

Notagao genérica

grandezas
grandezas
grandezas
grandezas
grandezas
grandezas

grandezas

com sub-indice A: relativos ao corpo A

com sub-indice B: relativos ao corpo B

com sub-indice AB: relativos aos corpos A e B

com barra (exemplo @): referentes ao sistema auxiliar de coordenadas
com sobre-indice asterisco (exemplo u*): referentes a solugio étima
maidsculas em negrito (exemplo K'}: denotam matrizes

minusculas em negrito (exemplo u): denotam vetores

sobre-indice ¢ {exemplo A’): denota transposi¢io de matriz - vetor

sobre-indice —1 (exemplo K™'): denota inversio de matriz

sub-fndice 1 ou 2 (exemplo #1): indicam as coordenadas 1 ou 2 respectivamente

[¢]4 = mdximo[0,a]

[a}- = minimo|0,a]

| - |: denota valor absoluto

It - |}: denota norma euclidiana

Simbolos latinos

a: parametro que define o posicionamento relativo dos nés 7, j e &

A: matriz

dos coeficientes das restrigbes h;(u)

B: matriz dos coeficientes das restrigdes ¢;(u)

C4, Cg: regides de contato em potencial dos corpos A e B respectivamente

ci{n): restricio de igualdade (adesdo dos corpos)

cond: numero de condi¢io da matriz do sistema na solugao

cte: valor(es) constante(s)



e{u): vetor das restrices de igualdade (conjunto dos c;(u))

D: matriz diagonal resultante da fatoragao de K

dp: denota interpenetracao devido aos campos de deslocamentos incompativeis
f: vetor de carregamento (esforcos externos)

fa, Fo: parti(;c")es‘ do vetor f para condensacdo estitica

fa(), fB(*): fungdes que definem C4 e Cg respectivamente

[f.: somatdrio dos esforgos de contato

F,.: termos de rigidez e de esfor¢os de contato no sistema ndo linear de equagdes
fa: esforcos desbalanceados

fr: vetor auxiliar utilizado no algoritmo D

h;(u): restricio de desigualdade (nao interpenetragio dos corpos)

h(u): vetor das restrigdes (conjunto dos h;(u))

H: matriz hessiana

I: matriz identidade

%, 7, k: nds tipicos para formulacio das restri¢Ges

k nos algoritmos: indica a iteragio do Lagrangiano Aumentado

K: matriz de rigidez

Koo, Kb, Kig, Ky partices da matriz K para condensagio estatica

k.,: rigidez ficticia para contornar problemas de condicionamento numérico

[: mimero de restrigoes de igualdade

lp: comprimento da regiao de contato em potencial

lait: numero de iteragdes do Lagrangiano Aumentado

L{w, v, A): fun¢ao Lagrangiana associada ao problema (P)

m nimero de restrigoes de desigualdade

ndof: niumero de incégnitas do problema (nimero de graus de liberdade)

n: vetor dos esforcos normais de contato

n;: esforgo normal associado a restricio h;(u)

nfreq: indica a frequéncia de atualizacdo da matriz de rigidez no algoritmo £
P: matriz referente & particdo de U para condensacio estatica

{P): problema de minimizagao genérico

{F): problema de minimizagdo - contato sem atrito
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(P2 ): problema de minimizacio - contato com atrito

p(u): funcao penalizada

p(z1): pressao de contato em fungio da posigio

(2: matriz que corrige a dire¢ao de busca em métodos de minimizagao irrestrita
gn: carregamento distribuido horizontal

Gv: carregamento distribuido vertical

r: vetor do conjunto dos penalizadores r; e r;

r;: penalizador associado a ¢;(2)

r;: penalizador associado & A;(u)

ro: vetor com os valores iniciais dos penalizadores {componentes rg)
R;: matriz diagonal composta pelos valores r;

R;: matriz diagonal composta pelos valores r;

t: taxa de crescimento do penalizador

t: vetor dos esforgos tangenciais de contato

t;: esforco tangencial associado & restricdo ¢;(u)

T: matriz de transformacéo entre sistema local e global de coordenadas
u: vetor dos deslocamentos |

Uq, Up: particdes do vetor u para condensacdo estatica

u®, u”: deslocamentos do ponto a e do ponto b respectivamente
Uq: vetor dos deslocamentos na direcdo normal

ue: vetor dos deslocamentos na direcio tangencial

1y vetor das velocidades tangenciais relativas

U matriz triangular superior resultante da fatoragao de K

@: vetor auxiliar usado no processo de condensacao estatica
{(z1,z2): sistema global de coordenadas

{(Z,,Z3): sistema local de coordenadas

z;: varidvel de folga associada a restrigdo h;(u)

Simbolos gregos

c: vetor dos termos independentes das restrigdes h;{u) do tipo linear

3: vetor dos termos independentes das restrigdes ¢;(u) do tipo linear



,8.' .. mddulo de elasticidade
- 1-FPoisson?

dA: parametro que controla a maxima variagdo dos multiplicadores A,
dv: parametro que controla a maxima variagao dos multiplicadores v;
At: tempo de processamento em segundos

€: vetor dos parametros para critério de parada (componentes ¢)

7: parametro que defermina a posigdo relativa do né ¢ com o segmento jk
@(u, v, A, r): fungdo Lagrangiana Aumentada associada ao problema (P)
A;: multiplicador de Lagrange associado a h;{u)

A: vetor dos multiplicadores de Lagrange (conjunto dos ;)

v;: multiplicador de Lagrange associado a c;{u)

v: vetor dos multiplicadores de Lagrange (conjunto dos v;)

p: coeficiente de atrito (estdtico e dinamico com o mesmo valor)

itq: coeficiente de atrito dinamico

i coeficiente de atrito estdtico

V: denota gradiente

IT: energia potencial total

p: passo de busca unidimensional

o,: tensio normal de contato

0. tensao tangencial de contato

op: tensdo nominal de contato

g: angulo de rotacdo entre os sistemas local e global de coordenadas
¢: valor real escalar

£: parametro que determina a posigao relativa do né ¢ com o segmento 7k
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

O contato entre corpos elasticos (sélidos deforméveis} é um fendmeno usual em
sistemnas mecanicos. E através do contato entre os corpos que grande parte dos esforgos
sao transmitidos nestes sistemas. Muitas vezes o interesse estd na distribuicao de tensoes
em regides distantes da regiao de contato, podendo-se aplicar o principio de Saint-
-Venant (distante da regido em que as forgas sdo aplicadas, o estado de tensdes pode
ser avaliado sem que se conheca com exatidio a distribui¢do destas forgas na regido de
aplicagao). Existem, contudo, situagdes em que é necessario conhecer o que ocorre na

regido especifica de contato.

O problema de contato apresenta algumas dificuldades do ponto de vista de for-
mulagao do modelo e dificuldades para a obtencao da solugio associada a este. Néo se
conhece “a priori” a real superficie de contato nem os deslocamentos e tensdes nela pre-
sentes, o que impede a definicdo das condi¢Ges de contorno do problema na sua forma
usual. Uma condi¢io de contorno que se aplica a regido de contato (desconhecida “a
priori”) corresponde a nao interpenetracio dos solidos e pode ser formulada na forma
de desigualdades. Além disso, quando o atrito entre as superficies de contato deve ser
considerado, o problema torna-se mais complexo. Solugdes analiticas exatas ou mesmo
aproximadas sdo encontradas apenas para situa¢Ges muito particulares. Os casos mais

gerais devemn ser resolvidos através de modelos e algoritmos adequados a obtencao de
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solugbes numnéricas. Os métodos compatacionais empregados para a obtencio da so-
lugio sio baseados nos conceitos usuais de discretizagio dos corpos segundo o Método
dos Elementos Finitos (MEF), e mais recentemente segundo o Método dos Elementos

de Contorno (MEC).

Varios enfoques do problema de contato tém sido estudados, tais como problemas
de contato na elasticidade linear (infinitesimal), problemas de contato em grandes des-
locamentos - deformacoes, contato em problemas no regime elasto-pldstico, problemas

dinamicos envolvendo contato (contato - impacto), e outros.

A solucao do problema de contato tem seguido os seguintes enfoques principais:

o Adaptacdo de formula¢bes numéricas usuais de maneira a simular as condicoes de
nao interpenetra¢do (e eventualmente atrito) entre as superficies. A solugio é de
natureza incremental - iterativa. Em geral os cédigos computacionais existentes
sao adaptados a este tipo de problema. Novos conceitos de formulagio, segundo

este enfoque, ndo sao introduzidos.

e Estude do problema de contato partindo do equacionamento basico dos principios
da mecéanica (trabalhos virtuais por exemplo), e chegando-se as formulagoes va-
riacionais do problema de contato, no caso inequacoes variacionais. Fste tipo de
formulacio relaciona-se com principios de minimo, de forma que a soluc¢éo para as
inequagdes variacionais pode ser conseguida através da solugio de um problema

de minimizacao com restrigdes assoclado.

¢ Aplicagdo direta de principios de minimo {minima energia potencial total), resol-
vendo-se o problema de minimizacdo decorrente. Este caso estd contido no anterior,
contudo existemn abordagens que partem diretamente da aplicagdo dos principios
de minimo sem a sua correlagdo explicita com as formulacdes variacionais. O
problema de minimizagdo formulado é resolvido com a utilizagdo de conceitos de

prograrmmacao matematica {otimizacio). Este é o enfoque deste trabalho.
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1.2 Principais trabalhos relacionados

Os primeiros modelos aceitdveis para alguns problemas de contato na elasticidade
surgiram com Hertz em 1882. Suas formulagdes, embora para casos de geometrias es-
pecificas, constituem ainda hoje uma boa solugio para uma série de problemas praticos

conhecidos como problemas de contato hertzianos, [3].

Signorini formulou o problema de contato de um sélido eldstico com uma fundacio

rigida em 1933, [3].

Um estudo de existéncia e unicidade do problema de Signorini com atrito de

Coulomb sob certos valores de coeficiente de atrito é apresentado por Cocu [21].

Curnier [23] apresenta aspectos da teoria de atrito inspirada em uma analogia

com a teoria de plasticidade.

Solugdes do problema de contato de forma iterativa - incremental, usando con-
ceitos usuais do MEF através da adaptacio de programas tipicos de elementos finitos
sao encontrados nos trabalhos de Chan e Tuba [16], Francavilla e Zienkiewicz [35],
Sachdeva e Ramakrishnan [118], Fredrikson {36], Gaertner {39], Okamoto e Nakazawa
[99], Mahmoud, Salamon e Marks [88], Mahmoud, Salamon e Pawlak [89], Eterovic e
Bathe [30], Ostachowicz [102], Bathe e Chaudhary [5], Frey, Sampaio e Saldanha da Ga-

a [38], Galedo, Guerreiro, Loula e Barbosa [41], Chaudhary e Bathe {19], Doudomis
e Mitsopoulou {25], Lee [82], Mazurkiewicz e Ostachowicz [92], Salamon [119], Rah-
man, Rowlands, Cook e Wilkinson [114], Pascoe e Mottershead [109, 110], Torstenfelt
(135, 136].

Duvaut e Lions [27] apresentam vérios problemas da mecanica e da ffsica sob o
ponto de vista de inequag¢des variacionais. Glowinski, Lions e Trémoliéres [46] apre-
sentam varios esquemas de aproximagio e algoritrnos para a solucio de inequagdes

variacionais.

Kalker e Van Randen [68] e Kalker [67] apresentam o estudo do principic variacio-
nal que governa o problema de contato com atrito, formulando inequagdes variacionais

através da aplicacao do principic dos trabalhos virtuais e principio dos trabalhos virtuais
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complementares.

Nos trabalhos de Klarbring [73, 74], e Klarbring e Bjorkman [72], apresenta-se
também uma formulagao variacional para o problema de contato com atrito utilizando
conceitos de subdiferenciais e gradientes generalizados (conceitos de otimizagéo con-
vexa e nao convexa). E também discutida a analogia do problema de contato com o
comportamento elasto-plastico. O tratamento numérico do problema decorrente das
inequagdes variacionais € resolvido através de uma abordagem como problema de com-

plementaridade linear.

Panagiotopoulos [103, 104, 105, 106] em seus trabalhos estuda problemas uni-
laterals na mecanica estrutural, principalmente os problemas de contato com atrito,
formulando-os como inequagtes variacionais e mostrando a relagio destas inequacdes
variacionais com o principio da minima energia potencial (e minima energia potencial
complementar). Através do principio da minima energia potencial, é formulado um
problema de programacéo linear. Conceitos de analise convexa e de subdiferenciais sdo
utilizados. Em geral, a formulagao de Panagiotopoulos utiliza valores da rigidez normal
e rigidez tangencial pré-estabelecidos. Alguns outros trabalhos segundo este enfoque séo
os de Panagiotopoulos e Lazaridis [107], Panagiotopoulos e Talaslidis [108] (conceitos de
otimizacao e teoremas de programacao quadratica) e Talaslidis e Panagiotopoulos [132]
(abordagem de problemas dindmicos unilaterais}. Principios variacionais e principios

de minimo sdo estudados também em Bufler [13], Horrigmoe e Bergan [57].

Através dos conceitos desenvolvidos com as formulagoes de inequagdes variacionais
e da relagdo entre estas e os principios de minimo, e também através da interpretacio
fisica do equilibrio como sendo o minimo da energia potencial total, varios trabalhos

utilizando conceitos de minimizacio so encontrados.

Holmberg [56], Lee [83], Bjorkman [10] utilizam conceitos de complementaridade

linear na solugdo do problema.

A utilizagdo de conceitos de programacao quadritica é presente nos trabalhos de
Bjorkman, Klarbring, Larsson, Rénngvist e Sjodin [11] {grandes deformagdes), Johnson

e Quigley [64] (grandes deformagdes), Zhong e Sun [150] (analogia com plasticidade),
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Cannarozzi [15], Chand, Haug e Rim [17], Chen e Tsai [20], Joo e Kwak [65] (gran-
des deformacoes em regime elasto-plastico), Mahmoud, Al-Saffar e El-Hadi [87], Lee
e Kwak [84] (regime elasto-pldstico), Zhu e Yongjie [152] (analogia com plasticidade,

complementaridade linear) e Zhu [151] (contato no regime elasto-plastico).

0O meétodo dos gradientes conjugados é empregado na solugdo do problema de

contato nos trabalhos de May [91] e de Nour-Omid e Wriggers {93].

Alguns trabalhos baseados em conceitos do método Simplex séo os de Fisher e
Melosh {34] e Haug, Chand e Pan [50].

O estudo do problema de contato com atrito através da minimizagdo de um fun-
cional utilizando o método das penalidades é apresentado por Elqueta [28]. Kikuchi e
Song [70] apresentam as relagbes entre esquemas de penalidades e formulagoes do tipo
mista para uma classe de inequacdes variacionais. Em [26] o método das penalidades é

utilizado em um problema visco-plastico.

0O Método do Lagrangiano Aumentado é utilizado conjuntamente com umn proces-
so incremental por Simo e Laursen [123, 80}, onde as tensées tangenciais sdo estimadas
para o incremento posterior baseando-se em parametros do incremento em questio pa-
ra o caso do contato de um corpo eldstico com um corpo rigido. Laursen e Qancea
[79] apresentam uma continuidade dos trabalhos anteriores em termos de critérios de
convergéncia baseados nos multiplicadores de Lagrange. Rothert, Idelberger, Jacobi e
Nieman [117] resolvem também o problema de contato quase-estatico através do Método
do Lagrangiano Aumentado com auxilio de um processo incremental. Heegaard e Cur-
nier {51] estudam o problema de contato sem atrito através do Lagrangiano Aumentado

para grandes movimentos de deslizamento.

Um outro trabalho baseado em programacio matematica é o de Hung e Saxcé [60]
para problemas sem atrito, onde é utilizado um algoritmo de programacdo quadrética

(linearizado).

Barbosa [3] apresenta um estudo bastante detalhado das formulagdes variacionais
(inequacbes variacionais) associadas ao problema de contato e a relacio destas com

os principios de minimo. E apresentado o estude dos problemas de indentacao rigida,
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Signorini e contato entre corpos eldsticos. O caso do contato entre corpos eldsticos é
resolvido através de uma sequencia de sub-problemas. O primeiro tipo de sub-problema
é um problema de Signorini (contato sem atrito), sujeito a um carregamento tangencial
prescrito. O segundo tipo de sub-problema é um problema conhecido como problema
de Duvaut e Lions, com as tensdes normais obtidas através do primeiro sub-problema,
‘obtendo-se assim novas tensGes tangencials. A sequéncia ¢é repetida até a convergéncia
do processo. Este processo nio possui garantia de convergéncia e é bastante influenciado
pelo ponto de partida (distribui¢do inicial das tensdes tangenciais). Solucdes numéricas

baseadas nos algoritmos de Lemke, Uzawa e GSRP sdo apresentadas.

Fancello [32] estuda também formulagdes variacionais (inequagdes variacionais) as-
sociadas ao problema de contato. E criado um elemento de contato unidimensional com
caracteristicas constitutivas nio lineares cuja solucio é encontrada com auxilio de uma
formulagao incremental. As equagdes constitutivas sao formuladas de forma a obter-se
equagoes de dominio irrestrito. E necessario definir de forma explicita os valores para
a rigidez normal e rigidez tangencial, e a escolha destes valores influencia diretamen-
te o condicionamento do sistema associado. A solugdo é encontrada empregando-se o

método de minimizacdo irrestrita Quase-Newton.

Um outro enfoque presente no estudo do problema de contato é a utilizagdo de
formulagbes mistas de elementos finitos, onde os deslocamentos e tensoes sio tratados
como campos de varidvels independentes. Trabalhos segundo este enfoque sdo os de
Saleeb, Chen e Chang [120], Chang, Saleeb e Shyu [18], Heyliger ¢ Reddy [54, 55|,
Shyu, Chang e Saleeb [122], Simo, Wriggers e Taylor [124], Tseng e Olson [137], e mais
recentermnente Heege e Alart [52] (utilizam conjuntamente a formulacio do Lagrangiano

Aumentado para problemas com grandes curvaturas).

Nos trabalhos de Oden e Pires [96, 97, 98, 112] sdo formuladas leis ndo cldssicas
de atrito procurando contornar as dificuldades de formulagdo matemadtica e abordagem
numérica da lei cldssica de Coulomb, e também procurando adequar certas limitacdes
fisicas desta. As leis de atrito ndo classicas propostas sac nio locais e nio lineares.
Nestes trabalhos sdo apresentados a formulagéo variacional (em termos de inequacdes)

do problema de contato de acordo as leis nao cldssicas, o estudo de existéncia e unicidade

24



da solugac do problema, e algoritmos e esquemas numéricos utilizados para a solucic

do problema.

Oden e Martins [95] apresentam um trabalho extenso onde o fendmeno de atrito
dindmico é discutido (revisio da literatura, estudo de principios variacionais associa-
dos, algoritmos e métodos computacionais para a solugdo do problema). Discutermn-se
também os tipos de problema de contato {quase-estatico, dindmico com superficies de
contato estdveis e dindmico com a presenca de desgaste e erosio das superficies de

contato).

Oden e Kikuchi [94] apresentam formulagdes variacionais para problemas de valor
de contorno com restricdes na elasticidade. O método das penalidades e esquemas de

integragao reduzida sio empregados no caso da elasticidade incompressivel.

Uma outra linha de estudo para a solu¢do do problema de contato é a criacio
de elementos finitos especiais (elementos de contato) com caracteristicas que permitem
identificar as condigoes de interpenetracio dos corpos e eventualmente as condigdes
de atrito. As equacdes decorrentes deste enfoque podem ser resolvidas pelos conceitos
usuais de sistemas ndo lineares (incremental - iterativo) e também segundo os conceitos
de programagao matematica. Exemplos de trabalhos segundo este enfoque sio os de
Parish [111], Beer [T}, Kulak [75] (elementos adaptativos), Stader e Weiss [127], Zolti
[153], Ju, Stone e Rowlands [66].

Bohm [12] apresenta uma comparagao dos principais algoritmos de contato (aspec-
tos matemdticos e praticos}. Algumas comparagdes de resultados sio feitas. Os princi-
pais conceitos da mecénica do contato com atrito sio discutidos juntamente com as for-
mulagbes numéricas iterativas e do ponto de vista de inequagdes variacionais (principios

de minimo).

O problema de contato em casos dindmicos (contato - impacto) tem sido também
estudado. Alguns trabalhos relacionados a problemas dindmicos de contato sao os de
Osmont {100, 101}, Belytscho e Neal [8], Hallquist, Goudreau e Benson [49], Hughes,
Taylor, Sackman, Curnier e Kanoknulchai [59], Madsen [86], Wriggers, Vu Van e Stein
[142], Barbosa e Ghaboussi [4], Malone e Johnson [90] (caso de cascas).
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Os varios tipos de abordagem do problema de contato presentes nas solucdes
por elementos finitos sdo também presentes em formulagdes que utilizam o Método
dos Elementos de Contorno. Alguns trabalhos utilizando o MEC sio os de Gakwaya,
Lambert e Cardou [40], Kwak e Lee [76], Garrido, Foces e Paris [42], Simunovic e Saigal
[125].

Um trabalho especifico para o caso de contato de engrenagens ¢é apresentado por
Vijayakar e Houser [139] onde a malha de elementos finitos (no dente da engrenagem)
trabalha conjuntamente com uma rede superficial mais refinada do que a malha. As
condigdes de contato sio definidas tendo como base a rede. Isto evita a necessidade de
se ter malhas extremamente refinadas principalmente no caso de dentes de engrenagens

onde a regiao de contato ¢ pequena e sofre variagdo devido as varias posicdes no uso.

Stein, Bischoff, Brand e Plank [129, 130] ¢ Lee e Oden [81] utilizam esquemas

adaptativos de malhas para o caso especifico do problema de contato.

Wriggers e Miehe {141] apresentam um modelo de elementos finitos para o proble-
ma de contato em grandes deformacdes e com o efeito termomecanico do contato, onde
o fluxo de calor e a dissipagao por atrito sdo modelados. Zavarise, Wriggers e Schrefler

[147] empregam o Método do Lagrangiano Aumentado neste tipo de problema.

Outros trabalhos relacionados ao problema de contato sdo citados nas referéncias

bibliograficas deste trabalho.

1.3 Objetivos e organizagao deste trabalho

Presente em varios tipos de situagdes de interesse com os mais diversos niveis
de complexidade conforme mencionado anteriormente, o problema de contato, mesmo
na elasticidade infinitesimal (materiais eldsticos lineares, regime de pequenos desloca-
mentos), deixa de ser um problema linear. O atrito traz complicagdes adicionais ac
problema. Contudo, o interesse pratico neste tipo de problema é ainda grande pelo
fato de que a maioria dos componentes mecanicos trabalham nesta condicio (regime

infinitesimal).
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Este problema nao estd ainda totalmente estabelecido. Os aplicativos comerciais
de analise, em geral, possuem esquemas em que é necessirio definir as componentes
normal e tangencial da rigidez de contato (esquemas incrementais - iterativos). Estes
valores sdo escolhidos de forma arbitréria (baseados em algum tipo de estimativa), e
influenciam de forma direta a solu¢do numérica encentrada. Como exemplo cita-se o

aplicativo Ansys {2].

Este trabalho tem como objetivo principal abordar o problema de contato na
elasticidade infinitesimal como um problema de minimizacio “generalizado”, onde o
fenémeno de atrito (lei cldssica de Coulomb) é tratado como uma restricio adicional,
que participa ou nao do problema de minimizacéo em fungéo do tipo de atrito (adesdo ou
deslizamento) encontrado no ponto em questdo. As condigdes de nio interpenetracio
dos corpos sdo formuladas como restricbes de desigualdades. O atrito é formulado
como uma restricio de igualdade para o caso de adesdo. No caso de deslizamento,
estas restrigbes de igualdade deixam de existir e os esforcos de atrito dindmico sdo
considerados. Trata-se, portanto, de um problema que pode ser chamado de “problema

de minimizagdo com restricoes condicionalmente dependentes”.

Este problema de minimiza¢ao decorrente é resolvido utilizando o Método do
Lagrangiano Aumentado, que possui carater geral do ponto de vista de otimizacio, re-
solvendo o problema restrito através da solucio de sucessivos problemas de minimizagao
irrestrita. O Método do Lagrangiano Aumentado possui a vantagem de que a solugéo
encontrada satisfaz as condicoes de otimalidade do problema de otimizacdo, indepen-
dentemente dos valores dos parametros de penalidade. Os multiplicadores de Lagrange
obtidos com o Método do Lagrangiano Aumentado possuem significado fisico quando
aplicado ao problema de contato (esforgos de contato), possibilitando os testes para a
determinacgio das condi¢bes de atrito, caracterizando um aspecto basico da formulacéo
proposta. Além disso, o Método do Lagrangiano Aumentado possibilita a extensio a

situagdes nao lineares de interesse sem o comprometimento de sua formulacao.

O enfoque proposto aqui permite calcular situagdes em que os coeficientes de atrito
sao distintos, o que € presente geralmente apenas nas formulagdes do tipo incremental

- iterativa.
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O problema de elasticidade envolvido é abordado através dos conceitos usuais de
discretizacio com o MEF, de forma que se parte, neste trabalho, diretamente para as

equacoes de equilibrio do sistema discretizado.

Observa-se que a regiao de contato é, em geral, pequena e localizada, sugerindo
a utilizagdo dos conceitos de condensagdo estatica - subestruturagio para a reducao do
tamanho do problema de otimizagdo associado em termos do nimero de varidveis de

otimizagao.

A utilizagao dos conceitos comentados anteriormente permite formular o proble-
ma de contato entre corpos eldsticos sob um novo ponto de vista numérico - compu-
tacional, onde as condicoes de atrito (adesfio ou deslizamento) sio verificadas a cada
iteracao, mesmo com as restrigoes nao satisfeitas, utilizando a informacao proveniente
dos multiplicadores de Lagrange (significado fisico dos esforgos de contato) associados
ao problema de minimizacao formulado. Devido 4 verificagdo das condicbes de atrito,
o problema apresenta restricdes condicionalmente dependentes causando alteracdes no
conjunto das restricdes. A minimizagio da funcio Lagrangiana Aumentada é conduzida
neste trabalho através da condicio de gradiente nulo desta funcio, obtendo-se um sis-
tema de equacdes a cada iteragio. Este sistema mantém sua caracteristica de simetria
devido a formulacao adotada para as restrigoes, possibilitando a utilizacao dos conceitos

usuais empregados na solucio de sistemas com matrizes simétricas.

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma:

» Capitulo 1: introduz-se o problema, sio relacionados os principais trabalhos dis-

ponfveis na literatura, e comenta-se o objetivo deste trabalho.

e Capitulo 2: o problema de contato € visto como um “problema de minimizacio com
restri¢bes condicionalmente dependentes”. Consideracdes sobre a energia potencial

total, atrito de Coulomb, condicdes de atrito, etc sdo comentados.

s- Capitulo 3: apresenta-se os principais conceitos do Método do Lagrangiano Au-

mentado, um algoritmo genérico e sua relagio com o problema de contato.

e Capitulo 4: os termos decorrentes das restricoes do problema sio formulados ex-

plicitamente.

28



» Capitulo 5: sao apresentados detalhes de formulagao do problema de contato quan-
do resolvido pelo Lagrangiano Aumentado. Algoritmos, simplificacdes, uso de con-

densacio estatica sdo comentados.

o Capitulo 6: sao relatados os principais resultados numéricos obtidos com as for-

mulacoes estudadas através de exemplos tipicos.
¢ Capitulo 7: conclusdes e comentirios sao apresentados.

o Referéncias Bibliograficas, onde os principais trabalhos relacionados ao problema

de contato e ao Método do Lagrangiano Aumentado séo listados.
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Capitulo 2

O problema de contato com atrito
entre corpos elasticos sob o ponto
de vista da otimizacao

2.1 Consideragoes sobre a Energia Potencial Total e equilibrio

A condicdo de equilibrio de um corpo elastico pode ser representada pela minimi-
zacio da energia potencial total, II, deste corpo (principio da minima energia potencial

total) {24, 148].

A energia potencial total de um sistema discretizado em elementos finitos é defi-

nida para um problema de equilibrio estatico como

H{wu) = %u?’K'u — fu, (2.1)

onde u é o vetor de deslocamentos do problema, K é a matriz de rigidez do sistemae f é
o vetor de carregamento (esforgos nodais equivalentes, incluindo esforcos concentrados,

de superficie e de corpo).

A condigdo de minimo da energia potencial total com relacdo aos deslocamentos

é dada por Sl (w)
II{2
Su = 0, {2.2)
que corresponde a
Ku—-f=0 (2.3)



Observa-se que a condi¢do de minimo da energia potencial total conduz ao sistema
de equacgdes usual que representa a condigio de equilibrio do problema discretizado em

elementos finitos.

A energia potencial total (2.1) é uma forma quadratica. O processo de mini-
mizagao desta fungao é, portanto, diretamente influenciado pelo condicionamento da
matriz K. No caso de K ser positivo-definida, a energia potencial total é uma funcao
convexa. Para um problema de equilibrio onde os movimentos de corpo rigido sio im-
pedidos, a matriz K é positivo-definida e a funco II(u) é estritamente convexa. Sua

minimizagao apresenta, portanto, solucio dnica, {6, 85].

2.2 Contato sem atrito

O problema de contato sem atrito é um problema néo linear pelo fato de nao se

conhecer as tensoes e a regido correspondente ao contato.

Do ponto de vista da otimizagdo, o problema de contato pode ser formulado como
um problema de minimiza¢ao com restri¢oes. A formulacdo utilizada neste trabalho
assume que a funcéo a ser otimizada (fungao objetivo) corresponde a energia potencial
total dos corpos, II, e as restricdes correspondem as condi¢es cinematicas de nao
interpenetragao dos corpos. Escreve-se assim o problema de minimizagio (£ ),

rof T e 2

onde u representa a varidvel de otimizagao (vetor de deslocamentos do problema dis-
cretizado), e hj{u) representam as restrigées do problema (ou seja, as condigdes de nao
interpenetracio dos corpos). O conjunto das restrigbes de desigualdade pode também
ser denotado pelo vetor A{u) = [A;(u) ho(u). .. Ay(u)]

No caso de dois corpos elasticos A e B, as energias potenciais totals associadas

(sistemas discretizados) sdo definidas como

1
MHa(u) = 'z’qutKAuA — fa'ua,
1
ﬁg(’u) = —uBtKBuB — thuB. (2.5)

2
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Nota-se que o equilibrio irrestrito-dos corpos A e B é determinado pela minimi-
zagao (irrestz:ita) das fungoes I14(u) e IIg{w) conduzindo as respectivas equacdes de

equilibrio Kau4 — f4a =0e Kgpug — fg = 0.

Pode-se escrever a energia potencial total dos corpos A e B ern uma tinica equacao,
representando vantagens do ponto de vista de notagio e de implementacido computa-

cional como
fap(a) = Taw) + o) = 5 { 22 L[ Bt 2 [ {uad{Tad foad,
(2.6)

ou de forma generalizada,

1

Map(u) = “é‘uABtKABuAB — fag'uag. (2.7)

A equacgdo (2.7) representa de forma genérica a energia potencial total de um
sistema de rigidez K4p e com esfor¢os aplicados fap {corpos 4 e B). De acordo com
este enfoque, os conceitos basicos do método dos elementos finitos podem ser utilizados
para a determinacdo da matriz Kap e do vetor fag. A titulo de simplificacio de

notagio, os sub-indices AB serdo omitidos a seguir.

As restricdes de nao interpenetracio dos corpos, ii;(u), podem ser formuladas de
varias maneiras. [stas restri¢des tém a dimensdo dos deslocamentos e representam a

distancia entre os corpos no contato, figura 4.1, na forma:

s h;{w) < 0 nio ocorre interpenetragio entre os corpos A e B,
® h;{w} > 0 ocorre interpenetracdo entre os corpos A e B.
O problema (P;) representa, portanto, o equilibrio dos corpos A e B sujeito a

restricdo de que nao pode ocorrer interpenetragio destes, caracterizando a situagio de

contato sern atrito.



2.3 Consideragoes sobre o fenémeno de atritc - Lei de Cou-
lomb

O fendmeno de atrito € de natureza complexa e afetado por uma série de fatores
tals como aspereza das superficies em contato, presenca ou nio de lubrificantes e ca-
madas de éxidos ou impurezas, desgaste - deformacio plastica - ruptura dos materiais
da interface, efeitos térmicos, coesdo molecular e outros. Devido a esta complexidade

inexiste um modelo continuo satisfatério para representar o atrito, [3] .

Um dos modelos mais utilizados para a abordagem do problema de atrito é a lei de
Coulomb. A lei classica de Coulomb nio considera vérios fatores listados anteriormente,
contudo possul interesse do ponto de vista pratico. Os principais aspectos da lei de

Coulomb sdo comentados a seguir, [27].

Sejam n e t {ortogonais) os esforcos de contato normais e tangenciais {de atrito)

respectivamente. No caso, associa-se cada par £ e n a um respectivo ponto de contato.

A intensidade da forga de atrito, ||t]|, no inicio e durante o deslizamento é pro-

porcional & intensidade da forca normal de contato, |In||. Assim,

[IE]] = uiinil, (2.8)

onde u € o coeficiente de atrito. Usualmente dois valores para p sdo assumidos: um
corresponde ao inicio - iminéncia do deslizamento {u., coeficlente de atrito estatico)
e outro que se aplica durante o deslizamento (u4, coeficiente de atrito dindmico}. O
coeficiente de atrito estdtico é maior que o coeficiente de atrito dindmico, g, > ua.
Portanto, o esforco de atrito na iminéncia do deslizamento é maior que ¢ esforgo de
atrito durante o deslizamento. Estes valores independem da area aparente de contato,

e o esforgo de atrito dindmico independe da velocidade relativa entre as superficies, [3].

Quando o movimento tangencial ocorre, a for¢a de atrito age na mesma diregio
deste movimento porém em sentido contrario, como representado pela equacdo (2.9),
Uy
t = —pgi|nllr—, 2.9
i %)
onde 7, é a velocidade tangencial relativa entre os corpos, e u;/||w;|| representa um

vetor unitario no sentido da velocidade relativa entre os corpos.
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Na maioria dos estudos, o atrito é introduzido nos problemas de elasto-estdtica
através de uma extensao da lei classica de Coulomb aos sélidos deformadveis, conside-

rando a velocidade relativa ponto a ponto, e substituindo-a pelo deslocamento relativo
(ut)a [27]

Seja um caso particular em que p = p, = py (para fins didéticos neste momento).
Pode-se escrever a lei classica de Coulomb em termos das tensdes normais, o, (compo-
nente o, no ponto especifico), e das tensdes tangenciais, oy (componentes ¢; no ponto

especifico), para um dado ponto da regifo de contato na forma
joe(w)] < palo(w)] = e =0, (2.10)
lo(uw)| > plo(u)) =320/ u = ~(o, (2.11)
onde ¢ é um valor real.

Analogamente, em termos dos esfor¢os normais e tangenciais (1 e t respectiva-

mente) tem-se

1< pllnll = we=0, . (2.12)
1t > plimll = 3¢ >0/ ug=—ct. (2.13)
A condigio uy; = O representa a ocorréncia de adesiio (ndo deslizamento) na

respectiva regiao de contato.
Graficamente pode-se representar as condicdes de atrito como na figura 2.1.

Este caso particular simplifica as condigbes de atrito e é empregado na maloria

dos trabalhos que utilizam a lei de Coulomb de atrito.
Para o caso em que p, > (g escrevem-se as condigdes de atrito:
Se ||t} < pellnf] = v, = 0, (2.14)

Se |[El] > pellnl] = we # 0 e redefine — se t = —Wunuﬁiﬂ. (2.15)
t

Observa-se na equagao (2.15) que quando o esforgo tangencial supera a capacidade

de adesao devido ao atrito (||t]| > pel|n|]) ocorre movimento relativo (u: # 0), e o
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Figura 2.1: Representacdo das condigdes de atrito para g = g, = pgq.

esforco de atrito fangencial corresponde, entio, ao esforgo de atrito dinamico

(t = "'f‘d”n””ﬁt”)'

A adogdo da let classica de Coulomb para problemas de contato entre sélidos
deformaveis é questionavel. Do ponto de vista fisico reconhece-se que a lei cldssica de
Coulomb é aplicavel a corpos rigidos conforme as préprias investigacdes de Coulomb.
As equacdes da elasticidade sé foram desenvolvidas muito depois da lei de Coulomb de

atrito, [3].

Dois aspectos do fenémeno real de atrito, no caso de corpos metalicos, sugerem a
adocao de leis alternativas. O primeiro deles é o carater nao local do mecanismo pelo
qual as tensdes normais sdo distribuidas (juncdes formadas por asperezas deformadas e
nao concentradas em pontos isolados da superficie de contato). Uma lei ndo local esta-
belece que o movimento de um ponto de contato entre dois corpos deformaéveis ocorrera
quando a tens@io de cisalhamento neste ponto atingir um valor critico proporcional a
uma média ponderada da tensdo normal numa vizinhanca do ponto. O segundo as-
pecto € a evidéncia experimental de pequenos deslocamentos tangenciais dos pontos na

superficie de contato devido a deformacdes elasticas das jungdes. Este fenémeno nio é
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levado em conta na lei cldssica de Coulomb, que procura modelar apenas o deslizamento

relativo que advém com a ruptura destas juncgdes, [3, 96, 97, 981

A leir de Coulomb, embora conceitualmente simples, acarreta dificuldades consi-
deraveis na solucdo do preblema de contato entre corpos eldsticos. Apesar de suas
limitaces, a lei de Coulomb permite obter resultados de interesse prético nas solucdes
‘de problemas de elasticidade. Isto pode ser constatado através dos varios trabalhos que

a utilizam (grande parte dos trabalhos citados na bibliografia deste trabalho).

2.4 O problema de contato com atrito

O problema de contato com atrito é também formulado neste trabalho como um
problema de otimizacdo com restrigdes. As condicdes de interpenetragao dos corpos sio
representadas da mesma forma que as apresentadas na segio 2.2. O atrito é tratado
através de restrigoes de igualdade que estio presentes ou ndo em funcio da condigio

de atrito {deslizamento ou adesdo).

A utilizagao de restricbes de igualdade, representando a condicio de movimento
relativo nulo entre os corpos na regido do contato (situagio de adesio entre os corpos),
permite resolver o problema de contato com atrito segundo a hipétese de que ocorre
a adesfo. Associado as restrigdes existem esforgos (reagdes) que possibilitam o célcule
dos esforcos normais e tangenciais (associados a esta hipdtese de adesio na regido
de contato). Portanto, é possivel verificar a real condicio de atrito, confirmando ou
nao a hipétese. Caso a hipdtese de adesdo seja confirmada, procede-se com o calculo.
Caso a hipétese de adesio seja falsa, o cdlculo é feito desconsiderando-se as restrigoes
de igualdade associadas (permitindo o movimento relativo, deslizamento na regido de

contato) e impondo-se os esfor¢os de atrito dindmico associados.

Nota-se que o procedimento descrito envolve a verificacao da condicio de atrito
(ocorréncia ou nao de adesao}. Os fendmenos de adesiio ou de deslizamento podem

ocorrer simultaneamente em partes distintas da regifo de contato de um certo problema.

Do ponto de vista de formulagio matematica pode-se escrever o problema de
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contato com atrito como o seguinte problema de otimizacao:

man H(u)

s.a.  hij(u) <0 = 1,...,m
(P2) se 1t < pollmsl] = ex(ar) = 0 e ot (210
se (It > pellmall = = —pulimsll e == 1t~ m

As restrigdes h;(u) < 0 representam as condigbes de ndo interpenetracio dos

corpos conforme ja comentado em 2.2.

As restrigbes ¢;(u) = 0 representam as condigdes de adesio (nio movimento rela-
tivo enfre os corpos na regiao de contato, ndo deslizamento). O conjunto das restrigdes

de igualdade pode também ser denotado pelo vetor c(u) = [c;(u) ca{u) ... ()]t

No caso especifico do problema de contato tem-se uma correspondéncia entre os
esforcos normais e tangenciais de forma que os sub-indices 7 = 5. Também tem-se um
mesmo numero de restri¢Ses de igualdade e de desigualdade de modo que [ = m. A

distingdo entre : e j e [ e m é mantida por conveniéncia e generalidade.

Observa-se que o problema de otimizagio (P,) apresenta restricdes de igualdade
que dependem de uma condicio a ser satisfeita em termos dos esforgos normais e tan-
genciais (1 e t). Estes esforcos dependem dos deslocamentos, n = n(u) e t = t(u),
e podem ser determinados pelas reacdes associadas as restrigdes do problema. Portan-
to, pode-se chamar o problema (P} de um problema de minimizacdo com restrigées

condictonalmente dependentes.

A situagao de deslizamento ocorre quando a capacidade de adesio devido ao atri-
to é superada, caracterizando a ocorréncia de movimento relativo (atrito dindmico) na
regiao de contato. As restricoes de igualdade devem ser desativadas (“desligadas™),
permitindo o movimento relativo entre as superficies de contato. A ocorréncia do des-
lizamento implica na existéncia de esforgos de atrito dindmico, que sio determinados

em funcao dos esforcos normais e do coeficiente de atrito dindmico, equagio (2.15).

Os esforgos de atrito dindmico s&o tangenciais na regiao de contato e sio orientados
em sentido contrario ao movimento relative. Os esforgos normais devem ser conhecidos
para que sejam calculados os esforgos tangenciais, e podem ser determinados em funcac

das reacbes associadas as restrigdes h(u).
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Capitulo 3

O Método do Lagrangiano
Aumentado de otimizacao restrita e
o problema de contato

3.1 Introducao ao Lagrangiano Aumentado

O Método do Lagrangiano Aumentado (L.A.) resolve o problema restrito através
da resolugdo de sucessivos problemas irrestritos, caracterizando-se pela facilidade de
programagao computacional. E um método que combina conceitos dos métodos de pe-
nalidades com métodos duais (lagrangianos - duais), eliminando algumas desvantagens

associadas a estes métodos, [85].

Nos itens seguintes sao apresentados conceitos relacionados as condi¢oes de otima-
lidade, método das penalidades, métodos duais, Método do Lagrangiano Aumentado
propriamente dito, e sua utilizacdo na solucio do problema de contato entre corpos

eldsticos.

Alguns trabalhos relacionados com o Método do Lagrangiano Aumentado sio

apresentados nas referéncias [9, 62, 63, 113, 116, 145].
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3.2 Condigoes de Kuhn-Tucker associadas a um problema pa-
drao

Seja o problema (P) de interesse,
1.1 (3.1)
1

onde as fungdes [I{u), h;(u) e ¢;(u) sdo de classe C*.
As condigoes de Kuhn-Tucker (K.T.} asssociadas a este problema sdo:

VI () + Z7ey A Vhi(u) + Ticy v Ve(u) =0,
)\jhj(u) =} j - 1,4..,7’?’&, (3.2)
A > 0.

As condigtes dadas em (3.2) sdo condigdes necessirias para o ponto factivel u ser
a solucdo étima do problema (P).
Um estudo detalhado das condigdes de K.T. é apresentado em [6].

Nas condigdes (3.2) 14 e A; sdo os multiplicadores de Lagrange e existe um conjunto

*

u,

V7 e A% que satisfaz (3.2) representando a solugio 6tima de (P).

3.3 A funcao Lagrangiana

A funcao Lagrangiana associada ao problema (P} é
m i
L{w,v, A) =TM(w) + Y Ahy(u) + 3 vici(u), (3.3)
g=1 =1
ou usando a notagao vetorial,

L{u, v, A} = () + Ath{u) + vic(u), (3.4)

onde v e A sdo os vetores dos multiplicadores de Lagrange (componentes v; e Aj res-

pectivamente), e h(u) e e¢(u) sido os vetores das restrigdes.
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A condigdo necessaria {equivalente a K.T.) para u ser um 6timo local de (P) em

termos da funcao Lagrangiana é que sejam satisfeitas as condigdes:

aL gL 3L _
‘é’l}l’ - L) a S G € g"’i"}' e G]
MR(u)=0 e X>0. (3.5)
No caso em que o valor de u tal que % = 0 seja o mesmo valor que minimiza a

funcao Lagrangiana, a condigdo (3.5) passa a ser uma condicio suficiente para u ser a

solugdo 6tima de (P).

Observa-se das condigdes (3.5) a necessidade de se conhecer os multiplicadores de

Lagrange associados ao ponto u.

3.4 A funcio penalizada (base do método de penalidades)

A forma classica dos métodos de penalidades é adicionar um termo de penalizacao
a funcao objetivo [I{u) quando o ponto u for infactivel, e obter a solu¢do 6tima desta

funcao penalizada por algum método de otimizacao irrestrita.

Seja a funcdo p(w) (fun¢do penalizada) associada ao problema (£},

m i
p(w) = TM(w) + 5 30l (@)l + 5 3 riles()), (3.6)

=1 2 =1

onde [a]y = mdzimo{0,al; r; e r; sao os parametros de penalidade (valores positivos},

denotados de forma genérica por 7.

A observagao da equagdo (3.6) mostra que a funcio [I(u) é penalizada toda vez

que u for infactivel. 0 tipo quadrdtico de penalizacio mostrado é o mais usual.

Os parametros de penalidade sdo associados a cada restrigdo. Observa-se que
u(r) tende para u* & medida que os valores de v tendem para infinito. Salienta-se que

aquelas restri¢des nao violadas nao sdo penalizadas.

A escolha adequada dos valores dos parametros de penalidade, bem como a lei de
crescimento destes, é adotada para cada problema particular e, em geral, estes valores

sé podem ser definidos por meio de testes com o préprio algoritmo.
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Um dos problemas mais sérios dos métodos de penalidades é que, & medida que
os valores de r crescem, o problema torna-se numericamente mal condicionado, dificul-
tando a resolucao do problema irrestrito associado. Contudo, valores “grandes” de »

tendem a tornar a fungio p(u) mais convexa, representando uma vantagem.

Demonstra-se, contudo, que a solucao da otimizagdo irrestrita de p(u) pode néo

representar a solug@o otima de (P}, e em geral isto ocorre.

O gradiente da fungio p(u) é

Vi) = VTw) + 3] Vhw) + Y rewVaw.  (7)

121
Nota-se que para v = u*, [h;j(u*)]y = 0 e ¢;(u") = 0, implicando em

Vp(u") = VII(u"} + 0+ 0. (3.8)

Observa-se em (3.8) que para v = u*, Vp(u*) ndo é necessariamente nulo, de onde
conclui-se que o resultado obtido na otimizacgao irrestrita de p(u) ndo é necessariamente

a solugdo 6tima do problema (P).

Os métodos de penalidades sio estudados em detalhes em [6].

3.5 O Lagrangiano Aumentado

A fungéo Lagrangiana Aumentada pode ser vista como uma combinag¢io da funcao
penalizada e da fun¢ao Lagrangiana, eliminando a necessidade dos parametros de pe-
nalidade atingirem valores muito elevados. Controla-se assim o problema do mau con-
dicionamento numérico associado aos métodos usuais de penalidades, pois 0 Método do
Lagrangiano Aumentado possui a propriedade de que a solugdo étima do problema (F)

é também a solugao do problema irrestrito associado (penalizagio exata).

Seja a funcio ®{u,r,A,r) a funcdo Lagrangiana Aumentada como definida a

seguir:

i T
B(u, v, A, r) = {u) Zy,ct(u +ZA i )-{—%Zm(ci( %Z (3.9)
EE il

P ]
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O gradiente da fun¢do Lagrangiana Aumentada, V®q(u, v, A, r), com relagio a
u é, portanto,
{ m
Voy({u,v, A r) = VIu)+d vsVe(u)+ > AVhi(u)+
iz} g=t1

{ m
+ 2 rilci(u))Vei(u) + 3 rilhi(u))+ Vhi(u).  (3.10)
=1 F=1
Seja w = u" a solugao do problema (P). Logo, ¢;(u™) =0, [h;(u*)]y =0 e
VIH{u*) + Yiey v Ve{u*) + ey A Vhi(u”) = 0, pois deve-se satisfazer as condiges

de K.T.. Assim, nota-se que para u = u” tem-se que
Vdy(u', v\ 1) =0, (3.11)

ou seja, a solugao do problema restrito (P) é também a solugio da otimizagio irrestrita
da funcdo Lagrangiana Aumentada. Logo, ©* pode ser obtido de forma exata por meio

da otimizacao irrestrita de ®(u, 1 A, 7).

E possivel fazer um tratamento das restri¢oes de desigualdade transformando-as
em restrigdes de igualdade com o auxilio de varidveis de folga e obter algumas vantagens

disso como mostrado a seguir.
As restricoes de desigualdade podem ser transformadas em igualdades do tipo

hi{u)+z; =0, com z; >0 (3.12)

Reescrevendo a expressdo da funcido Lagrangiana Aumentada usando (3.12) tem-

se

T

{
{D(u, V,A,T) = H(‘H.) -+ Z:Vic,,-(u) + ZA](hJ(u) + Zj) +

1=1

{ ™

+ 30 Glaw)’ + 1 Fhi(w) +2) (3.13)

i=1 3=1

Como o interesse é encontrar o 4timo da fun¢do Lagrangiana Aumentada, uma

otimizagio direta com relagao as variaveis z; pode ser feita de forma analitica. Logo,

0% _
—a—‘ = { ?)\j%—rj(hj(u)—}—zj:) = (). (314)
Zj
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Isolando z; em (3.14) tem-se,

s
- . v

zj = —h;{u) — —. (3.15)
"

Como z; representam as varidveis de folga, seu valor ou € zero ou é positivo

(respeitando a equagdo (3.12)). Consequentemente pode-se escrever
)y
z; = maz|0; —h;(u) — =] (3.16)

T

Usando os resultados de (3.16), pode-se escrever os termos em z; de {3.13). Assim,

Ashi(u) se mh-(u)—éf}ﬁ(] (z; = 0)
Mlki(w) +z] = 7 : iy ! N (3.17)
= se —hi(u) = >0 (2 =—hi(u) = )
. iri(hi(u))? se —hj(u)— Moy (2, =0
Ylhju) + =4 "7 : ’ N 1=0) L. (3.18)
2 P se —hj(u) -2 >0 (z = —hj(u) = ).
Usando os resultados de (3.17) e (3.18), reescreve-se (3.13} na forma:
®(u,v, A7) = +szcl u)+z Z{eilu
i=1
e Ahi(w) + T Fhs(w)? se —hy(w) = L <
+ vk AT = 3.9)
T lujm=l E‘é‘“ s€ —hj(u) — ;‘;L > 0.
Seja a notacdc em que [a|_ representa o minimo valor entre U e a,
[a]- = min[0,a], (3.20)
é possivel reescrever (3.19) na forma:
: Loy 2 T Aig _ + A?
O(u, v, A, r) = M(w) + 3 wiei(w) + 3 olew)’ + 3 l-hilw) = 12 =2 o=
=1 =1 2 j=1 2 ¥ j=1 2?”;,
(3.21)

A equacdo (3.21) representa a fun¢do Lagrangiana Aumentada numa forma melhor

preparada pata ser utilizada computacionalmente.

O resultado obtido em {3.11) assume que as condigdes de K.T. sdo satisfeitas. Para

que isso seja valido é necessdrio conhecer os multiplicadores de Lagrange associados ao
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ponto Stimo, contudo tanto o ponto étimo como os multiplicadores sao desconhecidos.
E neste sentido que os conceitos de dualidade tornam-se importantes, pois uma maneira

de encontrar, ou pelo menos estimar, os multiplicadores de Lagrange faz-se necessaria.

0O Método do Lagrangiano Aumentado utiliza, a cada iteracio, uma estimativa
para os multiplicadores de Lagrange. Existem algumas férmulas ji conhecidas para
" estimar estes multiplicadores e tais férmulas t8m a propriedade de que 2 medida que u
aproxima-se de u*, v e A aproximam-se de v* e A*. A férmula usada neste trabalho é

bastante simples e pode ser vista como uma decorréncia direta das condigdes de K.T..

Usando a condigao de gradiente nulo (6timo irrestrito) da fungio Lagrangiana

Aumentada, equacio (3.21}, tem-se

l e .
V() + Y0+ rie(w) Vel + 3 —ry{-hs(a) = 2 Vh(u) =0, (322)

=1 J

Observando a equacio {3.22), pode-se dizer que para satisfazer as condigdes de

K.T. os novos multiplicadores seriam:

v = vi+ric(u),
_ )y
A= —ryl=h(e) - (3.23)
¥
Verifica-se que —[a]_ = [—a],. Portando pode-se escrever
A= [+ riky(u))s (3.24)

As equagbes (3.23) e (3.24) sugerem uma sequéncia para atualizagio dos multipli-
cadores de Lagrange a cada iteracao, e a medida que v e X se aproximam de v* e A¥,

u se aproxima de u”.
A sequéncia natural para atualizagio dos multiplicadores é do tipo:
k+1 E k
vttt = v re(u”),

M = N 4 (u)y (3.25)

Verifica-se que as sequéncias de (3.25) podem ser interpretadas como uma se-

quéncia de maximizacdo do problema dual associado segundo o método do gradiente,
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onde os multiplicadores de Lagrange representam as variaveis de otimizagao, as res-

trigbes representam o gradiente e os penalizadores podem ser relacionados ao passo,
[85].

Observa-se deste modo gue o Método do Lagrangiano Aumentado combina os
conceitos dos métodos de penalidades (pois a funcio objetivo é penalizada pela violacdo
das restri¢bes) e métodos duais pela estimativa dos multiplicadores de Lagrange a cada

iteracdo, buscando resolver o problema dual associado.

3.6 Algoritmo genérico do Método do Lagrangiano Aumenta-
do

Baseando-se nos conceitos apresentados anteriormente, é possivel formular um

algoritmo padrao para o Método do Lagrangiano Aumentado como descrito a seguir.

1. Definir os seguintes valores iniciais:
e ponto de partida: u°;

e multiplicadores de Lagrange de partida: 2%, A%

e parimetros de penalidade: r, r.

2. k = 0 (contador do numero de iteragdes do L.A.).

3. Enquanto o critério de parada (por exemplo, o ponto ser factivel e ndo mais apre-
sentar variacdo) nao estiver satisfeito, repita os itens 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 sequencial-

mente:

3.1) Montar a fun¢io Lagrangiana Aumentada:

k
(u, v, A7) = ZU e %}-E—Z & ci(w))?
fe=]
m T'k )\k " (}\k)?
. N J
+Z 2 hi(w) rk el E ork

i=1 7 =1 2

3.2) Minimizar ®(u, v, A, 7) com relagdo a v usando algum método de otimi-

zagao irrestrita cbtendo o ponto u*tl,
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3.3) Atualizar os multiplicadores de Lagrange e parametros de penalidade se-

gundo algum esquema. Por exemplo:

® se c;(u”) # 0 entéo :
k+1

2 3

atualize o penalizador obtendo r
VA = U g rEe;(u”).
o se A¥ +r¥h;(u*) > 0 entéo:

k41

atualize o penalizador obtendo r;™",

% R N TR
AjT = A i (uf).
caso contrario,

k
z\j+1 = O.

34) k=Fk+1.
4. u*t! = u* é solugao étima.

5. Fim.

Nota-se que o Método do Lagrangiano Aumentado possui cariter bastante geral,
sendo aplicado a problermas onde a funcdo objetivo e as restri¢ées podem ser fungdes nio
lineares, como por exemplo outros problemas néo lineares {ndo lineridade geométrica,

nao lineridade de material, etc), [148].

O esquema usado para a atualizacio dos parimetros de penalidade e multipli-
cadores de Lagrange tem influéncia significativa no comportamento do método sob o

aspecto de convergéncia.

3.7 O caso especifico do problema de contato

O problema geral de contato {com atrito) pode ser enquadrado como um pro-
blema de otimizacio com restricbes de desigualdade e de igualdade conforme exposto
no Capitulo 2. O algoritmo da secio 3.6 pode ser entdo utilizado na solucdo deste
preblema. Observa-se, contudo, que o problema de contato pode ser abordado de for-
ma mais conveniente no que se refere ao aproveitamento de varios conceitos usuais do
Método dos Elementos Finitos, principalmente associados a aspectos de programacio

computacional conforme é descrito a seguir.
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A minimizagao da fun¢do Lagrangiana Aumentada (passo 4 do algoritmo genérico
- se¢ao 3.6) pode ser conseguida através da solugdo da condigio (3.21) de gradiente nulo,

caracterizando a solucdo de um sistema de equagdes.

Sabendo-se que o gradiente da energia potencial total é

VI(u) = Ku — f, (3.26)
pode-se escrever a condigdo (3.22) como
Ku— f+ zl;(f/i +rici(w)) Ve(u) + zmj; =rj[—h;(u) — %}—th(“) =0, (3.27)
ou ainda, i "
Ku — f+§£:1(u,;+m,( IVei(u) + SO + rihs(w)]s Vhi(w) = 0. (3.28)
s =1

Nota-se que (3.28) representa um sistema de equacdes, e os termos associados is
restri¢gdes representam os esfor¢os de contato e também termos de rigidez como serd
evidenciado na secao 3.8. Portanto, a minimizacdo irrestrita da funcio Lagrangiana

Aumentada pode ser substituida pela solu¢do do sistema de equagdes (3.28).

Observando a equagdo (3.28), juntamente com a sequéncia natural de atualizacdo
dos multiplicadores de Lagrange (3.25), nota-se que estes multiplicadores possuem o sig-
nificado fisico dos esforgos de contato. Os gradientes das restrigdes (Vh;{u) e Ve (u))
na equagao {3.28) atuam como ponderadores, distribuindo os esforcos de contato entre
os corpos {agdo e reagdo). Uma outra maneira de visualizar que os multiplicadores de
Lagrange tém o significado fisico dos esfor¢os de contato é notar que na solugio, quando
as restricdes estdo satisfeitas, ou seja, h{u*) < 0 e ¢(u*) = 0 na equacdo (3.10), tem-se

l m
Ku — f+ > u;Ve(u™)+ >\ Vhi(u*) =0, (3.29)
i=1 i=1
onde fica evidente que os multiplicadores de Lagrange representam os esforgos de contato

associados as restrigbes h(u) < O0e c(u) =

De acordo com a formulagio das restrigdes adotada neste trabalho para o problema
discretizado em elementos finitos, existe uma restricdo de igualdade associada a cada
restricio de desigualdade, de forma que { = m na equacfo (3.28). Os indices 7 e j sao

mantidos devido a distingao entre r; e ;.
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3.8 Caso particular de restrigoes lineares

A situacdo de restrigoes lineares conduz a resultados particulares interessantes

como ¢ descrito a seguir.

As restrigoes

c{u) = 0 1=1,...,1, (3.30)
quando forem fungodes lineares, podem ser escritas na forma matricial como

Au+a<0,
Bu4+p3=0, (3.31)
onde A é uma matriz m X ndof, o é um vetor m x 1, B é uma matriz [ X ndof, 3 ¢

um vetor [ x 1, e ndof representa o nimero de incégnitas do problema {dimensdo do

vetor u, numero de graus de liberdade).

Os vérios termos da fungio Lagrangiana Aumentada (3.21) podem ser escritos na

forma matricial usando as equacdes (3.31):

—

i 1
S ; (ei(w))? = 5 («'B'R;Bu + 28'R;Bu + §'R:8) , (3.32)
3=l

ZMQ = v'(Bu + 3), {3.33)

m )‘2 .
A R;7 A 3.34
}:‘: 2r; T3 ( )

O termo 0L, F[—h (u) - AJ] deve ser analizado em fungéo do valor de [ ..

Seja o caso em que [—h;(u) — %;L]E = {—hy(u) — %)2 Neste caso

(~hyte) = 2272 = i) + 20502 + 2, (3.35)
ry(hs(a) — 200 = B () + 2hy ), + L (3.30)
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T

Z Hu)=v'A'R;Au + 20'R;Au + o' Rja, (3.37)
z 22 Au + ), (3.38)
2L =AR;TIA, (3.39)
=1 Ty
onde R; é uma matriz diagonal cujos valores desta sdo r;, 7 = 1,...,m, e R; é uma
matriz diagonal cujos valores da diagonal sao r;, 1 = 1,..., /.

Assim, pode-se escrever

> lhi(w)=22 = S[w' A'R; Au+ 20 Rj Autal Rja+ 22 (Aute) AR T ALL.
M

=1

(3.40)

A fun¢do Lagrangiana Aumentada (3.21) para o caso de restrigdes lineares (3.31)

torna-se na forma matricial
Dlu, A v,v) = —%ut - flu + 2[ uwA'R; Au + 2afR Au +
o (Aw + o) + AR 7TIAL + %X"‘R_.,-‘-U\ + (3.41)
%(u*B*R,-Bu +28'RiBu + B'R:B) + v'(Bu + ).
O gradiente e a matriz hessiana (H) da funcio Lagrangiana Aumentada com
relagio a u sao, respect.ivamenize,
Voy = Ku—f+[A'RjAu+ A'Rja + A'A]. + B'R;Bu + B'R;3 + B'v, (3.42)
H=K+[A'R;Al. + B'R;B, (3.43)

onde [ ]. denota que o termo aparece ou nae em funcio do termo [ |- na funcio La-

grangiana Aumentada.
A condigdo de gradiente nulo da funcao Lagrangiana Aumentada é
Vdy = Ku— f+[A'R;jAu+ A'Rjoa+ A'A\.+ B'R;Bu + B'R;3 + B'v =
= (K+[A'R;AL+B'R;B)u— f+[A'R;a + A'AL + (3.44)
+B'R;3+ B'v =0
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O fato do problema estudado aqui estar no regime de pegquenos deslocamentos

permite a linearizagao das restrigoes sem o comprometimento da formulacao.

No caso de restri¢oes lineares, a minimizagao irrestrita da funcdo Lagrangiana
Aumentada pode ser substituida pela solugdo do sistema de equagdes decorrente da

condigdo de gradiente nulo desta funcdo, dada por (3.44).

Este sistema de equagdes apresenta ndo linearidades tanto nos termos de rigidez
como nos termos de carregamento. Isto representa uma diferenca com relagéo aos casos
de nado lineridade geométrica ou de material. Nestes casos, a nao lineridade aparece
apenas nos termos de rigidez, permitindo a aplicagao dos métodos de Newton-Raphson

e Newton-Raphson Modificado na sua forma usual, [148].
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Capitulo 4

Formulacao dos termos associados
as restricoes (lineares)

4.1 Definigoes genéricas

As restricoes do problema de contato podem ser formuladas de varias maneiras.
Contudo, prefere-se que estas sejam formuladas como func¢oes lineares para que as par-

ticularidades da secdo 3.8 possam ser empregadas facilitando a solucéo do problema.

Visando facilitar a formulacac das restrigdes, sao utilizados os sistemas global

(xzy,x2) e auxiliar (Z,%;) de coordenadas como mostrado na figura 4.1.

(O sistema auxiliar de coordenadas apresenta-se orientado segundo as direcdes

tangencial e normal associadas ao ponto de contate considerado.

As restriges e os demais termos da equacio (3.44) serdo estudados inicialmente no

sistema auxiliar, e posteriormente correlacionados com o sistemna global de coordenadas.

Para o entendimento da formulacio das restricdes, pode-se estudar uma unica
restrigao tipica de desigualdade e uma de igualdade denotadas genericamente nesta

secio por h;{u) e c;(u), respectivamente.

Seja a figura 4.2 onde apenas o sistermna auxiliar de coordenadas é considerado. De

acordo com esta figura tem-se:

e A e B denctam os corpos com contato em potencial,
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Campo de
deslocamentos
do corpo A

Contato
efetive

Campo de
deslocamentos
do corpo B

Figura 4.1: Notagdo para o estabelecimento das restrigbes - sistemas global e auxiliar de coordenadas.

Campo de
deslocamentos
do corpo A

Contato
efetive

Campo de
deszlocamentos
do corpe B

Figura 4.2: Notagdo para o estabelecimento das restrigdes - sistema auxiliar de coordenadas.

s (4 e Cp denotam as regides de contato potencial dos corpos A e B,

e fa{Z1) e fp(Z) sdo fung¢des que definem os contornos C4 e Cp respectivamente,

b

e 4* e @’ sao os vetores de deslocamentos dos pontos a e b perfencentes aos confornos



(4 e Cg respectivamente. Em termos de componentes w® = (4%,78) e @® =

~b b
(ul 3 u?.) ; €
o —h;(1) é a distancia na direcio Z, entre os pontos a e b apds a deformagio.
Seja o caso em que os pontos ¢ e b possuam a mesma coordenada Z; (conforme

figura 4.2). Escreve-se a distancia na direcdo ; entre os pontos ¢ e b na condigdo

deformada como

—hj(w) = fa(2:) - fa(%1) + 45 — ;. (4.1)
De acordo com a defini¢ao (4.1) verifica-se que:

e se —h;(@) > 0 ndo ocorre contato,
e se —h;{(@) = 0 ocorre contato (sem penetragio),

e se —h;{#@) < 0 ocorre interpenetracdo entre os corpos.

Pode-se reescrever (4.1) como
hy(a) = a5 — a5 + fa(F1) ~ falZ). (4.2)

Observa-se que, de acordo com (4.2), para h;(@) < 0 nio ocorre interpenetragao

dos corpos, e para h;(#) > 0 ocorre a interpenetragio destes.

Seja a situacao especifica em que os pontos ¢ e b ja estejam em contato conforme

ilustrado na figura 4.3.

Tendo-se uma situacdo de contato como geometria de referéncia é possivel escrever

a condigio de inexisténcia de movimento relativo entre os pontos a e b na forma

cla)=a

—u* = 0. {4.3)

Nota-se que esta equagao indica que o ponto a do corpo A acompanha o ponto &

do corpo 5.
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Superficie

de contato .

{referéncia) \
A
a
b

Superficie
de contato
apés a deformagio

Figura 4.3: Notagio para formulagio de restrigées de igualdade.

4.2 Termos associados ao problema discretizado - sistema local

Para o problema discretizado em elementos finitos isoparamétricos de quatro nés,
o lado do elemento é um segmento de reta, e o campo de deslocamentos ao longo deste

é também linear. A figura 4.4 é equivalente a figura 4.1 para o problema discretizado.

Lados dos
elementos
finitos

¥

Figura 4.4: Restricao de desigualdade tipica para o problema discretizado.
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Nesta figura, ¢, 7 e k sd0 os nds tipicos para a defini¢do de uma restrigio tipica. O
sistema auxiliar de coordenadas ¢ definido baseando-se no segmento jk. As condicdes

de nao interpenetracao podem ser escritas com o auxilio da figura 4.5.

A%,
w
iia) —h(i)
E /
al .
i k X
£ g

Pigura 4.5: Restrigho de desigualdade tipica para o problema discretizado - sistema auxiliar de coor-
denadas.

Sabendo-se que o campo de deslocamentos ao longo do lado jk do elemento finito
é linear, pode-se escrever

b £k iy i
0y = n ”(u2 — %) + G, (4.4)
onde £-+n & o comprimento do segmento 7k, e £ € a projecdo do ponto i sobre o segmento
gk (direcio Z4).

Seja por conveniéncia de notacao

_ ¢

am——

E4n

Rescreve-se (4.2) para o problema discretizado na forma

(4.5)

hi(@) = ul

27 ﬁ'g - iga (46)
jé que neste caso fa(%:1) = 2§ e f(Z) = # = 0.

Substituindo (4.4) em (4.6), e levando em conta que @} = i} e £ = &5, tem-se
hi(a) = a{df — @) + @ — o

-1
2 — Loy

(4.7)
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hs(@) = i + (1 — a)i + aih — &, (4.8)
ou ainda vetorialmente,
1 ) |
o o hki(w)=¢ 1—ua ul - & (4.9}
a i

Observa-se que h;(@) ¢ uma fungao linear nos deslocamentos @, ), e #f. Pode-se

formular A;{@) tomando o ponto ¢ no corpo B e o segmento 7k no corpo A.

O gradiente das restri¢des k(@) no sistema auxiliar de coordenadas e relacionado
As varidveis i, W e uk é
-1
Vhj{u)y=4¢ 1—a ;. {4.10)

@

Observa-se que a soma dos componentes de Vh;(@) € nula,

—1+{l—a}+a=0 (4.11)

O significado do gradiente da restricdo é o de distribuir os esforcos de contato
entre os corpos {agio e reagdo) determinando o equilibrio do respectivo segmento como

ilustrado na figura 4.6.

O sentido correto dos esforgos € determinado pelo termo que multiplica Vh; (@)

na equagio do equilibrio,
Estando a restrigio tipica de desilgualdade formulada, é possivel escrever os de-
mais termos que compdem a equagao (5.7} associados a esta desigualdade.

k

Sejam os nés tipicos i, j e k com as respectivas varidveis a3, i}, 41, U3, U5 e is.

De acordo com a notagao da segdo 3.8, e associado a estas variaveis, escreve-se
A=[0 -1 0 1-a 0 a], (4.12)

& = 7 (4.13)
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X

Figura 4.6: Significado fisico do gradiente das restrigdes de desigualdade.

Logo,

AtRj A == T‘j

c oo oo

@ | O D
—

o I wue R e T i Y o T o)

AX =)

0

Ml{a) , (4.14)
0

; (4.15)

(4.16)

Observa-se, no caso de umna restrigdo, a situacio particular de que A é uma matriz

1 x 6, & é um vetor de um dnico elemento, R; é uma matriz diagonal 1 x 1 e A é um

vetor de um unico elemento.
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Seja a figura 4.7 equivalente & figura 4.3 para o caso discretizado.

sy

T sk
R T k

il

Figura 4.7: Notagao para formulagao da restrigiio de igualdade tipica para o problema discretizado.

De forma andloga ao caso das desigualdades, a equacao (4.3) pode ser escrita em
termos de suas componentes. Considerando que o campo de deslocamentos ao longo do

lado do segmento 7k ¢ linear, tem-se

ci(@) = —at + (1 — @)@l + ait, (4.17)
ou vetorialmente,
—1 ' (&
)= l—a oy (4.18)
a ai‘f

(O valor de a pode ser calculado com bhase no estado de referéncia de inicio de

contato. Isto representa uma linearizacio do problema (formulagdo Lagrangiana}.

Considerando que a condicéo de ndo interpenetracao definida pela restrigao
h;(@) < 0 garante que os nés em contato estejam sobre um segmento associado, assume-
se que o né 1 ja estd sobre o segmento jk. A equagdo (4.17) é, portanto, suficiente para

medir a ccorréncia do deslizamento.

O gradiente das restrigdes ¢;{@) associado as varidveis i}, 4] e 4 é

~1
Vela)=4{ l—a . (4.19)

a
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Analogamente ao caso de Vh;(4), este gradiente possui o significado fisico de

distribuir os ‘esforgos de contato entre os corpos, figura 4.8.

Figura 4.8: Significado fisico do gradiente da restricio de igualdade tipica.

Pode-se, portanto, escrever os termos da equagdo (5.7) associados a uma tipica

restricio de igualdade.

De acordo com a segdo 3.8, e associado as varidveis u}, @b, @}, 4}, 45 e 4% dos nés

i, J e k, tem-se

B=[-101~a 0 a 0], (4.20)
B=0. (4.21)
Logo, ) )
i 0 a—-1 0 —a 0
. 0 0 0 0 0 G
Pl | e—1 0 {(1—a)® 0 alea—1) 0
B'RB=r| "0 VY e (4.22)
—a 0 a{l—a) O a? 0
0 0 o 0o 0 0,

B'RA =0, (4.23)



B'v =y, ¢ (4.24)

Verifica-se no problema de contato a necessidade de se conhecer o sentido do
movimento relativo entre os corpos. Este sentido pode ser determinado diretamente

através do sinal das restrigdes ¢;(@). Seja, por exemplo:

et = =0e@ =1= ¢(@t) = —1 (deslocamento no sentido positivo),
el =@ =0cul =—1=¢a)=1 (deslocamento no sentido negativo).

Portanto, substitui-se o termo E;Tu[:'ﬂ em. (2.16) pelo sinal correspondente de ¢;{@).

Observa-se que h;(@), equagio (4.8}, é definida em termos dos deslocamentos i
{direcao Z2), e que ¢;(@}, equacdo (4.17), é definida em termos dos deslocamentos i

{direcao Z1).

4.3 Termos associados ao problema discretizado - sistema glo-
bal

Para o estabelecimento das restrigdes do problema de contato com atrito utilizou-
se o sistema auxiliar de coordenadas (£, %2). Este sistema relaciona-se com o sistema

global de coordenadas (z1,z,) através da transformacio de coordenadas

zy | | cosd —send T 9:“;
{ T2 } o [sené‘ cosh }{ Ty }%_{ 3;'; ’ (4.25)

Zy | | cosl senb Ty —
{ Zy } - { —senf  cost jg { o —ai [’ (4.26)

onde (x],z3) representa a origem do sistema auxiliar de coordenadas escrita no sistema
global de coordenadas, e # representa o angulo de rotagio do sistema auxiliar com

relac@o ao sistema global de coordenadas, figura 4.9.
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Figura 4.9: Relagio entre os sistemas auxiliar e global de coordenadas.

Através desta tranformacio de coordenadas é possivel relacionar as grandezas do

sistema auxiliar {ou local da restricdo) com o sistermna global de coordenadas.

Seja a matriz

cost  senf 0 g 0 0 ]
—senfl  cosl 0 0 0 0
0 0 costl  sené 0 0
T= 0 0 —senf  cosl 0 0 (4.27)
0 0 0 0 cosf  senb
0 0 £ 0 —senfl  cosd .
Logo escreve-se _
- ﬂ;‘ Y utl Y
Uy Uy
y u)
: =T ! . 4.2
i uj (4.28)
ﬁi“ u}f
’&’2"‘ } ué J

Através desta relacdo é possivel escrever os varios termos de interesse associados

is restrigoes no sistemna global de coordenadas.
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Assim, para uma desiqualdade tipica, tem-se:

0 3t 4 uzl 3\
0 u3
hj(u) = (l _ (.L) T Ufi
0 uk
a ) Luf)
; 0 3\
-1
Vhi(u) = T'Vhi(@) =T*{ 0 1=
0
\’ a

A'R; A = Tt(AtRjA)T,
A'Rja = T'A'R;&)T,

AX =T A'X).

— (2} — 2])send + (zh — z3)cosd,

send
—cosl

—(1 — a)send
(1 ~ a)cosb

—asent
acost

Equivalentemente, tem-se para uma restri¢do de igualdade:

- Wl 5t u-fl 5
0 s
_ _J (1 —a) u’;
ci{u) = 0 T ¥
[#2 u'lf
G 5 ug r
—1 —cosf
0 —senf
A oty oy et ) L—a | | (1 —a)cost
Ve(u) =T Ve(a)=T 0 = (1= a)send >
a acost
. 0] asend

B'R;B = T"(B'R; BT,

B'v = TB'v).

(4.29)

(4.30)

(4.31)
(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Verifica-se que uma restrigio tipica comporta-se de forma semelhante a um ele-

mento finito, possuindo termos de rigidez e de esforcos que podem ser formulados num

sistema local, e posteriormente transportados para o sistema global de coordenadas.
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Observa-se que a simetria da matriz de rigidez do sistema é mantida j& que a matriz

correspondente a cada restricio é simétrica.

Em funcao do nimero de nés de contato em potencial dos corpos A e B, tem-se

um conjunto de restri¢des de desigualdade e de igualdade todas formuladas de forma

similar ao apresentado anteriormente.

4.4 Limitacao devido a discretizagio - campos de deslocamen-
tos incompativeis

Devido ao fato da solugao do problema continuo ser obtida de forma aproximada
através do processo usual de discretizacio em elementos finitos, as limitacdes associadas

a este processo afetam a solucio do problema de contato.

O esquema de contato né - segmento, conforme descrito, apresenta uma limitacio

no que se refere ao campo de deslocamentos na regido de contato, conforme ilustrado

na figura 4.10.

Campos de
deslocamentos
/%-_ incompativeis

L

4
i
!
d
I
—
i
i
i
o] e

e
o
L

Y

Figura 4.10: Incompatibilidade entre campos de deslocamentos noe contato.

Observando-se a figura 4.10 nota-se que os campos de deslecamentos sio com-

pativeis puntualmente (apenas um ponto por segmento, onde a disténcia dp = 0). Esta

63



figura mostra que, embora as restrigdes de ndo interpenetracio estejam satisfeitas pun-
tualmente (né - segmento}, pode-se ter uma interpenetragio dp entre os corpos devido
aos campos de deslocamentos destes ndo serem totalmente compativeis. Verifica-se que
a existéncia de penetragdo, mesmo quando as restri¢des h{u) < 0 estao satisfeitas, é
uma limitacao associada ao processo de discretizagio. QQuanto mais refinada a malha

de elementos finitos, menores serdo os valores de dp, obtendo-se solugdes mais precisas.

Uma forma alternativa para contornar o problema de incompatibilidade dos cam-
pos de deslocamentos no contato ¢ a situagio de contato né - a - nd, conforme mostrado

na figura 4.11.

Campos de
delocamentoes
compaltiveis

4
!
PR

b

Figura 4.11: Situagio de contato né - a - né,

Neste caso observa-se, que devido ao posicionamento dos nds, a distdncia de pe-
netragdo dp fende a ser sempre nula. Esta situacio de contato né - a - nd possuil a
dificuldade de que é necessario conhecer os nds associados dos corpos A e B. Em geral
nio se conhece quais nés entrarao em contato, e devido a deformacio, os nds associados
podem nao ter um posicionamento adequado apds a deformacdo. No casc da hipdtese

de pequenos deslocamentos, o posicionamento dos nés pode nao ser relevante.

De forma analoga ao comentado para as restrigdes de néc interpenetracdo, tem-
se uma situacao equivalente para as restricdes de igualdade em termos de campos de

deslocamentos nio compativeis.
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Cabe observar que a formulagdo das restricbes em termos dos nds 1, § ¢ k das
equagdes {4.8) e (4.17) pode representar também o caso de contato né - a - né quando

£ = 0, conforme mostrado na figura 4.12.

Figura 4.12: Situacgfo de contato nd - a - nd, caso particular de nd - segmento,

Da mesma forma que o esquema de contato nd - a - né procura minimizar o efeito
de campos de deslocamentos ndo compativeis, pode-se analisar o emprego de métodos

adaptativos de malhas que venham a reduzir esta incompatibilidade.

O refinamento de malha do tipo h, que cria novos elementos finitos na regido de
interesse, neste caso na regiao de contato, pode ser empregado através da criacio de
elementos com os nés convenientemente posicionados, buscando manter a condicio de
contato né - a - no, e gerando-se novas restri¢des de contato. Uma sequéncia para um

refinamento de malha segundo o método h, pode ser do tipo:
1. Definir uma malha inicial.

2. Resolver o problema de contato utilizando esta malha.

3. Executar o refinamento, criando novos elementos que possuam nds convenientemen-
te posicionados, de forma a restaurar uma situagéo nd - a - nd. Novas restrigdes

de contato sdo criadas para os novos nés.
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4. Recalcular o problema de contato com a nova malha (malha refinada).

Este processo pode ser repetido até que se consiga um nivel de compatibilidade

dos campos de desiocamentos considerado adequado.

Este esquema considera que a malha, antes de cada refinamento, forneca uma boa.

indicagao do posicionamento dos nds apds a deformacao, permitindo o refinamento.

Os novos elementos finitos gerados devem ter a sua forma controlada para que
nao se apresentem excessivamente distorcidos. Pode-se estabelecer um critério que crie
esses novos elementos somente a partir de uma certa diferenca de posicionamento dos

nés, garantindo assim uma forma adequada destes.

O refinamento do tipo p, que consiste em elevar o grau do polindmio de inter-
polacdo do elemento finito, pode ser utilizado de forma selhante ao comentado para

o refinamento h. O procedimento, neste caso, consiste em substituir o passec 3 da

sequéncia do refinamento A por:

3. Executar o refinamento, criando novos pontos de interpolacdo convenientemente
posicionados, elevando o grau do polinémio interpolador do lado do elemento de

interesse, e permitindo a criagdo de novas restricoes de contato associadas a estes

novos pontos,

As novas restrigbes geradas, juntamente com o maior grau do polindmio interpo-
lador no lado dos elementos na regido de interesse, regido de contato, devem conduzir a
uma situacao que represente uma melhor compatibilidade dos campos de deslocamentos.

Os polindmios dos elementos dos corpos em contato podem ter graus distintos.
A combinacdo dos esquemas /i e p pode ser também empregada (refinamento Ap).

No caso de peqguenos deslocamentos deve-se analisar o nivel de incopatibilidade

dos campos de deslocamentos para decidir por algum tipo de refinamento.

A utilizagdo de elementos finitos de maior ordem (por exemplo elementos isopa-
ramétricos gquadraticos de oito nds) pode contribuir para uma melhor compatibilidade

dos campos de deslocamentos, ja que os nds intermedidrios podem ser usados para se
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definir novas restrigoes de contato. Além disso, o uso deste tipo de elemento pode con-
tribuir para uma melhor representacdo da geometria inicial, principalmente em regides
curvas. Este caso pode gerar restrigdes ndo lineares devido & geometria ser representada

por funcdes nao lineares, e devido ao préprio campo de deslocamentos ser nao linear.

As restrigdes do problema podem ser também formuladas independentemente das
fungées de interpolagdo dos elementos finitos. Por exemplo, pode-se definir funcées
passando pelos nés da malha na regido de contato, considerando os deslocamentos destes
nos. As restricoes de nao interpenetracido e de nao deslizamento seriam formuladas
tomando como base estas fungdes. Este tipo de formulagio nio permite uma associacio
das restrigoes a um tipico elemento finito, podendo-se ter situagdes de matriz hessiana

nao simétrica, inviabilizando a aplicagdo da maioria dos conceitos usuais do MEF.
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Capitulo 5

Esquemas numéricos para a solucao
do problema de contato

5.1 Algoritmo genérico

Apresenta-se o algoritmo genérico proposto para a solugio do problema de contato

com atrito.

Para a verificacdo das condi¢des de atrito € necessario o conhecimento dos esforgos
normais e tangenciais de contato. Estes sio determinados através do significado fisico
dos multiplicadores de Lagrange associados ao problema de minimizagao envolvido con-

forme comentado em 1.7,

Considerando os aspectos apresentados nos Capitulos anteriores formula-se o al-
goritmo basico para a solugao do problema de contato com atrito conforme descrito a

seguir.
1. Definir os coeficientes de atrito estdtico (y.) e dindmico {ug).

2. Definir o ponto de partida (deslocamentos iniciais). Por exemplo u® = 0.

3. Definir os multiplicadores de Lagrange (A%, ©°) e os pardmetros de penalidades

(r?, rf) iniciais.

i

4. Inicializar & = 0 {contador do nimero de iteragdes do Lagrangiano Aumentado).
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5. Enquanto o critério de parada do Lagrangiano Aumentado (por exemplo o ponto

ser factivel e ndo mais apresentar variagdo} ndo estiver satisfeito, repita os itens

5.1 a 5.6 sequencialmente:
5.1) Definir os esforcos de contato associados aos multiplicadores de Lagrange:

o 1. = A* (esforcos normais),

e t = v* (esforcos tangenciais).
5.2} Montar o sistema nao linear de equagdes associado & condigdo de gradiente
nulo da fungéo L.A., equivalente 3 equagao (3.28):

Ku -~ f+ F,(u) =0, (5.1)

verificando as seguintes condi¢Ges de atrito para cada par de restrigdes (desigual-

dade e igualdade):
o se A 475h(1) <0 entdo [M+r¥h;(u)]; = 0 (ndo existermn termos de contato).
Logo F. , = 0.
o so N+ rhhy(u) > 0 entio [V + réh(u)ly = M+ rbhi(u), e [16d] < pol ]
i = 7, (existem termos associados & h;(u) - contato, e ocorre adesdo), entdo:

Foj= (M8 +rbhi(w)Vhj(u) + (vF + rfe(u)) Ve(u), (5.2)

® se )\f,f + rfhj(u) > () entdo {Af + rj-‘hj(u)]+ = /\;? + rfhj(u), e [1tl] > pelnll,

i = j, {existem termos associados & h;{u) - contato, ¢ ocorre deslizamento),

entao:
t = —mun}-n”—;‘-ﬁ{ﬂ (i = 7), (5.3)
Fey = (X +7ihi(w))Vhy(u) + t. (5.4)

e Determinar Fp(w) através da contribuicio de cada par de restrigdes,
Fou) =) F.;. (5.5)
J=1

5.4) Resolver o sistema nio linear de equagdes (5.1) obtendo w**!,

5.5) Atualizar os multiplicadores de Lagrange e os pardmetros de penalidade

conforme o passo 3.3 do algoritmo da segie 3.6.

5.6} Incrementar o contador de iteragdes, k = & + 1.

] Wt oy o ;
é BIBLIGTals CraTR R §

S EN W H
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6. 1#*t! = u* é solucio Stima.

7. Fim.

A equacdo (5.3) mostra a inclusio dos esforgos de atrito dindmico na direcio con-
traria ao movimento relativo entre os corpos. A determinacio da direcio do movimento
relativo pode ser encontrada em funcdo do sinal das restrigdes ¢{u) como discutido no

Capitulo 4.

A resolugao do sistema néo linear de equagdes (minimizagio irrestrita da funcao
Lagrangiana Aumentada) pode ser conseguida utilizando-se os métodos usuais de otimi-
zagdo tals como o método de Newton, Quase-Newton, Gauss-Newton e outros, [144, 85).

A solugdo nestes métodos € encontrada através de uma sequéncia do tipo
't = u' — pQu)VO(u'), (5.6)

onde p representa o passo de um processo de busca unidimensional; @@ representa uma
matriz que corrige a diregdo de busca. Por exemplo @ = H™! (inversa da matriz hes-
siana) no método de Newton, @ = I (matriz identidade) no métode do gradiente. A
matriz @@ pode, também, ser estimada tomando-se como base o vetor das varidveis de
otimizacao e o vetor gradiente de duas iteragbes sucessivas no método Quase-Newton
(férmulas BFGS - DFP). Um trabalho especifico do Lagrangiano Aumentado em con-

junto com o método Quase-Newton é apresentado em [78].
O sistema nao linear de equagdes (5.1} ou {3.27) pode apresentar dois tipos dis-
tintos de nao linearidade:
® as restricdes h(u) e c{u) podem ser nao lineares,
e a existéncia do termo [ |_, estando presente ou nao em fungao do valor de wu.
No caso deste trabalho, a matriz hessiana (matriz de rigidez) é calculada, de forma
que a sequéncia basica do método de Newton é empregada.

Alguns esquemas computacionais utilizam aproximacoes desta matriz, como por

exemplo, o método de Newton-Raphson Modificado {149}, onde a matriz de rigidez ndo
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¢ atualizada nas iteragoes do processo de solugdo, ou é atualizada apenas em momentos

especificos.

A situagdo especifica de restrigées lineares, juntamente com a condicio de gra-
diente nulo da fun¢ao Lagrangiana Aumentada, equagic (3.44), representa um sisterma
linear de equagdes se o conjunto de restrigbes ativas se mantiver fixo. Neste caso, a

'solugéo deste sistema linear de equagbes é equivalente ao método de Newton com o
passo de busca unidimensional unitdrio (p = 1), partindo-se do ponto u’ diretamente

para o ponto u*tl,

Este sistema linear pode ser resolvido através dos métodos usuais empregados
em elementos finitos, como por exemplo 6 método da eliminacio de Crout, que é uma
varia¢do conveniente do método da eliminagdo de Gauss, onde uma coluna é comple-
tamente fatorada a cada vez. Esta caracteristica é particularmente conveniente em

analises ndo lineares onde a parte ndo linear representa uma pequena parte da matriz

total, [58].

Quando o conjunto de restrigdes ativas apresentar variagio entre os pontos '
e u't! (obtido pelo sistema linear de equagdes), entdo os termos [A*R; Al,, B‘R;B,
[A'R;o + A'A],, B'R;3 e B'v associados as restrigdes calculadas em u* e em u't!
sao distintos. Neste caso, tem-se uma situagio de sistema nao linear de equacgdes, e o
emprego de um processo de busca unidimensional pode contribuir para o aumento do

campo de convergeéncia do algoritmo.

A solugdo do sistema de equagées (3.44) pode ser conduzida da seguinte maneira:

1. Seja u' o ponto de partida.

2. Montar o sistema de equagdes (3.44) com os termos [A'R; Al., B'R;B,
[A'Rja+ A'Al, B'R,( e B'v associados ao ponto u' (restri¢des ativas em u?).

3. Resolver o sistema de equagdes, considerando-o como linear, e obtendo-se wit!.

4. Se o conjunto de restri¢ées ativas em u**! é 0 mesmo que em u', entdo u* = w'*!
é solugdo do sistema de equagdes, neste caso linear entre u' e u'*'.

Se o conjunto de restrigdes ativas em u't! é diferente do conjunto de restricdes em
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u', entao execute um processo de busca unidimensional, obtendo p e, consequen-

temente, u* = u'*!, conforme a equagio {5.6).

Este esquema é particularmente interessante, pois no caso especifico do problema
de contato, o conjuntd de restrigdes é pequeno, e tende a apresentar seu estado (ativo

- nao ativo) estabilizado rapidamente.

Utilizou-se neste trabalho o método da secante de busca unidimensional [144].
Este método utiliza na sua formulacao apenas o valor do gradiente da funcéo objetivo.
O intervalo de confianca, a cada iteragdo, é testado quanto & presenca do ponto de

derivada direcional nula, tornando este processo de busca unidimensional mais robusto.

Como o problema especifico estudado esta no regime de pequenos deslocamentos,
a utilizacdo de restrigoes lineares ¢ valida. Assim, os esquemas das segdes seguintes,
para a obtencdo da solugdo do sistema de equagbes, assumem restricbes lineares (segdo
3.8). Além disso, estes esquemas seguem os conceitos desta se¢do, alterando-se apenas

particularidades na solugéo do sistema néo linear (5.1).

5.2 Algoritmo A

O algoritmo A consiste simplesmente em aplicar o algoritmo genérico da secac

5.1.

A condigdo de gradiente nulo da funcdo Lagrangiana Aumentada, equacdo (3.44),

pode ser reescrita na forma

(K + [A'R;Al. + B'R;B)u = f — [A'Rjo + A'Al. - B'R;8 — B'v.  (5.7)

A equagao {5.7) representa o sistema de equagdes associado ao algoritmo A.

Os termos [A'R; A]. e B'R; B (rigidez de contato) acoplam os graus de liberdade
na regiao de contato e variam com os parametros de penalidade. No caso da matriz
K estar armazenada em vetor e na forma “skyline”, estes termos redefinem uma nova

estrutura “skyline” na porcao da matriz que envolve os graus de liberdade do contato.
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Contudo, estes termos tornam o sistema positivo-definido mesmo quando a matriz K

é semi-positivo definida.

Nota-se que os parametros de penalidade (matrizes R; e R;) tém influéncia direta

no condicionamento da matriz do sistema {5.7).

5.3 Algoritmo B - Condensagao estatica

As restricoes associadas ao problema de contato envolvem apenas os graus de
liberdade de contato potencial. Este carater localizado sugere a utilizagiao de conden-
sacho estatica, [47], buscando trabalhar apenas com os graus de liberdade da regiio de

contato como variavels de otimizagao.
O algoritmo B consiste na aplicagdo de condensagdo estatica ao algoritmo A,

Seja o sistema linear de equagdes genérico

Ku=Ff. _ (5.8)
Pode-se particionar este sistema na forma
Kaa Kab Uy _ fa
] fn () 59

Escreve-se a partir de (5.9)

Kooy + Ky = fa, (5.10)
Kyata + Kppup = fo. (5.11)

De (5.10} escreve-se
e = Koo (fa — Kapus). (5.12)

Substituindo {5.12) em (5.11) tem-se

(Kpp — Koo Koo " Kap)ur = fo ~ Koo Koo ' fa (5.13)
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A solugao, através de condensagao estética, consiste em obter up através de (5.13),

e posteriormente u, através de (5.12).

Procura-se evitar a necessidade da inversio de K,,. Isto pode ser conseguido

utilizando-se conceitos do método da eliminacdo de Crout, [58], que é bastante usual

em elementos finitos.

Seja
K =U'DU,

(5.14)

onde U é uma matriz triangular superior com diagonal unitéria, e D é uma matriz

diagonal.

Utilizando o conceito de parti¢iao escreve-se

vl o |[D, o l[U, P Kun K
. t — a a a — aa ab
K“UDU“‘“[P* U;HU D;,Ho Ub}"[Kba Ky

Efetuando a devida multiplicacdo matricial obtém-se:
Kaa = UatDaUay
Kab = UatDaP = Kbat;
Ky = PtDaP -+ UthbUb.
De (5.17) tem-se que
P = Dami(Uai)_iKab.
Logo,

PtDaP = (DG_E(Uat)diKﬂb)tDa(Dﬂ'—l(Uat)-lKab) =
= (Kaban—lDa—l)Da(-Da_1(Uai)WI)Kub) =
Kba(UatDaUa)_lKab-

il

Usando (5.16) em (5.20) tem-se

PtDaP = KbaKaa_lKab-

|

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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Portanto (5.18) torna-se

UbebUb = Ky — KbaKaaWIKa,b- (5.22)

Utilizando (5.16) e (5.17) escreve-se

- KbaKaa—i e (UatDaP)t(UatDaUa)~l — PtDaUaUa—lDawi(Uﬂt)—i — Pt(Uat)—l_

(5.23)
Utilizando {5.22) e (5.23) reescreve-se (5.13) na forma
(U’ DpUp)yuy = fo — P (U™ fa- (5.24)
Utilizando (5.16) e (5.17) reescreve-se (5.10) como
(Ua'DU g = fo — U Dy Puy,. (5.25)

Através da equacdo (5.24) obtém-se uy €, através de (5.25), obtém-se u,.

Os termos [A"R; A]. e B'R; B afetam apenas a porcio Ky, do sistema. Assim, as
iteragdes do Lagrangiano Aumentado podem ser realizadas tomando-se apenas a porgéo

bb do sistema.

As etapas do algoritmo de contato com condensagao estatica sao portanto:

o fatorar K obtendo U e D,
e determnar as partigoes U,, Uy, P, D, e Dy,

s resolver o sistema U,'z = f, obtendo & (evita-se a inversio de U, na equacio

(5.24)),
o executar as iteragoes do Lagrangiano Aumentado:
— atualizar Ky, com os termos [A'R;Al. e B'R,; B,
— fatorar K, |

— resolver o sistema (UthbUb)ub = fp — Pz, obtendo u,,.

® resolver o sistema (UatDaUa)ua = o — U, D, Puy, obtendo u,.
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A formulacio de condensaciic estdtica conforme apresentada utiliza as rotinas

computacionals usuais do método da eliminagdo de Crout, [58].

Observa-se que ¢ possivel trabalhar com os algoritmos de contato apenas com as
varidveis up, € apds a obtengdo de 1™ (através da solugdo do Lagrangiano Aumentado),
obter-se a solucdo para os graus de liberdade u, nfo associados ao contato. A con-
densacao estatica reduz o tamanho do problema de otimizagao para a dimensao de us
(graus de liberdade de contato), representando uma significativa redugio no tamanho
deste problema. Através deste procedimento de condensag@o estatica (subestruturagio),
apenas a particio localizada da nio linearidade passa pelas iteragdes do Lagrangiano
Aumentado. A parte linear € resolvida uma dnica vez apés a convergéncia do método
do Lagrangiano Aumentado. Em geral, o nimero de graus de liberdade da regiao de
contato em potencial € bem menor que o nimero de graus de liberdade do problema
completo, o que indica que o procedimento de subestruturacdo pode ser muito atrativo

na solucao do problema de contato.

5.4 Algoritmo C

Conforme mencionado na segiio 5.2, os termos [A*R;A], e B'R;B acoplam os
graus de liberdade do contato, sacrificando a estrutura “skyline” original da matriz K,

e podem introduzir um mau condicionamento adicional em fungdo dos valores de R; e

R;.

Uma situacdo particular da secdo 5.2 pode ser considerada negligenciando-se os

termos [A"R; A], e B'R;B. Neste caso o sistema de equagdes torna-se

Ku=f—[A'Rja + A'Al, — B'R,3 — B'v. (5.26)

As principais vantagens deste enfoque sdo: nio se modificar a estrutura “skyline”
da matriz X e nao se introduzir os termos que podem afetar o seu ndmero de condigao.
Trata-se de uma simplicagio que apresenta vantagens sob o aspecto computacional. O
sistemna (5.26) possui seu condicionamento numérico fixo e ndo requer nenhum tipo de

manipulagéo adicional de dados da matriz do sistema. L um enfoque semelhante ao do
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método de Newton - Raphson Modificado, [149].

Contudo, nos casos em que a matriz )X é semi-positivo definida iniciaimente, é
necessario utilizar algum artificio numérico para torna-la estritamente positivo defini-
da. Por exemplo, pode-se adicionar um valor positivo, considerado “pequeno”, a sua

diagonal principal sem que haja o comprometimento do problema fisico.

A decomposicio da matriz K pelo método da eliminacdo de Crout, [58], pode
ser efetuada uma tinica vez, e a solucdo do sistema pode ser obtida através dos proce-
dimentos usuais (“forward reduction” e “back substitution”) a partir das matrizes U
e IJ resultantes da fatoracio de K. O fato de se fatorar a matriz K uma inica vez

representa um ganho computacional significativo em relagao ao esquema da segao 5.2.

Pode-se também utilizar os conceitos de subestruturacio juntamente com a sim-

plificagio apresentada.

Este esquema difere do esquema iterativo da secdo 5.5 pelo fato de que ld os
termos associados & rigidez nao sdo desconsiderados, sendo somados ao membro direito

da equacdo (5.27).
5.5 Algoritmo D

O sistema ndo linear (5.1) pode ser escrito na forma

Ku= j’T(u). (527)

De forma explicita tem-se que

Ku=f—[A'Rja+ A')\], — B'R;3 — B'v — (|A'R,;Al. + B'R;B)u.  (5.28)

O seguinte esquema iterativo por substituicdo pode ser utilizado procurando re-

solver o sistema (5.27):

1. seja u' um ponto inicial de partida,

2. calcule fr = fr{u'),
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3. resolva o sistema linear Ku = fr, obtendo ut!,

4. critério de parada: se mazlu’ — u't'| < ¢ va para 6,

= 1

5. u' = u't!, retorne para 2,

6. u't! é solugao, termine.

Este esquema ¢ fortemente influenciado, no que se refere a convergéncia, pelo

ponto de partida e pela variacao dos penalizadores.

No caso do algoritmo de contato, este esquema foi implementado computacional-
mente apresentando problemas de convergéncia mesmo em exemplos de pequeno porte
(poucas varidveis de otimizagao e poucas restrigdes). Nota-se que os termos de rigidez

associados ac contato sdo considerados no membro direito de (5.27).

Este esquema é semelhante, no que se refere a manipulacio da matriz K, ao

algoritmo C, apresentando a mesma limitagdo nos casos de sistemas semi-positivos

definidos.

5.6 Algoritmo £ - Combinacao dos algoritmos 4, B e C

Este esquema sugere uma alternativa mista entre o algoritmo A, que sempre con-
sidera a rigidez de contato, e o algoritmo C, que desconsidera a rigidez de contato,

utilizande-se de condensagio estatica (algoritmo B).

A rigidez de contato, termos [A‘R; A, e B'R;B, ¢é considerada com uma certa
frequéncia de atualizacao definida pelo parametro nfreq. A equagio (5.29) representa

o esquema considerado,
(K + {[A'R;A]. + B'R;B},jreq)u = R — [A'R;a + A", — B'R;3 — B'v, (5.29)

onde { }nfreq indica que este termo é atualizade com uma frequéncia de n freqg em n freg

iteragoes.

No caso de nfreq = 1 o termo é sempre atualizado e tem-se uma situacao equi-

valente ao algoritmo B {quando se utiliza de condensacao estatica), ou equivalente ac
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algoritmo A (quando ndo se utiliza de condensacio estitica). Apenas o caso com con-
densacdo estatica € aqui considerado. No caso de n freq grande o suficiente (maior que o
nimero de iteragées para a convergéncia} tem-se uma situagio equivalente ao algoritmo

C (nao considera a rigidez de contato).

Este esquema pode apresentar caracteristicas interessantes em termos de proprie-

dades de convergencia e em termos de tempos de processamento em fungdo da frequéncia

de atualizagao da matriz de rigidez do sistema.

5.7 Atualizagao dos parametros de penalidade e multiplicado-
res de Lagrange

O algoritmo geral do Método do Lagrangiano Aumentado, e consequentemente o
algoritmo para a solucio do problema de contato, requer a utilizacio de algum esquema

para a atualizagdo dos pardmetros de penalidade e dos multiplicadores de Lagrange.

A sequéncia de atualizacdo dos multiplicadores de Lagrange conforme (3.25) é

interessante pois satisfaz as condi¢des de otimalidade (Kuhn-Tucker).

Com relagio aos pardmetros de penalidade, os esquemas sdo geralmente empiricos
ja que a solugao encontrada pelo Lagrangiano Aumentado nao depende destes valores.
Contudo, estes valores influenciam em muito o comportamenio do algoritmo em ter-
mos de propriedades de convergéncia {casos em que o algoritmo néo converge, tempo
de processamento, nimero de iteragdes para a obtengdo da solugdo), pois afetam o

condicionamento da matriz do sistema correspondente,
Como exemplo dé esquemas de atualizacdo dos pardmetros de penalidade tem-se:
e 7 = cte (parametros fixos},
o PFH =R 1 > 1,

o.r*tl = rFi 4 rg, £ 21,

onde k representa a iteracao do Lagrangiano Aumentado, e ¢ é um parametro que

determina a velocidade de crescimento destes parimetros.
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Nota-se que o terceiro esquema citado inclui os anteriores para valores particulares

de rpet.

Adota-se neste trabalho a terceira opcao para atualizacido dos parametros de pe-
nalidade. A escolha dos valores 7 e £, que definem a lei formacio dos penalizadores, é
feita através de experiéncias {testes), observando-se a resposta dos algoritmos quanto

as caracteristicas de convergéncia.

No caso especifico do problema de contato alguns aspectos de interesse sao:

¢ (s parametros de penalidade ndo devem crescer a uma taxa que cause a instabili-
dade dos algoritmos (e consequentemente a divergéncia destes). Seja, por exemplo,
uma situagio em que o parametro esteja “baixo”, permitindo uma certa violagao
de restrigdes (no caso do problema de contato uma interpenetracdo dos corpos)
na iteragéo k. Na iteracdo seguinte (k£ + 1), suponha que o penalizador atinja um
valor j& considerado “alto” (devido a uma lei de atualizacdo inadequada), gerando
esforgos de contato “elevados” que venham a causar a separagio dos corpos. As
retricoes ficam, portanto, ndo violadas, e em funcdo dos atuais valores dos mul-
tiplicadores de Lagrange, o termo [ ].. ou [ ]« na equagio do equilibrio pode ficar
ausente para a iteragdo seguinte (k + 2). Este termo, estando ausente, implica
na inexisténcia dos esforgos de contato, permitindo a ocorréncia de uma interpe-
netracio que pode ser considerada “grande”. Novamente, com os penalizadores
“elevados” e interpenetracac “elevada”, pode-se ter esforcos de contato “elevados”
que podem vir a causar novamente a separagdo dos corpos. Nota-se que este ciclo
pode repetir-se indefinidamente, caracterizando um comportamento oscilatério do

algoritmo.

o- A escolha de parimetros de penalidade constantes, com valor considerado ade-
quado, facilita a convergéncia do algoritmo, tornando-o mais robusto. Contudo, o

, . . .
ntimero de iteracdes - tempo de processamento pode crescer consideravelmente.

e O crescimento moderado dos pardmetros de penalidade parece ser uma forma ade-
quada em termos de convergéncia. Um caso particular em que vy = cleet = 1

conduz a um crescimento linear dos pardmetros de penalidade, representando uma

80



forma mais controlada quanto ao crescimento destes.

Salienta-se, contudo, que a escolha destes parAmetros de penalidade depende de
cada problema especifico a ser resolvido, e uma forma pratica para determina-los é

através de experiéncias caso a caso.

Visando aumentar o campo de convergéncia dos algoritmos estudados, alguns
esquemas para o controle do crescimento dos parimetros de penalidade podem ser

utilizados.

Procurando evitar a criago de esforgos de contato super-estimados quando se tem

restricoes violadas pode-se adotar o sequinte esquemna:

® se rfhj(uk) > A entdo /\fj"'}‘ = A% + 6 e nio se atualiza r;,
se r;-“hj(uk) < A entdo /\;c+1 = A5+ r5h;(uF) e se atualiza r;,

s se ric(u*) > dv entdo VI = 1F 4 v e ndo se atualiza r;,

se rfei(uf) < dv entdo vFF = vF 4 rFo(uf) e se atualiza r;.

Neste esquema dA e dv sdo parametros que controlam o passo de atualizacio dos

multiplicadores A e v.

Observa-se que este esquema evita variacdes grandes dos multiplicadores de La-
grange. Ao se aproximar da solugdc os multiplicadores tendem naturalmente a variar

pouco.

A escolha de dA e dr deve ser tal que evite as oscilagdes dos algoritmos. Estes
valores podem ser escolhidos como uma fragéo do valor esperado para os multiplicadores
exatos. Contudo, os multiplicadores exatos nie sio conhecidos “a priori”. Pode-se
utilizar o fatoc de que os multiplicadores devem estar em equilibric com os esforcos

externos, e assim obter uma estimativa adequada para os valores de 6 e dv.

Os parametros de penalidade afetam diretamente o condicionamento da matriz

do sistema de equacées em estudo devido & presenca dos termos [A'R; A, e B'R; B.

O numero de condicao do sistema de equacdes a ser resolvido é um indicador da
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facilidade de se encontrar a solugao deste sistema em termos de convergéncia.

Pode-se, portanto, monitorar o nimero de condigio deste sistema, e ao se atingir
um certo limite superior, nao mais se atualizar os parametros de penalidade (mantendo-

os fixos).

Uma estimativa do numero de condigdo de uma matriz pode ser obtida usando-
-se o estimador melhorado citado em [44]. Este estimador utiliza as matrizes U e D
resultantes da fatoracao da matriz do sistema, o que € conveniente nos algoritmos aqui

formulados,

No caso de um sistema semi-positivo definide o nimero de condigao ¢é infinito,
pois tem-se o menor autovalor da matriz nulo. Assim, para o caso do problema de
contato, pode-se ter a situacdo em que o ntmero de condigdo € inicialmente elevado
(sistema semi-positivo definido ou préximo), decresce com o efeito dos termos [A'R; A].
e B'R;B, e volta a crescer devido ao crescimento dos penalizadores R; e R; presentes

nestes termos.

5.8 Consideracgoes sobre critérios de convergéncia dos algorit-
mos

Os critérios de convergéncia (critérios de parada) mais usuals empregados em
problemas de otimizacgao, [6, 85, e tamnbém os utilizados nas solugdes de probiemas nio

lineares resolvidos através do MEF sdo brevemente apresentados a seguir.

Ponto factivel e que ndo mais apresente variagao:

6 h(uk“) < €y,
& —¢&1 < c(uk“) < €3 ,
e maz|utt! — u*| < ¢; (cada um dos componentes).

No caso do problema de contato pode-se utilizar um mesmo valor para o pardmetro

de parada, neste caso €1 (€1), j4 que as restrigdes e os deslocamentos possuem a mesma
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dimensao.
Em termos relativos pode-se utilizar:
kot
o BT < &
K L
o —€z < %#ﬂl < €g,
ki qpk k+1_ark
® —J-—k———mwﬁu 7 U ¢, ou u—-—,;—uu‘lu I;"’ < €3.

Ponto factivel e gradiente nule da funcdo Lagrangiana Aumentada:
. h(uk“) < €1,

o —€] < c(uk“) < €1,

s maz|V®,(u*1)] < ¢; (cada componente), ou ||V, (u*')]] < e

Ponto factivel e comparacgéo do gradiente da fun¢io Lagrangiana Aumentada
com os esfor¢os externos:

LE h(uk“'}") < €y,
* —€1 < c(uk"‘l) < €3,

o ||V, (x| < el Fl] (com €3 = 0.01 ou ¢, = 0.001 por exemplo).

Este critério é mencionado em [149].

Ponto factivel e forcas desbalanceadas nodais:
& h(ukﬂ) < €1,
2 —e; < c{ut!) < g,
o- max|fal < €2 {cada componente),
onde as forgas desbalanceadas nodais fz sio calculadas através da contribuigao de

cada um dos elementos finitos da malha e através dos esforcos externos, utilizando-se

a melhor estimativa de u* como apresentado em [61].
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As forcas desbalanceadas fornecem uma indicacao de quanto cada né da malha estd
equilibrado. Assim, um critério relativo aos esforgos externos pode ser mais adequado

do ponto de vista fisico, como por exemplo maz|fa| < esl|f]| (cada componente) ou

através do indicador T—;’%ﬁﬁ‘—’

Ponto factivel e muliplicadores de Lagrange que naoc mais apresentem va-
riagao:

. h(uk“) L €31,
o —€; < c{urt!) < e,

o maz| N — AF| < €3 e maz|v*tt — v*| < €, (cada componente),

ou em termos relativos,

k41 k

maziA . = A maz |t . 28|

8 ——-—j——‘;—l < €3 € ——Er—— < €3 ou
IS 3 [i=i] 3

bRl [Lr1_ k)
uA!f <E465W’°F—L<E4'

Um exemplo da utilizagdo deste tipo de critério é encontrado em {79].
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Capitulo 6

Exemplos e resultados numéricos
obtidos

6.1 Introdugao

Apresenta-se neste capitulo alguns exemplos que procuram mostrar o comporta-

mento numérico dos algoritmos estudados.

Os programas foram desenvolvidos em linguagem Fortran (compiladores Microsoft
Fortran versao 5.1 e Microsoft Fortran PowerStation versdo 1.0) e executados em um

microcomputador HP Vectra 486/33VL. Os célculos foram efetuados em dupla precisao.

A comparagao dos algoritmos € feita em termos do nimero de iteragoes do método
do Lagrangiano Aumentado, lait, e do tempo de processamento em segundos, At, para
a obtencio da solugdo. Para que esta comparacao tenha significado, o critério de con-
vergéncia deve ser o mesmo para os algoritmos implantados. O critério utilizado nestes
exemplos é aquele em que o ponto deve ser factivel e ndo mais apresentar variagao

(primeiro critério comentado na segéo 5.8).

Para uma verificacdo em termos de esforgos desbalanceados sao apresentados o
maéaximo desbalanceamento nodal absolute, maz|f4], a norma dos esforgos desbalan-
ceados, ||fall, € também a norma dos esforgos externos , |{f|], permitindo assim uma

comparacdo em termos relativos.

il
E ainda apresentada uma estimativa do numero de condic¢do da matriz do sistermna,
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cond, na solugo do problema segundo o estimador melhorado de Gill e Murray {44].
Conforme descrito no Capitulo 5, os algoritmos estudados para a situacao de

restrigbes lineares sao:

matriz do sistema atualizada conforme (5.7) e sem condensagio estdtica;

: mafriz do sistema atualizada conforme (5.7) e com condensagio estatica;

matriz do sistema néo atualizada conforme (5.26) e sem condensacio estdtica;

termos de rigidez de contate no membro direito conforme (5.28); e

L 4
=5 Q@ o>

matriz do sistema atualizada a uma certa frequéncia conforme (5.29).

A implementacao do MEF utilizada neste trabalho segue os conceitos apresen-
tados em [58]. As malhas de elementos finitos utilizadas nos exemplos sio compostas
por elementos finitos isoparamétricos de quatro nds, sendo utilizados 2 x 2 pontos de
Gauss para a integracao numérica nos elementos. Os elementos finitos triangulares re-

presentam um caso de degeneracio de um elemento quadrangular que apresenta dois

nds coincidentes.

6.2 Exemplo 1: semicilindro em contato com plano rigido

Este exemplo é de grande interesse pois possui solugdo analitica conhecida, pos-
sibilitando uma avaliagcdo comparativa dos resultados obtidos através da formulagio

desenvolvida neste trabalho.

Seja um semicilindro longo com ralo de 8.0, material homogéneo e isotrépico
com mbdulo de elasticidade 1000.0 e coeficiente de Poisson 0.3, em contato sem atrito
com uma superficie plana rigida, sujeitc a um carregamento distribuido, ¢,, conforme

ilustrado na figura 6.1. Considerou-se ¢ caso de estado planc de deformacgdes.

Observa-se que o problema é simétrico, de tal forma que a malha de elementos
finitos pode ser feita em apenas metade do semicilindro. Duas malhas foram utilizadas

para a solu¢io deste problema conforme mostrado nas figuras 6.2 e 6.3.
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8.0

Figura 6.1: Semicilindro em contato com superficie rigida plana.

A malha menos refinada da figura 6.2 possui 65 elementos finitos, 71 nés, repre-
sentando um problema de 133 graus de liberdade (varidveis de otimizacao). Definem-se

14 nds como os nds de contato em potencial, gerando-se 14 restricoes de desigualdade.

A malha mais refinada da figura 6.3 possui 131 elementos finitos, 146 nos, repre-
sentando um problema de 278 graus de liberdade (variaveis de otimizacio). Definem-se

19 nds como os nés de contato em potencial, gerando-se 19 restricdes de desigualdade.

Para a comparacac dos resultados obtidos com a solucdo analitica dois conceitos

para o calculo das tensdes de contato foram utilizados:

e Tensdes nodais calculadas da forma usual de elementos finitos (deslocamentos -
deformagoes - tensdes). No caso de nds que sejam comuns a mais de um elemento

finito, a tensao é calculada como a média nodal dos elementos adjacentes.

s- Tensdes calculadas através dos esforcos de contato (obtidos através dos multiplica-
dores de Lagrange), por exemplo com distribui¢io constante ao longo do lado dos

elementos (regido de influéncia do né considerado} como ilustrado na figura 6.4.

Observa-se na figura 6.4, que as tensoes sdo consideradas constantes ac longo
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Figura 6.2; Malha de elementos finitos menos refinada - semicilindro.

¥z 4

\
—
]

ol
]

w§

Figura 6.3: Malha de elementos finitos mais refinada - semicilindro.



/‘ elementos finitos

F1, ¥F2, F3: esforgos de contato

L1, 12, 13: comprimentos
caracteristicos

B, B, B pressdes (espessura
unitaria)

Figura 6.4: Aproximag8o das tensbes de contato em fungdo dos esforqos nodais de contato.

dos comprimentos caracteristicos, representando uma aproximagdo que se torna mais

precisa para malhas mais refinadas.

Na figura 6.5 sdo mostrados os resultados obtidos segunde as duas formulacgoes
de cédlculo mencionadas anteriormente para a malha menos refinada. Na figura 6.6
sao apresentados os resultados obtidos para a malha mais refinada. Dois casos de
carregamento, g, = 30.0 e g, = 12.5, foram estudados e comparados com a solugao
analftica, [133], na sua representagao grafica usual. Fol empregado ao algoritme B

nestes casos.

Nestas figuras, z; é a posigao de contato, p(z;) é a pressdo de contato, e ' =

1000.0

1057 (calculado em fungdo do mdédulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson).

E possivel verificar uma boa concordancia entre os resultados obtidos e a solugéo
analitica. Nota-se que os resultados sdo dependentes do grau de refinamento da malha

de elementos finitos utilizado.

As figuras 6.7 e 6.8 mostram os contornos deformados para os dois casos de car-

regamentos calculados.
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Figura 6.5: Resultados obtidos e solugio analitica - malha menos refinada - semicilindro, algoritmo B.
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Figura 6.6: Resultados obtidos e solugio analitica - malha mais refinada - semicilindro, algoritmo B.
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Figura 6.7: Contorno deformado para g, = 30.0 - malha mais refinada - semicilindro.

Figura 6.8: Contorno deformado para g, = 12.5 - malha mais refinada - semicilindro.



Na tabela 6.1 € apresentado o efeito do aumento do pardmetro de penalidade para

o caso de g, = 30.0 {malha menos refinada), utilizando o algoritmo B. Para fins de

comparagio, a norma das forcas externas é || f|| = 95.016.
o t | cond | lait | At maz/| fq || fall
0.01 11.0;2313[ 14352924 | 280 x 107° | 3.18 x 10™°
0.1 1.0 | 21.52 | 2059 | 134 | 3.92 x 10~° [ 446 x 10~°
1.0 1.0 12004 310 21 15.04 x 107% [ 5.79 x 10~°
100 11.0 11804 72 6 | 5.26x107° 1647 % 107°
10001 1.0 * * * # *

Tabela 6.1: Efeito do pardmetro de penalidade, semicilindro ¢, = 30.0 - malha menos refinada, ¢ =
1078, 4\ = dv = 1.0,  indica divergéncia.

Este problema nao apresenta restritéées quanto ao movimento de corpo rigido na
direcio z, (sistema com matriz de rigidez semi-positivo-definida inicialmente) a me-
nos das restrigbes de contato quando ativas. Uma alternativa numérica que facilita a
obtencao da solucéo deste tipo de problema € adicionar um valor k,,, considerado pe-
queno, aos elementos da diagonal principal da matriz de rigidez do sistema, tornando-a
estritamente positivo-definida. Este artificio pode ser interpretado fisicamente como
molas de baixa rigidez ligando cada um dos nds da malha a pontos fixos, e impedindo o
movimento de corpo rigido. Quanto menor o valor de k,,, mais se aproxima da situagao
real. Este valor deve ser determinado de forma a n&o comprometer significativamente
os resultados obtidos. Uma forma de se verificar a influéncia deste valor é através de
uma comparacio entre os esforcos externos aplicados e os esforgos de contato gerados.
A diferenca entre estes valores € atribuida as “molas” de rigidez k,,, e deve ser sufi-
cientemente pequena, fornecendo uma medida da influéncia do valor &, na solugao do
problema de contato. O efeito de k,, pode ser verificado também através das forgas

desbalanceadas.

Seja, por exemplo, o caso especifico em que ¢, = 30.0. O esforgo total externo

aplicado é g, X raio = 30.0 x 8.0 = 240 (para a metade do semicilindro).

Na tabela 6.2 sdo mostrados os valores dos desequilibrios encontrados para alguns
valores de k., no caso da malha menos refinada. Nesta tabela, f, representa o somatdrio
dos esforgos de contato. O valor do desequilibrio relativo fornece uma informacao

percentual interessante para fins de analise do efeito de k,,, na solugao do problema.



km . 240 — f. | 22l % 100 | cond | lait | At maz| fql
0.00 | 240.0000 | G.0000 0.000 20.04 | 310 | 21.2 | 5.04x 10-°
0.01 | 239.7403 | 0.2507 0.108 20.03 | 310 | 21.2 | 9.80 x 107
0.10 | 2374176 | 2.5821 1.076 1981 | 323 | 22.0 | 9.72x 1077
1.00 | 215.5598 | 24.4402 10.183 18.66 | 348 | 23.6 | 9.02 x 107!

Tabela. 6.2: Efeito de &, no equilibrio, malha menos refinada, algoritmo 8, ro = 1.0, = 1.0, A = 1.0,
e = 108

QO valor de k,, tem influéncia no comportamento em termos de convergéncia dos
algoritmos. Isto ¢ esperado ji que k,, altera diretamente o condicionamento numérico
da matriz K do sistema, e os pardmetros de penalidade podem nao estar adequados
ao valor de k,,. Para valores de k,, “baixos”, o sistemna torna-se mais elastico e os
parametros de penalidade ndo adequados (“elevados” por exemplo) podem causar a di-
vergéncia (instabilidade) do algoritmo. Por outro lado, para valores de k., “elevados”,
a escolha de parametros de penalidade “baixos” pode conduzir a tempos de processa-

mento e namero de iteragoes maiores.

Salienta-se que, quando existem restrigdes violadas - ativas, os termos [A"R; Al
e B'R;B (no caso de problema com atrito) sdo presentes, tornando o sistema positivo-
definido. A adocao de k,, garante a cbtencido de uma solugio, mesmo para o caso de

todas as restrigoes estarem nao violadas, e especificamente no caso dos algoritmos C e

D.

Uma comparacio em termos de algumas caracteristicas de convergéncia dos algo-
ritmos A, B, C e D é apresentada na tabela 6.3, onde se varia o parametro de critério
de parada ¢ e os parametros de penalidade ro e t. O simbolo * indica os casos em que o
algoritmo divergiu. Os esquemas de controle dos multiplicadores e penalizadores (segdo
5.7) e também o proéésso de busca unidimensional ndo foram empregados nos casos
da tabela 6.3 para permitir uma comparacao da natureza destes algoritmos no que se

refere a convergéncia.

Alguns dados sobre o comportamento do algoritmo E sio mostrados na tabela

6.4,
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€= 10"° e=10"" e=10"%
ra t | Alg. | cond lait Al cond lait i cond ladt At
A 22.43 1625 185 | 26.65 901 103 | 36.09 473 54
0.1 1.0 B 22.43 1625 105 | 28.65 901 by 36.09 473 31
C * * * * * ¥ * * ®
D * * * * * * * * %
A 21.03 1134 128 | 24.03 642 73 31.89 318 a7
0.2 1.0 B 21.03 1134 73 24.03 642 42 31.89 318 21
C ® * ® ® ® * ® * *
2] * * % * * % * * %
A 674.55 1 36702 1 40683 | 674.55 | 2281 | 2878 | 674.55 | 16022 | 1824
0.2108 B 674.5b6 | 36702 1 2294 | 674.50 | 26281 | 1625 | 674.5h | 16022 | 1031
C | 841.91 | 35692 | 638 | 841.91 | 25274 | 452 | 841.91 | 16018 | 287
Ly | 841.91 | 35694 | 5H3 | 841.91 | 252Y6 | 302 | 841.91 | 16020 { 249
A H21.14 | 14284 | 1825 | h21.14 | 10115 | 1151 | h21.14 | 6411 | 730
65100 B 521.14 | 14284 | 918 | 521.14 | 10115 | 650 [ 521.14 | 6411 | 412
¢ 1 841.91 | 14274 | 255 | 841.91 | 10108 | 181 | 841.91 | 64067 115
D] 841.91 | 14274 | 221 | 841.61 | 10110 | 157 | 841.91 1 6408 | 100

Tabela 6.3: Comparagio do comportamento dos algoritmes A, B, C e D (ky, == 0.1}.

nfreq | cond lait At rnaz| fq|
1 23.00 156 | 11.3 1 1.94x107°
2 24.10 | 155 6.3 | 5.67x 107%
5 60.24 | 7733 | 147.2 | 4.60 x 10~
10 14396 | 17424 | 2345 | 6.10 % 1077
20 203.71 | 23646 | 252.8 | 1.40 x 1071
50 355.93 | 30684 | 365.4 6.01

Tabela 6.4: Algoritmo E - semicilindro, malha menos refinada, ¢, = 30.0, v = 1.0,¢ =10, d\ = 1.0,
e=10"%



6.3 Exemplo 2: bloco retangular em contato com plano rigido

Este exemplo é resolvido nos trabalhos de Barbosa [3] e Fancello [32]. £ um exem-
plo interessante pois possui os trés tipos de regides de contato (adesdo, deslizamento e

separacao) em funcdo dos valores dos coeficientes de atrito.

Seja um bloco retangular com dimensdes 40.0 e 80.0, material homogéneo e iso-
trépico, com moédulo de elasticidade de 13000.0 e coeficiente de Poisson de 0.2, em
contato com atrito com uma superficie plana rigida, sujeito aos carregamentos distri-
buidos horizontal e vertical, g e ¢, respectivamente, conforme ilustrado na figura 6.9.

Considerou-se o caso de estado plano de deformagdes. A espessura do bloco € unitaria.

e 4 |
A —

et

wy

1

Figura 6.9: Bloco retangular em contato com superficie rigida plana.

Observa-se que o problema é simétrico, de tal forma que a malha de elementos
finitos pode ser feita em apenas metade do bloco. Duas malhas foram utilizadas para

a solucao deste problema conforme mostrado nas figuras 6.10 e 6.11.

A malha menos refinada da figura 6.10 possui 72 elementos finitos, 86 nos, repre-
sentando um problema de 164 graus de liberdade {varidveis de otimizagio). Definem-se
17 nés de contato em potencial, gerando-se 17 restricbes de desigualdade e também 17

restrigoes de igualdade condicionalmente dependentes.
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Figura 6.11: Malha mais refinada - bloco retangular.



A malha mais refinada da figura 6:11 possui 173 elementos finitos, 195 nés, repre-
sentando um problema de 379 graus de liberdade (variaveis de otimizacdo). Definem-se
33 nds de contato em potencial, gerando-se 33 restri¢oes de desigualdade e também 33

restricoes de igualdade condicionalmente dependentes.

Os resultados obtidos correspodem a um critério de parada de ¢ = 10~ utilizando

o algoritmo B.

Dois casos em termos de carregamento e coeficientes de atrito foram estudados:

e caso l: qr =13, @ =5, p = p. = pg = 1.0,

o caso 2 qr = 10, q, = 15, pp = p, = pg = 0.2

Nas tabelas a seguir sdo apresentados os resultados encontrados aqui e os resulta-
dos obtidos em [3, 32]. Os nds de contato em potencial esto numerados sequencialmente

da esquerda para a direita, e denota-se:

e u,: deslocamento normal,
e u,: deslocamento tangencial,
e l|n||: intensidade do esfor¢o normal,

s |it]|: intensidade do esforco tangencial.

Na tabela 6.5 sio apresentados os resultados para o caso 1 relativos a malha menos
refinada. A observagio desta tabela permite verificar as regides de adesio (nos 13 a
i7) e de deslizamento (ndés 3 a 12), bem como regides de separagio entre os corpos
(nés 1 e 2). O nimero de condigdo estimado na solugdo é cond = 15.52. Em termos
de esforcos desbalanceados tem-se mazifyl = 8.80 x 1073, ||f4l] = 8.84 x 1072, e
para fins de comparagio || f]| = 247.96 (norma dos esforos externos). Nesta tabela,
os valores de u, associados & [32] ndo aparecem por ndo terem sido apresentados na

prépria referéncia.

As figuras 6.12, 6.13 e 6.14 apresentam graficamente os resultados obtidos para

este caso, comparados com os resultados das referéncias.
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De acordo com [3] De acordo com [32] Obtido
e T P 2 O S O 0 [N O
1 10.0006 | 0.0286 { 4. 0. | 028585 0. 0. 000587 | 028718 | 0.000 | 0.000
2 1 0.0001 { 0.0258 1 0. 8. | 025845 0. 0. 000068 | .025947 | 0.000 | 0.000
3 0. 0.0229 | 3.44 | 3.44 | .022844 | 3.517 | 3.517 | .000000 | .022915 | 3.437 | 3.437
4 0. 0.0198 | 6.08 | 6.06 | 019812 | 6.107 | 6.107 | .000000 | .01985T7 | 6.061 | 6.061
5 0. 0.016% | 7.92 | 7.92 | .016865 | 8011 | 8.011 | .000000 | .016893 | 7.936 | 7.936
6 0. 00140 | 9.36 | 9.36 | 014029 | 9.341 | 9.341 | .000000 | .014061 | 9.399 | 9.399
7 0. 0.0113 | 10.60 | 10.60 | 011364 | 10.698 { 10.698 | 000000 | .011375 | 10.624 | 10.624
8 0. 0.0088 | 11.72 | 11.72 | 008822 | 11.661 | 11.661 | .000000 | .00B848 | 11.743 | 11.743
9 0. 0.0065 | 12.78 | 12.78 | .006505 | 12.878 | 12.878 | .000000 | .006502 | 12.823 | 12.823
10 0. 0.0043 | 13.86 | 13.86 | .004338 | 13.803 | 13.803 | .000000 | .004364 | 13.881 | 13.881
11 0. 0.0025 | 15.04 | 15,04 | 002504 | 15.132 | 15.132 | .000000 | .002471 | 15.084 | 15.084
12 0. 0.0009 | 16.56 | 16.56 | .000899 | 16.436 | 16.436 | .000000 | .000913 | 16.841 | 16.841
13 0. 0. 19.60 | 17.14 | .000048- | 19.460 | 19.052 | .000000 | .000000 | 19.199 | 16.679
14 0. 0. 20.76 | 8.96 | .000022 { 20.645 | 8.902 | .000000 | .000000 | 20.680 | 8.838
15 0. 0. 20.88 | 5.38 | .000014 | 20.692 | 5.530 | .00000G | .000000 | 20.891 | 5.4b7
16 0. 0. 20.94 | 2.56 | .000006 | 20.833 | 2.656 | .000000 | .000000 | 20.931 | 2.564
17 0. 0. 1046 | 0. | 000000 | 10.686 0. 000000 | 000000 | 10.480 | 0.000

Tabela 6.5: Resultados - malha menos refinada - bloco retangular - caso 1 (rg = 1.0,t = 1.0 A =dv =
1.0, algoritmo B).
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Figura 6.13: Forga normal no contato - bloco retangular - caso 1 - malha mais refinada.
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Na tabela 6.6 sdo apresentados os resultados para o caso 2 relativos & malha
menos refinada. A observagdo desta tabela permite verificar as regides de adesio (nds
11 a 17) e de deslizamento {nds 1 a 10). O numero de condi¢io estimado na solugio é
cond = 14.38. Em termos de esforgos desbalanceados tem-se maz|f4] = 3.57 x 107%,

| fall = 4.23 x 107°, e para fins de comparacio ||fl| = 290.07 (norma dos esforgos

externos).
De acordo com [J] De acordo com {32] Obtido
N6 | ue | linf| | [} e el |l ug Hmll | 118l
1 1 00776 | 7.28 46 | 0078391 | 6.610 | 1.324 | .0G7879 | 9.190 | 1.838
2 ] .00633 | 27.76 | 5.66 | 0063982 | 27.760 | 5.552 | 006432 | 27.401 | 5.480
3 | .00615 | 32.06 | 6.42 | .0062075 | 32.087 | 6.419 | 065229 | 31.902 ; 6.380
4 | 00409 | 34.28 | 6.86 | .0041449 | 34.205 | 6.859 | 004157 | 34.210 | 6.842
5 | .00314 | 35.72 | 7.14 | .6031970 | 35.728 | 7.146 | .003192 | 35.¥25 | 7.145
6 | .00228 | 36.80 § 7.36 | .0023251 | 36.794 | 7.359 | .002327 | 36.819 § 7.364
7 1.00103 | 37.68 ; 7.54 | 0015773 | 37.668 | 7.534 | 0015660 | 37.690 | 7.538
§ | .00088 | 38.48 | 7.70 | 0009073 | 38.443 | 7.689 | 000901 | 38.477 | 7.695

9 | .00036 | 39.26 | 7.86 | 0004073 | 39.247 | 7.849 | .000372 | 39.289 | 7.858
10 1 .06003 | 40.34 | 8.06 | 0000434 | 40.303 | 8.061 | .000020 | 40.266 | 8.053
11 0.0 41.04 | 5.32 | .0000146 | 40.942 | 5.834 | .000000 | 40.979 | 5.348
12 0.0 41.22 1 3.98 | .0000096 | 41.191 | 3.848 | .000000 | 41.223 | 4.014
13 0.0 41.36 | 3.00 | 0000077 | 41.311 | 3.074 | 000000 | 41.373 | 3.007
14 0.0 41.48 1 2.16 | 0000051 | 41.447 | 2.033 § .000000 | 41.498 | 2.148
15 0.0 41.54 | 1.40 | .0000040 | 41.481 | 1.586 | .000000 | 41.565 | 1.425
16 0.0 41.60 | 0.68 | 0000021 | 41.478 | 0.821 | .000000 | 41.589 | 0.687
17 0.0 20.80 | .00 | .0000000 | 21.318 | 0.000 | .000000 | 20.804 | 0.0060

Tabela 6.6: Resultados - malha menos refinada - bloco retangular - caso 2 (rg = 1.0, ¢t = 1.0, ) =
dv = 1.0, algoritmo B).

As figuras 6.15, 6.16 e 6.17 apresentam uma comparagao dos resultados obtidos

com os resiltados das referéncias.

Na tabela 6.7 sao apresentados os resultados para o caso 1 relativos a malha mais
refinada. A observagdo desta tabela permite verificar as regides de ades@io {nods 25 a
33) e de deslizamento {nds 4 a 24), bem como a regido de separagio dos corpos (néds
I a 3). O numero de condi¢io estimado na solugéo é cond = 20.69. Em termos de
esforcos desbalanceados tem-se mazx|fa] = 3.74 x 1072, || fal| = 4.30 x 10™%, e para fins

de comparacdo || fl| = 207.57 (norma dos esforgos externos).

As figuras 6.18, 6.19 e 6.20 apresentam uma comparacao dos resultados obtidos

com os resultados das referéncias de forma grafica.
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Figura 6.15: Deslocamento tangencial no contato - bloco retangular - caso 2 - malha menos refinada.
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Segundo {3 Segundo [32] Obtido
WG| | w [l [T % | Tl | T w | % | Il ]
1 | 0.0006 | 0.0286 0. 0. | .028585 0. 0. 000624 | 028512 | (LOOO | 0.000
2 1 0.0003 | 0.0272 0. 0. | .027217 0. 0. 000336 | 027134 | 0.000 | 0.000
3 | 0.0001 | 0.0258 0. 0. | .025845 0. 0. 000098 | .0257b4 | 0.000 | 0.000
4 0. 0.0244 | 0.66 | 0.66 ; .024379 | 5483 | 0.548 | .000000 | .024300 | 0.667 | 0.667
5 0. G.0229 1 172 | 1.72) 022844 1 1.759 | 1.750 i .000000 | 022770 | 1.743 | 1.743
6 0. 0.0213 | 2.46 | 2.46 | .021330 | 2.572 | 2.572 | .000000 | .021234 | 2.475 : 2.475
7 0. 0.0158 | 3.04 | 3.03 | 019812 | 3.053 | 5.063 | 000000 | .019716 | 3.059 | 3.059
8 0. 0.0183 | 3.53 | 3.53 | .G18307 | 3.567 | 3.557 | .000000 | .618224 § 3.558 | 3.559
9 0. 0.0169 | 3.96 | 3.96 | .016865 | 4.006 | 4.006 | .000000 | 016763 | 3.985 ; 3.985
10 0. 0.01564 | 4.34 | 4.34 | .015436 | 4.306 | 4.306 | .000000 | .015335 | 4.364 | 4.364
11 . 0.0140 | 4.68 | 4.68 | .014020 | 4.671 | 4.671 | .000000 | 013941 | 4.713 | 4.713
12 0. 0.0127 | 5.00 | 5.00 | .012656 | 5.087 | 5.087 | .000000 | 012584 | 5.031 | 5.031
13 0. 0.0113 | 5.30 | 5.30 | .011364 | 5.349 | 5.348 | 0000060 | .011266 | 5.330 | 5.330
14 0. 0.0101 | 5.59 | 5.59 | 010077 | 5.502 | 5.502 | 000000 | 000083 | 5616 | 5.616
15 Q. 0.6088 | 5.86 | 5.86 | .008822 | 5.830 | 5.830 | .000000 | 008754 | 5.891 | 5.891
16 9. 0.0076 | 6.13 | 6.13 | .007613 | 6.250 | 6.250 | .000000 | 007566 | 6.156 | 6.156
17 0. 0.0065 | 6.39 | 6.39 | .006505 | 6.430 | 6.439 | .000000 | .0064256 | 6.419 | 6.419
18 0. 0.0054 | 6.66 | 6.66 | 006398 | 6.529 | 6.529 | .000000 | 0056337 | 6.683 | 6.683
19 0. 0.0043 | 6.93 | 6.93 | 004338 | 6.802 | 6.902 | .0600000 | .004307 | 6.948 | 6.948
20 Q. 0.0034 | 7.21 | 7.21 | 003347 | 7420 | 7.426 1 .000000 : 003337 | 7.231 | 7.231
21 0. 0.6025 | 7.52 | 7.52 | .002504 | 7.566 | 7.566 | .000000 ; 002438 | 7.54% | 7.549
22 0. 0.6016 | 7.86 | 7.86 | 001666 | 7.619 | 7.617 | .000000 | 001623 | 7.885 | 7.88b
23 0. 0.0009 ¢ 828 [ 828 | 000899 | 8.218 | 8.218 | .000000 | .000906 | 8.286 | 8.286
24 0. 0.0003 1 B.93 § 8.93 | .000293 | 9.294 | 9.294 | .000000 | .000428 | 8919 | 8419
25 0. 2. 9.80 | B.AT ¢ .000048 | 9.730 | 9.526 | .000000 | .000000 | 9.760 | 8.603
26 0. . 10.31 | 5.75 | 000025 | 10.010 | 4.992 | 000000 | .000000 | 10.255 | 5.7566
27 {. {. 10.38 | 4.48 | 000022 | 10.323 | 4.451 | .000000 | 000000 | 16.330 | 4.509
28 0. 0. 10.41 | 3.52 ¢ 000019 | 10.450 | 3.835 | .000000 | .000000 | 10.364 | 3.531
29 0. 0. 10.44 | 2.69 1 .000014 | 10.346 | 2.765 | .000000 | .000000 | 10.390 | 2.703
30 0. 0. 10.46 | 1.96 | 000009 | 10.417 | 1.691 | .000000 | 0000060 | 16.403 | 1.977
41 0. 0. 10.47 | 1.28 1 000006 | 10.417 | 1.328 | .000000 | .000000 | 10.419 | 1.271
32 0. 0. 10.47 | 0.64 | .000004 | 10.410 | 0.828 | .000000 | .000000 | 10.425 | 0.639
33 0. 0. 5.23 0. 1 .000000 1 5.343 a. 000000 | .000000 | 5.209 ! 0.000

Tabela 6.7: Resultados - malha refinada - bloco retangular - caso 1, {rg = 10.0,t = 1.0, §A = dv = 1.0,

algoritmo B).
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Figura 6.19: Forga normal no contate - bloco retangular - caso 1 - malha mais refinada.
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Obtido em [3] Obtido em [32) Obtido
N6 | w | |l |}l Uy (2] us Il | 1]
1 1.00776 | 3.64 | 0.73 | .0078391 | 3.310 { 0.662 | .007770 | 3.646 | 6.729
2 | .00699 | 11.50 | 2.30 | .0070740 | 11.927 | 2.385 | .007001 | 11.492 | 2.298
3 | 00633 | 13.88 | 2,78 | 0063982 | 13.880 | 2.776 | .006332 | 13.844 | 2.780
4 | 00572 | 15.17 | 3.03 | .0067696 | 15.176 | 3.035 | 005717 | 15.163 | 3.033
5 | .005615 | 16.03 | 3.21 | .0052075 | 16.048 | 3.210 | .005142 | 16.054 | 3.211
6 | .00461 | 16.65 | 3.33 | 0046613 | 16.678 ; 3.336 | .004597 | 16.685 | 3.337
7 | 00409 | 17.14 | 3.43 | .0041449 | 17.148 | 3.430 | .004085 | 17.170 | 3.434
8 | .00360 | 17.54 | 3.51 | .0036516 | 17.666 | 3.513 | .003596 | 17.566 | 3.513
9 | .00314 | 17.86 | 3.57 | .0031970 | 17.864 | 3.573 | .003131 | 17.893 | 3.579
10 | .00270 | 18.15 | 3.63 | .0027460 | 18.110 | 3.622 | .002691 | 18.176 | 3.635
11 | .00228 | 18.40 | 3.68 | .0023251 | 18.397 | 3.679 | .002275 | 18.431 | 3.686
12 ] .00188 | 18.63 | 3.73 | 0019310 | 18680 | 3.736 | .OD18R4 | 18.659 | 3.732
13 | .00153 | 18.84 | 3.77 | .0015773 | 18.834 | 3.767 | .001519 | 18.870 | 3.774
14 | 60116 | 19.04 | 3.81 | 0012235 | 18.967 | 3.793 | .001181 | 19.071 | 3.814
15 | .G0088 | 19.24 | 3.85 | .0009073 | 19.221 | 3.844 | 000873 | 19.265 | 3.853
16 | .00060 | 19.43 | 3.80 | .0006289 | 19.511 | 3.902 | .000697 | 19.4h5 | 3.881
17 | 00036 | 19.63 | 3.93 | .0004073 | 19.624 | 3.925 | 000358 | 19.654 | 3.931
18 | .00016 | 19.86 | 3.97 | .0001859 | 19.757 | 3.951 | 000162 | 19.884 | 3.977
19 | .00003 | 20.17 | 4.03 | .0000434 | 20.151 | 4.030 | .000027 | 20.181 | 4.036
20 0.0 20.42 | 3.23 | 0000168 | 20.458 | 3.358 | .000000 | 20.425 | 3.249
21 0.0 20.52 | 2.66 | .0000146 | 20.471 | 2.917 { .000000 | 20.525 | 2.681
22 0.0 20.57 1 2.30 | .0000111 | 20.639 | 2.214 | 000000 | 20.571 { 2.315
23 0.0 20.61 | 1.99 | .0000096 | 20.596 | 1.924 | 000000 | 20.606 | 2.015
24 0.0 20,65 | 1.73 | .0000088 | 20.654 | 1.765 | .000000 | 20.634 | 1.756
25 0.0 20.68 | 1.50 | .0000077 | 20.655 | 1.544 | 000000 | 20.661 ! 1.518
26 0.0 20.71 | 1.28 | .GOO0055 | 20.703 | 1.111 | 000000 | 20.684 § 1.300
27 8.0 20.74 | 1.08 | .0000051 | 20,723 | 1.017 | .000000 | 20.702 { 1.098
28 0.0 20.76 | 0.88 | .0000049 | 20.750 | 0.997 | .000000 | 20.717 { 0.902
29 0.0 20,77 1 0.70 1 .G6000040 | 20,741 | 0.793 | 000000 | 20.728 | 0.714
30 0.0 20.79 | 0.52 1 .06000025 | 20.766 | 0.505 | .000000 | 20.734 | 0.534
31 8.0 20.80 | 0.34 7 0000021 | 20.73% | 0.411 | 000000 | 20.741 | 0.347
32 0.0 20.80 | 0.17 | .06000014 | 26.654 | 0.279 | .000000 | 20.744 | 0.177
33 0.0 10.40 | 0.00 ; .0000000 | 10.659 | 0.000 | .000000 | 10.372 | 0.000
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Tabela 6.8: Resultados - malha refinada - bloco retangular - caso 2 {ry = 10.0, ¢ = 1.0, §2 = dv = 1.0,

algoritmo B).
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Na tabela 6.8 sao apresentados os resultados para o caso 2 relativos & malha mais
refinada. A observacdo desta tabela permite verificar as regides de adesdo (nés 20 a
33) e de deslizamento (nés 1 a 19). O nidmero de condicio estimado na solugio é
cond = 17.03. Em termos de esforgos desbalanceados tem-se maz|fy| = 7.62 x 107°,

| fal] = 9.11 x 1075, e para fins de comparagio ||f]| = 222.25 (norma dos esforgos

externos).

As figuras 6.21, 6.22 e 6.23 apresentam uma comparacio dos resultados obtidos

com os resultados das referéncias de forma gréfica.

As figuras 6.24 e 6.25 mostram os contornos deformados para os casos 1 e 2 para

a malha mais refinada.

Na tabela 6.9 é sdo apresentados alguns resultados dos algoritmos A, B, C e D

para o caso 1 (malha menos refinada) sem a utilizagao de busca unidimensional.

rg | t | Alg. | cond ladt At maz|f4 1 fail

1.0 | 0.0 A 411,42 1 21383 | 4521 | 4.22x 1072 | 1.66 x 1071
1.0 1 0.0 B 411,62 1 21383 | 2074 | 4.22x 1077 ] 1.66 x 1071
1.0 | 0.0 C 513.60 | 21381 | 596 | 422 % 1072 | 1.66 x 107
1.010.0 D 513.60 | 21384 | 512 | 422 x 1072 | 1.66 x 10~*

Tabela 6.9: Alguns resultados dos algeritmos 4, B, C e D, bloco retangular - caso 1 - malha menos
refinada, € = 10~®, 6X = dv = 100.0.

Na tabela 6.10 & apresentado o efeito do aumento do pardmetro de penalidade

para o caso 1 (malha menos refinada), utilizando o algoritmo B.

o t | cond | ladt At maz|fa| [ Ffall
0.01 |1.0][ 16,44 | 35638 | 3624 | 1.32 x 10~% | 1.33 x 10~%

.1 1.0 1546 | B175 | 530 | 1.12x 1077 | 1.13 x 1673

1.0 10| 1552 | 823 86 | 8.80 x 107° | 8.84 x 10™°
10,0 1 1.0 21.63 | 228 28 1568 x 107% | 5.71x 107¢
100.6 § 1.0 | 14.70 67 15 | 326x1071 [ 3.2Tx107¢
100001 1.0 * * ® ® *

Tabela 6.10: Efeito do parimetro de penalidade, bloco retangular - caso 1 - malha menos refinada,

€= 10~% 4\ = dv = 1.0, * indica divergéncia.

Na tabela 6.11 é apresentado o comportamente do algoritmo F para o caso 1

(malha menos refinada).
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Figura 6.24: Contorno deformado - bloco retangular - malha mais refinada - caso 1, deslocamentos
ampliados 250 vezes.



109

Figura 6.25: Contorno deformado - bloco retangular - malha mais refinada - caso 2, deslocamentos

ampliados 250 vezes.

nfreq | cond | lait | At maz| fa
1 1551 823 | 85 [ 880 x 102
5 2451 | 1468 | 43 | 8.83 x 10~
10 2450 [ 1475 | 30 [ 882 x 107
20 13.89 [ 1195 | 20 [ 9.99 x 10~
100 16331 731 | 14 [ 3241077
200 117.00 | 731 | 20 | 6.01 x 10~*
500 17.75 | 818 | 39 [ 1.37x 1071
1000 11255 [ 1190 78 | 2.50%x 1071
2000 | 22.15 | 2112 | 170 | 3.2l x 107
5000 ® * * *

Tabela 6.11: Algoritme E, bloco retangular - caso 1 - malha menos refinada, ¢ = 1078, ry = 1.0,
t=1.0,6M = dr =10, % indica divergéncia.
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6.4 Exemplo 3: encaixe de dois corpos eldsticos

Este exemplo considera o problema de contato com atrito entre dois corpos eldsticos

e foi extraido, para fins de comparagao, do trabalho de Fancello, [32].

Sejam os corpos A e B em contato formando um encaixe como mostrado na
figura 6.26. As dimenstes destes corpos sdo apresentadas nesta figura em milimetros.
A espessura dos corpos é de 6.4 mm.

P

T 9] 8] ] C (@] b (9] (8] L] 9] b

a7 : 85

148 e BO b 40 et

Ay

Figura 6.26: Encaixe de corpos elésticos.

Os corpos possuem médulo de elasticidade de 240N /mm? e coeficiente de Poisson

de 0.38. Considerou-se o caso de estado plano de tensdes.

A figura 6.26 mostra também que o corpo A é vinculado no seu contorno superior,
¢ um carregamento vertical ¢, = 0.0265625N/mm? (correspondente a um total de 17N)
é aplicado no contorno inferior do corpo 8. O coeficiente de atrito entre os corpos é

= 0.2 (estatico e dindmico).

Nota-se que o problema € simétrico, de tal forma que a malha de elementos finitos

pode ser feita em apenas metade dos corpos como mostrado na figura 6.27.
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Figura 6.27: Malha de elementos finitos - encaixe de corpos eldsticos.

Esta malha possui 229 elementos finitos, 266 nds, representando um problema de
507 graus de liberdade {variaveis de otimizagio). Sio definidos 17 nés de contato em
potencial, gerando-se 17 restrigoes de desigualdade e também 17 restrigdes de igualdade

associadas.
Os resultados encontrados correspondem a um critério de parada de € = 1078,

Na tabela 6.12 sao apresentados os resultados obtidos neste trabalho e os resulta-
dos obtidos em [32] para comparacio. Os néds de contato em potencial sdo numerados
sequencialmente na linha de contato da malha no sentido de baixo para cima. Nesta
tabela denota-se:

® u, 4: deslocamento normal do corpo A,
e u; 4: deslocamento tangencial do corpo A,

e uy, p: deslocamento normal do corpe B,

e u; 5 deslocamento tangencial do corpo B.

As tensdes correspondentes sac apresentadas na tabela 6.13, onde denota-se:
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Segundo [32] Obtido

No | uy 4 Ut A Un B ay:) Un A U 4 Un.B U B
1 | -.1684 | -.2622 1 -.1592 | -.0290 | -. 16215 | -.26787 | -.18369 | -.03028
2 | -.1623 | -.2559 | -.1530 | -.0200 : -.15641 | -.26161 | -.15730 | -.03028
3 | -.1470 | -.2517 | -.1470 § -.0290 | -.15008 | -.25688 | -.15008 | -.03023
4 | -.1414 | -.2479 | - 1413 | -.0290 | -.14506 | -.2B327 | -.145306 | -.03011
B | -.13b6 | -.2445 | -.1355 | -.0280 | -.13917 | -.24979 | -.13817 | -.02991
6 | -1206 | -.2413 | -.1296 § -.0286 | -.13206 | -.24640 | -.13296 | -.02950
7 1-.1236 | -.2383 | -.1235 § -.0282 | -.12678 | -.24361 | -.12678 | -.02913
8 | -.1174 | -.2364 | -.1173 | -.0277 | -.12048 | -.24061 | -.12048 | -.02859
9 1 -.1109 | -.2327 | -.1109 § -.0270 | - 11397 | -.23724 | -.11397 | -.02793

10 | -.1042 | -.2301 | -.1041 | -.0262 | -.10677 | -.23615 | -.10677 | -.02713
11 | -.0973 | -.2276 | -.0971 | -.0252 | -.09958 | -.23261 | -.00958 | -.02610
12 | -.0809 | -.2252 | -.0898 | -.0241 { -.09200 | -.23000 | -.09200 | -.02492
13 | -.082] | -.2228 | -.0820 | -.0227 | -.08385 | -.22754 | - 08385 | -.02349
14 | -.0734 | -.2206 | -.0734 | -.0210 | -.07495 | -.22516 | -.07495 | -.02169
15 | -.0639 | -.2183 | -.0639 | -.0187 | -.06500 | -.22293 | -.66500 | -.01919
16 | -.0525 | -.2159 | -.052b | -.0154 | -.05305 | -.22076 | -.0563565 | -.01511
17 | -.0364 | -.2130 | -.0363 | -.0082 | -.03817 | -.21971 | -.03817 | -.00867

Tabela 6.12: Resultados - encaixe de corpos eldsticos - deslocamentos (ry == 1.0, 1 == 1.0, §X = dr = 0.1,
algoritrmo B).

® 0.: tensao normal,
e 0, tensdo tangencial.
Observa-se, neste caso, a inexisténcia de contato nos ndés 1 e 2, e a ocorréncia
de deslizamento em todo o restante da regido de contato (nds 3 a 17). O nimero de
condicdo estimado na solucao é cond = 128.41. Em termos de esfor¢os desbalanceados

tem-se maz|fa| = 1.59 x 1072, || fa|] = 3.08 x 1072, e para fins de comparacio

[| ]| = 6.20 (norma dos esforgos externos).

As figuras 6.28, 6.29, 6.30 e 6.31 apresentam uma comparacio dos resultados

obtidos com os resuitados das referéncias [32] e [115] forma gréfica.

A figura 6.32 mostra o contorno deformado para o problema do encaixe entre

corpos eldsticos.

Na tabela 6.14 é apresentado o efeito do aumento do parametro de penalidade

utilizando o algeritmo B.

Na tabela 6.15 é apresentado o comportamento do algoritmo £ para alguns valores



Tabela 6.13: Resultados -

algoritmo B).

deslocamento normal (corpo A)

-0.025

-0.05

-0.075

-0.125

015

-0.176

113

De acorde com [32] Obtido

No on o O ot

1 | .00000 .00000 00000 | .00000
2 | 00000 00000 00000 | .00000
3 | .00489 .00097 00555 | 00111
4 | 03641 .00728 03545 | .00709
5 | .06951 01190 06464 | 01293
6 | .07463 .01492 07243 | .01449
7 | 08745 01749 08662 | 01732
8§ | .09591 01918 09947 | 01989
9 | .10327 02065 11524 | .02305
10 | .10466 02093 09926 | .01985
11 | .10826 02165 10742 | 02148
12 | .10715 02143 10805 | .02161
13 | .10518 02103 10320 | 02064
14 | .09297 .01859 09436 | 01887
15 | 08034 01606 08070 | .01614
16 | .04818 00963 04645 | 00929
17 | 13048 2609 056625 | 01125

encaixe de corpos

eldsticos - tensdes (rp = 1.0, t = 1.0, XA = dv = 0.1,

L

01 02

0.3

0.4 a5

0.6

07 08 08 1

posigéo relativa na regifc de contato

Figura 6.28: Deslocamento normal {corpo A).



deslocamento tangencial (corpo A)

deslocamento normal {corpo B)

-0.21

-0.22

-0.23

-0.24

-0.25

-0.26

-0.27

-0.28

-0.025

-0.05

-0.075

-0.125

‘015 . o et

-3.175

— Obtido

£ L 1 1 i i £ L 1 2 i . i L E

0.1 02 03 04 05 08 0.7 08 0.9 1
posi¢do relativa na regido de contato

Figura 6.29: Deslocamento tangencial (corpo A).

1 L - L k 1

01 02 063 04 058 068 07 08 098 1
posicdc relativa na regido de contato

Figura 6.30: Deslocamento normal {corpo B).
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-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025

-0.03

deslocamento tangencial (corpo B)

__01:]35 L 3 L 3 L Fl n i L L L 1 L "
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 C8 07 0.8 0.9 1
posicéo relativa na regido de contato

L k L

Figura 6.31: Deslocamento tangencial {corpo B).

g i cond lait | A maz|fq
0.1 1.0 | 24364 | 707 | 1541 | 1.74 x 10™¢
1.0 1.0 | 12841 | 258 | 585 | 1.60 x 107°
10.0 1.0 9438 | 109 | 268 | 2.44 x 10~*
100.0 | 1.0 8387 31 | 99 | 9.18x 1077
1000.0 1.0 177.35 i5 55 1.29 x 1071
10000.0 | 1.0 | 124942 | 16 | 54 | 1.49x 1077
100000.0 { 1.0 | 10998.13 | 14 | 50 | 1.41x 107"

Tabela 6.14: Efeito do parametro de penalidade, encaixe corpos elasticos, € = 1078, §A = dv = 1.0.



Figura 6.32: Contorno deformado - encaixe de corpos elasticos, deslocamentos ampliados 35 vezes.

de nfreq.
nfreq cond lait | At maz| fa|

1 83.87 31 99 | 9.18x 10~
2 83.97 31 59 | 9.18 % 10™°
b 86.76 29 31 [ 018 %1077
10 84.97 38 37 [ 9.78 x 10~°
a0 94.94 111 32 | 1.46 < 1071
100 | 13545 | 119 | 37 | 1.48 x 10~1
200 257.01 222 1 85 | 1.52x 107!
500 1214.86 | 2015 | 548 | 1.57 x 10~!
1000 | 244709 | 4017 | 684 | 1.81 x 101

Tabela 6.15: Algoritmo E, encaixe corpos eldsticos, rp = 100, ¢ = 1.0, A = dv = 1.0, ¢ = 1078,

116



117

6.5 Exemplo 4: blocos elasticos em contato

Este exemplo considera também o caso de contato com atrito entre corpos elédsticos,

e aparece nos trabalhos [83, 150, 122, 18, 118].

Sejam dois blocos retangulares, A e B, um sobre o outro como mostrado na figura
6.33. As dimensoes destes blocos sao apresentadas nesta figura e dadas em milimetros.

A espessura dos blocos é de 10 mm.

i,
’ 250 | 1960N
A |
| 120
|
x
!
!
i
i
B !
; 300
i
H
700
i

%3

Figura 6.33: Blocos elasticos em contato.

Estes corpos possuem mdédulo de elasticidade de 93100 N/mm? e coeficiente de

Poisson de 0.25. Considerou-se o caso de estado plano de tensoes.

A figura 6.33 mostra também que o corpo B € vinculado no seu contorno inferior,
e que um esforgo concentrado de 1960 NV é aplicado no centro da regido superior do

corpo A.

Nota-se que o problema é simétrico de forma que a malha de elementos finitos

pode ser feita em apenas metade dos corpos como mostrado na figura 6.34.

Fsta malha possui 114 elementos finitos, 149 nds, representando um problema
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ix,

~
w Y

Figura 6.34: Malha de elementos finitos - blocos elasticos em contato.

de 272 graus de liberdade (varidveis de otimizag¢do). Séo definidos 11 nés de contato
e potencial, gerando-se 11 restricdes de desigualdade e 11 restri¢des de igualdade

associadas.
Os resultados obtidos correspondem a um critério de parada de ¢ = 1073,

Trés casos em termos de coeficientes de atrito foram estudados, gy = 0.002, p, =
0.2 e pa = 0.4, onde ndo é feita distin¢do entre os valores de coeficientes de atrito

estitico e dindmico.

Os resultados em termos de deslocamentos e esforgos sdo apresentados nas tabelas
6.16, 6.17 e 6.18, onde a mesma notacao das tabelas 6.12 e 6.5 é empregada. Nestas
tabelas os nés de contato em potencial sdo numerados sequencialmente da esquerda

para a direita.

Da tabela 6.16 (y; = 0.002) verifica-se que nao hé contato na regido corresponden-
te aos nds 8 a 11, ocorre deslizamento na regiao correspondente aos nés 2 a 7, e a regiao
associada ao nd 1 representa adesdo pela prépria condicio de simetria. O numero de
condicao estimado na solugio é cond = 90.20. Em termos de esforgos desbalanceados

tem-se maz|fzl = 3.97, || fa]] = 7.58, e para fins de comparagao || f|] = 980.00 {norma
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NG | up 4 % 10— Ug 4 X s Up g X -4 Uy g X 10— ||n§§ “t%i

1 -24.2105 (.0000 -24.2106 0.0000 139.46385 | 0.00000
2 -23.4391 3.8267 -23.4391 -1.3351 261.04524 | 0.52200
3 -21.3677 6.9232 -21.3677 -2.4851 219.01525 | 0.43803
4 -18.4360 $3.1385 -18.4359 -3.3223 165.87438 | 0.33175
5 -15.1064 10.2821 -16.106% -3.8008 111.00654 | 0.22202
6 -11.8409 10.7557 ~11.8408 -3.9469 67.45424 | 0.13461
7 -8.7926 10.9275 ~8.7926 -3.8195 25.56776 | 0.05114
8 -5.6628 11.0084 -6.3023 -3.5050 0.00000 0.00000
9 -2.2326 11.0483 -4.52686 -3.1342 0.00000 0.00000
10 1.2352 11.0664 -3.1181 -2.7976 0.00000 0.00000
11 4. 6590 11.0327 -1.9609 -2.5284 . 0.60000 | 0.00000

Tabela 6.16: Resultados - blocos eldsticos - py = 0.002 {rg = 1000, ¢ = 1.0, ) = dv = 10.0, algoritmo
B).

dos esforgos externos).

O contorno deformado associado a este caso é mostrado na figura 6.35.

Figura 6.35: Contorno deformado - blocos eldsticos em contato, u; = 0.002, deslocamentos ampliados
10004 vezes.

Da tabela 6.17 (ug = 0.2) verifica-se que n#o hé contato na regido correspondente
aos nds 9 a 11, ocorre adesdo na regido correspondente ao no 1, e deslizamento na regiao

correspondente aos nds 2 a 8 O niimero de condicdo estimado na solugao é cond =
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NG | ttn,a x 1073 Tag g x 107% [ up p x 107% [ g g x 1077 e [t

1 -22.7368 0.0000 -22.7370 0.0000 134.92145 | 0.00000
2 -22.1318 2.3306 -22.1317 -0.0001 252.45708 | 50.49142
3 -20.4365 4,6603 -20.4365 -5.5488 211.87292 | 42.37458
4 -17.9220 6.5724 -17.9219 -1.2294 160.00903 | 32.00181
b -14.9906 7.6509 -14.9914 -1.8037 109.24707 | 21.84941
6 -12.0895 8.1616 -12.0898 ~2.1707 T0.42399 | 14.08480
7 -9.3726 8.3927 -9.3726 -2.3308 39.98399 | 7.99680
8 -6.8626 8.5456 -6.8626 -2.3010 4.98458 0.99692
g -4.0524 8.6282 -5.0308 -2.1004 2.00000 0.00000
10 -1.1581 8.6530 -3.6116 -1.8568 0.00000 0.00000
11 1.7062 8.6462 -2.4562 -1.6390 . 0.00000 | 0.00000

Tabela 6.17: Resultados - blocos eldsticos - gy = 0.2 (rg = 1000, t = 1.0, éA = dr = 10.0, algoritmo
B).

78.81. Em termos de esforgos desbalanceados tem-se maz|fq] = 2.50, ||fa]] = 4.39, ¢

para fins de comparagédo || f}| = 980.00 (norma dos esforgos externos).

O contorno deformado associado a este caso € mostrado na figura 6.36.

Figura 6.36: Contorno deformado - blocos eldsticos em contato, yg = 0.2, deslocamentos ampliados
16000 vezes.

Da tabela 6.18 (us = 0.4} verifica-se que nio hé contato na regido correspondente

aos nos 9 a 11, ocorre adesdo na regifdo correspondente aos nds 1 e 2, e ocorre desli-
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NG Tty a x107% L g x 107% [ p x 1077 [ 0y p x 1077 [|n] Hell

1 --21.3282 §.0000 -21.3285 0.0000 130.55918 | (.60000
2 ~20.8468 1.0948 -20.8466 1.6948 24413515 | 82.23657
3 ~19.4593 2.6181 -19.4503 1.2212 204.74545 | 31.89818
4 -17.3188 4.1568 -17.3187 0.76583 165.74515 1 62.20806
5 -14.7H41 5.1150 -14.7549 0.1763 10642820 | 42.57128
6 -12.1959 5.6036 -12.1968 -0.3188 70.70443 1 28.28177
7 -9.8022 5.8341 -8.8023 -0.6626 45.3453% § 18.13816
8 -7.6034 b.9775 -7.6034 -(.8620 24.19762 9.67881
g -5.5412 6.1188 -5.6086 -0.9165 0.00000 0.00000
10 -3.2281 6.1752 -4 1661 -0.8002 0.00000 0.00000
11 -0.9323 6.1805 -3.0053 -0.6473 . 0.00000 | 0.00000

Tabela 6.18: Resultados - blocos eldsticos - pz = 0.4 (ry = 1000.0, ¢t = 1.0, 67 = év = 10.0, algoritmeo
B.

zamento na regiao correspondente aos nds 3 a 8. O numero de condigdo estimado na
solucdo é cond = 83.83. Em termos de esforgos desbalanceados tem-se maz|fq| = 1.24,

||f2]] = 1.93, e para fins de comparagio || f|} = 980.00 (norma dos esforgos externos).

O contorno deformado associado a este caso € mostrado na figura 6.37.

|
IS

Figura 6.37: Contorno deformado - blocos eldsticos em contato, uz = 0.4, deslocamentos ampliados
10000 vezes.

Visando uma comparagio dos resultados obtidos, o grafico de [118] foi reprodu-



122

zido. Este grafico, mostrado na figura 6.38, apresenta os valores da tensfio normal de
contato normalizada pela tensdo normal nominal de contato, 2, em funcao da po-
sicdo relativa de contato, z1/lg, onde Iy é o comprimento total da regido de potencial
contato {neste caso [y é a largura total do corpo A). Sado apresentados os resultados

correspondentes aos trés valores de coeficientes de atrito considerados.

3.01 H * 144 =0.002

o pa=0.2

o pa=0.4

~ soluglo de [118]

2.0 Hs

1.0

H 3 f T T

01 02 03 04 05 068 07 08 %h

Figura 6.38: Tensfo normal em fungio da posigaoc relativa - blocos eldsticos.

Neste mesmo grafico {figura 6.38) sdo apresentados os pontos correspondentes
obtidos neste trabalho. Observa-se uma boa correlagio da solugdo encontrada aqui

com a solugio de [118].

E possivel verificar que os resultados obtidos neste trabalho sio muito similares

aos relatados em [83}.

As figuras 6.39, 6.40 e 6.41 mostram a regido de contato ampliada 20000 vezes,
permitindo vizualizar-se a incompatibilidade nos campos de deslocamentos e também
a interpenetracao dos corpos devido ao critério de convergéncia adotado. Nota-se a
incompatibilidade, mesmo nestes casos, onde se tem a situagdo de nd - a - nd antes da

deformacao.
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Figura 6.39: Regifo de contato deformada - blocos eldsticos em contato, p; = 0.002, deslocamentos
ampliados 20000 vezes.

Figura 6.40: Regido de contato deformada - blocos eldsticos em contato, py = 0.2, deslocamentos
ampliados 20000 vezes.

Figura 6.41: Regido de contato deformada - blocos eldsticos em contato, py = 0.4, deslocamentos
ampliados 20000 vezes.

6.6 Comentarios sobre os algoritmos

Os principais aspectos observados nos exemplos estudados sao:

e A solucdo numérica encontrada ¢ satisfatéria com relagdo aos resultados disponiveis

para comparacdo nos exemplos.

o O nimero de iteracoes dos algoritmos A e B sao sempre iguais, ja que estes diferem
apenas pelo fato do processo de subestruturagéo. A sequéncia iterativa nestes

algoritmos é a mesma.
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e O processo de subestruturacdo (algoritmo B) mostrou-se bastante eficiente em

termos de tempo de processamento quando comparado ao algoritmo A.

e O algoritmo € é mais sensivel aos parametros de penalidade, apresentando pro-
blemas de convergéncia com grande facilidade. Nos casos em que o algoritmo ¢
convergiu, este apresentou bom comportamento quando comparado aos algoritmos
A e B (tanto em termos de nimero total de iteragdes como em termos de tempo

de processamento).

e O algoritmo D ndo apresentou melhoria em termos de caracteristicas de con-
vergéncia quando comparado aos algoritmos A e B. Comparado ao algoritmo C, o
algoritmmo D apresentou comportameénto muito semelhante em termos de ndmero
de iteragdes e de tempo de processamento. Nos casos especificos calculados, este
comportamento semelhante decorre do fato de que a matriz do sistema é mantida
fixa em ambos os casos, ja que se tem ¢ = 0.0 para o algoritmo D. A diferenga no
niimero de iteracdes provém unicamente devido ao parimetro rg, gerando os termos
[A'R; A]. e B'R;B, que neste caso podem ser considerados de pouca influéncia

na matriz do sistema.

e No algoritmo £ existe uma frequéncia critica tal que o algoritmo £ passa a divergir
ou apresente maior tempo de processamento para encontar a solucao. Observa-
se que a escolha adequada de nfreq conduz a resultados muito interessantes em

termos de tempo de processamento.

e O uso do processo de busca unidimensional contribui para o aumento do campo
de convergéncia dos algoritmos, principalmente para situacdes de pardmetros de
penalide mais elevados. Como exemplos, citam-se a situacio do exemplo 1, caso
de malha mais refinada, ¢, = 30.0, rp = 10.0, ¢t = 1.0 e § A = 100.0, e a situagcao do
exemplo 2, casc 1 com malha menos refinada, rg = 100.0, ¢ = 1.0 e A = 10.0 onde
a convergéncia ocorre apenas quando se utiliza a busca unidimensional. Contudo,
com a escolha conveniente dos parimatros de penalidade, a busca unidimensional

tem pequena influéncia nos resultados em termos de convergéncia.



Capitulo 7

Comentarios e conclusoes

Abordou-se neste trabalho o problema de contato com atrito entre corpos eldsticos
na elasticidade infinitesimal (regime de pequenos deslocamentos). Este problema deixa
de ser um problema linear devido & presenga de restrigdes unilaterais (interpenetragio
dos corpos) e devido ao efeito do atrito. Foi utilizada a lei cldssica de Coulomb para o

tratamento do atrito.

Para obter a solugao deste problema utilizou-se os conceitos de otimizagao, formu-
lando o problema como um problema de minimizagdo com restricdes. Na solucio das
equacbes da elasticidade foi empregado o Método dos Elementos Finitos na sua forma

usual.

O problema de minimizagido formulado aqui tem como funcdo objetivo a energia
potencial total dos corpos em contato e dois tipos de restrigdes: desigualdades que
representam as condicoes de nao interpenetracio dos corpos, e igualdades que sdo uti-
lizadas para representar o atrito. Devido ao fato de que o atrito possui dois tipos de
condicbes {adesdo e deslizamento), e que a determinagio desta condigio depende dos
esfor¢os normais e tangencials na regido de contato, o problema torna-se um problema
chamado aqui de problema de minimizacdo com restrigées condicionalmente dependen-
tes pelo fato de que os esforgos tangenciais de atrito dependem dos esforgos normais de
contato, e estes sao relacionados as reagbes decorrentes das restricbes. As restrigdes de
igualdade determinam a adesdo dos corpos na regido de contato, e estas estio presentes

ou ndo em um dado momento da solugdo de acordo com as condigdes de atrito.
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O método do Lagrangiano Aumentado de otimizacgio é empregadoe para a solugao
deste problema. Este é um método que resolve problemas de otimizacdo nao lineares
{funcdo objetivo e restrigbes nao lineares), permitindo a extensdo deste trabalho a ou-
tras situagoes de interesse, tais como problemas no regime de grandes deslocamentos,
plasticidade, etc. O método do Lagrangiano Aumentado resolve o problema de mi-
nimizagao com restricdes através da solugio de sucessivos problemas de minimizacao
irrestrita, facilitando a abordagem do ponto de vista de implementagio computacional.
Além disso, a solucio encontrada pelo método do Lagrangiano Aumentado satisfaz de

forma exata as condigdes de otimalidade do problema.

No caso especifico do problema de contato, o método do Lagrangiano Aumentado
possul multiplicadores de Lagrange e parametros de penalidade que possuem signifi-
cado fisico de interesse. Os multiplicadores de Lagrange representam os esforcos de
contato, e os parametros de penalidade a rigidez de contato. Logo, através dos multi-
plicadores de Lagrange consegue-se determinar a condigdo de atrito associada. Como
a condigdo de atrito depende da relacdo entre estes multiplicadores (no caso represen-
tando os esforcos), e a restricio de igualdade (adesdo) esta presente ou nio em funcao
desta condigao, tem-se uma dependéncia entre as restrigdes (restrigdes condicionalmen-
te dependentes). As condigbes de atrito sdo testadas a cada iteracio mesmo com as

restricdes nao satisfeitas, caracterizando um procedimento bastante geral.

(O problema de contato, no caso de pequenos deslocamentos e pequenas defor-
magoes, permite também a linearizacio das restrigdes. No caso especifico do algoritmo
proposto neste trabalho, devido a dependéncia das restrigbes (igualdades ora presentes
ora a‘aseﬁﬁes), tem-se um problema de minimizacdo distinto a cada condicao distinta

de atrito. O conjunto de restrigdes do problema varia ao longo do processo de solugéo.

A minimizacdc da funcdo Lagrangiana Aumentada foi conseguida aqui através
da solucdo da condicdo de gradiente nulo desta funcdo, chegando-se a um sistema de
equacdes. No caso especifico de restriges lineares tem-se um sistema linear de equagdes
a cada iteracao do Método do Lagrangiano Aumentado, quando o conjunto de restrigoes

ativas se mantiver fixo ao longo das iteragoes.

Aftravés da observacdo da equacdo de equilibrio resultante da condicdo de 6timeo
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irrestrito da funcao Lagrangiana Aumentada, verifica-se que as restrigdes do problema
atuam de forma semelhante a um tipico elemento finito, contribuindo com uma matriz
de rigidez e um vetor de carregamento, que sio computados na matriz global do sistema
e no vetor global associado. Salienta-se que a simetria da matriz do sistema é mantida

devido & simetria das matrizes provenientes das restricdes como foram definidas.

Como as condigbes de atrito sdo verificadas a cada iteracdo do Método do La-
grangiano Aumentado, ndo é utilizada uma formulacio incremental. Os valores dos
esforgos de contato e os deslocamentos obtidos satisfazem as condigdes de contato (ndo

interpenetracao e atrito} e de equilibrio na solugio do problema.

A formulagdo adotada aqui permite a adocic de coeficientes de atrito estdtico e
dindmico distintos (p. > 4}, 0 que ndo tem sido presente, em geral, nos trabalhos que

partem das formulacdes de inequagdes variacionais.

Quanto aos resultados obtidos pelos algoritmos formulados, pode-se dizer que s&o
satisfatérios quando comparados aos resultados das referéncias. Estes resultados séo
infiuenciados pelas caracteristicas de refinamento das malhas de elementos finitos. Nota-
se que os resultados obtidos sdo satisfatdrios mesmo com as malhas pouco refinadas

utilizadas.

No que se refere aos algoritmos empregados (tipos A, B, C, D e E), pode-se dizer
que a utilizagdo de condensagao estatica (B) ¢é bastante interessante em termos de tem-
po de processamento, j& que o ndmero nés de contato em potencial é em geral pequeno
quando comparado ao numero total de nés da malha. O esquema tipo C (matriz de
rigidez “fixa”) ¢ menos robusto, mas apresentou bons resultados quanto ao tempo de
processamento nos casos em que convergiu., O algoritmo D (termos de rigidez do lado
direito} apresentou caracteristicas semelhantes ao algoritmo C. O algoritmo E apre-
senta caracteristicas interessantes quanto as propriedades de convergéncia (tempo de
processamento € robustez quanto a convergéncia), contudo requer a definicio adequada

da frequéncia de atualizacio da matriz de rigidez.

Referente aos parametros de penalidade, pode-se dizer que estes representam o

aspecto mais sensivel da formulacdo proposta. Embora a solugio étima obtida pelo
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Lagrangiano Aumentado ndo dependa destes parametros, estes influenciam em mui-
to o comportamento dos algoritmos em termos de convergéncia. A definicio destes
parametros fol feita de forma empirica através da adogio de uma lei de formacao na qual
os penalizadores apresentam crescimento gradativo ao londo das iteragdes do Método
do Lagrangiano Aumentado. Em funcfo da escolha destes parametros, os algoritmos
possuem propriedades de convergéncia distintas podendo-se ter casos de divergéncia.
Devido ao fato de se ter uma lei de formacao empirica, a definigdo dos parimetros que
a definem depende de testes e tentativas com os préprios algoritmos para cada problema
especifico. Pode-se dizer que a utilizagdo de leis de formacao de “baixo” crescimento
nao causam a divergéncia dos algoritmos, contudo determinam uma menor velocida-
de para encontrar a solucio. Através de testes gradativos, pode-se definir uma lei de

formagdo adequada ao caso particular de interesse.

Os esquemas de controle dos multiplicadores de Lagrange e o monitoramento do
ntimero de condigdo da matriz do sistema sdo aspectos simples que contribuem para

facilitar a convergéncia e, consequentemente, a obtengdo da solugdo do problema.

Vérios aspectos podem ser considerados como possiveis linhas de estudo para a

continuidade deste trabalho:

¢ Melhoria no algoritmo do Lagrangiano Aumentado buscando esquemas que o tor-
ne mais eficiente e robusto no que se refere a convergéncia. Considera-se que
a determinacao de critérios otimizados para a atualizagido dos multiplicadores de
Lagrange, e principalmente para os parametros de penalidade, representem o ponto
central neste aspecto. Devido a generalidade do algoritmo proposto, ao se defi-
nir um critério automatizado de atualizacio dos pardmetros de penalidade (por
exemplo baseado nas grandezas envolvidas na prépria sequéncia iterativa), sera
possivel a utilizagao desta formulagao em problemas mais complexos com uma

maior facilidade.

o- Emprego de esquemas adaptativos de malhas, procurando garantir uma melhor

compatibilidade dos campos de deslocamentos, conforme fol comentado na secéo

4.4,
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[xtensao a outros tipos de problemas nao lineares (grandes deslocamentos, plas-
ticidade, visco-elasticidade, etc).
Extensao a situagdes de problemas dinamicos com contato.
Extensao para casos tridimensionais.

Emprego do Método dos Elementos de Contorno (substituindo ou mesmo em con-

junto com o MEF).

Inclusdo de efeitos térmicos provenientes do atrito (problemas termomecanicos).
Esta é uma linha mais complexa pelo fato de que é necessério correlacionar a perda

por atrito com o calor gerado, e entdo, considerar as deformagdes devido ao fluxo

de calor.
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