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Resumo

DAVID, Sergio Adriani, Modelagem, Simulacdo e Controle de Rpbos Flexfveis, Campinas, :
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 1996., 128 p.
Tese (Mestrado)

Este estudo tem como objetivo principal a modelagem dinamica de manipuladores
flexiveis, e um estudo comparativo com robds rigidos, tornando-se possivel uma simulagdo
deste modelo e o desenvolvimento de controladores eficientes. Neste trabalho desenvolve-se a
modelagem dindmica para um sistema que possui dois links flexiveis e duas juntas rotacionais,
e para efeito de comparagdo trabalha-se também com uma estrutura rigida nas mesmas
condigdes. A modelagem do sistema flexivel exige o desenvolvimento de um conveniente
modelo matematico. Ressalta-se o fato de que trata-se o problema com todas as suas ndo
linearidades sem usar de nenhuma linearizagio, processo que € utilizado em quase a totalidade
dos trabalhos na area, a fim de simplificar as equag¢des de movimento, sendo desenvolvida
ainda uma parametrizagdo dos termos nessas equagdes de tal forma que o sistema flexivel
possa ser escrito como uma extensio do modelo rigido. Isso permite facilidade nas
comparagdes entre os sistemas, tornando possivel através de simulagdes controladas uma
avaliagio do comportamento do sistema, mostrando a possibilidade de compensagao de efeitos

fisicos num problema de controle robético.

Palavras Chave

1. Robotica. 2. Simulagdo (Computadores). 3. Robds Industriais



Abstract

DAVID, Sergio Adriani, Modeling, Simulation and Control of Flexible Robots, Campinas,
Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 1996128 p.,
Master (Thesis).

The main goal of this work is to model the dynamic behavior of flexible manipulators. It
is also presented a comparative study with rigid robots. It is possible to use the model for
computer simulations to aid the development of efficient control. In this work the dynamic
modeling is performed for a system that contains two flexible links and two rotational joints.
For the sake of comparision a rigid structure with two links and two rotational joints is also
analyzed. A convenient mathematical model is developed for the modeling of the flexible
system. I outline the fact that the motion equations are treated with all non-linearities taken
into account, without the usage of any simplifying linearization procedure, as found in most of
the works presented in the literature. A parametrization of the terms of the motion equations,
wich makes it easier to compare the rigid and the flexible system, to assess the system behavior
through controlled simulations and to show the possibility of compensating physical effects

present in the robot control problem is also developed.

Key Words

1. Robotics. 2. Simulation (Computers). 3. Industrial Robots



Capitulo 1

Introducio

1.1 Escopo do Trabalho

Muitos estudos tém sido realizados a fim de que manipuladores mecéanicos sejam capazes
de realizar movimentos e tarefas semelhantes aquelas realizadas por bragos de seres humanos,
fazendo assim, surgir um novo campo dentro da engenharia conhecido atualmente como

robotica.

Reconhece-se um grande sucesso nesse sentido, pois atualmente muitos robos industriais
disponiveis comercialmente sdo amplamente utilizados nas mais diversas tarefas, como
montagem, soldagem, pintura, etc. Sdo também utilizados em ambientes que trabalhadores
humanos ndo tém facil acesso ou onde a seguranga dos mesmos fica comprometida, como por

exemplo em exploragdes submarinas e espaciais, no manuseio de materiais perigosos, etc.

Esses manipuladores - na grande maioria das vezes - sao construidos de tal forma que
seus links" podem ser considerados rigidos. O aumento da rigidez de seus links tem como

principal objetivo impedir modos de vibragdo da estrutura.

Projeta-se, assim, manipuladores cuja seccdo reta de cada membro seja

superdimensionada, nao comprometendo com isso a precisdo do controle.

Entretanto, os efeitos da pratica de tornar os robds bastante rigidos, refletem-se
principalmente no grande aumento de peso do sistema, necessitando assim de acionadores mais

potentes.

Por outro lado, manipuladores com links flexiveis quando comparados aos

manipuladores com links rigidos, requerem menos material na sua construgdo, possuem menos

" link: do inglés, significa elo; em roboética ¢ a maneira pela qual se refere a um membro do manipulador
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peso, podem ser capazes de mover cargas maiores, consomem menos poténcia, necessitam de

acionadores menores, podem ser mais velozes e até mais faceis de serem transportados.

Fica entdo evidente que a utilizagdo de links flexiveis em manipuladores esta diretamente

relacionada com a otimizag¢do dos elementos que compdem um sistema robotico.

Somando-se a isso, a necessidade atual no meio industrial de robds rapidos e precisos-
que atendam as exigéncias de produtividade e qualidade simultaneamente e que alcancem um

grande volume de trabalho-exige a utilizagio de manipuladores com links flexiveis.

Também em alguns casos especificos onde se exige aplicagdes de bragos longos e
delgados, como por exemplo em aplicagdes aeroespaciais, consideraveis deformagdes

estruturais podem ocorrer.

Portanto, a flexibilidade estrutural em manipuladores e controle dos mesmos tem-se
tornado uma importante area de pesquisa, motivando esse trabalho, que tem como principal
objetivo a modelagem dindmica de manipuladores flexiveis e um estudo comparativo com
robds rigidos, tornando-se possivel uma simulagdo deste modelo e o desenvolvimento de

controladores eficientes.

1.2 Caracterizacdo do Problema

Um manipulador robotico € um dispositivo que tem por fungdo posicionar e orientar um
mecanismo existente na sua extremidade. Esse mecanismo tem como objetivo fazer a fixagio
adequada de ferramentas definidas pelo tipo de tarefa a executar. Assim, duas partes principais
podem ser consideradas na estrutura de um manipulador. A primeira parte é o brago
constituido, no minimo por trés graus de liberdade utilizados para posicionamento do ponto
de concentragdo dos referenciais de orientagdo. A segunda parte é o punho, normalmente
constituido por outros trés graus de liberdade rotacionais, com a fungdo de orientagdo do

referencial terminal.
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Nao levando-se em consideragio a deformagio nas juntas, o grau de liberdade
relacionado ao movimento da base do robé pode ser considerado rigido, assim como os trés
graus de liberdade relacionados a orientagio. Dessa forma, nota-se que a flexibilidade do
sistema esta relacionada aos dois graus de liberdade relacionados a0 movimento dos dois links

do manipulador, e por isso, o sistema flexivel aqui tratado possui dois links.

Para um manipulador flexivel, a estrutura possui flexibilidade consideravel, e portanto
um eficiente sistema de controle deve ser desenvolvido. E bem sabido que, em geral, um
problema de controle consiste na obten¢do do modelo dindmico do manipulador, utilizando-o

posteriormente para determinar as leis de controle que fornecem uma performance desejada.

O comportamento dindmico pode ser descrito por um conjunto de equagdes diferenciais
chamadas equagdes de movimento. O sistema de controle é entdo projetado baseado nessas

equagdes de movimento.

Neste trabalho, realiza-se a modelagem dindmica para um sistema que possui dois links
flexiveis e duas juntas rotacionais, e para efeito de comparagio trabalha-se também com uma
estrutura rigida que também possui dois links e duas juntas rotacionais, caracterizando neste

caso dois graus de liberdade.

Desenvolve-se também neste trabalho uma conveniente parametrizagio dos termos nas
equagdes de movimento facilitando comparagdes entre os sistemas rigido e flexivel nas
simulagdes realizadas e mostrando a possibilidade de compensagdo de efeitos fisicos num

problema de controle robotico.

Assume-se que o sistema flexivel considerado tem movimento planar e, ainda assim, a
complexidade das equagdes dinamicas obtidas para esse sistema ¢ grande quando comparada

aquelas obtidas na elabora¢do de modelos de manipuladores rigidos.

Aplica-se as equacgbes de Lagrange e o método dos modos assumidos no

desenvolvimento deste modelo. Ele ¢ obtido basicamente pela superposi¢io do movimento
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flexivel sobre um movimento de corpo rigido hipotético. Para isso desenvolve-se um

conveniente modelo matematico.

Neste estudo, trunca-se o movimento elastico dos links no segundo modo, ou seja,
considera-se que as amplitudes de todos os modos de vibrar sdo muito menores quando
comparadas ao primeiro modo. Obtém-se assim, um modelo nio linear de seis graus de
liberdade.

Ressalta-se o fato de que trata-se o problema com todas as suas ndo linearidades sem
usar de nenhuma lineariza¢do que em quase a totalidade dos trabalhos na area ¢é utilizada a fim
de simplificar as equagdes de movimento. Entretanto, essa pratica matematica de linearizagao
pode eventualmente desprezar pequenas contribuigdes de efeitos fisicos que somados ou

superpostos causem influéncia significativa no sistema.

Baseado nisto, um dos desafios desse trabalho é tratar as equagdes de movimento de
maneira mais geral possivel sem linearizagdes, e através de simulagdes controladas avaliar o

comportamento do sistema.

1.3 - Posicionamento do Problema de Controle

Um rob6 industrial € um sistema mecénico complexo, com acoplamentos dindmicos entre
as articulagdes. Geralmente, cada junta € constituida de motores elétricos e sensores de

posi¢ao incrementais.

Os sensores de posigao sido colocados antes do redutor, entre o eixo do motor e o eixo
de transmissdo de cada junta. Consequentemente, eles ndo sdo capazes de medir possiveis

deformagGes da estrutura.

Tustra-se na figura 1.1 uma estrutura de controle a fim de elucidar o raciocinio.
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Figura 1.1: Estrutura de Controle

O comportamento desejado para o sistema ¢ fornecido pelo gerador de trajetorias, que
envia sinais de referéncia (entrada) relacionados a cada grau de liberdade do manipulador.
Esses sinais podem representar, po exemplo, a dependéncia no tempo da variavel posi¢io

angular.( Sa [31]).

Os sensores de posi¢do fazem a leitura da posigdo angular real (saida) em que o sistema
se encontra. Ambos os sinais s30 comparados € o erro - que € a diferenga entre o sinal de
referéncia e o sinal lido pelo sensor- € enviado ao controlador que tem o papel de minimiza-lo

a fim de tornar a saida do sistema mais proxima possivel da entrada de referéncia.

No caso de um manipulador flexivel, a estrutura do sistema de controle devera levar em

consideragdo alguns aspectos dinamicos devido a essa flexibilidade.

E nesse ponto que usualmente aplica-se a estratégia do aumento da rigidez dos links dos
manipuladores, impedindo vibragdes da estrutura. Perde-se, entretanto, as vantagens

associadas ao uso de links flexiveis ja mencionadas no inicio deste capitulo.

Com a preocupagdo de poder utilizar dessas vantagens, este trabalho focaliza a sua
atencdo na modelagem e simulagdo dindmica de manipuladores com seus links mantidos

flexiveis, tendo em vista suas implicagdes no sistema de controle dos mesmos.

Conhecendo-se a dinamica do sistema flexivel, pode-se pensar na possibilidade de
realizar compensagoes de efeitos fisicos, subtraindo termos das equacdes de movimento na
malha de controle, que através de simulagdes revelaram-se relevantes para a flexibilidade do

sistema.
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Para atingir-se esse objetivo, desenvolve-se uma conveniente parametrizagio das
equagdes de movimento para um sistema flexivel, tratando-o da maneira mais geral possivel

sem linearizagdes. No capitulo 3 apresenta-se os detalhes deste procedimento

Aplica-se também essa parametrizagao na modelagem dindmica de uma estrutura rigida
com dois links e duas juntas rotacionais, que € brevemente tratado no capitulo 2, para efeito de

comparagao com o sistema flexivel.

Essa maneira de tratar as equagdes de movimento permite um monitoramento sobre cada
parcela de contribuigdio para a flexibilidade do sistema, possibilitando sua eventual
compensacdo numa malha de controle. Ilustra-se na figura 1.2 um sistema de compensagio de

efeitos fisicos.

Sistema .
z | Fisico i

a ser compensado

figura 1.2: Sistema de compensacio de efeitos fisicos

Com o interesse voltado em manter o sistema com links flexiveis - sem torna-lo rigido -
pode-se pensar na possibilidade de compensar um efeito fisico qualquer representado por uma
dessas parcelas nas equagdes de movimento, subtraindo-o na malha de controle, ou seja,

cancelando a alteragiio que ele poderia causar no comportamento do sistema.

Também pode-se matematicamente reduzir o sistema flexivel aqui tratado ao sistema
rigido com a anulagdo dos termos relacionados a flexibilidade. Isso caracteriza uma
possibilidade de se encontrar uma fronteira entre os sistemas rigido e flexivel. Tendo isso em
vista, realiza-se simula¢des baseadas numa certa metodologia que € apresentada juntamente
com os resultados das simulagdes no capitulo 4. No capitulo 5 sdo mostradas finalmente as

conclusdes e perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelagem Dinimica de Robd Rigido

2.1 Introducio

O objetivo principal neste capitulo é apresentar uma conveniente parametrizagao dos
termos que envolvem as equagdes de movimento para um sistema robotico rigido com dois

links constituido de duas juntas rotacionais, caracterizando assim dois graus de liberdade.

Realiza-se esse procedimento através de descri¢io das equagdes de movimento do
manipulador robotico de forma a facilitar o estabelecimento de comparagdes com o modelo

flexivel que sera apresentado no capitulo 3.

Trata-se primeiramente a modelagem dindmica para um sistema genérico com n graus de
liberdade, procurando com isso esclarecer a sistematica de obtengio dessas equagdes de
movimento. Particulariza-se entdo, essas equagdes para um sistema com dois graus de

liberdade enfatizando a parametrizagio realizada.
2.2 Equacdes Dinimicas

O comportamento dindmico de um manipulador pode ser descrito por um conjunto de

equagdes diferenciais chamadas equagdes dinamicas de movimento.(Paul, [28]).

Essas equagdes de movimento podem convenientemente ser expressas através da

aplicagdo direta do formalismo de Euler-Lagrange para sistemas ndo conservativos.(Goldstein,

[19D).

A fim de obter informagdo cinematica do link, pode-se utilizar a representacdo de
Denavit-Hartenberg, que descreve os deslocamentos espaciais entre sistemas de referéncia de

dois links vizinhos.(Craig,[ 14]; Fu,[17]; Paul, [28])
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A aplicagao direta do formalismo Lagrangeano juntamente com a representagio de
Denavit-Hartenberg, resulta na descri¢do das equagdes de movimento do manipulador de

forma compacta e sistematica. (Fu,[17], Paul [28]).

A obtengdo dessas equagdes dindmicas para um manipulador rigido com n graus de

liberdade toi baseada no conhecimento da:

1- Matriz de transformagdo homogénea 4x4 ,'4, ,que descreve a relagio espacial
entre o i-ésimo e o (i-1)-ésimo sistema de referéncia. Ela relaciona um ponto fixo expresso no
i-ésimo com 0 mesmo expresso no (i-1)-ésimo sistema de referéncia.

2- Equacao de Euler-Lagrange

dioL| oL _ i=1(1 2.1
aloq | a7 TOn e

onde:

L =T -V éa fun¢ao Lagrangeano do sistema;

T ¢ a energia cinética total do sistema,

V ¢ a energia potencial total do sistema;

q, € a coordenada generalizada do link do robo;

g, € a primeira derivada no tempo da coordenada generalizada, e

7, € o torque aplicado na junta i para mover o respectivo link i.

2.2.1 Sistema rigido com n graus de liberdade

A literatura, algumas vezes, traz a generaliza¢do dos resultados das equagdes dinamicas
para um manipulador rigido com n graus de liberdade.(Paul,[28]; Fu,[17], Asada,[1]). Nesta
secdo, essas equagdes também sdo apresentadas, porém para que ndo se quebre a sequéncia
logica das idéias os detalhes podem ser encontrados em anexo [Anexo A] Procura-se,
entretanto, trazer em anexo uma riqueza de detalhes nas operagdes matematicas normalmente
nio encontradas na literatura a fim de que o leitor interessado tenha mais facilidade na

compreensao.
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A obtengdo das equagdes de movimento pelo formalismo de Lagrange implica na

necessidade de se encontrar as energias cinética e potencial do sistema.

A energia cinética total para um manipulador rigido com n graus de liberdade ¢ dada por:

fZZ}[ w(u, J,Ul)d,4] 22)

m|-

i=1

A energia potencial total é dada por:
V=2 -mg'%==2mg(’4 T) (2.3)
=1

Portanto, a fun¢@o Lagrangeano tem a seguinte expressao:

" i I

% 2 [Tr(Um J, U3) qpq,] + > m g4 7) (2.4)
i=1 p=1 r=l i1

Calculando-se as derivadas dessa fun¢ao na equagdo de Euler-Lagrange (2.1) pode-se

escrever as equagdes de movimento como:

j

r.:i{ﬂ]_ﬁ,:ig[yr(u RUAPAR

©odt] 24, 2q, =i
n J J
+ 22 21U, 1, U) 4 d 25)
=t k=1 m=1
- i m;& Uﬂ jjj

j=i

parai= 1(1)n.
2.2.2 Sistema rigido com dois graus de liberdade

Um sistema robético rigido com dois links e duas juntas rotacionais € ilustrado pela

figura 2.1
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Figura 2.1 : Manipulador Rigido com Dois Graus de Liberdade
Esse sistema €, na verdade, um caso particular daquele apresentado na se¢io (2.2.1).
Nesse caso, o sistema possui dois graus de liberdade (n = 2) e suas equa¢des de movimento
podem ser obtidas de forma analoga. Com o objetivo de estudar o comportamento do sistema
desde a situagdo mais simples (rigido e desacoplado), até a situagdo de maior complexidade
(flexivel e acoplado), € proposta uma conveniente e sistematica parametrizagao dos termos nas

equagdes de movimento, que para o manipulador rigido com dois graus de liberdade ¢

mostrada a seguir:
S 601+ F 01 + T perturin = 71 (2.6)
2 6y + B 02 + T pepurny = 19 2.7)
onde os coeficientes sdo dados por:
Ji* = Al +B + 45 ¢6, (2.8)

F* = -4, 6, 56, (2.9)

% * 1 - 1 * = 2 * \
r permm1=(Ax +EA; 6'92] ) +[_EA2 ) 59)_) + 43¢0, + A5 ¢(6;+6,)(2.10)

4

Ja* = 43 (2.11)

Fy* =0 (2.12)
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* * ] * .- l -2
I perturb?2 :(A_'; +5A2 C’gzjgl + 5‘/4591 .\'92 + A;L(gl +92) (213)
e
A =a,+a) A, =a,+a)
4 =a,+a) A =a+a) (2.14)
A =a,+a)
com
1 5. ) 5 4 2 2
a,= ;ml ‘r‘l_ +§m2 Lz— +m, L, all =M I‘l Ty Ly (2.15)
a,=m,L L, ey=2m,L L, (2.16)
. = S L2 | =m, L 2.17
T AT @3 =My Ly (2.1%)
1 |
@, =m, L gt+tm,L g a,=m,lL g (2.18)
I |
aszamg ng aS:mPng (219)

No fim do capitulo 3, quando as equagdes de movimento para o sistema flexivel ja
tiverem sido obtidas, apresentar-se-a um diagrama esquematico procurando elucidar ainda
mais essa sistematica de parametrizagdo utilizada, mostrando a maneira pela qual as equagdes
sdo escritas desde o caso mais simples (desacoplado e rigido) até o mais complexo (acoplado e

flexivel).

O comportamento dindmico desse manipulador rigido com dois graus de liberdade pode
ser estudado por meio de simulagdes dessas equagdes de movimento. Realiza-se essas
simula¢des com o intuito principal de estabelecer comparagdes com o manipulador flexivel e os

resultados sdo apresentados no capitulo 4.
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Capitulo 3

Modelagem Dindmica de Rob6 Flexivel

3.1 Introducio

O objetivo principal deste capitulo € a obtengdo das equagdes dindmicas de movimento
representativas de um manipulador robotico possuindo dois links flexiveis e duas juntas

rotacionais, sem atrito.

Apresenta-se a metodologia proposta neste trabalho considerando que o sistema flexivel
descrito realizard um movimento planar. Mesmo assim, a complexidade das equacdes
dinamicas obtidas para esse sistema ¢ grande quando comparada aquelas obtidas na elaboragao
de modelos de manipuladores rigidos. O problema podera ser facilmente extendido na

descri¢do de outros movimentos.

As equagoes de Lagrange e o método dos modos assumidos sdo aplicados neste
modelo.Ele ¢ obtido basicamente pela superposicdo do movimento flexivel sobre um
movimento de corpo rigido hipotético. Para isso torna-se extremamente necessario o

desenvolvimento de um conveniente modelo matematico.

As equagdes de movimento sdo apresentadas da maneira mais genérica possivel,
considerando-se todos os termos ndo lineares intrinsecos no modelo do robo. Realiza-se
também uma parametrizagdo dessas equagdes de forma analoga aquela realizada no capitulo
anterior para o sistema rigido. Detalhes e alguns calculos realizados podem ser encontrados em

anexo [Anexo B].

A partir dessas consideragdes as equagdes de movimento para um manipulador que
possui seus links flexiveis poderdo ser escritas como uma extensdo daquelas obtidas para
manipuladores com links rigidos, onde os termos matematicos acrescidos neste modelo estao

diretamente relacionados a flexibilidade do sistema.
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Dessa forma, caracteriza-se a possibilidade matematica de uma transi¢do de um modelo
para outro, ou seja, pode-se com a anulagdo dos termos relacionados a flexibilidade no modelo
flexivel reduzi-lo ao modelo rigido, assim como o acréscimo de termos relacionados a

flexibilidade no modelo rigido pode torna-lo flexivel.

Isso permitira possiveis comparagdes entre os sistemas rigido e flexivel nas simulagoes
que serdo realizadas no capitulo 4, abrindo perspectivas para a compensagdo de efeitos fisicos

na estratégia de controle proposta.
3.2- Modelo Fisico
O sistema fisico em estudo é composto de dois links flexiveis constituido por duas juntas

rotacionais sem atrito, como mostra a figura 3.1. Ele esta fixo a um sistema de referéncia. O

movimento relativo dos dois links é resultante dos torques aplicados em cada junta do sistema.

Figura 3.1 : Modelo Fisico Proposto

No final do link 1, uma massa concentrada representa 0 servo motor € a propria massa
da junta. No final do link 2, uma massa discreta pode aparecer, representando a carga a ser

movida entre dois pontos do plano.

Para a descricio completa do movimento, trés sistemas de referéncia podem ser

definidos:

[ O, X, Y] - sistema referencial inercial com origem na junta I,
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[ O, x1, y1] - sistema referencial com origem em O e o eixo Xx; tangente ao link 1 no

ponto O;

[ O, x2, v2] - sistema referencial com origem na junta 2 € com 0 eixo x, tangente ao link

2 no ponto O,.

Também dois angulos podem ser definidos:

0, (1) € o angulo entre 0s €1X0s X € X;

0, (1) ¢ o angulo entre os €ixos X € X,.

Define-se também um novo sistema como sendo formado por dois segmentos OO, e
0,05, tendo angulo €, em O, e o movimento global ( total ) pode ser entendido como um
movimento de um sistema hipotético rigido 00,05 e um movimento flexivel dos links 1 e 2

com relagdo a esse sistema movel.

A fim de simplificar as notagdes, introduz-se uma representacdo na forma de matrizes:

o ]
{U} = L_ J , & 0 vetor unitario do sistema de referéncia OXY;

, é 0 vetor unitario do sistema de referéncia Ox;y:.

oy [aa] o -
{Uz } = L J , ¢ 0 vetor unitario do sistema de referéncia O,xzy».

{{;’I} = [Cl] {{?} (3.1)
(.} =[c,] {o} (G2)
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onde [C,] e [C;] sdo as matrizes de transformagdo rotacionais, expressas como:

[C] _r co, 56, |
: _L—SQ, C@,J
e
[C]_Fc(elmz) 5(6,+6,)
2 -s(6,+6,) c(6,+6,)
onde:

cf, = cosb,
56, = senf,
c(6,+6,) =cos(8,+6,)
5(6,+6,) =sen(6,+6,)

3.3 Descri¢iao Cinematica

A posi¢io de qualquer ponto no sistema pode ser descrita por uma defini¢do conveniente
de um conjunto de coordenadas. Como indicado na figura 3.2, qualquer ponto P; pode ser
especificado se uma nova variavel u; ( x, . t ) for definida como sendo a coordenada do

movimento flexivel com relagdo ao sistema de referéncia [ O x; y; |
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-

Figura 3.2 : Vetor posi¢cio de um ponto sobre o link 1

O vetor posigao do ponto P; sera:

Rd = {{7! }T {Ir} =X, U, +Y U, (3.3)

3.3.1 Link 1

O vetor posigio de qualquer ponto no link 1, pode agora ser escrito utlizando a definigao

introduzida. Sua expressdo € a seguinte:

R, =10} {x‘} =[G} [e] {:‘} — (x,c0,—u,50,)ii, +(x, 56, +u,c0,)ii,  (3.4)

u,

3.3.2 Link 2

A fim de definir o vetor posi¢do de qualquer ponto no link 2, sera necessario assumir que
os deslocamentos dos links flexiveis com relagdo aos sistemas de referéncia [O x; yi] e [02 x>
y,] sejam pequenos o suficiente tal que podemos considerar o deslocamento dos pontos O, e
0, como uma linha reta (Book[4]). A figura 3.3 mostra o vetor posigao de qualquer ponto P;

no link 2.
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Figura 3.3 : Vetor posi¢ao de um ponto sobre o link 2

Observando a figura 3.3, fica facil notar que o vetor posi¢do de qualquer ponto P, sobre

o link 2 sera:
R,=00,+0,0,+0,P + P P, (3.5)
Se,
u;r = deslocamento linear flexivel no final do link 1
L, = comprimento do link 1
L, = comprimento do link 2
entdo:
5 ot |1 CQI a B Ll 6'911 . -
00, = {0} { rsd | i, @] L 50| = L + 1,50, (3.6)
- -7 [—HIESGI ) )
0,0, = {L} . =, 5O U, +u,cOu, { 3.7)

= | = xz‘ -7 T )X = -
0, P, ={0,} 5 ={0} [c,] o [=%:c(6,+8,)ii, +x,5(6,+6,)ii, (3.8)
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* Y 0 ST 0
PP ={U,} {H}Z{U} [czlf{u }:_u2s(6'|+92)1}'x+uzc(9,+92)§y

(3.9)

ot frerfier 2] oo

ou ainda,

ﬁﬂ = [L, cO —u, s6,+x,¢(6,+60,)—u,s(6,+6, )] u,+
(3.11)
+ [LI 56, +u,cO,+x,s5(6,+6,)+u,c(6,+6, )]r}_y

Uma vez obtidos os vetores posi¢do, pode-se agora, obter os vetores velocidade através
de derivagdo no tempo desses vetores posigdo. Obtém-se assim, R,, e R,,. Da expressio

(3.4), nota-se que:
R’d, = [—9, X, 88, =1, 50, ~n, 9, cB,]ﬂx + [91 x, c6, +9, it s+, c&,]ﬁy (3.12)
De forma analoga, obtem-se da expressao (3.11)

R, =[-1,6,50,—1,,50,—u,,6 cO —x,(6,+6,)s(6,+6,)
—it, 5(0,+6,)-u, (6,+6,)c(6,+86,)]i. +

+[L,6,c8, +i,,c6,—u,. 0,50, +x,(6,+6,)c(6,+6,)+
+u,c(0,+6, ')~t¢3(91+9-2)s(9,+t93)]ii},

(3.13)

3.4 Energia Cinética

Encontradas as velocidades sobre um ponto qualquer nos links 1 e 2, respectivamente

R, e R,, , pode-se obter a energia cinética, que € expressa como:
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& : 1 .
Ry Ry, dm + 5 j Ry, Ry, dm (3.14)

onde:
dm € o elemento de massa no ponto P; (i=1,2)

m; e m;, sdo as massas dos links 1 e 2 respectivamente.

Se o produto escalar R, -R,, for calculado, uma expressao para a energia cinética T, ¢
obtida diretamente, e

1 1., : 1
n= 0 Jsams S Jizan s 6, Jv im0 fuiam )
y ny |

"

De maneira analoga, ou seja, calculando o produto escalar R,,-R,, , obtém-se a energia

cinética T, que tem a forma

. 1 1 ; ;
L=—-ml 8" o m i, tom, u, 0 +m, L, 6, +7 (6, +0, ) jxf dm

)

1
2

1 R 5 . g
+5 quz dm+5(9! +6,)’ J.ug dm+(6,+0,) .[x2 1, dm

iy 2

+1,6,(6,+6,)cO, |x,dm+L, 6, cé, Vu, dm+ir,, (6,+6,) c8, | x, dm

iy s my

vi,, ¢, Jit, dm+ii,, (6,+6,)s(-0,) | u, dm +u,, 6,(6,+6,)s6, | x, dm

my h hoi- |

+1,6,(0,+6,)s(-6,) _l wu, dm-+u,, 6,(6,+6,)c6, .’uz dm-+u,, 6, s6, Jl'lz dm

iy hiy

(3.16)
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E importante observar que até o presente momento foram obtidas as energias cinéticas
T, para o link 1 e T; para o link 2. Entretanto, 0 mesmo procedimento pode ser aplicado para
uma massa concentrada na junta 2, e para uma carga com momento de inércia J,, com relagio
a um eixo normal ao plano de movimento e através do centro de gravidade. Fazendo-se isto

para uma massa na junta 2, a expressdo (3.12) pode ser modificada para
R =[-6,L s6,~i, s0,-6,u,,.cO, i +[6,L, cb,+i,,cb —u, 6 s6,li, (G.17)

Deve-se, contudo observar que:

1) na modificacdo x; foi substituido por L,, pois nesse caso nio estamos num ponto

qualquer sobre o link 1, mas sim em sua extremidade, onde se situa a junta 2.

i) u; foi substituido por u;g, pois u: € o deslocamento linear flexivel no final do link 1.

Consequentemente #, tambem foi substituido por #,, .

De forma analoga pode-se extender o raciocinio também para a carga a ser movida.

Neste caso, a expressao (3.18) escreve-se da seguinte maneira:

R, =[~L,6,56,~it, s6,~u,.0,c6,~L,(6,+6,)s(8,+6,)
—tt,,, 5(6,+6,) —u,, (6,+6,)c(0,+6,) i, +
[L,6,cO,+it,, cO—~u,, 0, s0,+L,(6,+8,)c(8,+6,)
iy, ¢(60,+6,)—u,, (6,+6,)s(0,+6,) i,

(3.18)

Aqui, também cabem as seguintes observagdes:

i) a carga situa-se na extremidade do link 2, e portanto, x, foi substituido por L,.

i) u,, e #,, substituem respectivamente #, ¢ i, , enfatizando que o deslocamento

considerado é devido a flexibilidade no final do link 2.
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Se o momento de inércia da carga com relagdo a um eixo através do ponto O, é definido

por J,, e considerando que

1
L(?xhj_z_ = Uy, (3.19)

€ o deslocamento angular, a energia cinética total do sistema pode finalmente ser expressa

como:
I*l.[f? ILE di l_l.* R : R R ! B I .2
~ o s m+2 Rdz'RdzderEm;Rj'R;+EmpRp'Rp+5'jp”zs
" ;]
(3.20)
onde:
12 = . L .
) R, -R, dm ¢ a energia cinética do link 1;
= = S .
— JR,,-R,,dm ¢ aenergia cinética do link 2;
2 FEREAYE g
1 LU 5 g ; ;
> m.R.-R € a energia cinética relacionada a massa concentrada representando
0 servo-motor e a propria junta. Essa massa situa-se no ponto O,, na
junta 2;
1 EO N . . .
—m_ R -R € a energia cinética relacionada a massa da carga a ser movida.Essa
e et g g
massa situa-se no fim do link 2; e
3 J, g2 € a energia cinética rotacional da carga devido ao seu movimento

em torno do eixo que passa pelo ponto O, e que é perpendicular ao

plano da figura.

UNICAMP !
PIBLIDTECA CENTRAL |
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3.5 Energia Potencial

Para calcular a energia potencial do sistema assume-se uma energia associada ao

movimento rigido (energia potencial gravitacional), mais a energia potencial elastica dos links.

Entao,tomando-se Ox como a posi¢do de referéncia, a energia potencial do sistema

(assumindo u, e u, suficientemente pequenos) sera

V= Vg‘l' Veléa';ca (32[)
€, portanto
]‘l
V = e 56, +m gl s6, +
,+6 )}r
(3.22)
+m, g[L, 56, + L, s(9,+6‘2)]
1 T (9211,] 1] [c? H,J
s YT | ——= - — d
2 : l[(?xll l 2 :J[ x2
onde:

g ¢ a aceleragdo da gravidade;
El, , EL, sdo rigidez dos links 1 e 2 respectivamente, assumidas constantes neste

modelo.

3.6 Equacdes de Movimento

A fim de escrever as equacgdes de movimento do sistema, utiliza-se 0 método dos modos
assumidos. Esse método consiste em assumir uma solu¢do dos movimentos flexiveis na forma
de uma série composta de uma combinagio linear de fungdes admissiveis, que sao fungdes das

coordenadas espaciais, multiplicadas pelas coordenadas generalizadas dependentes do tempo

qi(t).

No caso dos deslocamentos flexiveis dos links 1 e 2, € possivel assumir
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i, = Z% (x,) q,, (1) (3.23)

N = lecﬁz,- (x,) 4, (1) (3.24)

onde as fungbes admissiveisg , (x) devem satisfazer as condigdes de contorno geomeétricas

com relagdo a representagdo dos links nos sistemas de referéncia [Ox1y1] e [Oxxay-].

Assim, o sistema fica representado por (2n + 2) graus de liberdade, com
[9: (1).48, (!)] e [q“ (1) , q,, (1)] ,i=1(1)n sendo as coordenadas generalizadas

Assumindo que as amplitudes de todos os outros modos de vibrar sio muito menores
quando comparadas ao primeiro modo (Book[4]), o sistema pode ser truncado com n igual a

2, resultando num problema de seis graus de liberdade.
Com isso, as equagdes (3.23) e (3.24) assumem a forma:

 =¢,,(%)q, )+ ¢, (x) q, ) (3.25)
U, = @,,(x,) 4, (1) + ¢,, (x;) g, () (3.20)

Assumindo-se também que ¢ ,(x) sdo as autofungdes do problema de uma viga

engastada-livre, isto €, engastada numa extremidade e livre na outra, as condi¢des de contorno

geomeétricas serdo satisfeitas (Crandall[15])e devido a ortogonalidade dessas fung¢des

0 se r#s

Tqat(x) . (x) dx = Té,” ¢4,\”(x>cb<={ (3:27)

|l se r=s
onde

¢, (x)= (005}1/1, ¥ — COBA, X) —i (Isenh A, x —senAd, x);

r ¢ o modo de vibragdo; e
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A, e o, sao constantes que possuem valores caracteristicos para viga

engastada-livre.

Pode-se agora avaliar as integrais nas expressdes para as energias cinética e potencial.

Esse sera o proximo passo, a comegar pelas integrais relacionadas com a expressao para

a energia cinética.

Vxz dm =, (3.28)
[ dm = m, (42 @) + %, ) (3.29)
Jrh X, dm=nw, ¢, +nw,q,, (3.30)

L

onde

L
nw,, = rﬂ1x¢:z (x) dx
0

com u = densidade por unidade de comprimento

L.
PW = fﬂ;x¢12(x) dx
0

_. u; dm - desprezada no modelo, pois assumimos u; suficientemente pequeno

my

ij dm = J,, (3.31)

my

Jiz dm=m, (2 +a2) (332)

my
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J u, dm - desprezada no modelo, pois assumimos u; suficientemente pequeno

m

sz h, dm =nw, ¢, +nw,,q,,

my

onde
L
hw,, = Iﬂz X ¢, (x) dx
0
L
Wy, = J)z“z X ¢y, (x) dx
0
L,
J‘x2 dm = m, 2‘

m

-.&z dm=nq,, q,, +nq,,q,,

my

onde

nq; = ]i.uz #,, (x) dx

L
ng,, = .r.uz ¢22 (x) dx
0

J"z dm=nq,, q,, +nq,, q,,

s

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.37)

Agora, serdo avaliadas as integrais relacionadas a energia potencial

A u 1
IEJI["—;J dx, = kwm‘?lzl + kwy,, quE

(3.38)
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onde
kwy,, =EI T¢1”i 1”1 dx,
0
kw,, = EI T |”2 ¢1|ii dx,
0
T 2%u, 3 ; ,
LT, 5.2 dx, = kw,y, 4y + KWy, @5, (3.39)
0 X,
onde

L
kw,,=EI, I?f'zul 2“'1 dx,
1]

L
kw,,, = EI, .f¢;|2 1|2 dx,
0

Uma vez que todas as integrais foram avaliadas, pode-se agora escrever as expressoes
finais tanto para a energia cinética quanto para a energia potencial. Utilizando, entdo a

expressdo da energia cinética total (3.20) e fazendo as substituigdes

= Brv (5) @ (O) + o (%) G () (3.40)
U = Gur 9 + ¢12E q,, (3.41)
ity = (Gur dun + buor ) (3.42)
ity = ($u du + boe ) (3.43)

e também

uZE'.' = ¢21E qu 25 ¢22€ (122 (344)
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Uy = Poe G + Pa2e 4o (3.45)
5 2

Uyp = (¢21§ 4o + Prop ‘fu) (3.46)
.2 & " 2

g = (¢2]E‘ G + $ror %z‘) (3.47)
.|2 _ | - | . z

Uy = (¢’NE G + i qzz) (3.48)

obtém-se a seguinte expressao final para a energia cinética total do sistema:

1 x 1 Ty ] a g », 1 39
I= E Jo 6‘12 & 5 m, (q;l +4q,, ) + 91 (nwn gy, thw,, QIE) + 5 m, LI Blh

] _ _ o |
=5 E m; (@ iz 4i+ i ‘flz)z + E m, ‘912 (@1ix GiitPire o )’ +

. _ N U
+ m, L: 91 (¢na' qn +¢|25 QIz) + 5(91"'92)- Jo: L E m, (q‘jl Hliz)

A i _ 1 .. .
+(6,+6,) (nw,, q,, +nw,, q,,) + 5 m, L, 6 (6,+6,) cf, +

. 1 o _
+ L, 6,(nq,, q,,+tnq,, q,,) c6, + E my, L, (6,+6,) (1,91 + 9125 91,)¢0,
+(Pne Gn+Piar 412) NGy, 4y +0G,, G,,) €6, +
s (91 +éz) ("G5, 4,145, 45,) (B11e G+ P12r G12) 5(-0,) +

1 e :
Gk E m, Lz 9: (91+92) (¢11£ q, +¢12E‘ qtz) 592 +

+ L, 9| (91 +92) (nq,, 4,,+nq,, q,,) s(-6,) +
+ 9.1 (91 +éz.) (nqy, G, t0q,y, G5,) (Dye G+ 0125 412) €6,

+ 9] (‘HQZI ‘?2! +nq'22 422) (¢I]E QII +¢IZE q'IZ) .5'92

1 & n : ) ) 1 . .
+ E ", glz L+ m, L6 (Pne qutPue di) + E m; (P G +Pie ‘?'lz)2

1 o , 1 - 1 : nr
+ Em_; 0, Pur T FPur @) + Emp Li 911 + _2" mp(¢l'lﬂ' dy+9 5 Gy)
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1 . .
+ Em;,- 9|2(¢11£r.‘ 9+ q”)z +m, L,6,(4,; Gt q,,)
1 T Y "IN . s N2
+Emp L, (9:+91) +Emp(¢215 911922k 42)

F S, 640) Bors G 0s 5 )+ 1, Ly (6 46,) B s s )
+m, L, L,6,(6,+6,) cO, +m, L 6,($,1; G +Prrp 4y) O,
+m, Ly (6,+6,) ($11x G +P12x G12) €6,
+m,(fne G+ Prar G22) P21z a1+ P22z d2,) €O,
+m,(0,46,) (P15 du+Prar d12) B Gy + Do @) 5(-6,)
+m, L, 0,(6,+6,) ($11r G +P i d1y) 56,
+m, L 6,(6,+60,) ($511 91+ brar ©ry) 5(=6,)

+m, gl (él""éz) (P1r 4t Pue 902) (Pore 40+ 0451 45,) €O,

1 ; ) )
+ Emp 0P ye Gy ¥ @1ax Fi2) P 43+ 4,,) 56,

1 : [
o 5 Jp (¢2|15' G +9 221 ‘?zz)z
(3.49)

De maneira analoga, ou seja, substituindo agora as integrais avaliadas relacionadas a

energia potencial do sistema dada pela expressao (3.27) obtém-se:

1 1
V=Alm+2m +2m,+2m ) -L s @,+ (m+2m )=-L,s(0 +92)Ig
1 - 2 rl 9 2 plg 2 1 J

- kwln q]zl - kwlzz q122 - szn qzzl - szzz qu +C
(3.50)

onde a constante C representa a energia potencial referencial para as componentes flexiveis.
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Considerando 6, , 0, , q,, , 4, .4,, ,4,, as coordenadas generalizadas, e I0el,

0s torques nao conservativos agindo na junta do sistema, é possivel escrever as equagoes de

movimento usando as equagdes de Lagrange para sistemas ndo conservativos

dlor] or ov
atl|éq | dq  bq

=0 r=1(1)6 (3.51)

r g

onde (), sdo as forgas (ou torques) generalizados ndo conservativos dependentes do tempo.

Obtém-se assim, um sistema de seis equagdes diferenciais fortemente nao lineares e
acopladas. A obtengdo dessas equagdes de movimento foi realizada através de calculos
manuais [Anexo B]. Deve-se ressaltar que a tentativa de utilizar softwares de computagio
algebrica ndo apresentou resultados convenientes, pois com a proposta de apresentar as
equagdes do modelo flexivel como uma extensdo do modelo rigido, exigiu-se um tratamento
dedicado na manipulacio algébrica das mesmas. Esse tratamento inclui a parametrizagio dos
termos nas equagdes de movimento. Os detalhes e alguns calculos realizados também podem
ser encontrados em anexo [Anexo B]. Para o bom entendimento da sistematica desenvolvida,

sdo apresentadas as copias das folhas originais onde foram desenvolvidos os calculos manuais.

Com a parametrizagio realizada, pode-se escrever as equagdes de movimento e seus

respectivos coeficientes da seguinte maneira:

JO,+F 60, + T = 17, (3.52)

J, 0, +F, 0, + T, ..,=rt, (3.53)
JGn+F @yt T =0 (3.54)
J, Gy, + F, Gy, + me =0 {3.55)
Js G + 15 4n + Tpups =0 (3.56)

Js Grs + Fg §y, + rperrurb s =0 (3.57)
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onde

Jy=4,+B, +C,50, + D, c0, + E, (3.58)
F,=H, +1, 56, + M,c6, (3.59)

rperfmb.l = P: éz + Rm"jn 7k an G, + Rl?l‘?ll + erz Gy, + Sl éz - T] 65
+U 0, +V,¢(6,+0,) Y, +[a,0, - b6, - ¢, 6] +¢,] 56,

+[pl 0, +r6! +506,+ v,} én;

(3.60)
J, = A, + B, (3.61)
F,=H, (3.62)

rperrwb.l = Pz 9'1 + R G + Rzzz 4, + Sz 91 i V’.lc(al +92) + yz

a,0, 48,0, 4+¢,0} - ez] 50, + [pz 6, -0 +s,0,+ vz]cé?z

(3.63)

Sy = A (3.64)

by =4 (3.65)
Cootuns = Piny 9"1 + Ry, Gy — 1y, 912 =2 Kwy,,

~ ¢ up |9 (0, +60,)+b,0, +c,6, +e 50,
+ @ e [ps (0,+6,) +2a,(6,0,+36 +76) + v, co,

(3.66)
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Jy = Ay
F,=0
Fperrwa = P412 9"1 + R4|1 (}n - 7;" 9'1.2 — 2 Kw412

- ¢ llﬁ'[a4(€--1 +9"2) + b4 9'1 + C4 6-2 + e4] 592

+¢ m:[P4 (6,+6,)-2a,(6,0,+507+367)+v,|c8,

L pertirss = Faas (91 +9’z )+ Royy Gy = Zsyy — 2 Ky,
+ [‘9521 6."'-1 + bs,, 9.1 — G 92 +ds,, (gl 9'2 + ‘9-1?f )] 560,

N [P,“ é! + Ty 9-12 + S5y 9'1 éz = Vszl] 092

Jo = Agr
F,=0
rper:wb.ﬁ = Py, (91 +9‘z ) + Reyi Gy — Zs2z — 2KWgy,

+ [aﬁzz 6, + by, 8, = 6, B, +dg, (6,6, +6; )] 56,

B [pf’” é‘ LY 6i1l + 8622 él 92 = Vﬂ:z] ¢,

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)
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Os coeficientes dessas equagdes sdo apresentados abaixo da seguinte maneira.

Apresenta-se como coeficientes gerais aqueles que aparecem em nas equagdes de forma geral

€ 530 0s mesmos que apareceram nas equagdes do manipulador rigido tratado no capitulo

anterior. Posteriormente, apresenta-se os coeficientes relacionados a cada uma das seis

equagdes de movimento especificando a qual pertence. Dessa forma, tem-se:

Coeficientes Gerais:

com

A =a, +a)

LS |
A'_’ _a2.+a2

. _ |
A =a,+a;

I 2
as ngsz
1
a, :Em, L g+tm,L g
1
@y =m, Lox
ﬁ :mp[’l
y =21,
7? :mpLZ

& =m+m +m,

. _ |
A =a,+a,

. _ |
A =a;+a;

2 -2
a,=m,L +m L,

a,=2m,L L,

y=m,lL,
o =m,
a =y +2n

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)
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3, =0 e dntPure 9 3s=@ax 4+ €2
3, =028 €21+ 9225 Tas S5 = NGy Gy NG5, G,
3= 0 1p 4Pk G 36 = N4, 4y + NGy, Gy

S? = ¢11£ ‘?u"’?ﬁ 12E ‘}12
Ss = ¢2|E G +¢zzg ‘?22 (3-83)

3y =04y, G+ 0q,,; Gy

Coeficientes da 1" equacio de movimento:

A=A (3.84)
B, =m, L} (3.85)
C=a3,-283,-73, (3.86)
D, =4 +2(6 3,3,+3,3,) (3.87)
E =g 3} (3.88)
H =713, +2£3,3, (3.89)
L=[303 - 283, -7 3 - (4 +2(5 3,3,+3,3,)) 0,] (3.90)

M, =[(37 3,-2 Sy-7 3) 6, +26 (3,5,+3,3,) + 2(3,3+3,39) | G391
P=4+n3, (3.92)

Ry = nmwy, (3.93)
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Ry, =nw,
R,,, = nw,,
R,,, = nw,,
S, =3,
I =33,
U, =4,
Vo=.d
h=¢y3,
a, = %C,

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)
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Coeficientes da 2* equacio de movimento:

A, = A4; (3.110)
B,=63; (3.111)
H, =243, (3.112)
P, =4;+n 3, (3.113)
R,y = Ry, (3.114)
R,, = Ry, (3.115)
S, =8 (3.116)
=¥ (3.117)
=93, (3.118)
a, = a (3.119)
b,=a 3,-f 3, (3.120)
¢, =1(4;+268 3,3,+23,3,) (3.121)
e, =8 3,3,+3,3, (3.122)
P, =€y (3.123)

r,=a, (3.124)
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5 S M3 448, 3. 4433 (3.125)
v, =31a 3, (3.126)
Coeficientes da 3" equacio de movimento:
Ay =(m+e)gl, (3.127)
Py =(mWy +56 7 & 11z) 3.128)
Ry, =€ ¢z & (3.129)
Ly, =€ ($ 115+ 00s b 126 G2) (3.130)
Kw,,, = Kw,,, (3.131)
a,=3,+6 3, (3.132)
b, =23,+38 3, (3.133)
e, =23, +28 3, (3.134)
e,=1a (26,0,+6}+6}) (3.135)
P =1a (3.136)

v,=8 3, +3, (3.137)
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Coeficientes da 4" equaciio de movimento:

Ay = (m+€) ¢ 1,5, (3.138)
Py =nw,+36 7 @y (3.139)
Ry = Ry, (3.140)
T =€ (P 1ag + bue Puzx du) (3.141)
Kw,,, = Kw,,, (3.142)
a, = a, (3.143)
b, = b, (3.144)
C; =€ (3.145)
e, =e, (3.146)
Py = P (3.147)
v, =V, (3.148)

Coeficientes da 5" equacio de movimento:

Ai;‘l = (mz +0 ) ¢22n; + Jp ¢' |222L'" (3.149)

Poy = (mWy,+1 @511) (3.150)
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R;,, = (Jp ¢|zu? @326+0 901k Prai)

Zin=% P 6,,:(20,6,+67+6,")
Kwg,, = Kw,,
a,,, =(nq,,+36 ¢,,:) 3,
b = (2 gy +36 $515) 3,
Css1 = (2 nqy —28 @415 ) 35
diyy = (B $o1e+37 14y,)

Ps = %}’ hq,,

¥sp1 = (g, +0 ¢2!E ) 31

Viyr = (nGy +6 $3,2) 3,

Coeficientes da 6° equaciio de movimento

Ay, = (my+6) P+ J, ¢ A

Pszz = (”“’22""7 ¢225)

Ry, = ('}p P e @ lEZE +0 g Porr)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)

(3.161)

(3.162)

(3.163)

(3.164)
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Zn =5 B $125(26,0,+6.+6,) (3.165)
Kw,,, = Kw,,, 3.166)
gy, = (0G5, +30 $3,5) 3, (3.167)
Bz = (20q5, %38 $43 )5, (3.168)
Cory = (2145, =28 $5,5) 35 (3.169)
dgyy =(B 325 + 77 145;) (3.170)
Perz =2¥ 14y, (3.171)
Tory = (1G4, +8 $4,5) 3, (3.172)
Se22 =70 D220 3 (3.173)
Vero = (NG5, +6 $55:) 3, (3.174)

E importante notar que as equagdes do sistema flexivel foram escritas de forma analoga
as equagdes do sistema rigido, ou seja , obedecendo uma mesma sistematica de parametrizagao

dos termos nas equagdes de movimento.

Apresenta-se a seguir um diagrama esquematico procurando esclarecer ainda mais a
proposta de escrever as equagoes de movimento desde o caso mais simples (sistema
descoplado e rigido), passando pelo caso do manipulador rigido com dois graus de liberdade
(sistema acoplado e rigido) e até o caso mais complexo considerado que € o manipulador
flexivel com dois links ( sistema acoplado e flexivel), com as mesmas caracteristicas,
aumentando obviamente a complexidade dos coeficientes dessas equagoes a medida que se

aumenta a complexidade do sistema.
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Ll
motor —-—% Ipert.

sistema desacoplado e rigido

48 % F@ 1, =

J,F,I' =~ constantes

sistema acoplado e rigido

J1*9| 5 Fi*91 o r*perrurbl =T
.]2* 92 + Fz* 92 = r*pem.‘rh2 i 1

J,F,I" ( ndo-lineares)

sistema acoplado e flexivel

JI 6"1 + 171 9.1 + rpermrb,l - Tl

J, 6"2 + F, 92 +rper!zrrb.2:z-2
Jigy + Fqn + rpermrb_?a: 0
Joldp +Fdp + Lpsna =0
Js Gy t+ Fs‘?zl s rpermrb_i =0
JeGry + Feqay+ rpermrb_():O

J,F, T, (ndo-lineares);
maior complexidade
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Uma vez obtidas as equagdes de movimento para o manipulador flexivel tratado neste

capitulo, pode-se através de simulagdes dessas equagbes estudar o comportamento dindmico

do sistema.

Com uma metodologia a ser descrita no proximo capitulo, essas equagdes siao
simuladas, assim como aquelas obtidas para o manipulador rigido do capitulo 2. Os resultados

dessas simulagdes e comparagoes entre ambos os sistemas sdo apresentados no capitulo 4.
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Capitulo 4

Simulacées e Resultados

4.1 Introducio

Apresenta-se neste capitulo os resultados das simulagdes realizadas para as equagdes de
movimento do manipulador rigido tratado no capitulo 2 e do manipulador flexivel estudado no

capitulo 3.

As simulag¢des dinamicas foram realizadas utilizando o pacote MATLAB-SIMULINK 1y

em ambos 0s casos, ou seja, para os sistemas rigido e flexivel.

Os resultados das simulagdes sdo apresentados separadamente, baseados na seguinte

metodologia:

e simula-se primeiro o sistema rigido modelado individualmente; inicialmente considera-
se o sistema desacoplado e sem nenhuma carga a ser movida por ele e estende-se a analise até
a situacdo de acoplamento com uma carga na extremidade do manipulador.

e a seguir, simula-se o sistema flexivel com todas as suas contribui¢oes de flexibilidade;

e a partir dai, subtraem-se efeitos desse sistema flexivel isoladamente e também de
maneira acumulativa e estuda-se o comportamento dinamico do manipulador flexivel;

e 0s efeitos relacionados a flexibilidade sdo subtraidos até o caso limite quando o sistema
flexivel reduz-se ao rigido e a resposta do sistema converge - como era de se esperar - para o

caso do sistema rigido modelado individualmente.

4.2 Manipulador Rigido

Iniciou-se as simulagdes para o manipulador rigido considerando primeiramente o
sistema desacoplado, ou seja, 0 manipulador constituido de um unico link. Posteriormente, ¢
considerado o acoplamento entre os dois links do manipulador e o sistema € simulado também

nestas condicoes.
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4.2.1 Sistema Desacoplado

O sistema desacoplado € simulado primeiro sem nenhuma carga a ser movida pelo
manipulador e depois com uma carga em sua extremidade.Sdo observados as evolugdes

temporais de posi¢do, velocidade e aceleragdo angulares.

A figura 4.1 ilustra a primeira situagdo a ser simulada, ou seja, o manipulador com um

anico link e sem nenhuma carga em sua extremidade a ser movida.

8y
yanta 1

Figura 4.1 : Sistema desacoplado sem carga na extremidade

Sstema Desaooplado (carganula)

Posicio Angular (rad)
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Sstema Desacoplado (carganula) I

1,0 -

' 1 L 1 . 1 1 1
09 ; 2 3 4 5
Tempo(s)
Sstema Desaooplado (carganula)

Acsleracio Anguler (rad/s™2)
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Ilustra-se agora, na figura 4.2 a situagdo em que o manipulador é simulado ainda

desacoplado, porém com uma carga na extremidade de seu link.

Fosicdo Angular (rd)

B4
Jumta 1

Figura 4.2: Sistema desacoplado com carga na extremidade

Sstema Desaooplado ( carga na edremidade) I
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\&lodidade Anguiar (rads)

=
N

Aelerago Avguiar (ads'?)

| Ssterma Desaooplado (carga na extrerridade) '

o
o
T

| Ssterma Desacoplado (carga na exrermidade) I
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4.2.2 Sistema Acoplado

O sistema € agora simulado com os dois links do manipulador acoplados. Nesta condi¢do
também considera-se duas situagdes como foi considerado para o sistema desacoplado, ou
seja, as equagdes de movimento sdo simuladas sem nenhuma carga a ser movida pelo
manipulador e depois com uma carga na extremidade de seu link 2. Apresenta-se os resultados

da dependéncia no tempo das variaveis posi¢do, velocidade e aceleragdo angulares.

A figura 4.3 ilustra a primeira situagdo de simulagio para o sistema acoplado

Figura 4.3: Sistema acoplado sem carga na extremidade
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-1,2

s
g

-16

Rosicao Angular Jurta 1 (r=d)

-18

1,0

\Eoddade Angular Junta 1(radfs)

Sstema Aocoplado (carga nuia) '

Sstema Acoplado (carganula) I
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| Sstema Acoplado (carga nula) I

—_

o

1
—_

Acdleragio Angular Jnia 1 (radls'2)

o
T
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] Sstema Aocoplado (carganuia) I

\&lodidade Angular Junia 2 (rads)

Ssterma Aocoplado (carga nula) I
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Na figura 4.4 ¢ ilustrada a situagdo de simulagio com uma carga na extemidade para o

sistema acoplado.

Figura 4.4: Sistema acoplado com carga na extremidade

| Sstema Aocoplado (carga na exdrerridade) I

RosicZo Anguiar ka1 (r2d)
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o
w

\&locidede Angular Junta 1(radfs)

Sstema Acoplado (carga na exrenidade) I

Acsleragio Anguiar unia 1 (rads'2)

Tempo(s)

i Sstema Acoplado (carga na extremidade) I
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\Elodidade Angular unia 2 (rad’s)

Posigcao Angular Junta 2 (rad)

Sistema Acoplado (carga na extremidade) I

08

[ Sstema Acoplado (carga na exdreidade) I

53
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| Sstema Acoplado (carga na extrenmidade) I

4.3 Manipulador Flexivel

A figura 4.5 ilustra a situagdo de simulagdo para o sistema flexivel acoplado com uma
carga na extremidade, cujas equagdes de movimento foram obtidas no capitulo. Sao

apresentadas as evolugdes temporais de posi¢ao e velocidade angulares para as juntas 1 e 2.

Figura 4.5: Sistema flexivel com carga na extremidade
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Rosigio Anguar Lrta 1 (20)

| l
o IS n

\Eoddeade Angular unta 1 (radfs)

8

| Sstema Aexivel Acoplado (carga na extremidade) I

0 1 2 3 4 5
Tempo(s)
Sstema Aevivel Acoplado (carga na exdremidade) I
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
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Sstema Rexivel Aocoplado (carga na exdemidade) I

~

Rosicio Angular Jurta 2 (rad)

(¥

Sstema Aeivel Acoplado (carga na extremidade)

Tempo(s)
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Mostra-se a seguir comparagdes entre as evolugdes temporais de posi¢des angulares para

as juntas 1 e 2 de ambos os sistemas, rigido e flexivel, representados respectivamente pelas

figuras4.4 e 4.5,

A atengdo principal as posigdes angulares se justificam pelo fato de que, num problema
de controle robotico sdo utilizados, na maioria das vezes, sensores de posi¢do incrementais a

fim de corrigir a resposta do elemento terminal, como ja mencionado no capitulo 1 deste texto.

Ambos os sistemas sdo considerados acoplados e com carga na extremidade. O
manipulador flexivel é simulado inicialmente com todas as suas contribui¢des matematicas que
representam flexibilidade para o sistema. A partir dai, esses efeitos sdo eliminados
gradativamente pela anulagdo dos termos matematicos que os representam. Novas simula¢es
sdo realizadas para estudar o comportamento do sistema. Os efeitos devido a flexibilidade séo
subtraidos até o caso em que o sistema flexivel reduz-se ao rigido e a resposta do sistema deve
convergir para essa situgdo de manipulador rigido que estara sendo mostrada em cada grafico

com a finalidade de facilitar comparagdes entre as situagoes.

Um quadro explicativo no topo de cada grafico traz a situagdo de simulagdo que o

respectivo grafico representa.
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Sistema Rigido
——— Sistema Flexivel (flexibilidade total)

8 2r
E I
| ot
3
i —2.5 B
(11}
=
(e)
X
l<Z)
S 30t
(7))
(@]
0o
1 1 1 1 ]
%0 02 04 06 08 10
Tempo (s)
—— Sistema Rigdo

Posicao Angular Junta 2 (rad)

——— Sistema Flexivel (flexibilidade total)

58
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Posicdo Angular Junta 1 (rad)

Posicdo Angular Junta 2 (rad)

[‘_ Sistema Rigido
| ——— Sistema Flexivel (eliminada flexibilidade em J)
-1ﬁ -
-1‘7 -
18—
191

L 1 | | L | |
'200,0 02 04 06 08 10

Tempo (s)
Sistema Rigido

—— Sistema Flexivel (eliminada flexibilidade em J)

Tempo (S)
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Posicéo Angular Junta 2 (rad)

Posicdo Angular Junta 1 (rad)

Sistema Rigido
—— Sistema Flexivel (eliminada flexibilidade em F)

/

Sistema Rigido
Sistema Flexivel (eliminada flexibilidade em F)

60
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Posicdo Angular Junta 1 (rad)

Sistema Rigido
———— Sistema Flexivel (eliminada flexiblidade em Tperturb.)

00 | 02 04 06 08 10

Angular Junta 2 (rad)

- J

Posicao

Sistema Rigido
—— Sistema Flexivel (eliminada fiexibilidade em Tperturb.)

61
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Angular Junta 1 (rad)

3

Posicao

Posicdo Angular Junta 2 (rad)

—— Sistema Rigido
——— Sistema Reduzdo ao Rigido a Partir do Flexiel

Sistema Rigido
—— Sistema Reduzdo ao Rigido a Partir do Flexivel

1 1 1 | L 1 L 1 X - |

00 02 04 06 08 10
Tempo (s)

62
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Esse capitulo apresentou algumas simulagdes especiais usando resultados obtidos nos

capitulos 2 e 3, onde foram desenvolvidas as equagdes de movimento para os manipuladores

rigido e flexivel respectivamente.

Apresenta-se em anexo [Anexo C] a maneira com a qual se trabalhou com o software
SIMULINK durante as simulagdes, mostrando o diagrama de blocos para uma das situagdes

de simulacdo
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Capitulo 5

Conclusdes e Sugestoes para Trabalhos Futuros

5.1 Introducio

Neste capitulo, resume-se os principais resultados da analise dessa dissertagdo. Algumas
conclusdes sobre o modelo proposto para o manipulador sdo apresentadas e discutidas.

Sugestdes para trabalhos futuros sdo dadas na Gltima segido deste capitulo.

5.2 Resumo das Conclusdes Sobre 0 Modelo

Esse estudo apresentou um modelo de manipulador flexivel formado por dois links e
duas juntas rotacionais, sem atrito, cujo movimento global pode ser entendido como um
movimento de um sistema hipotético rigido e um movimento flexivel dos links com relacdo a

esse sistema rigido movel.

Mostrou-se que € possivel trabalhar com as equacdes dinidmicas de movimento da
maneira mais genérica possivel, sem linearizagoes. Trabalhou-se também com um sistema rigido
nas mesmas condigdes do flexivel a fim de que comparagdes entre ambos pudessem ser

estabelecidas.

Além disso, o trabalho mostra através de uma conveniente parametrizagdo das equagdes
de movimento,que o sistema flexivel pode ser escrito matematicamente como uma extensao do
modelo rigido, e consequentemente o manipulador flexivel pode ser reduzido ao rigido com a

anulag@o dos termos relacionados a flexibilidade.

Esse procedimento foi estendido as simulagdes , € os resultados mostram a resposta do

comportamento do sistema.

Nota-se que, eliminando contribuigdes de flexibilidade devido ao coeficiente F, o sistema

continua respondendo praticamente como se fosse totalmente flexivel. De fato, uma simples
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observagdo das equagdes de movimento sugere esse comportamento, ja que esses coeficientes

sao representados por um numero menor de termos nas equagdes.

Deve-se notar tambem que as contribui¢des de flexibilidade para o sistema representadas
tanto pelos coeficientes em J, como pelos coeficientes em I'pequ, ,quando eliminadas fazem

com que o sistema tenha uma resposta que vai se aproximando daquela dada pelo manipulador

rigido.

E importante que se observe, entretanto, que os coeficientes em J também ndo possuem
tantos termos matematicos quando comparados com coeficientes em I jeuus. , mas ainda assim
apresentam uma influéncia relativamente significativa na resposta do sistema. Esses
coeficientes estdo relacionados com a inércia efetiva de cada link e também com o

acoplamentos de inércia entre os links.

Uma vez eliminadas as contribui¢des de flexibilidade relacionadas aos trés coeficientes
(J, F e I'penum.), @ resposta do sistema converge para aquela dada pelo manipulador rigido,

como era de se esperar.

A analise das equag¢bes de movimento tal como foi feita nesse trabalho permite um
monitoramento sobre cada parcela de contribuigdo para a flexibilidade do sistema. Pode-se
assim, pensar na possibilidade de se encontrar uma fronteira entre ambos os sistemas, rigido e

flexivel.

Pode-se também pensar em construir controladores que fagam compensagdes de efeitos
fisicos-que através das simulagdes foram considerados relevantes para a flexibilidade do
sistema- a fim de corrigir a resposta do elemento terminal do manipulador aos sinais de entrada

do sistema de controle.
5.3 Observacdes Gerais
Se a lei de controle requer mais que a medida das posi¢des angulares para efetuar as

corre¢des de movimento, faz-se necessario uma analise um pouco mais sofisticada para medir

as componentes flexiveis. Pode-se entretanto utilizar deste modelo para tal analise.
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Um estudo mais detalhado desse movimento planar € também possivel introduzindo-se

deformagdes e amortecimentos associados aos acionadores.

5.4 Sugestoes para Trabalhos Futuros

O trabalho apresentado nesta dissertagdo sugere varios problemas para investigagdes

futuras:

1-) Uma validagdo experimental deste modelo através de construg¢ao de um prototipo.

2-) Aplica¢ao da estratégia de controle proposta através de compensa¢des de efeitos

fisicos considerados relevantes para a flexibilidade do sistema.

3-) Estudar a possibilidade de associar ao modelo dindmico proposto, outras técnicas de

controle de manipuladores flexiveis, baseadas por exemplo em redes neurais.

4-) Estender o modelo proposto para representacdes de movimentos espaciais

considerando também deformagdes torsionais.

5-) Incluir um terceiro link no modelo, podendo este ser rigido ou flexivel.
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Anexo A: Modelagem Dinamica de Robé Rigido com n Graus de Liberdade.

Introducio

Nesse anexo procura-se esclarecer os detalhes da sistematica de obtencdo das equagdes
dinamicas de movimento de um manipulador rigido com n graus de liberdade. Utiliza-se o
formalismo Lagrangeano, o que implica na necessidade de se encontrar as energias cinética e

potencial do sistema.

Dessa forma, faz-se necessario o conhecimento dos vetores posi¢do e velocidade de um
ponto no manipulador, ¢ esse ¢ o primeiro procedimento a ser realizado. A partir desses
vetores pode-se escrever as energias cinéticas e potencial, e consequentemente o Lagrangeano.
Finalmente, sdo encontradas as equagdes de movimento a partir das equagdes de Euler-

Lagrange.
A-1 Velocidade de um ponto no manipulador

Seja 'r um ponto fixo e em repouso em um link i. Pode-se expressa-lo com relagao ao

i-ésimo sistema de referéncia - que € fixo ao link i - da seguinte maneira:

X

4

Vi

M
; {:(x,,y,,z,,l)T (A1)
[ 1]

L S—
r,=

1

Seja, também, °7, o mesmo ponto que foi descrito acima, mas agora escrito com relagao
ao sistema de referéncia da base. Se A, representa a matriz transformagéo que relaciona o i-
ésimo sistema de referéncia ao sistema de referéncia da base, entdo °r, esta relacionado ao
ponto 'r, por:
Y = B4 %p (A.2)
onde:

AL N - & ! (A3)
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Desde que o ponto 'r, estd em repouso no link i, e assumindo movimento de corpo

rigido, outros pontos ( tdo bem como o ponto 'r, ) que estdo fixos no link i e expressos com
relagdo ao i-ésimo sistema de referéncia, terdo velocidade zero com relagdo ao i-ésimo sistema

de referéncia, que nao é um referencial inercial.

A velocidade de °r, expressa no sistema de referéncia da base - que ¢ um referencial

inercial - pode ser expressa como:

o,y 9oy _d,
v:—bf_d;( ")_d( A r) (A4)
Mas;
d i ___‘i 0 i-1
Z(oAf ”)_dt[( 4,4 4) ]
Cog, ) o (0a Uy a). L) = a3
g A A ) ! dar' " “
Portanto,

d . i ; ; = ’
) :d_( "4, 'r) = %4,.'4,.%4,.."'4.. r,+°A,,'Az-2A3--- 4+ (A.6)

°A,. 4, A, A+ A, A, AT '+ A

i

Como ja justificou-se, ‘7 = 0 . Dessa forma,

1
v, :[ : cj!J ', (A7)
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- 8 °4
A fim de simplificar a notagio , vamos definir 1/ = g . (A.8)
[
J

Usando esta notacio, pode-se expressar a velocidade da seguinte maneira:

v, JZU, g T*'r, (A.9)
[ ; \;J

A-2 Energia Cinética

Uma vez que a velocidade foi obtida, pode-se agora encontrar a energia cinética. Seja T,
a energia cinética do link i, i = 1(1)n, expressa no referencial da base, e seja também dT; a

energia cinética de uma particula com um diferencial de massa dm no link i. Assim,

1
dT, = 5 (2> +p°+ 2*)dm (A 10)
ou ainda,
1
d?::—iTr(v v )dm (A.11)
Mas viu-se que:
[ 1
v, :LZUU q_,J 'y (A.12)
j=1

Substituindo, entdo na expressdo para dT; . tem-se

i

1
Z:% [Zuipqp r (Z(;” i 'r) TJdm (A.13)

Portanto,
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[ o 1
T 22U\ dm ') U 4,4, | (A.14)

p=1r=1

|
adl ==
2
Nota-se que, ¢, € independente da distribuicdo de massa do link i, e entdo, ao somar

todas as energias cinéticas de todos os links pode-se colocar a integral dentro dos parénteses,

como mostra-se abaixo:

T 1
r=lar-3m| X X0, (Fror amjul a4, (A15)
2 p=1 r=1
Sabe-se entretanto que:
o
i =|| s !:(x”y,,zr ) (A.16)
z!
1]
Dessa forma,
X x: yi x: z: x: -|
2 e
rr} rrT: xryr -y:' yr“: y: (A]?)

Portanto, a inércia de todos os pontos sobre o link i, denotada J;, podera ser escrita:

- Jamx?
I dmx, y,
_‘dmx: Z,
| Lz

Lembrando-se que:

f dm x; y,
Jam y?
fam y,
famy,

Vdmyx, z,
j dm y, z,
Idm .o
Jam:,

jdm X; |
Jam y,
Idm z,

Jam |

(A.18)
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i) os momentos de inércia sobre os eixos xy z sdo dados respectivamente por:

i) os produtos de inércia sobre os mesmos eixos, dados respectivamente por:

Loy=dy, = J.xydm ; I,=1_= _.xzdm s 1, =1, = _.yzdm

m m n

iii) e que as coordenadas do centro de massa sdo dadas por:

mx = dem 5 my = Jydm ; m

m m

tay
[l

T C—
g
S
=

fica facil notar que:

fetan= 141, 1)

E

Pode-se, portanto, expressar J; da seguinte maneira:

(—1,.+1,,+1.)12 I, F m %

- ., A e R m 7

i 1.‘.: I}.:’ ( !.cx + ]_V"l’ = IIZ )!‘r 2 nr: E-;
- mi i:a m: j;: mz E; m; -

Consequentemente, a energia cinética total sera dada por:

(A.19)

(A.20)

(A21)

(A22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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] i

'-:%m > X |w(u, Ur)d,4.| (A26)

=L r=l

A-3 Energia Potencial
Se Vi denotar a energia potencial do link i de um robd manipulador, entio:
V,=-mgF=-mg(°4 F) (A.27)

Portanto, pode-se obter a energia potencial total somando para todas as energias em

cada link. Dessa forma, a energia potencial total V, ¢ dada por:

=
a3

V=2V=2 -mg(4 ) (A.28)
onde:

g=(8«,8,8 ,0) ¢umvetor linha expresso no sistema de referéncia da base.

T = € o vetor centro de massa do link 1 expresso no i-ésimo sist. de referéncia

2N =

%]
5 |
||
1% |
[1]

-—

A-4 O Lagrangeano

Tendo sido obtidas as energias cinética e potencial, pode-se agora facilmente escrever a
fungdo Lagrangeano, que ¢ simplesmente a diferenga entre essas duas quantidades, ou seja, L
=T-V.

Portanto,
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|7 (v, 7, UL) 4,4.] + X om gl 4, 7) (A29)
i=l1
A-5 Equacées de Movimento

A aplicagdo da formulagio de Euler-Lagrange a fungdo Lagrangeano encontrada,
fornece diretamente os torques generalizados 7, necessarios para que os atuadores
posicionados nas respectivas juntas possam mover os respectivos links.

A equagdo de Euler-Lagrange a ser utilizada - como um reforgo a mengao ja feita na

se¢do 2.2.1 - tem a seguinte forma:

1
J— e p=1()n (A.30)

Deve-se portanto, calcular cada uma das derivadas que compdem essa equagio. Para que
nao se perca de vista o objetivo principal com tantos calculos a serem feitos, as derivadas serio
calculadas individualmente.

Ja foi definido que:

o A

__— d
L'u T e
s !\lr

Com essa definigdo pode-se notar que o Lagrangeano escreve-se também como:

o 2 ]
err

=1 j=1 k=1

7 é°4Y) 1 &
- L J ‘

(5
l\ dq a4, Jti; ch+ 2m g4, 7)) (A3

b |

AL
aq

Calcula-se, entdo, primeiro a derivada
r
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L 13y FH( 27 4, }[é’"A,T\]' ]
e = 5 . i
qp 2 i=1 j Ik:l‘\ k(?qj qup ! (?{h )qJ qj:J
lni:'r ((?{)A ((320/1 \T\ -I
+ = Tr =Ll == |4 @ i+ 5
23 o l’:lL L ’q, Lé‘?qﬂ Eqij JqJi q‘tJ A 32)
(o
+ ‘7
- m, KL dq, 7
Lembrando-se que:
Tr(A.B") = Tr(B . A") (A.33)

E, lembrando-se também que podemos trocar as letras que representam os indices de

é L . )
ode ser escrita da seguinte
P P gu
q,

soma (pois sdo somente indices), a expressdao para

maneira:
el Wi rTl( g d J[(:JDA‘TL} 1+im ((?OA’ ’) (A 35)
- = L T 1 m q :g i d
oq, -1 m-1k IL \29q, a4, 24, ) kJ 1=p L(?‘Ip J
. A
Calcula-se agora, a derivada parcial i
(&
g

r

te il ((9“,4 4 "'\ﬂ 1 ',r,_(c?"A, (54
— = — | | = lg, |+— Tr & L J
aqp 2l 1 k- IL koq aq& ) J 2 i=1 ,.f=|[_ (9Q: C?qp

)
)% |

(A36)
Trocando-se, na expressdo acima, os indices de soma convenientemente e fazendo valer

a relagdo (A-33), obtém-se:

(o) |
24, J‘L(?q J q*JJ wan
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— J - : ! 3 38"
e HI_TrL s g qu (A38)
[ o1 ]
Resta, agora, calcular %L j(; J
irﬁ1_i ) ’Ir:r( 4, (o)) ﬂ A39
il ,qPJ‘d 22 rtéq& ﬁqp”qkﬂ (A.39)

Utilizando mais uma vez a relagdo (A-33), e também a regra do produto para derivagao,

d 4 ﬁL_I d inte fi
- — seguin ;
pode-se escrever &\ 24 J a seguinte forma

r

dl oL & f[r(é"’Al. ((9['/41;\?"\‘_1
al g, | B &5 ) Ja )
ool (o (oY)
22 ,,,._.JL”U% o0, "\ g, ) Jude ]t A0
5 5[0 (2 (52 oo
e o | r\&qpéq . 4q, )qkqu

Uma vez que todas as derivadas foram calculadas, pode-se finalmente escrever as
equagdes de movimento. Faz-se isso, € as equagdes sdo escritas com as seguintes substitui¢des
ja realizadas:

é A

L

aq, "’

i-) volta-se a notagdo para U, =

ii-) também, baseando-se na definicdo mostrada pelo item i, fica facil notar que:
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e ou
! — - = )r
ﬁql’ ﬁqm (?ql [

Jmk

iii-) e, os indices de soma serdo reescritos como i, j, k simplesmente por serem mais

usuais

Dessa forma, as equagdes de movimento escrevem-se como:

,4:%[“} OL_$ S0 (v, U) 4] +

)
("q; , =1 k=1

. ZZE[Tr o J, UL) 44 4 (A41)

J=t k=1 m=1
~Ymeu, T

para 1= 1(1)n

A partir da apresentacdo da sistematica de obtengao dessas equagdes de movimento para
um manipulador rigido com n graus de liberdade, fica facil tratar o problema de um
manipulador com dois links rigidos constituido de duas juntas rotacionais, caracterizando assim
dois graus de liberdade, apresentado no item 2.2.2 do capitulo 2.As equagdes para esse caso
sao apresentadas com seus termos parametrizados de forma conveniente visando a realiza¢io

de simulagdes e comparagdes com o manipulador flexivel que s3o apresentadas no capitulo 4.
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Anexo B - Cilculos manuais de obtengio e parametrizacio das equacdes de

movimento para o sistema flexivel.

Introducao:

Apresenta-se neste anexo uma copia das folhas originais onde foram desenvolvidos os
calculos manuais que permitiram a obtengdo e parametrizagdo das equagdes dindmicas de

movimento para o manipulador flexivel tratado no capitulo 3.

Evidentemente, as folhas onde foram desenvolvidos esses calculos possuem rasuras que
se justificam pela pesada tarefa de trabalhar analiticamente com equagdes tdo
extensas.Entretanto, com o proposito de reafirmar a veracidade do trabalho, as copias sdo

feitas sem que haja uma preocupag¢do no sentido de passar as folhas a limpo.

E importante ressaltar mais uma vez que a tentativa de se utilizar softwares de
computagdo algébrica ndo apresentou resultados convenientes, pois com o objetivo de
apresentar as equagdes do manipulador flexivel como uma extensdo do modelo rigido, exigiu-

se um tratamento dedicado na manipulagio algébrica das mesmas.
Dessa forma, a apresentagio ¢ feita obedecendo a seguinte sequéncia :

e apresenta-se primeiramente as derivagdes que se fazem necessarias na obtengdo de
cada uma das seis equagdes pelo formalismo de Lagrange.

e em seguida, apresenta-se algumas sucessdes de passos de manipulagdo algebrica
possibilitando uma certa compactagdo das equagdes,

o finalmente, a apresentacdo da parametrizagdo com seus coeficientes que também foram

mostrados digitados no capitulo 3.

B-1 Apresentacao das derivagoes
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1" equaciio de movimento:
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B-3 Forma final das equacies de movimento com seus coeficientes
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Anexo C : Apresentaciao da forma de trabalho com o software Simulink

Introducio

O objetivo deste anexo € apresentar a maneira com a qual se trabalhou com software

SIMULINK durante as simulagdes que forneceram os resultados mostrados no capitulo 4.

E apresentado uma tGnica situa¢dao de simulag¢@o, pois todas as outras tém caracteristicas
similares, sendo apenas acrescentado ou retirado alguns blocos, dependendo da situac¢do a ser

simulada pois os blocos representam termos matematicos das equagdes de movimento.

A situacao que foi escolhida para ser mostrada € aquela em que o sistema esta acoplado
com carga na extremidade e o manipulador considerado rigido. E importante notar que como
as equagdes do sistema flexivel foram escritas como uma extensdao do modelo rigido, o seu

diagrama de blocos deve ter acrescidos os termos devido as contribuigdes de flexibilidade.

Assim sendo, a folha seguinte mostra o diagrama de blocos compactado responsavel pela
simulagdo das equagdes de movimento da situagdo escolhida para ser mostrada. As demais

folhas trazem o que se encontra dentro de cada bloco compactado.
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