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Resumo

As maguinas rotativas sdo submetidas a muitos efeitos dindmicos. Em certas
situarbes ¢ desejavel reduzir os niveis de vibra¢io de vma méquina para que nio haja
danos na estrutura que a suporta, para melhorar sua performance, oun ainda para redugir
os nivels de rufdo.

IEste trabalho trata do estudo da introdugio de amortecimento passivo em
méquinas rotativas com a finalidade de reduzir seus nivels de energia armazenada, e assim
reduzir seus niveis de vibragdo. E feita uma andlise dos critérios existentes para sistemas
ndo rotativos e escolhe-se um destes para ser adaptado a sistemas rotativos.

Durante o trabalko procura-se determinar como os pardmetros fisicos da es-
trutura influenciam o valor do amortecimento a ser introduzido, e qual o comportamento
do sistema sob o efeito deste amortecimento, através da andlise da variagdo da energin
armazenada em fun¢iio do tempo e da resposta no dominio do tempo. No final é sugerida
uma solugdo para um problema real: um sistema excifado por forcas de desbalanceamento.
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Abstract

Rotating machines are subjected to many dynamical effects. In certain situa-
tions it is desirable to decrease the level of vibration, so that the structure that supports
it will not be damaged, to improve the performance, or to reduce the noise.

This work deals with the study of the introduction of passive damping in
rotating machines with the purpose of reducing its energy levels, and therefore decrease
its vibration levels. An analysis of the existing criteria for non-rotating machines is done,
and then one of these is adapted to rotating systems.

During this work it is determined how the physical parameters of the svstem
affect the value of danping to be introduced and the behaviour of this system under the
affect of this damping, by looking at the variation of the stored energy and the response in
the time domain. At the end a solution for a veal problem is suggested: a system excited
by unhalance forces.






Simbologia Utilizada

[M]e [M] - matrizes de massa ou de inércia
[C] - matriz de amortecimento

|G] - matriz giroscopica e matriz de posicionamento alterada dos amortecedores
[K] - matriz de rigidez

[U] - matriz modal

[1] - matriz identidade
[R] - matriz de receptincia
[

D} - matriz de amortecimento escrifa nas coordenadas modais no sistema ndo amor-
tecido

sy

C] - submatriz de [C'] que contém apenas os graus de liberdade onde foram introduzidos
amortecedores

[L] - matriz de posicionamento dos amortacedores

[A] - matriz de estado e matriz diagonal com as constantes de amortecimento
0% - matriz diagonal com as freqiiéncias naturais do sistema ndo amortecido
[P] - matriz solugdo da equagdo de Liapunov

[Ral. [Rp] e [R,] - matrizes de rotagio em torno dos eixos 2, y e z, respectivamente
[H] - matriz do funcional de otimizacdo

{a} - vetor de deslocamentos no referencial inercial

fg} - vetor de deslocamentos modals

{z} - vetor de estado das coordenadas modais no sistema néo amortecido
{F{1)} - vetor de forgas externas

{u}, {a}, {a} e {V} - vetores constantes

{b}1 - vetor que indica o decaimento da resposta transients



o), B(1), 1(1), welt) & v, (1) - coordenadas de deslocamentos angulares
z ey - coordenadas de deslocamento linear

E(t) - energia total aramazenada no sistema

E.{t) - energia cindtica do sistema

£2p(%) - energia potencial do sistema

g, s, Jr e J. - Tuncionais de otimizagio do amortecimenio
$, A e w - antovalores e freqiiéneias naturais

t - tempo

¢ - constante de amortecimento

¢ - coeficiente de amorfecimenio

¢; ; - elemento 1 do auntovetor j

Mp e m - massa do disco

Myr - massa do mancal

I - momento de indrela franversal do disco

£, - momento de inércia polar do disco

I - momento de inércia de drea do eixo

{1 - velocidade de rotagao

¢ - distdncia entre os centros de massa ¢ geométrico do disco
¢ - valor otimoe de amortecimento

K, e K, - constantes de rigidez

N - ntimero de graus de liberdade

Re(z) e I'm{x) - partes real e imagindria de «

le] - modulo de

cov{x} - covaridneia de z

E{z) - esperanca de ¢

T+{[F]) - trago da matriz [P]

max [z} - elemento de méximo valor de 2
k

|
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Capitulo 1

Introducao

O estudo das vibractes mecéinicas trata do movimento oscilatorio dos siste-
mas mecinicos e de suas causas ¢ efeltos. Para que wm sistema mecinico apresente esie
movimento oscilatdrio sdo pecessdrios no minimo dois elementos armazenadores de energia
- yma massa que armazenard a energia cinética, e um elemento eldstico que armazenars a
energia potencial. Pste sistema oscilatorio simples pode também estar sujeifo & resisténcia
do ar, ao efeito de forgas de atrito, ou sob a agio de amortecedores. Este tipo de resisténcia
a0 movimento é chamada de amortecimento, e um sistema sob estas condigbes é dito um
sistema amortecido. Este sistemna pode ainda estar sujeito & acio de forcas externas pe-
riddicas, por exemplo o desbalanceamento de um disco, ou aperiédicas, como por exemplo
um choque externo, Este sistema agora sob a acdo de uma excitacdo externa é chamado
sistema externamente excitado, e sua resposta a excitagio ¢ dita resposta for¢ada.

Em geral as vibragdes mecdnicas produzem, ou sdo acompanhadas de efeitos
gque podem ser indesejdveis. Exemplos destes efeitos sdo os ruidos, e as tensbes internas
a0 sisterna gne podem danifici-lo. Forcas de grande magnitude podern ser {ransmifidas
aos suportes on partes adjacentes da estrutura. Uma estrutura real pode possuir formas
de vibrar e disposigio de suas partes bastante complicadas. No enfante é quase sempre
possivel representar a estrutura real por wm sistema stmplificado, composto de elementos
bisicos tais como massas, molas e amortecedores. Este sistema é chamado de sistema
aquivalente, Os valores dos elementos de massa, rigidez e amortecimento equivalentes sio
calculados por exemplo através de um balango da energia total do sistema, ou através da
andlise das forgas atuantes nesta estrutura.
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A construgio destes modelos matemadticos objetiva a andlise ou previsio do
comportamento dindmico das estruturas por eles representadas, e é de fandamental im-
porténcia em varias dreas da engenharta. Nas ilfimas duas décadas tem-se observado um
grande aumento do nlmero de estruturas flexiveis na engenharia. O motivo deste aumen-
to foi a necessidade de se construir estreturas mais leves, principalmente nas inddstrias
aeroespacial e de automacio. No entanto o aumento da Hexibilidade destas estruturas
torna mais complexa a descrigio de seus movimentos, m geral 0 que se deseja € o poder
de controlar o estado de vibrar destes sistemas de acordo com as necessidades.

No inicio da década de 70 comecaram a surgir trabalhos que procuravam
estabelecer critérios pelos quais se determina o quao controlivel é um determinado sistema
e também como controld-lo ({1}, {2], [3], [4], [5]). Como pode-se notar ao se estudar
estes trabalhos, a maloria deles procura controlar a estrutura através da introdncdo de
excitadores externos e de sensores que informam o estado atual da estrutura e realimentam
s maliha de controle. Existem também trabalhos que objetivam a redugdo dos niveis de
vibra¢io da estrutura, e para isto se utilizam da introdugdo de amortecedores no sistema
({9], [10}, [12], [13]). Esta dissertagdo situa-se neste fltimo grupo, procurando, através
da introdugao de amortecedores passivos, reduzir os niveis de vibragac de nma miquina
rotativa.

O presente trabalho é uma extensio do trabalho gue vem sendo realizado pelo
Prof. Dr. P. C. Miiller e seus assistentes, Dr. Metin Giirgdze e Iir. Joseph Bajkowisk, na
Universidade de Wuppertal, Alemanha. O Prof. P. C. Miiller iniciou no ano de 1988 um
estudo sobre a introducio de amortecimento passivo e sistemas mecanicos nio-rotativos.
Seu objetive é estudar como e onde infroduzir amortecimento em um sistema de forma
que a energia instantinea armazenada no sistema seja a minima possivel. A introducio
de amortecimento em wm sistema mecdnico com 2 finalidade de reduzir os niveis de vi-
bracio ao minimo no menor espaco de tempo possivel, conduz a wina soluclo trivial que
é amortecimento infinito, logo procura-se minimizar a energia armazenada no sistema, e
conseqiientemente os nivels de vibragio do sistema. Esta dissertaco tratard do estudo da
introducio de amortecimento passivo em sisternas rotativos, tals como turbinas, com o ob-
jetivo de reduzir os seus nivels de vibracBo através da minimizagho da energia armazenada
no sistema devida aos seus movimentos vibratdrios.

Na investigagio do comportamento dinfdmico de sistemas rotativos depara-se
com efeitos giroscdpicos que em geral s3o favordvels, mas que também podem ser prejudi-
ciais 2 operagao do conjunto eixe/rotor/mancal. A presen¢a do efeite giroschpico faz com
que as freqiiéncias e os modos naturals da estrufura passem a depender da velocidade de
rotagdo do rotor. Logo & de se esperar que o valor obtido para o amortecimento dependerd
desta velocidade de rotacio.



i
Eete trabalko é dividido em 4 etapas:

- A primeira, contida no capitulo 2, trata do levantamento bibliografico e da anélise
de algnns trabalhos existentes sobre o tema. No final é escolhido o critério a ser
adotado.

- Na segunda. etapa, contida no capitulo 3, sdo estudadas as modificagbes a serem in-
troduzidas no critério escolhido para que este se adapte ac estudo de sistemas
rotativos, B dada uma atengio especial na maneira de se escrever a energia arma-
zenada em um sistema rotativo, necessaria para a solugdo do critério escolhido.

- Na terceira etapa, capitulo 4, s80 analisados modelos simples de sisternas mecénicos
com a finalidade de se obter solugbes analiticas para o valor do amortecimento a
ser introduzido, ou curvas que mostrem a influéncia de certos pardmetros fisicos
do sistema sobre este valor de amortecimento.

- Na quarta etapa, descrita no capitulo 5, é estudado am problema real. Uma bancada
de testes exiztente no Departamento de Projeto Mecanico é representada por um
modelo de 6 graus de liberdade. Ista bancada de testes atualmente nac pode
ser colocada a girar em velovidades acima da terceira velocidade critica devido
posgivelmente a uma excitagdo de desbalanceamente. Logo, procura-se determinar
o valor 6timo de amortecimento a ser introduzido no mancal desta bancada de
forma a minimizar a energia armazenada no terceire modo natural de vibrar desta
estrutura.

Finalmente apresentam-se alguns passos a serem dados no futuro, como ex-
tensao deste trabalho.



Capitulo 2

Revisao bibliografica

2.1 Imntrodugao

Foram estudados virios trabalhos publicados nas duas dltimas décadas sobre o
terna em estudo, A majoria enfoca o problema do posicionamento 6timeo de amortecimento
sob o ponto de vista das téenicas de controle, objetivande a introducio de amortecedores
ativos no sistema. {[1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] & [8]). Estes trabalhos tratam o problema
através de critérios que envolvem os parametros de controlabilidade e observabilidade
do sistema. Desde que o propdsito deste trabalho é o de procurar uma solucio para o
problema de controle dos nivels de vibracio de maquinas rotativas através da intredugio
de amortecedores passivos, esta classe de critérios nio serd analisada.

Alguns trabalhos buscam a solugio para o problema de otimizagdo de amor-
tecimento através de técnicas aplicavels tanto aos casos de introducio de amortecimento
passivo como o de amortectmento ativo, Estes trabalbos utilizam critérios variados de
escalba do étimo. Wang e Pilkey [9] utilizam um método otimizado de alocacio de polos
que dispensa a solugao do problema de autovalores do sistema amortecido. Kanianthra e
Speckhart [10] o fazem pré-estabelecendo os fatores de amortecimento desejados para cada
modo natural de vibragio, e entdo resolvemn um sisterma de equagbes para as incdgnitas
de amplitude e posicionamento dos amortecedores. Ross e Inman [11] procuram otimi-
zar o amortecimento através da andlise do tempo de decaimento da resposta transiente
do sistema. E finalmente, Miller e Gilirgbze {[12] e [13]} o fazem através de um critério
guadratico de minimizacio da energia total armazenada no sistema.

O modelamento é sempre feito suponde gue o amortecimento seja do tipo
viscoso e passivo. No caso de se desejar introduzir amortecedores ativos, pode-se considerar
este amortecedor passivo como sendo o conjunto de um sensor de velocidades e um atuador
mecanico de atnacio caracteristica proporcional as velocidades; o que o torna equivalente
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a um amortecedor passive de caracterfsticas variaveis.

Eistes quatro critérios sio analisados e cornparados a seguir. A menos que se
indique, todas as informacoes mencionadas na descri¢do de cada método encontram-se no
respectivo trabalho publicado, referenciados no final desta dissertacio.

2.2 Estudo do trabalho de Wang e Pilkey

2.2.1 Imtroducio

Neste trabalho o problema do posicionamento 6timo de amortecedores para o
controle ativo de vibraches de estruturas espaciais é investigado. O posicionamento dtimo
do amortecedor é definido como sendo a posigdo onde um fator de amortecimento (£)
méximo pode ser alcangado para um modo de vibrar em particular. T desenvolvida wma
formulacio que dispensa a solu¢de do problema de auntovalores do sistema amortecido e é
apresentado um critério de escolha do posicionamento timo do amortecimento baseado
no estudo do efeito da introdugio de amortecimento sobre os autovalores do sistema.

Os amortecedores sao cousiderados como sendo o conjunto de um sensor de
deslocamento e wm atuador de forcas localizados no mesmo lugar. Assunindo que se
pode ignorar o comportarento dindmico do sensor e do atuador, e que a for¢a do atnador
& proporcional & velocidade, entdo ndo hd diferen¢a entre um amortecedor ativo e um
passivo.

2.2.2 Descrigao do método
Assume-se que a estrutura ndo amortecida pode ser descrita por wm modelo

discreto de N graus de liberdade, governado pelo seguinte sistema de equagdes diferanciais
de segunda ordem:

(M2} + K e} = (D)} (2.1)

onde:

{z} é o vetor de deslocamento das coordenadas do sistema,

[M] é a matriz de massa,
— {K] & & matriz de rigidez, e

— {f} é o vetor de forgas externas.
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Para vibragtes lvres o vetor {f(¢)} é nulo.

Suponha agora que n, amortecedores (n. < N} sejam introduzidos desacopla-
damente em n. graus de liberdade. Entao a equagio para vibragGes livres torna-se:

[M]{&} + [CHe) + [K]{=} = {0} (2.2

onde [{] € a matriz de amortecimento com todos os elementos iguais a zero, exceto os
elementos £y, ;, da diagonal que sdo as constantes dos amortecedores introdnzidos nos
Fi~ésimos graus de liberdade,

A solugdo da equacdo (2.2) tern a forma geral:

{z} = {u}e* {2.3)

onde 5 € 0 autovalor do sistema nio amortecido, {u} & um vetor de constantes, e ¢ é o
fempo,

A fim de obter uma formulacic eficiente para o problema de autovalores a-
mortecidos, os amortecedores adicionados ao sistema serdo tratados como pseudo-forgas,
ou seja, sao deslocados para o lado direito da equacio (2.2). Substituindo (2.3} em (2.2)
a rearranjando tem-se:

(s [M] + [K]) {u} = =5[] {u} (2.4)

on,

{u} = —s[R][C]{u} (2.5)

onde: S

(B) = ([M]+[K]) (2.6)

& a matriz de receptincia do sistema ndo amortecido.

Agrapando os termos do vetor {u} e das matrizes [C] e [ R} referentes ao graus
de liberdade onde foram introduzidos os amortecedores obiém-se:

yy

= Wy

=9 (2.7)

uj The



g, 0 0
6 ¢ o8
=] 1 - : (2.8)
. _ o
00 e |

e
(B} = n, X n, submatriz de [B] onde }"Z,;,,;: = R, i,

Agora {u}, [C'] e [R] sdo escritas na forma:

W
w={ {3}

1= [ ] [ﬁ% ] (2.9)

onde {7}, [X], [Y] e [Z] s@o as parcelas do vetor {u} e da matriz [R] correspondentes aos
graus de liberdade onde nio foi introduzido amortecimento.

Usando (2.9}, {2.5) pode ser reescrita como:
{a} } [ [R] [X] ] [ €] [o] } { {1} } -
. = -5 R . o . {210)
{ {7} 1 2o prjdm
As primeiras n, equagoes de (2.10} s3o0:
{u} = —s[R)[CHu} . (2.11)
Conseqitentemente a equacio caracteristica do sistema é obtida de:

det (1] + s[B)ICT) = 0. (2.12)
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Os elementos da matriz [B] podem ser calenlados usando a sua representacio
especiral [9], {eq. 2.13).

D1 .
B; 2.1
k= ZGZ Er (2.13)
onde:

—~ wy é a freqliéncia natural do I-ésimo modo do sistema ndo amortecido,

~ ¢y € o elemento ¢ do antovetor do modo I, e ¢y, é o elemento & do auntovetor do
modo i, e

— (1 6 a massa generalizada do I-ésimo modo = {¢} [M] {1}

Quando o limite superior da somatéria (n) for igual ao nimero de graus de
liberdade do sistema {N), os elementos da matriz [R)] sdo computados de forma exata por
(2.13). Se n < N, (2.13) fornece nma representagio truncada de [R].

Para o caso especial de se introduzir apenas um amortecedor no sistema, no
gran de liberdade j, a equagdo {2.12) se reduz a

(1+sRrze)=0 (2.14)
ou usando a representagio espectral de Kyt

, N 2
LR Y

f=1

=9 . (2.15)

Para valores dados do amortecimento ¢, a equagae {2.15) pode ser resolvida
para os autovalores s do sistema agora j4 amortecido. Para o case geral de existirem
varios amortecedores, a equagio (2.12) deve ser resolvida para os autovalores do sistema
amortecida.

Resumindo, o méiodo consiste em adicionar um amortecedor por vez em ca-
da gran de liberdade j e, variando sua intensidade, estudar sew efeito sobre as novas
freqiiéncias naturais do sistema amortecido, resolvendo a equagio (2.15). Come as curvas
de fator de amortecimento constante £ sdo retas no diagrama. de Nyquist [9], pode-se deter-
minar facilmente os pontos de intersecgdo entre as trajetdrias e estas retas. Quando estas
retas tangenciam as trajetdrias dos autovalores no diagrama de Nyguist, de acordo com
o critério, o amortecedor estard olimamente localizado e com amplitude também Stims
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Figura 2.1; Diagrama de Nyguist - otimizaco do segundo modo

para o mode em estudo. Na figura 2.1 encontra-se um exemplo extraide do trabalho de
Wang e Pilkey [9] para a otimizacio do segundo modo de vibrar de uma viga, onde o valor
Stimo obtido para o fator de amortecimento é £ = 0.05.

2.2.8 Comentarios

A solugdo apresentada restringe a solugdo a sistemas onde se coloque amar-
tecedores de maneira desacoplada nos graus de liberdade, sem levantar a hipdtese de um
amortecimento que acople alguns graus de liberdade. Este método fornece solugio apenas
para matrizes de amortecimento diagonais, o que levanta a divida sobre a possibilidade
da existéncia de um outro critério gue fornega resultados melhores.

Para ser utilizado em sistemas rotativos, o gue pode ser feito é a solugdo
do problema de autovalores para virios valores de amortecimento, obter o diagrama das
trajetorias das raizes e entéo usar o método sobre este diagrama.



13
2.3 Estudo do trabalho de Kanianthra e Speckhart

2.3.1 Imtroducao

O meétodo apresentado neste trabalho descreve os procedimentos pelos quais a
localizagdo e a amplitude do amortecimento sdn encontradas para pré-determinados fatores
de amortecimento em todos os modos principais.

E sabido que as equagdes de movimento para sistemas lineares ndo amortecidos
podem ser desacopladas através de uma tramsformacio ortogonal utilizando-se a madriz
modal do sistema. Para sistemas amortecidos onde os métodos de andlise modal néo
sao facitmente utilizados, é pratica comum usar a transformagio modal do sistema nac
amortecido e ignorar os termog de acoplamento do amortecimento [10]. O propdsito deste
trabatho é o de apresentar nm método pelo gual os valores de amortecimento e suas
Jocalizaghes podem ser determinados especificando-se os fatores de amortecimento dos
modos principais do sistema ndo amortecido.

2.3.2 Descrigao do método

As equagdes de movimento para vibragoes livres de um sistema mecinico com
amortecimento viscoso ¢ N graus de liberdade sdo {eq. 2.2).

(M]{E} +[C]{e} + [K]{z} = {0}

As matrizes de massa, amoriecimento e rigidez na equacao (2.2}, ([M], [C],
[ K} respectivamente, sdo simétricas e positiva definidas para wm sisterna positivo definido
([15], [16]). Desde que a matriz de amortecimento [C] é real e simétrica, & geralmente
possivel decompd-la como:

(€] = (L}{A][L]" (2.16)
ande:

~ [A] & uma matriz diagonal contendo os valores desconhecidos das amplitudes dos
amortecedores.

~ [I] & chamada de matriz de posicionamento, & contém certos pardmetros arbitra-
rianmente escolhidos do posicionamento dos amortecedores.
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Seja:

{2} =[U]{g} e {&} = [U]{¢} (2.17)

nma transformacao que passe as coordenadas {2} da equagio {2.2) para as coordenadas
principais {¢}. Pode ser mostrado que {U] é a matriz modal, e que tal transformagio
desacopla as equagdes do problema de vibragdo livre néo amortecida. Em outras palavras,
as mairizes de massa e rigidez generalizadas da equagio (2.2) serfio diagonalizadas.

Define-se a funcio de dissipagio de energia £ como [10}:
1 * LA 1 e : 3 £
B=5 303 Cighidy = 5 {#) [C1a} - (2.18)
i

Seja [D] a matriz de amortecimento transformada nas coordenadas {g}. A
matriz [ D] € diagonal e contém a porcentagem desejada do amortecimento critico em cada
nm dos modos principais, Deve-se observar que esta hipétese restringe a solugdo & matrizes
de amortecimento do tipo proporcional.

] mlcf-_lwl 9 Ve e 0 ]
0 :
[D] =2 : : (2.19)
0
i 0 R | R T S

onde m;, & e w; sio respectivamente a massa generalizada, o fator de amortecimento e a
freqiiéncia natural ndo amortecida do modo 4.

A funcio de dissipagdo de energia nas coordenadas {g} é expressa por:
T T e . .
E= 5 3 Digisds = 5 017 [D){d} (2:20)
o

Como as funces de dissipacio de energia das equacdes (2.18) e (2.20) devem
ger iguais,

{#37 [CHa} = {¢3" [P {4} . (2.21)

Substituindo (2.16) e (2.17) em (2.21) tem-se:
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{3 01 (L[ (21 (U1 Hg} = {9} (D1

de onde

[y (L) {412 U] = (D] (2.22)

ou ainda, considerando (2.16}

[C] = (AL = o] (D] [ (2.23)

onde a matriz de amortecimento [C] estd decomposta segundo a equacio (2.16) e a matriz
[L] serd wma matriz retangular ou quadrada dependendo do nimero de amortecedores
usados no sistemna.

Se [L] for uma matriz ndo-singular , entdo {4)] & obtida pela pré-multiplicagio
¥ §
por (]! e pela pés-multiplicagio por {£}7 em ambos os lados da equacio (2.23). Logo,

1

(Al = P ety (2.24)

A matriz [ 4] obtida da equacdo (2.24), nesta etapa, em geral sexd uma matriz
cheia que é reduzida a uma forma diagonal pelo método descrito a seguir. Se {L] é uma
mairiz retangular com posto completo, e [I] [L]T & regular, a inversa generalizada de
Moore-Penrose [10] de [L] pode ser usada para resolver a equagio (2.23) para {4}, e para
este caso:

_T—i

= (@ ) o it ey w.e o e

Para a decomposigiio da matriz [A] segundo a equagdo (2.16) onde [A] é dita
uwma matriz diagonal com o nimero de amortecedores maior que a ordem da mafriz [, [L]
nio terd posto completo. Como [LLT} paderd ser singnlar, a equacdo (2.23) ndo poderad
ser utilizada. No entanto a equacio {2.24) ainda pode ser nsada desde gue o nimero de
coeficientes a ser determinado sejs igual & ordem da matriz [C]. Isto significa que se o
nimero de amortecedores & maior do gue o nimero de graus de liberdade, os amortecedores
gue excedem a ordem da matriz [C] devem ser pré-fixados.
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Como esta dissertagéo tem por objetivo procurar solugies simples que alterem
o minimo possivel o sistema original, esta possibilidade de existir um nimero de amortece-
dores malor que 0 nimero de graus de liberdade ndo serd abordada, embora vma solucio
exista e esteja detalhada neste trabalho em estudo.

A matriz [4] obtida através da equagdo (2.24) pode ser uma. matriz cheia. Se
a matriz [A] é positiva definida, entdo ela possui uma tnica decomposicio [10] do tipo :

=0 o] (2] (2.26)

onde [L'] é wma matriz triangnlar inferior com diagonal unitéria e [C1] é nma matriz
diagonal. Tal decomposicio é conhecida como decomposicio de Cholesky {21]. A equagio
{2.16) pode agora ser escrita como:

1= Al = 2] o] 2]t = e e (2.97)

onde [G] = [L] [21].

A matriz [G] € a matriz de posicionamento modificada. Uma comparagdo
terme a termo entre [G] e a matriz [1] inicial leva & determinagio do posicionamento
dos amortecedores, e a comparacdo termo a termo entre as matrizes [C*] e [A] leva as

amplitudes dos amortecedores,

Resumindo, os passos para a aplicacio deste método sao:

—~ 1 . Introdugir o nimero desejado de amortecedores no sistema e montar a matriz
[C'] de amortecimento correspondente, escrevendo-a em funcdo das incdgnitas de
posicionamento dos amortecedores.

— 2 - Decompor a matriz [C] segundo a equacdo (2.16).

— 3 - Resolver o sistema ndo-amoriecido e obter a matriz modal.

— 4 - Determinar a matriz [1] desejada, e dando valores arbitrérios para os parametros
de posicionamento dos amortecedores, resolver a equacio (2.24) para a matriz [A].

~ 5§ - Calcular a decomposicio da matriz [4] segundo a equagdo (2.25) ¢ calcular a
mattiz [] segundo as equagbes (2.26) o (2.27).

— 6 - Comparar a matriz [(G] obtida no passo anterior comn a matriz [L] original (com
termos algébricos) e determinar o correio posicionamento dos amortecedores. B
comparar a matriz {C*] com a matriz [A] e obter as amplitudes dos amortecedores.
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2.3.3 Comentarios

A vantsgem deste método ¢ a possibilidade de pré-fixar o fator de amor-
tecimento desejado em cada modo possibilitando o controle de modos especificos, Sua
desvantagem ¢ a necessidade de montar a matriz de amortecimento [C] a partir do posi-
cionamento arbitrario dos amoriecedores e realizar sua decomposicio segundo a equacio
(2.16). Como nesta etapa a matriz ['] contém as incdgnitas de posicionamento dos amor-
tecedores, esta decomposicio pode nio ser tdo trivial. O {ato de desprezar os termos de
acoplamento da matriz de amortecimento [D] implica em assumir que o amortecimento a,
ser determinado € do tipo proporeional, o que geralmente nfo ocorre em sistemas rota-
tivos. B ainda, os valores dos fatores de amnortecimento sdo arbitririos , ou seja, o fator
de amortecimento Otimo serd encontrado através de um processo iterativo de tentativa e
arro.

Este método é de diffcil adapta¢io para sistemas rotatives, ja que a matriz
giroscdpica nao pede ser diagonalizada pela transformacao modal do sistema no amorte-
cido.

2.4 Estudo do trabalbho de Ross e Inman

2.4.1 Introdugao

Neste trabalho é derivada uma expressio para o tempo de decaimento de um
sistema sub-amortecido de varios graus de liberdade. Esta expressio é uma generalizacio
da expressdo comumente utilizada para sistemas sub-amortecidos de um grau de liberdade.

O tempo de decaimento de um sistema é definido como o tempo necessario
para que a envoltdéria da porcdo transiente da resposta do sistema cala do valor jaicial
para uma fragio deste valor.

A determinacéc da expressdo para o tempo de decaimento de nm sistema
de vérios grans de liberdade requer trés passos. Primeiro, € determinada a expressio
da porgio transiente da resposta do sistema. Segundo, determina-se a expressio da en-
voltéria da resposta transiente. Finalmente, o tempo de decaimento é caleulado a partic
da expressio da envoltoria da resposta transiente.

2.4.2 Solucdo da resposta transiente

Considere nm sistema de virios graus de liberdade definido pela equacio di-
ferencial matricial {eq. 2.2):
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[M]{&}+ [CHa) + (K] {=} = {70}

onde {M], [C] e [K] sio as matrizes N x N de massa, amortecimento e rigidez, respecti-
vamente, e {2}, {&} e {&} sdo os vetores N x 1 de deslocamento, velocidade e aceleragio
respectivamente, e { f(1)} é um vetor de excitagio externa N x 1. As matrizes [M], [C] e

[A] na equagdo (2.2) s3o positiva definida, positiva semi-definida, e positiva definida, res-
L1
pertivamente. Ainda, o sistema de equagdes (2.2} é sub-amortecido se a matriz 2[K]* —[C]

for positiva definida [20], onde [C] = [M]"F [C]IM]™%, (K] = [M]"F [K][M]"% e [M]°*
é a matriz inversa da raiz quadrada da matriz (M1,

A porgdo transiente da resposta tem a forma:

2N

{20} = Y Ci{Vi} e (2.28)
=1

onde Oy, {V;}, e A; sio constuntes complexas de integragao, autovetores e autovalores do
sistema, tespectivamente,

Desde gue a equagdo {2.28) é a solugio trausiente da resposta sub-amortecida,

ela, pode ser reescrita na formas

N
{e()} = 3 [Ch {Ved e + CR{V) ¥ (2.29)
k=1
onde * denota o complexo-conjugado. O i-8simo elemento do vetor {z(1)} é determinado

aplicando-se a transformacio z,(2) = {u}t {z(1}} na equagdo (2.29), ou

}\?
zit) = [C;ﬁ{ué}’f Vi et 4 € fud T (V) e"rcf] (2.36)

k=1

onde {u;}7 é um vetor unitério unidimensional. O i-ésimo elemento de {u;} €1 ¢ os
ouiros elementos sho zero. A equacio (2.30) ainda pode ser simplificada para:

N
zi(t) = ) aip e 2R g [ Tm( A )+ dig) (2.31)
k=1

onde gy e ¢ sao constantes reals, fungbes de O, LY VY, CLAVE T



2.4.3 Solugfdo da envoltéria da resposta transiente

O objetivo é determinar nma envoltdria {z.(t)} que ofereca um lmite superior
a {2{t)} e que tenha a forma {a} ¢!, Removendo o termo em seno da equacio(2.31) leva
a:

N
(1) < 37 JapfelteGot (2.32)
k=1

onde |- | denota o médulo.

Aplicando {2(1)} = [z1(t), 22(1), . -, 2O e {ar} = [ase, ary - . -, np]’ na
equagio (2.32) leva a:

N _
{2(1)} < 3 oyl (2.33)
k=1
ande a designaldade denota a comparagdo termo a termo entre os dois lados da equagao.
também, lax] é determinado tomando o mddulo de cada elemento de {ay } individualmente.

Agora, de acordo com Chen [14], por exemplo, se vy, vy ¢ ¢ sio nlimeros reais positivos e
oy € g 880 nimeros reais, entdo

’1?1€mt n '5260“ < (?}1 + ,Dg)ema.:r:{al,oz)t . [234)

Aplicando a expressao (2.34) em {2.33) e rearranjando os termoy resulta em:

mcm [Re{A
{2t} <e F Galt Z|ak] (2.35)

onde max [] denota o miximo sobre todos os valores de k, de 1 a n.
Se existe algum vetor {a} real, positivo e constante, tal que:
™
3o Hard < [{a} |, (2.36)
Ea=l
entdo a equagdo (2.35) torna-se:

Eel X
()} < {a)e k el el (2.37)
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Desde que o lado direito da equacio tenha a forma {o} €%, entfio a envoltéria
que limita {z()} é dada por:

{z.(1)} = {c} emgx [-36(}\;‘)] . |

(2.38}
O i-ésimo elemento do vetor {z,(1)} é determinado formalmente aplicando-se
a transformagao 2, (1) = [w;]* {2.(£)}, ou

max|Rel ]t
2o, (1) = ye * [Re(As)] , (2.38)

onde a; = [;}" {a}.

2.4.4 Tempo de decaimento

No tempo inicial, ¥ = fp = 0, a envoltdria ., () dada pela equacio (2.39) tem
o valor 2., (1} = ay. O tempo t =%, onde a envoltdria passa a ser alguma. fragio b; do seu
valor inleial, satisfaz:

max [Re( )|ty
bga:,; = {E k [ ( )] v (2.4-0)

onde 0 << b; < L.

Tipicamente o valor de b; é escolhido entre 0.02 ¢ 0.05 [19]. Resolvendo a
equagio {2.40) para % leva a

f = (b))

" max[Re()] (24)

O tempo de decalmento, ¢,,, é a diferenca entre o tempo # dado pela equacgio
{2.41) e o tempo inidial, fs = 0, ou

In(h;)

o= B0 (2.42)

A equagio (2.42) define o tempo de decaimento de cada elemento x;(2) da
resposta transiente {2(1)}. O vetor de tempo de decaimento é obtido da equacio {2.42)
utitizando {1} = {1,,,15,,. .. ,th}*F e {b} = {b1,bs,... ,bn}z , Ol



26

_ 1 . o

onde In({b}) & determinado tomando-se o logaritmo natural de cada elemento separada-
mente.

2.4.5 Comentarios

Eate método tem por objetive a minimizagdo das amplitudes de vibragio
de um sistema mecdnico. Para ser ufilizado em sistemas com efeito giroscdpico, este
método requer a solucho do problema de autovalores do sistema nio amortecido e com
efeito girosedpico. Este método deve ser utilizado em sistemas onde uma das varidveis de
projeto é o tempo de decaimento da resposta transiente do sistema.

Para se utilizar este método em sistemas com efeito giroscdpico nio sido ne-
cessarias alteragOes.

2.5 Estudo do trabalho de Miiller e Gurgoze

Z.5.1 Introducgao
Fste método consiste em mintmizar a integral, do tempo inicial ao infinito,
da energla instant@nea armazenada em um sistema mecdnico, A expressio da energia

instantdnea & escrita em sua forma quadratica, e o resultado é obtido através da solugdo
de uma equagio de Ljapunov.

2.5.2 Descricédo do método

830 considerados sistemas mecinicos que possam ser descritos por equagoes
diferenciais lineares do tipo {eq. 2.2}

[M{E} +[C]{a} + [} = {0}
onde:

~ [M7 é a matriz de massa do sistema,

~ [K] é a matriz de rigidez,
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— [C] é a matriz de amortecimente, simétrica, e

~ {z} é o vetor das coordenadas que descrevem o movimento.
Suponde que exista uma transformago do tipe {z} = [U}{¢}, onde [} é a

matriz modal do sistema ndo amortecido associado, e substituindo esta transformacio em
(2.2) obtém-se:

MIU{G} + (G0} + [K]{UT{¢} = {0} (2.44)

Pré-multiplicando {2.44} por [T ]T, e pormalizando pela matriz de massa
obiém-se:

[11Ha} + D1} + |92 {a} = {0} (245)
onde:

—~ [f] & a matriz identidade de ordem &, onde N é o mimero de graus de liberdade;
T ,
= [Dl= U] [ClIV],
~ %] é a matriz diagonal com o quadrado das fregiiéncias naturais do sistema néo
amortecido.
A expressio correspondente 3 energia instantdnea do sistema (2.45) pode ser

escrita em uma forma quadrdtica como mostra a equagio (2.46), de forma a ser utilizada
no processo de solugdo da equagio de Ljapunov.

P N e T o] }{ {4} } .
== ' (2.46
3 { {¢g}" {4} } 1: [0] [921 {g} )
Logo, o métado consiste em minimizar a seguinte fungdo:

J = %fuw{ {*?}T {'?}T }[ g} [g}i] ] { ‘{[g }dt — minimo (2.47)

oL,

J = f - {7 [Q) {} dt — minimo (2.48)
0
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onde {2z} € o vetor de estado do sistema e [Q] é a matriz que contém a informagio sobre
& energia instanténes armazenada no sistema. Otimizar esta funglo objetivo J significa
procurar wm amortecimento tal que a soma das energias instantaneas, do tempo inicial ao
infinito, seja a menor possivel. Assim garante-se um miximo de energia dissipada.

Supde-se que a equagho {2.48) tenha wma solugdo do tipo:

J = j: {z}_’l" [Q] {z} dt = {zU}T [P] {2{3'} _ {z}T [_P] {z} (2'49)

onde {2} é 0 vetor de estado inicial do sistema, e [P} ¢ a matriz solugdo de uma equagio de
Lijapunov {eq. 2.51). Derivando ambos os lados de (2.49) em relagio ao tempo, obtém-se:

{(2)T1Q1 (=} = — {&)Y [P1{a} ~ {2} [P {2} , (2.50)

e substituindo a relacdo {#} = [A]{z} (equagio de estado, onde [A] é a matriz de estado)
em (2.50) obtém-se uma equagio de Ljapunov onde tem-se como incégnita a matriz [P).

~ {7 (@Y = {7 (AT [P) + [P1{A]) {2) (2.51)

on,

- [Q] = [A]" [P+ [P][4] . (2.52)

A matriz de estado [4] escrita nas coordenadas modais {g} do sistema nio-
amortecido pode-ser obtida de {eq. 2.45} como:

[A] = [ -0} -] } : (2.53)

A matriz [P], solucho deste problema, é dada em fungdo dos termos da matriz
[D], termos estes que devem ser otimizados.
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Como se deseja que este sistema seja estével, o termo {237 [P] {2} na equacio
(2.49) tende ao valor zero para um sistema homogéneo, jé que as amplitudes {4} tenderio
a zero com £ — oo, Logo a solu¢do de (2.49) &

J = /:D Q1 ) di = {=) [Pl{=%} — miimo (2.54)

Logo, deve-se obter uma matriz [P] tal que a solugdo de (2.54) seja um minimo.
No entanto esta solucho é funcio das condices iniciais do problema. Os autores des-
te trabalho exploram duas possibilidades de contornar este problema. A primeira, dita
deterministica, considera velocidades iniciais nulas, e deslocamentos iniciais

. 1
{l?()} - {;—} 3 121321”'111 (2’55)

o gue fisicamente significa gque cada modo prdpric do sistema Inicia o movimento com
o mesmo nivel de energia. A segunda, dita estatistica, consiste em fratar o vetor de
condicies inicials de maneira estatistica, ou seja, atribuindo-lhe wm valor médio e uma
matriz de covarifnela. O valor médio, F({g}), é zero ja que se deseja uma distribui¢do
uniforme das condigdes inicials, ¢ sua matriz de covaridncia [(F,] é a matriz identidade
para que todas as componentes do vetor de condigbes iniciais tenham a mesma variduncia
normalizada.

Es{qo) = U, cov(qo) = &; ({QO} : {_fio}"r) = [@s] = [{] (2.56)

Considerando a natureza estatistica de {gp}, o critério torna-se:

Jo = By ({30} [P1{ao}) = T7(|P]) — minimo (2.57)
onde Tr{[P]) é o trago da matriz [P] de Ljapunov.

Os antores ainda fazem uma segunda alteracdo no critério, passando a ofimizar
somente a parcela de energia devida & deformacio do sistema. Desta forma, o funcional a
ser otimizado é

dy = Tr([K]7* [Pa]) — minimo. (2.58)

onde [Pyo] é uma sub-matriz de [P)] {eq. 2.59}.
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[Pl=1 7, % (2.59)

Os autores do trabalko mostram que sste segundo enfoque produz os melho-
res resultados por ser independente do sistema de coordenadas utilizado na descrigio do
sistema, e por isto é o critério adotado.

2.5.3 Comentéarios

A vantagem deste método € que néo hd necessidade de se fazer nenhuma pré-
suposicdo a respeito da maitriz de amortecimento [C] além de sua simefria. Caso seja
desejado a matriz pode ser escrita em funcao de incognitas de posicionamento, como no
método anieriormente analisado, se¢io 2.4. £ interessante notar gue de certa forma este
trabalho engloba trabalho de Kanianthra e Speckhart [10] ja que a matriz [D] (eq. 2.19} &
obtida através do processo de otimizagdo, e no precisa ser pré-estabelecida. Este método
tem a desvantagem de ser computacionalmente intensivo, ja que a solucao da equacao de
Lijapunov deve ser encontrada para cada variagdo de um parfmetro de ameortecimento, a
firn de se encontrar o ponto &timo. '

Parase utilizar este método em sistemas com efeito giroscdpico deve-se estudar
a formulacio da equacio de energia de um sistema rotativo.

2.6 Método escolhido

(O método escothido foi o de Miller e Gitrgdze ({12}, [13]) por ser 0 mais abran-
gente entre os métodos analisados, e por oferecer um enfoque diferente do da minimizagio
dag amplitudes de vibragdo do sistema. Este método nfo se restringe a otimizagio de
alguns modos de vibrar em particular, embora possa ser utilizado para este fim, possibili-
tando wma minimizagho da energia do sistema como um todo.

Resta analisar se o processo de otimizagio da energia dissipada pelo siste-
ma leva a bons resultados quanto & minimizacio das amplitndes de vibragio, o que na
prética é o desejado. No capitulo 5 isto poderd ser verificado para um sistema sujeito a
deshalanceamento.



Capitulo 3

Adaptacao do critério escolhido

3.1 Introducao

O método escolhido fem como critério de escolha da matriz Otima de amorte-
cimento a minimizacio da integral, de zerc a infinito, da energia instantinea armazenada
no sistema. Logo, a primeira questdo a ser respondida é: qual a expressio da energia de
um sisterma rotativo Hnear com efeitos giroscopicos gue deve ser utilizada neste critério?

Atente-se que particularmente nos problemas correntes de dindmica de rotagio
sempre se traballia com wma lnearizacdo de movimentos angulares no espago, movimentos
estes descritos pelas formulacdes tradicionais para a rota¢8o. Procuramos nos ater aquilo
gue nos parece mais relevante para os problemas praticos de rotores vibrando em seus
mancais, optando portanto pela formulacio a partir de rotagdes infinitesimails, utilizando
a seqiiéncia carddnica. As equagbes de movimento ndo lineares séo entio linearizadas
para pequenos deslocamentos angulares. Ocorre que neste caso, como trabathamos com
energia, precisamos de alguma maneira encontrar uma expressio equivalente numa forma
quadritica que leve &s expressbes linearizadas da equa¢do de movimento, Esta represen-
tagdo nio é dnivoca. Neste capitulo portanto é dado enfogue aos aspectos da energia que,
pela rotacio, estdo ligados a esta problemdtica.

{ problema nio linear de wm sistema rotativo com efeitos giroscopicos é apre-
sentado e a partir da expressoes allernativas para a energia instantdnea do sistema serd
formulado o problema de otimizacio e discutidos alguns aspectos da sua solugio.
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3.2 Deducao da equagao de energia

Os elementos basicos de wm rotor s8o o disco, o @ixo, os mancais e os selos
(estes dltimos ndo sio abordados neste trabalho). O disco é considerado um corpo rigido e
portanto possui apenas energia cinética, enquanto que o eixo possul tanto energia cinética
{nfo considerada) quanto energia potencial, vinda da sua deformaco eldstica. As forcas
devidas aos mancais sdo usadas para calcalar seus trabalhos virtuais, e entdo as forcas
cortespondentes gue alnam sobre o eixo sao obtidas.

As equagdes de Lagrange s@o aplicadas da seguinte maneira;

d 8fic) 8E, 0Ok, : ;
G e Te g 1<i< N 3.1
i (5{;5 i g (gizh) (3-1)
onde N & o mimero de graus de liberdade, ¢ 580 as coordenadas generalizadas, e F; sdo
as forcas generalizadas, e ainda, (') denota a diferenciagio em relagdo ao tempo t.

Para se levantar as equacoes de energia de um sistema rotativo serd estudado o

caso de um giroscdpio descrito por um modelo de dois graus de liberdade, como apresentado
no capitulo 4.

3.2.1 Energia cinética

Neste estudo procura-se dar énfase apenas aquilo que realmente se apresenta
como caracteristica tipica de um sistema rotativo, portante Hmitar-nos-emos & energia
cinética de rotagho exernplarmente explicada no caso de um disco axissimétrico cujo centro
de massa cotncide com o cenfro de rotagio.

Para o cdlcule da energia cinéiica € estudado um disco rigido que possai apenas
energia cinética. Este disco pode ser representado pelo corpo ‘C7 da figura 3.1,

A velocidade angular do disco pode ser composta a partic de 3 rotagdes infini-
tesimails ortogonals, d, Be ¥, definidas de acorde com wma seqiiéncia cardénica de rotacio.
A energia cinética deste disco pode ser obtida através da expressio geral de cdleulo da
energia cindtica para um corpoe rigido (3.2},

E(t) = 5 4w M0} + 5 @) (3] (o)} (3.2)
onde:

— {w{t}} é o vetor com as componentes da velocidade angunlar do disco,
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Xz
Figura 3.1: Diagrama esquemdtico de um disco.
~ {»{t)} é o vetor com as componentes da velocidade translacional do centro de
gravidade do disco,
— [M] é o tensor de inérela do disco, e
~ [M] & a matriz de massa do disco,

Limitar-nos-emos todavia, por ora, apenas a energia de rotagdo descrita pela
parcela:

Eot) = 5 ()Y IM}{w(0)} - (3.3)

A energia cinética de translagdo é calculada em termos das coordenadas do centro do disco,
objeto de graus de liberdade especificos para tanto, e analisados de forma tradicional.

B conveniente descrever o movimento de rotagdo segundo um referencial gue
se move solidariamente ao disco e tem origem no ponto ‘C7. Escolhe-se este referencial
pois nele o tensor de inéreia [M] é constante, diagonal e igual a:

I 0

e R ]

[M] = (3.4)

o

g
0

o]
-
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onde I; e I, 580 os momentos de inéreia de massa transversal e polar (on axial) respecti-
vamente, O vetor {w} do referencial deve ser calculado a partir de matrizes de rotagdes
elementares. Escolhe-se ntilizar os dngulos de Cardan porque as rotagGes deste método
sio dadas em cada um dos eixos de referncia, seqliencialmente em tormo dos eixos 2, y e
z e portanto melhor para a lineariza¢io. As matrizes destas rotagles elementares sdo:

1 B 0 cos @ 0 —sing cosy  siny 0
[Ral=1 0 cosa sima [Rgl = o1 0 [Ry]= | —siny cos "y 0
0 —sing cosa stn# 0 cosf ¢

0O vetor {w} da velocidade angular do referencial soliddric ao corpo, e con-
seqitentemente deo proprio corpo escrito neste referencial, é:

é 0 0
{w} =[R,][Beld 0 YH[R]S 8 Y+ 0 3. (3.6)
0 0 i

Substituindo {3.6) em {3.3) obtém-se a expressio da energia cinética do disce,
expressao esta ndo-linear (eq. 3.7).

Eo(l) = I'&cosgf,ﬁé'&'}) &l o B ;:i:(-:) + .r”;{thr

(3.7)
Ty sin®(B(1)) 6{1) 3(1) + LI

Esta expressio pode ser escrita em uma forma quadritica, o que leva, apds a aplicagao de

{3.1) a um conjunto de equagdes de movimento lineares, obtido considerando que o sistema
reslizara deslocamentos tais que os angulos o e /4 tenham seus senos aproximados pelo
valor do 4ngulo, e que seus cossenos possam ser considerados iguais a um. A velocidade
de rotacdo propria, spin (3(1) = ), é em geral suposta alta o suficiente para que suas
variagdes possam ser desprezadas, isto é obtido ou simplesmente desprezando sua oscilagio
ou imaginando sobre o eixo z um torque de compensacio gue elimine tal fntuacao.



A “linearizagio” da expressdo (3.7) resulta em:

E.(t) = L + et E’iz(t LA + EQB() 1), (3.8)
2 2 2

que contém portanto a energia cinética de rotagdo, da vibragio angular e nm termo que

dard origem As forqas de Coriolis ou de acoplamento giroscépico. Utilizando as equagOes

de Lagrange {3.1) sobre expressiio (3.7) ou (3.8) resultard nas mesmas equagGes lineares de

movimento. Se definirmos nestas equagdes um vetor de deslocamentos angulares {‘L}

{ac ) observamos que nio é possivel reduzir {3.8) & forma

o= 5 T M5} (3.9)

Por outro lado, na anslise linear do problema de rotagio é comum redigir a expressio da
energia de movimento como composta de wmna energia cinética propriamente dita ¢ uma
energia giroscopica, on de acoplamento giroscdpico. Assim femos

= % (&) [M]{2} + % =Y [C14) (3.10)

A expressdo (3.8) pode ser representada desta forma, porém [(F] perde as propriedades
de anti-simetria que normalmente sdo inerentes as matrizes giroscopicas das equagdes de
movimento de sistemas rotativos, O curiose é que se (eq. 3.8) for substituida por outra
expressio quadritica {eq. 3.11) que mantém as propriedades de antissimetria da matriz
[} emn (eq. 3.10),

L0 L) LAYt LA a) | L) all)
piz Tt 2 + 2 :

(3.11)

obtém-se pela aplicagdo de {eq. 3.1) as mesmas equacdes de movimento linearizadas!

('omo neste trabalho se procura apenas saber qual a expressio quadritica
da energia que deve ser utilizada como critério, ndo se efetuard a andlise desta falta de
unicidade e se utilizard o procedimento pragmatizado na secdo 3.3 para abter a resposta
desejada.
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3.2.2 Energia potencial

Utilizando o mesmo enfoque anterior, interessa apenas verificar as especifi-
cidades que ocorrem com as coordenadas de rofagdo, isto €, a energia potencial gue é
armazenada nos eixos ou nos seus mancais eldsticos guando o diseo se desloca rotativa-
mente com os dngulos ¢ e f anteriormente definidos.

Em geral a matriz de rigidez de um eixo, necessiria para o célenlo da energia
potencial, é obtida através do método dos elementos finitos & deve ser acrescentada dquela
que se origina dos mancais. A rigidez do eixo nos pontos de interesse, por exemplo os
mancais 2 os pontos de apoic do disco, 8 calculada levando-se em conta as deformacdes e
esforcos atnantes nestes pontos e as propriedades mec&nicas do eixo.

Se nos lunitarmos a hipdtese supra mencionada, interessa a rigidez no ponto

de apoio do disco: a energia potencial devida as coordenadas de rotagho resultard, uma
vez escrita em uma forma quadrdtica, na seguinte expressio:

Ey(t) = ¢ {=(0)" [ {z(1)) (3.12)

onile:

— [K] é a matriz de rigidez do eixo, e

— {&{1)} é o vetor com os deslocamentos angulares do disco, sew considerar a defor-
magao torsional.

O vetor {z} ¢ calculado a partir das rotagbes elementares o e 3 escritas em
nm mesmo referencial, aguele no qual se pretenda representar [K']. N&o se inclui a rotacio
~ pois ndo se considerando a vibragdo torsional ela é apenas o dngulo devido & rotagao
propria do disco.

Para o sistema de dois graus de Biberdade come o analisado no capitulo 4 &
expressao obtida é

keos?(B{1)) e () kGt .
Ep(t) = (’}2: Doty | 2( ) (3.18)
e sua “linearizagdo” conduz a:
k -
By{t)= 5 (e?0) + p2()) (3.14)
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3.3 Consideragoes sobre a expressao da energia armazena-
da

Considerando que a expressao ndo-linear da energia armazenada no sistema
nio é Gtil ao método proposto de ofimizagio do amortecimento por ndo ter uma forma
quadritica, deve-se procurar uina expressio quadritica para a energia total armazenada
no sistema. O primeire passo portanto é a andlise da expressdo da energia.

Ao se aproximar uma expressio ndo-linear pela sua forma linearizada deve-se
procurar quantificar o erro cometido em tal aproximagio. Ao se “linearizar” a expressio
da energia sio feitas duas hipdteses. A primeira é que a velocidade de rotagio prépria,
spin (${t) = ), é alta o suficiente para que suas variaghes possam ser desprezadas, e esta
possa, ser considerada constante. A segunda hipdtese é que os dngulos « e 3 sejam tais
que seus senos possam ser aproximados pelo valor do angulo, e que seus cossenos possam
ser considerados ignais a um. Isto significa dizer que estes dngulos 830 pequenos (entre
° e 15°). O primeiro passo ¢ resolver o sistema de equagtes de movimento, nio-linear,
obtido através da expressio de Lagrange (3.1} sobre as equagdes (3.74-3.13 € 3.843.14),
resultando nas equagdes (3.15) e (3.16}, e comparar os resultados com os obtidos a partir
das equagdes de movimento Hnearizadas.

(x) o kcos?(B(E) a(t) + I, sin(2 {3} &1} () — L sin(2 (1)) &2} f(t)+

1, cos(B(t)) (1) 3(2) + Iy cos®(B() &(t) + I, sin®(B()) &(t) + I sin(B(1)) 5(2) = 0

(y) » kA1) ko (h) .»,;n(z pt)) Iy sin(2 ;52(-;))&{1)2 4 fisin(2 ,(:;(t})d{t)z 3

I, cos(B(2)) &) 3(1) + L, (1) = 0

(2) o I, cos(B(L)) &(1) () + I, sin(A(D)) &(0) + L, 5(1) = 0 (
3.15)

ko) + L QA + La(t) =0

EB(6) — L, ety + L B(1) = 0 (3.16}
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Figura 3.2: Varia¢io da velocidade de spin

Para as simulagdes utilizou-se nm giroscopio representado por um modelo de
trés grans de liberdade (&, 8, 7) e com disco considerado rigido. Os dados do modelo
sdo: 4 = O = 200 rad/s, I = 0.6101 kg.m?, I, = 0.02 kg.an® e as constantes de rigidez
k = 150 N.m, com condigdes iniciais «{0) = 0.18 rad, p(0) = 0.09 rad, &(0) = 21.9 rad/s,
e f=11.0rad/s.

Sio resolvidos os problemas nfo-linear {eq. 3.15) e linear {eq. 3.16) ¢ os
resultados sdo mostrados a seguir.

A velocidade de rotagio propria calenlada através do modelo nao-linear £
mostrada na figura 3.2 e sua ampliagio (fig. 3.3). Nota-se que a variagao em torno do
valor inicial, considerado constante no modelo linear, é de aproximadamente 3.0%, e esta
variacio torna-se cada vez menor com o aumento da velocidade de rotagao.

A seguir siio comparadas as solugdes para os deslocamentos angulares o(f)
obtidas através da solugio do problema nfo-linear {eq. 3.15,fig. 3.4) ¢ linear (eq. 3.16,
fig. 3.5). Nota-se que com o decorrer do tempo a defasagem entre as duas respostas
deixa de ser desprezivel. No entanto esta defasagem é pequena e se torna desprezivel com
a inclusdo de amoriecimento, que faz com que estas amplitudes fendam. a zero. Logo,
conclui-se que para a andlise no tempo do sisterna, no cago wm giroscopio, a linearizagao
produz bons resultados, e que as hipSteses consideradas sdo validas.

O segundo passo é analisar o efeito da “linearizagio” sobre a expressao da
energia do sistema, j& que esta é a fun¢lo objetivo do método. A figura {3.6) mostra
a energia acumulada em fungdo do tempo de wm sistema conservativo, caleulada pela
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Figura 3.5: Resposta no tempo do modelo linear

expressao ndo-linear (eq. 3.7 + eq. 3.13). Abaixo é mostrada a parcela da energia devida

aos movimentos de vibracio ocorridos nas diregdes transversais a 7y, ou seja, é descontada
g . - " e r r N > I .2 by Lyl £

a parcela de energia devida a rotagie prépria do disco, “Z~. Esta parcela (fig. 3.7) é a

gue deve ser minimizada pelo amortecimento a ser introduzido no sistema.

Nag figuras 3.8 ¢ 3.9 estd a energia obtida pela expressio “linearizada” da
energia. Nota-se que a linearizagdo afeta muifo o resultado obtido, principalmente a
parcela de energia devida is vibracbes ocorridas nas diregdes ortogonais a da velocidade
de spin (fig. 3.9). Como pode-se notar, a expressdo linearizada da energia é inutil para
este trabalho jd que a sua variagio é grande demals para considerd-la wma expressao comn
propriedades conservativas.

Como o métado escolhido para a otimizagiio do armortecimento de sistemas

mecinicos rotativos necessita de uma expressio quadritica para a energia armazenada 1o
sistema, a5 expressdes anteriores (eq. 3.7) & {eq. 3.8) estéio descartadas,
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Figura 3.6: Energia total segundo a expressio nao-linear da energia
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Figura 3.10: Energia total calculada pela expressio (3.20)

Roseau [17] sugere que para sistemas rotativos lineares pode-se desprezar a
parcela da energia cinética devida ao efeito de Coriolis. Desta forma a energia total &
caleulada levando-se em conta somente os termos dependentes das matrizes de massa e
rigidez, como em um sistema linear ndo-rotative. Os diagramas 3.10 e 3.11 mostram os
resultados desta aproximagao.

Nota-se gque o resultado obtido ainda é conservativo, e gque o valor obtido para
a parcela de energia devida s vibragdes ortogonals A diregio de v ndo corresponde a obtida
pela expressio ndo-linear. Esta diferenca corresponde aos termos desprezados no processo
de linearizacdo e ao termo 25,Q24(4)3() que foi desconsideradn. A segunir é mostrado que
o calculo da energia de vibragio do sistema calculada por uma expressdo que considere
apenas as matrizes de massa e rigidez é conservativo, Para um sistema linear de dois graus
de liberdade com as seguintes matrizes de massa, giroscdpica e de rigides:

I 6 0 L . K, 0 _
a equacio de movimento de wn sistema rotativo com efeito giroscopico &
(M}{8}+ G} + [K]{=} = {0} . (3.18)

Esta equagdo é pré-multiplicada por {#}7, obtendo-se:
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Figura 3.11: Energia de vibragio calculada pela expressio (3.20)

{8Y7 IM1(8) + {27 [G1H#) + {6} () {e} = {0} . (3.19)

Integrando esta expressdo em relagdo ao tempo resulta a expressio da energia
de vihragho do sistema. No entanto ocorre que a expressio obtida ndo contém termos
dependentes da matriz giroscdpica [G], como pode ser observado {eq. 3.20).

[ (@Y a8} + Y G} + oY (e} e =
= %( xa*(ﬂ)uwﬁz(t)% =1 (dr?(z)+ A1) (3.20)

Este resultado pode ser explicado porgue ao linearizar as equaches de movi-
mento surge uma matriz [(7] anti-simétrica, sem caracteristicas de armazenamento oun de
dissipagdo de energia. A matriz anti-simétrica [G] tem a fun¢do de transferic energia de
uma direcio de vibracho para outra, sem armazend-la ou dissipd-la.

Apesar de ndo refletir quantitativamente a energia total armazenada no siste-
ma, a expressio (3.20) reflete qualitativamente o que ocorre 4 energia do sistema. Ao se
minimizar esta expressido, de fafo, minimiza-se a energia armazenada no sistema descrito
pelas equagbes lineares. Logo & expressdo uithzada para o cilenlo da energia de vibragéo
do sistema é:



B = {27 (M]3} + 1 ()7 1K) {e) - (3.21)

3.4 Descricao do critério

Como foi descrito na segdo {2.5) este método envolve a minimizacdo de wma
fangdo quadrdtica J {eq. 247} e como fol mostrado na secdo (2.5.2) a solugho deste
problema recal na solugio de uma equagao de Liapunov (2.52). A solucido deste problema é
fungio das condices iniciais {eq. 2.54), e assim existem virias solugbes para este problema.
Tratando estas solugdes de forma estatistica, deseja-se que a equagdo (2.54) tenha a menor
varidancia possivel. Isto significa que os elementos da diagonal de [P] devem ter o menor
valor possivel {[13], [15] e [16]). Logo o critéric de otimizagao passa de:

J= ] (7 (0142} dt = {z)7 [P) {z} — minimo. (3.22)

para:

Jo = B, ({20)" [P}{20}) = Tr([P]) — minimo. (3.23)

A partir da anslise feita sobre a expressao da energia de nm sistema rota-
tivo descrito por equaches lneares de movimento conclui-se que a expressic da energia
armazenada neste tipo de sistema nao possui termos da matriz giroscopica. Desta forma
a expressio (3.21) da energia armazenada em um sistema rotativo pode ser escrifa como:

: o ]f @
p= @ e g me =1 { @t @} 8

(3.24)
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Escrevendo o sistema segundo as coordenadas modais do sistema ndo rotative
& ndo amortecido tem-se:

3l g oo [M] [0 {z} | _
E—z{ {37 {&}r}[ 0 [K’]]{ (o) }_-

i T .-
g )| Oy o Hﬁ{g}: (3.25)

Ha" 0} g } L }z Y Q1)

onde [U/] é a matriz modal do sistema nio amortecido e nio rotativo e [?] é a matriz
diagonal com as freqiidncias naturais ao quadrado deste sistema.

No trabalho de Miller e Girgize é considerada apenas a sub-matriz [Poy]
no processe de otimizacio {eq. 2.58). Isto significa que no processo de otimizacio é
considerada apenas a energia inicial de deformacio, sendo desprezada a parcela de energia

3.5 Adaptacao do critério

Deseja-se um critéric de otimizagde do funcional J {eq. 2.54) tal que este
otitize os termos da matriz [P] e gue ndo dependa das condigdes Iniciais. Para tanto
imagina-se estas condicOes iniclals estatisticamente distribuidas em wma hiperesfera de
raio unitdrio” este é o significado fisico de (eq. 2.56). Isto corresponde a ter-se que avaliar
por uma mesma medida condigdes iniciais de deslocamento e de velocidade. Comn os
sistemas mecanicos oscilatérios ndo perturbados obhedecem 3 relagio {escritas em coorde-
nadas modais) {4} = [A]{q}, que é a equacio de estado de um sistema meclnico descrito
em suas coordenadas modais, assume-se que as velocidades modals intciais {do} possam
(embora evidentemente sejam grandezas independentes) para efeio de metrificagao serem
aproximadas por:

Goi = Aifoi {3.26)

oL,

{40} = [Al{ge} (3.27)

onde X s&o os antovalores do sistema.



A equagio (3.22) pode ser escrita explicitando as submatrizes de [P

| T 7y [Pul [Po] ] {d} -

J = 1 7 P . 3.28
{ SRR } [Por] [ P22 {t} (3:28)

Substituindo a expressio {3.27} em (3.28) ¢ expandindo obtém-se a nova expressio do

funcional de otimizacdo:

Jo = {ao}” (AP IA + 1A} [Pia) + [Barl [A}+ [Paal) {0} = {0} [H) {0} - (3.29)

Supondoe que as condi¢bes inicials de deslocamento sejam arbitrérias, mas
tenham valor médio zero, pode-se utilizar o critério da minimizacdo do tra¢e da matriz
[H] da equagho anterior {eq. 3.30). Logo, o funcional J, pode ser agora escrito come:

J, = Tr([H]) — minimo. {3.30)

Ao combinar as submatrizes de [ P] em uma 86 matriz, e ao se calcular o trago
desta matriz, surge o problema de como tratar grandezas de unidades diferentes, angu-
lares e translacionais. Os termos destas sub-matrizes correspondentes aos deslocamentos
angulares tém dimensdo N.m.s e os de translacio N.s. A fim de que grandezas de ro-
tagio e translagio sejam corretamente balanceadas (caso contrério, 1 rad teria a mesma
importancia de 1 m)}, divide-ge os termos correspondentes as coordenadas de rotagdo por
uma dimensio caracter(stica do disco. Através da figura (3.12) pode-se ver que um bom
pardmetro € o raio do digco, j& que a sua projecao na diregdo axial tem a mesma ordem
de grandeza dos deslocamentos de translagio do disco.

Tendo em vista as adaptagBes e hipdteses utilizadas conclui-se que o valor
obtido por este processo de otimizacio serd um indicativo da regifo onde se encontra o
ponto dtimo,

Geralmente o que se deseja é que wn dado sistema mecinico tenha suas am-
plitudes de vibragao reduzidas. Na prética pode-se introduzir amortecimento no sistema
apenas através de alguns pontos, em geral nos mancais. Isto torna a matriz de amorteci-
mento bem esparsa, o que € importante para este método j& que para a procura do ponte
Stimo deve-se primeiro variar um pardmetro, resolver a equacao de Ljapunov e entdo cal-
cular o fancional. Este processo pode ser bastante ofimimizado através da implementagio
de algoritmos especiais para a solugdo da equagio de Ljapunov [18]

Existe também a possibilidade de se desejar reduzir os niveis de energia de
um modo em particular. Neste caso a solugdo é mals simples, j& que pode-se utilizar a
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Figura 3.12: Vista transversal do disco

expressao do funcional J (eq. 3.28). A solugdo é obtida atribuindo ao sistema condigdes
iniciais tais que que o sistema vibre apenas no modo desejado, ou seja, usando o autovetor
de modo em estudo como sendo o vetor de condigdes inicials.

No capftulo seguinte resolve-se dois problemas, nm de 2 e outro de 4 graus
de liberdade, a fim de se ter uma idéia dos pardmetros que influenciam a escolha do
amortecimento 6timo. No capitulo 5, & resolvido um problema de 6 grans de liberdade,
correspondente a wma bancada de ensaios existente no Departamento de Projeto Mecanico
da Faculdade de Engenharia Mecénica, ¢ é analisado o comportamento do método para
um sistema excitado por deshalanceamento.



Capitulo 4

Sistemas de 2 e 4 Graus de Liberdade

4.1 Giroscopio com 2 G.L.

4.1.1 Introdugae

Primeiramente foi escalhido um sistema simples para festar os critérios esco-
Ihidos e poder visualizar melhor os resultados. Trata-se de um girosedpio representado
por um modelo de dois graus de liberdade {fig. 4.1}, simétrico, onde se utilizou o método
de condensacgio em coordenadas complexas. Esta transformagio faz com que trabathemos
com matrizes adiuntas {complexo-conjugadas das transpostas) e ndo apenas com matri-
zes transpostas. As molas & os amortecedores sao posicionados entre o apel externo e o
guadro, e entre o8 dois anéis. Este modelo foi escollido por envolver apenas varidvels de
rotacao, evidenciando a influéncia do efeito giroscdpico sobre a escolha do amortecimento.

X
Py
&

e

]
33 ,

Figura 4,1: Giroscépio comn 2 Graus de Liberdade,




4.1.2 Desenvolvimento

O sistema escolhide é deserito pelo seguinte sistema de equagdes, em coorde-
nadas inerciais:

Iy 0 By 0 1,0 By B, 0 o1 _ 0 |
o fa b oy s o))

onde I; ¢ o momento de inéreia transversal, [, é o momento de inércia polar, k; ¢ a
constante de rigidez angular, € é a velocidade de rotagio do disco, suposta constante, e
¥n, Py 580 as coordenadas que descrevem os movimentos de vibraglo nas diregBes z e y.

Fazendo a substituigdo:

wp tipy =@ {4.2)

a equacio (4.1) torna-se:

Iip — il Qe+ ki =6, (4.3)
e introduzindo o termo de amortecimento,

L+ {e— i,V g+ k=0 (4.4)
Dividindo 2 equagio (4.4) por I, tem-se:

G+ (E— i+ Wie=0. (4.5)

onde f € a relagio entre os momentos de massa f, e Iy, W¥ & a freqiéncia natural ao
quadrado do sistema ndo amortecido (W72 = /5 ) e &= f.

Deseja-se introduzir um amortecedor ¢ tal que a soma das quantidades ins-
tantineas de energia armazenada no sistema, do tempo inicial ao infinito, seja a menor
possivel, de acordo com o critério adotado de minizar o funcional J,. A expressdo da
energia armargenada neste sistema é:

E={z} QU= ={ ¢ g}[;;]{j} (4.6)
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O passo seguinte € resolver a equacho de Ljapunov (eq. 2.52) para este sistemas:

["% 0 }M[W(Eﬁ*iﬁﬂ) 1}[?11 Piz}_i_[ﬁu Plz}[—(?ﬁ_?‘:ﬁﬂ) ~W?
*E%E - ]

0 ~W? 011 P 2 P P 1 &
(4.7)
Resolvendo a expressdo acima para [P, obtém-se;
1 E-ipn
P ] = { :ﬁfﬁﬂ 69+2H§2c+,62£}2 ] . (4.8)
4 rE

I interessante notar que a matriz [P] nio & simétrica, Para matrizes [(J] e
{A] reais, se a matriz [@Q] é simétrica a matriz [P] também o é ([15] e [16]). Neste caso,
onde a matriz [A] é complexa, embora a matriz [@] seja simétrica, a matriz [P] ndo o .
A matriz [P} é uma matriz Hermitiana, on sefa, é composta por uma parte real simétrica
¢ uma parte maginaria anti-sirétrica:

[Pl = [F£]+i[P] (4.9)
onde a matriz [P.] ¢ simétrica e a matriz [F] é anti-simétrica.

Resolvendo a equagio (3.30}, de otimizagio do trage da matrix [H] obtém-se
para o amortecimento 6timo:

Fop = \JAW? + 52002 (4.10)
e = I JAW? + 42002 (4.11)

4.1.3 Resultados numéricos

Os resultados podem ser viswalizados a seguir para um sistema com as seguin-

tes constantes fisicas:

~ I = 0.0101 kg.m?
- G = %’- = 1.97

-~ k; = 150 N.m
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1 =200 rad/s

— ¢o = 468 N.s/m
o{0) = 0.18 rad
B(8) = 0.09 rad
&(0)y = 219 rad/s
3 =11.0rad/s

;

i

Obs: Como o seftware grifico ndo possul o alfabeto grego, as vartdvels ¢, e
@y 580 representadas por Fix(t) e Fiy(t}, e as integrais da energia com relagio ao tempo
para valores de amortecimento ¢ = ¢4, £ < ot € € > €4y 380 representadas respectivamente
por intot, intme e inima.

As trés figuras a seguir mostram a variacio do funcional J dtimo em fancio
das condighes iniciais da diregao 'z’ (diregdo 'y’ fixa}, ¢ as relagdes entre os funcionais
obtidos para valores de amortecimento 20% maior e 20% menor do que o valor 6timo e o
funcional obtido com o valor 6timo de amortecimento.

O primeiro grafico 4.2 descreve a solucio da equacdo (2.54) para o caso da
introduciic do amortecimento Gtimo (eq. 4.10) no sistema. O grafico mostra a solugio
para valores de condigOes iniciais na faixa de 30% abaixo da prevista pela equagio (3.26)
até 30% acima.



2
0.12 o G{ﬂthix(O} [radis]

Fix{0} [rad] 0.18
0.2

el

Pigura 4.2: Funcional J minimo em fungdo das condigBes iniciais
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No grafico fig. 4.3 é mostrada a relagio entre o funcional J do sistema com um
amortecimento 20% malor do que o étimo e o funcional J do sisterma com amortecimento
Gtimo. Pode-se notar que esta relagdo é quase sempre maior do que a unidade, na faixa
de condigdes imicials considerada, mostrando que o aumento de amortecimento além do
4timo ndo diminui o funcional J do sistema.

2
o g 25
g 225
S sy 20 - |
0.12 didt Fix(0} [radis}

014 175
0.16

Fix(0) [rad] 018

Figura 4.3: Rela¢do J{c > co}/J(cor)
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A figura 4.4 mostra a relacio entre o funcional J do sistema com um amorte-
cimento 20% menor do que o étimo e o funcional J do sistema com amortecimento étimo.
Pode-se notar que esta relagio também é sempre malor do que a unidade, na faixa de
condicdes inicials considerada, mostrando que a solucdo encontrada é realmente Stima.

Pigura 4.4: Relacio J{e < e}/ H{eom)
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Na figura 4.5 mostra-se a variagdo da energia em fungdo do tempo, e na figura
4.6 a integral desta em relagdo ao tempo.

T

Ernergia [}

g 8.0 &.f @15 02
Fempo 18]

Figura 4.5: Energia de vibragio F{c,) em fung¢io do tempo
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Figura 4.6: [ B{c = co) dt
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A figura (4.7) mostra a integral da energia para o valor étimo de amorte-
cimento ¢ para os valores 20% acima e abaixo deste. A figura (4.8) mostra as razdes

Fle > eq}/Te= o) e Je < ep) /e = e}

i o intol
e fREIGE
weem dtRIE
0.4 1 e Yo 3
e i
~ 0087
-3
£ 0.061
5
03
S 004
]
% o402
s
. ; - ; .
0 0.05 g1 015 0.2

Tempo fs]

Figura 4.7: Comparacio eutre as [ E(t) di



—e irimalintot

---- intmelintot

4 n

P
3N

\
L I
J N =TT it
8?" 0 -

-] /
2 /
3/ | | |

0 0.05 0.1 513

Tempo [s]
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A seguir compara-se as, velocidades, deslocamentos e Orbitas dos casos ds
amortecimento dtimo, 20% maior e 20% menor, As curvas sdlidas de maior amplitude nas
figuras (4.9, 4.10, 4.11) correspondem ac case de amortecimento nulo, e estdo incluidas
[RIA COMpParagio,

1 — c=otimo
‘ - ¢ > otimo
— 0 & ol
U ¢ = E]
.2
f\/\j\
0.1 \
:g 1% / |
NI "k‘ig‘ _ [\LL
s VS |
AW
-0.2
0 0.05 0.1 0.15 0.2
Tempo {5]

Figura 4.9: Amplitude na diregio y
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Figura 4.11: Orbitas
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Figura 4.12: Diagrama plano-fase na diregao y
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Figura 4.13: Orbitas - modelo linear

4.1.4 Comparagae entre os modelos linear e nao linear

O critério de otimizagdo escolhido assume que se possa escrever a equagio
da energia de vibragio do sistema segundo a forma mostrada na equagio {3.25), e que a
estrutura possa ser representada por um modelo linear. E interessante entio comparar o
efeito do amortecimento otimo obtido sobre o modelo nao linear destra estrutura. Para
esta. comparacio foram utilizadas as equacbes de movimento nio lineares do giroscdpio
apresentadas na segfio anterior. A estas equagdes foram acrescentados os termos devidos ao
efeito do amortecimento obtidos da mesma forma que as equagdes (3.15). Para visualizar
os resultados foram tracadas as Orbitas para valores de amortecimento ¢ = ¢4, € = 1.2 ¢,
e ¢ = .8 2,4, Tespectivamente linhas solidas, tracejadas e trago-ponto, dos modelos linear
e nio linear,

Inicialmente sdo dadas condictes iniciais dentro da falxa onde a linearizacio
foi considerada valida, entre 0° ¢ 15°, figuras 4.13 e 4.14.
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Figura 4.14: Orbitas - modelo nio linear

Agora sio dadas condi¢des iniciais fora da faixa de linearizagdo. O desloca-
mento angular iniclal é de 37° para g & 22° para g, (figs. 4.15 e 4.16).

Analisando estes diagramas conclui-se que a principal diferenca entre os re-
sultados obtidos através das simulagbes linear e ndo-linear é a defasagem existente entre a
resposta destes dois modelos no case de amortecimento nulo. Pode-se notar que o ndmero
de periodos de precessdo € o mesmo nos dois modelos, apesar da defasagem existente en-
tre os resultados. Com a inclusfo do amortecimento esta defasagem torna-se desprezivel
mostrando que a utilizacdo do modelo linear de uma estrutura ndo conduz a grandes erros
no processo de otimizacio de amortecimento.
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4.2 Rotor vertical bi-apoiado com 4 G.L.

4.2.1 Introducao

Apds ter-se estudado um sistema simples de 2 graus de liberdade estuda-se
agora wm sistema de 4 graus de liberdade, representado por um rotor vertical bi-apoiado.
Este rotor possul rigidez & nas duas dire¢fes, nos dois mancais, um disco posicionado a
11" metros do mancal *A” e a ’ly’ metros do mancal "B’ {fig. 4.17).

0 objetivo da analise deste sistema é verificar como os parametros de rigidez,
velocidade de rotacdo e posicionamento do disco influenciam o valor do amortecimento.
Esta andlise é feita numericamente apenas pois j& para um sistems de 4 graus de liberdade,
ainda gue simétrico, as expressées obtidas para a matriz [P] sdo muifo complexas, ¢ a
expressdo para o trago da wmatriz [H] (eq. 3.29) é ainda mais complexa, além de ser
de guarto grau em ¢, 0 que torna as suas solucdes analfticas muito extensas e de diffcil
analise. Logo, com o estudo deste tipo de sistemas pretende-se correlacionar a variagio
dos parametros fisicos do sistema com a variagdo do valor étimo do amortechmento. E
finalmente é analisado o caso de se introduz amortecimento em apenas um mancal. Isto
pode ser desejivel quando, devido a assimetria do posicionamento do disco sobre o eixo
e & excitacho de desbalanceamento, apenas um dos mancais apresentar amplitudes de
vibragio acima do desejivel. I verificado como este amortecimento atuars sobre o sistema
em relacdo 3 reducio das vibragdes através das érbitas de vibragao nos mancais.

4.2.2 O Modelo matemadtico

0 modelo mostrado na figura 4.17 & descrito pelo seguinte sistemna de equagdes,
condensado em notagio complexa, descrito a partir de um sistema referencial localizado
no centro do disco:

[m 0] 3 +[ 2e —ie(h — ) } i,
AR el ~B) e (W2+ 0%~ 0l ¢
(4.12)
2k k(-1 [ ) _fo
Lk {ly - b)) & (512 + 322) ] e[ 10 ’

onde z = x4 w e ¢ = v, ~ K, Este sisfema pode ainda ser descrito através dos
deslocamentos dos mancais (fig. 4.17);
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Figura 4.17: Diagrama esquemdatico do sistema de 4 graus de liberdade
Para este sistema as constantes fisicas sao
m = 2 kg,

I, = 0.00285 kg.m?,
I, = 0.00563 kg.m?,
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2 = 1250 rad/s,

k= 50000 N/m,

i =0.15m,

lo =025 m,

raio do disco = 0,075 m, ¢

sapessura do disco = 0.015 m.

4.2.3 Formulagio do problema de otimizacio

Para que se possa analisar a influéncia de um determinado pardmetro do
modelo s3o fixados todos os pardmetros exceto o que & analisado. Ento resolvese o
problema de otimizacdo para vérios valores deste pardmetro.

Inicialmente estuda-se o efeito da variacdo da velocidade de rotagdo sobre o
valor do amortecimento. Como nota-se na figura (4.18), um aumento da rotagio provoca
um anmento do valor do amortecimento 6timo, em uma proporgio exponencial de equagio:

Cor = 100.30¢28477° ¢ (4.14)

i80F

i3 /

0 BN I FANM M000 Jell 1800 16
{hmega fradis]

Figura 4.18: Variagdo de ¢; em fungio da veloddade de rotagio,



69

O estudo da variagdo do amortecimento 6timo em funcio do aumento da
rigidez dos mancais revela a mesma tendéncia obhservada para a variagio da velocidade de

rotagdn, com uwma curva que se aproxima mais de uma forma polinomial:
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Figura 4.19: Variagdo de ¢y em funcio da rigidez dos mancais
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A varacdo do amortecimento em funcao da posicdo do disco & tal que quanto
mais o disco se aproxima da posigio meédia do eixo, maior o valor do amortecimento. Esta
variagdo tem uma forma aproximadamente logaritmica:

Cpt = 169.04 + 13535?’&(11) (416)

144t
3 M2y
B
&
o 140}

138 _

0.1 3.12 .04 [LN1] 018 0.2
It fmf

PFigura 4.20: Varia¢io de ¢, em fungdo da posi¢ho do disco
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Para o sistema descrito no inicio desta secao, a eurva do funcional de otirgi-
za¢io em fungdo do amortecimento & mostrada na figura 4.21. Nota-se gue a partir do
resultado obtido para dois valores préximos de amortecimento tem-se a direcdo da busca
do valor otimo, j& que esta curva ndo possui pontos de minimo local,

3060 o ’ ' ' '
3040
3020
3000 ¢
t‘"‘.
B WEG
2960
2540

2920} : -
100 120 140 166 180 200

¢ [Nsim}

Figura 4.21: Variaco de J, em funcdo do amortecimento

4.2.4 Sistema assimétrico

Os sistemas do tipo estudado nesta segio podem apresentar niveis de vibragio
acima do desejdve]l em apenas wm dos mancals. Isto pode ser provocadn pelo posicions-
mento nio eqiiidistante do disco em relagio aos mancais e por wma excitacio de desha-
lanceamento, por exemplo. Neste caso é interessante introduzir amortecimento em apenas
um dos mancais. E analisada a resposta deste sistema {rotor vertical bi-apoiado) gunando
da introdugdo de apenas um amortecedor, no mancal ‘B’ (fig. 4.17).

Inicialmente escreve-se as equacies de movimento do sistema com amorteci-
mento apenas no mancal ‘B {eq. 4.17).
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Figura 4.22: Funcional de J, de otimizagdo
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QO préximo passo & resolver a equagio de Lijapunov (2.52) para obter a matriz
[P] solugdo. A partir da matriz [P] obtida no passo anterior soluciona-se a equagio de
otimizacio do trago da matrix [H]. A variacio do funcional J. de otimizagio em funcio
do valor de amortecimento introduzido no mancal ‘B’ é mostrada na figura 4,22,

Analisando a figura 4.22 nota-se que o valor otimo de amortecimente € menor
do que o anteriormente obtido e que os valores do funcional sdo maiores do que os obtidos
anteriormente. A explicacio & que com a introdugio de apenas um amortecedor uma menor
quantidade de energia poderd ser retirada do sistema, implicando em niveis maiores de
energia armazenada. No entanto o fato de se introduzir apenas um amortecedor no sistema
née implica necessariamente em um valor maior do amoriecimento 6timo, como pode ser
verificado.

Os resultados obtidos pela introducio de valor 6timo de amortecimento sdo
mostrados nas figaras 4.23 e 4.24 para um sistema homogéneo e com as seguintes condigbes
indcials:
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Figura 4.23: Orbita do mancal amortecido

£2(0) = 9.003 m
{0} = 0.003 m

2p{0) = —0.003 m

g{0) = ~0.003 m

&40} = £(0) = (0} = §o(0} = 0

e tempo de simulagdo de 1 s.

Como pode-se notar, os resultados obtidos sdo bons, mostrando que o valor
&timo obtido para o amortecimento do sistema, através do critério de minimizagio da
energia, produz bons resultados de reducio de vibragoes.

4.3 Conclusoces

Negte capitulo pode-se verificar como certos pardmetros fisicos de nma es-
trutura influenciam o valor do amortecimento a ser introduzido. De maneira geral, o
aumento das freqfiénelas naturais do sistema nao amortecido, ¢ da sua rotagdo provocam

um aumento do valor do amortecimento Stimo.
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Figura 4.24: Orbita do mancal nio amortecido

Comparou-se as drbitas, diagramas plano-fase e curvas de energia de sistemas
com constantes de amorfecimento préximas da Otima. Nota-se gue um valor de amorte-
cimento malor que o 6timo resulta um funcional de energia menor no inicio mas com o
tempo seu valor aumenta além do §timo (fig. 4.8). A diminuicdo da drbita proporcionada
pelo aumento do amortecimento nio é muito significativa, mostrando que o valor obtido
pelo critério de otimizagio produz boa redugdo dos niveis de vibragio.

Constatou-se também gue ¢ valor 6timo obtido através do modelo linear é
valido para a representagdo ndoe linear de um mesmo sistema (figs. 4.15 e 4.16}. Isto
significa que para efeito de otimizagdo do amortecimento pode-se realizar esta otimizagio
sohre o modelo linear desta estrutura, e depois aplicd-lo ac modelo nfo linear.

¥ finalmente, pode-se verificar no sistema de 4 graus de liberdade que, mesmo
com a introducio de um dnico amortecedor em um dos mancais, o resultado obtido é bom,
como pode-se verificar nas figuras 4.23 e 4.24. Este fato é explicado pois o processo de
otimizacio j& considera que o sisterna possul apenas um amortecedor.



Capitulo 5

Sistema de Seis Graus de Liberdade

5.1 Introducao

No capitulo anterior foi mostrado como determinar o amortecimento &timo
de um sistema mecanico rotativo de maneira a minimizar a energia total armazenads
neste sistema. Fol mostrado também que ¢ anmento da rigidez o da velocidade de rotacao
elevam o valor do amortecimento Stimo. Neste capitulo procura-se mostrar os resultados
da otimizagio do amortecimento quando se objetiva minimizar a energia de apenas alguns
modos de interesse. Serd estudado um modelo de seis graus de liberdade que representa
wma aproximacio inicial do sistema real - uma bancada de testes (fig. 5.1 [22]) existente
no Departamento de Projeto Mecanico.

O objetivo desta etapa da dissertagio é verificar o comportamento do critério
gquando este & aplicado a um sistema excitado, no caso uma excitagdo de deshalanceamen-
to. Atualmente a bancada de testes em questio nie pode ser colocada em velocidades de
rotagho préximas ao seu terceiro modo natural de vibrar. £ feito o cileulo do amortecimen-
to gue deve ser introduzido no mancal, local de melhor acesso, para que o terceiro modo
de vibrar tenha sua energia armazenada minimizada, e entdo sdo analisados os resuliados
desta otimizagao,
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Figura 5.1: Diagrama da bancada de testes
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A bancada de testes em estudo é aqm descrita pek) modelo matematico se-
undo a figura 5.2:
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M., & a massa do mancal,

My é a massa do disco inferior,

Mal(arE4e? .. .
I = M é o momento de inércia tranversal do disco,

= ﬂ——'i é o momento de inércia polar do disco,

e
Y
¥z

1 é a velocidade de rotagiio propria do disco,
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¢ ¢ a distincia entre o centro geométrico e o centro de gravidade do disco,

2y
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g;‘iﬂ.
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P

(5.1)

Fos Y B4 € Ya 830 respectivamente os deslocamentos nas dire¢des @ ¢ ¥ do mancal & do

disco, e @, e @, 530 as rotagdes do disco em torno dos eixos T e ¥ respectivamente.
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Figara 5.2: Diagrama esquematico

Oy Cy = Cry

I= %%7 & 0 momento de inércia de area do eixo.



Os valores das constantes do problema sio:

M,, = 15 kg,

M; =10 kg,

Iy = 0.25 kg.m?,

I, = 0.50 kg.m?,

rg = 0.316 m,

{1 = 6.40G m,

[z = 0.40 m,

g = 2x 107% m (estimado),
E = 2.1 % 10" N/m?,
I'=72%107%mt e

£ = 110 rad/s .

Inicialmente determinam-se as fregiiéncias e modos naturais desta estrutura.
Resolvendo o problema de autovalores e amntovetores obtém-se as seguintes freqiéncias
naturais:

wy = 45.8 rad/fs wy = 89.0 rad/s
ws = 133.9 rad/s wy = 188.5 rad/s (5.2)
wy = 289.1 rad/s wg = 4212 rad/s

e 05 respectivos moedos vaturais, iguras 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 ¢ 5.8. As representacdes sdo
esqaemdticas, unindo-se simplesraente por retas os dois pontos ressaltados e indicando-se
a posicio angnlar do disco. Nio se procura representar o eixo, engastado como & suposto
nos seus dois extremos.

Analisando os modos naturais de vibrar da estrutura nota-se que os 19 e 2%
modos sio basicamente de translagio da extremidade do eixo, que os 3% 4Y modos sio
de translacio do mancal, & que os 5% ¢ 6% modos séo de rotagio do disco. Os modos
ocotremn aos pares correspondendo & abertura giroscdpica dos autovalores no diagrama de
(fampbell, representando um deles a precesséo direta e o outro de precessio retrdgrada.
Portanto, introduzir amortecimento no mancal é mais efetivo nos modos de translacio
do mancal, on seja, nos modos 3% e 49, Para os demais modos é de ge esperar que o
valor de amortecimento a ser introduzido seja alto, 14 que os deslocamentos do mancal sio
pequenos comparados aos demais deslocamentos do sistema.



Figura 5.3: 19 modo natural

Figura 5.5: 3% modo natural

Figura 5.4: 29 modo natural

Figura 5.6: 42 modo natural
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Figura 5.7: 52 modo natural

Figura 5.8: 69 modo natural
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5.3 Formulacao do problema de otimizacgao

0 méfodo de otimizagio consiste na solugdo de uma equacgio de Ljapunov,
como ja foi explicado em 2.5.2, equagio (2.52).

- [Q) = [AT {P] + [P][4]

O funcional a ser otimizado é dado por (2.54):

J = /m {z}T (] {z}dt = {zg}T [P1{z0} — minimo
0

onde o vetor {z;} & vetor de estado inicial do sistema.

Como j4 fol mencionado no item 2.5.2 esta solucdo depende das condigdes
iniciais. Quando é desejado a otimizacio de um mode em particular, ndo @ necessario
utilizar as hipéieses sobre as condigfes iniciais consideradas na equac¢do (3.26) ¢ nem
resolver a equacao de minimizacio do trago da matriz [H] (3.30). Ao se fixar o vetor de
estado inicial do sistema {2} come sendo o autovetor de um modo em particular, obtém-
se o amortecimento 6timo para este modo em gquestio, ja que este procedimento equivale
a posicionar o sistemna na forma deste modo em estudo.

O processn de otimizagio para um dos modos do sistema ¢ mais direto, néo
necessitando de hipdteses sobre as condigbes iniciais do sistema {eq. 3.26). Logo, a solugdo
do problema vem da procura por um minimo valor para a solugio da equagéo (2.52),
através da solugio da equacio (2.54) para diferentes valores de C,.

Eate problema foi resolvido para cada modo natural de vibrar do sistema, e
os resultados sdo moestrados a seguir, para a rotagdo maxima que se pode alingir com
seguranca atualmente, velocidade esta entre a segunda e terceira freqiiéncias naturais,
= 110 rad/s.

Os valores de amortecimento 6timo obtides para cada modo sao:

Crm, = 6400N.m/s Cing = 4600N.m /s
Crny = 2800N /s Chny = 2500N . m/s (5.3)
Crny = 3000N.m/s gy = 4600N.1m/s

Como era esperado, para os modos que ndo envolvem deslocamentos do man-~
cal da ordem de grandeza dos demais deslocamentos do sistema, o valor do amortecimento
a ser introduzido é alto, & mesmo assim o funcional .JJ possul valores alfos comparados
aos obtidos para os demais modos. Para o terceiro modo, o valor do amortecimento a ser
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Figura 5.15: Trajetérias dos antovalores

introduzido & €, = 2800N.8/m. Com a introduciico deste amortecimento no sistema os
autovalores passam a ser os segunintes:

/\‘_;_ = —§.1 + 45.8: T'G‘;d/& ;\2
A3
As

~8.5 + 87.0trad/s
—60.7 + 127 .82 rad/s Ag = —T8.8 4 162.81 rad/s {h.4}
—31.4 + 280.2¢ rad/fs = —7.1 441761 rad/s

f
il

T
[52]
]

Pode-se notar que o amortecimento obtido nic altera muito as freqiidncias naturais do
sistema.

Com a finalidade de visualizar os efettos da infroducdo de amortecimento
sobre os modos do sistema, é tracado o diagrama do lugar das rafzes (fig. 5.15), o qual
mostra as trajetdrias dos autovalores em funcio do anmento de amortecimento. Neste
diagrama o valor do amortecimento situa-se no futervalo de § a 6000 N.s/m, indicados
respectivamente pelas letras e ' f’.

Pode-se notar que a introdugdo do amortechmento no mancal ponco afeta os
primeire, segundo, guinto e sexto modos, enquanto que afeta bastante os ferceiro e quarto
modos, como foi previsto ao se analisar os antovetores deste sistema (fig. 5.15).
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Figura 5.16: Amplitndes de vibragho do mancal na direcdo x - €y, = 0

A seguir a resposta do sistema em estudo é obtida para trés situagdes diferen-
tes, todas considerando a excitacio de desbalanceamento:

- Sem amortecimento (figs. 5.16 e 5.20),
- Com o amortecimento O, = 2800 N.s/m obtido pelo critériv de minimizagle da
energia de vibragio, aplicado ao terceiro modo da estrutura (figs. 5.18 e 5.22}, ¢

- Clom um amortecimento malor do que o obtido pelo critério de otimizacio, O, =
4800 N.s/m (figs. 5.19 e 5.23).

As condicdes iniciais utilizadas para as simulagBes sio tais que o sistema vibre
no terceiro modo, a fim de verificar os resultados obtidos pela otimizagio. S&0 mostrados
os diagramas das 6rhitas do mancal e do disco para comparagio dos resultados..
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5.4 Conclusoes

Nota-se que a introducdo de amortecimento no mancal do sistema produsz
hons resultados em relacde & minimizagdo das amplitudes de vibragio do sistema, princi-
palmente as do proprio mancal.

A introduc¢do de um amortecimento maior do que o obtido pelo critério de
otimizagio ndo implica necessariamente em uma redugdo dos nivels de vibragdo do disco
e do mancal. .Como pode-se notar, o valor de Cp, = 4800 N.s/m resulta em niveis de
vibragio Hgeiramente menores no mancal, enquanto que maiores no disco.

Em ambos os casos, os niveis de vibracdo sdo muito reduzidos no mancal,
e s8&0 rednzidos a aproximadamente & metade do valor inicial no disco, comparados ao
sistema nac-amortecido. Logo, a introducio de amorteciments no mancal leva a nma boa
reducdo dos niveis de vibragdo do sistema como um todo e pode fazer com que a bancada
de testes passe pela sua terceira freqiiéncia natural.



Capitulo 6

Conclusoes Finais e Proximas Etapas

Nesta dissertacio sdo analisados quatro diferentes critérios de otimizagdo do
amortecimento de estruturas ndo rotativas. Escolheu-se utilizar o critério da minimizagio
da energia srmazenada em wm sistema como critério de otimizagdo do amortecimento em
sistemas rotativos. Para a adaptacao deste critério fol necessdria uma andlise das expres-
soes nio lineares e “linearizadas” da energia armazenada em um sisterna rotativo. Nesta
analise deparou-se com questdes a respeito da melhor maneira de se expressar a energia
armazenada em um sistema rotativo descrito por equagdes de movimento lineares, jd que
nio existe wma dinica expressio. Decidiu-se por uma das formas de se escrever esta ener-
gia {eg. 3.21) pois esta forma escolhida apresenta caracteristicas conservativas, e porgue
maostron resnitados coerentes ao ser utilizada no processo de otimizacio do amortecimen-
to. Estudou-se o compartamento de alguns sistemas mecdnicos rotativos sob a acio de
amorteciinento. Conclui-se que os resultados obtidos pelo processo de otimiza¢io do amor-
tecimento sio bons, reduzindo os niveis de vibracio do sistema de maneira satisfatéria.
Foram estudados também as diferencas existentes entre as respostas dos modelos linear e
ndo linear de uma mesma estrutura e verificou-se que o processo de otimizagdo pode ser
realizado sobre o modelo linear. Finalmente estudou-se um problema real, onde procura-
se encontrar uma solugdo para o problema de grandes amplitudes de vibragio devidas a
uma excitacio de desbalanceamento de uma bancada de testes. Novamente os resuifados
obtidos sdo bons.

Com o presente estudo tedrico conclui-se que a otimizagio do pardmetro de
amortecimento em sistemas rotativos tende como objetive a minimizagio da energia ar-
mazenada no sistema prodnz bons resultados, No entanto é necessdria uma verificagio
experimental dos resultados aqui obtidos, e a realizagio de um experimento que possa
analisar, por exemplo, se a introdugdo do amortecimento sugerido no capifiulo anterior
possibilita a passagem pela 3% {reqiiéncia natural da bancada de testes (fig. 8.1).
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Um experimento interessante seria o de se posicionar um atuador magnético
de maneira a atuar sobre o mancal intermediario da bancada de testes, e de forma que
o conirole deste atuador seja proporcional as velocidades de vibracic do mancal. O a-
mortecimento 6timo seria determinado em tempo real e entdo poderia ser verificado o
comportamento do sistema durante aceleragdes e desaceleracdes.

Deve-se pesquisar a possibilidade do uso de critérios de busca do valor 6timo
do amortecimento através de téenicas de andlise do gradiente da funcdo de otimizagio a
fim de reduzir o tempo de cdleulo.

Deve-se também realizar um estudo tedrico mais aprofundado a respeito da
formnlagdo da energia armazenada em sistemas rotativos, para que se tenha um maior
embagamento tedrico.

Uma. outra linha de pesquisa é a de estudar a otimiza¢do do amortecimento
com a finalidade de muinimizar a energia armazenada no sistema, mas com o objetivo de
se realizar um controle ativo da estrutura.

SEGUNDO AXIOMA DE VAIL

® A QUANTIDADE DE TRABALHGO A SER FEI'TO AU-
MENTA PROPORCIONALMENTE A QUANTIDADE DE
TRABALEG 1A REALIZADO.”

FrASE 8XTRAIDA DO SOFTWARE FORTUNE.
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