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Resumo

VAZQUEZ, Thais Godoy, Funcoes de Interpolacdo e Regras de Integra¢ao Tensorizdveis
para o Método de Elementos Finitos de Alta Ordem, Campinas: Faculdade de En-
genharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2008. 153p. Tese de

Doutorado.

Este trabalho tem por objetivo principal o desenvolvimento de funcoes de inter-
polacao e regras de integragao tensorizaveis para o Método dos Elementos Finitos (MEF)
de alta ordem hp, considerando os sistemas de referéncias locais dos elementos. Para
isso, primeiramente, determinam-se ponderacoes especificas para as bases de funcoes de
triangulos e tetraedros, formada pelo produto tensorial de polinomios de Jacobi, de forma
a se obter melhor esparsidade e condicionamento das matrizes de massa e rigidez dos
elementos. Além disso, procuram-se novas funcoes de base para tornar as matrizes de
massa e rigidez mais esparsas possiveis. Em seguida, escolhe-se os pontos de integracao
que otimizam o custo do calculo dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez usando
as regras de quadratura de Gauss-Jacobi, Gauss-Radau-Jacobi e Gauss-Lobatto-Jacobi.
Por fim, mostra-se a construcao de uma base unidimensional nodal que permite obter
uma matriz de rigidez praticamente diagonal para problemas de Poisson unidimensionais.

Discute-se ainda extensoes para elementos bi e tridimensionais.
Palavras Chave
Método de Elementos Finitos, Métodos Espectrais, Métodos de Alta Ordem, Funcoes de

Base, Tensorizacao, Regras de Quadratura, Polinomios de Jacobi.
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Abstract

VAZQUEZ, Thais Godoy, Tensor-based Interpolation Functions and Integration Rules
for the High Order Finite Elements Methods, Campinas: Faculty of Mechanical
Engineering (FEM), State University of Campinas (UNICAMP), 2008. 153p. Phd
Thesis.

The main purpose of this work is the development of tensor-based interpolation
functions and integration rules for the hp High-order Finite Element Method (FEM),
considering the local reference systems of the elements. We first determine specific weights
for the shape functions of triangles and tetrahedra, constructed by the tensorial product
of Jacobi polynomials, aiming to obtain better sparsity and numerical conditioning for
the mass and stiffness matrices of the elements. Moreover, new shape functions are
proposed to obtain more sparse mass and stiffness matrices. After that, integration points
are chosen that optimize the cost for the calculation of the coefficients of the mass and
stiffness matrices using the rules of quadrature of Gauss-Jacobi, Gauss-Radau-Jacobi and
Gauss-Lobatto-Jacobi. Finally, we construct an one-dimensional nodal shape function
that obtains an almost diagonal stiffness matrix for the 1D Poisson problem. Extensions

to two and three-dimensional elements are discussed.
Keywords

Finite Elements Method, Spectral Methods, High-Order Methods, Shape Functions, Ten-

sorization, Quadrature Rules, Jacobi Polynomials.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Uma forma de se obter solugoes aproximadas para Problemas de Valor de Contorno
(PVC) lineares ou nao-lineares ¢ a utilizagdo do Método dos Elementos Finitos (MEF). A
qualidade da aproximacao obtida pelo MEF depende do tamanho e da forma dos elemen-
tos, das propriedades do espago de aproximacao e regularidade da solu¢do (Nogueira Jr.
e Bittencourt, 2002). A versao h do MEF permite melhorar a qualidade da aproximagao
através do refinamento da malha de elementos. Ja na versao p, obtém-se uma melhor
qualidade alterando a ordem das fungoes de interpolacao dos elementos. Existe ainda a
versao mista hp, que procura alterar simultaneamente o tamanho do elemento e a ordem
do polinomio empregando algum critério de refinamento, e a versao r que recoloca os nos
da malha de forma a melhorar a qualidade da aproximacao.

Do ponto de vista computacional, a escolha da base para o espago de aproximagao
influencia a estabilidade e eficiencia dos procedimentos numéricos usados para o calculo
da solucao aproximada. Em geral, as bases de elementos finitos consistem de fungoes
polinomiais por partes definidas sobre os elementos da particao que interpolam o dominio
do problema.

Especificamente, a versao p do MEF tem as seguintes caracteristicas principais



(Szabé e Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin, 1999): integracdo numérica de alta
ordem; diferenciacao numérica; funcoes de forma apropriadas; mapeamento geométrico
para dominios arbitrarios; continuidade global entre os elementos; numeracao dos graus
de liberdade; aplicagao das condigoes de contorno e pés-processamento dos resultados.

As fungoes de forma p (fungoes ou modos de base ou modos de interpolagao) sao
associadas as entidades topolégicas (vértices, arestas, face e corpo). Em geral, as fungdes
usam polindmios ortogonais unidimensionais de Legendre e Chebyshev (Szabé e Babuska,
1991; Vijayakar et al., 1987). A propriedade hierdrquica dos espagos de aproximagcao p
permite que as matrizes locais nao sejam totalmente reconstruidas quando se aumenta a
ordem polinomial desses espacos.

O MEF na sua versao p se enquadra em uma classe maior dos Métodos Espectrais
Polinomiais. Esses métodos tém se tornado bastante importantes em diversas aplicagoes,
tais como aeroacustica, eletromagnetismo, modelagem oceanica, sismologia, turbuléncia
em fluidos, fluidos nao-Newtonianos, otica nao linear, dentre outras. Com maior énfase
nos ultimos dez anos em problemas dinamicos do que em problemas estacionarios, métodos
de alta ordem, em geral, e métodos de bases espectrais, em particular, sao potencialmente
mais efetivos que discretizagoes de baixa ordem. Nos ultimos anos foram desenvolvidos
métodos que se preocupam com geometrias complexas, regularidade finita, métodos de
solucao eficientes, multi-resolucao e simulacao em larga-escala.

Neste trabalho, a denominagao matrizes espectrais é usada para referenciar matrizes
quase diagonais.

Um problema de aproximacao pode se tornar equivalente a resolver uma equagao
matricial da forma [H]u = f, a qual é resolvida invertendo-se a matriz [H], tal que
@ = [H]~'f, onde [H] é uma matriz, @ o vetor solucio e f o vetor dos termos independentes
(Karniadakis e Sherwin, 1999). Porém, o custo computacional para inverter sistemas
matriciais é muito alto. Portanto, quanto mais proxima de uma matriz diagonal for
possivel representar o problema, mais facil serd a solucao do problema inicial. Também,

o condicionamento numérico da matriz [H] esté relacionado com a independéncia linear



da expansao. Quando inverte-se numericamente um sistema matricial, existe um erro
associado com a representacao exata da matriz, devido ao arredondamento e truncamento.
Se a matriz for mal condicionada, o arredondamento e o truncamento pode conduzir a
erros muito grandes na solugao (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Esses aspectos estao intrinsicamente ligados a escolha das funcoes de interpolacao.
As propriedades locais das matrizes elementares construidas com as fungoes selecionadas
estarao presentes nas matrizes globais. Assim, a definicao adequada da base e suas pro-
priedades sao fundamentais nos métodos de alta ordem. Portanto, na proxima segao
discutem-se alguns conjuntos de funcgoes de interpolagao presentes na literatura.

Um conjunto de funcgoes de forma espectrais, bastante citado na literatura, esté
baseado nos polinomios de Lagrange de grau P colocados em (P + 1) pontos nodais
(Karniadakis e Sherwin, 1999). Esses polinémios obedecem a propriedade de colocacao,
em que os coeficientes representam a aproximacao da solucao nos pontos de colocacao.
Os pontos de colocagao sao chamados de nds e portanto a expansao usando a base de
Lagrange ¢é referenciada como uma expansao nodal. Existem também expansoes modais,
como por exemplo, um conjunto de fungoes usando polinomios ortogonais de Jacobi. Com
a escolha 6tima das ponderagoes desses polinomios é possivel melhorar a esparsidade e o
condicionamento das matrizes de massa e rigidez para o problema de Poisson e dinamica
dos fluidos (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Expansoes espectrais multi-dimensionais em dominios ortogonais (quadrados e cu-
bos) sao baseadas em produtos tensoriais de expansoes unidimensionais; por exemplo,
produtos de polinémios de Lagrange, Chebyshev ou Legendre sao escolhas comuns. A
interpolacao é tipicamente baseada nos pontos que sao raizes desses polinomios (pontos
de Gauss) ou raizes das derivadas desses polinémios (pontos de Gauss-Lobatto, se os pon-
tos finais do intervalo sao incluidos). Esses pontos podem também servir como pontos

na quadratura numérica em formulagoes espectrais de Galerkin (Karniadakis e Sherwin,

1999).



1.2 Revisao Bibliografica

A revisao bibliografica a seguir estd baseada parcialmente naquela apresentada em
(Nogueira Jr., 2002).

Varios conjuntos de funcoes de forma p estao apresentados na literatura. Peano
considerou familias de funcoes de interpolacao hierarquicas para elementos triangulares
de lados retos que podem ser aplicadas para qualquer ordem polinomial (Peano, 1975).
Cada novo grau de liberdade para p > 2 representa a p-ésima derivada da aproximacao.
As fungoes sao mapeadas diretamente sobre os elementos da malha usando coordenadas
baricéntricas.

Katz & Rossow estenderam o trabalho de Peano com a definicdo de um elemento
de referéncia usando matrizes universais e vetores pré-computados para aumentar a per-
formance computacional (Rossow e Katz, 1993).

Zienkiewicz apresentou fungoes para elementos hierarquicos quadrilaterais com um
bom numero de condicionamento das matrizes locais, facil imposicao da continuidade
entre os elementos e o uso de estimadores de erro (Zienkiewicz et al., 1981).

As funcgoes hierarquicas classicas para quadrilateros e hexaedros introduzidas por
Szabé & Babuska (Szabdé e Babuska, 1991) tém excelente esparsidade e propriedades
de condicionamento devido ao uso de polinomios de Legendre e sua natureza tensorial
(Edgar e Surana, 1996; Maitre e Pourquier, 1995). Entretanto, as fungoes para triangulos
e tetraedros nao tém propriedades similares e ha um aumento exponencial do ntimero de
condicionamento local com a ordem do elemento p (Carnevali et al., 1993; Adjerid et al.,
2001; Nogueira Jr., 2002).

Carnevali introduziu fungoes de forma hierdquicas para triangulos e tetraedros com
a propriedade de que as funcgoes de aresta, face e corpo sao ortogonais, no sentido do
operador laplaciano, para as mesmas fungoes com ordens nao superiores a p — 2, p — 3
e p — 4, respectivamente (Carnevali et al., 1993). Esse fato resultou em uma matriz de
rigidez local com melhor niimero de condicionamento e esparsidade das matrizes locais
comparado as fungoes definidas em (Szabé e Babuska, 1991).
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Sherwin & Karniadakis apresentaram funcoes de forma hierarquicas para triangulos
e tetraedros baseadas em sistemas cartesianos colapsados, produto tensorial, polinomios
ortogonais de Jacobi e integracao numérica exata usando o produto tensorial da quadratura
unidimensional de Gauss-Jacobi (Sherwin e Karniadakis, 1995; Karniadakis e Sherwin,
1999). Os sistemas de coordenadas colapsadas para triangulos e tetraedros sao obtidos
dos sistemas de coordenadas cartesianas definidos sobre quadrilateros e hexaedros, respec-
tivamente. Tais fungoes foram aplicadas no estudo de problemas de fluidos definindo os
métodos hp espectrais (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Webb & Abouchakra usaram polinomios de Jacobi para definir fungdes de forma
para o triangulo referéncia [0,1] 2-simplex (Webb e Abouchakra, 1995). A regra de
quadratura definida em (Dunavant, 1985) foi usada. A extensao das funges para tetrae-
dros é apresentada em Abouchakra (Abouchakra, 1996) com o uso de matrizes universais
pré-computadas.

Nogueira Jr. & Bittencourt mostraram as vantagens de usar polinomios de Jacobi
para melhorar a eficiéncia computacional e a esparsidade das matrizes locais e globais
(Nogueira Jr. e Bittencourt, 2001). Também foi verificado que as fungoes propostas em
Carnevalli (Carnevali et al., 1993) tém um aumento exponencial do nimero de condi¢ao
com a ordem do elemento, mas inferior ao verificado nas fungoes apresentadas em Szabd
(Szabd e Babuska, 1991).

Adjerid (Adjerid et al., 2001) propos novas fungoes para triangulos e tetraedros
com melhor esparsidade e propriedades de condicionamento quando comparadas a Szabd
& Carnevalli (Szab6 e Babuska, 1991; Carnevali et al., 1993). As fungbes sdo baseadas
em Szabd (Szabd e Babuska, 1991) e usam a ortogonalizagdo das fungoes de face (2D)
e de face e corpo (3D). A estratégia apresentada é muito similar a que foi usada em
Mandel (Mandel, 1990b; Mandel, 1990a) para definir pré-condicionadores para métodos
de decomposicao de dominios em malhas de hexaedros.

Nogueira Jr. em (Nogueira Jr., 2002) apresentou novos conjuntos de fungoes basea-

dos em polinomios de Jacobi e tensorizagao em coordenadas colapsadas. As ponderacoes



foram obtidas de tal maneira a diagonalizar as fungdes de face (2D) e de corpo (3D). Além
disso, aplicou-se o método hp espectral em problemas de elasticidade linear com o uso de
métodos iterativos e multigrid hp-adaptaveis.

Arnold & Mukherjee apresentaram um algoritmo usando a versao h do MEF para
resolver um PVC em uma elipse no 2 (Arnold et al., 2001). O algoritmo usa elementos
finitos lineares, estimacao do erro, esquema de refinamento da malha baseado na bisecgao
dos tetraedros e uso de métodos multigrid. Mostra-se que a biseccao repetida de um
tetraedro arbitrario leva a um numero finito de tetraedros e que o algoritmo recursivo
tem um ntmero finito de passos.

Prabhakar & Reddy exploraram a ortogonalidade das bases modais usadas em mo-
delos hp de elementos finitos (Prabhakar e Reddy, 2007). Os coeficientes da matriz sao
calculados analiticamente sem usar qualquer processo de integracao numeérica, o que pode
ser computacionalmente muito caro. Sao usadas as propriedades dos polinomios de Jacobi
e o MEF por minimos quadrados. A limitacao do procedimento desenvolvido é que s6
pode ser usado por elementos retangulares.

As bases ja mencionadas para triangulos e tetraedros nao usam produto tenso-
rial padrao de polindmios unidimensionais definidos em coordenadas baricéntricas. Na
definicao padrao de produto tensorial, bases unidimensionais para cada dire¢ao sao mul-
tiplicadas termo a termo para construir bases de maior dimensao.

As fungoes modais para quadrildteros e hexaedros apresentadas em (Karniadakis e
Sherwin, 1999) aplicam a definicao padrao de produto tensorial. Entretanto, triangulos
e tetraedros usam um produto deformado ou generalizado, devido ao uso do sistema de
coordenadas colapsadas. As fungoes de forma para quadrilateros definidos em (Szabd e
Babuska, 1991) usam tensorizacao dos polinomios de Legendre nas diregdes locais &; e &
com fungoes lineares (1 £ &;) ou (1 £ &).

Em (Bittencourt, 2005), apresentam-se fungoes de forma modal e nodal para tri-
angulos e tetraedros baseadas no produto tensorial de fungoes unidimensionais expressas

em coordenadas baricéntricas. As func¢oes nodais usam polinomios de Lagrange e sao as



fungdes de forma h padrao apresentadas na literatura (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook
et al., 1991). As bases modais usam polinomios de Jacobi. O procedimento tensorizavel
para construir os conjuntos de fungoes modais e nodais é muito simples. As funcoes
modais tém uma continuidade global C° automética entre os elementos. Assim, nao é
necessario um procedimento adicional para impor tal continuidade, como ocorre com as
funcoes de interpolacao p presentes na literatura.

Como mencionado, as caracteristicas de esparsidade e condicionamento numérico
das matrizes locais dos elementos sao fundamentais para a versao p do MEF. No caso
de polinomios de Jacobi, tais caracteristicas sao influenciadas pela correta selecao das
ponderagoes dos polinomios.

Um dos objetivos deste trabalho é dar continuidade aos resultados apresentados
em (Bittencourt, 2005), através de um estudo sobre os polinémios de Jacobi, suas pro-
priedades de ortogonalidade e a selecao de suas ponderacoes para uso nas fun¢oes modais
na matriz de massa e rigidez dos triangulos e tetraedros.

Sob o ponto de vista de implementagao computacional, quanto mais esparsas forem
as matrizes de massa e rigidez locais, menor sera o numero de operagoes por iteracao
de um método iterativo de solu¢do. Em (Vazquez, 2004; Bittencourt, 2005), tem-se a
construcao de fungoes de forma para as versoes h e p do MEF usando produto tensorial
para quadrados, triangulos, hexaedros e tetraedros.

A seguir apresenta-se uma breve revisao sobre a aplicagao de métodos de alta ordem
a problemas estruturais.

Em (Cedric, 2000), foram desenvolvidos procedimentos hp adaptéveis aplicados a
problemas de hiperlasticidade tridimensionais.

Arnold, Awanou & Winter constréem subespacos de elementos finitos do espaco
de tensores simétricos com divergéncia quadrado integraveis em um dominio tridimen-
sional (Arnold et al., 2007). Esses espagos podem ser usados para aproximar o campo de
tensao da formulacao classica de Hellinger-Reissner das equacoes de elasticidade, quando

espacos de elementos finitos descontinuos padrao sao usados para aproximar o campo



dos deslocamentos. Esses espacos de elementos finitos sao definidos com respeito a uma
triangularizacao arbitraria simples do dominio, e existe um para cada grau do polinomio
usado para os deslocamentos. Para cada grau, isso fornece uma discretizagao em elementos
finitos estavel.

Arciniega & Reddy apresentam um modelo computacional de elementos finitos para
andlise nao-linear de estruturas de casca (Arciniega e Reddy, 2007). Uma formulagao de
elemento finito tensorial é apresentada para descrever um modelo mateméatico de uma
casca de um modo simples e natural, usando coordenadas curvilineas. Em adicao, uma
familia de elementos de alta ordem com interpolagao de Lagrange é usada.

Hang Vu & Deeks mostra que o MEF de contorno escalado é uma recente técnica
semi-analitica, cuja versatilidade, exatidao e eficiéncia nao sao somente iguais, mas poten-
cialmente melhor que o MEF e o MEF de contorno para certos problemas (Vu e Deeks,
2006). Neste trabalho, investiga-se a possibilidade de usar fung¢oes polinomiais de alta
ordem para funcoes de base. Duas técnicas para gerar as funcoes de base de alta ordem
sao investigadas. Na primeira, aproximacao com elemento espectral, sao usadas fungoes
de interpolagao de Lagrange. Na segunda, func¢oes de base polinomiais hierarquicas sao
empregadas para adicionar novos graus de liberdade dentro do dominio, como na versao
p do MEF. Os resultados mostram que pode ser vantajoso usar elementos de alta ordem
e que altas taxas de convergéncia podem ser obtidas usando refinamento p ao invés de
refinamento h.

Visto que as versoes de alta ordem do MEF (versoes hp) sao razoavelmente bem
estabelecidas como métodos altamente eficientes para monitorar e controlar o erro de dis-
cretizacao em problemas lineares, pouco foi feito para explorar seus beneficios na analise
estrutural elasto-plastica. Em (Holzer e Yosibash, 1996), discute-se quais aspectos da
analise finita elasto-plastica incremental do elemento sao particularmente sensiveis as mel-
horias pela versao p. Estas consideracoes tedricas sao suportadas por diversas experiéncias
numéricas. Primeiramente, estuda-se um exemplo para o qual uma solucao analitica estd

disponivel. Demonstra-se que a versao p tem um desempenho muito bom mesmo nos



ciclos de carregamento elasto-plastico e descarregamento, nao somente em comparac¢ao
a versao h tradicional, mas também com respeito a solucao exata. Finalmente, um e-
xemplo é apresentado que demonstra como as ferramentas de modelagem oferecidas por
técnicas finitas de alta ordem do MEF podem contribuir para melhorar a aproximacao de
problemas praticos.

Em (Yosibash, 1997), apresenta-se um método novo para a extragao exata da tensao
nos pontos das solugoes de elemento finito, aplicado aos problemas elastico lineares bidi-
mensionais. O método é baseado no Principio de Energia Complementar aplicado sobre
um dominio local na fase do pés-processamento. A formulacao detalhada do método é
fornecida e experiéncias numéricas com a versao p do MEF sao apresentadas para uma
familia de solugoes exatas, variando o grau de aproximacao. Mostra-se que nos limites do
dominio, tanto quanto no interior, a tensao exata nos pontos sao obtidas e o erro relativo
nos pontos de tensao converge com uma taxa tao rapidamente quanto o erro relativo me-
dido na norma da energia ou mais rapidamente. O método conjuntamente com a versao
p do MEF ¢ virtualmente independente da relagao do Poisson, e é igualmente aplicavel
aos materiais quasi-incompressiveis.

Cargas seguidoras que dependem das condigoes de contorno freqiientemente ocor-
rem em PVCs com deformacao finita. Em (Yosibash et al., 2007), para aplicagoes axis-
simétricas, tém-se solugoes analitica e numérica para um conjunto de problemas em ma-
teriais compressiveis Hookeanos. Essas solugoes servem como problemas padrao para ve-
rificar a exatidao e a eficiencia de varios procedimentos baseados no MEF para aplicacoes
com cargas seguidoras. Apds isso, a formulacao fraca para carga seguidora em dominio
3D ¢ reduzida para um conjunto axissimétrico. O conjunto de solugoes axissimétricas
é comparado com experimentos numéricos, aoobtidos por um codigo comercial h. Isso
demonstra a eficiéncia e a exatidao da versao p quando aplicado a problemas com cargas
seguidoras e deformagoes finitas.

Em (Heisser et al., 2007), demonstram-se as propriedades livre de travamentos da

formulagao da p do MEF para o deslocamento quando aplicados ao material Hookeano



quasi-incompressivel sob deformagoes finitas. Para um problema modelo axissimétrico,
tém-se solugoes semi-analiticas para um material Hookeano quasi-incompressivel para
investigar a robustez da versao p com respeito ao travamento volumétrico. Uma solugao
analitica para o caso incompressivel é também derivada para demonstrar a convergencia
da solucao numeérica compressivel.

Em (Nogueira Jr. e Bittencourt, 2007; Bittencourt et al., 2007b) o método hp
espectral, originalmente desenvolvido para fluidos em (Karniadakis e Sherwin, 1999), foi

aplicado para problemas elasticos com pequenas e grandes deformacoes.

1.3 Objetivos

O principal foco deste trabalho é o desenvolvimento de fungoes de interpolacao e
regras de integracao tensorizaveis para o MEF de alta ordem, considerando os sistemas
de referéncias locais e elementos nao distorcidos.

O primeiro objetivo é determinar ponderacoes especificas para as bases de funcoes
de triangulos e tetraedros, desenvolvidas em (Bittencourt, 2005), de forma a se obter
melhor esparsidade e condicionamento das matrizes de massa e rigidez dos elementos.
Além disso, propdem-se a manipulacao apropriada dos indices que identificam as funcoes
de base de tal maneira que estas bases sejam hierdrquicas. Procuram-se novas fungoes de
base para tornar as matrizes de massa e rigidez mais esparsas possiveis.

Outra contribuicao foi escolher os pontos de integracao que otimizam o custo do
calculo dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez usando as regras de quadratura
de Gauss-Jacobi, Gauss-Radau-Jacobi e Gauss-Lobatto-Jacobi.

Uma tdltima contribuicao esta na construcao de uma base unidimensional nodal que
permite obter uma matriz de rigidez espectral para problemas de Poisson unidimension-
ais. A tensorizacao dessa base em quadrados nao obtém uma matriz de rigidez diagonal,
mas ainda comparavel com a de Jacobi em termos do ntimero de condigao e esparsidade.

Mostra-se como construir a matriz de rigidez em quadrados e hexaedros como a com-
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binagao dos coeficientes das matrizes unidimensionais de massa, rigidez e mista. A partir
dai, identifica-se que a matriz de massa desempenha papel fundamental na diagonalizagao
da matriz de rigidez em quadrados e hexaedros. Propoem-se, entao, duas alternativas para
diagonalizar a matriz de massa, comparando as suas limitacoes, vantagens e desvantagens.
Os resultados sao estendidos para triangulos e tetraedros usando a base de Karniadakis
& Sherwin (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Para plotar a esparsidade e calcular os condicionamentos das matrizes de massa e
rigidez para diferentes bases, implementou-se um coédigo em Matlab baseado no processo

de tensorizacao.

1.4 Organizacao do Texto

O texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentam-se procedi-
mentos uniformes para a construcao de fungoes de forma para as versoes h e p do MEF em
quadrados, triangulos, hexaedros e tetraedros baseados no produto tensorial unidimen-
sional usando polindémios de Jacobi e Lagrange (Karniadakis e Sherwin, 1999; Vazquez,
2004; Bittencourt et al., 2007a). Sao usados indices apropriados para denotar o polinémio
unidimensional em cada direcao da tensorizacao. A manipulacao apropriada dos indices
permite obter bases hierdrquicas ou nao hierarquicas e com continuidade C° ou nao en-
tre elementos. Para os elementos unidimensionais, quadrados, triangulos, hexaedros e
tetraedros, determinam-se as ponderagoes 6timas dos polinémios de Jacobi (que fornecem
6tima esparsidade nas matrizes de massa e rigidez dos elementos), plotam-se os perfis de
esparsidade das matrizes de massa e rigidez locais e seus condicionamentos numéricos sao
calculados. Uma nova base para triangulos e tetraedros é proposta e analisada quanto a
esparsidade e condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez.

No Capitulo 4, novas fungoes de forma nodais unidimensionais sao propostas com
o objetivo de encontrar uma matriz de rigidez espectral para o problema de Poisson. A

base proposta fornece uma matriz de rigidez unidimensional quase diagonal. Apresenta,
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ainda, melhor condicionamento do que as matrizes de rigidez obtidas usando as bases de
Lagrange e Jacobi. Contudo, a tensorizacao dessa base nao permite obter matrizes de
rigidez diagonais para quadrados e hexaedros. Essas matrizes sao escritas por combinagoes
das matrizes de massa e rigidez unidimensionais. As matrizes nao sao diagonais pelo fato
que a matriz de massa unidimensional é densa. Duas técnicas para encontrar matrizes
diagonais de massa do elemento unidimensional sao discutidas e seus efeitos em quadrados
e hexaedros analisados. Mostra-se ainda como escrever as matrizes de massa e rigidez de
triangulos e tetraedros através de matrizes unidimensionais usando a base de Sherwin e
Karniadakis.

O célculo dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez construidas a partir das
fungbes nodais e modais definidas no Capitulo 2 pode ser feito usando diferentes regras
de quadratura. Tanto para as fungoes de interpolagao nodais, como para as modais, o
mesmo processo de integragao pode ser aplicado, principalmente a tensorizacao dos pontos
e pesos de integragao para elementos bi e tridimensionais. Assim, no Capitulo 3, o processo
é aplicado para a matriz toda, no caso das fungoes nodais, ja que essas matrizes sao densas
e apenas para os coeficientes diferente de zero no caso das fungoes modais. Faz-se entao,
um estudo para a escolha dos pontos de integragao de forma a diminuir ao maximo o
grau do integrando. Determina-se o ntimero minimo de pontos de integracao necessarios
para a integracao exata dos coeficientes, usando as regras de quadratura gaussianas de
Gauss-Jacobi (GJ), Gauss-Lobatto-Jacobi (GLJ) e Gauss-Radau-Jacobi (GRJ). Estuda-
se primeiramente o caso unidimensional e mostra-se que, para os quadrados e cubos, basta
tensorizar os pontos ja escolhidos. Um processo andlogo é apresentado para triangulos
conforme (Bittencourt, 2005) e estendido neste trabalho para tetraedros.

For fim, no Capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes finais e os possiveis trabalhos

futuros.
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Capitulo 2

Construcao de Funcoes de Forma
para as Versoes h e p do MEF

usando Produto Tensorial

Este capitulo apresenta inicialmente um resumo de procedimentos uniformes para a
construcao de fungoes de forma para as versoes h e p do MEF em quadrados, triangulos,
hexaedros e tetraedros, baseados no produto tensorial unidimensional usando polinomios
de Jacobi e Lagrange conforme (Karniadakis e Sherwin, 1999; Vazquez, 2004; Bittencourt
et al., 2007a). Sao usados indices apropriados para denotar o polinémio unidimensional em
cada direcao da tensorizacao. A manipulagao apropriada dos indices permite obter bases
hierdrquicas ou nao hierdrquicas e com continuidade C° ou nao entre elementos. Para os
elementos unidimensionais, quadrados, triangulos, hexaedros e tetraedros, determinam-
se as ponderagoes Otimas dos polinomios de Jacobi, plotam-se os perfis de esparsidade
das matrizes de massa e rigidez locais e seus condicionamentos numéricos sao calculados.
Uma nova base para triangulos e tetraedros é proposta e analisada quanto a esparsidade
e condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez.

As contribuicoes deste trabalho no presente contexto sao a construcao das bases

hierarquicas, a determinagao das ponderacoes 6timas das funcoes base de triangulos e
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tetraedros, a construcao de uma nova base para triangulos e tetraedros, a verificacao da
continuidade natural em quadrados e hexaedros, o uso de malhas hibridas e os estudos
de esparsidade e condicionamento numérico em tetraedros e na matriz de rigidez dos

triangulos.

2.1 Construcao das Funcoes de Base Unidimension-
ais
2.1.1 Base Nodal

Considere o sistema de coordenadas ¢; definido no intervalo fechado
[—1,1] e o conjunto de P, + 1 pontos &1, (p = 0,..., P;) definidos em &. Uma base
nodal é formada pelas funcoes associadas as coordenadas &;,. Cada funcao obedece a pro-
priedade de ser 1 no seu ponto de defini¢ao e 0 em todos os outros pontos. O polinomio de
Lagrange de grau P; associado a cada coordenada &, é dado por (Zienkiewicz e Taylor,

1989; Cook et al., 1991)
O (G —&,)

&) = (2.1)
q=01(_p[7£q (511’ £1q>

(& — &) — &) - (G =&, )& — &) - (61— &ipy)
(&1, — &10) (1, — &) -+ (61, — &1, ) (61, — &) -+ (1, — 1))

e ll(,o)(fl) = 1. Pela definicao anterior, tem-se a propriedade de colocacao dos polindmios

de Lagrange, ou seja, lépl)({’lq) = 0pq, sendo 9,4 o delta de Kronecker.
As fungoes nodais de interpolacao N, (;) associadas aos nés p (p = 0, ..., Py) dos ele-
mentos finitos unidimensionais sdo os préprios polinomios de Lagrange, ou seja, N,(&1) =
P(€)). A seguinte expressio pode ser empregada para denotar as funcdes de forma de

vértice (p =0e p = P;) e internas (0 <p < P;)

%(1_51)L;(;P1 V(&) p=0
Npl&1) = 0p(&0) = 31+ &)L V(&) p=h (2.2)
H1-&)(1+&)LM2(&) 0<p< P
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sendo L;P 1=1) (&) obtido da expressdo geral (2.1) dos polindomios de Lagrange fatorando

%(1 —&)e %(1 + &), respectivamente, para p = 0 e p = P;. Analogamente,
Pi—1

I & -¢&,)

L;()P1_2) (51) — 4 ‘1:113:1?513 ) (23)

II &, —&,)

q=0,97p
Pode-se também trabalhar com as coordenadas naturais adimensionais (Cook et al.,

1991). Nesse caso, as coordenadas naturais de qualquer ponto P sado indicadas como
(L1, Ly), Ly + Ly = 1 e a coordenada dependente é Ly = 1 — L;.
Os mapeamentos entre os sistemas local & e natural L; sao dados por

Lig) = 2(1+&) e &(l)=2L—1 (2.4)

Considerando os P; + 1 pontos na diregdo Lq, a expressao (2.1) para os polindmios

de Lagrange é escrita como

Py
("L, = (Ly — Ly,)

: q=0,p#q (Llp o qu)
- (Ll—Llo)...(Ll—Llpfl)(Ll—L1p+1)...(L1—L1P1) 2.5)
(Llp — Llo) .. (Llp — Llpfl)(Llp — L1p+1) L (Llp . L1p1>. .

Da mesma maneira, a partir das transformacgoes em (2.4), a equagao (2.2) em coor-

denadas naturais é dada por
(1= L)L D(L)  p=0
Np(L1) = ép(L1) = § Ly LAV (Ly) p="P : (2.6)

(1= L)L L =D(Ly) 0<p< Py
sendo
P11

H (Ll — qu)

_ =1,q#
LP(Ly) = —41575 : (2.7)

H (Llp - qu)

q=0,9#p
Devido as definigbes dos polinomios de Lagrange, dadas em (2.1) e (2.5), as fungoes

de interpolagao em (2.2) e (2.6) estao diretamente relacionadas aos nés do elemento, e

portanto constituem uma base nodal.
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2.1.2 Base Modal

Para bases modais, as funcoes de forma nodais sao usadas apenas nos vértices. As
fungoes de interpolagao para elementos a partir do segundo grau nao estao associadas as
variaveis nodais. Para isso, emprega-se aqui os polinomios ortogonais de Jacobi, devido a
sua maior generalidade. Os polinomios de Legendre e Chebyshev sao exemplos de casos
particulares dos polinomios de Jacobi.

Os polinoémios ortogonais de Jacobi unidimensionais de grau n, P?(&;), sdo uma
familia de solugbes polinomiais para o problema singular de Sturm-Liouville (Karniadakis

e Sherwin, 1999)

d 1+« 1+ dy(gl) _ ey
d—gl[(l —&) (1 + &) ﬁT&] = —M(1—&)*(1 - &) y(&),

Ao=n(n+a+B+1), y&)=Lr&).
Estes polindmios sao ortogonais (Chihara, 1978) no intervalo [—1, 1] com respeito a fungao
peso (1 —&)*(1+&)% (o, 8> —1;a,3 € R), isto &,
[ (1= &)1+ &) P& P (€)ds = Coumy & € [-1,1), (28

1
-1
20481 Pp+a+1DI(n+ B+ 1)

2n+a+0+1 nl'(n+a+5+1)
fungao Gama (T'), dada como a integral de Euler de segunda espécie I'(z) = [5° e " 1dt,

sendo C' =

uma constante expressa através da

Re(x) > 0 ou z > 0. Para um ntmero inteiro, I'(n) = nl.

A relagao de ortogonalidade anterior pode ser mapeada para o intervalo [0, 1] de
coordenadas naturais L; como

/01 (1— L) LAP™S (2L, — 1)Po*(2Ly — 1)dLy, = Do, L1 € [0, 1] (2.9)

e D C.

- 2a+ﬁ+l
A partir das defini¢oes anteriores, a base de fun¢oes modais podem ser definidas nos
sistemas de coordenadas & e L; de forma andloga as equacgoes (2.2) e (2.6), bastando

substituir os polinémios de Lagrange por Jacobi e usar as fungoes de vértices lineares, ou
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seja,

%(1 —&1) b=
Np(&1) = dp(&) =14 L1+ &) p="D (2.10)
11=&)A+&)P(&G) 0<p< P
e
1- L, b=
Np(L1) = &p(L1) = Ly p="P : (2.11)

(1— L)L PM(2L —1) 0<p<P

2.2 Construcao das Funcoes de Base Bidimensionais

- Quadrados e Triangulos

2.2.1 Funcoes de Interpolacao para Quadrados

As fungoes de interpolagao nodais e modais para elementos finitos quadrangulares
sao construidas pelo produto tensorial de fungoes unidimensionais nas direcoes &; e &

como ilustrado na Figura 2.1 (Szabé e Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin, 1999).

&2
(-11) b
S
&
! ol
S ©)
(-1-1) (1.-1) -1 1 13
1
o-1
(a) Dominio quadrado. (b) Processo de tensorizacao.

Figura 2.1: Construgao tensorial das fungoes de interpolacao para quadrados (Bittencourt,
1991; Vazquez, 2004).

A partir da equagao (2.2) e da Figura 2.1, as expressoes das fungoes de interpolagao

para quadrados podem ser escritas através do seguinte produto tensorial de fungdes nas
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diregoes &7 e &

Npg(&1,&2) = 0p(&1)9g(&2), 0<p< P e 0<q< P, (2.12)
sendo P; e P, os graus dos polinomios nas diregoes &; e &, conforme ilustrado na Figura
2.2(a).

De forma analoga ao caso unidimensional, pode-se associar as funcoes de inter-
polacao as entidades topoldgicas do elemento que no caso do quadrado sao os vértices
(Vi, Vo, V5, V), as arestas (Ey, Es, E3, Ey) e a face (F}) ilustradas na Figura 2.2(b). Os
indices p e g da equagao (2.12) estao associados as entidades topoldgicas do quadrado de

acordo com a Figura 2.2(c).

v, E; Vs OR) (P-R) (PP
P
q E, Fy E, 0.9 (P.9) (P.q)
0
0 p P, Vi E, \Z! 0,00 (.0) (P,0)
a) Intervalosdepegq. b) Entidades topologi- c) Entidades e indices p e g.
2
cas.

Figura 2.2: Associagao entre entidades topoldgicas e indices p e ¢ no quadrado. (Vazquez,
2004)

A partir dai, as expressoes para as fungoes de interpolacao dos vértices Vi, Vo, V3, Vj

sao dadas, respectivamente, por

Noo(§1,&2) = 0(&1)do(&2),

Npio(&1,6) = ¢p(&)oo(&2),
Npip(6,&) = op(&)on (&), (2.13)
Nop,(§1,&2) = ¢o(&1)op,(&2)-

Analogamente, as funcoes das arestas Ei, Fy, F5, Ey, com P, = P, = P > 2 sao,
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respectivamente,

Npo(&1,&) = op(&)do(&2), 0<p <Py,
NPN](£17£2) = ¢P1 (£1)¢4(£2)7 0<g< P27 (2 14)
NpPz(gla 52) = ¢p(€1)¢P2(§2)7 0< p< Pl,

)

Nog(§1,&2) = 00(&1)dq(§2), 0<q< P

Finalmente, as fungoes da face Fy, P, = P, = P > 3, sao expressas por
Npg(§1:&2) = 0p(§1)dg(&2)- (2.15)
A partir do procedimento tensorizavel anterior, definem-se as bases nodais e modais

para o quadrado.

Bases nodais

A base nodal lagrangiana padrao (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991;
Karniadakis e Sherwin, 1999) para quadrados é obtida substituindo em (2.12) a defini¢ao
da base unidimensional dada em (2.2).

Como é conhecido (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991; Karniadakis e
Sherwin, 1999), a base nodal de Lagrange gera termos adicionais que nao sao necesséarios
para garantir que a expansao local seja completa. Para evitar esse fato, trabalha-se com a
base nodal de Serendipity, a qual necessita de nés internos no quadrado apenas a partir do
quarto grau. Os elementos lineares das familias de Lagrange e Serendipity sao idénticos,
assim como as fungoes de interpolagao dos vértices de todos elementos.

As fungoes de interpolacao de aresta para a familia Serendipity sao determinadas a
partir de (2.12), mas substituindo a defini¢ao (2.2) por
s(1—¢&1) p=0
;(1+¢&1) p="n : (2.16)

2
TA—&)A+&) L&) 0<p< P
Para os elementos de Serendipity e P, = P, = P > 4, as fungoes de face sao obtidas

¢p(€1) =

de (2.12) mas usando a seguinte definigao

1 _
Pp(&1) = 1(1 &)1+ fl)L;(ypl (&) (2.17)
para PPL=P=P>3,1<p,g<P—-lep+q<P—2.
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Bases modais

A base modal mais simples para elementos quadrangulares é obtida substituindo
a definicdo (2.10) em termos de polinomios de Jacobi na equagao (2.12) (Karniadakis
e Sherwin, 1999). As fungdes de vértice sao sempre lineares. Substituindo (2.10) nas

expressoes (2.14), tém-se as fungoes de interpolagao de aresta

1

Nio(61,6) = g(1=&)1+ &)1 -&FY (&), 0<p<h,

1

Npg(&1,6) = g(l +&)(1—&)(1+ 52)Pf_2’152(§2)> 0<q<h,

Nopy(60,62) = ~(1— )1+ 6)(1+ &P (E), 0<p< P, (2.18)

8

Noa(6&) = S(1-&)1+&)1-&E2AE), 0<q<P,

sendo (aq, 1) e (ag, Fa) os coeficientes de ponderacao nas diregoes &; e &3, respectivamente.
Esses coeficientes serao selecionados de forma conveniente para alcancar uma melhor
esparsidade das matrizes elementares. A partir de (2.10) e (2.15), obtém-se as fungoes de

face

Npo(&1. &) = i(1—51)(1+£1)(1—52)(1+52)1735—1’1‘31(51)135-2’162(52)7 (2.19)

16
com 0 <p<P,e0<q< P, Considerando P, = P, = P, a base hierdrquica ¢ obtida
com a restricao p + ¢ < P. A base modal de Serendipity é obtida apenas impondo a

restrigdo p + ¢ < P — 2 para os modos internos (Karniadakis e Sherwin, 1999).

2.2.2 Funcoes de Interpolacao para Triangulos

As coordenadas naturais, baricéntricas ou de area tém sido historicamente empre-
gadas para a construgao de fungoes de interpolagao para triangulos, devido principalmente
a sua propriedade de simetria rotacional.

As coordenadas baricénticas para triangulos estao ilustradas na Figura 2.3. Dado
um triangulo de area A e um ponto qualquer P, definem-se trés subtriangulos com areas
Ay, Ay e Ag de tal forma que A = Ay + Ay + Az. As coordenadas de drea 0 < L; <1 (i =

1,2, 3) sao definidas pela razao entre as areas dos subtriangulos e do triangulo original
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(Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991)(ver Figura 2.3(b))

Al A2 A3
—+—+—=1—->L1+ L+ L3=1 2.20
Tt ot o ittt (2.20)
3 3
» 2 :
L, =12 '
1 1 L13 =1 2
(a) Subtriangulos. (b) Coordenadas de (¢) Coordenadas ao
area. longo de L;.

Figura 2.3: Coordenadas baricéntricas para triangulos (Bittencourt, 1991; Vazquez, 2004).

A partir de (2.20), observa-se que uma das coordenadas de drea é dependente das
outras duas.

Em (Bittencourt, 2005), apresentou-se um procedimento construtivo baseado no pro-
duto tensorial de polindmios unidimensionais expressos em coordenadas naturais. Apresenta-
se a seguir o procedimento tensorial definido nesse trabalho considerando a base nodal
lagrangiana padrao para triangulos (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991).

As fungoes de forma nodais para triangulos podem ser escritas como o produto
tensorial dos polinomios de Lagrange nas coordenadas L, Lo e L3 da seguinte maneira
(Bittencourt, 2005)

No(Ly, Lo, Ls) = 17 (L)1 D (L) 1Y (L), (2.21)
onde a é o nimero do no; b, ¢ e d sao os indices das coordenadas nodais nas diregoes Ly,
Ly e L, respectivamente, como ilustrado na Figura 2.3(c) para a diregao L;. Os valores
de b, ¢ e d estao no intervalo fechado [1, P,+1] e P; (i = 1,2, 3) denota o grau do polinomio
na direcao L; .

Os polinomios de Lagrange indicados na equacao anterior sao dados por

o0 (L,) = (Ly — Loy )(Ly = Ly,) o (Lo — Ly, )
’ (L, — Ly, )(Ly, — Lay) - (Lo, — Ly, )
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(Lo — Lo, )(La — La,) ... (Lg — Ly, ,)
(Lo, — Lo, ) (Lo, — La,) . (Lo, — Lo, )’
(L — L3, )(Ly — Ls,) ... (L3 — Ls,_,)

(Ls, — Ls, )(Ls, — Lsy) ... (La, — La, )
Quando comparada a equagao (2.5), deve-se observar que os polinémios de Lagrange

1=V(Ly) (2.22)

I5(Ly) =

em (2.22) sao truncados nas coordenadas dos numeros indicados por b, ¢ e d, respectiva-
mente, ao invés de considerar todas as coordenadas P;+ 1 em cada dire¢ao L; (ver Figura
2.3(c)). Os graus dos polindomios nas dire¢oes L; nao sao P; como seria esperado de (2.5),
mas b — 1, c — 1 e d — 1, respectivamente. Esse é o principal ponto usado para obter
as fungoes de forma nodal padrao para triangulos usando produto tensorial (Bittencourt,
2005). Os mesmos polinémios truncados sao usados em (Blyth e Pozrikidis, 2005).

A Figura 2.4 e a Tabela 2.1 apresentam os indices a, b, ¢ e d para o triangulo

quadratico.

(a) Direcao L. (b) Diregéo Lo. (c) Diregdo Ls.

Figura 2.4: Triangulo quadrético (Bittencourt, 1991; Vazquez, 2004).

Qoo

1
3
1
1

N DN B~
DO | DN D

DO DN —| Ot

W| | =W

=Wl =N

Tabela 2.1: Triangulo quadratico: indices a, b, ¢ d.

A mesma notacao usada para quadrados serd empregada para triangulos. Para
isso, considere as entidades topolégicas do triangulo ilustrado na Figura 2.5(a), que sao

3 vértices (V1,Va, V3), 3 arestas (Eq, Eq, E3) e uma face (Fy). A expressao geral para as
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funcoes de interpolagao do triangulo é
Npgr(L1, Lo, L3) = ¢p(L1)dg(La)dr(Ls), (2.23)

sendo 0 <p< P, 0<¢g<P,e0<r < P;conforme ilustrado na Figura 2.5(b).

] ] (0,0,R)

’ ? (p.0.r) (0.g,r)
F, (p.q.1)
V V.
1 E 2 P 0 P (P00 (pg0) (OF.0
(a) Entidades topoldgi- (b) Indices p, q e r. (c) Associagio das entidades.

cas.

Figura 2.5: Entidades topoldgicas do triangulo, indices p, ¢, r e associacao entre entidades
e indices.

As fungoes de vértice sdo obtidas a partir da equagao (2.23) e da Figura 2.5 como

Npyoo(L1, Ly, L3) = ép,(L1)do(L2)¢o(Ls),
Nopyo(L1, Lo, L3) = ¢o(L1)pp,(L2)¢o(Ls), (2.24)
NOOPg(L17L27L3) = ¢0(Ll)¢O(L2)¢P3(L3)'

Da mesma forma, as funcoes de aresta para 0 < p,q,r < Pe P = P, = P3 = P sao

dadas por
Npgo(L1, Lo, Ly) = ¢p(L1)dg(L2)do(Ls),
Nyor(L1, La, Ls) = ¢p(L1)do(L2)ér(Ls), (2.25)

Nogr(L1, Lo, Ls) = ¢o(L1)¢q(L2)dr(L3).

Finalmente, as funcoes de face para 0 < p,q,7 < P — 1 sao

Npgr(L1, Lo, Ls) = ¢p(L1)¢q(L2)dr(Ls). (2.26)

A seguir descrevem-se as bases nodais e modais para triangulos empregando a
notacao anterior. Em ambos os casos, considera-se que P, = P, = P3 = P e portanto
tém-se 3 funcoes de vértice, 3(P — 1) de aresta e (P — 1)(P — 2) de face. Além disso, as

bases sao construidas para p+q+r = P, significando que as bases nao serao hierarquicas,
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mas terdo uma continuidade C° natural (Bittencourt, 2005).

Bases nodais

Considere a seguinte definicao

1 p=20
op(Ly) = , (2.27)
LlLi(np_l)(Ll) 0< p < P
com
p—1
H(L1 —L,)
_ =1
LY (L) = —45 : (2.28)
H (Llp - qu)
q=0

Defini¢oes andlogas sdo vdlidas para ¢,(L2) e ¢,(Ls). Empregando a equagao (2.27)
nas expressoes (2.24) a (2.26), define-se a base nodal lagrangiana para triangulos. Os

elementos linear, quadratico e cibico estao ilustrados na Figura 2.6.

RS

) Linear. b) Quadratico. ) Cubico.

Figura 2.6: Triangulos da familia nodal lagrangiana (Bittencourt, 1991; Vazquez, 2004).

Uma outra base para triangulos pode ser obtida considerando a defini¢ao
1 p=20
¢p(L1) = Ly p=P : (2.29)

LiLP™D 0<p< Py
Os elementos obtidos substituindo a definicdo anterior em (2.24) a (2.26) sao os

mesmos indicados na Figura 2.6. Mas independente do grau P, as fungoes de vértice

serao sempre lineares.
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Bases modais

Considere a defini¢ao abaixo, similar a (2.29), mas usando polinomios de Jacobi

1 p=20

o(L1) = { Ly p=p (2.30)
LMy (2L, —1) 0<p< P

Analogamente, para ¢,(Ls) ¢ ¢.(L3). Uma segunda alternativa é redefinir ¢,(L3) como
1 r=20

¢r(L3) =4 Ly r=P : (2.31)

Ly O0<r<P
Desta forma, retiramos L3 como termo de ponderacao no célculo dos coeficientes das

matrizes de massa e rigidez, o que fornece maior flexibilidade no processo de tensorizagao.
As defini¢oes dadas nas equagoes (2.27) a (2.31) sdo usadas apenas no processo de
tensorizagao e nao indicam bases usadas na aproximagcao de problemas unidimensionais.
Tal como as bases nodais de Lagrange, as bases modais para triangulos podem
ser definidas usando as equagoes (2.24) a (2.26). Os modos de vértice, para ambas as
definigdes (2.30) e (2.31), sao dados por
Npyoo(Li, Lo, L) = Lu,
Nopyo(Li, Ly, L3) = Lo, (2.32)
Noops (L1, La, L3) = Ls.
Os modos de aresta para P > 2 e 0 < p,q,r < P, usando a defini¢ao (2.30), sao
Npgo(L1, Lo, Ly) = LiLo Py (2L, — 1) P32 (2L, — 1), p+q=P,
Nyor(Ly, Ly, L) = LiLy Py 2Ly = DP2*(2Ls — 1), p+r =P, (2.33)
Nopr(L1, Lo, L) = LyLs P2 (2L, — 1)P™ (2L — 1), q+r=P.
Usando a defini¢ao (2.31), tem-se
Npgo(L1, Lo, Ly) = LiLo Py (2L, — 1) P32 (2L, — 1), p+q=P,

q

Npor(L1, Lo, Ly) = Li Ly Py (2L, — 1), p+r=P, (2.34)

Nogr(L1, Lo, L) = Ly Ly Pe2 (2L, — 1), g+r=P
Finalmente, os modos de face para P > 3, p+q+r = P, 0 < p,q,r < P—1e

usando a defini¢ao (2.30) sao
Npgr(Ly, Lo, L) = LiLoLy PO (201 — 1) P23 (2L, — 1) P (215 — 1). (2.35)
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Analogamente, empregando (2.31), as fungdes de face sao
Npgr(Li, Lo, Ly) = LiLy Ly Py (2L — 1) Po3™ (2L, — 1). (2.36)
Uma base hierarquica para triangulos é gerada escolhendo as func¢oes que obedecem
a condicao p + g +r < P. Para as fungoes de aresta, consideram-se as seguintes relagoes

para os indices p, ¢, 7 em (2.33) e (2.34)
e aresta pgl: r=0e0<qg—p<1;
e arestaOgr: p=0e0<r—q<1;
e aresta pOr: q=0e0<r—p<1.

No caso das fungoes de face, utiliza-se 0 < ¢g—p<2o0ul0<p—¢<2er>pem(2.35)
e (2.36). Neste trabalho, considerou-se 0 < g—p <2er >p.

Assim, por exemplo, para P = 1, tém-se apenas funcoes de vértice; para P = 2,
tém-se as funcoes de arestas Nyi1, Nig1 e Niyo; para P = 3, existem as fungoes de aresta
Noi1, Nio1, Ni1o, Noi2, Nigz € Nigg e a funcao de face Nyjp; para P = 4, as fungoes de
aresta sao Noi1, N1o1, V110, No12, Nio2, Ni2o, Nozo, Noga € Nagg € as de face sao Nyj1, Nioy
e Niip. Continuando desta maneira, pode-se observar que as fungoes para o grau P + 1
contém sempre as fungoes para o grau P, o que caracteriza uma base hierarquica.

Dois polinémios de Jacobi nas fungdes de arestas do triangulo, como dado em (2.33),
nao limitam o uso de malhas hibridas de quadrados e triangulos. A Figura 2.7 mostra um
exemplo de uma malha simples com um quadrado e um triangulo para P = 3, a; = ag = 0
e /1 = B = 2. A continuidade C° ao longo da aresta comum pode ser observada.

Para isso, mapeiam-se as funcgoes de forma das arestas do triangulo no quadrado.
Considere, por exemplo, a primeira expressao da equagao (2.33). Na aresta pg0, L3 = 0
e Ly =1— L;. Portanto,

Nypgo(L1, Lo, Ly) = (1 — L) Li P (2L, — 1) P2 (— (2L, — 1)).

Usando a segunda transformagao em (2.4) (£, = 2Ly — 1), a expressao anterior pode ser
reescrita como

Npgo(€1) = (1= &)(1+ &) B (€D P2 (&),
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Figura 2.7: Malha hibrida.

Essa equacao define um polindomio unidimensional ao longo da aresta do elemento
quadrangular, o qual pode ser usado no produto tensorial indicado na equagao (2.14),

para obter as funcoes de forma das arestas do quadrado como

Nl &) = 50— &)1 +&)(1~ Q)P (€ PR (~6),
Nrgl6,&) = 5(1+&)(1 - &)1+ &) ()P (~),
Nor(6,6) = 5(1—€)(1+E)(1+ &) B (€)P(~6),

Nog(61.62) = 51— 6)(1+ &)1~ Q)R )P (~6).

As expressoes anteriores sao similares aquelas dadas pela equagao (2.18).

2.3 Construcgao das Funcoes de Base Tridimensionais

- Hexaedros e Tetraedros

2.3.1 Funcoes de Interpolacao para Hexaedros

De forma analoga aos quadrados, as funcgoes de interpolacao para hexaedros sao

construidas através do produto tensorial de polinomios unidimensionais nas direcoes &,
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&, e &3 conforme ilustrado na Figura 2.8 (Szab6 e Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin,

1999).
(L,L,D) q\é 5 1
&

(-1,-1,-1) -1 1
/4, d -1 /g

(b) Processo de tensorizacao.

&,

(a) Sistema de coordenadas.

Figura 2.8: Construgao tensorial das fungoes de interpolagao para hexaedros (Bittencourt,
1991; Vazquez, 2004).

A expressao geral das fungoes de interpolagao para hexaedros obtida pelo produto
tensorial é dada por

Noar (61, 62,€2) = 6,(60)64(E2)0(63), (2.37)
com(0<p<P,0<qg< Pel<r<P;sendo P, P, e P3 os graus dos polinomios nas
diregbes &1, & e &3, respectivamente, conforme ilustrado na Figura 2.9(a).

A Figura 2.9(b) ilustra as entidades topoldgicas do hexaedro, as quais s@o consti-
tuidas de 8 vértices (V1 a Vg), 12 arestas (E; a Ejy), 6 faces (F} a Fg) e um volume (By).
A Figura 2.10 apresenta a relagao entre os indices p, g e r e as entidades topoldgicas do
hexaedro.

A partir da Figura 2.10 e da equacgao (2.37), as expressoes das fungoes de interpolagao

dos vértices (V4 a V3) sdo, respectivamente,

Nooo (&1, €2, €3) $0(£1)%0(£2)¢0(E3),
Npioo(&1, &2, &3) Op (1) P0(€2)P0(E3),
Npipo(&1, &2, €3) Op (§1)0p,(€2)P0(E3),
Noryo(&1, &2, &3) $0(§1) PP, (§2)do(&3),
Noor, (&1, &2, &3) $0(&1)Po(&2)Dp, (&), (2.38)
Npiop, (&1, &2, &3) Op (§1)P0(E2)0p, (€3),
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\'2 E7 Vg
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E5 V6
E
E, 10
4 B, F6
q g E9 Fz
Y/ Enov,E E,
v,
0 E4 F1 E2
P \Y E A%

P
(a) Intervalos de p, g e .

1

1

2

(b) Entidades topoldgicas.

Figura 2.9: Indices p, q e r e entidades topoldgicas no hexaedro.

(O,B.B) (PR .Py) (PP,,Ps)
(0.q.Py
(P.0P) PPy ®.B1)
0.0.B) (B .0.B)
) (P,Pr) (.q.Py)
P,,0,r) © (p,q.1)
0’0’ ’q’r) P]?q’r)
(0.B;,0) ®po 0P (P1,P50) (».0.)
0,9,0)
(P,,q,0) (p.q,0)
(0,0,0) (B,0,0) (p,0,0)

(a) Vértices. (b) Arestas. (c) Faces e volume.

Figura 2.10: Associacao entre os indices p, ¢ e r e as entidades topoldgicas do hexaedro.
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N0P2P3(£17£27£3) = ¢0(£1)¢P2(£2)¢P3(£3)7
NP1P2P3(£17£27£3> = ¢P1(£1)¢P2(£2)¢P3(£3)'

Analogamente, as funcoes de aresta sao

Npoo(€1,62,€3) = Dp(§1)P0(82)P0(E3),

Npigo(€1,62,83) = op(&)0q(&2)00(Es),
Nppo(€1,62,83) = 9p(£1)9R.(&2)90(&3),
Nogo(&1,€2,&3) = 00(&1)Pq(£2)0(Es)
Noryr(§1,€2:&3) = 0(&1)0p,(€2)9r (&),
Npigry (§1,82,83) = &p,(§1)0q(&2) 0, (&3),
Nopopy(61,62,83) = (&) 9P, (£2) 0P, (E5), (2.39)
Nogpy (§1,€2:&3) = 90(&1)P¢(&2)9p,(E3),
Npior(§1,62,&) = 0p(&1)d0(&2)9r (&),
Npipyr(§1,82,83) = ¢p(&1)0p,(€2)00 (&),
Npory(§1,62,83) = 9p(£1)90(&2) 0P, (&),
Noor(§1,€2,&3) = 0(&1)P0(£2)9r(&3)-

comO0<p< P,0<g< Pel<r<hphs

As expressoes das fungoes de face sao dadas, respectivamente, por

Npgo(§1,82,83) = 0p(§1)Dq(&2)Do(&3)

Npigr(§1,82,8) = op(&)0q(&2)9r (&),

Npgpy(1,62,83) = 0p(£1)94(£2)0p,(E3),

Nogr(§1,62,&3) = ¢0(&1)P4(&2) 9 (E3), (2.40)
Npor(§1,62,83) = 0p(§1)P0(&2)0r (€3),

Nppyr(€1,62,83) = 9p(£1)9R.(£2) 91 (&5),

Finalmente, a expressao geral da funcao de volume é

Npqr(€1>€2a§3) = ¢p(€1)¢q(§2)¢r(§3), 0< p < Pl, 0< q < PQ, O<r<< Pg. (241)

A familia lagrangiana de elementos é determinada substituindo (2.2) nas expressoes

30



(2.38) a (2.41). Para o caso P, = P, = P3; = P, tém-se 8 fungoes de vértice, 12(P — 1)
fungoes de aresta, 6(P — 1)? fungoes de face e (P — 1)3 fungoes de volume. O ntimero
total de nés é dado pelo produto (P + 1)(FPa+1)(P;+1). A familia Serendipity ¢é obtida
empregando a defini¢ao (2.16) nas expressoes (2.38) a (2.41).

A base modal apresentada em (Karniadakis e Sherwin, 1999) ¢é obtida substituindo

a definigdo (2.10) nas equagoes (2.38) a (2.41).

2.3.2 Funcoes de Interpolagao para Tetraedros

Aplica-se o mesmo procedimento tensorizavel dos triangulos para os tetraedros. Para
isso, utilizam-se as coordenadas baricéntricas de volume L; (i = 1,2,3,4) (Zienkiewicz e
Taylor, 1989; Cook et al., 1991) dadas pela relacdo de volumes dos tetraedros, de tal
forma que

Ly+ Lo+ Ls+ Ly =1. (2.42)

As fungoes de forma nodal e modal para tetraedros podem ser escritas em termos
de entidades topolégicas como (Bittencourt et al., 2007a)

Nopgrs(L1, Lo, L3, L) = ¢p(L1)dg(L2) ¢y (Ls)ds(La), (2.43)
sendo 0 <p<P,0<q¢< P 0<r<P;e0<s< Pycom P, P, P3e P, os graus dos
polinomios nas diregoes Ly, Lo, L3 e Ly, respectivamente, conforme mostrado na Figura

2.11(b).

0.8,00)

(a) Entidades topo- (b) Indices p, ¢, r. (c) Vértices e arestas. (d) Faces e volume
l6gicas.

Figura 2.11: Entidades topolégicas para tetraedros, indices p, ¢, r e s e associagao enti-
dades e indices.
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Considera-se a seguir o caso P, = P, = P; = P, = P, para o qual tém-se 4 fungoes
de vértice, 6(P —1) de aresta, (P —1)(P—2) de face e (P —1)(P—2)(P —3) de volume.

Baseado na equagao (2.43) e na Figura 2.11, as fun¢oes de vértices sdo obtidas como

Npyooo(L, Lo, Ly, La) = ¢p (L1)do(La)do(Lz)do(La),

Nopyoo (L, Lo, Ly, La) = ¢o(L1)p,(La)do(Lz)do(La),

Noorso(L1, Lo, Ly, Ls) = ¢o(L1)po(L2)9p,(Ls)do(La), (2.44)

Nooor, (L1, Lo, Ls, Ly) = ¢o(L1)do(La)do(Ls)dp,(La).
As funcgoes de aresta para P >2e 0 < p,q,r, s < P sao
NpqOO(') = ¢p Ll)¢q L2)¢0(L3 ¢0(L4)a p + q= P>

( ( )
Nporo(+) = ¢p(L1)do(La)dr(L3)o(Ls), p+1 =P,
Nyoos () = ¢p(L1)¢o(L2)Po(Ls)ds(La), p+s=DP, (2.45)
Nogro(+) = do(L1)9q(L2)pr(Ls)do(La), q+1 =P,
Nogos(+) = ¢o(L1)g(La)do(L3)ps(La), q+s =P,
Noors(+) = ¢o(L1)po(L2)r(L3)ps(La), 7+ s=P.
As funcgoes de face para P >3 e 0 < p,q,7,s < P — 1 sao dadas por
Npgro(+) = &p(L1)¢q(L2)r(Ls)do(La), p+q+7 =P,
Npgos(*) = @p(L1)dq(L2)o(L3)¢s(La), p+q+s=P, (2.46)
(L1)¢o(L2)¢r(L3)¢s(La), p+r+s=P,
)&l

) = ¢o(L1)pg(La)pr(L3)ds(La), q+1+s=P.
Enfim, as funcoes de corpo para P > 4, p+q+r+s=Pe0<p,q,r,s < P—2sao

Npgrs(+) = Op(L1)dg(L2)r(L3)ds(La) - (2.47)

Empregando a defini¢ao (2.27) nas expressoes (2.44) a (2.47), obtém-se a base nodal
lagrangiana padrao encontrada na literatura. Para obter a base modal para tetraedros
basta substituir as definigoes (2.30) e (2.31) nas expressoes (2.44) a (2.47). Novamente,
essas bases nao sao hierarquicas devido a condicao p + ¢+ r + s = P, mas tem uma
continuidade natural C° (Bittencourt, 2005).

Bases hierarquicas podem ser geradas impondo condicoes aos indices p, ¢, r e s.
Analogamente aos triangulos, uma base hierarquica para tetraedros é gerada escolhendo

as funcoes que obedecem a condicao p + ¢+ r + s < P. Para as funcoes de aresta,
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consideram-se as seguintes relagoes para os indices p, ¢, r, s em (2.45)

e aresta pg00: r=s=0e0<qg—p < 1;

aresta p0r0: q=s=0e0<r—p<1;

aresta p00s: q=r=0e0<s—p<1;

aresta 0gr0: p=s=0e0<r—q<1;

aresta 0g0s: p=r=0e0<s—q<1;

aresta 00rs: p=qg=0e0<s—r < 1.

Para as fungoes de face, as condigoes s = 0, 0 < g —p < 2 e r > p sao consideradas
em (2.46). Enfim, para as fungdes de corpo (2.47), escolhem-se as fungoes nas quais

0<qg—p<3,r>pes=>p.

2.4 Continuidade Global C" para Quadrados

As bases usadas nas expansoes locais devem ser tais que, apds a montagem da
matriz global, ocorra a continuidade C° das funcoes globais de arestas do elemento para
problemas 2D e em arestas e faces para aplicacoes 3D. Todas as bases p apresentadas na
literatura requerem, em geral, a multiplicacao das fungoes pares ou impares por —1 para
garantir a continuidade global C°.

Sabe-se que as func¢oes nodais padrao de Lagrange para quadrados, hexaedros,
triangulos e tetraedros tém uma continuidade C° natural, o que significa que a multi-
plicacao por —1 nao é necessaria. Esta propriedade pode ser explicada devido a natureza
tensorial dessas fungoes (Bittencourt, 2005).

Em (Bittencourt, 2005), mostra-se que o comportamento simétrico dos indices p, ¢, r
e s das bases nodais e modais para triangulos e tetraedros implicam na continuidade global
natural C° das fungoes de forma nas arestas (p+q = P) e faces (p+ ¢ +r = P) comum
dos elementos que constituem a malha.
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Neste trabalho, emprega-se a construcao tensorial para explicar o fato que as fungoes

de forma de Lagrange em quadrados apresentam uma continuidade global natural C°.

A Figura 2.12 ilustra uma malha com dois quadrados nodais cubicos €2y e 2y nu-

merados local e globalmente.

4 10 3 3 2 $ 3 !
1
11® 06 105 (3,2)@8 79(3,1) 1“ 103 o122
Q A A Q,
12 [ ) (3,1)®7 3€(3.2) [ [ [ 281
13 14 15 16
1 5 6 2 3 9 10 4
(a) Numeracao local.

4 10 9 3 3 20 19 17
11@ 106 105 (32)®3 8€(32) 206 205 ®24
Q /2N /2\ Q,

120 ) ° 3,1)e7 70(3,1 [ ) 023
13 14 1) 79G.D 27 28
1 5 6 2 2 21 22 18

(b) Numeragao global.

Figura 2.12: Continuidade global C entre as funcoes.

Na Figura 2.12(b), pode-se observar que a aresta comum dos quadrados tem a
mesma numeracao global e conseqiientemente as fungoes locais contribuem para os mes-
mos coeficientes globais na aproximacao. Observa-se que a aresta comum dos quadrados

correspondem a segunda aresta local (ver Figura 2.12(a)). Para P = 3, existem duas
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(a) Modo local 8 ou (3,2) (b) Modo local 7 ou (3,1) (c¢) Continuidade global
de Q5. de Qs. dos modos 8 e 7.

\ \X\S\\m\m\m\m\&

(d) Modo local 7 ou (3,1) (e) Modo local 8 ou (3,2) (f) Continuidade global
de Q5. de Qs. dos modos 7 e 8.

Figura 2.13: Continuidade global C° usando bases de Lagrange ao longo das arestas
comuns para P = 3.
fungoes para cada aresta. Tomando a aresta comum pq dos dois quadrados, as funcoes de
forma local para cada aresta sao

(3.1 — p=3.q=1: Nj()=19(&)IV(&).

(3.2) — p=3.q=2: Np() =19(&)I?(&).
A continuidade global C° é obtida entre a funcao local 7 ou (3,1) do elemento Q; e a
fungao local 8 ou (3,2) do elemento 2. Do mesmo modo, existe uma continuidade global
entre as fungoes 8 ou (3,2) e 7 ou (3, 1) dos elementos §2; e €y, respectivamente.

As Figuras 2.13(a) a 2.13(c) ilustram, respectivamente, a funcao local 8 do elemento
1, a funcao local 7 do elemento €2y e a continuidade global apds o processo de super-
posigao. As Figuras 2.13(d) a 2.13(f) mostram o modo local 7 de ©; e 8 de 5 e a
continuidade global, respectivamente.

Por causa da construcao tensorial, o indice p da aresta pg é fixo e 0 < ¢ < P na
mesma aresta. Quando as matrizes do elemento sao superpostas a fim de formar a matriz

global, os modos locais (p,¢') de ©Q; e (p,q?) de 2y sao tais que ¢* + ¢* = P. Essa é a
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condigao principal que garante a continuidade global das funcoes de forma, como ilustrado
na Figura 2.13. O mesmo procedimento se aplica as funcoes de face dos hexaedros de
Lagrange. O mesmo procedimento é valido para as bases modais. Acredita-se que a

colagem também ocorrera nas faces dos elementos tridimensionais.

2.5 Funcoes de Base de Sherwin & Karniadakis

Essa secao estd baseada em (Karniadakis e Sherwin, 1999; Nogueira Jr., 2002).

O conjunto de fungoes hierdrquicas proposto por (Karniadakis e Sherwin, 1999) é
definido sobre o triangulo de referéncia T? = {(&1,&) | —1 < &1, &2; &1 + & < 0}, mapeado a
partir do dominio quadrilateral R? = {(&1,&) | —1 < &1,& < 1} (Figuras 2.14 e 2.15).

A principal caracteristica associada a esse conjunto de funcgoes é a definicao do
elemento de referéncia a partir de uma transformacao de coordenadas. Isso permite que
se escreva as expressoes das funcoes de base sobre o triangulo de forma tensorizada. A
Figura 2.15 ilustra o procedimento de construcao do dominio triangular 7% a partir do
colapsamento de um dos vértices do dominio quadrilateral R2.

As expressoes para as funcoes de base associadas ao elemento de referéncia triangular
colapsado sdo escritas nas coordenadas tensorizaveis (£, &) do quadrado de modo que a
aplicagao das equagoes de mapeamento sobre essas coordenadas resulta na obtencao de
uma base polinomial em termos das coordenadas (1;,72) (formalmente, tem-se f(&;,&) =
F&(n,m2),&(m,m2))). Observa-se que (n1,172) denota o sistema de coordenadas local do
quadrado apos a transformacao indicada na Figura 2.15.

Como a mudanca de coordenadas (&1,&2) — (m1,72) envolve uma transformacao
racional (ou seja, & = % — 1), a obtengdo de uma base polinomial em termos das
coordenadas (11, 72) exige a inclusao de termos especiais nas expressoes das fungoes de base
locais escritas nas coordenadas (£1,&s). Essa estratégia garante que a forma polinomial

da base seja preservada em ambos os dominios locais, o quadrilateral e o triangular.

Assim, sejam as coordenadas cartesianas (£, £,) na regiao quadrilateral limitada por
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3 e

(=1,-1) (1,-1) (-1,-7) (1,-1

Figura 2.14: Triangulo de referéncia de Sherwin & Karniadakis (Karniadakis e Sherwin,
1999).

constantes, isto é,

R ={(&,&)]-1<&4,6 <1}

No caso da regiao triangular, os limites das coordenadas cartesianas (£1,&>) sao depen-
dentes entre si, ou seja

T? ={(£&,&)] -1 <&, &6 + & <0}

Para desenvolver uma base tensorial para triangulos é necessario um novo sistema de
coordenadas locais que tem limites constantes independentes e deste modo definir fungoes
unidimensionais, cuja tensorizagao gera dominios multi-dimensionais.

Um sistema de coordenadas que descreve uma regiao triangular com limites cons-

tantes independentes é definido pela transformacao

L0+ &)
" e
n = & (2.48)

e tem a transformacao inversa

& = (1+n1)2(1 —m)

& = 1. (2.49)
Essas coordenadas locais (7;,7,) definem a regiao triangular
T2 = {(m,m2)] =1 <mu,mp <13,

Pode-se interpretar a transformagao (2.48) como um mapeamento da regiao triangular

para a quadrangular e por isso chama-se (1n1,7s) de Sistema de Coordenadas Colapsadas.
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M, gz

(1.1 1.1) (éw’j)
& = (1+m)(1-my)/2-1
@ o g
(0.0] M ~ '
M= 2(1+ §)/(1- &) -1 .
(-1-1) (1-1) (-1,-1) (1,-1)

nﬁ:—/‘ "’h:\o m:W

Figura 2.15: Mapeamento de coordenadas do elemento quadrilateral para o elemento
triangular (Karniadakis e Sherwin, 1999).

As fungoes de forma para os tetraedros elaboradas por (Karniadakis e Sherwin, 1999)
sao definidas sobre o elemento de referéncia T3 = {(n1,m2,m3) | =1 < 11, M2, 03371 +n2 + 13 <
—1}, mapeado a partir do dominio hexaédrico R® = {(£1,62,&3) | —1 < &1,6,&3 < 1}
(Figuras 2.16 e 2.17).

A Figura 2.17 ilustra o procedimento de construcao do dominio tetraédrico T,
associado as fungoes hierdrquicas desenvolvidas em (Karniadakis e Sherwin, 1999), a partir
do dominio hexaédrico R3. Diferentemente do caso 2D, observa-se que o mapeamento do
elemento de referéncia hexaédrico para o elemento tetraédrico é realizado em trés etapas.
Primeiramente, transforma-se o dominio hexaédrico em um dominio prismatico. Em
seguida, transforma-se este ultimo num dominio com formato piramidal. Finalmente,
converte-se o elemento piramidal num elemento de referéncia tetraédrico. A construgao
das expressoes para as fungoes de base associadas a esse elemento tetraédrico é feita de
forma analoga ao caso do elemento triangular 72 obtido a partir do elemento quadrilateral
R2.

Assim, define-se a regiao

T3 = {(n1,m2,m3)| — 1 <m0, oy s 12+ 13 < 1}
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Figura 2.16: Tetraedro de referéncia de Sherwin & Karniadakis (Karniadakis e Sherwin,
1999).

a qual é mapeada para a regiao hexaédrica, definindo assim o Sistema de Coordenadas

Colapsadas (11,12, m3) por

o, 0+&)
mo= 27(_&_&3) L,
n = 28f§z§—1 (2.50)
ny = &3

Para construir as fungoes de forma para triangulos e tetraedros usando tensorizagao,

usam-se as seguintes expressoes, respectivamente,

Npg(€1,62) = Npg(n1,m2) = Gp(11) Ppq(12),

Npgr (€152, 3) = Npgr (11, M2, 13) = Gp(11) Ppg(1012) Ppgr (113).-

As funcoes unidimensionais ¢;(z), ¢;;(2) e ¢i(2), com 0 < 4,7,k < P, sdo definidas

por
(15_Z>7 1=
¢i(2) =1 (55)(H2)Phi(2), 1<i<P-1, (2.51)
(12i)7 1=1
(bj(z)’ 1 07 O S j < P
) & 0<i<P =0 .
9id(2) =0 et B A (2.52)
(2) (Q)Pj—l ()7 1<Z_ 1> 1SJ_P 1
¢;(2), i=P, 0<;<P
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g, = (1+m)(1-n3) - 1

M =N M=0ny

Figura 2.17: Mapeamento de coordenadas do elemento hexaédrico para o elemento
tetraédrico (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Piji(2) =
Pix(2), i=0, 0<j<P, 0<k<P
bin(2), 0<i<P, j=0, 0<k<P
(F2)Ht 1<i<P-1, 1<j<P-1 k=0 (2.53)
(Lgz)ititl () p2taithl) 1 <i<P -1, 1<j<P-1, 1<k<P-1
Pi(2), 0<i<P j=P, 0<k<P
Pji(2), i=P, 0<j<P 0<k<P

Para o triangulo da Figura 2.14, tém-se as seguintes fungoes de vértices

e vértice A:

Noo(&1,62) = ¢o(m1)¢oo(n2) = (1 _2771) (1 _27]2) ;

e vértice B:

Npo(&1,€2) = ¢p(m)oro(ne) = (1 zm) (1 _27]2> ;

e vértice C:

1+7]2>

Nor(§1,2) + Nep(€1,€2) = do(m)dor(m) + or(m)rr(n) = (—

40



As fungoes de aresta, para 1 < p,q < P — 1, sao expressas como

e aresta AB:

Noo(61,6) = dm)salm) = (5 (52 Py (152)
e aresta AC:

Noa(61,62) = dn(m)ona() = (—52) (F52) (F52) £ ),
e aresta BD:

Nea(61,6) = or(m)ora(m) = (—52) (F52) (F52) B ),

Finalmente, as fungoes internas para 0 < p,q;p < P;q < P — p sao

Npg(§1,82) = &p(11)Ppg(12)

1—n 1+n 1—n\P™ 71+
- ( 2 1)( 2 1>P”L‘11(7’1)( 2 2) ( 2 Z)P‘?T’l(m)'

2.6 Esparsidade e Condicionamento Numérico das Ma-
trizes Locais

Nesta secao, apresenta-se uma analise dos perfis de esparsidade e do condicionamento
numérico local das matrizes de massa e rigidez dos elementos obtidos usando as bases
nodais e modais definidas anteriormente. As matrizes de rigidez sdo obtidas para o ope-
rador de Laplace. Os coeficientes das matrizes locais foram calculados usando quadratura
gaussiana e o software MatLab. A integracao no triangulo usa o mapeamento do triangulo

para o quadrado e a quadratura de Gauss-Legendre de acordo com (Bittencourt, 2005).

2.6.1 Elementos Unidimensionais
Os coeficientes locais da matriz de massa dos elementos unidimensionais sao dados
por (Cook et al., 1991; Karniadakis e Sherwin, 1999)
1
Mpq = /_1 Np(gl)Nq(gl)dgla 0< p,q < P. (2'54)
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Os coeficientes da matriz de massa correspondentes aos modos internos empregando
polinémios de Jacobi podem ser escritos como

My = 1 [ (1 -0+ &) PR )0, 61 (2.55)

O termo (1 —¢&;)(1+¢&;) corresponde a ponderacao da relagao de ortogonalidade dos
polinomios de Jacobi (2.8) com a = § = 1. Como ¢,(&;) possui componentes interiores
(0 < g < Pp), oseu grau é ¢+ 1. Assim, a integral anterior é nula quando p — 1 >
q+ 1, o que implica p > ¢ + 2. Como a matriz é simétrica, ha duas diagonais nao-nulas
acima e duas abaixo da diagonal principal, tornando assim a matriz de massa interna
pentadiagonal (Karniadakis e Sherwin, 1999). Porém, como « = f, os polinémios de
Jacobi de grau par sé tem coeficientes diferente de zero para as poténcias pares (por
exemplo, Py = ap+asz?). Analogamente, para os polinomios de grau fmpar (por exemplo,
P3 = a1z + azz®). Logo, para p = ¢+ 1 a expressao para o coeficiente da matriz de massa
6 Myerg = 1IN (1= E)PIE)(1 — E)PEY (E)dgr = L[, Poy1dgy = 0. Assim, tem-se
uma matriz tridiagonal conforme mostra a Figura 2.18(a).

Os coeficientes das matrizes de rigidez dos elementos unidimensionais para o pro-
blema de Poisson sao dados por (Karniadakis e Sherwin, 1999)

ke = /_11 Npse, (61)Nywg, (€1)dé1, com 0 < p,q < Pi. (2.56)

Os coeficientes correspondentes aos modos internos podem ser escritos, apos a inte-
gragao por partes, como (Karniadakis e Sherwin, 1999)

b = =1 [ (1= €)(1 + &) P dyre, (€1 (257)

4/
Usando a relagao de ortogonalidade dos polinémios de Jacobi (2.9), coma = =1e
observando que ¢gr¢, (£1) é um polindémio de ordem ¢—1, os coeficientes internos da matriz
de rigidez zeram para p > g e p < q. Logo, a matriz interna é diagonal (Karniadakis e

Sherwin, 1999).

Os numeros de condigao das matrizes de massa e rigidez sao calculados por
max fu

k::

—— sendo p o conjunto de valores singulares das matrizes. Como a matriz
min p
de rigidez é semi-definida positiva, miny é o primeiro valor singular diferente de zero

(Nogueira Jr., 2002).
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Foram determinados os perfis de esparsidade das matrizes de massa e rigidez usando
polinomios de Lagrange e Jacobi até o grau 10. Para a base de Lagrange, todos os
coeficientes sao nao-nulos e as matrizes sao densas. Os perfis de esparsidade das matrizes
de massa e rigidez com polinémios de Jacobi é o mesmo encontrado em (Karniadakis e
Sherwin, 1999) e estao ilustrados na Figura 2.18 apenas para P = 10 devido & hierarquia

das matrizes.

0 0
2 2
4 . 4
6 . . 6
8 . . 8
10 - 10
12 12

2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
nz =35 nz=13

(a) Massa. (b) Rigidez.

Figura 2.18: Esparsidade das matrizes de massa e rigidez para os elementos unidimen-
sionais de Jacobi para P = 10.

O complemento de Schur aplicado a uma matriz simétrica particionada qualquer

Hb Hc .
[H] = transforma a matriz em [Hsehe] = [Hy) — [He|[H;] 71 [H]T. Esse
H. H;

procedimento condensa os graus de liberdade internos da matriz do elemento, diminuindo
o tamanho da matriz e melhorando o condicionamento numérico.

As Figuras 2.19(a) e 2.19(b) apresentam o comportamento dos nimeros de condi¢ao
das matrizes de massa e rigidez das bases de Lagrange e Jacobi com e sem a aplicagao
do complemento de Schur (Karniadakis e Sherwin, 1999). Para as matrizes de massa e
rigidez é observado um melhor condicionamento quando usado polinomios de Jacobi e o

complemento de Schur.
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—— Lagrange
-+ - Lagrange+Schur
.|| —e— Jacobi

101 — e~ Jacobi+Schur E

Condicionamento Numerico

(a) Matriz de massa.

—— Lagrange
-* - Lagrange+Schur )
.| | —o— Jacobi

-e - Jacobi+Schur

Condicionamento Numerico

&
®

S
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[L:3
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\IQF‘
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5
Grau
(b) Matriz de rigidez.

Figura 2.19: Condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez dos elementos
unidimensionais com bases de Lagrange e Jacobi.
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2.6.2 Quadrados

De forma anéloga ao caso unidimensional, os coeficientes das matrizes de massa e
rigidez dos quadrados com base de Lagrange sao todos nao-nulos, ou seja, as matrizes sao
densas.

As Figuras 2.20(a) e 2.20(b) apresentam os perfis de esparsidade para a base de
Jacobi com P = 10. Empregaram-se as ponderacoes oy = 1 = ay = (B = 1 para obter

uma melhor esparsidade das matrizes de massa e rigidez (Karniadakis e Sherwin, 1999).

(a) Massa. (b) Rigidez.

Figura 2.20: Esparsidade das matrizes de massa e rigidez dos quadrados de Jacobi para
P =10.

As Figuras 2.21(a) e 2.21(b) apresentam o comportamento dos nimeros de condigao
das matrizes de massa e rigidez das bases de Lagrange e Jacobi e apds a aplicacao so
complemento de Schur.

Observa-se um melhor condicionamento da matriz de massa com o uso do polindémio
de Lagrange e a aplicagao do complemento de Schur. Para a matriz de rigidez, o condi-
cionamento é melhor para polinomios de Jacobi com aplicacdo do complemento de Schur

(Figura 2.21(b)).
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Condicionamento Numerico

107 F
/ =
// A —— Lagrange
w0d” -*- Lagrange+Schur |]
—o— Jacobi
. - e - Jacobi+Schur
10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Grau
(a) Massa.

—— Lagrange

-*- Lagrange+Schur
[ —— Jacobi

- e - Jacobi+Schur

Condicionamento Numerico

Grau
(b) Rigidez.

Figura 2.21: Condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez dos quadrados
com bases de Lagrange e Jacobi.
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2.6.3 Hexaedros

Novamente, todos os coeficientes das matrizes de massa e rigidez dos hexaedros com
base de Lagrange sao nao-nulos, ou seja, as matrizes sao simétricas e densas.

As Figuras 2.22(a) e 2.22(b) apresentam os perfis de esparsidade para a base de
Jacobi com P = 10. Empregaram-se as ponderagoes a; = 1 =g = o = a3 =3 =1

para obter uma melhor esparsidade das matrizes de massa e rigidez.

iMH!'-Hs;

‘§\\\
IR RN

50 200

Figura 2.22: Esparsidade das matrizes de massa e rigidez dos hexaedros de Jacobi.

As Figuras 2.23(a) e 2.23(b) apresentam o comportamento dos nimeros de condi¢ao
das matrizes de massa e rigidez das bases de Lagrange e Jacobi. O condicionamento das
matrizes de massa e rigidez usando polinomios de Jacobi com o complemento de Schur
¢ melhor (Figura 2.23). O condicionamento das matrizes originais crescem rapidamente
devido ao grande numero de func¢oes de volume. Neste caso, é recomendado o uso da

familia Serendipity.

2.6.4 Triangulos

Tal como nos casos anteriores, as matrizes de massa e rigidez usando polinomios de
Lagrange sao densas.

A selecao das ponderagoes dos polinomios de Jacobi para as bases modais de triangulos,
dadas em (2.30) e (2.31), visando uma melhor esparsidade das matrizes locais, nao é

47



1 O T T

—— Lagrange

- *- Lagrange+Schur
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Condicionamento Numerico
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(a) Matriz de Massa.

10 T T

—— Lagrange

10" 8 - % - Lagrange+Schur
. [l —e— Jacobi

- e - Jacobi+Schur

Condicionamento Numerico

Grau
(b) Matriz de Rigidez.

Figura 2.23: Condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez dos hexaedros
com bases de Lagrange e Jacobi e P = 10.

48



trivial, devido a dependéncia das coordenadas baricéntricas e do limite de integracao nao
fixo. Durante os estudos para a selecao dessas ponderacoes, foram usadas as bases modais
definidas pelas equagoes (2.30) e (2.31), denominadas daqui em diante como Base 1 e Base
2, respectivamente.

As matrizes de massa e rigidez locais foram particionadas em blocos correspondentes

aos vértices (V), arestas (E) e faces (F'), ou seja,

[Myv]  [Myvg]  [Myr] [Kvv]  [Kve]l [Kvp]

[M] = [MVE]T [Mpe]  [Mgr) e [K]= [KVE]T [Kee]  [Kgr]
(Myr]" [Mgr]" [Mpr] (Kvel" [Kerl" [Krr]

Os coeficientes das matrizes de massa sao dados por

Map = / N,NydA = / / N N LodLy (2.58)

A expressao geral dos coeficientes da matriz de rigidez local para o operador de

Laplace é

ko = [ (N Ny, + N, Ny, ) dA

_ / /1 Ly Npar, Nigio, . + Npger Nijar ) dLydL,. (2.59)

Integrando a expressao anterior por partes, obtém-se

o = = [ Nigt (Noar, + Noarz,) 42+ § (Npary, i, + N mz,) NigwdD', - (2:60)
onde (ng,,nr,) sdo as componentes do vetor normal nos pontos do contorno do elemento.
Como as fungoes de face sao zero em I', a andlise das ponderacoes 6timas para a matriz
de rigidez sera considerada somente para os blocos que envolvem essas funcoes, e assim

ko = —/QNijk (Noar, + Nogry, ) 2. (2.61)
Ja que N;j; depende de polindmios de Jacobi, seleciona-se os monoémios (1 — Ly), Ly,
(1 — L) e Ly como pesos da relagao de ortogonalidade dos polindémios de Jacobi.

Considerando a Base 1 dada em (2.30), deve ser observado que as expressoes para
¢(+) sao similares ao longo das dire¢oes Ly, Ly e Lz devido a simetria rotacional. Baseado
nisso, a escolha da coordenada baricéntrica dependente nao influencia o valor das integrais

(2.58) e (2.60). Tomando Ly = 1 — L; — Lo, os coeficientes do bloco das fungoes de face
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da matriz de massa [Mpp| sao
1 p1-L1
ma = [ [ LRI RRPOREA ORI
P ()PP ()P ()dLad Ly
- [rreo ([ naeeorto
PR ()P () P ()dLs) dLy
= [0 L) 1 B Wyrissions(L)dL,
onde IT é uma funcao polinomial de grau indicado.

Assim, usando a relagao de ortogonalidade de Jacobi (2.9), a integral anterior é zero
se

ap=5, =2 e p>q+r+i+j+k—4
Comop+qg+r=Pei+j+k=P,

p>P—-p+P—-4 = p>P-—-2
Mas, para as funcoes de face, maxp = P — 2 e assim maxp > p > P — 2. Baseado
nisso, pode-se concluir que nao é possivel zerar coeficientes do bloco das funcoes de face
da matriz de massa. O mesmo resultado ¢é valido para as =5, fo =2 e q,1,7 > P — 2.

Foi verificado por testes usando o software Mathematica que as ponderagoes a; = 5,
01 =3, a0 = a3 =2e B = f3 = 2 zeram alguns coeficientes do bloco face-face, por causa
da eliminagao do termo constante na integral em L,. Contudo, isso é observado somente
quando a integral em L, é calculada analiticamente. Nao foi encontrada uma regra geral
para determinar quando o termo constante é eliminado.

A mesma analise foi considerada para os outros blocos da matriz de massa. A
Tabela 2.2 resume as ponderacoes 6timas e as condigoes a serem satisfeitas pelas fungoes
de forma. Tal como no caso do bloco face-face, nao foi possivel zerar coeficientes nos
blocos [Myv| e [Mgg].

Como o bloco aresta-face tem mais coeficientes, as ponderacoes 6timas para a matriz

de massa usando a Base 1 é oy = as = a3 =4 e 31 = o = 53 = 2. Com essa escolha, a
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Base 1

Bloco | aq, (1, as, B2 | Indices
3, 1,2, 2
(Myg] | 2,2,3,1 |2i(ou2j)>P, P>2
3, 1,3, 1
3,2, 4,1
[Myrp] | 4,1,3,2 |2i(ou2j)>P, P>3
4,1,4,1
[Mgr] | 4,2,4,2 [2p(ou2q)>2P -3, P>3

Tabela 2.2: Ponderagoes 6timas para os blocos da matriz de massa dos triangulos usando
a Base 1.

Base 2
Bloco | aq, G, s, (B2 | Indices
(Myg] | (r+2), 2, (r+2), 1 | 2p(2¢) >P+3—a,r+2>«
(r+1), 1, (r+1), 2 |2p(2¢9) >P+2—a,r+1>«
(Myrp] | (k+2), 2, (k+2), 2 [2i(2j))>P+2—a,k+2>a
& +3), I, (k+3), I [20(2)>P+3-a, k+2>a
[Mez] | (5 +2), 2, (k+2), 2 2 (25,2p,2¢) > 2P +1-a, k+2>a
& +3), I, (k+3), I [2p(2¢)>2P+2-a,k+3>a
[Mzr] | (k =+ 3), 2, (k+3), 2 2 (2j,2p,2¢)>2P+1-a, k+3>a
(k+r+2), 2, (k+r+2), 2 |2p(2],2p,2q) >2P+1—a, k+r+2>a«
Mpp) | (K+7+3), 2, (k4+r+3), 2 |2i(2j,2p,29)>2P+1—a, k+r+3>a

Tabela 2.3: Ponderagoes 6timas para os blocos da matriz de massa dos triangulos usando
a Base 2.

porcentagem minima de zeros da matriz de massa, obtida por indugao, é dada por
600(P — 1)(P — 2)

B3P+ (P —1)(P—2)]

A Figura 2.24 mostra os perfis de esparsidade das matrizes de massa para P = 7

para P > 3.

e diferentes ponderacgoes. Deve ser observado que a melhor esparsidade é quando a; =
s =ag =4 e 31 = [Py = (3 =2. A Figura 2.25 ilustra os perfis de esparsidade da matriz
de massa para essas ponderagoes e P =7 a P =9. A Figura 2.26(a) apresenta o nimero
de zeros comparado com o nimero total de func¢oes para P =1,2,...,10.

Como pode ser visto na equagao (2.31), a Base 2 usa polinémios de Jacobi nas
coordenadas L; e Lo. A coordenada baricéntrica dependente que mostrou um melhor

perfil de esparsidade foi Ly = 1 — L; — Lo. Analogamente a Base 1, a Tabela 2.3 resume
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Figura 2.24: Esparsidade das matrizes de massa dos triangulos usando a Base 1 com
diferentes ponderagoes e P = 7 (nz é o ntmero de coeficientes diferente de zero).
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(a) P=T. (b) P =S8.

Figura 2.25: Esparsidade das matrizes de massa dos triangulos usando a Base 1 com
ponderacoes a =4 e f=2e P=17,8,9.
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(a) Base 1. (b) Base 2.

Figura 2.26: Comparacao do niimero de zeros com o total de coeficientes das matrizes de
massa para os triangulos.

as ponderagoes 6timas para os blocos das matrizes de massa. Aqui, os valores de «
depende dos indices k e r. Tomando o sub-bloco [Mpr|, « = k+r+3 e [ = 2, os
coeficientes sao zero para

p—q|>i+j—-2+k+r+3—a = |p—q|>P+r—a+1. (2.62)
A condigao (2.62) ¢é equivalente para 2p (ou 2i ou 2q ou 2j) > 2P+1—aea < k+r+3.
Contudo, max |p — ¢| ocorre quando r = 1, pou g = 1 e pou g = P — 2. Assim,
max|p—q|=P—3,e

P—-3>max|p—¢q/|>P+r—a+1 = P-3>P+2—-a = a«o>b5h

Portanto, @ > 6 zera os coeficientes do bloco face-face da matriz de massa para a
Base 2. Como o < k 4+ r + 3, o melhor o é o menor e portanto « = 6. A Figura 2.27
mostra os perfis de esparsidade das matrizes de massa para oy = ap = a3 = b a 7 e
Oy =0s=p3=10ou2e P =7 Deacordo com a Figura 2.27, a ponderagao que fornece
melhor esparsidade é a; = s = 6 e 81 = (o = 2. A Figura 2.28 mostra os perfis de
esparsidade das matrizes de massa para essas ponderacoes e P =7 a P = 9. A Figura
2.26(b) mostra a quantidade de zeros comparado ao nimero total de fungées. Deve ser
observado que a matriz de massa usando a Base 2 tem melhor perfil de esparsidade quando
comparado a Base 1, mas a simetria rotacional é perdida.

Considerando a Base 1 e a matriz de rigidez, a segunda derivada das fungoes de
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Figura 2.27: Esparsidade das matrizes de massa dos triangulos usando a Base 2 com

diferentes ponderacoes e P = 7.
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Figura 2.28: Esparsidade das matrizes de massa dos triangulos usando a Base 2 com

a=6ef=2eP=1.238,9.
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forma usadas em (2.60) sao dadas por

Npqrﬂl =L P;fiﬁz(')ﬂr+p—2 € Npq?‘ﬁz =1L P;—liﬁl(')ﬂrﬂ—?’
Npgoy, = L2 P;—z’lﬁz(')npﬂ e Npgoy, =L P;—liﬁl(')ﬂq—Z’

Nogrr = Lo Py )Ly e Nogrr, = I4g-2,

Npory, =1lp2 € Ny = Ly P (I,

onde II é uma fung¢ao polinomial de grau indicado.
Os coeficientes do bloco [Kpp| sao dados por

1 r1-L1 a1,B 2.3 3.6 o
by = /0 /0 Ly Ly Ls B 1(')131'—21 ()P () (L2Pq_21 YO

+ LBy (M) dLyd Ly
1 a3 1-L1 oo, a5,
= /0L1 PE() (/0 Lo(1 = Ly — La) P27() k313(~>Hp+q+r_zsz> dLy

B /01(1 — L1)? Ly P2 ()i gir—ad Ly,

A integral anterior é zero se ay = 3, 5y = lei > j+k+p+qg+1r—3ou
p>q+r+1i+ 75+ k— 3. Essas condigoes sao equivalentes a 2 > 2P — 3 e 2p > 2P — 3.
Como max: = maxp = P — 2, as condigoes implicam que 4 < 3 o que é impossivel.
Portanto, todos os coeficientes do bloco [Kpp| s@o diferentes de zero. Analogamente, a
integral também zerase ap =3, o =1e j >i+k+p+qg+r—3ouq > p+r+i+j+k—3,
mas essas condigdes nao sao verificadas ao mesmo tempo na submatriz [Krp|. Nao foi
possivel prever os coeficientes que zeram no bloco [Kgr]. Como a segunda derivada das
fungdes de vértice sao zero, todos os coeficientes do bloco [Ky ] sdo zero.

A Figura 2.29 mostra os perfis de esparsidade das matrizes de rigidez para P =7 a
P=9ea;=ay=a3=3e [ =[P = P3=1. Alguns coeficientes zeram mesmo para 0s
blocos que nao envolvem funcoes de face, mas a analise foi feita apenas para as fungoes
que envolvem funcoes de face, pois sao zero no contorno do elemento. O comportamento
ilustrado na Figura 2.29 em termos dos coeficientes que zeram nao é previsto pela anélise
anterior. A Figura 2.30(a) mostra o nimero de zeros comparado com o ntimero total de

coeficientes da matriz de rigidez usando a Base 1 e ponderagoes a; = as = a3 = 3 e

51252:63:1-
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Figura 2.29: Esparsidade das matrizes de rigidez dos triangulos usando a Base 1 com
ponderagoes oy =as =az3=3e i =0Py=03=1e P=17,8,9.
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Figura 2.30: Comparacao do ntimero de zeros com o total do nimero de coeficientes para
as matrizes de rigidez dos triangulos.
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Analogamente, a segunda derivada das fungoes de forma para a Base 2 sao

Nogry, = P2 ()1 = Ly = Lo) *[La(1 = Ly = Lo)poy + Lo Ly 1T, 1],
Npgrr, = PP ()(1 = Ly — Lo) " *[Ly(1 — Ly — Lo)Ug1 + LaLy T, 4],
Npgoy, = Ly P} ﬁQ( M2 e Ny, = LIP;—l’lﬁl(')Hq—%

Nogrr = (1= Ly — Lg) " ?[Lolly1 4+ (1 — Ly — Ly)*Tlg_p + (1 — Ly — Lo)Tlg_4],

Nogro, = (1= Ly — Lg) " ?[Lolly1 4+ (1 — Ly — Ly)*Tlg_p + (1 — Ly — Lo)Tlg_4],
onde IT e IT sdo polinomios de grau indicado.

Os coeficientes do bloco [Kpp| sdo dados por

by — /1 /1—L1 L, L, ng Pioill,ﬁl(‘)Pj{X_liﬁl(,)(]_ — L, — L2)r—2

(P22 () Lo(1 — Ly — Lo)Tl,—1 + Lo Ly 1T, ]
+ [P )L(1 = Ly — L)y + Lo LTI, 1] }dLed L,

_ / Ly Pm 61 </1 LlL (1 B SR § )r+k—2pq2ﬂz(.)
= 2 1 2 J-1

[Lo(1 — Ly — L)Ly g9+ LoLiTlyry o+ Ly(1— Ly — L2)Hp+q_2]dL2> dL.

Como os termos (1—L;) ou Ly € (0,1—L;) aparecem nas expressoes entre parénteses
na integral em Lo, o polindomio que resulta da integracao nao tem o termo constante.
Assim, a integracdo em Lo resulta (1 — Ly)Il,4,4,_o. Portanto,

Fap = /01(1 — L) ™ Ly PO (g g jad Ly

A integral anterior serd zero se oy =r+k+1, 5 =1,1i>j+p+qg—1+[r+
k+1—ajler+k+1>a;. Omesmoocorre parap >i+j+q—1+[r+k+1— ]
er+k+12> a;. Analogamente, os coeficientes serao zero se ag = r+k+1, o =1e
j>i+p+q—1+r+k+l—oqjoug>p+i+j—1+r+k+l—a],r+k+1>ay.
Dessas condigoes e para a; = ag = «

i—jl>p+q+k+r—a = |i—j|>P+k—a.

Como o termo (1 — L; — Ly)"~2 aparece na segunda derivada, a melhor opcao é
k,r > 2. Baseado nisso, max |t — j| ocorre quando k =2, iouj=1eiouj =P —3.
Baseado nisso, max|i — j| =P —4e

max|i—j|>i—j|>P+k—a = P—-4>P+2—a = ao>60.
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A escolha oo > 7 zerard coeficientes do bloco face-face da matriz de rigidez. Como
a < k+7r-+1, 0 menor a é a melhor opgao e portanto a = 7.

Para o bloco [Kgr], os coeficientes zero aparecem quando o = k+2 e = 1 para os
casos 2i (ou 2j) > 2P —a; a<k+2oua=k+r+1ef=1para2i (ou2j)>2P—«
ea<k+r+1;ouquando a =k+ref =1para?2i (ou2j)>2P—-—aea<k+r.
Para esse bloco, o melhor a é 5 ou 7, dependendo da aresta considerada. Analogamente
a Base 1, o bloco [Kyr] é todo zero.

A Figura 2.31 mostra os perfis de esparsidade das matrizes de rigidez para as pon-
deracoes ay = as =5Ha8e ) = [P = 1 para P = 7. A partir da analise dos graficos, como
alguns coeficientes nao previstos sao zerados, foi verificado que oy = as =5e 1 = G =1
¢ a melhor escolha em termos da esparsidade das matrizes.

As Figuras 2.32 e 2.33 mostram os perfis de esparsidade das matrizes de rigidez
paraa; = ay =5, i =Py =1lea; =ay=Te [y =Py =1para P=T7TaP =09,
respectivamente.

Esperava-se que a escolha @ = 5 e f = 1 zeraria os coeficientes nos quais 2p (ou
2q) > 2P —5ek+r > 4. Para P =7, os coeficientes dados pelo produto das fungoes
Ns11 e Nisi com Nyji, k> 3 sao zero. Mas, além disso, pode ser observado na Figura
2.32(a) que os coeficientes também zeram para NN;;» multiplicado por Nsi; e Nygp. Isso
provavelmente ocorreu porque o polinomio II, que resulta da integracao interna, nao tem
o termo constante, ou seja, 11,44 0= (1 — L), 44 3, eentdor+k+2>5=k > 2
para r = 1. Uma anélise similar é vélida para a Figura 2.33(a). Assim, é possivel prever
apenas o numero minimo de coeficientes que zeram. A Figura 2.30(b) mostra o nimero
de zeros que efetivamente aparecem na matriz de rigidez usando Base 2, comparado com
o numero total de fungoes para a; =as =a3=5e 1 =[Py =3 = 1.

A Figura 2.34 mostra os condicionamentos das Bases 1 e 2 quando comparados com
outras bases apresentadas na literatura (Carnevali et al., 1993; Sherwin e Karniadakis,
1995; Szab6 e Babuska, 1991; Webb e Abouchakra, 1995) e com a base lagrangiana nodal

padrao. A Base 1 é melhor condicionada do que a Base 2 e é bem préxima da base de
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Figura 2.31: Esparsidade das matrizes de rigidez dos triangulos usando a Base 2 para
diferentes ponderacoes e P = 7.
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Figura 2.32: Esparsidade das matrizes de rigidez dos triangulos usando a Base 2 para
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Figura 2.33: Esparsidade das matrizes de rigidez dos triangulos usando a Base 2 para
a=T7,0=1eP=7aP=09.
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Szabd. Diferente de outros elementos, onde o condicionamento das bases de Lagrange e
Jacobi sao similares, pode ser verificado que a base triangular de Lagrange é superior a
qualquer outra base considerada.
Considere a redefini¢ao da equagao (2.30) pela inclusao do fator 2 nos modos internos
1 p=20
Pp(Ln) =19 Ly p="h ) (2.63)

2L PPN (20 —1)  0<p< Py
As ponderacoes « e ( foram varridas de 0 a 10 e o nimero de condicao avaliado para

as matrizes de massa e rigidez locais dos triangulos. Foi observado que para @ = (3, o
condicionamento é muito ruim. A melhor opcao foi @« = 0 e § = 2. O melhor condi-
cionamento fornecido pelo fator 2 pode ser explicado, pois as fungoes de aresta e face
estao multiplicadas pelos fatores 4 e 8 respectivamente, devido a natureza tensorial, o
que fornece melhor condicionamento no bloco face-face. Outros valores, além de 2, foram
testados, mas nao apresentaram um melhor desempenho em termos de condicionamento.

A Figura 2.35 apresenta a comparacao dos condicionamentos das Bases 1 e 2, de
Sherwin & Karniadakis (Karniadakis e Sherwin, 1999) e de Lagrange para o operador
Laplaciano. O comportamento apds a aplicacao do complemento de Schur nas duas bases
também foi considerado.

O comportamento da Base 1 é similar ao comportamento da base de Sherwin-
Karniadakis em termos de condicionamento local, mas para a matriz de rigidez a ultima
base é superior para elementos nao distorcidos (triangulo equilatero). O condicionamento

da Base 1 para graus impares cresce notavelmente.

2.6.5 Tetraedros

Da mesma forma, as matrizes de massa e rigidez locais usando polinomios de La-
grange sao densas.
Para a selecao das ponderagoes dos polinomios de Jacobi que fornecem a melhor

esparsidade nas matrizes locais, as matrizes de massa e rigidez dos tetraedros foram
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Figura 2.34: Condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez dos triangulos
com bases de Lagrange, Szabd, Carnevali, Webb, Sherwin, Base 1 e Base 2.
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Figura 2.35: Condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez dos triangulos

para as bases de Sherwin-Karniadakis, Base 1 (& = 0 e § = 2) e Base 1 usando (2.63)
(a=0ep=2).
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particionadas em blocos correspondentes aos vértices (1), arestas (E), faces (F') e corpo

(B), ou seja, ]
(Myv]  [Mve] [Myr] [Myg]
) — [MVE]Z [MEE]T [Mpr]  [Mgs]
(Mvr]” [Mgr|”  [Mrr| [Mrp]
[Myp]" [Mgp]" [Mps]" [Mps] |
(Kwv] [Kvel  [Kve] [Kvs) |
K] = [KVE]Z [KEE]T [Kpr]  [Kps)
(Kvrl]” [Ker]”  [Krr] [Krs]
[Kvs]" [Kesl” [Krs]' [Kss) |

Os coeficientes das matrizes de massa sao dados por
1 p1—L1 pl—Li—Lo
My = / N,NydB = / / / Noars NijtadLsdLodLy. (2.64)
Q 0 Jo 0
A expressao geral dos coeficientes da matriz de rigidez local para o operador de

Laplace é

kab = /Q (NalLl NblLl + NalLQNb/Lz + NalL:’,Nb/Ls) av (265)

1 pl—Li pl—Li—Lo
= /(; /0 /0 (Npqrs’LlNijkl’Ll + ]\[pqrs’LQ]Vijkl’L2 + Npqrs’LBNijkl’L3) dL3dL2dLl
Integrando por partes, obtém-se
kab = - /Q Nijkl (Npqrs’L’l + Npqrsgz + Npqrs’L’B) dQ
+ ﬁ (Noarst, 721+ Noarsgy 122 + Noareg 12 ) NogradT, (2.66)
onde (nr,,nr,,nr,) sdo as componentes do vetor normal nos pontos o contorno do ele-
mento. Como as fungoes de corpo sao zero em I', a andlise das ponderagoes 6tima para a
matriz de rigidez sera considerada somente para os blocos que envolvem essas funcgoes.
Considerando a Base 1, tomando L, = 1 — Ly — Ly — L3, os coeficientes do bloco
das fungoes de corpo da matriz de massa [Mpg] sdo
e 2712712712 pa,h az,B2 azs,fB3 ay,B4
Map = o Jo 0 Ly Ly Ly L Pp—l (')Pq—l ()PP ()
P () P () PR () Py () d Lyd Lyd Ly

1 1-14
= [ e Orto [ B e PO
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Base 1
Bloco | aq, (1, aa, (8o, 3, B3 | Indices
7.2,7,2,7,2 |2i(ou2jouzk)>2P 5 P>3
[Mg5g] 6,2, 6, 2,6, 2 i(oujouk)>P—2 P>3
5,2,5,2,5,2 2p (ou 2q ou 2r) > 2P — 3, P >3

Tabela 2.4: Ponderagoes 6timas para os blocos das matrizes de massa dos tetraedros
usando a Base 1.

1-L1—Lo 9 9
/0 L2(1— Ly — Ly — Ly)
P () P () P () P () dLgd Lyd Ly )
Lo b8 o8
= [ BP0
1= 2 paz,B ag, 3 5
</0 Ly P272() P2 () (1 — Ly — Lo) Hr+s+k+l—4dL2> dLy

= [0 L BB P O o D)L,
onde IT é uma funcao polinomial de grau indicado.

Assim, usando a relac¢ao de ortogonalidade de Jacobi (2.9), a integral anterior é zero
se

=8, [1=2 e p>q+r+s+i+j+k+1—6.
Comop+qg+r+s=Pei+j+k+1= P, tem-se

p>P—-p+P—-6 = p>P-3.

Mas, para as fungoes de corpo, maxp = P — 3 e assim maxp > p > P — 3. Baseado nisso,
pode-se concluir que nao é possivel zerar coeficientes do bloco das fungoes de corpo da
matriz de massa. O mesmo resultado é vélido para as = 8, o = 2, a3 = 8, 3 =2 e
q,7,1,7, k> P — 3.

A mesma analise foi considerada para os outros blocos da matriz de massa. A
Tabela 2.4 resume as ponderagoes étimas e as condigoes a serem satisfeitas pelas fungoes
de forma. Tal como no caso do bloco corpo-corpo, nao foi possivel zerar coeficientes nos
blocos [Mpr|, [Mgg] e [Myv].

A Figura 2.36 mostra os perfis de esparsidade das matrizes de massa para P = 5
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e diferentes ponderacoes. Deve ser observado que a melhor esparsidade é quando a; =
as = a3 =>be 31 = [Py =3 =2. A Figura 2.37 ilustra os perfis de esparsidade da matriz
de massa para essas ponderagoes e P =5 a P = 7. A Figura 2.38(a) apresenta o niimero

de zeros comparado com o numero total de coeficientes para P =1,2,...,7.

30 40 50 0 10 20 30 40 50
nz =3136 =3040

(a) a =38, 5 =2. (b)y a=17,0=2.

hd
0 10 20 30 50 0 10 20 30 40
nz = 3040 nz = 2552

(¢c)a=6,8=2. (d) a=5,0=2.

Figura 2.36: Esparsidade das matrizes de massa dos tetraedros usando a Base 1 com
diferentes ponderagoes e P =5 (nz é o nimero de coeficientes diferente de zero).

Como pode ser visto na equacao (2.31), a Base 2 adaptada para o tetraedro usa
polinémios de Jacobi nas coordenadas Ly, L, e L3. A coordenada baricéntrica dependente
que mostrou o melhor perfil de esparsidade foi Ly = 1 — L1 — Ly — L3, pois considera-
se o termo L} na direcao L,. Analogamente ao triangulo, os valores de o depende dos
indices s e [. Fazendo andlise similar e plotando os perfis de esparsidade das matrizes

para diferentes valores de «, o melhor valor foi @« = 5. A Figura 2.39 mostra os perfis
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a0 60
nz=12712

(c) P=T.

Figura 2.37: Esparsidade das matrizes de massa dos tetraedros usando a Base 1 com
ponderagoes a =5be f=2e P=05,6,7.

Zeros da Matriz de Massa — Base 1 Zeros da Matriz de Massa — Base 2

Hl numero de coeficientes Hl numero de coeficientes
] zeros [ zeros

10000 4 10000

5000/ N 5000

U=
U=

(a) Base 1. (b) Base 2.

Figura 2.38: Comparacao do niimero de zeros com o total de coeficientes das matrizes de
massa para os tetraedros.
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de esparsidade das matrizes de massa para a; = s = a3 =5a9e [ = o = 3 = 2
e P =5. De acordo com a Figura 2.39, a ponderacao que fornece melhor esparsidade é
a1 = ag =be By = [y = 2. A Figura 2.40 mostra os perfis de esparsidade das matrizes de
massa para essas ponderagoes e P =5 a P = 7. A Figura 2.38(b) mostra a quantidade de
zeros comparado ao ntmero total de fungoes. Deve ser observado que a matriz de massa
para os tetraedros usando a Base 1 tem melhor perfil de esparsidade quando comparado

a Base 2 e ainda preserva a simetria rotacional.

(a) a=5, /=2 (b) a=6,3=2. (¢c)a=T708=2.

30 30
- 3040 3040

(d) a=8,6=2. (e) a=9,0=2.

Figura 2.39: Esparsidade das matrizes de massa dos tetraedros usando a Base 2 com
diferentes ponderacoes e P = 5.

Fazendo o processo andlogo aos triangulos para as matrizes de rigidez dos tetraedros,
usando as Bases 1 e 2, a melhor ponderacao verificada foi oy = s =ag3 =4 e f; = P =
fs = 1.

As Figuras 2.41 e 2.42 mostram os perfis de esparsidade das matrizes de rigidez
para P=5aP =T7ea; =ay; =a3 =4e [y = [ = B3 = 1, para Base 1 e Base
2, respectivamente. A Figura 2.43 mostra o nimero de zeros comparado com o nimero
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40

(c) P=T.

Figura 2.40: Esparsidade das matrizes de massa dos tetraedros usando a Base 2 com
a=5beff=2e P=5,6,7,8.
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total de coeficientes da matriz de rigidez usando a Base 1 e a Base 2 para as ponderacoes
a1 =ay =ag3 =4e 3 = [ = (33 = 1. Deve ser observado que a matriz de rigidez para os
tetraedros usando a Base 2 tem melhor perfil de esparsidade quando comparado a Base

1, apesar de perder a simetria rotacional.

(a) P =5. (b) P =6.

Figura 2.41: Esparsidade das matrizes de rigidez dos tetraedros usando a Base 1 com
ponderagoes oy =as =az3=4e i =pPy=03=1e P=05,6,7.

(a) P=05.

Figura 2.42: Esparsidade das matrizes de rigidez dos tetraedros usando a Base 2 com
ponderagoes a =4, F=1e P=5aT.

A Figura 2.44 mostra o condicionamento das Bases 1 e 2 quando comparadas com
outras bases apresentadas na literatura (Carnevali et al., 1993; Sherwin e Karniadakis,
1995; Szab6 e Babuska, 1991; Webb e Abouchakra, 1995) e com a base lagrangiana nodal
padrao. Tal como esperado, a Base 1 é melhor condicionada do que a Base 2 e é bem
proxima da base de Szabd. Pode ser verificado que o condicionamento numérico da base
de Lagrange é superior a qualquer outra base considerada. O comportamento das Bases
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Zeros da Matriz de Rigidez — Base 1 Zeros da Matriz de Rigidez — Base 2

Il numero de coeficientes Il numero de coeficientes

[ zeros [ zeros
10000~ b 10000~
5000 Bl 5000

. ] |
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
P P
(a) Base 1. (b) Base 2.

Figura 2.43: Comparacao do ntimero de zeros com o total do nimero de coeficientes para
as matrizes de rigidez dos tetraedros.

1 e 2 para a matriz de rigidez sao similares ao da base de Carnevali.

Tal como os triangulos, considerando a redefini¢do da equagao (2.30) pela inclusao
do fator 2 nos modos internos dado pela equacao (2.63), foi observado que para o = 0 e
£ = 2, o melhor condicionamento é fornecido quando acrescido o fator 2. A Figura 2.45
apresenta a comparagao dos condicionamentos da Base 1 e de Sherwin & Karniadakis para
as matrizes de massa e rigidez do operador Laplaciano em tetraedros. Com a inclusao do

fator 2 e o calculo do complemento de Schur, a Base 1 mostra-se superior.
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(b) Matriz de rigidez.

Figura 2.44: Condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez dos tetraedros
com bases de Lagrange, Szabd, Carnevali, Webb, Sherwin, Base 1 e Base 2.
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(b) Matriz de Rigidez.

Figura 2.45: Condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez dos tetraedros
para as bases de Sherwin-Karniadakis, Base 1 (&« = 0 e § = 2) e Base 1 com fator 2
(equagao 2.63) e (¢ =0e = 2).
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Capitulo 3

Integracao dos Coeficientes das
Matrizes de Massa e Rigidez usando
Tensorizacao e Quadratura de

(Gauss-Jacobi

O célculo dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez construidas a partir das
fungoes nodais e modais definidas no Capitulo 2 pode ser feito usando diferentes regras
de quadratura. Tanto para as funcoes de interpolacao nodais, como para as modais, o
mesmo processo de integragao pode ser aplicado, principalmente a tensorizacao dos pontos
e pesos de integracao para elementos bi e tridimensionais. No caso das fungoes nodais,
o processo € aplicado para a matriz toda, ja que essas matrizes sao densas. J& para as
fungoes modais, apenas os coeficientes diferente de zero sao calculados.

Neste capitulo é feito um estudo para a escolha dos pontos de integracao de forma
a diminuir ao maximo o grau do integrando. Determina-se o niimero minimo de pontos
necessarios para a integracao exata dos coeficientes, usando as regras de quadratura gaus-
sianas de Gauss-Jacobi (GJ), Gauss-Lobatto-Jacobi (GLJ) e Gauss-Radau-Jacobi (GRJ).

Estuda-se, primeiramente, o caso unidimensional. Feito isso, mostra-se que, para
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quadrados e cubos, basta tensorizar os pontos ja escolhidos. Um processo analogo é apre-
sentado para a matriz de rigidez de triangulos conforme (Bittencourt, 2005) e estendido

neste trabalho para tetraedros.

3.1 Integracao das Matrizes Unidimensionais de Massa
e Rigidez

Foi visto no Capitulo 2 que para as fun¢oes modais definidas em (2.10) e ponderagoes
a = [ = 1, a matriz de massa unidimensional interna é tridiagonal. Assim, para os
termos da matriz que sao diferentes de zero, pode-se escolher os pontos de integracao que
minimizam a quantidade de pontos necessarios para a integragao consistente, usando as
diferentes regras de quadratura gaussianas.

A integragao numérica usando as regras de quadratura gaussianas é dada por (Kar-

niadakis e Sherwin, 1999)
1 Nint
[0 =601+ &) un(@)der =3 uf )

onde u,,(&1) é um polinémio qualquer de grau m, 51_ sao as raizes dos polinomios de

Jacobi de grau apropriado para cada regra de quadratura, w; *f S0 os pesos correspon-
dentes e n;,; é o numero de pontos de integragdo. Para a regra de Gauss-Jacobi (GJ)
sd0 necessérios [(m + 1)/2] pontos de integracao, ou seja, 1, = [(m +1)/2] e &7 sdo as
raizes de P27 (¢;). Similarmente, para Gauss-Radau-Jacobi (GRJ), como um ponto de
integragao ¢ fixo, nine = [((m +2)/2] e & 8 50 as raizes de ,‘fﬁfll(fl) mais o ponto —1.

Finalmente, para Gauss-Lobatto-Jacobi (GLJ), como dois pontos de integragao sao fixos,
Pa+1 ,6+1

Nint —

Nint = [(M +3)/2] e §i’ﬁ sao as rafzes de (&1) mais os pontos —1 e 1. A notagao

[.] representa o maior inteiro. A quadratura de Gauss-Legendre é um caso particular das
quadraturas de GJ, GLJ e GRJ para a = 3 = 0.

Considerou-se a matriz de massa particionada em blocos, representados pelas func¢oes
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de vértice (V) e internas (I) da seguinte maneira

[(Myv]  [Myi]

[My]" [My]
Os coeficientes locais do bloco [Myy] das fungoes de vértice podem ser integrados

[M] =

numericamente como

Nint

my = [ No@No(ede = [ [50 - )] "6 = Y wi,
_ - i=1

Nint

1 1] 1 1
My = /1 No(&1)Np(&)dér = /1 5(1 — 51)5(1 +&1)dé = 1 >ow
_ - =1
1nznt

1 1.1
My = /_1NP(€1)NP(§1)61€1 = /_1 [5(1 + & ] dé = Zw

Desta forma, (1 —&;)?, (1 —&)(1+&) e (1 +&)? sao tratados atraves das ponderagoes

20 1,1

w;, w;’

K3 ) K3

0,2 . : . ,
e w; “, respectivamente, e o grau a ser integrado nesses coeficientes € zero.
Para o bloco do acoplamento vértice-interna, os coeficientes s6 sao diferentes de zero

com o = 3 =1 para p = 1, 2. Por exemplo, o coeficiente

my = [ No@Neda = [ 21-&)70 - €)1+ &) A (G)de

é nulo, usando a propriedade dos polinomios ortogonais de Jacobi, sempre que p —1 > 1,

ou seja, p > 2 . Logo,

s = [ No(@)Np(@)de = [ 10— 60+ 6P ()

1 Nint

_ _Z 21P11 531)’

Mg = [ Nel)Np(ede = [ S0 - &)1+ &) PR (6) e

1l 1,2 11 1,2
= 3 Z P (61))-
Como em ambos os coeﬁc1entes as ponderacoes do integrando foram absorvidas pelos
pesos, para p = 1 o grau é zero e para p = 2 (o que s6 ocorre para P > 3) o grau é 1.
Finalmente, para o bloco [M;;] das fungdes internas, os coeficientes ndo-nulos para
a = =1 sado aqueles nos quais i = p (P >2)ei=p+2 (P > 3). Portanto, para um

coeficiente genérico desse bloco, tem-se

M(it2)(pt2) = /_11 Ni(§1)Np(61)dér = / (1 — &) (1+ &)° P (&) P (L) dé
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Tabela 3.1: Ponderagoes dos pontos e pesos da regra de quadratura e grau da funcao a
ser integrada para o cédlculo dos coeficientes da matriz de massa unidimensional.

Bloco ‘ Coeficiente ‘ Q@ ‘ 16 ‘ m

NoNy 21010
[VV] | NpNp |0]2]0
NoNp 11110
NN, 2[1]0(p=1,P>2)
V1] 1(p=2,P>3)
NpN, 1[2(0(p=1,P>2)
1(p=2,P>3)
[11] N;N, 212 |2p—2(i=p, P>2)
2p (i=p+2, P>3)
= 5 2w PEE@IRAE)

O grau a ser integrado é 2p — 2 parai=p (P >2)e2pparai=p+2 (P > 3).

A Tabela 3.1 apresenta as ponderacoes « e 3 dos pontos e pesos da regra de
quadratura que minimizam o grau da funcao a ser integrada. A quantidade de pon-
tos é calculada, entdao, de acordo com a regra de quadratura escolhida, sendo [(m +1)/2],
[(m +2)/2] e [(m + 3)/2] pontos de integragao necessarios para as regras de GJ, GRJ e
GLJ, respectivamente.

Para a integracao exata dos coeficientes do bloco das fungoes de vértice, basta 1
ponto usando-se as regras de quadratura de GJ ou GRJ e 2 pontos para GLJ. Para o
bloco dos acoplamentos das fungoes de vértice com as fungoes internas, precisa-se de, no
maximo, 1 ponto para GJ e 2 pontos para GRJ ou GLJ. Ja para o bloco das fungoes
internas, como 1 <i,p < P — 1, faz-se a seguinte andlise de acordo com a Tabela 3.1

max(2p —2) =2max(p) —2=2P -4, P >2

max(2p) = 2max(p) =2P -2, P >3.

Portanto, max(m) = 2P —2. Assim, para as fungoes internas, a quantidade maxima
de pontos de integragao é [(2P —1)/2], P e [(2P + 1)/2|, respectivamente, para GJ, GRJ
e GLJ.
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A Figura 3.1 mostra a quantidade de pontos para a integragao exata dos coeficientes
do bloco das funcoes internas da matriz de massa unidimensional usando as diferentes re-
gras de quadratura gaussianas com as ponderagoes de acordo com a Tabela 3.1. Conforme
esperado, pode-se observar que, com as ponderagoes empregadas, a quantidade de pontos

para cada quadratura é sempre menor que a respectiva regra de Gauss-Legendre.

— Gauss-Jacobi ®

—— Gauss—Radau-Jacobi .

—o— Gauss-Lobatto—Jacobi -

- - Gauss-Legendre =

14r| -+ Gauss—Radau-Legendre ® - ® b
Gauss-Lobatto-Legendre s -7 e

Pontos de Integragao

Grau

Figura 3.1: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
das fungoes internas da matriz de massa unidimensional usando as diferentes regras de
quadratura gaussianas.

A matriz de rigidez unidimensional para o operador de Laplace usando as funcoes
de forma modais dadas em (2.10) e & = = 1 é praticamente diagonal. Os coeficientes
do bloco vértice-interna zeram, independente da ponderagao, conforme a equacao (4.8).

Novamente, para os termos da matriz que sao diferentes de zero, pode-se escolher os
pontos de integracao que minimizam a quantidade de pontos necessarios para a integragao.

Por exemplo, os coeficientes locais do bloco das funcoes de vértice sao integrados como

kyn = /11 No(§1)No(61)dér = /_11 (— %)zdfl = i:gw?’o,

be = [ NyeoNpEde = [ (= 3)(5)da = — > ul,

=1
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Tabela 3.2: Ponderagoes dos pontos e pesos da regra de quadratura e grau da funcao a
ser integrada para o cédlculo dos coeficientes da matriz de rigidez unidimensional.

Bloco ‘ Coeficientes ‘ « ‘ 16 ‘ m

N)N, |0]0]0
Vvl | NLNL  lo]ofo
N)N, 0|00
[11] NN (11|20 —2(i=p, P>2)

b2 = /1 Np(&)Np(&1)ds: = /11 (1)2d§1 1 mzmw
Para as funcoes internas, os coeficientes nao nulos para o= =1 sao aqueles nos quais
= p (P > 2). Portanto,
Kito)p+2) = /_11 Ni(§)N, (§1)de, = /_11 i(l — &) (1+ &) PR (6,1 (&) dG

1'Lnt
= 32w PR EN L),

onde II,, (&) é um pohnomlo qualquer de grau p — 1 e o grau a ser integrado é 2p — 2
parai=p (P > 2).

A Tabela 3.2 apresenta as ponderacoes « e 3 dos pontos e pesos da regra de
quadratura que minimizam o grau do integrando.

Para a integracao exata dos coeficientes do bloco das fungoes de vértice, basta 1
ponto para GJ ou GRJ e 2 pontos para GLJ. Para o bloco das funcoes internas, como
1<4,p< P—1, tem-se

max(2p — 2) = 2max(p) —2=2P —4, P >2.

Assim, para as fungoes internas, a quantidade maxima de pontos de integragao é [(2P —
3)/2], (P —1) e [(2P —1)/2], para GJ, GRJ e GLJ, respectivamente, conforme ilustrado
na Figura 3.2.

Seja agora a matriz unidimensional constituida pelo produto da fungao ¢ pela derivada
da funcao p, cujos coeficientes sao calculados por

mky = [ N(@IN(E)dE, (3.1)
com 0 <i,p<P.

Os coeficientes correspondentes aos modos internos empregando polinomios de Ja-
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—— Gauss-Jacobi
—— Gauss—Radau-Jacobi
1411 —o— Gauss-Lobatto-Jacobi
-~ Gauss-Legendre

-* Gauss-Radau-Legendre
1 Gauss-Lobatto-Legendre

Pontos de Integragao

Grau

Figura 3.2: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
das funcoes internas da matriz de rigidez unidimensional usando as diferentes regras de
quadratura gaussianas.

cobi podem ser escritos como

1
mk(i+a)pr2) = /1Ni(§1)N;§(§1)d€1

= 1/ Q- e)PE @), e

O termo (1 — &;)(1 + &) corresponde as fungoes peso da relagao de ortogonalidade
dos polindmios de Jacobi (2.8) com aw = = 1. Como II,(&;) é um polindmio qualquer de
grau p, a integral anterior zera quando ¢ —1 > p, o que implica i > p+1. Como a matriz é
simétrica, ha uma diagonal nao-nula acima e uma abaixo da diagonal principal, tornando
assim a matriz interna tridiagonal. Porém, observou-se que a integral também zera para
1 = p. Neste caso, como a = 3, tem-se a integral da multiplicacao de dois polinomios de
graus consecutivos num intervalo simétrico, ou seja, um polinomio que s6 tem coeficientes
pares e outro que sO tem coeficientes impares, o que resulta num polinéomio que s6 tem
coeficientes pares, como mostra a Figura 3.3.

As ponderacoes que minimizam a quantidade de pontos necessarios para a integracao

dos coeficientes diferentes de zero estao mostradas na Tabela 3.3
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Figura 3.3: Perfil de esparsidade da matriz unidimensional cujos coeficientes sao dados
pela expressao (3.1) e v = = 1.

Tabela 3.3: Ponderagoes para a escolha das raizes dos polinomios de Jacobi que minimizam
a quantidade de pontos de integracao para o calculo dos coeficientes dados pela equacao
(3.1)

Bloco ‘ Coeficientes ‘ Q ‘ I} ‘ m
NoN} 11010
(VV] NpNp 0(1]0
NoNp 0101
V1] NoN, 110|p
NPNI/; 011 1Y
[11] NiN} 1|11 |2p—1(t=p+1, P>3)
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Para a integracao exata dos coeficientes locais do bloco das funcoes de vértice basta
1 ponto para GJ e 2 pontos para GRJ ou GLJ. Para o bloco dos acoplamentos das funcoes
de vértice e interna, como 1 < i,p < P — 1, precisa-se de, no méximo, [P/2] pontos para
GJ, [(P + 1)/2] pontos para GRJ e [(P + 2)/2] pontos para GLJ. J& para o bloco das
funcoes internas, o grau do integrando é

max(2p — 1) = 2max(p) —1=2P -3, P >3.
Assim, para as fungoes internas, a quantidade méaxima de pontos de integragao é (P —1),

[(2P —1)/2] e P, para GJ, GRJ e GLJ, respectivamente, conforme a Figura 3.4.

25

—— Gauss-Jacobi

—— Gauss—Radau-Jacobi

—e— Gauss-Lobatto-Jacobi

- - Gauss-Legendre

-+ Gauss—Radau-Legendre o
Gauss-Lobatto-Legendre pe

20

a1

Pontos de Integragao
>

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Grau

Figura 3.4: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco das
fungoes internas da matriz unidimensional definida em (3.1) usando as diferentes regras
de quadratura gaussianas.
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3.2 Integracao da Matriz de Massa e Rigidez Bidi-
mensional - Quadrado

A expressao para o calculo dos coeficientes locais da matriz de massa do quadrado

¢ dada por
Mab —/ / (&1, €2) Ny (&1, §2)dE1dE,
com Ny (&1, &) = Ni(&)Nj(&2) e Ny(&1,82) = Np(&)Ny(§2), 0 < i, 4,p,q¢ < P. A relagao

anterior pode ser escrita em fungao das matrizes de massa unidimensionais como
1 1
ma = [ N(EIN(E)dE [ Ni(€)N,(&2)d = miPm}y.

mgl méz

Da mesma forma que o caso unidimensional, particiona-se a matriz de massa em

blocos relativos as fungoes de vértice, aresta, face e acoplamentos como

(Myvv]  [Myve]  [Myr]
[M]: [MVE]T [MEE] [MEF]

[Myrp]" [Mgr]" [Mpr]
A partir dai, selecionam-se as ponderacoes dos pontos de integracao para minimizar o

grau das fungoes em cada direcao, conforme a Tabela 3.4. Observa-se que nesta tabela
e nas demais apresentadas no decorrer deste Capitulo, P indica o grau ao longo de uma
das diregoes de tensorizacao.

Para a integracao exata dos coeficientes do bloco das fungoes de vértice, basta 1
ponto para a regra de quadratura de GJ ou GRJ e 4 pontos para a regra de quadratura
de GLJ. Para o bloco dos acoplamentos das fungoes de vértice com as funcoes de aresta,
precisa-se de 1 ponto para GJ, 2 pontos para GRJ e 4 pontos para GLJ. Para o bloco
vértice-face, 1 ponto para GJ e 4 pontos para GRJ ou GLJ. Para o bloco das fungoes
de aresta, sdo necessarios, no maximo, [(2P-1)/2], P e 2[(2P+1)/2] pontos para GJ, GRJ
e GLJ, respectivamente, conforme mostra a Figura 3.5. Para o bloco aresta-face, sao
necessarios, no maximo, [(2P-1)/2], 2P e 2[(2P+1)/2] pontos para GJ, GRJ e GLJ, re-

spectivamente, conforme ilustra a Figura 3.6. Para o bloco das funcgoes internas, como
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Tabela 3.4: Ponderacoes para a escolha das raizes dos polindmios de Jacobi que mini-
mizam a quantidade de pontos de integragao dos coeficientes das matrizes de massa dos

quadrados.
Bloco ‘ Coeficientes ‘ Combinacoes 1D ‘ o1 ‘ 01 ‘ a9 ‘ 155 ‘ me, M,
NOONOO moo1oo 2 0 2 0 0 0
NQ()NPP mopmop 1 1 1 1 0 0
NOONOP moomop 2 0 1 1 0 0
NOONPO mop1noo 1 1 2 0 0 0
[VV] NPPNPP mppmpp 0 2 0 2 0 0
NppNyp mpompp 1 1 0 2 0 0
NPPNPO mppmpo 0 2 1 1 0 0
NOPNOP moompp 2 0 0 2 0 0
NOPNPO mopmpg 1 1 1 1 0 0
NPONPO mppmoo 0 2 2 0 0 0
NQ()NOq mopomMoq 2 0 2 1 0 0 (q 1, P> 2)
1(g=2, P >3)
NOONpO mMpTMOoo 2 1 2 010 (p =1, P> 2) 0
1 (p =2, P> 3)
NOONPq mopMogq 1 1 2 1 0 0 (q 1, P > 2)
1 (q 2, P> 3)
NooNpp mMopMop 2 1 1 110 (p =1, P> 2) 0
1 (p =2, P> 3)
NppNoq mpompyq 1 1 1 2 0 0 (q 1, P> 2)
1 (q 2, P> 3)
[VE] Nppro mppMpo 1 2 1 110 (p =1, P> 2) 0
1(p=2,P=>3)
Npprq mppmMmpq 0 2 1 2 0 0 (q 1, P> 2)
1(g=2,P>3)
Npprp mppMmpp 1 2 0 210 (p 1, P> 2) 0
1(p=2,P>3)
Noprq mopmpy 1 1 1 2 0 0 (q 1, P> 2)
1(g=2, P >3)
NOPNpp mopMpp 2 1 0 210 (p =1, P> 2) 0
1(p=2,P>3)
NpoNpq mppmMmog 0 2 2 1 0 0 (q 1, P> 2)
1(g=2,P>3)
NpoNpp mppMop 1 2 1 110 (p =1, P> 2) 0
1(p=2,P>3)
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Bloco | Coeficientes Combinagdes 1D | aq | B1 | ag | Ba | mg | me,

NooNpg TopMog 2 T 2 T [0(p=1P>2 0(¢=1,P>2
1(p=2,P2>3) 1(¢g=2,P>3)
[VF) NppNpg mppmpyg 1 2 1 2 |o(p=1,P>2) 0(¢g=1, P> 2)
1(p=2,P2>3) 1(¢g=2,P>3)
NopNpq mopMpg 2 1 1 2 0(p=1,P>2) 0(g=1,P>2)
1(p=2,P>3) 1(¢g=2, P >3)
NpoNpq mppMog 1 2 2 1 0(p=1,P>2) 0(g=1,P>2)
1(p=2,P=>3) 1(@=2 P>3)
Noj Nog moomjq 2 0 2 2 0 2q-2 (j =gq, P > 2)
2q (j=q+2, P>3)
No; Npo mopmjo 2 1 2 1 | o0(p=1,P>2) 0(¢g=1, P>2)
1(p=2,P>3) 1(g=2,P2>3)
No;jNpg mopmjq 1 1 2 2 0 29-2 (j =¢q, P > 2)
2q (j=q+2, P>3)
No; Npp mopm;p 2 1 1 2 |op=1,P>2) 0(¢g=1, P>2)
1(p=2,P>3) 1(g=2,P2>3)
[EE] NioNpo mipmoo 2 2 2 0 | 2p2@(i=p, P>2) 0
2p (i=p+2, P2>3)
NioNp, mopm;p 1 2 2 1 |op=1P>2) 0(g=1, P>2)
1(p=2,P2>3) 1(¢g=2,P2>3)
NioNpp mipmop 2 2 1 1 | 2p2@G=p P>2) 0
2p (i=p+2, P>3)
NpjNpg mppmijq 0 2 2 2 0 29-2 (j =¢q, P > 2)
2q (J=q+2, P 2>3)
NpjNyp mppm;p 1 2 1 2 0(p=1,P>2) 0(g=1,P>2)
1(p=2,P2>3) 1(g=2,P2>3)
N;pNypp m;pmpp 2 2 0 2 2p-2 (i=p, P>2) 0
2p (i=p+2, P>3)
Noj Npq MopMjq p) T 2 2 [ 0(p=1,P>2) 2302 (G =q P>2)
1(p=2,P2>3) 2q (j=q+2, P>3)
[EF) NioNpq mipmog 2 2 2 1 | 2p2(i=p, P>2) 0(¢g=1, P>2)
2p (i=p+2,P>23) | 1(¢=2,P2=>3)
NpjNpq mppmMijq 1 2 2 2 0(p=1,P>2) 29-2 (j =¢q, P > 2)
1(p=2,P2>3) 2q (j=q+2, P>3)
NipNpg mipmpyg 2 2 1 2 | 2p2(i=p, P>2) 0(¢g=1, P>2)
2p (i=p+2, P>3) | 1(¢g=2,P>3)
FF] Ni; Npa MipMiq 2 2 2 2 | 2p2 (i=p, P> 2) 22 (=q P>2)
2p (i=p+2, P>3) | 29g(j=qg+2, P >3)

1<i,p<P—1, tem-se

max(2p) = 2max(p) =2P -2, P >2.
Portanto, o ntimero maximo de pontos de integragao é (P — 1), [(2P — 1)?/4] e P?,
respectivamente, para GJ, GRJ e GLJ. Assim, para as fungoes internas, a quantidade
maxima de pontos de integracao varia conforme a Figura 3.7.

A expressao para o calculo dos coeficientes da matriz de rigidez do problema de
Poisson para os quadrados é dada por

ko= [ [ YN ) TN E)dEdes
com No(&1,&2) = Ni(&1)N;(&2) e No(&r, &) = Np(§1)Ng(&2), 0 < 4,5, p,¢ < P. Portanto,

em funcao dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez unidimensionais tem-se

1,1
]{:ab = /_1 /_1 (Na’§1(£17£2)Nb’§1(£17§2) +Na/§2(§1,§2)Nb/§2(§17£2>)d§1d£2
11
N /—1 /_1 (N (E2)Na(€2) Noy (1) Nyrey (61) + Nil€2) No(€1) Ny (62) Ny (62) ) de

_ 1D3.1D 1D3.1D
= My, kip +mip qu )
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Figura 3.5: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes das funcoes

de aresta da matriz de massa bidimensional usando

gaussianas.

as diferentes regras de quadratura
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Figura 3.6: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do acoplamento
das fungoes de aresta com as funcoes de face da matriz de massa bidimensional usando

as diferentes regras de quadratura gaussianas.
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Figura 3.7: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
das funcgoes internas da matriz de massa bidimensional usando as diferentes regras de
quadratura gaussianas.

Novamente, para os coeficientes diferente de zero, selecionaram-se as ponderacoes
dos pontos de integracao para minimizar o grau das funcoes em cada direcao. Porém,
como a expressao dos coeficientes da matriz de rigidez é a soma da matriz de massa em
uma direcao multiplicada pela matriz de rigidez na outra direcao e vice-versa, selecionou-
se a ponderacao que vale para a massa e a rigidez ao mesmo tempo e apurou-se o grau
que sobrou em cada direcao.

No bloco das fungoes de vértice a ponderacao deve ser vy = 31 = ag = o = 0 e
sobra grau 2 em cada direcao.

Para os blocos vértice-aresta, aresta, aresta-face e face, as ponderacoes sao mostradas
na Tabela 3.5 e a quantidade de pontos para a integracao exata nas Figuras 3.8 a 3.10.

As expressoes para o calculo da quantidade minima de pontos necessarios para a
integracao exata dos coeficientes de cada bloco da matriz de rigidez usando tipos diferentes

de regras de quadratura esta organizado na Tabela 3.6.
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Tabela 3.5: Ponderacoes para a escolha das raizes dos polindmios de Jacobi que mini-
mizam a quantidade de pontos de integracao dos coeficientes das matrizes de rigidez dos

quadrados.

Tabela 3.6: Expressoes para o cdlculo da quantidade méaxima de pontos para a integracao
dos coeficientes da matriz de rigidez para os quadrados usando as diferentes regras de
quadratura.

Bloco ‘ Coeficientes ‘ Combinagoes 1D ‘ oy ‘ 51 ‘ oy ‘ (s

VNO()VNO(] ]{Ioomoq 0 0 2 1
VNO()VNPO mopkoo 2 1 0 0
VN()OVNPq l{?opmoq 0 0 2 1
VNoovap m()pk‘op 2 1 0 0
VNPPVNOq k‘pompq 0 0 1 2
[VE] VNPPVNpO mpp/{?p(] 1 2 0 0
VNPPVNpq /{prmpq 0 0 1 2
VNPPVNpP mpp]{fpp 1 2 0 0
VNOPVNP,] k‘opmpq 0 0 1 2
VNQPVNPP mopk‘pp 2 1 0 0
VNpovaq /{prmoq 0 0 2 1
VNpovap mpp/{iop 1 2 0 0
VNOjVNOq mooqu + ]{Iooqu 0 0 1 1
VNQjVNPq mopqu + ]{Jopqu 0 0 1 1
[EE] VNZ‘()VNPQ mipk’oo + ]{,’ipmoo 1 1 0 0
VNZ'QVNPP mipk‘op + k’ipmop 1 1 0 0
VijVNpq mppk‘jq + k‘ppqu 0 0 1 1
VNiPVNpp mip]{?pp + kipmpp 1 1 0 0
VNQjVNpq m()pk‘jq 2 1 1 1
[EF] VNZ'(]VNpq ]{?ipm(]q 1 1 2 1
VijVNpq mpp/{?jq 1 2 1 1
VNipV N, kipMpg 11]1]2
[FF] VNijVNpq mipk:jq + ]{iipqu 1 1 1 1
Bloco | GJ | GRJ |GLJ
VV] 4 4 9
[VE)] 1 2 4
[EE] | 2(2P +1)/2] | 2(P +1) | 3[(2P + 3)/2]
[EF] | [(2P =3)/2] | 2(P —1) | 2[(2P —1)/2
[FF] | (2P —3)/2 | (P— 1)2 (2P —1)/2”
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Figura 3.8: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco de
aresta da matriz de rigidez do quadrado usando as diferentes regras de quadratura gaus-
sianas.
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Figura 3.9: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco aresta-
face da matriz de rigidez do quadrado usando as diferentes regras de quadratura gaus-
sianas.
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Figura 3.10: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
interno da matriz de rigidez do quadrado usando as diferentes regras de quadratura gaus-
sianas.

Para a matriz de rigidez no caso do elemento de estado plano de tensao, a expressao
para o calculo dos seus coeficientes pode ser escrita em funcao dos coeficientes das matrizes

de massa, rigidez e mista unidimensionais, dada pela equacao (3.1), como

kapy =
cte J21 S (Nwgy, Nye, + 152 Nug, Nygy )derdéa 2 1) (4Nare, Nye, + 1__HNa’§2Nb’§1)dfld§2
S5 S5 (uNwe, Ny, + 555 Narg, Nyey )déidéa [ 1) (Nag, Nivg, + 152 Nare, Nive, )d€adé
— e mleliD + 1—_’1m1D/<:1-D I mk})iDmk;jD + %ﬁmk;})mk}f
U mlemle + 5 “mk‘lek‘lD m})?k;jp + I_T“méf)kllnp

Escolhendo, para cada kg, o e § que satisfacam a matriz toda, para o bloco das
funcoes de vértice, as ponderacoes devem ser a; = 31 = ay = J5 = 0 e sobra, no maximo,
dois graus em cada direcao. Para os blocos das fungoes de aresta e das fungoes internas,
mantém-se as mesmas escolhas que o operador laplaciano. A Tabela 3.7 expde as escolhas

para os acoplamentos vértice-aresta, vértice-face e aresta-face.
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Tabela 3.7: Ponderagoes para a escolha das raizes dos polinomios de Jacobi que minimizam
a quantidade de pontos de integracao dos coeficientes das matrizes de rigidez do estado
plano de tensao.

Bloco ‘ Coeficientes ‘ o ‘ 51 ‘ o ‘ 6
Noo Nog 01011710
Noo NpO
Noo NPq
Noo NpP
Npp NOq
[VE] Npp Ny
Npp NPq
Npp NpP
Nop NPq
Nop NpP
NPO NPq
Npo NpP
NOO Npq
[V F] Npp Ny
NOP Npq
NPO Npq
NOJ' Npq
NPJ' Npq
NiP Npq

R O, PR ORFROFHR OO OOOOoOOoO O
= = O, O, OFrRrR OO0 OO o oo
O PR FPF OOFFEOFOODOOOoOOoO oo

H P O RO PR O OOO RO OFKOOOo
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[ GJ ] GRJ [GLJ

VV] 4 4 9

[V E] [P/2] 2[(P+1)/2] 2[(P +2)/2]

VEL [p211p/2] | (P +1)/2[(P+1)/2] | [(P+2)/2)[(P +2)/2]
[EE] | 2[(2P +1)/2] 2(P+1) 3[(2P + 3)/2]

[EF] [P2I(P=1) | [(P+1)/2[2P - 1)/2] | [(P+2)/2]P

(FF] | [(2P - 3)/2]” (P —1)? (2P —1)/2]?

Tabela 3.8: Expressoes para o calculo da quantidade maxima de pontos para a inte-
gracao dos coeficientes da matriz do estado plano de tensao usando diferentes regras de
quadratura.

As expressoes para o calculo da quantidade maxima de pontos necessarios para a
integracao exata dos coeficientes de cada bloco da matriz de rigidez usando tipos diferentes

de regras de quadratura estd organizado na Tabela 3.8.

3.3 Integracao da Matriz de Massa e Rigidez Tridi-
mensional - Hexaedro

A expressao para o calculo dos coeficientes locais da matriz de massa para o hexaedro

é dada por

mab—/ / / 51752753 Nb<£17£27£3)d£1d£2d£37
com No(&1,62,83) = Ni(&§1)N;(§2) Ni(€3) € No(&1, &2, €3) = Np(§1)Ng(§2) N (€3), 0 < 4, 4, K, p,

q,7 < P. A expressao anterior pode ser escrita em funcao das matrizes de massa unidi-
mensionais como
Map = /_11 Ni(§1)Np(&1)dé /_11 N;(&2)N. (52)d§2/ Ni (&) N (&3)d€s = mipmjqmig,.
Da mesma forma que o caso unidimensional, particiona-se a matriz de massa em

blocos como

(Myv]  [Mve] [Myr] [Myg]
) = [MVE]Z [MEE]T (Mee] - [Mes] |

(Mvr]” [Mgr|”  [Mrr| [Mrp]

| [Mys]" [Mes]" [Mrs]" [Mps] |




Tabela 3.9: Expressoes para o célculo da quantidade méxima de pontos para a integracao
dos coeficientes da matriz de massa para os hexaedros usando as diferentes regras de

quadratura.

Blocos ‘ Combinagoes 1D ‘ GJ GRJ ‘ GLJ
[VV] Ty My M, [2151[3] [L][1][1] HIBIEH
vE o, b | omuy | e
[V F] My MM [5][1][1] [1]31[5] [5][2][2]
[V B] MeMem, [1][1][1] BIBIE] [2][2][2]
[EE] | mememy ou mymem, | [B3IEE2) | P —1) | [2]12)[252]
[EF] mymemy GILES2] | [P -1 | BIR5
[EB] MeMemm g WUEEE] | BIEIP -1 | 2212
[FF] | mempme owmgmgpm, | (G220 | [P—1P[1] | [2522(2
[FB] MM ym B2 | BIP—12 | 235
[BB] mymymy Eeneil [P —1]° 2]

para a escolha das ponderacoes dos pontos de integracao que minimizam os graus dos

integrandos em cada direcao, dos coeficientes diferentes de zero. Para este estudo, basta

observar as escolhas das matrizes unidimensionais conforme as composicoes mostradas na

Tabela 3.9.

A quantidade de pontos de integracao necessarios para a integragao exata dos coefi-

cientes dos blocos da matriz de massa, de acordo com o grau, estd organizado na Tabela

3.9 e ilustrado nas Figuras 3.11 a 3.16.

Para a matriz de rigidez do problema de Poisson em hexaedros, a expressao para o

calculo dos seus coeficientes é

kab = /_11 /_11 /_11 vNa(€1>€2>€3) ’ va(§1a§2>€3)d§1d€2d§3>

com Ny (&1, &, &3) =

Ni(&1)

P. Em termos das matrizes 1D, tem-se

///

N;j(&2)Ni(&s) e Ny(€1,&2,&3) =

Ny(&1)

’53 51752,53)Nb’§3(§1752753))d§1d§2d§3

///

+Ni(61) p(fl)Nk(fs)

Nq(&2)Ni(&3)N,
r(&3) V.
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r(&3) NV

i'&61 (51) p'&1 (51)

J'&2 (52) q'&2 (52)

Ny(&2)

NT(£3)7 O S iv.jv k7PJQ7T S

we (61,62, 83) Nive, (61,2, €3) + Narg, (€1, €2, §3) Ny, (€1, 62, €3)
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Figura 3.11: Quantidade de pontos para a integragao exata dos coeficientes do bloco aresta
da matriz de massa do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura gaussianas.
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Figura 3.12: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
aresta-face da matriz de massa do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura
gaussianas.
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Figura 3.13: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
aresta-corpo da matriz de massa do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura
gaussianas.
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Figura 3.14: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco face
da matriz de massa do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura gaussianas.
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Figura 3.16: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco corpo
da matriz de massa do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura gaussianas.
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Tabela 3.10: Expressoes para o calculo da quantidade maxima de pontos para a integracao
dos coeficientes da matriz de rigidez para os hexaedros usando as diferentes regras de
quadratura.

Bloco | GJ | GRJ | GLJ

[VV] [3/2][3/2][1/2] [2][2][1] [5/2][5/2][3/2]

[VE] [1/2][3/2][2] [1][3/2][2] [3/2][5/2][7/2]

\Z3 [1/2][5/2][5/2] [1][3][3] [3/2][7/2][7/2]

[EE] [3/2][3/2][(2P + 3)/2] [2][2][P + 2] [5/2][5/2][(2P + 5)/2]

[EF] [3/2][5/2][(2P + 3)/2] (2][3][P + 2] [5/2[7/2][(2P + 5)/2]

[EB] [3/213/2][(2P — 3)/2] (2][2][P —1] [5/21[5/2][(2P — 1)/2]

[FF] [(2P +3)/2][(2P + 3)/2][3/2] [P+ 2][P + 2][2] [(2P +5)/2][(2P +5)/2][5/2]
[F'B] [3/2][(2P — 3)/2][P] (2][P —1][P +1] [5/2][(2P — 1)/2][(2P + 3)/2]
[BB] | [(2P —3)/2][(2P +1)/2][(2P +1)/2] | [P —1][P+1][P+1] | [(2P —1)/2][(2P + 3)/2][(2P + 3)/2]

+Ni(E0) Ny (1) N (€2) Ny (62) Nove, (63) Nwvg, (€3) ) dé déads

— mlelelD_'_mlelelD_i_mlelé)kikD

Para a analise das melhores ponderacoes e dos graus de integracao de acordo com a
regra de quadratura escolhida, particionou-se a matriz em blocos tal como efetuado para
a matriz de massa.

O numero de pontos de integracao, de acordo com a regra de quadratura escolhida,
para cada bloco, pode ser calculado de acordo com as expressoes mostradas na Tabela
3.10 e ilustrados nas Figuras 3.17 a 3.22.

Tal como os quadrados, observando as matrizes unidimensionais, pode-se escolher
as melhores ponderacoes para otimizar a quantidade de pontos de integracao da matriz
de rigidez do estado geral de tensao como

kan(1,1)  kap(1,2)  Kap(1,3)
k] = cte | kp(1,2)T  kawp(2,2)  kap(2,3) |,

kab(lv 3)T kab(27 3)T kab(gv 3)
onde

1 1 1 1—2u
k(L) = [ [ ] (1= ) Nag Nog + —5 Noe Ve,
1—-2u
+

N a’€3 Nb’§3 )d£1d£2d£3

1-2 1-2
i i m? 4 S e,
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Figura 3.17: Quantidade de pontos para a integragao exata dos coeficientes do bloco aresta
da matriz de rigidez do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura gaussianas.
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Figura 3.18: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
aresta-face da matriz de rigidez do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura
gaussianas.
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Figura 3.19: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
aresta-corpo da matriz de rigidez do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura

gaussianas.
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Figura 3.20: Quantidade de pontos para a integragao exata dos coeficientes do bloco face
da matriz de rigidez do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura gaussianas.
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Figura 3.21: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco
face-corpo da matriz de rigidez do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura
gaussianas.
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Figura 3.22: Quantidade de pontos para a integracao exata dos coeficientes do bloco corpo
da matriz de rigidez do hexaedro usando as diferentes regras de quadratura gaussianas.
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11l 1—2u
kap(1,2) = /_1/_1/_1(MNa'sle'£2 +— Narg, Nye, )dE1dEadEs

1-2
kP mbiPmi? + —mklmk,

1 gl 1—2u
kap(1,3) = /_1/_1/_1(/~LNa'51Nb'53 +TNa'5sNb'§1)d€1d§2d£3

D

T

1
my,

= ,umk:-lel»Dmle mk:le mkkr ,

2
—2pu
kap(2,2) = / // (1 = ) Narey Nyyg, + 5 Noe Ny,

+TN we3 Nivey)dE1dEdEs

1-2 1-2
= (1—pwmi kP my + M/le wmr + K] Pmil kP,
1 1—2u
kan(2,3) = /_1/_1/_1(/~LNa'52Nb'53 +t— Ny Nye, )d&1dEadEs
= mPmkiPmiP 4 1 ‘22“mwmkwmk:,? e

&1

—2pu
kap(3,3) = / // (1 = pt)Norg, Ny, + 5 We
— 24
+ 9 N’§2Nb’§2)d§1d§2d€3

1—-2u 1—-2u
D, 1D1D D D D Dy1D, 1D
= (1_/J’)mzlp mjl klir + 9 kl 1 llsr + 9 mzl kl mller :
Tal como o quadrado, como cada coeficiente pode ser escrito pela combinacao dos coefi-

cientes das matrizes unidimensionais, basta observar as ponderagoes unidimensionais.

3.4 Integracao da Matriz de Massa e Rigidez Bidi-
mensional - Triangulos

Nessa secao, apresenta-se a aplicagao da quadratura de Gauss-Jacobi no caso de
triangulos, conforme originalmente introduzido em (Bittencourt, 2005), para a matriz de
massa. Posteriormente, estende-se a metodologia para a matriz de rigidez do problema
de Poisson. A tensorizacao dos pontos é feita através do mapeamento bidirecional.

A integracgao da fungdo h(Lq, Lo, L3) sobre a drea A do triangulo de lados retos é
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dada por (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991)

/A h(L1, Lo, Ly)dA = 24 /0 1 /0 T (L, L, Ly)dLadL — /A (Lo, Ly)dA,  (3.2)
onde dA = (2A)dLsdL3 e Ly =1 — Ly — Ls.

A integracao numérica da equagao anterior usando a regra de quadratura de Gauss-
Legendre é expressa por (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991)

QA/ (Lo, Ly)dA = QAMZMUJZ Ro(Lag, Lss), (3.3)
onde Ny, (Lo, Ls;) e w; sao, respectlvamente o numero, as coordenadas e os pesos dos
pontos de integracao.

A proposta em (Bittencourt, 2005) foi definir uma regra de integragao tensorial
para os triangulos usando o mapeamento bidirecional e a quadratura de Gauss-Jacobi. O
mapeamento do triangulo para o quadrado é dado por (Dunavant, 1985; Karniadakis e
Sherwin, 1999)

Ly = 3(1+&),
Ly =3(1-&)(1+&), (3.4)

Li=1—-1Ly— L3 = l(l - 51)(1 - 52)
O Jacobiano do mapeamento é (1 —&).

== N

Usando esse mapeamento, a integral na equacao (3.2) pode ser reescrita como

1 pl—Lo _ A 1 1
24 [ [ h(Ls, Lo)dLodLy = 5 [ [ b(&.&)(1 - &)d6de

e a integracao numérica ¢é
niy n2

4/ / (€1, 62)(1 = &1)d&dE, = Zzwzwj (1 —&1,)h(&y,, &), (3.5)

i=1j5=1
onde n; e ny sao o nimero de pontos de 1ntegragao nas direcoes &1 e &y, (1,,&2;) s@o as

coordenadas e w; e w; sao os respectivos pesos.

Para a =1 e § =0, é possivel incluir o Jacobiano (1 — &;) do mapeamento bidire-
cional no termo que representa o peso para a integragao numérica da equagao (3.5). Por-
tanto, as quadraturas de Gauss-Jacobi e Gauss-Legendre podem ser usadas nas diregoes

& e &, respectivamente, como
A ny ne
[ [ e e)( - e)dade = 5 5> a6, 6,) (3.6)

i=1j5=1
Baseado na relagao anterior, ndo é necesséario considerar o jacobiano (1 — &;) para deter-
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minar o grau do integrando na direcao &, pois o mesmo esta incluido no peso wil 0,

As funcgoes de face de Jacobi definidas para triangulos no Capitulo 2 sao dadas por

Npgr(L1, La, Ls) = ¢p(L1)dg(L2)dr(Ls)

= LiL,LyP" (2L, — 1) P32 (2L, — 1) P2 (215 — 1).

Lembrando a relagao de ortogonalidade dos polinomios de Jacobi dada em (2.9),
conclui-se que os coeficientes Ly, Ly e L3 sao os termos que representam os pesos da
quadratura de Gauss-Jacobi. Baseado nisso, os pesos «; e (3; podem ser selecionados
apropriadamente para diminuir o niimero de pontos de integracao necessarios para calcular
os coeficientes das matrizes de massa e rigidez locais.

Considere, por exemplo o produto das fungoes de vértices No = Lo e N3 = Lg.
Aplicando o mapeamento bidirecional e a quadratura de Gauss-Jacobi vem que
Os termos (1—&;)2(1+&1) e (1+&;) representam os pesos da relagao de ortogonalidade (2.9)
2,1 0,1

e w;, respectivamente.

da quadratura de Gauss-Jacobi e podem ser escritos como w; i

Portanto, o valor exato da integral é obtido usando apenas os pesos wf e w;-]’l, ao invés
de 3 pontos de integracao da regra de quadratura de Gauss apresentada em (Zienkiewicz
e Taylor, 1989; Cook et al., 1991).

O procedimento anterior foi considerado em (Bittencourt, 2005) para a matriz de
massa dos triangulos. As funcgoes de forma modais dos triangulos podem ser expressas
usando as matrizes

[N] - [NV]lx?» [NE]lxi%(P—l) [NF]lxé(P—l)(P—z) ) (3-7)
onde [Ny], [Ng] e [Np] sdo sub-matrizes com as fungoes de vértices, arestas e faces,
respectivamente,

Em termos das variaveis & e &, as sub-matrizes anteriores sao dadas, respectiva-

mente, por

(Wl=]10-6)1-&) 30+&) {1-)1+&) |, (3.8)
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La-a)(1+ &)1 - &P (31— &)1 - &) — P22 ()

[INE]" = | 11— &)1+ &)1+ &) PP ()P (3 (1 - &)1 + &) — 1)
50— -+ &P G0 - &)1 - &) - DG - &)1+ &) - 1) |
11 g2 —_
(Np] = 35(1 = &) (1 + &) (1 — &)1+ &)x (3.10)
P (3(1=€6)(1 = &) = VPP (5(1 - &) (1 + &) — 1)
Baseado nesta notagao, a matriz de massa pode ser escrita da seguinte forma
[NV [NV] [Ny]" [Ng] [Nv]" [Ng]
M= [ | Ve 1] [NelT [Ne] (NI [N | dA (3.11)

[NF]" [Nv] [Ne]" [Ng] [Ne]" [Ne]
Substituindo (3.8) a (3.10) em (3.11) e desenvolvendo os produtos indicados, os

pesos da quadratura de Gauss-Jacobi sao distribuidos nas sub-matrizes de massa como

1,0,0 0,1,0 0,0,1
2020 2110 300 | 10,0
vl = | wi'w® wp?wd® wilw)' | 0,1,0, (3.12)
_ ?,ow];,l i2,1 ;),1 f”ow?’2_ 0,0,1
] 7,7,0 0,7,k 1,0,k ]
WP Wt wt? ] 10,0
Wye] = | wPw® wPwd' wPlwl' | 0,1,0, (3.13)
wf”lw;’l wf”lw;)’2 wf’owjl-’2 0,0,1
7,7,0 0,7,k 1,0,k
| wf”lw?’o wf”2w]1-’1 wf"lw?’l ] p,q,0
(Wgg] = ?’2 ;’1 ,3’211)]0-’2 wf”lel-’l 0,q,7 (3.14)
_ ?,1 ?,1 ?’lel-’l w?’0w§’2 | .07
ik
Pt | 1,0,0
[Wvr] = | w}?w;t | 0,1,0, (3.15)
_ Flwi? | 0,01
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N
42 21 0
w; wj b, q,

Wer] = | w?w;® | 0,q,7 , (3.16)

? J
51 22

7 w] p707T

ik

(Wrr] = (3.17)

[ws 2w2 2} .

onde os indices p, q,r e i, j, k sdo aqueles usados nas equagoes (3.8) a (3.10).
As expressoes para determinar o nimero minimo de pontos de integracao dos coefi-
cientes da matriz de massa sao
m = 3 lsign(p)(p— 1)+ sign(a)g — 1) + sign(r)(r — 1)+
sign(i)(i — 1) +sign(j)(j — 1) + sign(k)(k — 1) + 1], (3.18)
ny = % [sign(p)(p — 1) + sign(r)(r — 1) + sign(i)(i — 1) + sign(k)(k — 1) + 1].
onde a funcao sign é definida por

-1 2<0
sign(z) = 0 z=0 . (3.19)
1 >0

Os pesos usados para o calculo das raizes dos polinomios de Jacobi Pf}ll’ﬁl (&1)
Po2P2(&y) sao dados pela seguinte expressao geral

a; = sign(p) + sign(i) + sign(r) + sign(k) + 1,

az = sign(q) + sign(j),

By = sign(p) + sign(i), (3.20)

By = sign(r) + sign(k).
onde 1 foi adicionado em «; para representar o Jacobiano do mapeamento bidirecional.

A Figura 3.23 ilustra o ntiimero de pontos para a integragao exata dos coeficientes
da sub-matriz [Mpr| baseado na regra de Gauss-Jacobi apresentada (Bittencourt ., e
Bittencourtyy;, ), Gauss-Legendre, no procedimento de Dunavant (Dunavant, 1985) e con-
forme (Karniadakis e Sherwin, 1999), sendo este tltimo procedimento valido apenas para
as fungoes dadas na Segao 2.5. O grau do integrando para o procedimento de Dunavant
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é 2P para P > 3. Para Gauss-Jacobi, o grau em & é 2P — 6. Como a expressao para

Ly dada em (3.4) nao contém &>, o numero maximo de pontos na direcao & pode ser

determinado de (3.18) quando ¢ = j = 1, ou seja,
2n2—1:(2P—6)—(q+j—2)—>n§nax:%(2P—5).

O ntmero minimo de pontos é encontrado quando ¢ = j = P — 2. Assim,

min __
ng = 1.
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Figura 3.23: Comparagao do ntiimero de pontos de integracao usando os procedimentos
de Bittencourt, Dunavant, Sherwin-Karniadakis e Gauss-Legendre para o cédlculo dos
coeficientes da matriz de massa em triangulos.

Uma alternativa para uniformizar os pesos escolhidos foi fixar as ponderacoes que
atendessem a todo o bloco. Para isso, deve-se acrescentar graus variados ao integrando,

mas no maximo 4. Assim, para cada bloco, pode-se escolher os pesos seguintes e aumentar
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4 graus nas direcgoes & e &. Logo,

WVV = wil’ow?’o,
Wyve = w?’ow?’o,
WVF = w?’lel»’l,
WEE = w?’owg’o,
Wgr = w?’lel-’l,
Wrp = w?’2wj2-’2.

J& para a matriz de rigidez do problema de Poisson em triangulos, o procedimento

sO ¢é eficiente para o bloco das fungoes internas, pois pode-se usar a expressao

1 1
b= || N Ny + N | J]d61 s (3:21)
ja que os termos do contorno zeram.

Assim, os pesos para as funcoes de face ficam

i, g,k

(W] = (3.22)

3,1 1,1
w; wg b, q,T.

As expressoes para determinar o nimero minimo de pontos de integracao dos coefi-

cientes da matriz de rigidez sao

m = 5 bin()(p 1) +sign(a)(g — 1) + sign(r)(r — 1)+
sign(i)(i — 1) +sign(j)(j — 1) + sign(k)(k — 1) + 4], (3.23)

ny = % [sign(p)(p — 1) + sign(r)(r — 1) + sign(i)(i — 1) + sign(k)(k — 1) + 3].

A Figura 3.24 ilustra o nimero de pontos de integracao para a integragao exata dos
coeficientes da sub-matriz [Krp| baseado na regra de Gauss-Jacobi apresentada. Para
Gauss-Jacobi, o grau em & é 2P — 3, para P > 3. Como a expressao para L, dada em
(3.4) nao contém &, o nimero maximo de pontos na dire¢ao &, pode ser determinado de
(3.24) quando ¢ = j = 1, ou seja,

2ng — 1 =2P —4 — ny™ = %(QP—?)).

O numero minimo de pontos é encontrado quando ¢ = j = P — 2. Assim

)

31, 1,1 . . . . .
Os pesos w; w;" também valem para o céalculo dos coeficientes internos da matriz

de estado plano de tensdo. Por exemplo, de forma andloga a equagao (3.21), tem-se a
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Figura 3.24: Comparacao do nimero de pontos de integragao usando os procedimentos
de Bittencourt, Dunavant, Sherwin-Karniadakis e Gauss-Legendre para o calculo dos
coeficientes internos da matriz de rigidez em triangulos.

seguir a expressao para o coeficiente kq,(1,2) apds a integragdo por partes

Lo 1~ 1
kap(1,2) = /_1 /_1 —No(pNyrg, + T“an&)é(l — &1)d&1dé,.

3.5 Integracao da Matriz de Massa e Rigidez Tridi-

mensional - Tetraedros

A integragao da funcao h(Lq, Lo, L3, Ly) sobre o volume V no tetraedro é dada por

(Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991)
1 1—L4 1—L3—L4
/ h(Ly, Ly, Lg, Ly)dV = / / / h(L1, La, L3, Ly)dLod Lsd Ly
B 0o Jo 0
_ sv/ ii(La, Ly, L)dV,
B

onde dV = 8VdLydLsdLy, L1 =1 — Ly — L3 — Ly e assume-se que o tetraedro tem os
lados retos.

A equagao anterior calculada usando a féormula de quadratura de Gauss-Legendre é
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expressa por (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991)

8V /B F(Ly, Lo, LAV = 8V S w;h(Los, Lys, L), (3.24)
onde g, (Lo, La;, Ly;) € w; sdo, Zr:elspectivamente, o numero, as coordenadas e 0s pesos
dos pontos de integracao.

A proposta aqui é definir uma regra de integracao tensorial para o tetraedro usando
mapeamento tridirecional e quadratura de Gauss-Jacobi. O mapeamento do tetraedro

para o hexaedro é dado por (Karniadakis e Sherwin, 1999)
Ly = 5(1+ &),

Ly =31+ &)1 - &),
Ly=5(1-&)(1—&)(1—8&),

Ly=1—Ly—Ly—Li=:(1+&)(1—&)(1—&).
O Jacobiano da transformagao ¢ expresso por g (1 —&)(1 — &)

== Nl

(3.25)

Usando o mapeamento, a integral na equagao (3.24) pode ser reescrita como

1 1—L4 1—Ls—Ly4 .
3% / / / ii(Ls, Ly, Ly)dLodLsdLs =
0 JO 0

1,1 1,
8V /_1/_1/_1 h(€1, €2, &) (1 — &) (1 — £3)°dErdEadEs. (3.26)

Sua integracao numérica é

TS BN B
sV [ [ b1 = €)1 - &) dédeades =
niy n2 ns3 R
8V Y DS wiwjwe(1 — &o,)(1 — &3,)h(&1,, &2, €3,), (3.27)
i=1 j=1k=1
onde ny, Ny € n3 sao o numero de pontos de integragao nas diregoes &1, & e &3, respecti-
vamente, (£1,,&2;,&3,) sdo as coordenadas e w;, w; e wy sa0 0s respectivos pesos.
Para g =1, 8, =0, ag = 2 e 83 = 0 ¢ possivel incluir o jacobiano (1 — &) (1 — &;)?
do mapeamento tridirecional no termo que representa o peso da integracao numérica da
equagao (3.26). Portanto, as quadraturas de Gauss-Legendre (o = 0,3 = 0), Gauss-

Jacobi (a = 1, 8 = 0) e Gauss-Jacobi (o = 2,5 = 0) podem ser usadas nas diregoes &1, &

e &3, respectivamente, ou seja,
1 1 1,
/—1 /—1 /_1 h(&r &, &) (1 = &) (1 — 53)2d§1d§2d§3 =

niy n2 n3g

8V Z Z Z w?’ow;(]wlaoil(glw £2j7 £3k> (328)

i=1 j=1k=1
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Baseado na relagao anterior, nao é necessdrio considerar o jacobiano (1 —&)(1 —&;)? para

determinar o grau do integrando nas direcoes & e &3 porque o jacobiano é apresentado
1,0 2,0

como pesos w;" e wy, .

O procedimento anterior serd estendido para o cdlculo dos coeficientes da matriz de
massa do tetraedro. As fungoes de forma modal para o tetraedro podem ser expressas
pelas matrizes

[N] = [Nv]ixa  [Nelaxep-1) [NF]lx%(P—l)(P—m [NB]lx%(P—l)(P—2)(P—3) , (3:29)
onde [Ny], [Ng], [Nr| e [Ng] sdo sub-matrizes com as fungoes de forma de vértice, aresta,
face e corpo, respectivamente.

Em termos das variaveis &1, & e &3, as sub-matrizes anteriores sao dadas, respecti-

vamente, por

1-&)(1 - &)1 —&)
1+&)(1=&)(1-&)
1+&)(1 - &)
1+¢&3)

s
[Nv]" = %E (3.30)
o

1 -1 +&)(1 - &)Q - &) P (6, 6. &) P (61,60, &)
3—12(1 —&)(1 = &)1+ &)1 - 53)2P§—1’161 (&1, &2, fs)Pf—giﬁg(&, £3)
L1 =) - &)1 = &)1+ &) P (&, &, &) P (&)

[Ng)" = ,(3.31)

(L4 &)1 - &)1+ &)1 —&)2Pr" (&), &, &) PR (6, &)

LI +6)1 - &)1 — &)1+ &) P (&, &, &) P (&)

1+ &)1 —&)(1+ &) P (&, &) PO (&)
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ﬁ(l — &)1+ &)1 - &)1+ &)(1 - 53)3Pa1751(51>52>f3)

S =) +&)(1— &)1 — &)2(1 + &) By (61, 2. 63)

062 62 (517 527 53) 0l3 63 (527 53)

Pffiﬁz(fl, £2,E3) P47 (£3)

[Np]" = . (3.32)
a1 = &)1 = &)1+ &)1 = &)1+ &) P (6. 6. &)
PR (&, &) P (&)
é(l +&)(1—&) 1+ &)1 —&)*(1+ 53)13&2’62 (€1,€2,€3)
_ P (&, &) P (8)
(Ng] = (1= &)1+ &)1 — &)1+ &)1 —&)3(1+ &) P o (51752753) (3.33)
P (61, 6,6) P (&, §3>P;&*f4 (&)
Baseado nesta notacao, a matriz de massa pode ser escrita da forma geral como
INVIT [IN] [INV]T [Ng] [NV]T INE] [NV]T [N
T T T T
] = / [Ng]" [Nv] [Ng]" [Ng] [Ng]" [Nr] [Ng]" [Ng] qV. (3.34)
V| INe]"[Nv] [NE]T[Ng] [Ne)" [Np] [Np]" [Ng]
INg]" [Nv] [Ng|" [Ng] [Ng]" [Nr] [Ns]" [Np] |
3

Substituindo (3.30)

quadratura de Gauss-Jacobi sao distribuidos nas sub-matrizes de massa como

w -

2,0, 30 40 11 30 40
JTwWw wws wy
11 30 40 02 30 4,0
w;T Wi Wy w W wy!
1,0, 21 40 01 21 40
w;T W Wy wy Wy wy!
10,20 31 01 20 31
w; W wy w; Wy wy!

1,0 2,

w; i

wO 1w2
J

0,0 1,
w;w;

wO Owl
J
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1 4,0 1,0 2,0 3,1 T
1 4,0 0,1 2,0 3,1
wk w w] wk

)
2 40 0,0 1,1 31
wk wZ wj wk
1 31 0,0 1,0 22
wk ’LU ’LU] wk ]

a (3.33) em (3.34) e desenvolvendo os produtos indicados, os pesos da

(3.35)



[ 21 40 5,0 2,0 3,1 5,0 2,0 3,0 4,1 1,1 3,1 5,0 1,1 3,0 4,1 1,0 2,1 4,1
w; U)j U)k w; w] U)k w; w] wk w; U)j U)k w; U)j U)k w; w] wk

1,2 4,0 5,0 1,1 3,1 5,0 1,1 3,0 4,1 0,2 3,1 5,0 0,2 3,0 4,1 0,1 21 4,1
w; w] wk w; w] wk w; w] wk w; w] wk w; w] wk w; w] wk

(3.36)

1,1 3,1 5,0 1,0 22 5,0 1,0 2,1 4,1 0,1 22 50 0,1 21 4,1 0,0 1,2 4,1
w; ZUJ wk w; ’LU] wk w; ’LU] wk w; ZUJ wk w; ZUJ wk w; ’LU] wk

11,30 41 10 21 41 10 20 32 01 21 41 01 20 32 00 11 32
| w;mwiTw wy W Wy ww W wy wy wy g W W w W Wy

2,1 4,1 6,0 2,1 4,0 6,1 2,0 3,1 5,0 1,1 3,1 51_
w; w] wk wi w] wk w; wj wk wi w] wk

1,2 41 6,0 1,2 3,0 6,1 1,1 3,1 5,0 0,2 3,1 5,1

w; ’lU] ’lUk w,; ’lU] ’lUk w, ZUJ wk w; ’lU] wk

Wyr] = : (3.37)
1,1 3,2 6,0 1,1 3,1 6,1 1,0 22 50 0,1 22 51
Wt WTwET Wy W W W W W W W W

1,1 3,1 5,1 1,1 3,0 5,2 1,0 2,1 4,1 0,1 2,1 5.2
w; w] wk w; w] wk w; wj wk w; w] wk

2,1 4,1 6,0
i J

Wyl = : (3.38)
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(WEE]

22 50 60 21 41 60 21 40 51 12 41 60 12 40 51
w; W wyT wyw Wy wywwy T wy g w wy wg wy
21 41 60 20 32 60 20 31 51 11 32 60 11 31 51
w w] wk 'LU 'LU] wk 'LU 'LU] wk w w] wk w w] wk
21 40 51 20 31 51 20 30 42 11 31 51 11 30 42
w wj wk w 'UJ] wk w 'UJ] wk w wj wk w wj wk
12 41 60 11 32 60 11 31 51 02 32 60 02 31 51
'LUZ wj wk w 'UJ] wk 'UJZ 'UJ] wk w wj wk w wj wk
12 40 51 11 31 51 11 30 42 02 31 51 02 30 472
'I,U,i 'I,Uj wk 'LU 'LU] wk 'LUZ- 'LU] wk w 'I,Uj wk w 'I,Uj wk
11 31 51 10 22 51 10 21 42 01 22 51 01 21 42
| wwpwyT w W Wy T wyw Wy wywy wy
22 51 70 22 50 71 21 41 60 12 41 61 ]
91 42 70 21 41 71 20 32 60 11 32 61
'I,U,i 'I,Uj wk w 'I,Uj wk 'LU 'LU] wk 'LU 'LU] wk
21 41 61 21 40 62 20 31 51 11 31 52
W w wy wy T w T wy T W W Wy wy Wy wy
Wgr] = ;
12 42 70 12 41 71 11 32 60 02 32 61
w; " w; wy, JTwwy wgw T wy tw M wy
12 41 61 12 40 62 11 31 51 02 31 52
11 32 61 11 31 62 10 22 51 01 22 52
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1,1 3,1 5,1
w; ’LU] wk

1,0, 22 5,1
w; w] wk

1,0 2,1 42
W, wk

w; P

(3.40)

,(3.39)



2,2 51 71
wz w] wk

21 42 7,1

(Wes] = : (3.41)

1,2 41 6,2
w; ZUJ wk

1,132 6,2
L Wit Wi w

2,2 52 8,0 2,2 51 8,1 2,1 42 71 1,2 42 71
w; w] wk w; w] wk w; w] wk w; w] wk

22 51 81 22 40 82 21 41 72 12 41 72
wTwwy wy T w W wy W W w T w T Wy

(Wrr] = : (3.42)

2,1 42 7,0 21 41 71 2,0 3,2 6,2 1,1 3,2 6,1
w;” W; Wy w; w] wk w; wj wk w; wj wk

1,2 41 72 11 32 62 02 32 62
w, W, wk w, W, wk w wj wk w wj wk

22 5,1 82
w; w] wk

(Wrp] = ; (3.43)

2,1 42 7,1
w; w] wk

1,2 42 72
| W; ’LU] wk

(Wes] = | w}?w)?w? |- (3.44)

As expressoes para determinar o nimero minimo de pontos para a integracdo numérica

exata dos coeficientes da matriz de massa sao

o % [sign(p)(p — 1) + sign(q) (g — 1) + sign(é) (i — 1) + sign(j)(j — 1) + 1],
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ny =

% [sign(p)(p — 1) +sign(q)(q¢ — 1) + sign(r)(r — 1) +sign(i)(i — 1) + sign(j)(j — 1)
+sign(k)(k — 1) + 1]
L Isign(p)(p — 1) + sign(a)(g — 1) + sign(r)(r — 1) + sign(s)(s — 1)+

2
sign(i)(i — 1) +sign(j)(j — 1) + sign(k)(k — 1) +sign(l)(l — 1) + 1].

Os pesos usados para o calculo das raizes dos polinomios de Jacobi P,‘j‘ll’ﬁl (&), P,%?ﬂ? (&2)

e P,‘j‘33753 (&3) sdo dados por

o
oy =
S
p =
f2 =
p3 =

sign(p) + sign(i),

sign(p) + sign(i) + sign(q) + sign(j) + 1,

sign(p) + sign () + sign(q) + sign(j) + sign(r) + sign(k) + 2,

sign(q) + sign(j), (3.45)
sign(r) + sign(k),

sign(s) + sign((),

onde 1 e 2 sao adicionados em s e a3 respectivamente, incluindo assim, o jacobiano do mapea-

mento tridirecional.

Uma alternativa para uniformizar os pesos escolhidos foi fixar ponderacoes que atendessem

a todo o bloco. Porém, isso fez com que fosse necessario acrescentar graus variados ao integrando,

mas no maximo 4. Assim, para cada bloco, pode-se escolher os pesos abaixo e aumentar 4 graus

nas direcoes &1, &2 e €3, ou seja,

Wyv
WvEe
Wyvr
Wvp
WEE
Wer
WeB
Wrr
Wrp
Wgp

00 1,0 20
= w; W Wy,
_ 00 20 30
= w; W Wy,
0,0 20 40
= w; W Wy,
1,131 50
= w; W Wy,
_ 00 20 40
= w; W W,
0,0 30 50
= w; W wy,
1,1 31 61
= w; W Wy,
_ 00 30 60
= w; W Wy,

22 52 82
= w; w w

A Figura 3.25 ilustra o nimero de pontos para a integracao exata dos coeficientes da sub-
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matrix [Mpp]| baseado na regra de quadratura de Gauss-Jacobi para as fungoes de Bittencourt,
Sherwin & Karniadakis e Gauss-Legendre. Para Gauss-Jacobi, o grau em &3 é 2P —8. O nuimero
maximo de pontos na direcao £ pode ser determinado de (3.45) quando [ = s = 1, isto &,

%?“—1:@P—8yen¥“:%@P—7)
O numero minimo de pontos é encontrado quando [ = s = P — 3. Portanto,

ny™ = 1.

Também, o nimero maximo de pontos na diregdo & pode ser determinado de (3.45)
quandor=s=k =1=1, isto é,

mﬁw—1zup—a—”ﬁwzémp—7)
O numero minimo de pontos é encontrado quando r = k = P —3 e s = [ = 1 ou vice-versa.
Portanto,

piin — 1,

1400 w D

T
—— Bittencourt min
—+— Bittencourt max
1200}-| “©— Sherwin-Karniadakis i
—— Gauss-Legendre

1000

800

600

Pontos de Integragao

400

0 # * ¥

4 16 18 20
Grau (2P)

oo
—
o
-
n
—

Figura 3.25: Comparagao do nimero de pontos de integragao usando os procedimentos
de Bittencourt, Sherwin-Karniadakis e Gauss-Legendre para o calculo dos coeficientes da
matriz de massa em tetraedros.

Ja para a matriz de rigidez dos tetraedros, o procedimento sé é eficiente para o bloco das

funcGes internas, pois pode-se usar a expressao

11 1
Fab = /1 / 1 / 1 Nijit [Npgrsre, + Nparsva + Nparores] || d€1d€adés (3.46)

116



para o operador Laplaciano, ja que os termos do contorno zeram.

Assim, os pesos para as fungoes de corpo ficam
NN
1,1 31 6,1

w; W W | pyg, Ty S

As expressoes para determinar o nimero minimo de pontos de integracao dos coeficientes

(Wegs| = (3.47)

da matriz de rigidez sao

n = % [sign(p)(p — 1) +sign(q)(q — 1) +sign(i)(i — 1) +sign(j)(j —1) +3].  (3.48)
me = 2 [sign(p)(p— 1) + sisn(q)(g — 1) + sign(r)(r — 1)+

sign(i)(i — 1) + sign(j)(j — 1) + sign(k)(k — 1) + 4], (3.49)
ng = % [sign(p)(p — 1) + sign(q)(q — 1) + sign(r)(r — 1) + sign(s)(s — 1)

sign(i)(i — 1) + sign(j)(j — 1) + sign(k)(k — )sign(1)(l — 1) +4]. (3.50)

A Figura 3.26 ilustra o nimero de pontos de integracdo para a integragdo exata dos
coeficientes da sub-matriz [Kpp| baseado na regra de Gauss-Jacobi apresentada para as fungoes

de Bittencourt, Sherwin & Karniadakis e Gauss-Legendre.

1500

—— Bittencourt min r
—*— Bittencourt max

—+— Sherwin-Karniadakis
—©— Gauss-Legendre

Pontos de Integragao

Grau (2P)

Figura 3.26: Comparagao do ntiimero de pontos de integracao usando os procedimentos
de Bittencourt, Sherwin-Karniadakis e Gauss-Legendre para o cédlculo dos coeficientes
internos da matriz de rigidez em tetraedros

1,1 31

Os pesos w;, w;w ! também valem para a matriz do estado geral de tensao pois, por
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exemplo, para o coeficiente

1 1 1 1— 2:“
kap(1,2) = /_1/_1/_1(MNa'51Nb'§2 +TNafssz'&)!J!d&dfzd&

= [ ] N 6.8 - (1 - & derdesdss
onde T1(&1, &2, &3) é um polinémio qualquer.

Desta forma, a quantidade méxima de pontos necessarios para a integracao exata dos coe-
ficientes selecionando as ponderacoes dos polinémios de Jacobi sempre é menor que a quantidade
de pontos de integracdo necessarios usando Gauss-Legendre ou a base de Sherwin-Karniadakis
(para tridngulos e tetraedros). E apenas comparavel com os pontos de Dunavant, no caso da
matriz de rigidez dos triangulos. No entanto, o procedimento de Dunavant nao é tensorizavel.
Como o numero de pontos de integracao consistente para graus mais altos cresce rapidamente,

torna-se interessante analisar o efeito da subintegracao em problemas com solucao analitica.
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Capitulo 4

Matrizes de Massa e Rigidez

Espectrais

Neste capitulo, novas funcoes de forma nodais unidimensionais sao propostas com o obje-
tivo de encontrar uma matriz de rigidez espectral para o problema de Poisson. A base proposta
fornece uma matriz de rigidez unidimensional quase diagonal. Apresenta, ainda, melhor condi-
cionamento do que as matrizes de rigidez obtidas usando as bases de Lagrange e Jacobi.

A tensorizagao dessa base nao permite obter matrizes de rigidez diagonais para quadrados
e hexaedros. KEssas matrizes sao escritas por combinagoes das matrizes de massa e rigidez
unidimensionais. As matrizes nao sdo diagonais pelo fato que a matriz de massa unidimensional
¢é densa. Duas técnicas para encontrar matrizes diagonais de massa do elemento unidimensional
sao discutidas e seus efeitos em quadrados e hexaedros analisados. Mostra-se ainda como escrever
as matrizes de massa e rigidez de triangulos e tetraedros através de matrizes unidimensionais

usando a base de Sherwin e Karniadakis.

4.1 Integracao Numérica e Quadratura Gaussiana

A integral da fungao polinomial u(&;), & € [—1,1], dada por f_ll u(&1)déy, pode ser deter-

minada exatamente usando integracao numérica baseada nas regras de quadraturas (Karniadakis

119



e Sherwin, 1999)

/ (€1)dg: = Z wiu(Er),
onde w; sao constantes espe(nﬁcas ou pesos e &1, sdo P+ 1 pontos distintos no intervalo [—1,1].

Na quadratura gaussiana, o integrando u(;) é aproximado por um polinémio de Lagrange

usando P + 1 pontos £, da seguinte maneira (Karniadakis e Sherwin, 1999)
P

w(&) = u(€,)li(€) + e(u),

onde [;(&1)sao os polinémios de Lagrange e €(u) é o erro da aproximagao.

Assim,

[ wienas = sz (1) + R(u),

onde
1 1

w; = /_1li(§1)d§1 e R(u) :/_1 e(u)dg;.

Como a equacao para w; define a expressao para o calculo dos pesos em termos da inte-
gragao dos polinomios de Lagrange, é necessario conhecer os pontos £;,. Como u(;) é represen-
tado por um polinémio de grau P, a integragao sera exata se u({;) for um polinémio de grau
menor ou igual a P. Assim, pode-se escolher os pontos ¢;, igualmente espagados no intervalo
[—1, 1] ou outros pontos que fornecam a integracao exata para polinomios de ordem maior que
P.

Existem diferentes tipos de regras de quadratura de Gauss, tal como a quadratura de

Gauss-Lobatto-Jacobi, a qual usa os polinémios de Lagrange de grau P colocados nas seguintes

(P + 1) raizes (Karniadakis e Sherwin, 1999)

-1 i=0
G = ettt =12, P 1. (4.1)
1 i=P
a+1,0+1

Os pontos &; p_1 Sa0 OS zeros dos polinémios de Jacobi com ponderagoes aa + 1 e G + 1,
denotado por P, a+1’5+1(§1)

A regra de quadratura de Gauss—Lobatto—J acobi é, entao, dada por

[ - e e = Y i uler?) + R, “2)

=0
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onde u(&;1) é uma fungao polinomial, R(u) é o erro cometido na aproximagao e 0s pesos corres-

pondentes sao
(6+1)Cq, P p 1=0

w?ﬂ: Czal’fl 221727>P_1 ’
(a+1)CPP1 i=P
}f - 2040+ (o + P)I(B + P)!
7

PPla+ 3+ P+ D)I[PSP (P2

4.2 Matriz de Massa Espectral Unidimensional

Conforme descrito em (Patera, 1984; Karniadakis e Sherwin, 1999), uma classe de ele-
mentos nodais, conhecidos como elementos espectrais, usa os polinomios de Lagrange de grau
P colocados nos pontos fi’ﬁ dados por (4.1).

A matriz de massa é cheia avaliando-se o produto interno exato. Se, contudo, usa-se a
regra de quadratura de Gauss-Lobatto-Jacobi com pontos de integracao &;, iguais aos pontos de
colocagao no qual a expansao foi definida, a matriz de massa torna-se diagonal, ou seja, os seus

coeficientes obedecem a propriedade de colocagao (Karniadakis e Sherwin, 1999)

Mpg = sz Zwldmd i = Wplpg- (4.3)

Pode ser observado que R(u) Z;00 em (4.2) se u(&1) € Pyy,,,)—3 = Pap—1([~1,1]). Se
w; sao os pesos da regra de quadratura para (P + 2) pontos, entao a integragao é exata, mas
a ortogonalidade nao é preservada. O erro cometido quando essa reducgao é usada na ordem
da regra de quadratura é consistente com o erro da aproximacao da expansao, isto é, o erro
na aproximagao da fungdo usando a expansao polinomial é da mesma ordem que o erro da
integragao Gaussiana com um ponto a menos do que o necesséario para a integragao exata (Canuto
e Quarteroni, 1982). Os elementos da diagonal da matriz de massa espectral usando a regra de
quadratura sao iguais a soma dos elementos das linhas respectivas da matriz de massa usando
integragao exata. A expressdo (4.3) representa uma ortogonalidade discreta das funcoes de
interpolagao nodais.

Os pontos de colocacao e integracao 5?1?0 sao selecionados por apresentar melhor aprox-

imacdo na quadratura numérica (Karniadakis e Sherwin, 1999). Para verificar este fato, os
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polinémios de Lagrange podem ser escritos como
9(&1)

li fl = )

)= g -

onde g(&1) é o polinomio dos nés.

0<i<P,

Escolhe-se ¢(&1) em termos da derivada do polinémio de Legendre Lp(§1) = P]%O(gl)
como g(&) = (& — 1)(& + 1)[Lp(&)]'. A relagdo anterior pode ser escrita como g(§1) =
(& —-1)(& + 1)%(P + 1)P113’i1(£1) e a sua derivada no ponto &y, é ¢'(&1,) = —P(P 4+ 1)Lp(&,).

Dessa maneira, o polinomio de Lagrange é expresso como
_ (G =D& +DELpE)]
li(&1) =

—P(P+1)Lp(&,)(§1 — &1,)
Portanto, pode-se considerar uma base de elementos espectrais como a base de polinémios de

Lagrange colocados nos pontos nodais que sao as raizes do polindémio ¢g(&1) = (1 — &)(1 +

gl)P},ﬁl(gl), que é exatamente a definigao dada em (4.1) para a = = 0.

4.3 Matriz de Rigidez Espectral Unidimensional

O objetivo inicial foi encontrar funcoes de forma que fornecessem, ao mesmo tempo, ma-
trizes de massa e rigidez quase diagonais. A primeira idéia foi dobrar o grau de todos os
monomios do polinémio de Lagrange e, desta forma, ter o polindmio e sua derivada nas mesmas
raizes. O problema deste procedimento foi aumentar muito o grau da funcao de forma e nao ter
pontos suficientes para a integracao numeérica por colocacao.

Para o grau 4, até foi possivel encontrar fungoes internas que tivessem as mesmas raizes
que as suas respectivas derivadas. Tomando os pontos de colocagao internos &;,, &1, € &1,

consideraram-se as seguintes expressoes

M(&) = (G —&,)% & = &) + (& - &,)(& — &,)°
_%(fl — &)t - i(fl — &)t + %(512 — &)Y

No(&) = (&= &) (& — &) + (& —&)(& —&,)°
_i(fl — &)t - i(fl — &)t + i(fll — &),

N3(&) = (4 —&)% & —&,) + (& —&,)(& - &,)°

(6 6 (6 - ) (e, )

Mas nao foi possivel estender as fungoes anteriores para os todos graus. Além disso, ainda
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precisava-se garantir que as funcoes internas fossem zero nos dois extremos (para eliminar o
termo do contorno quando se aplica a forma fraca na matriz de rigidez) e que as fungoes de
vértice fossem unitérias no seu ponto de colocagdo (o primeiro vértice igual a 1 no primeiro
ponto de integracdo e o ultimo vértice igual a 1 no ultimo ponto de integracdo), para garantir a
continuidade C° dos elementos.

Para construir uma matriz de rigidez espectral nodal similar & matriz de massa, o seguinte

conjunto de fungoes é definido

%(1_61)7 p:O

Np(&1) =9 (1—&)pp(€1), 1<p<P+1 , (4.4)
s(1+&), p=P+2

$1(&) = 8((51 — &) G &) (E -6 (G —Epy) (4.5)

P+1 i—2
;d

+ Z(—l)i%(fl —&1p) I((gl —&1)(& —&1p) - (&= &1p1))
=3 v 1
_(_1 - 5119)2(_1 - 511)(_1 - 512) s (_1 - £1P71)

P+1 9 di—2
- Z (_1)15( 1 - 51p)2d—£1((51 —&1)(& —&y) - (& — £1P71))£1:—1)
i—3

epara2 <p< P+1
(61 -&,)(E —&,) - (61— &1p)

o(&) = 8((&—&,) Y (4.6)
e A2 (G- &) (E &) (G -6y
DIEUECEEN = s )

Essa escolha garante que as funcoes de vértice sao lineares e as fungOes internas zeram
para &, = —1 e £, = 1. Em adigo, a continuidade C° entre os elementos é preservada. As
Figuras 4.1 a 4.4 ilustram as fun¢oes de forma internas N,(&;) para P =2 a 5.

Observe que, por exemplo, para P = 4, sdo necessarias 7 funcoes de forma para completar
0 espago, ja que o grau das fungdes é 6. Assim, tém-se sempre P + 3 fungdes de interpolagao. A
constante 8 em (4.5) foi obtida por experimentagao e usada apenas para melhorar o condiciona-
mento numérico da matriz de rigidez obtida usando a base definida.

As fungoes N, (&1) indicadas em (4.5) e (4.6) sdo tais que as suas derivadas N, (1) tém a

propriedade de colocagao. Para exemplificar, considere P = 4 e os pontos de colocacao £, = —1,
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9 3
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-4
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5 -6 1
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3 0
2 -05
-10
1 -1
-1 —O‘B —0‘6 —0‘4 —0.‘2 l‘} 0‘2 014 0.‘5 0.8 15 -U‘v& —0.‘5 -014 —012 6 0.‘2 014 0‘6 015 1 - -1 —U‘S —O‘S —0‘4 —0‘2 é 0‘2 0‘4 O‘G O‘B 1
(a) p=1. (b) p=2. (c) p=3.
Figura 4.1: Funcoes de forma internas para P = 2.
0.
-0.5] 0
o
-05
-1
J
-1.51 -15
-2 3 -2
-2.5] 25
A
-3
-35
|
-3.5 -4
7ﬁ1 70‘8 70‘.6 70‘4 70.‘2 (‘] 0‘.2 0‘4 0.‘6 0‘8 1 -1 70.‘8 70‘5 70.‘4 70‘2 6 0‘2 0.‘4 0‘.6 0.‘8 1 47‘ 70‘.8 70‘6 70‘.4 70‘2 6 0‘2 0.4 0‘5 0.‘8 1

(a) p=1.

(b) p=2. (c) p=3.

-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

(d) p=14.

Figura 4.2: Funcoes de forma internas para P = 3.
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1.4
-0.5
12
il
0.8 -1.51
06
0.4H
2.5
0.2
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(a) p=1. (b) p=2. (c) p=3.
0. 0.6
-0.5F
-1F
-1.5F
7—1 —O‘B —U‘S —0‘4 —0‘2 llJ 0‘2 0‘4 0‘5 O‘B 1 - -1 —O‘B —0‘6 —0‘4 —0‘2 llJ 0‘2 0‘4 0‘5 O‘B 1
(d) p=14. (e) p=5.
Figura 4.3: Funcoes de forma internas para P = 4.
1.4 0.
-0.1 12
-0.2 1
-0.3 0.8
-0.4 061
-0.5 041
-0.6 0.2r
-0 zI 70‘.8 70‘6 70‘.4 70‘2 6 0‘2 0.‘4 0‘5 0.‘8 1 -1 70.‘8 70‘.6 70.‘4 70‘.2 6 012 0‘4 D‘.S 0‘8 1 - ﬁ‘ 70‘8 70‘.6 70‘4 70.‘2 (‘] 0‘.2 0‘4 0.‘6 0‘8 1

(a) p=1. (b) p=2. (c) p=3.

08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1 -1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 21 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1

(d) p=4. (e) p=5. (f) p=6.
Figura 4.4: Funcoes de forma internas para P = 5.
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€115 €155 €15 € &1, = 1. As expressoes das derivadas ¢,(£1) sao

$1(61) = 16(&1 — &1,) (61 — §11) (61 — €1,) (&1 — &1y),
$5(&1) = 16(&1 — €10) (1 — €1,) (€1 — &15) (&1 — &14),
¢5(61) = 16(&1 — &1) (61 — §12) (1 — €15) (&1 — 1),
¢4(61) = 16(&1 — &1) (61 — §12) (61 — €1,) (&1 — 1),
¢5(&1) = 16(&1 — &10)(§1 — &1,) (€1 — &1,) (&1 — €13),

as quais correspondem aos polinémios de Lagrange, a menos de uma constante.

Para o bloco das fungoes internas na matriz de rigidez, a expressao dos coeficientes serd

kpqg = /_llN;/;(fl)Né(fl)dfl
= o1 [ (01— )66 — p(E]I(1 — )64 (61) — (e

— 64 /_11[(1 — &)20,(E) (&) — (1 — &) (&) dg(&1)

—(1 = &1)p(E1) 0, (E1) + dp(E1) g (&1)]dEr.
Apés a integracao por partes em (1 — &)@y, (€1)dq(&1), conclui-se que
1
Y AR A A (a7
Escolhendo-se como pontos de colocacao e integracao os P + 1 zeros de Gauss-Lobatto-

Jacobi para a = 2 e § = 0, a integral anterior pode ser aproximada por
P

Fpg = 6473 0 (61 (657w = 64852,
onde a propriecliz(c)le de colocacao das derivadas NI’)(&) foi usada. Baseado nisso, o bloco interno
da matriz de rigidez sera diagonal. O erro cometido na integracao sera da mesma ordem que o
erro da aproximacao da funcio polinomial. Observe que o termo (1 — ¢1)? corresponde & funcio
de ponderacao da quadratura (4.2) e nao precisa ser integrado explicitamente tomando-se o = 2
e 3=0.

Os coeficientes do bloco das fungoes de vértice da matriz de rigidez sao iguais a j: . Ja
os coeficientes do bloco de acoplamento vértice-interno zeram naturalmente integrando—se por

partes, pois

8 rl
[ neongenda = =5 [0 - eden - (el
-1
1 1
= 21| [ a-asenda - [ e (1.9

= w10 @@k - [ Coand - [ seia]=o
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4.4 Validacao da Base Nodal

Considere o problema de Poisson unidimensional

d?u _
dégl) = 1P) 27 fl E [_17 1]7 P - 27 37 AR 787 (4.9)
i

com as condigdes de contorno homogéneas u(—1) = u(1) = 0. A solucdo analitica é

u(é) = ﬁﬁf + c1&r + ¢, (4.10)
onde c; =0, co = —ﬁ para P pare ¢y = —ﬁ, cg = 0 para P impar.

O problema anterior foi resolvido usando polinémios de Lagrange integrados analitica-
mente e as fungoes propostas integradas analiticamente e por colocagao com (P + 1) pontos de
integracao. As respectivas matrizes de rigidez do elemento sao denotadas por [Kj.g], [Kan] €
[K4p), respectivamente.

Os perfis de esparsidade da matriz de rigidez para as fungoes de forma propostas, integrada
nos pontos de colocacdo, tém a mesma caracteristica (para qualquer grau P), como ilustrado na

Figura 4.5 para P = 5. Esse é o mesmo perfil de esparsidade da matriz de rigidez unidimensional

empregando polinomios de Jacobi e ilustrado na Figura 2.18(b).

Figura 4.5: Perfil de esparsidade para P =5 (nz é o ntimero de coeficientes diferentes de
7Z€ero).

127



As matrizes de rigidez para P = 4, integradas analiticamente e nos (P + 1) pontos de

0,5000  0,0000  0,0000  0,0000  0,0000 0,0000 —0,5000
0,0000 18,9137 —1,8914 —1,8914 —1,8914 —1,8914  0,0000
0,0000 —1,8914 18,9137 —1,8914 —1,8914 —1,8914  0,0000
[Kan] = | 0,0000 —1,8914 —1,8914 18,9137 —1,8914 —1,8914  0,0000
0,0000 —1,8914 —1,8914 —1,8914 18,9137 —1,8914  0,0000
0,0000 —1,8914 —1,8914 —1,8914 —1,8914 50437  0,0000
—0,5000  0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,5000
0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 —0,5000
0,0000 20,8051 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000  0,0000
0,0000 0,0000 20,8051 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
[Kap) = | 0,0000 0,0000 0,0000 20,8051 0,0000 0,0000  0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 20,8051 0,0000  0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 6,9350  0,0000
—0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,5000

colocacao sao, respectivamente,

Observe que os coeficientes fora da diagonal principal relacionados as fungoes internas da matriz
[Kan] sdo iguais. Nesse caso, esse valor é k = —1,8914. Pode ser verificado que os coeficientes
do bloco interno da matriz [K,p] sdo dados pela seguinte expressao

Kapi; = Kan; + V;’

O erro na norma de energia entre a solucao exata u e aproximada u,, calculado para
P =2 até P = 8 estd mostrado na Figura 4.6. Observe que para P = 4 o erro sera exatamente
igual a zero. Este comportamento nao era esperado pois, apesar que para cada grau a solucao
exata esta contida no espaco de aproximacao, a integracao numérica com 1 ponto a menos que

0 necessario para a integracao exata induz aos erros ilustrados na Figura 4.6.

max f4
min g’

Os numeros de condi¢ao das matrizes de rigidez sao calculados por k = sendo u o
conjunto de valores singulares das matrizes. Como a matriz de rigidez é semi-definida positiva,
min p é o primeiro valor singular diferente de zero.

Os condicionamentos numeéricos das matrizes de rigidez obtidas com as fungoes propostas,

integradas analiticamente e por colocagao, polinémios de Lagrange e Jacobi com a = § = 1,
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10" Erro

Grau

Figura 4.6: Erro na norma de energia para 2 < P < 8.

sao mostrados na Figura 4.7. Observa-se que as matrizes obtidas com as fungoes propostas

apresentam um melhor condicionamento com relagao as outras bases.

4.5 Tensorizacao para Quadrados e Hexaedros

O resultado anterior nao se estendeu para o bloco das fungoes internas da matriz de rigidez
de quadrados.

Como visto no Capitulo 2, as fungoes no quadrado Np,(&1,£2) € Nps(&1,&2) sao obtidas
pelo produto tensorial usual de funcées unidimensionais, isto é, Np4(&1,&2) = Np(§1)Ny(&2) e
Nys(&1,€2) = N.(§&1)Ns(&2). Portanto, os coeficientes da matriz de rigidez para o problema de

Poisson nos elementos quadrangulares sao dados por

1 1
kpg = /_1/_1VN;D(](£17£2)'VNTS(£1>£2)d£1d£2
1 1
= /_1/_1 (Nq(&)Ns(f?)Np’&Nr’& +Np(gl)Nr(fl)Nq’ﬁgNs’&)d§1d€2
1 1
= /_qu(§2)]\75(§2)€1€2 /_lefglNrfgld&

1 1
+f NN € [ NypeNegdss
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—— KJacobi
—— Klagrange
—— Kan

—&— Kap

Condicionamento Numerico

0 L L L L L
2 3 4 5 6 7 8

Grau

Figura 4.7: Condicionamento das matrizes de rigidez usando polinomios de Jacobi e
Lagrange, calculadas analiticamente e aproximadas para 2 < P < 8.

= my2 &)k (&) +mpP (€K D (&2). (4.11)

A propriedade de colocagao serd preservada somente quando p # r e ¢ # s simultanea-
mente. Isso acontece somente para alguns coeficientes do bloco interno da matriz de rigidez,
como ilustrado na Figura 4.8(a) para P = 4. Esse perfil pode ser comparado com a esparsidade
do bloco interno da matriz de rigidez obtida usando polinémios de Jacobi com o« = 3 = 1 na
Figura 4.8(b).

A Figura 4.9 mostra os perfis de esparsidade para as matrizes de massa usando as fungoes
propostas e polinémios de Jacobi com o« = = 1. Como esperado, a matriz de massa é cheia. J4
a Figura 4.10 ilustra o condicionamento numérico das matrizes de massa e rigidez dos quadrados
com e sem a aplicagdo do complemento de Schur. Observa-se que as fungoes propostas tem um
condicionamento numérico similar as bases de Jacobi. Apesar disso, as matrizes obtidas com
os polindmios de Jacobi sao mais esparsas e a base proposta, no caso dos quadrados, nao é
vantajosa, a nao ser pela maior simplicidade do cédlculo dos coeficientes das matrizes de rigidez.

Como indicado na equagao (4.11), os coeficientes da matriz de rigidez para os quadrados
pode ser calculada usando os coeficientes das matrizes de massa e rigidez unidimensionais. Neste

caso, o perfil nao-diagonal da matriz de rigidez dos quadrados é devido ao perfil cheio da matriz
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Figura 4.8: Perfis de esparsidade da matriz de rigidez para quadrados e grau P = 4 (nz
¢ o numero de coeficientes diferentes de zero).
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Figura 4.9: Perfis de esparsidade das matrizes de massa para os quadrados e grau P = 4
(nz é o ntimero de coeficientes diferente de zero).
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Figura 4.10: Condicionamento numérico dos quadrados.
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de massa unidimensional. A seguir, discutem-se duas estratégias para construir matrizes de

massa diagonais.

4.5.1 Matriz de Massa Unidimensional Espectral Convencional

Para tornar a parte interna da matriz de massa unidimensional diagonal, concentrou-se
os elementos da diagonal escrevendo-os como o somatorio dos elementos da respectiva linha da
matriz interna de massa unidimensional original. Os coeficientes do bloco vértice-interno foram
zerados e os coeficientes relacionados com as funcoes de vértice foram mantidos.

Desta maneira, obtiveram-se os perfis de esparsidade para as matrizes de rigidez para

quadrados e hexaedros conforme ilustrado na Figura 4.11 para P = 4.

b33
’
5[%%%%, R PN,
. o 2N\
. o 201 N,
10 o, o N
%oy K NS
1 o % °
5 K o, 40
l. ..
20 o % \

o .
K o, o
25 M %oy
..
30 %oy
.. 80
35 .

AN

40 0 100

45 °

% 120

.
50
0 10 20 30 40 50 0 20 40 60 80 100 120
nz =81 nz =319

(a) Quadrado. (b) Hexaedro.

Figura 4.11: Perfis de esparsidade das matrizes de rigidez para quadrados e hexaedros
usando a matriz de massa unidimensional concentrada.

Para o problema de Poisson homogéneo em um tnico elemento local

Au(r,&2) = f,
considerou-se a solucao analitica u(£1,&2) = (1—&1)(1+&1)(1—E&2)(1+&2). A solucao aproximada
fornecida pela matriz de rigidez para quadrados usando massa e rigidez unidimensionais diag-
onais foi satisfatério, com erro na norma de energia de 10~7. Contudo, a solucdo aproximada
foi correta somente com condigoes de contorno homogéneas. Testes com outras condices de
contorno nao apresentaram o mesmo comportamento.

Além disso, as funcoes originais N,(§1) dadas pelas equacoes (4.5) e (4.6) foram normal-
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izadas pelas constantes de Lagrange dy,do,...,dps1 onde

di =[2(& = &p) (& — &) (& — &) - (& — &1p)]e=gy, (4.12)
dp _ [2(61 . 610) (51 - 511)(51 __512) s (51 - glp)]&:& L
(&1 —&1,.1) P

Neste caso, escolheu-se ainda dp41 = 6.

2<p<P+1.

4.5.2 Problema de Auto-valor da Matriz de Massa Unidimen-
sional

No caso anterior, apesar da esparsidade obtida nas matrizes de rigidez para quadrados e
hexaedros, a concentragao da massa unidimensional nao resolve o problema de projegao unidi-
mensional. Assim, uma segunda alternativa é escrever as matrizes de massa e rigidez na base de
autovetores da matriz de massa. Desta forma, a matriz de massa torna-se diagonal (espectral)
e resolve o problema de projecao unidimensional. Além disso, para os casos bi e tridimensionais
basta tensorizar os autovetores unidimensionais.

Considere entao a matriz de massa de um elemento unidimensional

1Dy _ ! T
1) = [ NIV g
1

Para um elemento reto, o Jacobiano é constante e a expressao anterior pode ser reescrita como

)= ([ VTVl ) 11

Calcula-se, entao, o problema de autovalor da matriz de massa local

[MPY{u}i = Ai{ubi.
Sendo [U] a matriz cujas colunas sao os autovetores da matriz de massa e [A] a matriz diagonal
formada pelos respectivos autovalores, a matriz de massa espectral unidimensional é

[M'P) = [U]" [M'P][U] = [A]  [UTTU]) = (1],
Analogamente, a matriz de rigidez local expressa na base dos autovetores da matriz de massa
local é dada por

[K'7] = [U]T[K'P[v],

Com esse procedimento, a matriz de massa unidimensional tornou-se diagonal e a matriz
de rigidez unidimensional apresentou novos coeficientes nao-nulos como mostrado na Figura
4.12.

Dessa maneira, todos os elementos da malha estao representados na mesma base de au-
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tovetores da matriz de massa local e o jacobiano funciona apenas como um fator de escala.
Para as fungoes nodais propostas anteriormente foi feita a normalizagao das fungoes inter-
nas no sentido de tornar os coeficientes internos da matriz de rigidez iguais a 1. Pela caracteristica

de colocacao das derivadas dessas funcoes, basta dividir as funcoes internas pelas constantes de

2,0

o1 Feito isso, escreve-se as matrizes de massa e rigidez na base de

Lagrange e depois por 4/w
autovetores da matriz de massa local. Por exemplo, para P = 3 tém-se, respectivamente, as
seguintes matrizes de rigidez unidimensionais para as funcoes nao normalizadas, ndo normal-
izadas transformada na base de autovetores da matriz de massa e normalizada transformada na

base de autovetores da matriz de massa

[ 0,5000 —0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 |
—0,5000 0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
K] = 0,0000  0,0000 83,5918 0,0000 0,0000 0,0000 |
0,0000  0,0000 0,0000 83,5918 0,0000 0,0000
0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 83,5918 0,0000
| 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 27,8639 |
[ 10,9938 0,8094 14,3804 —9,5742  9,3576 —1,2113 |
0,8094 50049 —1,2648 —13,7612 3,3808 12,2387
K] = —14,3894 —1,2648 29,6800 18,6300 10,0567 —1,7021
—9,5742 —13,7612 18,6300 71,4140 —1,4622 2, 6863
9,3576 3,380 10,0567 —1,4622 80,9324 —0,1189
| —1,2113 12,2387  —1,7021  2,6863 —0,1189 81,6143
[ 1.0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 |
0,0000 0,8822 0,0000 —0,1340 0,0000 —0,2932
K] = 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 —0,1340 0,0000 0,8477 0,0000 —0,3334
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000
| 0,0000 —0,2932 0,0000 —0,3334 0,0000 0,2701 |

Observa-se que a normalizagdo resultou em uma matriz de rigidez mais esparsa.
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Figura 4.12: Perfil de esparsidade da matriz de rigidez unidimensional apds a trans-
formagao usando autovetores da matriz de massa unidimensional para P = 10.

O mesmo procedimento foi aplicado para a base unidimensional de Jacobi. Analogamente,

para P = 3 obtiveram-se, respectivamente, as seguintes matrizes

0, 5000
—0, 5000
0, 0000
0, 0000

[ 0,1577
0, 0000
0, 0000

| 0,0376

[ 1,0000
0,0000
0,0000

| 0,0000

—0,5000
0, 5000
0, 0000
0, 0000

0, 0000
0,4472
0,1615
0, 0000

0, 0000
0,7305
0, 0000
0,4437

0, 0000
0, 0000
0,1667
0, 0000

0, 0000
0,1615
0,9528
0, 0000

0, 0000
0, 0000
1, 0000
0, 0000

0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 4000

0,0376
0, 0000
0, 0000
0,0089

0, 0000
0,4437
0, 0000
0,2695

Novamente, com a normalizacao obteve-se uma melhor esparsidade na matriz de rigidez unidi-
mensional.
Uma vantagem deste procedimento é que, como pode-se escrever [M?2P], [K2P], [M3P] e

[K3P] dependendo das matrizes de massa e rigidez unidimensionais, uma vez encontrados os
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autovalores e autovetores da matriz de massa unidimensional, basta tensoriza-los para encontrar
as respectivas matrizes para quadrados e hexaedros.

Os numeros de coeficientes, condicionamentos numéricos e perfis de esparsidade para
quadrados e hexaedros estao mostrados nas Figuras 4.13 a 4.18. Observa-se que as matrizes
obtidas pelas fungoes propostas normalizadas na base de autovetores apresenta a mesma espar-
sidade que as matrizes usando as fungoes de Jacobi normalizadas na base de autovetores. Os
condicionamentos numéricos também estao muito proximos. Para os quadrados, apds o grau 11,
a funcao de Jacobi fornece melhor esparsidade, mas para hexaedros as fungoes transformadas

pelos auto-vetores sao mais eficientes.
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Figura 4.13: Numero de coeficientes das matrizes de rigidez para quadrados apds a trans-
formacao usando autovetores da matriz de massa unidimensional.

Um estudo mais aprofundado requer a andlise da consideracao do jacobiano constante
do elemento na matriz de massa comparando os seus valores minimo e maximo nos pontos de
integracao. Outro aspecto a ser considerado é que as condigoes de contorno devem ser tratadas

como equacoes de restricao.
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Figura 4.14: Condicionamento numérico das matrizes de rigidez para quadrados apds a
transformacao usando autovetores da matriz de massa unidimensional.
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Figura 4.15: Perfis de esparsidade das matrizes de rigidez para quadrados com bases de
Jacobi usando autovetores da matriz de massa unidimensional.
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Figura 4.16: Numero de coeficientes das matrizes de rigidez para hexaedros apds a trans-
formagao usando autovetores da matriz de massa unidimensional.
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Figura 4.17: Condicionamento das matrizes de rigidez para hexaedros apds a trans-
formacao usando autovetores da matriz de massa unidimensional.
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(b) Jacobi transformada. (c¢) Jacobi normalizada transfor-
mada = Fungoes propostas nor-
malizada transformada.

Figura 4.18: Perfis de esparsidade das matrizes de rigidez para hexaedros com bases de
Jacobi usando autovetores da matriz de massa unidimensional.

4.6 'Tensorizacao para Triangulos e Tetraedros

As funcgoes de base de Sherwin & Karniadakis apresentadas no Capitulo 2 sao usadas aqui
para escrever as matrizes de massa e rigidez de triangulos e tetraedros como a combinacao de
matrizes unidimensionais, de forma andloga ao caso de quadrados e hexaedros.

Desta forma, pode-se construir os vetores unidimensionais

doo(n2) |
dro(n2)
bo(m) dor(n2)
[IN(m)] = | ¢p(m) e [Nm) =1 ¢pn) |- (4.13)
¢p(m) Doq(12)
bpq(n2)

L Ppq(12) J
Considerando N (&1,&2) = Npg(&1,&2) € Np(&1,&2) = Nij(&1,&2), a expressao para o célculo

dos coeficientes da matriz de massa do elemento fica

1 =&
Mep = /_1/_1 No(&1,82) No (&1, €2)dE1dE

1 r—&
- /1/1 NpqNijd&1dEs
11
- /_1 /_1 Gp(m) Dpqg(m2) @i (1) dij (n2)|J |dnidns,
onde o jacobiano da transformacao é dado por |J| = @
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Assim,

Map
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Logo, pode-se escrever os coeficientes da matriz de massa para os triangulos como a multiplicagao

dos respectivos coeficientes das matrizes de massa unidimensionais definidas.

Os coeficientes da matriz de rigidez dos triangulos para o problema de Poisson ficam

kab
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Assim, pode-se escrever os coeficientes da matriz de rigidez para os tridngulos como a multi-
plicacao dos respectivos coeficientes das matrizes de massa, rigidez e mista unidimensionais.

De forma analogo ao caso dos triangulos, é possivel escrever os coeficientes das matrizes
de massa e rigidez do problema de Poisson para os tetraedros como combinacao linear dos
coeficientes das matrizes unidimensionais.

A partir do processo anterior, procurou-se entao calcular os autovalores das matrizes de
massa obtidas em (4.14). Enquanto os autovalores da matriz de massa na dire¢ao n; foram todos
positivos, muitos dos autovalores da matriz de massa em 7o resultaram zero, mostrando que a
mesma nao € positiva-definida. Esse fato limitou o calculo dos autovalores da matriz de massa
do tridngulo a partir dos autovalores das matrizes unidimensionais, como no caso do quadrado.

Esse fato ainda merece maior investigagao.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

No decorrer dos estudos da primeira parte do trabalho, onde sao apresentados procedi-
mentos uniformes para a construcao de fungoes de forma do MEF baseados no produto tensorial
unidimensional, observou-se a facilidade do cédlculo dos coeficientes das matrizes de massa e
rigidez usando a tensorizacao das func¢oes unidimensionais. Para tanto, usou-se programas de-
senvolvidos no software Mathematica (Nogueira Jr. e Bittencourt, 2002) e desenvolveu-se um
cédigo em Matlab usando a tensorizagao, de forma a facilitar muito os testes com outras fungoes
de forma unidimensionais, no sentido de esparsidade e condicionamento numérico das matrizes
de massa e rigidez para o operador laplaciano.

Observou-se também que com a manipulagdo apropriada dos indices que denotam os
polinémios unidimensionais em cada direcao da tensorizagao, obtém-se bases hierarquicas ou
nao hierarquicas e com continuidade C° ou néo entre elementos. Sabe-se que as funcdes nodais
padrao de Lagrange para quadrados, hexaedros, tridngulos e tetraedros tém uma continuidade
C° natural, o que significa que a multiplicacdo por —1 néo é necessiria. Esta propriedade pode
ser explicada devido & natureza tensorial dessas fungoes (Bittencourt, 2005). Mostra-se que o
comportamento simétrico dos indices p, g, r e s das bases nodais e modais para tridngulos e tetrae-
dros implicam na continuidade global natural C° das funcoes de forma nas arestas (p + ¢ = P)
e faces (p+ g+ r = P) comum dos elementos que constituem a malha.

Para os elementos unidimensionais, quadrados e hexaedros, dentre as bases testadas, in-
clusive variando apenas as ponderacgoes dos polinémios de Jacobi, a que apresentou melhor

esparsidade e condicionamento numérico foi a base de Jacobi com o« = 3 = 1. J4 para triangulos
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e tetraedros, por causa da coordenada dependente e do limite de integracao nao-fixo, uma nova
base foi proposta e analisada quanto a esparsidade e condicionamento numérico das matrizes de
massa e rigidez locais. Assim, foram feitas tabelas com as ponderacoes dos polindmios de Jacobi
que fornecem melhor esparsidade para cada bloco das matrizes. Na Base 1, que é a base de Ja-
cobi, a ponderacao que fornece melhor esparsidade é « =4 e § = 2 (tridngulos) e« =5e 3 =2
(tetraedros) para a matriz de massa, « = 3 e 3 = 1 (tridngulos) e « = 4 e § = 1 (tetraedros)
para a matriz de rigidez usando o operador laplaciano. Na Base 2, que é a nova base proposta,
que tem um mondémio em uma direcao e polinémios de Jacobi nas outras direcoes, a ponderagao
que fornece melhor esparsidade é o = 6 e § = 2 (tridngulos) e « = 5 e § = 2 (tetraedros) para a
matriz de massa, « = 5e 3 = 1 (tridngulos) e « = 4 e 3 = 1 (tetraedros) para a matriz de rigidez
usando o operador laplaciano. Com essas ponderacgoes, mesmo que em alguns casos as matrizes
usando a Base 2 ficaram mais esparsas que as matrizes usando a Base 1, a simetria rotacional
¢é perdida, o que impede que apenas uma parte dos coeficientes sejam calculados. Na analise
do condicionamento numeérico dessas matrizes, acrescentou um fator 2 conforme mostrado na
equagao (2.63) e varreu-se as ponderacoes « e 5 de 0 a 10. O melhor resultado apareceu para
a =0 e [ = 2. Para os condicionamentos numéricos também foram analisados os niimeros apds
a aplicagdo do complemento de Schur nas matrizes de massa e rigidez.

Usando os programas construidos em Matlab, observou-se uma eficiéncia muito grande
no calculo dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez quando usam-se diferentes regras
de quadratura ao invés do céalculo da integral analitica. Tanto para as funcbes de interpolacao
nodais, como para as modais, o mesmo processo de integracao pode ser aplicado, principalmente
a tensorizacao dos pontos e pesos de integracao para elementos bi e tridimensionais. Assim, o
processo foi aplicado para a matriz toda, no caso das funcoes nodais, ja que essas matrizes sao
densas e apenas para os coeficientes diferentes de zero no caso das fungoes modais.

Foi feito um estudo para a escolha dos pontos de integracao 6timos de forma a diminuir
ao maximo o grau do integrando. Determina-se o nimero minimo de pontos de integracao
necessarios para a integragao exata dos coeficientes, usando as regras de quadratura gaussianas
de Gauss-Jacobi (GJ), Gauss-Lobatto-Jacobi (GLJ) e Gauss-Radau-Jacobi (GRJ). Estudou-se
primeiramente o caso unidimensional, introduzindo uma matriz chamada de mista, ji que seus

coeficientes sdo calculados usando as fungoes de forma e suas respectivas derivadas.
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A seguir, mostrou-se que, para os quadrados e cubos, as matrizes de massa, de rigidez
para o operador laplaciano e de rigidez para o estado plano e geral de tensao, basta tensorizar
os pontos ja escolhidos. Um processo analogo foi apresentado para triangulos conforme original-
mente introduzido em (Bittencourt, 2005) para a matriz de massa e estendido para a matriz de
rigidez do problema de Poisson, para a matriz de massa e rigidez dos tetraedros. A tensorizacgao
dos pontos foi feita através do mapeamento bidirecional e uma alternativa para uniformizar os
pesos escolhidos foi fixar ponderacées que atendessem a todo o bloco. Desta forma, a quan-
tidade méaxima de pontos necessarios para a integracdo exata dos coeficientes selecionando as
ponderacoes dos polinémios de Jacobi sempre é menor que a quantidade de pontos de integracao
necessdrios usando Gauss-Legendre ou a base de Sherwin-Karniadakis. E apenas comparavel
com os pontos de Dunavant, no caso da matriz de rigidez dos triangulos. No entanto, o procedi-
mento de Dunavant nao € tensorizavel. Como o nimero de pontos de integragao consistente para
graus mais altos cresce rapidamente, torna-se interessante analisar o efeito da subintegracao em
problemas com solucao analitica.

Uma outra idéia foi encontrar fungoes de forma que fornecessem, ao mesmo tempo, as
matrizes de massa e rigidez quase diagonais. A primeira idéia foi dobrar o grau de todos os
mondémios do polinémio de Lagrange e, desta forma, ter o polinémio e sua derivada nas mesmas
raizes. Contudo, o problema deste procedimento foi aumentar muito o grau da fungao de forma
e nao ter pontos suficientes para a integracao numeérica por colocacao. Para o grau fixo 4, até
foi possivel encontrar fungoes internas que tivessem as mesmas raizes que as suas respectivas
derivadas, mas nao foi possivel estendé-lo para os préximos graus.

Além disso, ainda precisava-se garantir que as fungoes internas fossem zero nos dois ex-
tremos (para eliminar o termo do contorno quando se aplica a forma fraca na matriz de rigidez)
e que as fungoes de vértice fossem unitarias no seu ponto de colocac¢ao (o primeiro vértice igual
a 1 no primeiro ponto de integragao e o ultimo vértice igual a 1 no ultimo ponto de integracao),
para garantir a continuidade C° dos elementos.

Assim, para construir uma matriz de rigidez espectral para o problema de Poisson nodal
similar & matriz de massa proposta por (Karniadakis e Sherwin, 1999), novas funcoes de forma
nodais unidimensionais sdo propostas. Para o grau P, a base proposta é composta por P + 3

fungoes de interpolagao de grau P + 2 cada uma, de forma a completar o espago. As fungdes
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Np(&1), indicadas em (4.5), sdo tais que as derivadas N, (1) das fungdes internas tenham a
propriedade de colocagao.

Essas fungoes fornecem uma matriz de rigidez unidimensional quase diagonal. Apresen-
tam, ainda, melhor condicionamento do que as matrizes de rigidez obtidas usando as bases de
Lagrange e Jacobi. Mostrou-se neste trabalho que, para construir matrizes locais de massa
e rigidez bi e tridimensionais basta tensorizar as matrizes unidimensionais. Contudo, a ten-
sorizagao dessas matrizes nao permitiu obter matrizes de rigidez diagonais para quadrados e
hexaedros. As matrizes nao sdo diagonais pelo fato que a matriz de massa unidimensional é
densa.

Duas técnicas para encontrar matrizes diagonais de massa do elemento unidimensional
sao discutidas. A primeira delas apresenta uma maneira de concentrar a massa unidimensional
e, apesar da simplicidade de cdlculo, quando testada na solucao do problema de Poisson para
quadrados, a solucao aproximada foi satisfatdria, mas apenas para problemas com condigoes de
contorno homogéneas.

Em outro processo para tornar a matriz de massa unidimensional quase diagonal escreveu-
se as matrizes de massa e rigidez na base de autovetores da matriz de massa local. Nesse caso,
considera-se o Jacobiano do elemento constante. Dessa maneira, todos os elementos da malha
estao representados na mesma base de autovetores da matriz de massa local e o jacobiano
funciona apenas como um fator de escala. Com esse procedimento, a matriz de massa unidi-
mensional tornou-se diagonal e a matriz de rigidez unidimensional apresentou novos coeficientes
nao-nulos. Contudo, as matrizes de rigidez para quadrados e hexaedros ficaram mais esparsas.
Outra vantagem deste procedimento é que, como pode-se escrever [M2P], [K2P], [M3P] e [K3P]
dependendo das matrizes de massa e rigidez unidimensionais, uma vez encontrados os autova-
lores e autovetores da matriz de massa unidimensional, basta tensoriza-los para encontrar as
respectivas matrizes para quadrados e hexaedros.

Um estudo mais aprofundado requer a analise da contribuicao do jacobiano do elemento na
matriz de massa de tal forma a uniformizéi-lo de acordo com seu valor minimo e maximo. Outro
aspecto a ser considerado é que as condigoes de contorno devem ser tratadas como equagoes de
restricao.

O mesmo procedimento foi aplicado para a base de Jacobi. Os perfis de esparsidade e
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condicionamentos numeéricos foram analisados e observou-se, entao, que as matrizes obtidas pelas
funcbes propostas normalizadas na base de autovetores apresenta a mesma esparsidade que as
matrizes usando as fungoes de Jacobi normalizadas na base de autovetores. Os condicionamentos
numéricos também estao muito proximos.

Por causa do acoplamento das coordenadas baricéntricas das funcoes de base para tridngulos
e tetraedros (Base 1 e 2), é possivel tensorizar as fungoes, mas nao as matrizes de massa e rigidez.
Assim, mostra-se como escrever as matrizes de massa e rigidez de triangulos e tetraedros através
de matrizes unidimensionais usando a base de Sherwin e Karniadakis, que usa coordenadas
colapsadas. A partir disso, procurou-se entao calcular os autovalores das matrizes de massa uni-
dimensionais. Enquanto os autovalores da matriz de massa na diregao 7; foram todos positivos,
muitos dos autovalores da matriz de massa em 7o resultaram zero, mostrando que a mesma nao
é positiva-definida. Esse fato limitou o cilculo dos autovalores da matriz de massa do tridngulo
a partir dos autovalores das matrizes unidimensionais, como no caso do quadrado. Esse fato
ainda merece maior investigacao.

A partir deste trabalho pretende-se: continuar os testes para encontrar uma forma eficiente
de diagonalizar as matrizes de massa unidimensionais; encontrar uma base para triangulos e
tetraedros nas quais as matrizes bi e tridimensionais possam ser construidas pela tensorizagao
das matrizes unidimensionais positivas-definidas; aplicar as equacOes de restricdo ao problema
de Poisson a nivel de elemento; estudar a influéncia do jacobiano constante do elemento nas ma-
trizes unidimensionais; aplicar as técnicas aprsentadas na solugao de problemas usando métodos
iterativos, incluindo o caso de elementos distorcidos.

Ainda como continuagao deste trabalho é sugerida a aplicacdo das bases propostas em
problemas de Poisson e elasticidade lineares e nao-lineares usando os cédigos construidos em
MatLab.

A partir das referéncias citadas na secao 1.2, comprova-se que os métodos de alta ordem
podem ser empregados com sucesso em problemas estruturais nao-lineares. FEm geral, empregam-
se fungoes de interpolagao baseados em polindmios de Jacobi, sendo Legendre e Chebyshev casos
particulares. Uma das desvantagens apontadas para os métodos de alta ordem estd na maior
densidade das matrizes locais e um condicionamento numérico inferior quando comparado com

as respectivas matrizes de baixa ordem. Mas mesmo assim, a efetividade dos métodos de alta
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ordem tem se mostrado superior mesmo em termos de eficiéncia computacional.

O uso adequado das ponderacoes dos polinémios de Jacobi permite a obtencao de matrizes
de massa e rigidez esparsas. Neste trabalho, procurou-se ir mais adiante, obtendo-se matrizes de
massa e rigidez mais esparsas. Foi possivel mostrar ainda que as matrizes elementares 2D e 3D
podem ser obtidas pela combinacao dos coeficientes das matrizes unidimensionais. Isso simplifica
bastante a complexidade dos cédigos e do calculo do problema de autovalor das matrizes locais.

Procedimentos eficientes de integracao numérica foram também desenvolvidos.
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