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Resumo

HERMINI,Helder Anibal, Uma Contribuigdo ao Estudo de N&do-Linearidades na
Modelagem e Controle de Manipuladores, Faculdade de Engenharia Mecanica,
Universidade Estadual de Campinas, 1996. 123 p. Tese (Mestrado)

Este trabalho analisa a nivel tedrico e de simulagao as Nao-Linearidades
presentes na modelagem e controle de robds.

Ao mesmo tempo é apresentado um estudo detalhado sobre sistemas
Nao-Lineares envolvendo o desenvolvimento de Controladores Nao-Lineares
para Manipuladores Industriais.

As simulagbes sao realizadas a partir do desenvolvimento do modelo
dindmico de manipuladores de até dois graus de liberdade, considerados
rigidos, podendo ser futuramente estendidos a outros graus de liberdade e ao
caso de manipuladores flexiveis.

A partir dos resultados apresentados na simulagido, pode-se mostrar
vantagens e inconvenientes da utilizacao desses controladores em relagao aos

controladores tradicionais.
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Modelagem e Controle de Manipuladores, Faculdade de Engenharia
Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 1996. 123 p. Tese
(Mestrado)

This work analyses the theory and simulation of Non-Linearitys found in the
equations and robots control with one and two degrees of freedom.

Simultaneously it is presented a detailed work on non linear system
involving the development of Non Linear Controls for Industrial Manipulators. This
process is more advantageous than the classical linear controls.

Extension to other related works including Flexible Manipulators are also

suggested
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Posicionamento do Problema

Um robd manipulador € um sistema mecéanico complexo, com acoplamentos
dinamicos entre as articulagdes, onde cada grau de liberdade possui um sistema
de acionamento [Craig, 1986] (geralmente, motores elétricos, hidraulicos ou
pneumaticos) e transdutores de posicdo (incrementais ou absolutos).

Estes transdutores sdo dispostos entre o eixo do motor e o eixo de
transmissdo de cada junta. Em decorréncia do seu posicionamento, normalmente
eles ndo sdo capazes de medir a deformacgao da estrutura, os atritos e folgas nas
juntas [Rosario, 1990].

Atualmente, a exigéncia do desenvolvimento industrial, exige uma grande
flexibilidade do sistema, altas velocidades de operacgéo e a otimizagao do espaco
de trabalho, motivando o desenvolvimento de estudos tedricos considerando os
efeitos Nao-Lineares em sistemas roboticos, a partir da implementagao de
modelos matematicos mais realisticos associados a implementagao de
controladores eficientes .

Neste estudo, consideramos um manipulador acionado por um motor elétrico
de corrente continua (c.c.), frequentemente utilizados em aplicagdes industriais,
devido principalmente as suas caracteristicas de propiciar grandes limites de
torque e velocidade angular.

O modelo matematico para o sistema robético foi desenvolvido,
considerando-se o manipulador rigido, a partir da implementag@o dos parametros
do motor de corrente continua (c.c.) utilizado e das juntas robéticas podendo-se
mostrar as respostas transientes e o funcionamento do sistema com diferentes

tipos de controladores Nao-Lineares.



Outros trabalhos ja foram desenvolvidos dentro do Laboratorio de
Automacio e Robética da UNICAMP, envolvendo aspectos de modelagem e
controle de robds. Esses trabalhos de pesquisa abordaram métodos de geracao
de Trajetérias [SA, 1996], a extensdo de modelagens matematicas para
manipuladores flexiveis [DAVI, 1996], o estudo de controladores eficientes para
robds, e o desenvolvimento de um Sistema Controlador Digital por Modulagao de
Largura de Pulso [ERVELLA, 1995]. O objetivo final desse conjunto é fomentar as
bases de um grupo de pesquisa integrado em Automagéo e Robdtica.

O principal objetivo deste trabalho consiste no desenvolvimento de uma
modelagem matematica do servo-sistema robotico, abordando aspéctos Nao-
Linearidades inerentes a este e a simulagdo de controladores classicos (P, P.1.,
P.D., P...D.) e de controladores Nao-Lineares (on-off, zona-morta e histeresis).

A partir disso, torna-se possivel verificarmos a eficiéncia destes
controladores e a possivel eliminagdo de efeitos indesejaveis para o sistema
como a oscilagdo limite e a oscilagéo perpétua em torno de um valor constante,
fendmenos estes que muitas vezes acabam sendo desprezados na abordagem
linear do problema [GILLE, 1988].

A partir da andlise dos resultados obtidos, € possivel estabelecer-se um
critério de comparagao e desempenho desta técnica de controle em relagao aos
controladores tradicionalmente utilizados.

Este trabalho é subdivido em cinco capitulos. No capitulo 1 é introduzida a
nogao das Linearidades e N&o-Linearidades que acompanham sistemas fisicos
reais, pormenorizando a questao do agrupamento entre elas a definigao de Nao-
Linearidades inerentes, continuas e descontinuas, as quais sdo a base da
escolha para a implementagéo do algoritmo de controle no sistema .

Neste mesmo capitulo, ser& mencionada a idéia de como efetuar o
agrupamento em um bloco Linear e outro N&o-Linear de todos os elementos da
malha de controle (conforme figura 1), através da implementagao da algebra de
blocos e a insercdo de agdes de controle Nao-Lineares de maior e melhor
otimizagdo no comando, como também o efeito da histeresis e a zona morta

adicionada a estas, verificando-se a eliminagao de efeitos prejudiciais ao sistema



a nivel estrutural como a oscilagdo limite, no processo de corre¢do em controle de

realimentagao .

NL —P L(P) >

onde: NL: Controlador Ndo-Linear,
P: Variavel de Laplace
fig. | - Agrupamento de todos os elementos lineares em um bloco linear e de todos

elementos Nao-Lineares em outro.

No capitulo seguinte, abordamos os regimes transitérios para sistemas Nao-
Lineares com a introducdo de blocos Nao-Lineares do tipo On-Off, On—Off com
Zona-Morta, On-Off com Histeresis, On-Off com Zona-Morta e Histeresis, a partir
da analise da resposta do sistema submetido a diferentes entradas.

Ainda é analisado o método da aproximagdo da equivalente harménica,
enfatizado o desenvolvimento de fungdes de transferéncia para sistemas N-L, a
partir do estudo da resposta do sistema submetido a uma entrada harmoénica
(funcdo senoidal). '

A partir desta descri¢do pode ser mostrado que a fungéo de transferéncia
generalizada do bloco NL pode ser representada por uma familia de linhas de
transferéncia generalizadas graduadas em fungdo da freqiiéncia do sinal da
entrada. Ao mesmo tempo, é realizado um estudo analitico dos casos do On-Off,
On-Off com Zona Morta, On-Off com Zona Morta e Histeresis a partir da utilizagao
dos diagramas de Nyquist e de Black .

Ainda neste capitulo, é apresentado o método do plano de fase para analise

de sistemas N-L, partindo da hipotese de que em sistemas de segunda ordem



com Nao-Linearidades, torna--se possivel aproximarmos O mesmo por varios
Sistemas Lineares, ou seja, 0 mesmo € dividido em varias sub-regides, cada uma
correspondendo a uma operagao linear individual [GILLE, 1988], [OGATA, 1982].
A trajetéria composta, que é obtida juntando trajetérias nas fronteiras de cada
regido de operagéao , fornece a resposta transitéria do sistema Nao-Linear.

No capitulo 3 é apresentada a modelagem matematica de um robd
manipulador rigido com dois graus de liberdade, e seu sistema de acionamento,
que utilizamos no decorrer deste trabalho para validagdo dos resultados
mostrados nos capitulos anteriores

A partir das equagdes obtidas através das modelagens efetuadas no capitulo
precedente, efetuamos no capitulo 4 as simulagdes do sistema completo em
malha fechada, introduzindo controladores classicos e Nao-Lineares descritos nos
capitulos anteriores. A partir da analise dos resultados obtidos, podemos
confirmar resultados previstos teoricamente.

Finalmente, apresentamos as conclusoes e as perspectivas futuras, as quais
motivam o desenvolvimento de um estudo preliminar exposto no adendo, que
considera a utilizacdo de estruturas flexiveis, e os aspectos Nao-Lineares
inerentes a mesma [GARCIA, 1990], [SAH, 1990].

Descrevemos a principio no Adendo as equagbes do motor elétrico de
corrente continua (C.C.) na forma de estado e posteriormente a modelagem de
estruturas de Rastreamento Flexiveis, na qual apresentamos o equacionamento
do caso geral para o atuador acoplado ao sistema dinamico. Aplicamos o método
dos elementos finitos [MEIROVITCH, 1986], [ZIENKIEWICZ, 1989] para obtermos
as equacdes que descrevem a dindmica de uma junta robética considerada para
efeitos de modelagem como uma viga, sendo que a implementagao e feita por
etapas, a partir da obtengdo da matriz inércia elementar, rigidez elementar, para
encontrarmos finalmente as matrizes globais da massa e da rigidez. As equagoes
que descrevem o comportamento do atuador e do elo sao acoplados, e
conseguimos assim as equagdes de estado que regem o sistema completo .

O modelo matematico generalizado desenvolvido no adendo pode ser

utilizado para representar varios tipos de sistemas flexiveis, no futuro, permitindo



assim uma abordagem e resolugdo mais ampla e precisa de grande gama de
problemas em engenharia .

Os apéndices apresentados sdo compostos basicamente da analise linear
[DAZZ0,1971], [OGATA, 1982], a qual cita os principais controladores classicos a
serem utilizadas na simulagdo, e da modelagem matematica de um robd
manipulador de n elos (caso generalizado), utilizado para a obtengdo das

equacdes dindmicas do manipulador tratado no capitulo 3 .



Capitulo 1

Generalidades sobre os sistemas nao lineares

Analisamos neste capitulo as Limitagbes do Tratamento linear de
Sistemas, apresentando posteriormente as vantagens do tratamento Nao-
Linear sobre as mesmas situagbes impostas. Posteriormente, séo
apresentadas as Nao-Linearidades que acompanham os sistemas fisicos,
tanto continuas, quanto descontinuas, com suas possiveis combinacdes,
salientando-se o método de agrupamento de todas estas parcelas em um sé

bloco Nao-Linear representativo.

1.1 Sistemas de Controle Ndo Lineares

Muitos tipos diferentes de nao linearidades podem ser encontradas em
sistemas de controle reais e podem ser divididas em duas classes,
dependendo de serem inerentes ao sistema ou inseridos propositadamente a
este.

As nao linearidades inerentes sdo inevitaveis em sistemas de controle.
Exemplos de tais nao linearidades sao
1.saturagao
2.zona morta
3.histeresis
4 folga (backlash)
5.atrito estatico, atrito de Coulomb, e outros atritos néo lineares
6.mola nao linear

De uma forma geral, a presenga de tais nao lineares no sistema de
controle afeta prejudicialmente seu desempenho .



Nao-Linearidades essenciais ou inseridas sdo resultantes de uma
intencéo deliberada de engenho, visando a simplificagéo da realizagéo, tendo
certamente performances particulares, conforme se efetua a implementagao do
projeto em etapas .

1.2 Abordagens usadas na Anélise e Projeto de Sistemas de Controle

Nao-Lineares.

Uma maneira de se analisar e projetar um grupo particular de sistemas de
controle nao linear, em que o grau de ndo linearidade é pequeno, & usar
técnicas de linearizagdo e resolver o problema linearizado equivalente obtido.

Um destes métodos seria o da fungdo descritiva, sendo permitido estudar
a estabilidade de muitos sistemas de controle nao lineares simples do ponto
de vista do dominio da freqiiéncia.

Este metodo nos fornece informagdo sobre a estabilidade para um
sistema de qualquer ordem, porém nao fornece informagédo exata sobre as
caracteristicas de resposta temporal. Em muitos caso particulares, estamos
antes de mais hada interessados na estabilidade de sistemas de controle ndo
lineares, e solugbes analiticas de equagdes diferenciais ndo lineares podem
ser desnecessarias .

Outras formas de analisar e projetar sistemas de controle nao linear, que
podem ser altamente Na&ao-Lineares, incluem a solugdo das equacgées
diferenciais Nao-Lineares ou simplificagdes destas por meio de técnicas de
plano de fase .

O método do plano de fase fornece informacgéo tanto sobre estabilidade
quando comportamento e resposta temporal, porém é limitado a sistemas de
primeira € segunda-ordem.

1.3 Limitagdo dos Métodos Nao-Lineares

Os métodos de estudo de sistemas lineares a partir da nogdo de fungées

de transferéncia e de suas representagbes (resposta em freqiiéncia,



disposi¢do de pélos e zeros) constituem um instrumento extremamente eficaz
para o estudo e sintese de alguiis Servo-Mecanismos. Com a implementagéo
destes métodos, € possivel uma grande otimizagao, pois, dentro da hipétese
da linearidade, com o devido tratamento dos dados de “alguns problemas
especificos”, possibilita-se a determinagao de melhor ajuste de parametros
relacionados' ao projeto, permitindo corregdes previas antes ’de sua
implementacao fisica .

Porém, logo que se aplica os métodos lineares na maioria dos sistemas
de Servo-Mecanismos, se constata que a representagdo por um modelo linear
se torna incapaz de tratar o problema devido a certos fendmenos, tanto de

ordem fisica, quanto tedrica .
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onde: e representa o sinal de entrada e s representa o sinal de saida

Fig. 1.1 - graficos e, s xt. Um modelo linear (a esquerda) desprezando o limiar,

o qual condiciona o fato da precisao estatica.

Quando tratado linearmente, o sistema é considerado como estar isento
da limitacdo da precisao devido as imperfeicoes (diversos limiares : como
zonas mortas) dos sistemas .

Se consideramos a questdo da qualidade de um t:omando, este

sobretudo sera um problema relacionado a precisdo, onde necessariamente



temos que concluir que as teorias elaboradas, fundamentadas por um modelo
linear, sdo incapazes de permitir um estudo aprimorado.

De fato, devido a teoria linear indicar uma precisdao “infinita“, assim
simplesmente diremos que a precisao do sistema depende estritamente dos
fatores n&o lineares os quais desprezamos .

Outra questdo importante é referente, dentro de certas condigdes, que
um Servo-Mecanismo “pulsa” (oscilagdo constante com determinada
amplitude), dependendo somente do sistema.

Este fendbmeno é inexplicavel a nivel linear. Um sistema linear, em efeito,
€ geralmente estavel (regime transitério amortizado) ou instavel (transitério ou
as variaveis prementes dos valores que crescem indefinidamente). So6 os tipos
de sistemas lineares capazes de produzir oscilagbes de amplitude constante
serao um sistemma de limite estavel, sistema “exatamente oscilatorio“. O
exemplo mais simples de um sistema deste tipo € a oscilagdo harménica .

De encontro, um sistema tratado linearmente nao é perfeitamente
oscilatério, pois ao alterarmos seus parametros, o processo de controle pode
se tornar estavel ou instavel, sendo que isto ndao ocorre quando um Servo-
Mecanismo oscila constantemente (pulsa), mesmo havendo pequenas
alteragbes de alguns dos parametros, ele continua em regime perfeitamente
oscilatério.

Portanto, se torna facil verificar o quanto um Servo-Mecanismo que oscila
constantemente ndo € nem um pouco assemelhavel a um sistema linear em
regime “exatamente oscilatorio”.

Outra observagdo importante é quanto a questdo da amplitude das
oscilagdes de um sistema linear de oscilagbes exatas que sao determinadas
pelas condigdes iniciais a partir do sistema apds ter sido abandonado .

Ao contrario da pulsagao, esta € uma oscilagao de freqiiéncia e amplitude
fixas adquiridas somente pelas condi¢des iniciais. Este fato € mostrado em

evidéncia na Figura 1.2.
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Fig. 1.2 - (a) resposta de uma oscilagdo harmdnica a uma condigdo
dependente dos parametros iniciais do experimento.
(b) Servo-Sistema que oscila em torno de um ponto com tendéncia transitoria

na diregao de uma oscilagao de frequéncia e amplitude fixas.

Logo, o fenémeno da pulsagdo possui, em matéria de Servo-Sistemas,
uma importancia consideravel .

A questao da precisao estatica e da oscilagdo de pulsagdo sido
suficientes para salientar a insuficiéncia dos modelos lineares em matéria de
Servo-Sistemas e a necessidade pratica da aplicagdo da analise Nao-Linear
para a resolugao precisa de problemas reais.

Quando tratamos linearmente os sistemas fisicos, representamos
matematicamente a estes por equagodes diferenciais lineares com coeficientes

constantes, sendo valido o principio da superposigao enunciado a seguir :

a) Se s¢(t) e sp(t) sdo as respostas respectivas as entradas (que nao
sao necessariamente aplicadas a mesma regido do sistema) es(t) e ex(t), a

resposta a entrada e;(t) + ex(t) sera s4(t) + sy(t); propriedade da adigao;

b) No caso de um sistema linear sujeito a uma entrada e(t) e uma saida
s(t) : se a resposta do sistema a e(t) € s(t), sua resposta a entrada Ae(t), com A
sendo uma constante, sera As(t) : proporcionalidade dos efeitos as causas ou

homogeneidade.

Os sistemas nao lineares, por oposicdo aos sistemas lineares, sao
sistemas fisicos que nao sao regidos pelas equagbes lineares. Ou seja, o

principio da superposi¢ao nao é aplicavel neste caso .
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O sistema linear forma um conjunto relativamente homogéneo, a
denominagao de “sistema N&ao-Linear “ se aplica a sistemas diversos os quais
as vezes nao tem nenhuma relagédo em comum.

Na pratica, se exigirmos a precisdo infinita, teremos que todos os

sistemas sao Nao-Lineares.

A

/

Linearidade

Fig. 1.3 - Dependendo do Dominio do Tempo.

1.4 Nao-Linearidades Usuais mais freqiientemente encontradas em Servo-

Sistemas

A caracteristica da amplitude da saida versos entrada em regime estatico
de um sistema perfeitamente linear é retilineo para todos os valores de
amplitude de entrada de zero ao infinito (Fig. 1.4.a), isto exprime a propriedade

da homogeneidade e expressa a equagao .
s(t) = Ke(t) em regime estatico permanente (1.1)
onde K & o ganho estatico do bloco.

Na realidade, a caracteristica de amplitude de um bloco real ndo é

perfeitamente retilineo, e sim curva (Fig. 1.4.b).
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Fig. 1.4 - Nao Linearidades Usuais
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Além disso, todo sistema fisico mesmo reputado como linear, possui um
limiar de sensibilidade ou zona morta e uma saturagéo (Figuras 1.4.c, d).

De outra parte, os fendbmenos hereditarios do tipo histeresis causam
aparecimento de uma caracteristica na forma da curva da Fig. 1.4.e.

Em fim, os sistemas trabalhando por tudo ou nada (on-off) possuem uma
caracteristica representada na (Fig. 1.4.f) é definida pela equacao :

s(t) =M sinal e(t) (1.2)

onde a fungdo sinal é igual a + 1 para e>0 e a -1 para e<0 (idealizagao de
duas posicdes reais) .

Nos temos cinco tipos fundamentais de Nao-Linearidades representadas
pelas figuras de 1.4.a a 1.4.f.

Estes cinco tipos de nao linearidades nao se apresentam
esquematizadas comodamente podendo estar associadas de diversas
maneiras com inumeras possibilidades de combinagdes, o que permite
representar todos os tipos de Nao-Linearidades possiveis em um sistema fisico
como:

a) limiar de saturacao, definindo o dominio de linearidade do sistema
(Fig. 1.14.9)

b) curvatura caracteristica com histeresis (Fig. 1. 14.h)

c) on-off e limiar: idealizagdo de um relé com trés posigoes (Fig. 1.14.i);

d) on-off, limiar e histeresis (Fig. 1.14.j)

1.5 Classificagao da Nao-Linearidade.

Para a aplicagdo dos métodos matematicos € importante distinguir a Nao-
Linearidade continua da descontinua, pois, para cada caso temos um
tratamento especifico, tendo-se um caso distinto do outro .

Assim, para linearidades continuas, utilizamos os métodos desenvolvidos
por Poincare, e para as Nao-Linearidades descontinuas, temos que
desenvolver algoritmos especiais, que em muitos casos, tem solu¢do mais

simples que as dos métodos utilizados no caso continuo.
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Se o bloco Néo--Linear apresenta Nao-Linearidade acidental, estudamos
a influéncia desta Nao-Linearidade em um sistema linear (exemplo: o efeito da
saturagao sobre um Servo-Sistema linear).

Se o sistema € de Nao-Linearidade essencial € efetuado o estudo do
funcionamento dos Servo-Sistemas essencialmente ndo lineares, sendo que,
os dois casos presentes sao correlacionados. ‘

O estudo dos Servo-Sistemas com elementos Nao-Lineares e lineares em
laco fechado representados pela figura 1.5, € caracterizado pelas duas
propriedades seguintes :

1) retorno unitario;
2) ramo direto compreendendo em cascata um elemento Nao-Linear N
e um “bloco “ linear representado por uma fungao de transferéncia L(p) que

agrupa todos os blocos lineares do sistema .

JH'—:
e c — 1 [ 7 e s
e i g S g i J
( ' X g
b) T
HI‘
b
v s
{7 PO e
+
(€
K
H+JF <
e -1 FE 1 y " E‘““J""': .
i AN o g Al e Uil e YT

onde : N: fungao de transferéncia do bloco Nao-Linear
G, J, K :fungdes de transferéncia dos blocos lineares
e : sinal de entrada

s : sinal de saida

Fig. 1.5 - Diagrama funcional geral de Servo-Sistema possuidor de um bloco

N&o-Linear (de entrada ¢ e saida w)
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Na Figura 1.5, N € o bloco nao linear do sistema real. A fungdo L(p)

agrupa os blocos lineares a uma expressao
L(p) = G(FJH +K) (1.3)

E conveniente se lembrar que a entrada e(t) e a saida s(t) do sistema
equivalente representado na figura 1.5 ndo tem mais a entrada eg(t) e a saida

sr (t) do sistema real, porém, eles sao dados pelas relagées :
E(p) = F. Er S(p)= (FH + K/J )Sg (1.4)

que representa a equagao diferencial linear com coeficientes constantes. Em

compensagao ¢ e w séo a entrada e a saida do bloco néo linear.
1.4 Comentarios Finais

A partir deste capitulo foi possivel verificar a necessidade da relevancia
das Nao-Linearidades ao efetuar-se o estudo analitico de Servo-Sistemas,
dado a efeitos fisicos inerentes aos processos, 0s quais muitas vezes sao
inexplicaveis a nivel linear.

Concluimos que a linearidade de um sistema €& um fator relativo ao
dominio do tempo tratado, sendo que se o periodo do regime transitério é
longo, o problema obrigatoriamente deve ser tratado como Nao-Linear.

Foi permitido ainda constatar a propriedade do agrupamento de todos os
blocos lineares e Nao-Lineares em dois blocos resultantes correspondentes,
com fungdes de ftransferéncia equivalentes a soma das fungbes de
transferéncia por algebra de blocos dos elementos individuais da malha que

representa o sistema Global.



Capitulo 2

Regimes Transitorios de Servo-Mecdanismos com
Elemento Nao-Linear

Abordaremos neste capitulo os Regimes Transitérios para Sistemas Nao-
Lineares com a insercdo sucessiva ao controlador On-Off do limiar e da
histeresis, efetuando-se a analise do sinal de saida devido a estas Nao-
Linearidades .

A seguir é desenvolvido o método da Aproximagdo da equivalente
harmonica, objetivando o desenvolvimento de fungdes de transferéncia para
sistemas Nao-Lineares, a partir do estudo do sinal de saida devido a inser¢éo
de uma entrada harménica que possui um médulo e de um argumento. A partir
desta descrigdo, € visto que a fungao de transferéncia generalizada do bloco N
pode ser representada por uma familia de linhas de transferéncia
generalizadas graduadas em fungéo da freqiéncia do sinal da entrada .

Para desfechar esta secdo, sdo analisados os casos dos ganhos
equivalentes dos blocos Nao-Lineares para as condi¢des de funcionalidade da

funcéo de transferéncia quanto a freqiiéncia e amplitude do sinal de entrada.

2.1 Regime Transitério de um Servo-Sistema On-Off Ideal (sem zona-

morta e histeresis)

Seja um Servo-Sistema por on-off ideal, submisso a uma entrada
(comando) e(t). A saida w(t) do elemento on-off € uma sucessido de sinais
quadrados. Com efeito, temos que w(t) =+M para intervalos de tempo onde o

erro é positivo, isto €, onde e(t)>s(t); e w(t) =M para intervalos de tempo
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onde e(t)<s(t). A saida s(t) do Servo-Sistema é a resposta do bloco linear L(t)
sujeito a sucessao de sinais quadrados que constituem w(t).

Para deixar mais claro este raciocinio, suponhamos um sistema
inicialmente em repouso, € aplicamos a ele uma entrada e(t) que se inicia com
sinal pcrsiti\fc:T Ao iniciar, o erro g (t) é positivo, onde w(t) =+M. A resposta do
bloco linear a esta entrada Mu(t) é a resposta unitaria q(t) multiplicada por M

(conforme fig. 2.1):
s(t) = M q(t) u(t) O<t<ty
com

Loty = L1(p)2 L(p)
P P

qr(!c}
q( £) A w(d) @
a(€)
15 :

4

Fig.2.1 - resposta unitaria do bloco linearq(t) =2 " '[L(p)/p]

Esta resposta cresce com o tempo e compensara o e(t) a um certo
instante t; .
Neste momento, o elemento por on-off comutara [w(t)=-M]. Na soma, a

saida do relé € a fungao

{w{t): M 0<t<t
(2.1)

wit)=-M (>1,
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que podemos escrever de forma condensada (conforme fig. 2.2)
w(t) = Mu(t) - 2 Mu( t- t;)
Para a saida, a resposta do sistema sera :

sit)=Mqg) ut)-2Mq (t-t;)u(t-t,) O<t<t,

A

-2M ;

W +Wo

-M

Fig.2.2 representacdo da fungdo (2.1) como superposi¢ao de duas fungdes

degrau

A proxima comutag@o ocorre no instante t = t; onde temos de novo
s(t)=e(t). A saida do elemento por on-off tem valor + M .

Vemos assim que a saida do sistema € a resposta do bloco linear L(p)
sujeito ao sinal:

w(t) = Mu(t) -2 Mu(t —t,)+2 Mu(t —t,)-...

= Mul0) + 23 ()" Made-1*),

onde {;, t; , sdo os instantes de comutagao .

A expressao de s (i) é:
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s(6) = Mq()u(t) -2 Mq(t —t, )ult = t,)+2 Mg(t —t, Ju(t —t,)-...

n

= Mg(t)ulr)+23(-1)" Mg(z—1t, Jult~1,)

que pode ser escrita da forma

n

s(t) = Mq(e)+23"(-1)" Mg(r-1,) (2.2)

Estas consideragbes permitem tragar por adicao grafica a resposta s(t)
quando se conhece a entrada e(t), a resposta unitaria q(t) e o bloco linear .

A figura 2.3 nos mostra o caso onde temos uma entrada que tende
rapidamente a um valor final constante.

Constatamos que o regime transitorio tende, apos qualquer comutagéo a

um regime permanentemente periédico e se fixa com um “ valor final *

v

onde :e é o sinal da entrada, s é o sinal de saida, M e -M sinais de saida do

relé

Fig. 2.3 - resposta de um Servo-Sistema ON-OFF ideal : oscilagéo limite
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O sistema oscila indefinidamente em torno de um valor médio. O fendmeno

habitual com os sistemas por on-off € chamado por oscilagado limitada.

Observagoes :

1-O mesmo método se aplica quando o sistema nao parte do repouso. Porém,
a ele faz anexar um termo suplementar s(t) a s(t) a fim de ter-se a componente
das condig¢des iniciais .

2- Devido a resposta unitaria q(t) ser uma fungao indefinidamente
crescente com os tempo, se torna comodo se decompor em uma fungao gj(t)
que desvia-se infinitamente com o tempo, e uma funcdo q{t) que resta
finitamente.

A figura 2.4 mostra o caso onde q; (t) € um degrau-de velocidade, isto €,
onde L(t) possui uma integragdo. Depois da primeira comutagdo onde

conforme

S(t)=M[q(t)+qi(t)] O<t <t

r1fg ()-2g, (-t))
Pt sit) elt) A

: ’R’ : b : o
AMgptt); -2Me Lty s

~ s Ly ( € L e

‘"FA_{;ffu M .
2Mg -ty 2 Mg L)

Fig.2.4 Caso onde q; (t) € um degrau de velocidade
Apos a primeira comutagdo escrevemos sempre q (t-t; ) para
q(t-t;) u(t-t;)
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s(t)=M[gqr (t) -2q (t-t;)+q (t) -2q (t-t; )]

A funcao [q; (t) - 2q; (t-t;)] é de inclinagdo decrescente no intervalo (ty,t;)
oposta a de qi(t). A construgao grafica é efetuada com grande facilidade .

*

2.2 Regime Transitério de um Servo-Sistema com On-Off e Histeresis

Devido a histeresis, 0 mesmo método se aplica somente as comutagoes

de off-on produzindo quando

e(t)-s(t)=Lh

2

e as comutagdes do on-off quando

dd—id:—%h

A figura 2.5 é relativa ao mesmo sistema que a figura . 2.3 [mesma fungao L(p)
e valor de M), porém o relé comporta desta vez uma histeresis.
Nota-se sempre que a presenga da histeresis aumenta a amplitude e

diminui a freqliéncia da oscilacao limite( este resulta € geral )

]

onde: e é o sinal da entrada, s € o sinal de saida e M,-M sao saidas do relé
Fig.2.5 - resposta de um Servo-Sistema por on- off com histeresis : a

histeresis aumentando a amplitude da oscilagao limite .
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2.3 - Regime Transitério de um Servo-Sistema com On-Off e Zona Morta .

Supondo a inexisténcia de histeresis, podemos construir a resposta de
maneira analoga. Se A representa a zona morta, o elemento on-off comutara
. .

no instante onde se afasta A/2 ou -A/2. As comutagdes sao desta vez de quatro

formas

0a+ devido e=lA, E>0
2 3’!

+a0 devido €= lA, £ i
2 dt

0a— devido Sz—lﬂ, ﬁ<0
2 dt

—-a0 devido €= —iA, ﬁ:»o
2 dt

Consideramos para comegar uma entrada e(t) aplicado a um sistema
partindo do repouso, e supondo que t =0 se produz uma comutagaode 0 a +.
Vemos (fig.2.6) que o bloco linear esta submisso a entrada.

wH=Mu@-Mu((t-t;))-Mu(-t)+Mu(t-t)+ .. (2.3)

que é uma fungao dividida igual alternativamente a + M , 0 e -M ; diferente da
funcao dividida em (2.2) . Diante da resposta escrevemos sempre q(t - {;) onde
seléq(t-t;))u(t-t;):

s(t) =Mq(t)=Mq(t-t;)-Mq(t-ty)+Mq(t-t;)+..

Esta resposta se obtém graficamente a partir de e(t) conhecendo a
resposta unitaria q(t) do bloco linear. A figura 2.6 € relativa aos mesmos
sistemas que os das Figuras 2.3 e 2.5, a qual apresenta o sistema por on-off

comportando desta vez uma pequena zona morta A.
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2

T

onde e é o sinal da entrada, s € o sinal de saida, M,-M sdo saidas do relé, q(t)

€ a resposta unitaria
Fig.2.6 - resposta de um servo sistema por on-off com zona morta

Se a zona morta € grande, a oscilagao limitada desaparece : o sistema se

estabiliza a um regime permanente interior a zona morta (Fig. 2.7)

onde e é o sinal da entrada, s é o sinal de saida, M,-M sao saidas do relé
Fig. 2.7 - Zona morta eliminando a oscilagdo limite
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O método se estende faciimente ao caso onde o elemento on-off possui

uma histeresis h e maximo do limiar.
2

u -—-—-]'

T 15n

7 |1.'2 l;l:

M
onde e é o sinal da entrada, s é o sinal de saida, M,—M sdo saidas do relé

Fig. 2.8 - resposta de um Servo-Sistema on-off com zona morta e histeresis
Podemos interpretar a figura 2.8 de outra maneira. Por comparagao com
a fig. 2.6 nota-se que a histeresis tem o efeito de aumentar a amplitude da
oscilacao limite e de diminuir a sua frequéncia .
2.4 Aproximagao da Harménica Equivalénte. Nogado de Ganho Equivalente
O método é um ensaio da generalizagdo da nogao da funcdo de
transferéncia para o caso de sistemas nao lineares.
Para um sistema linear de entrada e e saida s, definimos a fungao de
transferencia a partir do sinal senoidal.

e= ey sen wt

pela relagdo da amplitude A= S, /e, e da fase ¢ da resposta
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S =sgsen (oT + @)

gracas a propriedade de linearidade; A e ¢ sao fungbées da freqliéncia da
entrada, porém nao dependem mais de suas amplitudes e, : isto permite definir
uma fungao de transferéncia que esta em fungao somente de w.

Ao estendermos o processo a um sistema nao linear, somos conduzidos a

estudar a saida devido a uma entrada harmonica .
X=8; sen wt

Esta saida s(f) sera "em geral” periddica porém, nao senoidal. Se por uma

convengao qualquer, definimos uma fungdo senoidal
w(t)=w; sen(wt+V¥)

que qualificamos (arbitrariamente) equivalente a fungéo s(t) , podemos definir

para o sistema uma “funcao de transferencia “equivalente” ou “generalizada”.

. w
modulo =—+, - argumento =Y .
X

Como fungéo senoidal equivalente, fixamos geralmente a primeira
harmoénica de s(t) (fig. 2.9)

X1 sen ot ™ NAO-LINEAR W, sen(ot+ ) >

Fig. - 2.9 entrada no bloco N-L da primeira harmdnica de s(t)

A diferenga com o caso linear é duplo :
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A diferenga com o caso linear € duplo:

1) Ela & um elemento arbitrario na escolha da senoide equivalente da saida.

2) A ” fungao de transferencia” obtida ndo depende somente de ®, mas sim
também da amplitude da entrada x;, pois ndo ha a proporcionalidade dos

efeitos a causas como no caso linear :

B=B(x , 0) Y=Y (x, 0)

%

Geometricamente, nés temos para um sistema nao linear, ndo mais uma
linha de transferéncia graduada em freqiiéncia, porém uma familia de linhas de
transferéncia, em fungao da amplitude de entrada (fig. 2.10)

ABsenV

Fig. 2.10 - familia de linhas de transferéncia, em fungdo da amplitude de

entrada

A validade pratica da aproximagdo de equivaléncia harménica repousa
sobre a filtragem de alta freqliéncia que realiza o estagio de posse de todo o

servo-mecanismo.

2.5 Funcao de transferéncia generalizada. Casos particulares.

A) Generalidades
Supomos uma fungao harmadnica do tempo

X =X, senat
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de periodo T= 2n/w sa@o aplicados na entrada de um bloco néo linear N . Uma
vez o regime transitério perfeito, a saida sera em geral, um fungdo do tempo

de periodo T, que pode ser decomposta em série de Fourier.

w(t) = w, sen(wt +¥)+w, sen(20f + ¥, ) + w, sen(3wt + ¥, )+...

De tal modo que nos convém assimilar w(f) a sua primeira harménica

w; ()sen ( ot + ¥ ), a fungao

N(x,w)= P N(x,,0) = i BT (2.4)
X

1 xl

Sera considerada como a fungao de transferéncia generalizada do bloco N .
Ela possui

-um modulo B (X1 ,@ ) =wq/ x4 ¥

-uma fase ¥ (x1 ,0)

e pode ser representada por uma familia de linhas de transferéncias
generalizadas graduadas em o, em razao de um lugar por valor de x; (fig.2.10)
que pode ser evidentemente expressa pelos diagramas de Nyquist, de Black
ou das linhas inversas .

Devido a funcao de transferéncia generalizada N ser fungao das duas
variaveis x; € o, sua determinagao e sua manipulacao se tornam tarefas
dificeis. Seria de nosso interesse o caso em que tivéssemos a fungao em
fungao de uma das variaveis x; € o.

O mais importante & o caso onde N, independe da amplitude da entrada
x,: ha oscilagao de uma nao linearidade independente de frequéncia,

chamamos N (x;) seu ganho equivalente.
B) ganho equivalente.
O primeiro caso particular de uma importancia pratica extrema, é o de

onde o numero complexo N independente da frequéncia e ndo depende da

amplitude x;.
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N(x, ) = B(x1 )eﬁ'(:‘) N(x, ) = B(x, )e"‘”"'} (2.5)

Este € o caso dos elementos ndo lineares : limiar, saturagéo, histeresis,
on-off e suas combinagdes, por uma caracteristica que ndo depende mais do
tempo.

Neste caso, chamaremos a fungédo de transferéncia generalizada N (x,)
de ganho complexo equivalente do bloco N; a familia das linhas de
transferéncias generalizadas se reduz a um lugar Gnico graduado em x;.

Sendo o bloco N parte integrante de um Servo-Sistema, e considerando o

lugar
1
C'(xl) = (26)
N(x,)
isto quer dizer que
modulo = l , argumento = m— ‘P(xl) (2.7)
B(x,)

Este Iugar-é chamado de lugar critico do bloco nao linear N .

Assim todos os elementos nao lineares (limiar, saturacao, histeresis, on-
off e suas combinacdes) definidas no capitulo 1 por uma caracteristica que ndo
depende mais do tempo sao (dentro do caso de aproximagao enquadrados na
aproximacgao da primeira harmoénica) caracterizada por um ganho equivalente
ou um lugar critico .

Devido a um Servo-Sistema compreendo inumeros blocos lineares e um
bloco nao linear entrando no caso de um dos tipos precedentes, o sistema é
completamente caracterizado pelas fungbées de transferéncia dos blocos
lineares graduados em frequiéncias, e por uma linha critica do bloco néo linear,
graduados em amplitudes. Fora isto realizamos uma série de separacao de
variaveis.

Se o sistema é retornado ao esquema da figura 5 do capitulo 1, a fungéo

de transferéncia generalizada, do lago aberto S /e aparece como o produto .
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~(600) = Na,) x (o) o) = N(s)x o) @8)

de dois fatores onde o primeiro ndo depende da amplitude e o segundo da
frequéncia

O método de equivaléncia harmdnica € particularmente sianles &
sobretudo aplicavel devido ao bloco linear ter uma caracteristica indépendente

do tempo, isto &, sua fungdo de transferéncia generalizada se reduz a um

ganho equivalente.

2.6. Ganho Equivalente de Blocos Nao-Lineares Usuais

2.6.1 - OnOff

Considerando um elemento on-off (real) desprezando-se a zona morta A
e a histeresis. Quando somamos & uma entrada senoidal x; sen wt (de periodo
T = 2n/w) a saida em regime permanente w(t) em forma de uma fungao

dividida, representada na figura 2.11 .
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- Fig. 2.11 - Saida em regime permanente w(t) em forma de Func&o dividida

Se calcularmos a primeira harmdnica de w(t) temos :

a) que esta em fase com a entrada :

w(xi)=0:
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para entrada, o ganho equivalente é real ;

b) que sao amplitudes B(x;) e por valores:

22
2x,

expressao que e tragada em fungéo de x; na figura 2.12 para diversos valores

de A.

Bx)= 4 M

X,

Estas curvas sao simples de serem interpretadas .O médulo B € nulo
para x; < A/2 , isto &, a entrada resta ao interior da zona morta, pois desde que
X ultrapasse A/2, o ganho equivalente cresce rapidamente, a saida entdo esta
com seu valor maximo M a todos o instantes onde x(t) ultrapasse A/2 .

Para os trés grandes valores de x,, ao contrario, a limitagao da saida com
o valor de saturagao M, por maior que seja a entrada, tem-se uma queda da
funcao B( x4 ) que tende a zero. N Notaremos que B(x;) admite um

maximo igual a4 M /r para x;=0,707A .

dir,)
M

a4

40

32
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|
|
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N

20

B 4-07 \
| NN
12 P—
5 ] / g i \Nhe:‘]
Io.4 ’ ] / b,-/?bf__ %»—_ﬁ
a ‘ L I / I

0 02 04 08 08 10 12 18 16 x

Fig. 2.12 - ganho equi\}alente real N (X1) B (x1) de um elemento on-off com

zZzona morta A
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No caso tedrico dos reais sem zona morta, a curva € a hipérbole
B(x)=""= (2.9)

O valor infinito de B(x,) para x;=0 se aplica pela existéncia de; valores
instantaneos de w iguais a M onde x, é diferente de zero, por menor que seja.
Esta hipérbole é o limite das outras curvas devido a A tender a zero. Mostra-se
que todas as curvas sao assintotas para x; infinitas.

As regides criticas devido aos ganhos equivalentes serem reais (‘¥ = 0),

estdo no eixo real negativo, graduadas em x; de acordo com

3 1 X, A s
|C(x1)|= B(x,)=4M1:lP[2le] (2.10)

d8

(%)

(a}

Fig. 2.13 - lugar critico ¢(x1) =- 1 /B(x1) de um elemento de maximo e minimo

com zona morta A Coordenadas (a) de Nyquist (b) de Black

O ponto critico C (x,) esta a menos infinito para x; < A . Ele muda de
direcdo @ uma distancia minima de x; = 0,707 A e depois tende de novo ao
infinito (fig.2.13(a)) _

Nas coordenadas de Black, o ponto critico € portador de uma vertical
y=-180°.(fig.2.13(b))

A figura 2.14 representa o ganho equivalente utilizando-se variaveis
reduzidas : x; /A em abcissas e BA /M em ordenadas : ela se aplica a todos

os reais desprovidos de histeresis .
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Fig. 2.14 - ganho equivalente real N (x4) = B (x; ) de um elemento por on-off

com zona morta A . Coordenadas reduzidas : abcissas x; /A ;ordenada BA/ M

2.6.2 On-Off com Histeresis.

Consideremos agora o caso onde a histeresis do relé nao é desprezada .

A resposta w(t) do relé a uma sendide x = x, sen ot & sempre uma fungao

dividida (fig. 2.15) ,porém podemos verificar, devido a histeresis, que ela esta

defasada em relagao a entrada (na fig.2.15. o meio do segmento aff esta

situado a direita do cimo da sendide). Isto torna o ganho equivalente complexo

[¥ (x;) # 0] sendo que este novo resultado & obtido devido a presenga da

histeresis .

It
rl

m-m/z__Qh__ ] »
-h - e
(a-pW2f7 X 7
aswval i i\ 7
{arn)/2 = et
=] 5 -
w(th ' E ' i
M : :
ﬁ T 8| a+T r

Fig.2.15 - respostas do relé a uma senoide x = x; sen ot

O modulo B e a fase ¥ do ganho complexo equivalente séao

representados separadamente na figura 2.16 onde utilizamos as coordenadas
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reduzidas (x; /A e BA/M) Se observarmos que a curva h=0 da figura
corresponde ao caso dos reais desprovidos de histeresis (que € idéntico a fig.

2.14), vemos o que a presenga de histeresis resulta .

1.2

08f—--

/’fg;;:114-03

—h/a =05

l
1
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Fig. 2.16 - ganho complexo equivalente N ( x;) = B( xx) exp [¥(x1)] de um
elemento com on-off, zona-morta A e histeresis h
a) essencialmente, a existéncia de uma defasagem que, salvo para os trés

grandes valores de h , ndo excede de 40 °;

b) auxilia na diminui¢gao do médulo B

As regides criticas sdo tracadas na figura 2.17 na forma de linhas de
Black, sempre em coordenadas reduzidas. Onde se vé nitidamente que h
maximo é grande, o lugar critico de maximo se afasta da regidao h=0, que

passa pela vertical 180 °.
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Fig. 2.17 - lugar critico de um elemento on-off com limiar A e histeresis h.

2.7 Aproximagéo da Equivalente Harménica

Anteriormente, nos foi mostrado como um bloco nao linear pode ser
representado, no quadro de aproximacao de equivaléncia harménica, por uma
funcdo de transferéncia generalizada. Se vé em particular porque a nao
linearidade é independente da freqiiéncia, esta fungdo nédo depende da
amplitude da entrada x; do bloco néo-linear : Isto porque é caracterizado por
um ganho equivalente N (x;)= w ; / x4, que & complexo , se a caracteristica do
bloco possui histeresis, ou lugar critico - 1 / N(x4), que esta no eixo dos reais
na auséncia da histeresis

Propde-se a seguir determinar esta fungdo N(x) .
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onde NLé a fungdo de transferéncia do bloco Nao-Linear, L(p) € a fungao de

transferéncia do bloco Linear, p € a variavel de Laplace
Fig. 2.18 Modelo equivalente de um Servo-Sistema

Estudaremos agora as propriedades de um Servo-Sistema que comporta
um bloco nao linear no ramo direto.

A analise sera feita a partir de um modelo equivalente de um Servo-
Sistema com um lago e retorno unitario, onde o erro € a entrada do bloco nao
linear (fig. 2.18) .

Suporemos o bloco N independente da frequéncia e a caracterizaremos
por seu ganho equivalente N(x4) .

2.8 - Estabilidade e Oscilagdes Livres

Um servo sistema linear de funcao de transferéncia em malha aberta
K.G.(p)=S/¢ éestavel se o lugar de Nyquist K.G.(j.o ), percorrido em sua
frequéncia crescente conduz a esquerda do ponto critico -1: no caso o sistema
retorna ao seu regime definitivo apos uma perturbacao.

Ao contrario, se o ponto -1 esta a direita do lugar K.G.( j.o ), 0 sistema é
instavel e possuidor de oscilagbes de amplitude que crescem
exponencialmente com o tempo. Pode-se dizer, que o sistema é estavel ou
instavel no do lugar G ( j.o ), percorrido no sentido da freqliéncia crescente,

conduz a esquerda ou a direita do ponto critico -1/ K (fig. 2.19).
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Fig.2.19 - Critério do reverso para um servo sistema linear de fungao de

transferéncia em malha aberta KG(p)

Esta propriedade pode ser entendida como o caso de um Servo-Sistema
que contém um elemento Nao-Linear caracterizado por um ganho complexo

equivalente N (g;) fig.2.18

Consideremos a funcgdo de transferéncia generalizada em malha-aberta

E‘ = N(s, ) L(jw)
€

devido a g, ser constante, L(g;) € um numero fixo (complexo se possui
histeresis) e podemos assimilar a um sistema com um servo-mecanismo linear
de funcao de transferéncia em malha-aberta com N(g,)L(p).

O sistema é estavel para a amplitude g, se o lugar de transferéncia
conduz a esquerda do ponto critico -1. E este é instavel por € = g, se este
conduz a direita .

Enfim, se o ponto critico esta situado sobreofugar L(jo) em o= w, O
sistema é oscilatério para € = g, , quer dizer que uma vez que amortecida uma
oscilacdo de amplitude ¢ = g e de freqiéncia w, pode persistir
definitivamente.

Atenta-se novamente que a estabilidade do sistema a amplitude ¢,
depende da posi¢ao em relagao do lugar L(jw) do ponto fixado —1/N(g,), isto &,
do ponto ¢, do lugar critico.

Este ponto generaliza assim o ponto critico —1/K do sistema linear (é

precisamente esta propriedade da qual chamamos “ponto critico” para o lugar
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—1/N) com esta diferenga que justifica a histeresis, o ponto critico ~1/N néo
mais esta sobre o eixo real.

O sistema é estavel com amplitude ¢, se o lugar L (jo) conduz o ponto —
1/N(e;) a sua esquerda; e € instavel se este conduz a sua direita; em fim , ele
possui oscilagdo exata com amplitude ¢, se o lugar L(jo) passa precisamente
pelo ponto g, da regido critica .

O lugar critico se encontra assim dividido em regides de amplitude de
estabilidade e em regiées de amplitude de instabilidade (de acordo com fig.
2.20 e 2.22, onde as zonas de instabilidade do ponto critico sdo marcadas em
tragos descontinuos).

Estas consideragdes constituem uma base importante para podermos

efetuar o processo de estabilizagao de Servo-Sistemas.

2.8.1 Analise de Servo-Sistemas com On-Off

Seja um Servo-Sistema por on-off com fungdo de transferéncia L(p)
regular o qual € um bloco que possui um limiar A e uma histeresis h como
Nao-Linearidades .

A figura 2.20 mostra o lugar de transferéncia L( jo ) e o ponto critico - 1/
N ( g). Tem-se o ponto da oscilagdo limitada, constituindo uma das
inconveniéncias principais dos servo sistemas por on- off .

A possibilidade de oscilag@o diminui a precisao; e no caso de atingirmos
uma oscilagao de alta intensidade, podemos gerar o dano estrutural do

objeto de controle .

N

—_——- -
AL te e ‘m

wr

Lljw) Lijw)

fig.2.20 - Oscilagao limite estavel (a posi¢ao do ponto critico tragada em linha
descontinua correspondendo a amplitudes ¢, da estabilidade

fig.2.21 - Andamento de oscilagao limite
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A fig. 2.21 se deduz da fig. 2.20 pela implementagdo da zona morta A,
que tem por efeito alterar a posi¢cao do lugar critico. Assim, o sistema é
sempre estavel : A argumentagdo da zona morta faz desaparecer a oscilagao
limitada ,porém, este efeito € pago por uma diminuigdo da precisdo, crescente
em proporgdo ao aumento do limar . i

A fig.2.22 introduz uma nova nogdo. Tem-se duas interse¢goes, do lugar
de transferéncia L ( jo) e do ponto critico: C'e C”, com as amplitudes ¢'. e ¢"
freqiiéncias o' € w’. respectivamente . Vemos que C” corresponde a uma
oscilagdo limite estavel. Porém, o caso ¢ diferente em C' .

Em efeito, o sistema & estavel para g, < ¢'c e instavel para € >¢'c: Isto
vem dizer que o sistema reage diferentemente para as pequenos e para as
grandes perturbagbes: os primeiros sdo amortecidos e o sistema vai ao

repouso, os segundos conduzem as oscilagoes limite C” .

-1/NLE

Fig 2.22 - limite da estabilidade C’ e oscilagao limite estavel C”
Notamos que na auséncia da histeresis, as oscilagbes limite ocorrem

sempre a uma freqiiéncia para a fase de L(jw) estando em - 180°.

2.8.2 Influencia do Limiar, Retardadores e Histeresis no caso dos Servo-

Sistemas por reguladores OnOff

Seja um Servo-Sistema por on-off onde a parte linear € caracterizada por
uma fungéo de transferéncia L(p) do tipo regular .

M= inarn)
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onde T pode esquematizar o retardamento do bloco Nao-Linear

-3
-t
Q¥

L ﬂ-
!

(@) (b
Fig.2.23 - Casos de Servo-Sistemas com e sem limiar

Caso | : Histeresis h e retardo T’ desprezivel. Se a folga € um limiar ,
nao teremos oscilagées limite (Fig.2.23 (a)) . Se o limiar € desprezado (on-off
ideal) podemos dizer que ha uma interse¢ao com a origem (Fig.2.23 (b)), isto
e, uma oscilagao limitada de freqiéncia muito grande e de amplitude fraca.

Caso II. : Influéncia de um retardador . O lugar de transferéncia ocupa
sempre o eixo real negativo. Na auséncia do limiar ha sempre uma oscilagao
limitada (fig. 2.24) que se produz a frequéncia pela soma das defasagens dos

blocos lineares sendo iguais a 180° . Sdo amplitudes lidas sobre a graduagao

=i N

f

da regiéo critica .

Fig.2.24 - Auséncia do limiar gera sempre oscilagao limitada

As duas quantidades - freqiéncia e amplitude de oscilagdo limite
permitem estudar o efeito dos diversos parametros. Se houver um limiar, a
oscilagao limite desaparece desde que ele exceda um certo valor (fig.2.25(a) e
2.25 (b)) .

Se o limiar & inferior a este valor critico, vemos que o retardamento é

maior, a freqiiéncia € menor e a amplitude da oscilagao limite € maior (fig.2.26)
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Fig.2.25 (a), (b) - presenga do limiar faz oscilagéo limite desaparecer desde

que ela ele exceda determinado valor

W m
Tzf

Fig. 2.26 - Os retardos aumentam a amplitude e diminuem a freqiiéncia da

oscilagao limite

(o) (b)

Fig.2.27 - O aumento da folga do limiar elimina a interse¢gao com o lugar

critico, eliminando o fenémeno da oscilagao limitada.

Caso lll. - Histeresis. Esta faz o ganho equivalente ser complexo, sendo
que o lugar critico ndo € mais situado no eixo real negativo. Sua intersecao
com o lugar L(jw) nos da a oscilagdo limite. Esta pode ser suprimida ao

aumentar o limiar da folga ao descrever um certo valor critico (fig. 2.27).
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A histeresis diminui a freqiiéncia da oscilagao limite, e geralmente
aumenta sua amplitude (Fig 2.28). Seu efeito € agora quantitativamente, o

mesmo que a do limiar do retardo

L

Fig.2.28 - O histeresis diminui a frequiéncia e aumentando a amplitude da

oscilagao limitada

2.9.Analise de Plano de Fase de Sistemas de Controle Nao-Lineares

Em sistemas de segunda ordem com nao linearidades dependentes de
sinal, & possivel aproximar o sistema por varios sistemas lineares por trechos.
O plano de fase inteiro & dividido em varias sub-regides, cada uma
correspondendo a uma operagao linear individual. Ha um ponto singular para
cada regido, embora ele possa estar localizado fora daquela regiao particular .

Se o ponto singular esta dentro de sua sub-regido, entao ele & chamado
de um ponto singular real . Mas , se o ponto singular esta fora da sub-regido a
que ele pertence e ,portanto, nunca pode sér alcancado pelas suas proprias
trajetorias, ele € chamado de um ponto singular virtual. Um sistema de
segunda ordem com nao linearidade dependente de sinal pode ter apenas um
ponto singular real .

Todas as regides adjacentes a uma regido com um ponto singular real
terdo pontos singulares virtuais . A localizagdo e natureza de cada ponto
singular sdo determinadas a partir da equacéo diferencial que governa a dada

sub-regido o grafico de plano de fase de cada sub-regido é o de um sistema
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linear. A trajetéria composta, que € obtida juntando trajetérias nas fronteiras de

cada regido de operagao, fornece a resposta transitoria do sistema nao linear .

2.9.1 Sistemas de Controle com Ganhos Nio-Lineares

Considere o sistema néo linear visto na Fig.2.29(a). O bloco chamado GN
€ o elemento de ganho nao linear. A curva caracteristica de entrada-saida
deste elemento é vista na fig. 2.29(b). O ganho do elemento é unitario ou k,
sempre que a magnitude do sinal de erro e € maior do que ou menor do que

e, respectivamente. Ou seja ,

Tangente = 1

Tangente = k .
\ L
s,
i
-8 4
a8 m N _I [ 9 - !

G, -
3 s(7s+1) | 5

k-
i
™
<)
oy

(a) (b)

Fig.2.29 - (a) Sistema Nao-Linear,
(b) curva caracteristica de entrada-saida do elemento de ganho

Nao-Linear

O sistema tem um ganho grande para sinais de erro grandes e tem um
ganho pequeno para sinais de erro pequenos. O chaveamento do ganho pode
ser conseguido usando-se um dispositivo de chaveamento que muda o ganho
do amplificador abruptamente de um valor para outro . Para valores
pequenos de e , o sistema apresenta uma resposta lenta , e para grandes
erros , uma resposta rapida . Esta caracteristica pode ser desejavel para
sistemas sujeitos a ruidos de baixa amplitude e alta freqiiéncia uma vez que
sinais de'ruidos indesejaveis serdo suprimidos substancialmente, enquanto

que sinais de comando podem ser transmitidos de modo satisfatério .
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Como este sistema € linear por trechos, € possivel obter trajetorias para
este sistema combinando as trajetorias de dois sistemas lineares .

Neste exemplo, supomos que o sistema esta inicialmente em repouso . A
equacao diferencial relacionando as variaveiscem é
T¢+¢=km (3.1)
Como e =r-c, esta ultima equagao pode ser escrita como
Té +é+km=TF +F (3.2)
Dois tipos de entradas serao consideradas aqui , a entrada em degrau e a
entrada em rampa(ou rampa mais degrau) .
Para entradas em degrau. Como para entradas em degrau r”’ = r’ =0 para >0, a
equacao (3.2) se torna
Té+é+k, =0 p/ t>0 (3.3)
Das equacgdes (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos as duas equagdes seguintes:
Té+é+K,=0 pl le|>e, Té+é+K,=0 pl |e|>e, .
Té+é+kK,=0 p/ le<el|Té+é+kK,=0 p/ |e<e (3.4)

Para se obter a trajetoria do sinal de erro, os pontos singulares do
sistema devem ser inicialmente determinados . Os pontos singulares estao
onde e’ =e”=0. Esta claro, a partir das equacgdes (3.4) e (3.5), que a origem
(0,0) € o ponto singular para o sistema representado por estas duas equacdes.

Na andlise que se segue sera suposto que as raizes da equacao
caracteristica correspondendo a equagao (3.4 ), sdo complexos conjugados e
estdo no semi plano esquerdo do plano complexo . Portanto, a natureza do
ponto singular (0,0), neste caso é aquela de um foco estavel .

O valor de k € o suposto tal que o coeficiente de amortecimento da
equacao caracteristica correspondendo a eq. (3.5 ) € igual a 1 . Entdo, a
resposta € sub-amortecida para erros grandes e criticamente amortecida para
erros pequenos. Se a relagao entre m e fosse dada ou por n = k.e ou m=e para
todas as magnitude do sinal de erro , entdo o grafico de plano de fase teria o
aspecto visto na figura 2.30 (a) ou aquele visto na fig. 2.30 (b) .

A figura 2.31 mostra a trajetoria do sinal de erro do sistema visto na figura
3.1(a), com as constantes do sistema sendo T=1, K=-4, k= 0,0625, e ey=0,2.
Supdbe-se que a entrada do sistema € um degrau unitario. Como visto na fig.
2.31, o plano de fase esta dividido em trés regides . Na regiao limitada pelas

linhas e=e, € e=-go , ocorre uma operacgao linear representada pela eq.(3.5).
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Fig2.30- Graficos de plano de fase de sistemas Nao-Lineares.
(a) Caso sobre-amortecido (m=ke)
(b)caso sub-amortecido

Fora desta regiao, ocorrera a outra operagao linear. Correspondendo a
eq. (3.4). Na figura 2.31, a trajetéria comeg¢ando no ponto A, que e
determinada pelas condigdes iniciais e(0) =1, e'(0) =0, tende a convergir para
o foco estavel (coordenadas (0,0)) . A operagdo do sistema € chaveada no
ponto B, entretanto, onde a trajetdria intercepta a linha de fronteira e=e,. Neste
ponto, a trajetéria € conectada a uma trajetoria pertencendo ao ponto singular

da regiao adjacente e passando por gste ponto .
L

Fig. 2.31- Trajetoria correspondente a uma resposta degrau
unitario do sistema visto na figura 2.29(a).
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Fig. 2.32- Curvas tipicas de resposta a degrau para o sistema
visto na Fig.2.30(a)
de entrada
r(t)=R+Vt (3.5)
A eq.(34) setorna
Te+ée+ K, =V p/ t>0 (3.6)
Das eqs. (3.1) e (3.6), obtemos para t.>0

Té+é+Ke=V pl |¢>e,
(3.7)

Té+é+Ke=V pl le|<e,
(3.8)

O ponto singular correspondente a equacao (3.7) é ( V/K,0) que é
suposto ser um foco estavel, e o correspondente a eq. (3.8) € (V/K,,0) que se

acredita ser um no estavel .



46

m i
- l
v !
ST C . :
} 0% A 8 Py £
- Ep ey €g
|
{a) (5

Fig.2.33-Diagramas mostrando as localizagbes dos pontos singulares .

A figura 2.35 mostra a trajetéria de sinal de erro para o caso V < Keo, (0s
valores numéricos usados para este exemplo sdo T=1, K=4, e k = 0,0625 , e
e,=0,2 , R=0,3 , e V =0,04). O ponto de partida A da trajetoria € determinado
pelas condigdes iniciais e, =R = 0,3 e €'(0) = V=0,04. A trajetdria partindo do
ponto A tende a convergir para o foco estavel P,. Téo logo a trajetoria alcance
o ponto B, entretanto, a operagdo do sistema € chaveada, e a trajetdria
comecga a convergir para o no estavel P;. Em regime permanente, o sistema

tem um erro cuja a magnitude € O P; .

é 4k
e
\
7l 0 e
\k b v
HK*\\ I
{a) (b)

Fig.2.34-Graficos de plano de fase de sistemas Nao-Lineares com entradas em
rampa. (a) Caso sobre-amortecido ( m=ke) .

(b) caso sub-amortecido (m=e)



47

A
-04

I‘—-—-Cu -bI

Fig.2.35 - Trajetoria correspondente a uma resposta a rampa (rampa+degrau)
do sistema visto na fig. 2.29(a).
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Fig.2.36 - Trajetdria correspondendo a uma resposta a rampa do sistema da
Fig.2.29(a)

A figura 2.36 mostra a trajetéria do sinal de erro quando Kep<V<Ke, (na
figura 2.36, as constantes do sistema sdo T=1, K=4, k= 0,0625, ¢, =0,2. a
entrada é r(t) =Vt =0,4t). A trajetoria comega no ponto a que corresponde as
condigdes iniciais ey =0 e €' =0,4, e tende a convergir para no estavel Py (1,6 ;
0) o chaveamento na operagio ocorre no ponto B, e entdo a trajetoria tende a

convergir para o foco estavel P,(0,1 ; 0) o sistema novamente chaveia no
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ponto C e a trajetoria tende a convergir para o né estavel Ps. Um outro
chaveamento ocorre na operagao do sistema do ponto D. O mesmo processo
continua até que a trajetoria converge para o ponto onde e=¢gq , e €' =0 . Pode-
se ver, na fig. 2.36 que a medida que a trajetoria se aproxima do ponto singular
(e0,0) o sinal de erro exibe pequenas oscilagbes e a magnitude‘do erro

estacionario se torna eg .
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Fig.2.37 - Trajetoria correspondente a uma resposta a rampa do sistema da
fig.2.29 (a)

A operacdo estaciondria do sistema depende da construgao fisica do
elemento de ganho néo linear. Se o chaveamento de uma operacao linear para
outra envolve algum atraso, a resposta do sistema apresentara um ciclo limite
em torno do ponto (e, ,0) .Se o chaveamento ocorre instantaneamente, o
sistema, em regime estacionario, apresenta uma espécie de oscilagdo tudo ou
nada (on-off).

A figura 2.37 mostra a trajetoria do sinal de erro para o caso em que V >
K ep [ A entrada é r(t) =Vt=1,2t ] .A trajetoria partindo do ponto A, com o ponto
correspondendo a condicdo inicial, tende a convergir para o foco
estavel Ty, (4,8 ; 0). Entretanto, as operacdes do sistema é chaveada no ponto
B, e a trajetéria tende a convergir para o foco estavel P, (0,3 ; 0). A operagao
é novamente chaveada no ponto C , e depois no ponto D, e finalmente a
trajetéria converge para o foco estavel P,. a medida que a trajetéria se

aproxima da vizinhanga do ponto P;, o sinal de erro apresenta pequenas
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oscilagdes, que irao decair para o 0. Em regime estacionario, a magnitude do
erro é OP, .

A analise feita até agora ilustrou que os tipos de resposta de sistema nao
lineares sao dependentes da entrada. Por exemplo, para uma pequena
entrada em degrau, a resposta nao apresenta sobre-sinal. Para uma entrada
em degrau grande, a resposta € oscilatéria. Parta uma entrada em rampa de
pequena amplitude, a resposta € aperiddica, enquanto que uma entrada em

rampa de amplitude grande a resposta € oscilatoria.

o]
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Fig.2.38 - (a) Sistema de controle nao-linear ;

(b) curva da caracteristica entrada-saida do elemento nao-linear

A condicao ligado para a condicdo desligado. Determine o
comportamento de resposta a degrau e a rampa para este sistema. Supde-se
que as constantes do sistema sao T =1, K=4, ¢,=0,1, e1=0,2 e My=0,2.

A equacgéo para este sistema €

Tet+é+Km=Tr +r

Para ¢ >0, temos

m=My parae > e,
m=0 parae; > e > -gg
m=-Mq para e < -g

Para ¢ <0, temos

m=MO0 parae > e

m=0 para eg;> e > -e4
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=-M para e < -,

Para entradas em degrau: A trajetoria deste sistema com uma entrada
degrau unitario e vista na figura 2.39. A resposta mostra um ciclo limite em

regime estacionario. Portanto, a oscilagdo na saida do sistema continua
T

indefinidamente.

é)

Fig.2.39 - Trajetoria correspondendo a uma resposta a degrau unitario do

sistema visto na figura 2.38(a)

Para entradas em Rampa: Para uma entrada em rampa r(t) = Vi, a
equagao do sistema se torna

Te+é+Km=VTe+ée+Km=V

Investigaremos agora a resposta para a entrada em rampa para trés
casos diferentes .

Caso | (V>KMO0): Um grafico de plano de fase para o caso em que V=1,2
é visto na figura 2.40. A trajetoria partindo do ponto O, por exemplo, seguira o
caminho ABCD . A trajetoria é assintética a reta e €'=0,4. O erro tende a
infinito quando o tempo aumenta indefinidamente.

Caso Il. (V<KMO0): Um grafico de plano de fase para o caso em que V=0,4
e visto na figura 2.41. A trajetoria partindo do ponto A segue o caminho
ABCDEF e converge para um ciclo limite. A oscilagdo de saida continua
indefinidamente.
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Caso [lI.(V=KMO0): UM grafico de plano de fase para o caso em que V=0,5
€ visto na figura 2.40. A trajetdria partindo do ponto A segue o caminho ABCD .

A trajetoria converge para o ponto D . Em regime estacionario, o sistema tera
um erro estacionario iguala OD.
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Fig.2.40 - Grafico de plano de fase do sistema visto na Fig.2.38 (a). [r(t) =1.21]

Fig.2.41 - Grafico do plano de fase do sistema visto na fig. 2.38(a) . [ r(t) =0.4t]
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Fig.2.42 - Grafico de plano de fase do sistema visto na fig. 2.38 (a) . [r(t) = 0.8t]

2.10 Comentario finais, conclusdes parciais

A partir deste capitulo, foi possivel se observar o regime transitério de
Servo-Sistemas regulados por agdes de controle Nio-Lineares, verificando o
efeito da histeresis e do limiar quando inseridos no relé.

Outra contribuicdo importante , esta relacionada a questdo da
aproximacgao da harmdnica equivalente, permitindo a partir desta ferramenta o
obtencgéo de fungtes de transferéncia generalizadas para sistemas portadores
de Nao-Linearidades.

Foi apresentada a discussdao do ganho equivalente de blocos N&o-
Lineares usuais, efetuando-se a investigagdo da estabilidade dos sistemas
através do exame dos diagramas de Black e Nyquist, constatando a partir
destes o efeito do limiar eliminando a oscilacdo limitada e da histeresis
aumentando a amplitude e reduzindo a freqliéncia da pulsagéo .

Para desfechar o presente capitulo, quanto a analise de planos de fase,
foi mostrado que € possivel estabelecer todas as caracteristicas quantitativas
das trajetorias examinando o campo de diregées definido pelas equagdes
diferenciais em um numero suficientemente grande de pontos no plano de
fase. Pode-se fazer com que a precisdo de tal grafico seja tdo boa quanto
desejada, dentro de certos limites .
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Embora a analise grafica do plano de fase seja limitada a sistemas de
segunda ordem, os conceitos de andlise de plano de fase podem ser
estendidos para sistemas de ordem superior. Em virtude das dificuldades de
trabalhar graficamente em espaco tridimensional e da impossibilidade de
visualizar trajetérias em espacgos n-dimensionais se n>3, torna-se necessario
utilizar-se outros métodos.



Capitulo 3

Descricao Matematica de Manipuladores Robéticos

O comportamento dinamico de um sistema robético é descrito pelas
equagbes dinamicas que sdo constituidas por expressdes complexas e Nao-
Lineares. Elas expressam a forma de como a energia externa aplicada ao
servo-mecanismo € trocada entre seus armazenadores. As respostas do
sistema a forgas nele aplicadas descrevem seu comportamento dinamico, que
obviamente esta em funcéo de sua estrutura, a qual é definida pelas constantes
de massa, inércia, rigidez, comprimento e outros parametros.

Um atuador usado em estruturas pode ser rotacional ou linear e pode
incluir transmissoes, caixas de engrenagens e articulagbes.

Os mecanismos de transmissdo podem também ser modelados no
sistema dinamico adicionando-se variaveis de estado apropriadas para o
atuador. Sendo assim, para simplificar o trabalho, a dinamica da transmissao
ndo é incluida nela e o acionamento € tratado como um corpo rigido com
inércia.

Iniciaremos o capitulo pela apresentagéo dos elementos da cadeia
cinematica e em seguida o estabelecimento analitico das diversas fungdes de
transferéncia, iniciando-se pelo acionador elétrico, do conjunto mecanico
(transmissao+carga), finalizando o capitulo com a modelagem dindmica de um
robd de duas juntas.

As equagbes do movimento sao obtidas a partir das leis da mecénica tanto
Newtoniana quanto Lagrangeana, desenvolvidas no apéndice. Apesar dos
principios elementares serem exatamente os mesmos, os diferentes
formalismos tratam o estudo do manipulador de formas particulares, cada um
possibilitando a elaboracdo de uma equagdo de movimento particular, com

caracteristicas peculiares.
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Neste capitulo utilizamos o método de Euler-Lagrange para o estudo da
dinamica do sistema, sendo que este possibilita a dedugdo de um conjunto de
equagbes N&o-Lineares de segunda ordem acopladas que, desprezando-se o
efeito do controlador e atuador representam matricialmente o sistema. Além
disto, este enfoque possibilita encontrar matrizes que representam os termos
envolvidos no movimento do processo como termos inerciais, centripetos e de
Coriolis causados pela velocidade das juntas e os termos devido a agéo da
gravidade .

Para uma melhor compreensdo do ponto de vista de controle,
consideraremos o modelo de uma junta robdtica como um péndulo em
equilibrio instavel. O método classico para estabiliza-lo consiste na aplicagéo
ao sistema de uma acgdo proporcional ao desvio em relacdo ao valor da
posIcao.

O péndulo tem uma faixa de tolerancia de erro em torno da posi¢éo de
equilibrio, a qual € denominada zona morta. Quando o erro ultrapassa a este
limiar, o acionador desenvolve uma ag¢ao de torque contraria para compensar o
desvio.

Devido ao carater no ponto de equilibrio ser instavel, & importante notar
que ao ser implementada uma acado de controle por relé, este tende a
permanecer em regime oscilatorio constante na regiao do ponto final

Na Figura 3.1 representamos o modelo fisico, sendo importante salientar
que quanto maior for a largura da zona morta, menor sera a amplitude da
oscilagao final, podendo conforme for até desaparecer.

Massa

__ﬁ\\*g
\

Fig. 3.1 - Modelo fisico de um Manipulador
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3.1 Descrigéo dos Elementos da Dinamica de um Manipulador

A figura 3.2 representa a estrutura de uma cadeia cinematica de uma
articulagéo de.um robo.

geragao de trajetoria controlador (—{ poténcia |—acionador dinamica
[posic;éo desejada] """ |
. transdutor |,
: de posicéo

[posigéo real ] ___________________ 3

fig. 3.2 - Diagrama basico de controle de um manipulador

Para o caso genérico de manipuladores, temos que a estrutura basica
para cada brago € constituido pelos elementos esquematizados na fig. 3.2,
sendo que na entrada da malha, temos o bloco responsavel pela geragcido da
trajetorias, sendo que em geral, € utilizado um perfii de velocidade
trapezoidal[Craig,1986]. Este sinal de referéncia € comparado com o sinal que
realimenta o sistema na caixa de soma, decodificado por um transdutor de
posigao o qual traz a informagéo do posicionamento atual do servo-mecanismo,
e & comparado com o sinal consignado pelo gerénciador, fornecendo o sinal do
erro. Este sinal resultante, pode ser tratado ao passar pelo bloco controlador, o
qual vai gerar a agao corretora, com o propoésito de reduzir o grau de desvio do
desejado com o real. |

O sinal que sai do bloco controlador, geralmente tem intensidade de
corrente elétrica muito pequena, sendo que antes de ir ao bloco acionador, &
amplificado e dimensionado de modos que fiqgue compativel ao tipo do sistema
de acionamento utilizado.



57

O bloco acionador, no caso do manipulador tratado neste trabalho, &
constituido de um motor elétrico de corrente continua c.c. controlado por
armadura acoplado a uma caixa de redugdo por engrenagens, alterando o
torque e a velocidade angular que sai do motor.

Na redugao é acoplada a parte do carregamento do manipulador, a qual é

constituida pelo brago e o conjunto ferramenta terminal e a massa presa a esta

A carga € constituida fundamentalmente pelas inércias em movimento.
Nota-se que a carga é variavel: em efeito, as inércias em movimento dependem
da posi¢ao do robd a cada instante.

A seguir, sao apresentadas para cada da malha de controle do
manipulador os respectivos esquemas, equagbes dindmicas, fungbes de
transferéncia e a representagédo por blocos, efetuando-se a seguir o

acoplamento de todas as partes no diagrama genérico.

3.1.1 Modelo de um Motor Elétrico de Corrente Continua c.c.

Na tabela 3.1 Apresentamos para o sistema do motor elétrico de corrente
continua (c.c.) controlado por armadura em A seu esquema representativo, em
B as equagdes dinamicas referéntes as partes elétrica e mecéanica, em C a
fungdo de Transferéncia resultante do agrupamento de todos os blocos da
malha do motor, e em D a respectiva representacdo por diagrama de blocos em
simbologia Simulink (Matlab).
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TABELA 3.1. A. Esquema do Motor Elétrico (C.C.)

p armadura
J

omf)

B.Equacoes

di(¢)

U ()= R 1)+ K w(e)+ L — (3.1)

a

onde
J d‘:f’) =~ () +K,1(0)-dr)  (3.2)

Kn= constante de torque

R, = resisténcia da armadura
L. =indutdncia da Armadura (desprezivel)
f = coeficiente de atrito viscoso, efetivo (rotor e carga)

Kg = constante de forga contra-eletromotriz

C. Funcao de -Transferéncia G(p)

Ké’
G(p) = wp) R+ Kok
Tulp) L L, RUHAIR)
IR, +cK, R, +K Kg

(3.3)

D. Diagramalizagao em software Matlab(Simulink)

1 la(s T(s 1
@» e

va(s) [ La.s+R g4
SOMA sl ECI:\IC%NREC .d{\RQrE PARTE
ELETRICA ELETRICA E MECANICA
MECANICA
Vh(s)
%::

\J

TETA
PONTO
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3.3.2 Modelagem do Conjunto Mecéanico (transmissao+Carga)

A seguir, na tabela 3.2 mostramos a impedancia mecanica dos diferentes

constituintes mecanicos do servo-sistema.

entrody

Tabela 3.2 : ;
Atrito
REPRESENTACAO EQUACAO ESQUEMA-BLOCOS
n £ |
Qr_ﬁiﬂ_ - '{__‘1_9_-,1‘9"
e fn—fz
“
¢ =0
>3 O / dx G o i;—--—l L2 5
LA f ! =ﬁ:f;’; f P
Inércia
Jf.
n :
‘?":@93‘”/ 40 d* T ool | o 2
B “a ar el LI
___—EI;T”_
F—m dv d? £l i.( L%
F=M—=M— e ra
a dr O dr Pe
Elasticidade
n Cli toua l
g 34 r:ke?:;cjﬁdz e bl i
: K / “ANREAE
3 —w—ww/\;—% F=Kx=K|vdl I B T
Carga Mecanica
0 ofFe < o P 10 T 3 L] o
QI@%:}Z:&_ ! 29 K J ¢
d dé '
U et
T Tar F K
Redutor
24 soLdy .
Rz we Rz e
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Devido muitos blocos mecanicos serem montados em série, cada um
deles transmite ao seguinte uma forga onde o acoplamento igual ao que existe
entre suas duas ligagdes, de saida que admite-se totalmente ser igual a soma
das admitancias dos constituintes. Inversamente, por uma montagem paralela,
os terminais comuns com a mesma velocidade, e a impedancia total é igual a

soma das impedancias elementares.

3.2 Representacao de Sistemas Mecanicos de Segunda Ordem

Jm Js

motor carga

Fig.3.3 Acoplamento motor-Carga

O sistema apresentado na figura 3.3 corresponde a um motor com inércia
Jm, @ um atrito viscoso fr, , uma carga de inércia Js € um atrito fs por intermédio
de um eixo de rigidez K. Este esquema constitui uma primeira aproximagao das
condigbes que imperam devido a ligagdo entre um motor e sua carga ndo pode
ser considerado como perfeitamente rigido. O esquema funcional do referente
sistema é mostrado na figura 3.4.
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. ACOPLAMENTO
T 1] Q, k 1 Qq
ICP Jnp *+ ful O P Jop + f ;
o :
MOTOR oot ?
(PARTE DINAMICA)
Jsp +fs

com
11 Acoplamento elastico transmitido pela rigidez

1, Acoplamento de perturbagéo (influencia de outros eixos)
fig. 3.4 Esquema funcional

A equagédo dinamica que rege o sistema é dada por:

\ rzrp+{(.f\‘p+L.)+(J.,,p+f,,.)(1+§(Jsp+f_..)}}fzs (3.4)

sendo que ela engloba todos os fatores inerentes ao processo

Para o sistema completo (motor+transmissédo+carga), temos o diagrama
de blocos representado na figura 3.5, cujas fungdes de transferéncia séo
especificados nas tabelas apresentadas na secdo 3.1 e 3.2 do corrente

capitulo.
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redutor
1 1 n
p Jp+f P
< fransmisséao
motor
(parte mecénica)
Jsp Hs

Fig.3.5 - Diagrama de blocos correspondente(motor-transmisséo-carga)

K

Js ptfs

Carga

Na figura 3.6, € exposta a mesma planta que a da figura anterior na forma
diagramalizada SIMULINK (MATLAB), sendo que as malhas do motor e do

acoplamento mais carga sdo iconizados em blocos representativos, os quais

quando acessados, especificam todas as caracteristicas e parametros de cada

subsistema do processo.

TETAr

SINAL DE DESLOC. ANG,

. ANTES TRANSM.

VELOC. ANG.

CARCGA

CONTROLE
; DESLOC ANG.
ERRO e AFDS TRANSM. |
_ G —b@—b} : @4
. b TETA
SOMA =
< BIE)OECO @;EINDHO N & . INTEG
T
CONTROLE  giaL | MOTOR CC NTEG. AN S0 L COPLAMENTO
CONTRO- AGEN + CARGA
SONTRY ENGRENAGENS
ARMADURA
—<k
N
TRAHSDUTORA "
TRANEMISEAD REALIMENTACAQ
TRANSDUTORZ POR DO TORQUE DA
ENGRENAGENS. CARGA
fig. 3.6 - Representagdo do sistema motor-transmissdo-carga

diagramalizagdo em Simulink (Matlab) .

por
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3.3 Modelo Dinamico de um Robhdé

Utilizando-se do tratamento desenvolvido no apéndice B pela aplicagéo do
método de Euler-Lagrange, apresentamos a seguir as equagdes dinamicas de
segunda ordem acopladas que regem um manipulador de dois graus de
liberdade, levando-se em consideragdo os fatores envolvidos no movimento
como termos inerciais, centripetos e de Coriolis causados pela velocidade das
juntas e os termos devido a agdo gravitacional.

Para efeitos de equacionamento, o manipulador € considerado rigido,
sendo desprezandos por decorréncia, possiveis efeitos de torcao e flexao da
estrutura.

A representacdo de dois graus de liberdade € mostrado na figura 3.7, e a
tabela 3.3 mostra as equacdes das articulagdes obtidas atraves de Newton-
Euler (apéndice B)

Y

onde

L3 : Comprimento do brago 3
0, : deslocamento angular do brago 2

0, : deslocamento angular do brago 3
L, : Comprimento do brago 2

Fig.3.7 - Esquema representativo de um Manipulador de dois bragos
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tabela 3.3 :

(a) Equagdes das Articulagdes

ELO2: 1,=J,0,+J,8,+N,{(6,8+G,(6)

ELO3: 7, =,,8,+.J,,0,+ N,(0,0)+ G,(6)

(b) Parametros das equagoes

i | .I_42 m"p 3 L/ i Jk
Jz: = mSL‘z + m; ) LTZ + m3L2L3 CO583 NZ(& 9) = ""mstLg sen 93[9293 +—6§—J

- 2 "
. m;]“ 'm%z'[ﬂ cos &, N 3(9, 9) =m,L,L, sen 6’%
G,(0)= 1 L L 0
- J30=Jo3 2( = _EH]Z 28+ mMzL,gsenb,

_ % ms[ﬂgsen(ez + 93)

G,(0) = -%n%g sen(6, + 6,)

onde
61,0,,03 posi¢cdes angulares
6,.9,,0, velocidades angulares
6,.0,,0, aceleragdes angulares
Lo, L3 comprimento dos elos

A partir dessas equagdes torna-se possivel simularmos o modelo descrito

pela figura 3.7, onde os blocos de controle mostrados na figura foram
abordados anteriormente no capitulo 2
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fig. 3.8 - Esquema Global do Sistema Roboético para Manipulador de Dois Graus de Liberdade.
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3.4- comentarios Finais

Este capitulo tratou de forma objetiva o estudo da dinamica de
manipuladores, iniciando pelo tratamento fisico modelatdrio, apresentando a
seguir a estruturagao basica de um sistema de controle descrevendo todas as
fungbes dos diversos setores, efetuando a seguir o desenvolvimento das
equagles e fungdes de transferéncia que regem a estes, acoplando-os a seguir
no diagrama de controle global

Para o desenvolvimento das equagbes relativas a dindmica do
manipulador, foi utilizado o formalismo de Lagrange, o qual possibilita a
dedugdo de um conjunto de equagbes Nao-Lineares de segunda ordem
acopladas que, desprezando--se o efeito do controlador e atuador, representam
matricialmente o sistema. Além disso,, este enfoque possibilita encontrar
matrizes que representam os termos envolvidos no movimento do processo
como termos inerciais, centripetos e de Coriolis causados pela velocidade das

juntas e os termos devido a agao da gravidade.



Capitulo 4

Simulagao do Modelo do Servo-Mecanismo

A partir da dindmica do robé em estudo com a insergao a principio dos
controladores lineares P, |, D, Pl, PD, PID e posteriormente dos controladores
NZo-Lineares em ordem crescente de implementa¢do do On-Off, da Zona Morta
e da Histeresis no sistema de segunda ordem desenvolvido no capitulo
anterior, efetuaremos as simulagbes dos processos sujeitos a estas agdes
controladoras, verificando-se o efeito dos respectivos reguladores.

S30 expostos os diagramas de bloco dos sistemas com as devidas agbes
de controle e a seguir as respectivas simulagdes para cada situagao,
apresentando o perfil do deslocamento, da velocidade e do plano de fase
(6,50/31), efetuando-se a seguir as analises dos sinais resultantes .

A partir do resultado obtido, efetuamos a comparagdo dos resultados
obtidos como postulado previsto a nivel tedrico, levando-nos as conclusées que

fecham a esta segédo .

4.1 - Simulacao do Sistema de Segunda Ordem (conjunto motor-

transmissao-carregamento) utilizando Controladores Classicos.

Utilizando-se da modelagem matematica de um manipulador de dois
graus de liberdade descrita no capitulo precedente e considerando uma das
juntas amarradas, acabamos encorrendo no caso do modelo do manipulador de
um grau de liberdade do qual efetuamos a seguir as respectivas simulagdes do
erro obtido da comparagéo do deslocamento real com o deslocamento setado,
do deslocamento real, do perfil da velocidade angular que sai do acionador
elétrico, quando a malha esta sujeita a agcéo de controladores Proporcional,

Derivativo, Integrativo e suas combinagdes, na seguinte ordem de precedéncia:
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Caso 1: P=30;

Caso 2: P=30,1=1.5;

Caso 3: P=30, D= 1.5;

Caso 4. P=30,1=1.5D=1.5;

sendo efetuado posteriormente a analise comparativa do desempenho dos
controladores a partir das curvas graficas obtidas.
Para esta simulagdo, temos o servo-mecanismo descrito na figura 4.1, cujos

parametros dos componentes do sistema séo especificados na tabela 4.1

VELOC. ANG.
§MNAL DE DEBLOC. ANG CARGA
: A DESLOC. ANG.
ERRO R | APOS TRANSH.
y |
: bloco — | e
controle - N : FE—
soma |POMISR ) PD
ANEMIES
SMNAL | MOTOR CC INTEG. IR POR A0 COPLAMENTO
SONTRO: ENGRENAGENS
ARMADLRA
TRANSDUTOR1 l ‘ )
TRANSMISSAD REALIMENTACAO
TRANSDUTORZ POR DO TORQUE DA
ENGRENAGENS, CARGA

fig. 4.1 - Servo-Mecanismo constitudo de acionador, trasnsmisséo e
carregamento
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Tabela 4.1
PARAMETROS UTILIZADOS PARA A SIMULAGCAO ]

MOTOR CORRENTE CONTINUA (C.C.)
TENSAO MAXIMA : 30 V
CORRENTE MAXIMA : 2 A
TORQUE MAXIMO : 0.1 NM
La = 6.00E-3 ;
Ra=3.00;
Km = 5.00E-2 ;
Bu = 3 50E-5 ;
Ks = 5.00E-2 ;
Ju = 4.00E-5 ;

RELAGAO DE TRANSMISSAO
N=1/67.5;

ACOPLAMENTO + CARGA (EQ = EIXO + CARGA )
K=0.01,

Jeq =0.45

Beaq = 5E-4 ;

J=Jdu+ Jea™N ;

B =By + Bea®™N ;

GERADOR DE TRAJETORIA
T=[0]
FOR 1=1:300
TAUX=T[1];
T=[TTAUX]:
END
U=1[00125 0.250 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 ONES(SIZE(1:41)) 0.875 0.75 0.625 0.5 0.375 0.250
0.125 ZEROS(SIZE(1:245)) | ;
W=[T;UIl;

GANHO DO TRANSDUTOR E FATOR DE CONVERSAO
TR = 0.005 ;
CONV = 1024 / (2*Pl) ;
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Caso 1: Controle Proporcional, P=30;

Fig. 4.2(c) - Deslocamento real(impulsdes) x Fig. 4.2(a) - erro (impulsdes) x tempo (s)
S
tempo ( ) desloc.{imp.)
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Fig. 4.2(g)- plano de fase velocidade(impulsGes/s) Fig. 4.2(f) - velocidade angular de saida do

x deslocamento real(impulsGes) motor ao final do regime transitério
veloc (imp /s) veloc.(imp./s)
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Fig. 4.2(e) - velocidade angular de saida d
motor
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Conclusoes sobre a agao de controle proporcional

Erro: (fig.(s) 4.2(a) e 4.2(b)). O erro tem regime de carater oscilatério
amortecido durante e ao final do regime transitorio com amplitude de onda

decrescente na regido da coordenada consignada.

Deslocamento:(fig.(s) 4.2(c) e 4.2(d)). O deslocamento até a regiao da
coordenada setada se faz em aproximadamente 55,5 segundos. O sistema tem

oscilagao permanente de amplitude constante ao final do deslocamento.

Velocidade: (fig.(s) 4.2(e) e 4.2(f)). O perfil da velocidade demonstra o carater
oscilatorio do controle proporcional, podendo-se verificar o fenémeno

ondulatorio perpétuo ao final da agéo

Plano de fase: (fig. 4.2(g)) O plano de fase da velocidade contra o
deslocamento demonstra o carater oscilatério tanto durante, quanto ao final do
regime transitorio do sistema sobre o efeito do controle proporcional, o qual
apenas tem a fungdo de amplificar o sinal do erro obtido do somatério do

deslocamento gerénciado com o deslocamento real.
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Caso 2: Controle Proporcional + Integral, P=30, | = 1.5;

Fig. 4.3(c) - Deslocamento real(impulsdes) x
tempo (s)
desloc (imp.)
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Fig. 4.3(d) - Deslocamento real(impulsées) x

tempo (s) ao final do regime transitorio
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Fig. 4.3(g)-plano de fase velocidade(impulsGes/s Fig. 4.3(e) - velocidade angular de saida dc

("dw) co|sap

x deslocamento real(impulsdes) motor
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Fig. 4.3(f) - velocidade angular de saida do
motor ao final do regime transitério
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Conclusdes sobre a agao de controle Proporcional + Integral

Erro: (fig.(s) 4.3(a) e 4.3(b)). O erro tem carater ondulatério durante o periodo
de transito, sendo que ao seu final assume carater ondulatério constante com

amplitude fixa .

Deslocamento: (fig.(s) 4.3(c) e 4.3(d)). O deslocamento até a regido da
coordenada setada se faz em aproximadamente 55,5 segundos, porém o
sistema tem a amplitude da oscillagdo permanente aumentada,e
consequentemente, ocorre a redugdo da frequencia da vibragdo ao final do
deslocamento.

Velocidade: (fig.(s) 4.3(e) e 4.3(f)). O perfil de velocidade é oscilatério em
todas as etapas do perfil da velocidade imposto, podendo ser verificado o
aumento da amplitude de onda e consequente redugcdo de frequencia da
oscilagao.

Plano de fase: (fig. 4.3(g)). O plano de fase da velocidade contra o
deslocamento demonstra o carater oscilatério tanto durante, quanto ao final do
regime transitério do sistema sobre o efeito do controle Proporcional + Integral,
podendo ser verificado em comparagdo com o caso anterior que a agao
integrativa gerou o aumento da amplitude de onda e consequente redugdo da

frequencia de oscilagao,em todas as fases do processo de controle.
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Caso 3: Controle Proporcional + Derivativo, P=30, D=1 .5‘;

Fig. 4.4(c) - Deslocamento real(impulsdes) x Fig. 4.4(a) - erro (impulsdes) x tempo (s)
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Fig. 4.4(g)-plano de fase velocidade(impulsdes/s  Fig. 4.4(e) - velocidade angular de saida ¢
x deslocamento real(impulsdes) motor
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Fig. 4.4(f) - velocidade angular de saida d¢
motor ao final do regime transitério
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Conclusdes sobre a agao de controle Proporcional + Derivativa

Erro: (fig.(s) 4.4(a) e 4.4(b)). O erro tem regime de carater oscilatorio
amortecido a cada nova etapa de tempo relacionado ao perfil de trajetoria
imposto ao servo-mecanismo, ocorrendo a estabilizagdo ao final de cada fase,
sendo obtido erro nulo certo tempo apos o término do regime transitorio .

Deslocamento: (fig.(s) 4.4(c) e 4.4(d)). O deslocamento até a regido da
coordenada setada se faz em aproximadamente 55,5 segundos. O sistema tem
oscilagao amortecida ao final do deslocamento, ocorrendo a redugao da
amplitude de onda, aumento de frequencia e posterior estabilizagao do servo-
Mecanismo apos decorrido algum tempo do final do transito até a regido de
coordenada designada .

Velocidade: (fig.(s) 4.4(e) e 4.4(f)). Pode-se verificar nas fases relacionadas
aos periodos de velocidade constante a ocorrencia de regime ondulatério
amortecido, havendo a estabilizagdo logo nos periodos iniciais.

Plano de fase: (fig. 4.4(g)). O plano de fase da velocidade contra o
deslocamento demonstra o carater oscilatério amortecido tanto durante, quanto
ao final do regime transitério do processo sobre o efeito do controle
Proporcional+Derivativo, nos levando a concluir que o carater Derivativo gera o
amortecimento da oscilagao, aumento a frequencia da vibragao e estabilizagao
ao final da operagao .
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CASO 4: Controle Proporcional + Integral +Derivativo, P=30, | =1.5, D=1.5;

Fig. 4.5(c) - Deslocamento real(impulsdes) x

tempo (s)
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Fig. 4.5(d) - Deslocamento real(impulsdes) x

tempo (s) ao final do regime transitorio
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Fig. 4.5(g)- plano de fase velocidade(impulsdes/S) Fig. 4.5(e) - velocidade angular de saida dc¢

x deslocamento real(impulsoes) motor
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Fig. 4.5(f) - velocidade angular de saida dc
motor ao final do regime transitorio
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Conclusbes sobre a agao de controle Proporcional + Integral +Derivativa

Erro: (fig.(s) 4.5(a) e 4.5(b)). O erro tem regime de carater oscilatério
amortecido a cada nova etapa de tempo relacionado ao perfil de trajetéria
Imposto ao servo-mecanismo, ocorrendo a estabilizagéo ao final de cada etapa,

sendo obtido erro nulo apds certo tempo do término do regime transitério .

Deslocamento: (fig.(s) 4.5(c) e 4.5(d)). O deslocamento até a regido da
coordenada setada se faz em aproximadamente 50 segundos. Para o
controlador PID, o tempo de estabilizagao € curto, em comparagdo com P, PI,
PD, devido ao carater integrativo, e pequena amplitude de oscilagao devido a
presenca do carater derivativo. O sistema tem oscilacdo amortecida ao final do
deslocamento, ocorrendo a redugdo da amplitude de onda, aumento de
frequencia e posterior estabilizagdo do servo-Mecanismo apés decorrido algum
tempo do final do transito até a regidao de coordenada destinada .

Velocidade: (fig.(s) 4.5(e) e 4.5(f)). Devido ao fator Integrativo, pode-se
verificar que o amortecimento de onda a cada etapa do perfil da velocidade
angular se procede a uma frequencia menor que a do caso precedénte

(controle P.D.). -

Plano de fase: (fig. 4.5(g)). O plano de fase da velocidade contra o
deslocamento demonstra o carater oscilatério amortecido tanto durante, quanto
ao final do regime ftransitério do sistema sobre o efeito do controle
proporcional+integral +derivativo, porém a estabilizagdo ocorre em um tempo

menor ao PID com relagdo ao PD, devido a insergao do carater integral .
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4.2- Simulagdo do Sistema de Segunda Ordem (conjunto motor-

transmissao-carregamento) utilizando Controladores Nao-Lineares.

A agao controladora Nao-Linear inserida em todos os casos obedece ao
principio esquematizado na figura 4.6, onde o bloco L(p) representa a fungéo de
transferéncia resultante da somatéria das fungoes de transferéncia dos blocos
constituintes da malha do servo-mecanismo e o bloco Nao-Linear representa a

acao de controle Nao-Linear aplicada ao sistema .

comando de entrada

v

= N.L. L(p)

reafimentacao

onde L(p) € a funcéo de Transferéncia do Sistema Linear e NL representa o
controle Nao-Linear a ser utilizado

Fig. 4.6 - Esquema Genérico do sistema de controle Nao Linear do sistema de
acionamento

Utilizando-se da mesma modelagem matematica que a aplicada na
simulagao do servo-mecanismo sob o efeito dos controladores lineares,
substituindo os parametros das variaveis do esquema 4.1 pelos valores
numeéricos das tabelas 4.1 e 4.2 efetuamos a seguir as respectivas simulagcbées
do erro obtido, do deslocamento real , do perfil da velocidade angular que sai do
acionador elétrico, do plano de fase da velocidade x deslocamento quando a
malha esta sujeita a agcdo de controladores N&o-Lineares Relé, Histeresis,

Zona-Morta, e suas combinagdes, na seguinte ordem de precedéncia:
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Caso 1: Controle por Relé
Caso 2: Controle por Relé com Zona-Morta
Caso 3: Controle por Relé com Histeresis

Caso 4: Controle por Relé + Histeresis+ Zona-Morta

tabela 4.2

PARAMETROS DO RELE

GANHO DO ERRO
GE =30

INTERVALO DA ZONA-MORTA
ZM = 1.5;

LARGURA DA HISTERESIS
B= 1.5

O perfil de velocidade descrito pela figura 4.7(a),apos integrado, fornece o
sinal da trajetéria 4.7 (b) que € consignada a caixa de soma, na qual &
comparada com o sinal que realimenta o sistema com informagao da posigao
real, fornecendo o desvio ou erro do deslocamento desejado em relagdo ao
deslocamento obtido. Este sinal sera a entrada do bloco controlador Nao-Linear

o qual no caso € um Relé, como mostrado na figura 4.8.

Entrads Entrsda

[+ -
Mo e a ow
T T T T

DESLOCAMENTO

VELOCIDADE

F] 3 4 H [ T 8 9 10 0 1 2 3 4 3 [ 7 9 10

a
TEMPO TEMPO

fig. 4.7(a) - perfil de velocidade consignada Onde pode ser observado um
periodo de aceleragdo, um de velocidade constante e outro de desaceleragéo

fig. 4.7(b) - Perfil da trajetéria consignada
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4.2.1 - Controle Nao-Linear On-Off

Inicialmente, inserimos um controlador On-Off, isento de qualquer outro
fendmeno Nao-Linear no processo a ser regulado (fig. 4.8).

SINAL DE oS Al : ECARoA
TETAr . CONTROLE :
DESLOC. ANG.
| VELOC. ANG.
ERRO | R  APOS TRANSM.
-] i N L
B . e d | ¥ T
SOMA )b L ETA
GADNDHD S o i ) il INTEG
NSMISSAO
SINAL | MOTOR CC INTEG. B ,5'0"’,{8 ACOPLAMENTO|
CONTRO- + CARGA
Al ENGRENAGENS
ARMADURA
— <l -
TRANSDUTOR1 }
TRANGMISSAD REALIMENTAGAD
TRANGDUTORZ POR DO TORQUE DA
ENGRENAGENS. CARGA

figura 4.8- Acéo de controle por Relé

Conclusdes sobre a agao de controle On-Off.

Erro: (fig.(s) 4.9(a) e 4.9(b)). O erro tem carater oscilatorio durante todo o
processo, assumindo uma faixa de erro de amplitude fixa ao final do regime
transitorio .

Deslocamento: (fig.(s) 4.9(c) e 4.9(d)). O deslocamento até a regido da
coordenada setada se faz em aproximadamente 55,5 segundos, O sistema tem

oscilacdo permanente de amplitude constante ao final do deslocamento
(fenémeno da oscilagéo perpétua).



Caso 1: Controle por Relé (tabela 4.2)

Fig. 4.11(c) - Deslocamento real(impulsdes) x
tempo (s)
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Fig. 4.11(a) - erro (impulsoes) x tempo (s)
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Fig. 4.11(g)- plano de fase velocidade(impulsoes Fig. 4.11(e) - velocidade angular de saidada

x deslocamento real(impulsoes) motor
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Fig. 4.11(f) - velocidade angular de saida dc
motor ao final do regime transitério
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Velocidade: (fig.(s) 4.9(e) e 4.9(f)). O perfil da velocidade angular real de saida
do motor é desenvolvido com dada faixa de oscilagdo dentro da regido do
perfil da velocidade angular que foi designada para o sistema, sendo que o
sistema permanece vibrando perpétuamente mesmo depois do processo de
transito ter sido consumado .

Plano de fase: (fig. 4.9(g)). O plano de fase da velocidade contra o
deslocamento demonstra o carater oscilatorio tanto durante, quanto ao final do
regime transitério do sistema pode-se observar que no término do processo,
n&o ocorre a estabilizagdo do sistema, ocorrendo oscilando permanentemente.

4.2.2 - Controle Nao-Linear On-Off+Zona Morta

Inserimos a seguir ao relé do caso 1 uma Zona-Morta proporcional a
largura da faixa de erro ao final do regime transitério do caso precedente.

SMAL DE DEsLoc ANe. caron
TETAr CONTROLE d ' '

DESLOC. ANG,
VELOC. ANG.
ERRO rroired _ APOS TRANGH.

1=

--»bai} 5 o s
= ; . &| TETA
O

RONA 1 ©@ANHO it

DO : . INTEG
Eumﬁﬁdﬁm SNAL | MOTOR CC INTEG THAN&'{;‘&”SAO ACOPLAMENTO
CONTRO- ENGRENAGENS  *+CARGA
LADD POR
ARMADURA

4

TRANSDUTOR1 -] i
TRANSMISBAD REALIMENTACAQ
TRANGDUTORZ POR DO TORQUE DA
ENGRENAGENS. CARGA

Fig.4.10 - Agao de controle por Relé com Zona-Morta



Fig. 4.9(c) - Deslocamento real(impulsdes) x
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Caso 2: Controle por Relé com Zona-Morta (tabela 4.2)
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Fig. 4.9(e) - velocidade angular de saida dc
motor

veloc (imp /s)

0se

oy 0E oz oL

(s)odwa)
05

0L

oe

00}

Fig. 4.9(f) - velocidade angular de saida do
motor ao final do regime transitorio

veloc.(imp./s)
L}
pry i o M ~J @
3 o 5o 8 8 &8 &8 © o ©
T T T T T

1S
T

25

€S

¥S

(s)odway
15 g5 g

85

65




90

Conclusdes sobre a agao de controle On-Off + Zona- Morta.

Erro: (fig.(s) 4.11(a) e 4.11 (b)). O erro tem carater ondulatorio amortecido
durante todo o processo, sendo que o fendmeno da oscilagdo perpétua em
torno do ponto consignado tende a desaparecer .A posi¢éo final tem imprecisdo
em razao direta com a largura da Zona-Morta., ou seja, 0 servo mecanismo se
estabiliza a uma determinada posig&o com pequeno desvio com relacdo ao

ponto designado pelo gerénciador.

Deslocamento: (fig.(s) 4.11(c) e 4.11 (d)). O deslocamento até a regido da
coordenada setada se faz em aproximadamente 55.5 segundos, O sistema

para de vibrar ao final do deslocamento , ocorrendo estabilizagdo.

Velocidade: (fig.(s) 4.11(e) e 4.11 (f)). Ao analisarmos o periodo de
velocidade constante, podemos notar o decaimento da amplitude da oscilagdo
ao longo do tempo. Apds o periodo de desaceleragéo, € verificado tanto um
decaimento da amplitude do pulso, quanto o aumento de sua largura, até obter-
se estabilidade do sistema.

Plano de fase: (fig. 4.11(g)). O plano de fase da velocidade contra o
deslocamento demonstra o amortecimento da oscilagdo e a estabilizagéo

completa do servo-sistema ao final do regime transitorio.

4.2.3- Controle Nao-Linear On-Off+Histeresis.

Como proxima etapa, anexamos a Histeresis ao Relé conforme Fig.4.12,
verificando o efeito desta como agente compensador no servo-mecanismo.
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SINAL DE DEELOC. ANG, “'IEiEgEG"'EJG-
i i DEELOC. ANG.
ERRO | VERRE G | _ APOS TRANSH.
AR F—E
: 28 el | ; TETA
SOMA __ » E— ;
RELE » NE 4]
HIST%HESIS SINAL | MOTORCC INTEG. TRA PE"IFIQSSA ACOPLAMENTO
CONTRO- ENGRENAGENS  + CARGA
LADO FOR
ARMADURA

_

TRANSDUTOR1 .
TRANSMISEAD REALIMENTACAD
TRANEDUTORZ FOR DO TORQUE DA
ENGRENAGENS. CARGA

Fig.4.12 - Controle on-off+histeresis

Conclusodes sobre a agao de controle On-Off + Histeresis.

Erro: (fig.(s) 4.13(a) e 4.13(b)). O erro tem carater oscilatério durante todo o
processo, assumindo uma faixa de erro de amplitude aumentada com relagao
ao caso do on-off ideal.

Deslocamento: (fig.(s) 4.13(c) e 4.13(d)). O trajeto até a regido da
coordenada setada se faz em aproximadamente 55,5 segundos. O sistema tem
oscilagédo permanente de amplitude constante ao final do transito (fenédmeno da
oscilagéo perpétua), porém, a amplitude de onda é maior que o caso do on-off
ideal, consequentemente, ha a redugio de frequéncia da vibracéao.

Velocidade: (fig.(s) 4.13(e) e 4.13(f)).Comparando com o caso do relé ideal,
podemos constata o aumento da amplitude da vibragdo, tanto no trénsito,
quanto no término do processo.

Plano de fase: (fig. 4.13(g)). O plano de fase da velocidade contra o
deslocamento demonstra o carater oscilatério tanto durante, quanto ao final do

regime transitério do sistema pode-se observar que no término do processo.
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Caso 3: Controle por Relé com Histeresis (tabela 4.2)

Fig. 4.13(c) - Deslocamento real(impulsées) x Fig. 4.13(a) - erro (impulses) x tempo (s)
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Fig. 4.13(g)- plano de fase velocidade(impulsdes  Fig. 4.13(e) - velocidade angular de saida d
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Fig. 4.13(f) - velocidade angular de saida do
motor ao final do regime transitorio
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4.2.D - Controle Nao Linear On-Off + Histeresis +Zona Morta

Finalizando as simulagbes, adicionamos ao Relé a Zona-Morta e a
Histeresis em conjunto (Fig. 4.14), verificando a seguir os efeitos das

respectivas inser¢oes ao Sistema de Controle do Servo-Mecanismo.

SINAL DE DESLOC. ANG., V'Et%%.oﬂio.
TETAI ANTES TRANEM.
. CONTROLE

| DESLOC. ANG
WELOC. ANG. :
ERROD MOTOR . _APOS TRANSM.

GANHO — ot

ol

SOMA _
g Do ~ ” INTE®
. TRANSMISSAD
ZUNT;EDRTA SINAL | MOTOR CC INTE®. FOR ACOPLAMENTO
: : CONTRO- : + CARGA
HISTERESIS LADO FOR ENGRENAGENS

ARMADURA

—

TRANEDUTOR1 X
TRANSMISSAD REALIMENTACAD
TRANSDUTOR2 POR DO TORQUE bA
ENGRENAGENS CARGA

Fig. 4.14 - Controle On-Off+Zona Morta+Histeresis

Conclusdes sobre a acao de controle On-Off+ Histeresis+ Zona-Morta .

Erro: (fig.(s) 4.15(a) e 4.15(b)). O erro tem carater oscilatorio durante todo o
processo, assumindo uma faixa de erro constante ao final do regime transitorio
com amplitude de onda e frequencia reduzidas com relagéo aos casos do relé e

o relé associado a histeresis.

Deslocamento: (fig.(s) 4.15(c) e 4.15(d)). O sistema tem oscilagdo
permanente de amplitude constante ao final dodeslocamento (fenémeno da
oscilacao perpétua), onde podemos concluir que a presenga da zona-morta na
acao de controle gerou a redugao do carater oscilatorio.
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Caso 4: Controle por Relé + Histeresis+ Zona-Morta

Fig. 4.15(c) - Deslocamento real(impulsdes) x
tempo (s)
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Fig. 4.15(d) - Deslocamento real(impulsoes) X

tempo (s) ao final do regime transitorio
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Fig. 4.15(g)-plano de fase velocidade(impulsées) ~ Fig. 4.15(e) - velocidade angular de saida dc
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Fig. 4.15(f) - velocidade angular de saida dc
motor ao final do regime transitério
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Velocidade: (fig.(s) 4.15(e) e 4.15(f)). comparando os graficos das
figuras 4.(e) e 4.(f), concluimos que ha redugdo da amplitude da faixa de
oscilagao de sua amplitude no final do regime transitorio

Plano de fase: (fig.(s) 4.15(a)). O plano de fase da velocidade contra o
deslocamento demonstra o carater oscilatério amortecido tanto durante, quanto
ao final do regime transitério do sistema pode-se observar que no término do
processo, nao ocorre a estabilizacdo do sistema, ocorrendo oscilando
permanentemente.

4.3 - Conclusoes Finais

Conseguimos a partir das simulacées efetuadas neste capitulo comprovar
os resultados positivos das agbes controladoras N&o-Lineares sobre as
Lineares previstos anteriormente a nivel tedrico, pois foram verificados.

A partir das simulagbes efetuadas neste capitulo, foi possivel verificar o
efeito de agbes de controle lineares (P.1.D.) e N&o-Lineares, podendo-se
constatar as caracteristicas peculiares a cada uma, como o caso do controle do
Servo-Sistema por Relé, o qual acarreta o fenémeno da oscilagdo Limite,
podendo este ser alterado pela insercdo da Histeresis a qual aumenta a
amplitude e reduz a freqiiéncia da oscilagdo em torno de um determinado valor
medio, e a redugéo ou até a eliminagéo do carater oscilatério do processo com
a variagao de uma Zona-Morta quando esta implementada ao Servo-Sistema.

Ao compararmos as agdes controladoras lineares com N&o-Lineares,
podemos efetuar uma analogia entre os controladores estudados , sendo que o
on-off tem efeito equivalente ao proporcional, a zona-morta do derivativo e a
histeresis do integrativo, porém com a vantagem da simplificagdo de
implementagao através de programagdo em PAL, permitindo flexibilidade e

otimizagéo de controle.



Conclusoes e Trabalhos Futuros

O principal objetivo deste trabalho consistiu no desenvolvimento de uma
modelagem matematica do servo-sistema robético, abordando aspectos Néo-
Linearidades inerentes a este e a simulagao de controladores classicos (P, P.I.,
P.D., P.I.D.) e de controladores Nao-Lineares (On-Off Zona-Morta e
Histeresis).

A partir disso, tornou-se possivel verificarmos a eficiéncia destes
controladores e a possivel eliminacao de efeitos indesejaveis para o sistema
como a oscilagao limite e a oscilagao perpétua em torno de um valor constante,
fendbmenos estes que muitas vezes acabam sendo desprezados na abordagem
linear do problema.

A principio, desenvolveu-se toda teoria introdutoria no estudo de Nao-
Linearidades, demonstrando-se a necessidade de sua utilizagdo quando nos
referimos a analise precisa de fenémenos fisicos a nivel de servo-mecanismos.

A partir da simulagao do modelo de um robé com dois graus de liberdade,
acionado por motores de corrente continua, mostrou-se que o sistema
submetido a diferentes entradas (perfil de velocidade, fungdo degrau),
apresenta vantagens e desvantagens quando corrigidos por controladores Nao-
Linerares em relagao aos tradicionais

O presente trabalho serviu para, além de testar o controle de servo-
mecanismos, desenvolver toda uma estrutura para trabalhos experimentais
voltados para a area de roboética. Nas etapas que levaram até o controle efetivo
conseguimos varias conclusées a respeito de técnicas para estudo tedrico
experimental de sistemas de controle para robds industriais, viabilizando a
implementagao de Controle Logico, o qual possui baixo custo de implementagao

e excelente grau de precisao.
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Foi confirmado a nivel de simulacé&o 0s efeitos previstos teoricamente das
agdes de controle por On-Off, podendo se verificar que com a alteragéo dos
parametros das Nao-Linearidades acopladas a este, & possivel alterar o carater
oscilatério ao atingir-se o ponto de equilibrio.

Como perspectiva futura, prioriza-se dar continuidade nesta linha de
pesquisa iniciada neste trabalho, desenvolvendo o Tratamento, com o objetivo
da utilizagdo de Controladores N&o-Lineares em estruturas Flexiveis de
rastreamento efetuando-se as simulagdes do sistema ja modelado
matematicamente, e a seguir a montagem do experimento proposto em
laboratério do controle légico de um manipulador flexivel de uma junta.



Adendo

Modelagem Matematica de uma Estrutura de Rastreamento

Um movimento de rastreamento (“slewing Motion”) consiste da rotagao de
uma estrutura que no caso em discussao consiste de um elo em torno de um
ponto . Neste caso um motor elétrico c.c. € usado para mover um elo em torno
do eixo do motor com o objetivo de orientar o componente deste elo numa
nova diregdo .(fig.1). A figura ilustra as coordenadas usada na defini¢ao das
equagbdes do movimento de uma estrutura flexivel sujeita a movimento de
rastreamento de um angulo 6(t). A deflexdo do elo & definida relativas aos
movimentos relativos 0 . O torque causando o movimento atua na elo (fig .1) .O
elo de comprimento | deforma-se e roda no plano xy. S6 pequenos

deslocamentos relativos a x € considerado .

AY

estrutura
flexivel

Al %

Q{u%daf

fig.1 - Sistema de coordenadas para a estrutura de um atuador flexivel
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Existe um dominio bem amplo de aplicagbes para estruturas de
rastreamentos de robds industriais a grandes antenas espaciais flexiveis .

Neste estudo, consideramos a estrutura Linear, sendo que para posterior
controle- do sistema de acionamento em trabalhos futuros, serdo aplicados

controladores N&o-Lineares, sendo que o sistema pode ser representado pela
figura 2.

L 4

— N.L. L(p)

Fig.2 - Sistema Linear corrigido por Controlador Nao-Linear

O motor c.c. usado nesse modelo tem a representagédo usual e o elo é
representado por um modelo de elemento finito. Os dois sistemas de
coordenadas como mostrado na figura € usado no modelo. A coordenada global
0 representa a posi¢cao rotacional do motor e as coordenadas xy seguem o
movimento de corpo rigido do movimento do elo que € sempre alinhado com a
coordenada global 6 . Desde que o motor sera acelerado ou desacelerado com
qualquer voltagem de entrada, as coordenadas locais tornam-se um sistema de
coordenadas inerciais € nao rodam com uma velocidade fixa. O acoplamento
entre os dois subsistemas e definido pela interagdo do torque e a aceleragéo
angular do sistema . Com este sistema de coordenadas o movimento de corpo
rigido do elo flexivel € extraido e eliminadas as dificuldades que teriamos por
elementos finitos. O elo é engastado na arvore do motor e ele fornece
condigbes de contorno nas coordenadas locais, entretanto, do ponto de vista
das coordenadas globais, o elo flexivel nao tem comportamento de
engasgamento, pois a arvore do motor & livre para rodar. A interagdo entre o
motor e o elo torna-se extremamente importante porque ela determina a

condigao efetiva do elo, isto €, o comportamento dinamico do sistema acoplado
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1 - Modelagem das Entradas

O comportamento temporal de um sistema robédtico é descrito pelas
equagoes dindmicas que sao constituidas por expressdes matematicas. Elas
expressam a forma de como a energia externa aplicada ao servo-mecanismo é
trocada entre seus armazenadores. As respostas do sistema a forgas nele
aplicadas descrevem seu comportamento dindmico, que obviamente esta em
fungéo de sua estrutura, a qual é definida pelas constantes de massa, inércia,
rigidez, comprimento e muitos outros parametros. '

Um atuador usado em estruturas pode ser rotacional ou linear e pode
incluir transmissoes, caixas de engrenagem e articulagoes.

Os mecanismos de transmissdo podem ser modelados no sistema
dindmico adicionando-se variaveis de estado apropriadas para o atuador.
Sendo assim, para simplificar o trabalho, a dindmica de transmissdo n&o é
incluida nela e o acionamento é tratado como um corpo rigido com inércia.

Assume-se que a saida do atuador € sua aceleragéo angular e este tem
duas entradas de forma explicita e implicita respectivamente.

A entrada explicita representa o sinal que aciona o atuador, por exemplo,
a voltagem de entrada para o motor de corrente continua. As vezes a entrada
implicita representa a reagéo devido a carga da estrutura, que age na haste
atuadora na forma de torque.

Em uma posigao exclusiva do atuador, ambas as entradas devem ser
consideradas como entrada externas, sendo assim, como nés acoplamos o
atuador e a estrutura de carregamento, a reagéo interna para o sistema pode
ser incluida na variavel de estado.

Para o n-ésimo atuador linear, ambas as entradas s&o consideradas em
um modelo expressas como

X, =AX +BU,

onde

X, :vetor de estado n x 1

Ua :[ua ML]" com entrada implicita M. e entrada explicita us, .
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A, : matriz estado

Ba : matriz de influéncia da entrada

As equagbes de estado também podem ser expressas como

X,=AX, +BU,

As equacoes também podem ser expressas como

a

x:Zauxj+b”u +b,M, i=1l.n
j=1

onde a; e by s&o os ij-ésimos elementos de A, e B,, u, € uma entrada explicita
como uma tensaoc aplicada as armaduras de um motor C.C. e M é o torque
gerado pela vibragdo da estrutura e pode ser obtida do modelo matematico
estrutural para uma estrutura simples, podendo este ter grande complexidade.
O método dos elementos finitos oferece uma ferramenta adequada para a
solugao deste tipo de problema. O MEF é baseado no modelo de discretizagéo,

como sera exposto a seguir
2 - Modelagem Matematica de uma Estrutura de Rastreamento

As vantagens do uso do MEF para a estrutura é que uma vez os pontos
nodais e a geometria terem sido especificadas, as matrizes massa e rigidez
podem ser obtidas. Com esta capacidade, o MEF é o mais aceitavel método
para estruturas complexas. Muitos atuadores podem ser representados
convenientemente por equagdes de estado, em particular, equacbes de estado
invariantes com o tempo. N&o Linearidades podem ser manipuladas quer por
linearizacao da equagdo ou usando as equagbes de estado ndo lineares
diretamente. Este estudo € restrito a analise linear e envolve o dominio de
frequéncia e o dominio do tempo concernentes .

Para uma estrutura simples, como um elo, o modelo matematico pode ser
facilmente expresso como uma equagao diferencial. Quando uma a estrutura for
mais complexa, por exemplo, quando composta de diferentes materiais, tem

forma complexa ou condigbes de limite descontinuo, se torna dificil a obtencao
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de um modelo matematico puro através da resolugdo por método analitico. O
metodo dos elementos finitos oferece uma boa ferramenta para resolver o

1Y ESTRUTURA FLEXIVEL

SHEAN

T

“.“ 3‘

*

fig. 3 -

problema. Baseado na discretizagdo do modelo e na propriedade da
continuidade de pedagos discretos, o MEF pode ser aplicado ndo somente a
analise de estruturas, mas também a transferidores de calor ou mecanica dos
fluidos. Devido a sua flexibilidade, a estrutura da carga em estudo é modelada
pelo MEF.

Denominando M, C e K como matrizes (mXm) inércia, amortecimento, e rigidez
da estrutura acionada e F a fungdo forgante aplicada aos nds, o graus de
liberdade m governando a equagao para a estrutura sao

MY+CY+KY = F (2.1)

onde Y é o vetor deslocamento m X 1.

A funcao forgante pode ser decomposta em duas partes, carga inercial F;
e carga externa F.. Devido a aceleragdo angular do atuador e a inércia da
estrutura, , é distribuida uma forga ao longo da estrutura. Esta carga é
proporcional a aceleragao angular do atuador , e pode ser expressa na forma
de

kY

F=-6F

onde a carga inercial depende da configuragcao da estrutura. O sinal de menos
: :

indica, que esta forca esta em diregdo oposta a da aceleragdo angular. Todas as

outras cargas sao consideradas como cargas externas, que precisam ser

consideradas separadamente . F; contém as for¢cas nodais equivalentes e
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torques necessarios para manter o deslocamento e a declividade idéntica nos
pontos nodais indicam para uma situagéo estatica. Se nenhuma carga externa é
aplicada a estrutura, a carga inercial resultante pelo movimento das
coordenadas do atuador & composto somente por fungdes forgantes que
iniciam as vibragOes da estrutura.

Condigdes limite sdo consideradas antes que se inicie a computagdo. Os
deslocamentos nodais correspondentes as condi¢cdes limite fixadas s&o
removidas pelo modelo assim, somente os deslocamentos desconhecidos s3o
obstaculos nas equagdes, que sabemos fungdes forcantes. Depois do campo
de deslocamentos € obtido, as forgas de reacdo fixadas sobre os nds sdo
calculadas por comparagao .

Assumindo que a estrutura da carga é presa com bracadeira, na haste do
atuador, os DOFs do ponto nodal preso a haste deve ser removido. Admitindo o
no i ser o nd sobre a haste do atuador, todos DOFs dos nés i sdo reduzidos,

assim o sistema de equagbes pode ser rearranjado e particionado como

5]
M, M., I 02

!f ,
M., My, c.
desta forma o vetor Y, (m; x 1) contém todos os néds i, que sdo reduzidos a
zero, e o vetor Ys (msx 1) € o campo de deslocamento desconhecido . O vetor
Fs € a funcao forgante conhecida e F, representa as forcas de reacdo na
interface do atuador. Para encontrar o deslocamento desconhecido,

necessitamos somente resolver a equacéo abaixo para Ys

A/[\-l Yr+iMﬁYs'FCHYﬁ‘C‘sz'K“ Yr+K.s2YJ:Fs

o {2.3)

M.s'2 }}"+ C.v?_ Y-*"'Ksz Y.r = Fs

desde que Y, e suas derivadas temporais sdo zero por causa das restricées.
Uma vez Ys Y, Ys, sendo obtidas, as forgas de reacdo podem ser calculadas
por
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F.=M,r+C,+K,Y, (2.4)

O vetor Fr contém as forgas de reagdo no atuador incluindo o torque de

reagao R que interagem com o atuador . Esta porgdo pode ser expressa como

R=M7Y+CY+KK, (.2.5)

onde M;,C; e K; séo submatrizes de My, Cr2, e K matrizes indicadas em (2.2)
A solucdo para Y, Ys, Ys resulta-se por (2.3)

3 - Equacoes de Estado do Motor elétrico de corrente continua c.c.

Apresentamos nesta secc¢ao as equagdes de estado do motor elétrico de
corrente de corrente continua c.c. tratado no capitulo 4.

Combinando as equagdes(3.1) e (3.2) do capitulo 3, um motor c.c. pode
ser descrito na forma de equacao de estado como

X, (1) = 4,X,(t)+ B,U,(t) (3.1)

a a

onde X, ()= [ia(t) o) OO e Ust)=[vs T. ],

K
_R £
L, L,
P
‘jm “m
0 | 0
(3.2)
o _
— 0
[’d
1
B(J'= 0 ST
Jﬂi
0 0
' (3.3)
onde

Kn = constante de torque

L. = indutancia

va(t) = voltagem de entrada do terminal

Ra = resisténcia elétrica da armadura

ep (t)= forga contra-eletromotriz,

K, = constante de forga contra-eletromotriz



107

® = velocidade angular do motor
Jm = momento de inércia do rotor
T.(t) = torque de carga

Bn = coeficiente de fricgao viscosa .

4 Acoplamento do Atuador a Estrutura do Sistema Dinamico-Caso Geral

¥

Considerando uma viga flexivel acionada por um motor c.c através de um

conjunto de engrenagens com razao de velocidade r como mostrada na figura 4

Fig.4 - Diagrama Esquematico do Sistema Motor-Viga

Dois sistemas de coordenadas sdo usados no modelo. O primeiro € o
sistema de coordenadas para o motor c.c., que € um sistema de coordenadas
angulares. O segundo sdo as coordenadas nodais da viga que sao definidas
com respeito ao movimento do corpo rigido desta e sdo alinhados com as
coordenadas angulares do motor. O sistema de coordenadas descreve o
movimento do motor € da viga como mostrado na figura 1

Definindo o sistema de coordenadas como descrito na figura 1, o
movimento do corpo rigido da viga é obtido. As condi¢des de contorno da viga
neste sistema de coordenada local pode ser legitimamente especificado como
engastado na haste do motor. Deve ser notado que a condigdo de contorno
“engastado-livre” é visto a partir das coordenadas locais, isto €, se uma camara
é montada rigidamente na haste do motor e aponta para a extremidade da
viga, o movimento engastado-livre deve ser observado.

De acordo com a secgao precedente, um motor c.c. € um dispositivo
eletro-mecanico que pode ser expresso por um conjunto de equagbes de
estado linearizadas, incluindo seus componentes elétricos e mecanicos como

ti3 }Is 437
——=—
J4 Je I8
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di

Ly =V iR, - K. 41

a df i g ( )

D Kj-Bo-T0) (42
J,— = - B,w - :

m d! m m

onde T(t) € o torque de reag&o ou carregamento devido a vibragdo da viga.
A representacdo por método dos elementos finitos para a viga com n

elementos & descrita na figura 5 e as equagdes governantes s3o
MY +KY =F (4.3)

onde M e K sao matrizes de inércia e rigidez (2n+2)x(2n+2),e F o vetor de
excitacdo (2n+2)x1 A fungéo forgante pode ser dividida em duas partes. A
primeira parte € devido a aceleragdo angular do motor e a inércia da viga, e
pode ser chamada Fung@o Forgante Implicita. Outras forgas e torques
externamente aplicados nédo relacionados a agdo do motor sdo funcdes
forgantes explicitas, porém ndo sdo consideradas especificamente nesta
discussao.

As condigbes de contorno da viga nas coordenadas locais da viga sdo
y(t,0)=yx (1,0) =0

ou, na representacao por MEF,

y1 (H)=y2(t) = 0

Devido as condi¢des de contorno, podemos reduzir o tamanho do modelo
particionando as matrizes M e K como

Mrl MrZ JK.r] KI'Z
M= K = - ( 45)
M 'Ms.? K\'l Ko

sl 52

onde M e Ky s&o matrizes 2 x 2, enquanto Mg, e Ko, sdo matrizes 2n x 2n.

¥ também é particionado como r=[1" ¥ ]T onde

Ry

}1:[}"1 }"z]r ¢ };:[.Vn Yoo e y2~+2];x1
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Visto que Y, é definido pelas condigdes de contorno (4.4), somente Ys é
desconhecido e as equagdes dinamicas para a viga se reduz a

M:z}": * K.szYs = F;- (4.6)

onde F5 € o sub-vetor correspondente de F.
A forga de reagdo Ry e o torque de reagdo R; no nodo 1 sdo obtidos
calculando

!

R s
{ }; } = ﬁ'{ra}{i + Krz}; (47)

Desde que exatamente o0 movimento de flexdo é considerado, somente o

torque deve reagir com o motor e
R=MY+KY, (4.8)

onde M; e K, sdo submatrizes de My, e Ky, correspondendo a y,. O torque
efetivo transmitido ao motor pelas engrenagens é

T()=r.Rft) (4.9)

T31 TSS T'dgn_1 T52n+1
A N

ES S 1 T ) T

L

fig.5 - Sistema de coordenadas para modelo de elementos finitos da viga
Substituindo (4.9) em (4.2) obtemos

Jm@_: ij" B”,(()"!'(Mr?s +Krrs) (410)
dt
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Também, rearranjando (4.6) resulta em
Y, = MZF, - M3K,Y,

Assume-se que somente a Fungio Forgante Implicita devido a aceleragao
angular existe no sistema, e que desta maneira as funcdes forcantes séo

proporcionais a aceleragéo angular do motor .
; R . ~ dw ~
Assim a forga implicita }'Sz—ri-f:ﬁ— onde | depende somente das

dimensdes da barra e das propriedades do material. Isto pode ser obtido
diretamente pela descrigdo da viga com algum conhecimento do motor c.c..
Combinando (4.10) e (4.11) temos

do K., By  _ L(_ M MK, + K,)}’.,
dt ok ik I, o -'
(4.12)

onde

_ 2 g
Jo=J, ~r"M.M_F,

Definindo as variaveis de estado para a viga como Xi=Yse X, = X, =V, e

sustituindo estas definicbes de (4.12) em (4.11), a equagéo derivada (4.11)
torna-se

. - rK ~ rB ? -
Xy = =M M m g [— Mg Kgy +— MG (- M, MK + K, )JX,
) 2 b — 2t 2 Ksy + =Mk, 2K

o e c

(4.13)

Combinando (4.1), (4.12) e (4.13) juntamente com X, =X, podemos

representar o sistema na forma de equacéo de Estado
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X = AX + BU

(414)
onde
X :[w i XTI XxI ]
U=,
T B, K, r A ]

—r = _}:(-M,Msz K,+K,) 0
A= g 0 0 !

15 'er =173 er =1 rl -1 =1

A’{v! ifu ] Mx? ‘!Lr.s _JH_ _‘MJZ K32 £ T MSZ !‘r.\'(_ M}-Mﬂ Ks?. + Kr) 0

(4.16)

As equagbes acima representam as caracteristicas dindmicas de uma
interacao do sistema motor-viga flexivel. Em sistemas contendo diferentes tipos
de atuadores ou extruturas mais complexas, uma aproximagao similar pode ser
aplicada ao modelo. Os parametros do motor e da viga sao espalhados ao
longo da matriz A, estes termos representam as interagdes entre o0 motor e a
viga.

5 : Descricao Matematica da Fun¢ao Forgante

A funcdo forgante pode ser particionada em dois termos, a inércia da
carga F; e a carga externa F. . Estas forgcas podem ser distribuidas ou
concentradas. De qualquer forma, elas devem ser convertidas para as forgas
nodais em ordem para se usadas no modelo MEF. As forgas nodais na forma

equivalente fazem os deslocamentos linear e angular no fim dos elementos
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corresponderem ao valor que necessariamente resulta com as forgas
originalmente aplicadas. Por exemplo, na figura 6, uma forca pontual é
aplicada no centro de um elemento da barra . Usando as equagbes de
equilibrio das forgas e momentos e constrangendo os deslocamentos nodais
para iguais os valores devido as for¢ca central, produz as forcas e momentos
equivalentes mostrados na parte de baixo da figura . T
Outros exemplos sdo mostrados na figura 7, onde uma distribuicdo
uniforme de cargas & considerada e na figura 8 onde uma carga aumentando
€& mostrada. A carga inercial atuando em uma barra simples resultante de
uma aceleragao angular €& mostrada na figura 9. A carga por unidade de
comprimento & calculada como
w(x) = pA X 6, (5.1)

onde 0, € a aceleragao angular do elo .

P
1 s e ’
G e - S e
8 =
P2 P2
[
{ |
[237% IR——
e

fig .6 - forgcas e torque nodais equivalentes devido a forga concentrada P
aplicada no centro do elo

i e /- ] .\\
5 ‘, Wo L Wel 5
W/ 0 L ’2 2 W L
|

12 /N N 12

fig.7 - forgas e torques nodais equivalentes devido a distribuigdo uniforme de
carregamento w,
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|
1
-—

N N

o Dwel ZWol :
Af [_Z 120 20 J’ W, L
e bR
G e 7, 20

fig.8 - forgas e torques nodais equivalentes devido a uma distribuicdo de
carregamento w ; em rampa

W(X)=X A o

—

fig9 - Carga inercial na barra devido a aceleragdo angular do motor
Para o j- ésimo elemento , jL/n>x>(j-1) L/ n e noés podemos determinar

W, :PAth_I“b

e

w, = pdLhb, - pa =1 1,
n n
= pA L 6,

n

como mostrado na fig.10
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T f_—jf}“
‘”J J l y J,%

T L
:

|

: = 5
= K

fig. 10 Inércia do carregamento em um segmento do elo

Pela figura 7, as forgas e torques equivalentes devido a w, sdo

wh  j—1 -
(5.2)
wht -1
L =—], = ——— = Ah 9
b £ 126t 12}!3p b
(5.3)

Também, pela figura 8, as forcas e torques nodais equivalentes devido a w;
sao

1__i _ 3 24
F =30 =g ARG
(5.4.a)

4 ) 5

;]+l ﬂ“’f-‘:—zo 3 pAh Bb
(5.4.b)

TN B
F T 30w 30w PO
(5.4.¢)

2
1 - wjh - 1 pAh39“,
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As forgas e torques nodais globais devido a inércia do elemento j podem

ser assim calculados pela soma das forcas e torques componentes acima como

sendo :
. o (3,11
1,[ =Il,l+}‘0:_u ( +——] Ahz
J / 4 h\ZUﬂz 2n? -
{(53a)

T,=T/+T’ = —[’:"J_},( L d= I'J,oAh1

30n  12n°
(55.h)
: _ i 7 fim
2 ARl ol e oo BT 2
Fper® Efun ¥ Epey™ 9b[20n2 T o2 JpAh
(55.¢)

i 1 e
Tioq = ?'J'!] + ?‘f,, = 9‘,.( + / l)pAh;

& 20n° 1243
(55.d)
A fungéo forgante devido a inércia pode ser obtida inserindo-se as forgas e
torques nodais devido a cada elemento em conjunto, de acordo com as regras

do equacionamento diferencial dos nodos, isto é :

0 -0, 20} pAR
’ _930”3 pAn’
0 012 o _9"[203;?3 e
Q”ﬁmh} “9”(121;? ' 301:-")”’%
F = (5.6)
HER PR R

(1 n=1\ .. -f n l .
9 L——+ J A -8 ( 3 1h
20m® 1247 # ) 3 )P
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Nota-se que F; & proporcional a @, , e se nés extraimos 6, de F,
deixamos assim 7, ser um vetor dependente em A, h , a densidade do elo e a

localizagao do ponto nodal j .

[ 3 ;
0 -i-2 = pAh
|
0 +—— pAl’
30n°
7 3 1 )
— pAh? +( +-—) Ah*
7011p 200 2n? P
——I— Al +( l + ) Ah?
. 20n‘ 127" 300
F = 9_’ = , " 5 . D (5.7
i (ot
Akt + - Ah
(20r‘1 22 )P 20 22 )”
| - 2} 5 [n—l ] ] §
o 14}1 + + A:‘?
(20:3 1277 127 300/
F 7 n— ) [ 3 n 2
+ A+ +——|pAdh
L20n2 2n’ P 20n°  2n? a
I n-— l) 3 [ n 1 ] 3
- Al + + A/
| (20}1 1253 £ 122°  300° # )

Uma vez que a estrutura do elo é determinado, / torna-se fixo para efeitos de
calculo . O vetor / pode ser também caracterizado como uma propriedade do

sistema similar a rigidez K ou a matriz inércia M .
Todas as outras cargas sao consideradas como carregamentos externos.

Neste estudo de sistema motor-elo , forgas e torques externos nio sao

aplicados, assim F. =0 .
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CONCLUSAO FINAL

Apds estudarmos todo tratamento de modelagem matematica para a
estrutura de rastreamento generalizada, obtendo as equagées na forma de estado
que descrevem o sistema, verificamos que o caso estudado é o caso geral para
projeto de estruturas de robds, pois leva em conta todos os parametros e efeitos
envolvidos no processo.

Como proxima etapa, serao efetuadas simulagdes do sistema, alterando-se
as razOes de transmissdo entre o acionamento e o elo, analisando-se 0s modos
de vibrar da estrutura, e a partir disto, inserir acdo controladora légica digital,
utilizando-se da contribuigao tedrica adquirida com o presente trabalho.
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Apéndice A

Generalidades sobre Controladores Lineares .

Qualquer sistema de controle deve ser estavel tanto. Além da estabilidade
absoluta, um sistema de controle deve possuir uma estabilidade relativa
razoavel; isto € , a velocidade de resposta deve ser razoavelmente rapida e
esta resposta deve ter um amortecimento razoavel.

Um sistema de controle também deve ser capaz de reduzir erros a zero ou
a algum valor pequeno toleravel. A figura A.1 representa um diagrama de
blocos de um sistema de controle. O controlador produz sinais de controle
baseado nas variaveis de entrada de referéncia e nas variaveis de saida. Nas
situagbes praticas sempre havera alguns distlrbios agindo na planta. Estes
podem ser de origem externa ou interna e aleatérios ou previsiveis.

O controlador deve levar em consideragdo quaisquer distirbios que
possam afetar as variaveis de saida.

Para determinar o sinal de controle 6timo é necessario definir o indice de
desempenho. Este indice € uma medida quantitativa do desempenho, medindo
o desvio em relagdo ao desempenho ideal. A especificacdo do sinal de controle
durante o intervalo de tempo de operagdo é denominado a lei do controle.
Matematicamente, o problema do controle basico é determinar a lei de controle
otimo

Para sistemas relativamente simples,a lei de controle pode ser obtida
analiticamente. Para sistemas complexos pode ser necessario gerar uma lei de

controle 6timo com um computador digital on-line..
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fig.A.1 - Diagrama de blocos de um sistema de controle

Desenvolvimento de um Projeto de Controle.

Efetua-se o conhecimento da especifica¢des ou indice de desempenho, a
dinamica da planta dos componentes; este Ultimo envolve parametros do
projeto. S&o aplicadas posteriormente técnicas de sintese, em conjunto com
outras técnicas a fim de elaborar um modelo matematico do sistema. Uma vez
formulado o problema do projeto em termos deste modelo, é desenvolvido um
projeto matematico que fornece a solucdo da versdo matematica do problema
do projeto. (Neste estagio é importante a simulacdo do modelo matematico em
um computador.

E importante notar que a teoria de controle 6timo & muito util neste estagio
de projeto porque fornece o limite superior do desempenho do sistema para um
dado indice de desempenho.)

Apos haver sido completado o projeto matematico, é efetuada a simulagao
do modelo em um computador, a fim de testar o comportamento do sistema
resultante em resposta a varios sinais e disturbios.

Estes procedimentos séo efetuados pdr repetidas vezes até que obtemos
um refinamento satisfatério do sistema , obtendo-se assim o protétipo que
representa o modelo matematico com precisdo matematica.
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Regras de Algebra e Construcao de Diagramas de Blocos

Para desenhar o diagrama de blocos de um sistema, escreve-se primeiro
as equacgbes que descrevem o comportamento dindmico de cada componente,
tomando as transformadas de Laplace das equages, admitindo condicoes
iniciais nulas, e representamos cada equacdo transformada de Laplace
individualmente na forma de bloco. Finalmente, monta-se os elementds em um
diagrama de blocos completo .

Este diagrama de blocos obtido pode ser reduzido, observando-se que é
importante notar que blocos podem ser conectados em série somente se a
saida de um bloco ndo € afetada pelo bloco seguinte. Se houver qualquer
efeito de carregamento entre os componentes, & necessario combinar estes
componentes na forma de um bloco simples. Em outras palavras, um Unico
bloco representara as duas partes .

Qualquer numero de blocos em cascata representando componentes sem
efeito de carga podem ser substituidos por um Unico bloco cuja fungdo de
transferéncia € simplesmente o produto das fungbes de transferéncia dos
blocos individuais.

Um diagrama de blocos complicado envolvendo muitos lacos de re
alimentac@o pode ser simplificado por um rearranjo passo a passo, usando
regras da algebra de diagrama de blocos .Algumas destas importantes regras
sao fornecidas na tabela A.1 . Elas sdo obtidas escrevendo-se a, mesma
equagao de uma maneira diferente.

A simplificagdo do diagrama de blocos por rearranjos e substituicdes reduz
consideravelmente o trabalho necessario na analise matematica subsequente.

Deve ser notado, entretanto, que conforme o diagrama de blocos é
simplificado, os novos blocos tornam-se mais complexos devido a geracdo de
novos polos e zeros .

Na simplificagédo de um diagrama de blocos, deve-se lembrar que :

1. O produto das fungdes de transferéncia no sentido direto deve permanecer o
mesmo.
2. O produto das fungbes de transferéncia em um lago deve permanecer o

mesmo.



124

Uma regra geral para simplificar um diagrama de blocos é mover os
pontos de jungao e pontos de soma, permutar pontos de soma e, entdo, reduzir

lagos de realimentagéo internos .

tabela A1 - Regras de Algebra de Diagrama de Blocos

DRngramuns on bloces sriginas | Drageamae de blores squrvabenies

a s, AL, Gy

A a6, 4G | = AG] a a A a
e ~@—{al—* |-
i . 4 Gor 6y A6 Ay 2 Wi . Fof] Ji
ac
| :
. pg .
| e | 5 R IO =

ciny

Modelos Matematicos de Sistemas Fisicos

A descricdo matematica das caracteristicas dinamicas de um sistema é
denominado modelo matematico. O primeiro passo na andlise de um sistema
dindmico é obter seu modelo. Uma vez obtido o modelo matematico de um

sistema, varias ferramentas analiticas ou por computador podem ser utilizadas

para fins de analise e sintese.
Sistemas dindmicos que sdo lineares e compostos de componentes com

parametros concentrados e invariaveis no tempo podem ser descritos por
equacOes diferenciais invariaveis no tempo . Estes sinais sdo denominados
sistemas lineares invariaveis no tempo (a coeficiente - constante linear). Os
sistemas que sé&o representados pér equagbes diferenciais cujos coeficientes

sao fungdes de tempo s&o denominados sistemas variaveis no tempo.
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A funcdo de transferéncia de um sistema linear invariante no tempo é
definida como sendo a relagdo da transformada de Laplace da saida (funcao
resposta ) para a transformada de Laplace da entrada (fungdo excitagao),
considerando-se nula todas as condicées iniciais

Y
fungao de transferéncia G(s) =
X(s)

A fungdo de transferéncia é uma expresséo relacionando a saida a
entrada de um sistema linear invariavel no tempo em termos dos parametros do
sistema e € uma propriedade do proprio sistema, independente da entrada ou
funcao de excitagéo. A fungédo de transferéncia inclui as unidades necessarias
para relacionar a entrada com a saida; entretanto, néo fornece qualquer
informagao relativa a estrutura fisica do sistema (As fungbes de transferéncia
de muitos sistemas fisicos diferentes podem ser idénticas.)

Acdes de Controle Basicas e Controladores Automaticos Industriais

Um controlador automatico compara o valor real da saida do processo
com o valor desejado, determina o desvio, e produz um sinal de controle que
reduz o desvio a um valor nulo ou muito pequeno. A maneira pela qual o
controlador automatico produz o sinal de controle é denominada acdo de
controle .

O controlador deve detectar o sinal de erro atuante, que é normalmente de
baixo nivel de poténcia, e amplifica-lo a um nivel suficientemente alto.
Portanto,& necessario um amplificador. A saida do controlador automatico é

ligada a um dispositivo de poténcia, tal como um motor .
Acéo de Controle de Duas Posicdes ou Liga-Desliga (ON-OFF).

Neste caso, o elemento atuante possui apenas duas posigdes fixas que
sao , em muitos casos, simplesmente ligado e desligado.
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Considerando o sinal de saida do controlador(t) e o sinal erro atuante e(t).
Em controle de duas posigdes, o sinal m(t) permanece ou em valor maximo ou
em valor minimo, dependendo de o sinal erro atuante ser positivo ou negativo,
de maneira que
m(t) = My parae(t) >0

=M; parae(t) <0

onde M1 e M, sdo constantes. O valor minimo M, usualmente ou é zero ou -
M;.

Acao de Controle Proporcional.

Para um controlador com agdo de controle proporcional, a relagdo entre

a saida do controlador m (t) e o sinal erro atuante e(t) &
m(t)=K, e(t)

ou, em transformada de Laplace,

onde K, &€ denominado sensibilidade proporcional ou ganho .

Independentemente do mecanismo real, ou da forma da poténcia de
operagao, o controlador proporcional é essencialmente um amplificador com um
ganho ajustavel.

Acao de Controle Derivativa

A acao de controle derivativa, quando adicionada a um controlador
proporcional, possibilita um meio de obter um controlador com alta
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sensibilidade. Uma vantagem em usar acdo de controle derivativa é que ela
responde a taxa de variagdo do erro atuante e pode produzir uma corregao
significativa antes de o valor do erro atuante tornara-se demasiadamente
grande. O controle derivativo, portanto, antecipa o erro atuante e inicia uma
acao corretiva mais cedo , tendendo a aumentar a estabilidade do sistema

Embora o controle derivativo nZo afete diretamente o erro em regime
estacionario, ele introduz amortecimento no sistema e portanto permite o uso de
um valor maior de ganho K, o que resulta em uma melhoria na precisdo em
regime estacionario.

Devido ao fato de o controle derivativo operar sobre a taxa de variagao do
erro atuante e néo sobre o préprio erro atuante ,este modo nunca é usado
sozinho . E sempre utilizado em combinagéo com a agédo proporcional ou agio
proporcional-mais-integral

Acdo de Controle Integral

Em um controlador com a agéo de controle integral , o valor da saida do
controlador m(t) & variado em uma taxa proporcional ao sinal erro atuante e(t).

Isto & ,

dm(t)

dt

= Ke(t)
o

t
m(t) = K, [e(t)dt
0

onde K; € uma constante ajustavel. A fungdo de transferéncia do controlador
integral
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Se o valor de e(t) € dobrado , entdo o valor de m(t) varia duas vezes mais
rapido. Para erro atuante nulo, o valor de m(t) permanece estacionario. A acao
de controle integral é muitas vezes denominada controle de restabelecimento
(reset).

No controle proporcional de um processo cuja fungdo de transferéncia
nao possui um integrador 1/s, ha um erro em regime estacionario, ou desajuste,
na resposta a entrada do degrau. Este desajuste pode ser eliminado se for
incluida no controlador uma agéo de controle integral.

No controle integral de um processo, o sinal de controle, o sinal de saida
do controlador, em qualquer instante, € igual a area sob a curva do sinal do erro
atuante ateé aquele instante .

O sinal de controle m(t) pode possuir um valor ndo nulo quando o sinal de
erro e(t) € nulo. Isto & impossivel no caso do controlador proporcional desde
que um sinal de controle ndo nulo necessita de um sinal de erro atuante ndo
nulo. (Um sinal de erro atuante ndo nulo em regime estacionario significa que
ha um desajuste.).

Note que a ag&o de controle integral, embora remova o desajuste ou erro
em regime estacionario, pode resultar em uma resposta oscilatéria com
amplitude ligeiramente decrescente ou mesmo com amplitude crescente, ambas

usualmente indesejaveis.
Acao de Controle Proporcional Mais Integral

A agao de controle de um controlador proporcional-mais-integral é definida

pela seguinte equagao :
_ 1 Kp { : {
m(t) = Kﬂe(f)JrTj'Ue(f)ct

ou a fungao de transferéncia do controlador é
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onde K, representa a sensibilidade proporcional ou ganho e T, representa o
tempo integral. Tanto K, como o em tempo integral t; sdo ajustaveis. O tempo
integral ajusta a ac&o de controle integral, enquanto uma mudanga no valor de
K afeta tanto a parte proporcional como a parte integral da acao de controle. O
inverso do tempo integral T ; € denominado taxa de restabelecimento (reset). A
taxa de restabelecimento € o numero de vezes pdér minuto que a parte
proporcional da agdo de controle é duplicada. A taxa de restabelecimento é
medida em termos de repetigdes por minuto.

Acao de Controle Proporcional Mais Derivativa

Sendo definida pela equagéo :

m(t) = er(»f) +K,1; dj:)

e a fungao transferéncia

L= Kp(l +15)

onde K, representa a sensibilidade proporcional e Tq representa o tempo
derivativo. Tanto a sensibilidade proporcional como o tempo derivativo sdo
ajustaveis. A agao de controle derivativa, algumas vezes denomina controle de
taxa, € onde a magnitude de saida do controlador é proporcional a taxa de
variagéo do sinal do erro atuante. O tempo derivativo Tq4 € 0 intervalo de tempo
pelo qual a agao da taxa avanga o efeito da agdo de controle proporcional. A
agao de controle derivativa tem um carater antecipatorio. De fato, entretanto , a
acao de controle derivativa nunca pode antecipar uma agéo de controle que
ainda nao ocorreu .

Enquanto a agéo de controle derivativa possui a vantagem de ser
antecipatoria, tem as desvantagens de amplificar os sinais de ruido e causar

um efeito de saturagdo no atuador . E importante notar que a agao de controle
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derivativa nunca pode ser usada sozinha porque esta agdo somente é efetiva

durante os intervalos de tempo correspondentes a transitorios .

Acao de Controle Proporcional mais Derivativo mais Integral

A combinagdo da agdo de controle proporcional, agdo de controle
derivativa e agdo de controle integral é denominada agdo de controle
proporcional- mais- derivativa-mais- integral. Esta acdo combinada possui as
vantagens de cada uma das trés agdes de controle individuais. A equagdo de
um controlador com esta agdo combinada € dada por
. de(t) K, ,

m{t) = K e(t) + K, 1, —e(-l+.—f7'[oe(!)d!
' ' dt 1

ou a fungao de transferéncia e

M(s) 1

=K,(+7)+
I:(s) A1+ 1) 7(s)

onde K , representa a sensibilidade proporcional, T4 representa o tempo

derivativo e T; representa o tempo integral.
Obtencao de Ac¢ao de Controle Derivativa e Integral
O principio basico para gerar ema agao de controle desejada € inserir o

inverso da fungao de transferéncia desejada no ramo de realimentagéo .

A fungao de transferéncia em malha-fechada desta agao de controle é:

( (\) B (}(s)

R(s) 1+G(s)H(s)

Se |G(s).H(s)|>> 1, entdo C(s) /R(s) pode modificar para
('.T(.\‘) B ]

R(s)  H(s)

Portanto, se for desejada uma agao de controle proporcional-mais-derivativa-,
inserimos um elemento possuindo a fungéo de transferéncia 1/(Ts + 1) no ramo
de realimentagao



apéndice B

Descrigao Matematica de Manipuladores Mecanicos.
Modelagem Matematica de um Manipulador de N elos

Neste apéndice, enfocamos o método de Euler-Lagrange para o estudo
da dinamica do sistema, sendo que o este estudo possibilita a dedugaode um
conjunto de equagbes nao-lineares de segunda ordem acopladas que,
desprezando-se o efeito do controlador e do atuador, representam o sistema
matricialmente. Além do mais, este enfoque possibilita encontrar matrizes que
representam os termos envolvidos no movimento como termos inerciais,
centripetos e de Coriolis causados pela velocidade das juntas e os termos
devido a ag@o gravitacional.

A figura 1 mostra um esquema simplificado de um robd maniplulador

com um ponto genéricoinoeloi

fig. 1- Esquema simplificado de um robé manipulador genérico
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Seja ' um ponto em repouso na junta i e a expressao nas coordenadas
homogéneas do i-ésimo elo, isto é :

=(xsz)T (1)

e
— =

Seja % a representacao do ponto " em relagdo ao sistema de

coordenadas da base . Seja "' A a matriz de transformagdo de coordenadas
qgue relaciona o sistema de coordenadas do elo-1 e seja Oai a matriz de
transformagdo de coordenadas que relaciona o i-esimo  sistema de
coordenadas ( fixo no elo i) com o sistema de coordenadas da base . Assim o é

relacionado com o ponto 'r; por:

Or-. = 0A| T (2)
onde
Oa =08 1A M A (3)

Sendo a forma da matriz A para juntas de revolugao :

[cosf, —cosa,send, sena,send, a,cosd, |
, isené’ cosa,cos, —sena,cosd, a,send
1l __1 ! i 1 i f i |
4, = (4)
] 0 sena, cosa, d, |
| o 0 0 1

Desde que o ponto ', esta em repouso no elo i, e assumindo um movimento de
corpo rigido , todos os pontos do elo terdo velocidade nula em relagéo ao
sistema de coordenadas do elo i. A velocidade do ponto 'r; em relagdo ao

sistema de coordenadas da base é :
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e ()= 0)

P
=041 4, T A A Ay T Al A4,
+UA]___;—1 [_'41;!,;+0A11r-; (5)

&

i P4 )
=[Z = 9"_;}’}
=14

A expressdo acima € obtida porque ', = 0. Segundo Fu ,a derivada de A , com

respeito a q; pode ser facilmente calculada com a introdugdo de uma matriz

definida como :

0 -1 0 0

1 0 0 0
0 =
- 0 0 00

0 0 00

(6)

para juntas de revolugao.
Assim temos .
=4
= 7)

que pode ser escrita como:

{/}'{j - J J'—]g.) i pafu | J ! (8)
[ 0 para j>i

onde

g, o (©)
i dfj

Usando esta notagdo a velocidade pode ser expressa como :

w{i%%% (10)
Jj=l
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Calculo da Energia Cinética do Manipulador

Seja a energia cinética de uma particula de massa diferencial dm no elo i
dada por :

d&, =( Y4 )('c + 3+ 27 dm
= ( %)}"r(v, v} )dm

(11)

onde Tr € o trago de matriz.

Substituindo a expressao de v; na equagado da energia cinética teremos a
expressao geral dada por :

dK; = (/)fr]: Y, ZU (?}dfﬂ(r)})f'){f,iqp(jf‘} (12)

p=lr=1

A matriz Uj expressa a taxa de variagao dos pontos 'rino elo i em relagao
a coordenada da base quando g varia . Ela € constante para todos os pontos
do elo i e independente da distribuicdo de massa do elo i. Além disso, ¢, €
independente da distribuigdo de massa do elo i, assim, somando todas as
energias cinéticas de todos os elos e colocando a integral dentro do paréntesis,

teremos.

K= [Dk = (%)!.{i {,_“‘Uw(j. ( ) dm]{ ,ﬁ)r;;,q } (13)
o=

-~

A integral dentro do paréntesis € a inércia de todos os pontos do elo i e é

chamada de matriz de inércia , que pode ser escrita como :

( } + ‘{;w + }':zz) /2 [.‘.ry }!'}’2 'q?f- ;"- |
.f‘ - ‘F:_\'v ({m - ’Ityv + ‘!;zz) /2 ]I'_I.JZ ,’IJ'{J' (14)
e . (lee 1y = 1)/ 2 myzi
| m; X, m Y, m Zi m; i
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Assim a express@o da energia cinética total para o robd de n graus de

liberdade é :

i=1 p=lr=1

K = (%)zn{z iu,p.f,.ujfgpqr}
(15)

- L B33 31U, UL, )J

i=lp=lr=1

Calculo da Energia Poténcial do Manipulador

Para o calculo da energia potencial do robd partimos da expressdo da

energia potencial de cada elo, P;
b= —m;gu;,- = —mfg(“A:;,) (16)
parai=1,2,...

T . o .
onde g(gx 9y 9,) € o vetor coluna da aceleragdo da gravidade expresso nas
coordenadas de base e'7, é o vetor que indica a posi¢ao do centro de massa do

elo | a partir da i-ésima coordenada .
Logo a energia total € dada por :

P= ii—."ﬂ,(u/l:.’;)t (17)

i=li=l
Equacoes de movimento do Manipulador

Apartir das expressdes da energia cinética e potencial podemos calcular a

lagrangeana do sistema, que é definida por :

L=K-P (18)
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onde L é a Lagrangeana, K é a energia cinética e P é a energia potencial.
Assim, utilizando-se as equagdes 15 e 17 temos a lagrangeana dada por

[( ST v, H.f,i'_nq,)] +(i > gm,-(“A:n)] (19)

i=| j=1k=1 i=li=|

Aplicando a formulagdo de Lagrange na equagdo acima, obteremos o

valor do torque generalizado, 1; aplicado a cada junta i

, . noJ g " —
U4, i) +J§u§b§. TH{U s U 1) - E(—m ,gUAT) -

para i=1,2,...n.
A equagao acima pode ser escrita numa forma mais compacta :

[ ]

f - Z[)ﬁﬁqi + ZZDbnq,{qm + ‘I—) (21)

k=1 m=1

Ou, na forma matricial ;
) = D{q(6))(e) +d(q(r).q(t)) + Gla(r)) (22)

Assim obtemos uma equagao para o movimento do robd que é da
forma :

r, = D(0)9+ N(6.0)+ G(0) (23)
Cada termo desta equacao pode ser assim identificado :
7(t) = vetor (nx1) dos torques generalizados aplicados nas juntas , isto é ;

t(t) = (n(t), w2(t),... w(t))r (24)
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q(t) = vetor (nx1) das variaveis de posigao das juntas, isto e:
q(t) = (au(t), gz2(t).... a7 (25)

4(¢) = vetor (nx1) da velocidades das juntas , isto & :

g =0g1(® g2 ®.... gn)) 7 (26)

g (t) = vetor (nx1) das aceleragbes das juntas, isto & :

G(t) = (g 1), G201 ,...gn(t)r (27)

D(q) = matriz das inércias das juntas , cujos elementos sao

i .
D,= ¥ TUuJUR) ik=12,.n (28)

if
J:mux(;',.i‘}

d(t?, é?) = vetor (nx1) que representa as forgas de Coriolis e Centrifugas cujos
elementos s&o :
dy= i idmm'ﬁké’m i,k=12,..n onde
k=1lm=1
(29)
dep= 3 Tr(um,J.UT) ikm=12,..n

SR
j= ma_\*{_i Jem)

G(q) = vetor (nx1) dos termos das forgas gravitacionais cujos elementos sao :

G= Z—mjg{_,-".;'; ;, i=12,..n (30)
j=1



