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Resumo

Neste trabalho procurou-se desenvolver uma metodologia para andlise transiente de
sistemas dinamicos que apresentem acoplamento solo-estrutura. O sistema dinadmico inicialmente
¢ um sistema acoplado, o qual serd desacoplado em dois subsistemas. A metodologia
desenvolvida é baseada em um método de acoplamento iterativo entre subsistemas, podendo os
subsistemas apresentar dominios limitado e ilimitado. Os subsistemas sdo tratados de forma
independente, podendo ser formulados de acordo com as caracteristicas e necessidades do
sistema, seja solo ou estrutura. O sistema dindmico em analise é um sistema representado por
uma fundagdo com massa, apoiada em um solo modelado como um semi-espacgo tridimensional
transversalmente isotropico e viscoeldstico. Desacoplando-se o sistema na interface solo-
fundacdo tém-se dois subsistemas, um representado pela funda¢do com massa, apresentando um
dominio limitado, e o outro representando o semi-espaco, apresentando um dominio ilimitado. O
subsistema representado pela fundacdo com massa serd formulado pelo Método numérico de
Newmark, e o subsistema representado pelo semi-espaco serd formulado pela Integral de
Convolucdo, pois a solucdo em deslocamento estd disponivel no dominio da frequéncia, podendo
assim utilizar a Transformada Répida de Fourier para a obtencdo da resposta transiente ao

impulso do semi-espaco tridimensional.

Palavras Chave: Acoplamento iterativo; interagdo solo-estrutura, resposta transiente, Método de

Newmark, Integral de Convolucdo, solo, fundagio.
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Abstract

The aim of this work is to present a methodology for transient analysis of coupled soil-
structure systems. The initially coupled system is uncoupled into two subsystems. The
methodology is based on a method of iterative coupling between subsystems, in which each
subsystem may be a bounded or an unbounded domain. The subsystems are treated independently
and may be formulated according to the characteristics and requirements of the system, soil or
structure. The system that is studied in the present work comprises a foundation with mass,
resting on the surface of a soil, which i1s modeled as a three-dimensional, viscoelastic,
transversely isotropic half-space. The system is divided at the interface between the soil and the
foundation. The first subsystem is the bounded domain comprising the foundation with mass,
which is solved by Newmark numerical method. The second subsystem consists of the half-
space, for which there is a classical solution in the frequency domain. This solution is used
together with a convolution integral scheme to obtain the transient solution that is necessary to

the present iterative method.

Key Words: Iterative coupling; soil-structure interaction, transient response, Newmark Method,

Convolution Integral.
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1 INTRODUCAO

Vibracdes em estruturas sdo causadas por forcas externas aplicadas a estrutura ou por
ondas que se propagam através do solo e colidem com a sua fundacdo. Estas ondas podem ser
devido a um terremoto, trdfego, atividades industriais e obras de constru¢do. A resposta da
estrutura pode ser calculada utilizando uma formulacdo de subdominio para interagdo dindmica
solo-estrutura (Schevenels, 2007).

O termo subdominio serd tratado neste trabalho como subsistema. Os subsistemas se
originam de um sistema acoplado. O termo sistema acoplado indica um conjunto ou um grupo de
subsistemas independentes interagindo entre si. Trabalhar com sistemas acoplados permite obter
resposta de sistemas que apresentem interacao entre dominios ilimitado e limitado como é o caso
da interacdo solo-estrutura, podendo os subsistemas, ser formulado de acordo com as
caracteristicas e necessidades do sistema, seja solo ou estrutura. Métodos numéricos como
Método dos Elementos Finitos, Método dos Elementos de Contorno, técnicas de acoplamento
iterativo sdo utilizados para formular problemas de sistemas acoplados.

Em problemas com interagdo dinamica solo-estrutura, o solo por apresentar um dominio
ilimitado, costuma ser modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC), pelo fato de
que € necessdrio discretizar apenas o contorno do dominio, e do MEC elevar em consideracio o
amortecimento geométrico associado ao dominio ilimitado. A estrutura apresenta dominio
limitado, sendo assim € utilizado o Método dos Elementos Finitos (FEM). A andlise via FEM
pode ser feita tanto no dominio da frequéncia como no do tempo. J4 a formulacdo do MEC esta
mais desenvolvida no dominio da frequéncia. Embora existam muitos trabalhos sobre o MEC
transiente ele ainda ndo estd maduro para ser incorporado em programas comerciais. Como se
lerd, o grupo de pesquisa, no qual o presente trabalho estd inserido, possui larga experiéncia na
aplicagao do MEC no dominio da frequéncia.

No presente trabalho uma técnica de acoplamento iterativo foi desenvolvida para acoplar
tanto sistemas lineares de dimensodes finitas, do tipo massa-mola, bem como o acoplamento de

sistemas finitos (massa-mola) com sistemas ilimitados (solos).



Um dos sistemas que foi considerado neste trabalho € o sistema massa-mola-amortecedor
mostrado na figura 1 (a). Este sistema dividido na massa M; formard dois subsistemas como
mostrado nas figuras 1 (b) e 1 (c). No caso de dois subsistemas massa-mola (Fig 1b e Fig 1c) as
equagdes diferenciais foram discretizadas através do Método de Newmark e o acoplamento
iterativo foi formulado para estes dois sistemas de equacdes (Newmark-Newmark).
Alternativamente um dos subsistemas foi descrito pelas equagdes discretas de Newmark e o
segundo pela técnica da Integral de Convolucdo. Neste caso o acoplamento iterativo foi entre
Newmark e Integral de Convolug@o. O deslocamento do sistema acoplado, u;, serd obtido através

de um acoplamento iterativo entre dos deslocamentos do subsistema 1, (u;2), € do subsistema 2,

(uz1).
Sistema acoplado Subsistema 1 Subsistema 2
v 5 - -
x
ké lF(t)%JCl ké lF(t)Llﬁq
F21(0)

¥ e VOO O R VAN
) l l F1a(t)

S

7, Z
(a) (b) (c)

" " RRIXZK XKD ERRIIRZKRIR
R85 M 1 I
BRSHNNNNNIRA, £ | RXXXXRRRXN

Figura 1.1: (a) Sistema massa-mola-amortecedor, (b) subsistema 1 de (a), (c) subsistema 2 de (a)

O outro sistema que foi considerado neste trabalho € de uma funda¢do com massa, apoiada
em um solo modelado como um semi-espaco tridimensional transversalmente isotrépico
viscoeldstico como mostrado pela figura 2 (a). Desacoplando o sistema na interface solo
fundacao, serdo formados dois subsistemas como mostrado nas figuras 2 (b) e 2 (c). O subsistema
1 serd formulado e resolvido pelo Método de Newmark e o subsistema 2 serd formulado e

resolvido pela Integral de Convolugao.
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Figura 1.2: (a) Sistema tnico estrutura-solo, (b) subsistema 1 de (a), (c) subsistema 2 de (a)

Uma das finalidades desta abordagem iterativa € poder tratar o problema de contato ndao
linear na interface solo-estrutura.
Na implementacdo realizada neste trabalho, somente serdo considerados os deslocamentos

verticais das estruturas € do solo.

1.1 Revisao bibliografica

Problemas de interagdo solo-estrutura sdo sistemas acoplados, onde o estado de deformacgao
e tensdo da estrutura depende das pressdes e movimentos do solo, € a0 mesmo tempo, as pressoes
do solo dependem do carregamento e deformacgdes da estrutura. Por conseguinte, tais andlises
requerem modelagem simultanea da estrutura e do solo, utilizando técnicas precisas e eficientes
computacionalmente (Jahromi, 2009).

O solo ¢ modelado em muitos estudos como um meio eldstico ou viscoelastico. Outros
modelos podem ser encontrados em (Gazetas, 1983). O solo possui inércia, rigidez e
amortecimento, podendo se deformar ou deslocar. Considerando que ha uma interagdo solo-
estrutura, a estrutura também ira se deformar ou deslocar.

Como descrito por Felippa (1980) ha trés possiveis abordagens para lidar com problemas

com interacdo solo-estrutura: a) elimina¢do de campo; b) solucao simultanea ou monolitica e ¢)



solugdo particionada. Segundo Jahromi (2009) na eliminacdo de campo, um ou mais subsistemas
do problema associado sdo eliminados utilizando uma técnica de reducao simples, e o subsistema
restante € considerado sob condi¢des de contorno apropriadas representando o subsistema

eliminado, na figura (1.3), tem-se uma demonstra¢do desta técnica.

Tower

Boundary conditions.
representing soil domain

a) Wind turbine tower supported b) Idealised medel for soil-structure interaction

by deformable soil analysis using filed elimination technique

Figura 1.3: Eliminacio de campo aplicado em interacio solo-estrutura Jahromi (2009)

Na solu¢do monolitica, o sistema € modelado como uma tnica entidade computacional e a
solucdo do sistema completo do problema acoplado é obtida por uma tnica técnica de andlise. Na
solugdo particionada o problema de interacdo solo-estrutura é dividido em subsistemas e os
mesmos sdo formulados separadamente, como pode ser observado na figura (1.4). A interacdo
entre os subsistemas € feita através de forca e deslocamento. Eles se comunicardo através de
técnicas de substituicdo, atualizagio e sincronizagao Jahromi (2009).

As técnicas de acoplamento iterativo podem variar dependendo da interacdo dos
subsistemas e dos métodos numéricos utilizados. Técnicas de acoplamento iterativo possuem
algumas vantagens como: possibilitar o uso de cédigos computacionais usuais e acoplar
subsistemas utilizando métodos numéricos diferentes, os quais serdo escolhidos de acordo com as
caracteristicas e necessidades dos sistemas que estdo sendo analisados. A desvantagem estd na

necessidade de se manter a convergéncia, estabilidade e a precisdao do método.
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Figura 1.4: Solucio particionada aplicado em interacao solo-estrutura Jahromi (2009)

Os métodos mais comuns utilizados para modelar dominios limitados e ilimitados € o
Método dos Elementos Finitos e 0 Método dos Elementos de Contorno. O Método dos Elementos
Finitos € um dos métodos mais difundidos na engenharia pela facilidade de compreensao de suas
formulacdes matemadticas, permitindo a obtengdo de solugdes para problemas mais complexos,
facilidade na constru¢do de um cédigo computacional, modelagem de geometrias complexas,
dentre outras. Mas para modelar problemas tridimensionais ele apresenta dificuldade, pois €
necessdria uma capacidade de armazenamento e processamento computacional muito grande.
Também ha algumas dificuldades quando se trata de dominios ilimitados, pois o método é
caracterizado pela malha finita, assim quando ocorre o fendmeno de propagacdo de onda e este
fenomeno € modelado por essa malha finita surgem implica¢des relacionadas com a reflexdo de
ondas provocadas pelo truncamento da malha, visto que estd é uma caracteristica inerente ao
método (Sousa, 1999). A descricio das técnicas mais comuns para se modelar dominios
ilimitados, tais como incorporacdo de Elementos Infinitos no MEF, mapeamento Dirichlet-
Neumann (DtN) e o MEC, podem ser encontrados em (Mesquita e Pavanello, 2005). No Método
dos Elementos de Contorno, se formulado com o estado auxiliar adequado, apenas o contorno
precisa ser discretizado e dominios ilimitados podem ser tratados com naturalidade.

O grupo de pesquisa no qual a autora desse trabalho estd inserida, tem feito um grande
esforco para modelar perfis diferentes de solos, bidimensional e tridimensional, na frequéncia e

no tempo. O primeiro trabalho do grupo foi realizado por (Mesquita, 1989) e consistiu em



desenvolver um estado auxiliar ndo singular para um semi-espaco bidimensional e
tridimensional, no dominio da frequéncia. Outros trabalhos também realizados no dominio da
frequéncia podem ser encontrados em Pontes (1992) em que foram comparados dois métodos: o
Método de Superposi¢cao (MSP) e o Método dos Elementos de Contorno, para problemas de
interacdo dinamica solo-estrutura. No trabalho de Sousa (1992) foi desenvolvida uma anélise
comparativa entre o Método dos Elementos Finitos, o Método dos Elementos de Contorno e o
acoplamento entre os dois métodos aplicados a problemas dindmicos estaciondrios entre solo-
estrutura. No trabalho de Carvalho (1995) foi realizada uma anélise dindmica da intera¢ao solo-
fluido-estrutura pelo método direto de Elementos de Contorno, baseada na solu¢ao fundamental
dos operadores de Laplace e Cauchy/Navier, sendo o solo modelado como um semi-espago
viscoeléstico. No trabalho de Romanini (1995) foi desenvolvida uma metodologia para a sintese
de funcdes de influéncia e Green para solos viscoelasticos lineares que apresentam estratificacoes
horizontais. No trabalho de Barros (1996) foi feita uma revisdo e uma implementagdo numérica
do Método dos Elementos Finitos (MEF) no qual foram incluidos os chamados "elementos
infinitos" visando a modelagem da condi¢do de radiacdo de Sommerfeld ou do amortecimento
geométrico em meios continuos (visco-) elastodindmicos sem regime estaciondrio € cujos
dominios sdo ilimitados. No trabalho de Barros (1997) foi apresentada a deducdo de fungdes de
Green e de influéncia para cargas dindmicas harmodnicas no tempo, no estado plano de
deformacdo, aplicadas sobre meios eldsticos homogéneos transversalmente isotrépicos. No
trabalho de Barros (2001) o objetivo era a sintese de Funcdes de Green e de Influéncia no
dominio da frequéncia para meios transversalmente isotrépicos viscoeldsticos. No trabalho de
Carrion (2002) foi apresentado uma formulacdo e implementacdo, baseadas no Método dos
Elementos de Contorno, para a andlise de problemas viscoelésticos estaciondrios tridimensionais
em dominios abertos e fechados. No trabalho de Menoni (2004) foi estudada a formulacdo e a
implementagdo da versdo direta do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para tratamento
de problemas acusticos bidimensionais estaciondrios regidos pelo operador diferencial de
Helmholtz. No trabalho de Adolph (2006) foi desenvolvida uma formulacdo para obtencdo de
Fungdes de Green e estados auxiliares para os problemas viscoelastodinamicos tridimensionais.
No trabalho de Labaki (2008) foi implementada uma formulacdo indireta do MEC, utilizando um

estado auxiliar viscoelastodindmico ndo singular, com o objetivo de analisar problemas de



dominios limitados ou ilimitados, sujeitos a carregamentos estaciondrios, discretizado somente no
contorno por elementos retangulares, constantes e descontinuos. No trabalho de Labaki (2012)
foram apresentados novos modelos para descrever o comportamento harmonico de placas rigidas
e flexiveis incrustadas em meios estratificados.

Alguns trabalhos também foram desenvolvidos no dominio do tempo como, por exemplo, o
trabalho de Daros (1995) onde foi estudada a solu¢do numérica da equacdo da onda escalar em
duas dimensdes, usando a chamada representacdo integral de Volterra. No trabalho de Souza
(1999) foi desenvolvida uma formulacdo para acoplamento do Método dos Elementos Finitos e
Elementos de Contorno para solu¢cdo de problemas dindmicos transientes em meios
viscoeldsticos. No trabalho de Adolph (2002) foi desenvolvida uma metodologia para obtencao
de Funcdes de Green e Influéncia para os problemas viscoelastodindmico transientes. No trabalho
de Thomazo (2004) foi apresentada uma metodologia para a realizacdo de andlises dinamicas
estacionarias e transientes em dominios viscoelasticos limitados ou ilimitados, utilizando-se o
Método dos Elementos de Contorno.

Dando continuidade a linha de pesquisa no dominio do tempo, neste trabalho o subsistema
com dominio limitado serd formulado pelo Método de Newmark, pois se trata de um método
numérico de discretizacdo no tempo das equacOes de movimento, € o subsistema com dominio
ilimitado serd formulado pela Integral de Convolucdo. Como existem solugdes para dominios
ilimitados (solos) para uma grande faixa de frequéncias, € possivel através da Transformada
Répida de Fourier (FFT) a obtencdo da resposta transiente dos solos a um impulso no tempo.
Solugdes gerais para quaisquer esforcos aplicados do solo podem ser obtidas pela convolugdo da

resposta ao impulso com o esfor¢o geral aplicado.

1.2 Objetivo do trabalho

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia de acoplamento iterativo para
andlise transiente de sistemas dinadmicos que apresentem acoplamento solo-estrutura. As

estruturas sdo modeladas como sistemas lineares do tipo massa-mola-amortecedor. Para o solo
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serd considerado o perfil mostrado pela figura 1.2 (a), o qual representa um semi-espaco
tridimensional transversalmente isotropico. A solu¢do em termos de deslocamentos para este
perfil de solo foi determinada pelo autor Labaki (2012), e estd disponivel no dominio da
frequéncia, sendo possivel determind-la para frequéncias bastante elevadas com precisdo. Desta
forma € possivel utilizar a Transformada Rapida de Fourier (FFT) para a obtencdo da resposta
transiente ao impulso do perfil de solo descrito.

O presente trabalho visa obter resposta transiente de sistemas solo-estrutura em que as
respostas das estruturas sdo obtidas através de técnicas de integracdo direta das equagdes de

movimento e os solos através da resposta ao impulso.

1.3 Organizacao do trabalho

No capitulo 1 apresentaram-se os estudos desenvolvidos sobre iteragdo solo-estrutura,
uma breve revisao bibliografica e os objetivos do trabalho.

O capitulo 2 descreve a solucdo de sistemas lineares com o objetivo de desenvolver um
método de acoplamento iterativo confidvel para os sistemas em andlise. Foi discutido e validado
0 Método de Newmark, e também uma versao da Integral de Convolucdo na forma discreta.

No capitulo 3 serd apresentado o método de acoplamento iterativo Newmark-Newmark,
aplicado em sistemas lineares com 1, 2 e 3 graus de liberdade, e o método de acoplamento
iterativo Newmark-Convolug¢do, aplicado em sistema com 1 grau de liberdade.

No capitulo 4 apresentam-se as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.



2 TECNICAS DE SOLUGAO DE SISTEMAS LINEARES

O método de acoplamento iterativo desenvolvido neste trabalho utilizou duas técnicas de
solugdo de sistemas lineares, o Método de Newmark e a Integral de Convolugdo. Para validar a
implementa¢do dos métodos e verificar a precisdo dos resultados, foram utilizadas solucoes
analiticas. A solucdo analitica apresentada no item (2.1) foi desenvolvida para um sistema com 1
grau de liberdade como mostrado na figura (2.1) com uma forca de excitagdo F(t) harmonica. O
mesmo sistema mostrado pela figura (2.1) foi formulado pelo Método de Newmark como
apresentado no item (2.2). Foram analisados no item (2.2.1) os erros absoluto e relativo em

relacdo os resultados obtidos pela solu¢do analitica e pelo Método de Newmark.

A u(t
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Figura 2.1: Sistema com 1 grau de liberdade

2.1 SOLUCAO ANALITICA DE UM SISTEMA MASSA MOLA-
AMORTECEDOR COM 1 GRAU DE LIBERDADE

Para efeitos de validacdo dos resultados obtido pela integracio numérica, torna-se

necessario obter uma solucdo analitica para analisar a precisdo da implementacdo do método



utilizado. A equagcdo de movimento para o sistema massa-mola-amortecedor com 1 grau de

liberdade for¢ado (Figura 2.1) é dada por:
mii +ct + ku = F(t) 2.1

Os parametros c, k e m sdo respectivamente, o amortecimento, rigidez e massa do sistema. A

forca externa de excitacao € neste caso dada por:
F(t)=Fcos(wt) (2.2)

O termo Fy € a amplitude da forca e w € a frequéncia de excitacdo. O sistema descrito pela

equacdo (2.1) estd sujeito ao deslocamento inicial u, e a velocidade inicial u,. A resposta total

do sistema € dada pela soma das solu¢des homogénea e particular (Inman, 2000):
u(t)=Ae“'sen (w,t+e)+Xcos(wt-0) (2.3)

Os termos da equacdo (2.3) podem ser calculados conforme mostrado abaixo.

Fator de amortecimento:

f=—— (2.4)

Frequéncia natural:

(on=\/E 2.5)
m

Frequéncia de vibracdo amortecida:
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Wg = wpy/1— & (2.6)

As expressoes X, 6, @ e A, sdo dadas por:

X = F%l 2.7)

" ol -0f +2é0,0)

0 =tan~? % (2.8)
— tan-1 wq(ug—Xmcos(0)) 2.9)

¢ U+ (ug—Xmcos(8))&wp—wXmsen(B) '

Am — M (2_10)

sen(¢)

2.2 METODO DE INTEGRAGCAO DIRETA NEWMARK

Em 1959, Nathan Newmark apresentou um método numérico para o célculo da resposta
dinamica de sistemas lineares e ndo lineares ficando conhecido como método beta de Newmark.
Esse método é baseado na premissa de que a aceleracdo varia linearmente entre dois instantes de
tempo (Rao, 2009). O Método de Wilson parte da mesma hipdtese de que a aceleragdo varia
linearmente entre dois instantes de tempo. A deducdo das equacdes de deslocamento, velocidade
e aceleracdo do Método de Newmark podem ser desenvolvidas pelo Método de Wilson como
mostrado nas equacdes seguintes.

Assume-—se a aceleracdo linear do tempo t; = iAt ao tempo tj9 = t;i+ 0At, onde 6 > 1 (Rao,

2009). Na figura abaixo se tem a premissa de aceleracdo linear do método de Wilson:

11
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Figura 2.2: Premissa da aceleracao linear do método de Wilson (Rao, 2009)

Como foi suposto que {i(t) varia linearmente entre t; em t;;o, pode-se prever o valor de i(t)
em qualquer tempo ti+t, 0 < 17 < 0At (Rao, 2009). Assim pode-se calcular a velocidade e o
deslocamento:

A aceleracgdo € dada por:

(i, — ii;) @.11)

A
it +1)=1i, + e

O termo At representa o passo de tempo. Integrando a equagdo (2.11), obt€m-se as equacdes de

velocidade e deslocamento como descritas pelas equacdes abaixo.

Velocidade:

At + 1) = i+ T+ o (i — i) 2.12)
Deslocamento:

u(t;+ 1) =u + T+ %l'ii‘tz + %Zt (lijro — 1) (2.13)

As expressoes para velocidade e deslocamento no método de Newmark sdo baseadas nas

equacdes (2.12) e (2.13), como mostradas nas equacdes abaixo (Rao, 2009).
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Velocidade:

l.11+1 = l.11 + [(1 - B)ul + Bﬁm ]At (2.14)
Deslocamento:

) 1 . N 2
u,, =u +At, + 5—(1 u. +au.,, At (2.15)

Os parametros o e 3 definem a variacdo de aceleracdo ao longo de um intervalo de tempo, e
determinam as caracteristicas de estabilidade e precisdo do método (Chopra, 2006). O termo At
indica o passo de tempo. O Método de Newmark € um método de integracdo implicito. Este
método apresenta a grande vantagem de ser incondicionalmente estdvel. Para algoritmo
incondicionalmente estdvel o passo de tempo pode ser escolhido sem se preocupar com a
estabilidade do problema (HILBER, 1977) podendo usar passos de tempo maior do que o tempo

critico. Para assegurar a precisao e estabilidade do método, os valores inicialmente sugeridos por
1 1 o ~

Newmark para a = e B = p correspondem a uma hipétese de aceleracdes constantes ao longo

. . . ~ . 1 1

do intervalo At de valor igual a média das aceleracdes nos instantes t e t+At. Para o = - e B = >

tem-se a variacdo linear das aceleracdes entre aqueles dois instantes genéricos. Para que o método
seja incondicionalmente estdvel é necessario que B = 0.5 e a = 0.25(B + 0.5)2.

O tempo critico € definido como:
Aterie = - (2.16)
O termo T € o periodo de tempo do sistema, e € dado por:

2T

T=2" (2.17)

Wn
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O parametro w, € a frequéncia natural de um sistema com 1 grau de liberdade.
O método de Newmark serd utilizado para resolver sistemas lineares como mostrado pela

equacgdo (2.18):

+cu.

mu; i+l

i+l

+ku,, =E, (2.18)
Os parametros m, ¢ e k representam a massa, amortecimento e rigidez do sistema, os termos ;4 1,
Ujy1, Uj41 € Fiyq representam a aceleracdo, a velocidade, o deslocamento e a forca externa.

Substituindo as equagdes (2.14) e (2.15) em (2.18), pode-se obter u;, 1.

1 B !

L= m+—-—c+k| E.,,+A+B 2.19
u1+1 |:(1At2 (XAt j| {1+1 } ( )
onde:

A=m 12u1+L1’11+ L—1 U, (2.20)

oAt oAt 20,

B:C(iuﬁ(ﬁ—l}li+(E—2}§ﬁij (2.21)
oAt o o 2

Para determinar o deslocamento u;;; no instante (i+1) é necessario conhecer a massa, o
amortecimento, a rigidez, a forca de excitacdo Fi;; no instante (i+1), o deslocamento inicial u;, a
velocidade inicial u; e a aceleragdo inicial U; em relac@o ao instante anterior. A aceleracdo inicial
depende das condi¢des iniciais de forca, velocidade e deslocamento, e pode ser calculada pela

equacao (2.22), sendo que foi desenvolvida pelo Método de Diferenca Central, e é dada por:

ii, =m™(E, —cu, —ku,) (2.22)
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A aceleracdo 1,1 pode ser obtida pela equagao (2.15) quando escrita em termos de U;;1:

. 1 1 . 1 .
U, = w (ui+1 - ui)_ Eui - (_ - 1jui (2.23)

A velocidade u;,4 pode ser obtida substituindo a equacao (2.23) na equagdo (2.14), e escrevendo
a equagao obtida em fungao de u;q:
=u; + (1 - B)Aﬁji +PAtl,,, (2.24)

ui+1

2.2.1 VALIDACAO

Uma forma de verificar se o algoritmo que serd utilizado na elaboracdo da metodologia
apresentada neste trabalho apresenta boa precisdo, é comparar seus resultados com a solucao
analitica. Nesta se¢do serdo comparados e verificados os erros relativos e absolutos entre os
deslocamentos obtidos pela solu¢do analitica e pelo Método de Newmark quando aplicado ao
sistema apresentado pela figura (2.1). As tabelas abaixo contém todos os parametros necessirios
para obter a resposta do sistema tanto pelo Método de Newmark com pela solucdo analitica. A
solucdo analitica apresentada no item 2.1 € a resposta de um sistema sujeito a uma excitacao
externa harmonica, sendo assim a excitacdo externa aplicada no Método de Newmark serd
harmonica também.

Os erros relativo e absoluto foram calculados da seguinte forma:

U imérico (t) ~ Wanatitico (t) |

u analitico ( t )

Erro_relativo =

Erro_absoluto =, <o (t) ~ W naitico (t)‘
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O deslocamento u;.(t) foi obtido pelo Método de Newmark e u(t) pela solug¢do analitica.

Nas tabelas abaixo estdo indicados os valores dos parametros utilizados na presente validacao.

Tabela 2.1: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Massa

Rigidez

Amortecimento

m =10 Kg

k=30 N/m

¢ =0.01 Kg/s

Tabela 2.2: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Frequéncia | Amortecimento )
Aterie ) Periodo
natural critico
1.15s 1.732 rad/s 34.64 Kg/s 3.627 s
Tabela 2.3: Condicoes iniciais e excitacio externa
Velocidade | Deslocamento Frequéncia
Amplitude Forca excitadora
inicial inicial excitacao
Uy =0 uy =0 Fo=1N | w=2rad/s | F(t)=Fycos(wt)

Tabela 2.4: Parametros de Newmark

Passo

Alfa

Beta

At =0.1s

o = 0.25

B=05

Tabela 2.5: Soluc¢ao analitica e numérica

Sistema com 1 grau

de liberdade

Solucio Analitica

Método de Newmark

u(t)=A_e “'sen(w,t + @)
+ X cos(wt —0)

l']‘i+1 = [

-1
m+£c+k} {E,+A+B

aAt? aAt i

j
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Resultados

Na figura (2.3), tém-se os deslocamentos em fun¢do do tempo obtido pela solucao analitica
e pelo Método de Newmark quando submetido a uma excitacado harmdnica, tal como mostrada na
tabela (2.3). Sendo a frequéncia natural w, = 1.732rad/s e a frequéncia de excitagdo w =
2 rad/s, a resposta do sistema indica que estamos excitando o sistema préximo de sua frequéncia
natural e pode ocorrer um fendmeno conhecido como batimento onde a amplitude aumenta e
diminui segundo um padrdo regular. As figuras (2.4) e (2.5), apresentam as velocidades e
aceleracdes obtidas pelo Método de Newmark e pela solucdo analitica. Os erros absoluto e

relativo para passos de tempo diferentes estdo nas figuras (2.6) e (2.7).
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Figura 2.3: Deslocamento analitico e numérico para um At = 0. 1s
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Velocidade(m/s)

Aceleracao(m/s)

Velocidade Analitica e Numérica
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Figura 2.4: Velocidade analitica e numérica para um At = 0.1s
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Figura 2.5: Aceleracio analitica e numérica para um At = 0.1s
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|Erro absoluto|

|Erro relativo|
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/ — A(t)=0.01
10.4 N\ TN\ ~— — A(1)=0.001
f \Zm\%
10-6 ’ /N
10°
-10
10 -
0 2 4 6 8 10
Tempo(s)
Figura 2.6: Erro Absoluto
Entreu 1(t) analitico e u 1(t) numérico
5
10
— A(t)=0.1
— A(1)=0.01
— A(t)=0.001
10° h '
-10
1 I
0 0 2 4 6 8 10

Tempo(s)

Figura 2.7: Erro Relativo
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A partir das respostas obtidas acima, pode-se observar uma diminuicao dos erros absoluto e
relativo quando se diminui o passo de tempo. Considera-se, em funcdo dos resultados obtidos,

que a implementagao do Método de Newmark foi validada.
2.3 INTEGRAL DE CONVOLUCAO

Uma das possiveis formas de se obter a resposta transiente de sistemas lineares € através da
convolug¢dao da ‘resposta ao impulso do sistema linear’ com a excitacdo externa que atua no
sistema em andlise. A fun¢do de resposta ao impulso assume, assim, o papel de uma solugdo
fundamental do sistema, a partir da qual é possivel a obtencdo da resposta a qualquer excitagio
externa, via integral de convolugdo (Cheng, 1972).

No presente trabalho, a importancia da obten¢do da solu¢do de um sistema linear a partir da
convolugdo da excitagdo atuante com a resposta ao impulso, estd no fato que as respostas dos

modelos de solo estdo fornecidas como ‘funcdo resposta ao impulso’ (Labaki, 2012).

A resposta transiente de um sistema linear u(t) pode ser obtida a partir da seguinte Integral

de Convolug¢do (Cheng, 1972):

o0

u(t)zjf(r)h(t-r)dr (2.25)

-00

Na equagdo (2.25) f (1) é a excitagdo externa aplicada sobre o sistema e h(t-t) ¢ a fungio

de resposta ao impulso do sistema. A integral de convolucdo pode ser representada por um

somatdrio como mostrada abaixo:

u(0)=F (1)*h(1)=lim 3" (0t A (2.26)
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2.3.1 IMPULSO UNITARIO

Um impulso unitdrio f(t) pode ser denominado func¢do ou distribuicdo Delta de Dirac, 6(t), e

para um tempo t = to € denotada por O(t - tp). Suas propriedades sao (Mesquita, 2007):

6(t)— 0 setx0 557
o set=0 @.27)

—38

§(t)dt=1 (2.28)

8

S(t-t, )f (t)dt=f(t,) (2.29)

§ —8

g =8

S(t)f (t-t,)dt=-f(t,) (2.30)

Uma forma interessante de se realizar numericamente a distribuicdo Delta de Dirac é
entendé-la como o caso limite de uma familia de fun¢des. Comecemos definindo uma familia de

funcgoes, hy(t), cujo caso limite define a fun¢do Degrau Unitario ou funcdo de Heaviside, H(t):
H(t) = lim,,_,,, h, (t) (2.31)

Por sua vez a familia de fungdes h,(t) € definida como

1

hy() == (2.32)

Pode-se mostrar formalmente que a equacdo (2.32) se aproxima da fung¢do chamada

Heaviside a medida que a varidvel n, que indica os membros da familia, cresce. Com esta
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formulacdo alternativa para a funcdo de Heaviside, é possivel pensar em sua derivada no sentido

generalizado. Derivando a funcdo h,(t) em relagdo a variével t:

hi(t) = & (ha(D) = 2.33
DA ae NN T (14enty2 (2:33)

Pode-se verificar que a familia de fungdes hrl1 (t) tem como limite a distribui¢do Delta de Dirac:

8(t) = lim,_o hi(t) (2.34)

A expressdo (34) permite formular a distribuicdo Delta de Dirac como limite de uma

familia de funcdes, dada na equacdo (2.33). O comportamento desta familia de fungoes de h,, (t)

e hl(t) estd mostrada nas figuras (2.8) e (2.9).

Os membros da fun¢do Heaviside paran =10 e n = 100 em um intervalo de -2 <t < 2, é:

Funcao Heaviside
1 r

0.9

0.8

\':

0.7

0.6

0.5

—— —
iy

hn(t)

0.4

——

0.3

\

0.2

S~

O ———
o -

0.1

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

Tempo(s)

Figura 2.8: Membros da familia para n=10 e n = 100

Membros da fun¢do Delta de Dirac paran = 10 e n = 100 em um intervalo de -2 <t < 2, tem-se:
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Fungao Delta de Dirac

25

n=10

20

15

hn1(t)

10

N e e

I
r

o

0
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2
Tempo(s)
Figura 2.9: Membros da familia para n=10 e n = 100

Esta forma de implementa¢do numérica do Delta de Dirac serd usada em conjunto com o
integrador de Newmark, para a obtencdo numérica de funcdes de resposta ao impulso em

sistemas lineares.

2.3.2 CONVOLUCAO DISCRETA

A integral de convolu¢do, como mencionado nos itens anteriores, serd utilizada para
resolver o subsistema que apresenta dominio ilimitado, pois as respostas dos modelos de solo
estdo fornecidas como ‘funcdo de resposta ao impulso’. Como o método desenvolvido neste
trabalho € um método iterativo, torna-se necessario escrever a integral de convolug¢io na forma
discreta.

A integral de convolugado € dada por:
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u(t)=] £ (O (tt)de 235)

-00

Sendo h(t) = 0 parat < 0, a equacdo (2.35) fica:
u(t):jf (t)h(t-r)de (2.36)

Na sequéncia serd descrita a obten¢do de uma vertente discreta da Integral de Convolugdo.
Para descrever a integral de convolucdo na forma discreta, para cada intervalo de tempo
analisado, as fun¢Ges f(t) e h(t — 1) receberdo um nome especifico no ponto onde serd feita a
convolugdo. Na implementagdo do algoritmo da Integral de Convolugdo a funcdo f(t) varia da
esquerda para direita e h(t — t) varia da direita para esquerda.

Para exemplificar um primeiro intervalo de tempo, na figura (2.10) tem-se a posi¢dao de
cada funcdo. Assumindo que o intervalo de tempo a ser usado na convolucdo discreta serd de
0<t<At, na tabela (2.6) pode-se encontrar os nomes de cada fungdo e do tempo total em que

esta sendo feita a analise.

Fit)

Figura 2.10: Convolucio discreta para o primeiro

intervalo
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Tabela 2.6: Parametros convencionados para convolucio discreta

Intervalo de tempo | f(t) | h(t— 1)

0<t<At fl h1

Aplicando-se as definicdes acima na integral de convoluc@o para o primeiro intervalo de tempo

w(t)=[F (I (t)de= [ (D (i) dr 2.37)

Substituindo-se o intervalo de tempo dado na tabela (2.6) em T e também pelo nome das funcdes

em cada intervalo, a equagdo (2.37) fica:
u(t)=f(0<t<At)h(t-(0<T<At))=fh, (2.38)

Para exemplificar um segundo intervalo de tempo, na figura (2.11) tem-se a posicdo de
cada fun¢do para cada passo de tempo At. Assumindo que o intervalo de tempo usado na
convolucdo discreta sera de 0 < t < 2At, na tabela (2.7) pode-se encontrar os nomes de cada

fun¢do em cada intervalo de tempo e do tempo total em que estd sendo feita a analise.

F(t)

Figura 2.11: Convolu¢ao discreta para o segundo intervalo
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Tabela 2.7: Parametros convencionados para convolucao discreta

Intervalo de tempo f(t) h(t—1)
0<t<At f1 hz
At < T < 24t f, h,

Para resolver a integral de convolugdo:
u(t)=[f (t)h(t)de (2.39)

Escrevendo a equacdo (2.39) em cada intervalo de tempo:

u(t)= Tf (t)h(t-t)dtZIf(t)h(t-t)dt +2j:f(r)h(t-t)dr (2.40)

Substituindo os intervalos de tempo dado pela tabela (2.7) na equagao (2.40) :

u(t)=f(0<t<At)h(t-(0<T<At))+f (At <T<2At)h(t-(At <T<2At)) (2.41)

Substituindo os nomes das fun¢des em relacdo a cada intervalo de tempo:

u(t)=fh,+fh, (2.42)
Para exemplificar um terceiro intervalo de tempo, na figura (2.12) tem-se a posi¢ao de

cada fungdo para cada passo de tempo At. Assumindo que o intervalo de tempo a ser realizada a

convolucdo discreta sera de 0 < t < 3At, na tabela (2.8) pode-se encontrar os nomes de cada

fun¢do em cada intervalo de tempo e do tempo total em que esta sendo feita a analise.

26



F(t)

Figura 2.12: Convolucio discreta para o terceiro intervalo

Tabela 2.8: Parametros convencionados para convolucio discreta

Intervalo de tempo f(v) h(t—1)
O0<t<At f; hj
At<T<2At f, h,
2At <1 <3At f5 h,

u(t):jf(t)h(t-r)dr (2.43)

Substituindo na equacao (2.43) o intervalo de tempo total:

3A

u(t)= [ £(h(t-1)dr (2.44)

0

Substituindo na equacao (2.44) os intervalos de tempo:

At 2At 3At

u(t)= If(t)h(t -t)dt+£ f(t)h(t -T)d‘ﬁ‘j f(th(t-t)dt (2.45)

0 2At
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(
+f (At <T<2At)h(t-(At <T<2AL)) (2.46)

Substituindo na equagdo (2.46) os nomes das fun¢des em cada intervalo:
u(t)=fh,+f,h, +fh, (2.47)

Assumindo que u(t) = O parat < 0, A convolucdo discreta poder ser realizada em um
intervalo de tempo 0 < t < nAt, visto que para obter as fungdes no tempo atual de analise s@o
necessdrios os valores das funcdes dos instantes anteriores. As equagdes (2.38), (2.42) e (2.47)
permitem concluir que a integral de convolucdo pode ser escrita como um somatorio de funcdes

para nAt. Pode—se escrever a convolugdo na forma discreta da seguinte forma:
n-1

u®) = Y [f(At)h(t-(i- 1)At)]+f(t)h(At) (2.48)
i=1

A formulacdo mostrada na equagdo (2.48) e sua implementacdo numérica foi validada
utilizando-se uma expressdo analitica. Segundo Przemieniecki (1968) a solucdo analitica de
quando € feita a convolucdo entre uma fun¢do seno, sen(oo(t - ‘t)), e uma funcdo de forga,
P.(T), estd representada pela tabela (2.9) sendo que P.(t) é a fungdo de for¢a mostrada pela

figura (2.13).

Tabela 2.9: Convolucio analitica e discreta

28



Convolucao

Analitica

Discreta

u(t) = ftPe(t)sen(u)(t - t))dt

set<t,

u(t)=

=P ()

u(®)= S [ (AR - (- DA+ £(Dn(a0)

h= sen(oo(t — t))

Funcdo de excitacdo Pe(t)

Resposta analitica e discreta

Pe(t)

t
—_— se t<t
t, 0

A se t>t,

Funcéao de Forca Pe(t)

25

0.5

0 2 4 6 8 10
Tempo(s)

Convolucao Analitica e Discreta

2.5

— Analitica e A(t)=0.1
ggi + Discreta e A(t)=0.1
— Analitica e A(t)=0.01

T

th ~—— Discreta e A(t)=0.01

15

u@®

4 6 8 10
Tempo(s)

Figura 2.13: Funcio de Forca e Resposta analitica e discreta para At = 0.1s e At = 0.01s

Sendo Py = 2,t, = 5s e ® = 1 rad/s.

Na figura (2.13) os graficos da solucdo analitica e da convolugdo discreta estdo

sobrepostos, para diferentes passos de tempo. A andlise dos erros absoluto e relativo € dada pela

figura (2.14). Diminuindo o passo de tempo para 0.01s, percebe-se uma diminuicdo nos erros

absoluto e relativo quando comparado com o passo de tempo de 0.1s.
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Erro absoluto Erro relativo

102, . 10°
A(t)=0.1s ¢ A(t)=0.1s
! A(t)=0.01s | all — A(1)=0.01s
10 L) 10l )
\
. -2 \\
— 10 10 \
2 ° \
= = \
2 5 T © 3 \\
Q 10 —— © 10 3 S —
) 4 o { ——
= { AT \
= 10° ~10° .\
\\\
\
10” 10° N
10° . 10°
0 5 10 0 5 10
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 2.14: Erros absoluto e relativo

Analisando a figura (2.14) pode-se concluir que a convolug@o descrita pela equacao (2.48)
apresenta boa solu¢cdo quando comparada com a solucao analitica, sendo possivel diminuir o erro

com a diminui¢do do passo de tempo.

2.4 RESPOSTA AO IMPULSO OBTIDA NUMERICAMENTE

O objetivo final do trabalho € acoplar um sistema linear tipo massa-mola-amortecedor, cuja
solucdo é obtida pelo algoritmo de Newmark, com o solo cuja resposta esta formulada em termos
de convolucdo com a resposta ao impulso unitdrio. Antes de aplicarmos a metodologia ao sistema
estrutura-solo, vamos validar este procedimento de acoplamento iterativo entre dois sistemas

massa-mola-amortecimento. Para tanto é necessdrio que estejamos de pose da resposta ao

impulso unitdrio de um sistema massa-mola-amortecedor, obtida numericamente. A obtencao
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numérica da resposta ao impulso de um sistema massa-mola-amortecedor € a finalidade desta
secao.
Aplicando-se como excitacdo na equacgdo (2.1) o Delta de Dirac, F(t)=F¢ (t) podemos obter

a seguinte solu¢do analitica (Inman, 2000).

A

u(t=u(t, F(t)=F&(t)) = u? (1) = -

mo,

—Go,t

sen (oadt) (2.49)

Na equagdo (2.49), F é a amplitude do impulso unitario, m é a massa do sistema,  é o fator de
amortecimento, wgq € a frequéncia de vibracdo amortecida, e w,, € a frequéncia natural. A

resposta ao impulso numérica pode ser obtida quando colocamos na equagdo (2.1) como

excitacdo uma distribui¢do h! (t) que tende ao Delta de Dirac e integramos a equacdo resultante

através do algoritmo de Newmark.

ne—nt

(1+e7nt)2

F() =hz(t) =

l E(t)

X ; m ; ue)

k l=]Ic

7

Figura 2.15: Sistema com 1 grau de liberdade sujeito a um impulso unitario

Nas tabelas abaixo podem ser encontrados todos os pardmetros para obter a resposta ao impulso

numericamente e analitica.
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Tabela 2.10: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Massa

Rigidez

Amortecimento

m =30 Kg

k=15N/m

c=15Kg/s

Tabela 2.11: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Atcrit

Frequéncia natural

Amortecimento critico

Periodo

2.83s

0.707 rad/s

42.43Kg/s

8.89 s

Tabela 2.12: Condicoes iniciais e excitacao externa

Constante ‘n’ para
Velocidad | Deslocamento | Amplitude Forca )
simulagd@o numérica do
e inicial inicial de forca excitadora
Delta Dirac
l:lo =0 Ug =0 F =1N h%(t) n=40

Tabela 2.13: Parametros de Newmark

Passo

Alfa

Beta

At =0.1s

o = 0.25

B=05

A tabela (2.14) contém um breve resumo de como serd obtida a resposta ao impulso e validada

pela solucdo analitica.

Tabela 2.14: Soluciao Analitica e Resposta ao impulso

Sistema com 1 grau de liberdade

Solucdo Analitica

Método de Newmark-Resposta ao Impulso

¥

m ; o

A

ug' () =

—Go,t

mo,

sen((odt)

-1

! P+ mi@+a+s

ug' () = 202 [m] + -~

A=equacio (20).
B=equacdo (21).
F(t) = hi(t).
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Na figura (2.16), t€ém-se a resposta ao impulso obtido pela solucdo analitica e pelo Método
de Newmark, sobrepostos no mesmo gréifico. O passo de tempo adotado € de 0.1s, sendo o At
igual a 2.8284s. Na figura (2.17), tém-se os erros relativo e absoluto entre 0 Método de Newmark
e a solugdo analitica. Refinando o passo de tempo para 0.01s e aumentando a constante da
implementagdo numérica do Delta de Dirac ‘n’ para 400, pode-se observar que hd uma
diminui¢do dos erros absoluto e relativo comparado com o passo de tempo utilizado
anteriormente de 0.1s.

Pode-se conclui com os gréficos abaixo que a reposta ao impulso obtido numericamente
apresenta boa precisdo, principalmente quando se diminui o passo de tempo e aumenta a

constante ‘n’ que controla a implementacdo numérica do Delta de Dirac.

Deslocamento analitico e numérico

0.03
— Analitico e A(t)=0.1
0.025 ©  Numérico e A(t)=0.1
— Analitico e A(t)=0.01
0.02 Numérico e A(t)=0.01
£ o015
5
§ 0.01
o
‘@ 0.005
a
0
-0.005
-0.01
0 5 10 15 20 25 30

Tempo(s)

Figura 2.16: Resposta ao impulso analitico e numérico para At = 0.1s e At = 0.01s

33



2 Erro absoluto Erro relativo

10 10
— A(t)=0.1 — A(t)=0.1
""" A(t)=0.01 100 === A(t)=0.01
10"
— . 10'2 I
2 10° A S !
E tH ( 2 iV
8 Y £ 4 H I
g i ’\\‘,-\ e 10 L I Il'; n )"!Ij’l"t /"u'
S 1o i ¥ S “.:'”'J," T
SRR T § L PiT
N =
10" | ; 10 |
10" ’ 10™°
0 20 40 0 20 40
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 2.17: Erros absoluto e relativo para At = 0.1s e At = 0.01s

2.5 APLICACAO DA RESPOSTA AO IMPULSO OBTIDA
NUMERICAMENTE NA CONVOLUGCAO DISCRETA.

Considerando que a implementacdo dos métodos para se obter numericamente a resposta
ao impulso e a convolugdo discreta estdo validadas, duas aplicagdes serdo realizadas utilizando os
dois métodos.

Aplicando como excita¢do a fun¢cdo de Heaviside dada pela equagdo (2.32), na equagdo
(2.19) que representa a solucdo do sistema pelo método de Newmark, tem-se a resposta do
sistema massa-mola a excitacdo dada pela funcdo de Heaviside. A resposta ao Heaviside obtida

pelo Método de Newmark tem que ser a mesma resposta obtida pela convolugdo entre a resposta
ao impulso obtida numericamente uy' (t) com a excitacdo dada pela equacdo (2.32).

Para validar o procedimento adotado vamos aplicar outra excitacdo ao sistema e comparar
as respostas como ja explicado na primeira resposta obtida colocando-se a excita¢do diretamente

no algoritmo de Newmark, equacdo (2.19). A segunda resposta € obtida a partir da convolucdo de
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resposta ao impulso do sistema obtida numericamente (ver figura 2.16) com a excitacdo
considerada. A segunda excitacdo € uma forca externa na forma de trapézio (ver figura 2.18)

expressa pela equacgao (2.50).

t Excitagdo Trapézio

Excitacao Heaviside

1.1 5 / \
B \

/ \

T » / \

/ \

F(t)

0.9 -3 / \

F(t)
~~

0.7 .1 / \

. 0
0.6 0 2 4 6 8
Tempo(s)

0.5
0 2 4 6 8 10

Tempo(s)
Figura 2.18: Excitacao Heaviside e trapézio

ﬁt se tS1 (t=0)
T, 3
t 2Tt
a se ——<t<
F(t)= 3 3 (2.50)
—3—at+3a se —-<t<T,
Tt
0 se t>T,

O parametro T, € o periodo do trapézio que € igual ao periodo do sistema. Para desenvolver as

aplicagdes descritas acima, foram utilizados os parametros descritos pelas tabelas (2.15), (2.16),

(2.17) e (2.18). A tabela (2.19) apresenta um breve resumo da formulagdo utilizada para realizar

as aplicagoes.

Tabela 2.15: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Massa Rigidez | Amortecimento

m=30Kg | k=15N/m c=15Kg/s
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Tabela 2.16: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema
Frequéncia | Amortecimento )
JAY N » Periodo
natural critico
2.3095s 0.8660 rad/s 34.6410 Kg/s 7.2554s
Tabela 2.17: Condicdes iniciais e excitaciao externa
Velocidad | Deslocamento | Delta de Forca Constante )
. . . . . Amplitude
e inicial inicial Dirac excitadora | Delta Dirac
ne—nt hn (t) ou
Uy =0 up =0 S n =40 a=5
0 0 (1+em)2 T(t)

Tabela 2.18: Parametros de Newmark

Passo

Alfa

Beta

At =0.1s

a=0.25

B=05

O mesmo passo de tempo € utilizado nos procedimentos a seguir.

Tabela 2.19: Resposta ao impulso obtida numericamente e convolucio discreta

Sistema com 1

grau de liberdade

Resposta ao Heaviside

Convolucao discreta

up?, () =

F(t) = hy (1)

a(At)?

Resposta ao Heaviside:

-1

A=equacdo (20).
B=equagio (21).

[l + 2+ 0| (a0 + A+ B)

Convolugdo:

a0 = S [FAOR(- (- DA+ £(Oh(a)
f=h, (0).

h:uH1 (resposta ao impulso numericamente)

-1
u = [@ ml + ofe] + 1] (a0 + A+ B)

A=equacio (20).
B=equacdo (21).
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O deslocamento up", (t) representa a solucdo numérica obtida pelo Método de Newmark
quando excitado pela fun¢do Heaviside. O deslocamento up.(t) representa a solu¢cdo numérica
obtida pela Integral de Convolug¢do quando excitado pela fun¢do Heaviside. O deslocamento
uj'(t) representa a resposta ao impulso obtida pelo Método de Newmark.

Na figura (2.19) estd sendo representada a comparacdo das respostas obtidas pela
convolugdo discreta e a resposta ao Heaviside obtida pelo Método de Newmark. Os erros
absoluto e relativo obtido entre a resposta ao Heaviside e a convolug¢do discreta estdo

representados pela figura (2.20).

Newmark direto e Convolucao
0.09

h-n
0.08 & ° he

N
,

0.06

0.05

0.04

0.03

Deslocamento(m)

0.02

0.01 M@,
0

0 2 4 6 8 10

Tempo(s)

Figura 2.19: Comparacio das solucdes up", (t) e up? . (t)
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Erro relativo

[

« 10" Erro absoluto ee
2.5
5 2 10"
5 —
o
5 E
o et
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o 15 o
® o)
: N\ B e |
w A Moot
MI’
UV
|
|
0 107°
0 5 10 0
Tempo(s)

5 10
Tempo(s)

Figura 2.20: Erros absoluto e relativo

Os dois procedimentos utilizados para se obter as respostas a excitacio de Heaviside

. -14
forneceram resultados muito semelhantes, com erros menores que 107",

A tabela 2.20 apresenta um breve resumo das formulas utilizadas para obter as respostas

pelo método numérico de Newmark e pela convolugdo discreta. Sendo a forca de excitagdo dada

pela equagdo (2.50).

Tabela 2.20: Resposta ao impulso obtida numericamente e pela convolucao discreta

Sistema com 1 grau

Resposta ao trapézio

Convolucao discreta

de liberdade
Convolugao:
n-1
Resposta ao trapézio: u:“: )= Z [f (lAt)h(t - (l - 1)At)] + f(t)h(At)
1 i=1
ul, (6 = @ [m] + %[c] +m| ®wo+a+n | T=Fe(D.

A=equacdo (20).
B=equagio (21).
F(t) =F(t)

h= ugu (t) (resposta ao impulso numericamente)

-1

B {hi(t) + A+ B}

L] + [

uz'(t) = [m] +

a(At)?

A=equacio (20).
B=equagdo (21).
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O deslocamento uf™,(t) representa a solu¢do numérica obtida pelo método de Newmark
quando excitado pela funcdo trapezoidal. O deslocamento uf.(t) representa a solucdo numérica
obtida pela Integral de Convolucdo quando excitado pela fun¢do trapezoidal. O deslocamento
uj'(t) representa a resposta ao impulso obtida pelo Método de Newmark.

Na figura (2.21) € representada a comparacao das respostas obtidas pela convolugdo
discreta e a resposta ao trapézio obtida pelo Método de Newmark. Os erros absoluto e relativo
obtido entre a resposta ao Heaviside e a convolugdo discreta estdo representados pela figura
(2.22).

Considera-se, em fun¢do dos resultados obtidos, que todas as metodologias basicas que
serdo utilizadas para o desenvolvimento dos procedimentos de acoplamento iterativo foram

validadas.

Newmark direto e Convolucéao

0.45

tn

0.4 P Y O tc
0.35 f %

0.3

0.25

0.2

Deslocamento(m)

0.15

0.1

0.05

0 2 4 6 8 10
Tempo(s)

Figura 2.21: Comparacao das solucoes upY, (t) e up®.(t)
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|Erro absoluto|

« 10 ° Erro absoluto

5
Tempo(s)

10

|Erro relativo|

10

14
10

107°

-16
10

Erro relativo

A

5

10

Tempo(s)

Figura 2.22: Erros absoluto e relativo
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3 ACOPLAMENTO ITERATIVO

Neste capitulo serd apresentado e validado o algoritmo de acoplamento iterativo em
sistemas com 1, 2 e 3 graus de liberdade. A técnica de acoplamento iterativo Newmark-Newmark
(N-N) consiste em formular os dois subsistemas pelo Método de Newmark e a técnica de
acoplamento iterativo Newmark-Convolucdo (N-C) consiste em formular um subsistema pelo
Método de Newmark e o outro pela Integral de Convolugdo.

A técnica de acoplamento iterativo N-N foi aplicada em sistemas com 1, 2 e 3 graus de
liberdade. O sistema com 1 grau de liberdade foi dividido em dois subsistemas, sendo que cada
subsistema terd 1 grau de liberdade. O sistema com 2 graus de liberdade foi dividido em dois
subsistemas, sendo um subsistema contém 2 graus de liberdade e o outro 1 grau de liberdade. O
sistema com 3 graus de liberdade foi dividido em dois subsistemas, sendo que cada subsistema
terd 2 graus de liberdade. A funcdo de excitacdo Delta de Dirac foi aplicada nos trés sistemas
como forga externa para analisar o acoplamento iterativo.

A técnica de acoplamento iterativo Newmark-Convolugdo (N-C) foi aplicada no sistema
com 1 grau de liberdade. O sistema com 1 grau de liberdade foi dividido em dois subsistemas,
sendo que cada subsistema terd 1 grau de liberdade. Para analisar o acoplamento iterativo trés
diferentes tipos de excitacOes externas foram aplicados no sistema, o Delta de Dirac, o Heaviside
e uma excitagao trapezoidal.

Para acoplar os subsistemas, uma metodologia de acoplamento iterativo para andlise
transiente de sistema com interagdo solo-estrutura foi desenvolvida. O Método de Newmark foi
utilizado para formular o subsistema que representa dominio limitado, e a Integral de Convolugao
foi utilizada para formular o subsistema que representa dominio ilimitado. O Método de
Newmark serd utilizado, pois ele € incondicionalmente estavel. Segundo Hilber (1977), para um
algoritmo incondicionalmente estdvel, um intervalo de tempo pode ser escolhido
independentemente de consideracdes de estabilidade e, portanto, pode resultar numa economia
substancial de esforco computacional, podendo assim usar passos de tempo maiores ou menores

do que passo de tempo critico na implementagdo do método. A Integral de Convolugdo foi
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utilizada para formular o subsistema que apresenta dominio ilimitado, pois como existem
solugdes para dominios ilimitados no dominio da frequéncia, é possivel através da Transformada
Raépida de Fourier (FFT) a obten¢ao da resposta transiente dos solos a um impulso no tempo.
Tomando como exemplo a figura (3.1) o método de acoplamento iterativo proposto por este
trabalho baseia-se em: na figura (3.1), em (a) tem-se o sistema massa-mola-amortecedor acoplado
com massa (m;) e deslocamento u,(t), os subsistemas se originardo a partir da divisdo da massa
do sistema acoplado. Em (b) temos o subsistema 1 com massa (m;,), deslocamento u;,(t) e forca
de contato (forga arbitrada) Fi,(t). Em (c) tem-se o subsistema 2 com massa (mj;), deslocamento
uy;(t) e forca de contato (forgca arbitrada) F,;(t). Para iniciar a iteracdo, devem ser arbitrados
valores das for¢ca de contato. Depois de entrar com os valores das forcas de contato, pode-se
calcular os deslocamentos dos dois subsistemas e interagir esses deslocamentos de modo que a

diferenca entre eles seja menor do que o critério de acoplamento adotado.

Sistema acoplado Subsistema 1 Subsistema 2
% % 7
x |
ké {10 L|J01 k1 c]
U SO RN 2 e VAU
| i F120)

k2 \_l_l %)

7

(a) (b) (c)

Figura 3.1: (a) Sistema Acoplado, (b) subsistema 1 de (a), (c) subsistema 2 de (a)

Uma das vantagens de trabalhar com subsistemas, estd em poder modelar cada subsistema

utilizando o método mais adequado.

3.1 ACOPLAMENTO ITERATIVO NEWMARK-NEWMARK EM UM
SISTEMA COM 1 GRAU DE LIBERDADE.
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Na figura (3.1), (a) representa o sistema acoplado com 1 grau de liberdade. Dividindo-se na
massa o sistema acoplado, formam-se os subsistemas (b) e (c) com 1 grau de liberdade cada um.
A forc¢a Fi(t) € a forca externa atuando no sistema acoplado (a), e as forcas Fi»(t) e F»(t) s@o as
forcas de contato entre os subsistemas. Apds a divisdo da massa, a for¢ca externa ficard sendo

aplicada no subsistema 1. O deslocamento do sistema acoplado é representado por u(t), e dos
subsistemas sdo representados por u,,(t) e u,,(t). A rigidez € representada por k; e ky e os

amortecimentos sdo representados por c¢; € ¢;. A massa do sistema acoplado é representada por
m; e dos subsistemas por mj; € myj.

Para realizacdo do acoplamento iterativo N-N devem ser arbitradas as forcas de contato

Fi2(t) e Fy(t) para que os deslocamentos u,(t) e u,,(t) dos subsistemas sejam calculados e

acoplados iterativamente a fim de retornar ao deslocamento do sistema acoplado u(t).
As equagdes de movimento do sistema (a), e dos subsistemas (b) e (c¢) da figura (3.1), sdo:

Sistema acoplado:

mii, +(c, +c,)u, +(k, +k,)u, =F,(0) (3.1
Subsistema 1:

m,,l,+cu,+ku,=F (O+E,() (3.2)
Subsistema 2:

m,,i,, +c,u,, +k,u,, =-F,,(t) (3.3)
Forcas de contato:

As forcas de contato (forcas arbitradas) sdo pardmetros de entrada no acoplamento

iterativo. O critério estabelecido para arbitrar o valor inicial das forcas de contato é dado pelas

equacgdes abaixo.
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Considerando que o deslocamento estatico € dado por:
F
u,, =—=— (3.4)

onde Foq € a forga peso, m a massa do sistema e g a aceleracdo da gravidade. Partindo da

.. N 2 . .
defini¢do da frequéncia natural ®; , a mesma pode ser escrita da seguinte forma:

k
0 =— (3.5)

m

1 m
- _m 3.6
ok (3.6)

o __-©° 3.7

0. k ©D

Substituindo a equacdo (3.7) na equacdo (3.4), pode-se concluir que:

Uy == (3.8)
(Dn

A frequéncia natural utilizada para aplicar na equacdo (3.8), foi a maior frequéncia natural
calculada entre o sistema acoplado e os subsistemas. Substituindo a equacdo (3.8) na equacdo
(3.4) encontra-se a forca estdtica. Considerando que a forca arbitrada representa apenas uma
porcentagem da forca estdtica, pois ndo € interessante comecar com forca zero, deve-se
multiplicar a equacgdo (3.8) por um fator de porcentagem [;. Sendo assim a forga arbitrada é dada

pela equagdo (3.9).
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l:i‘ni :BfFest :Bfk g (39)
(O]

=2}

Acoplamento iterativo

Para programar o acoplamento iterativo foram utilizados dois ciclos, um em relagdo ao
tempo t, e o outro, chamado de cont, em relacdo ao nimero de interacdes realizadas para atingir o
critério de acoplamento. Os dois parametros sdao dados por:
t=0:At:t
onde Até o passo de tempo.

O parametro cont vai até um contmax que € o nimero méaximo de iteragdes realizadas pelo
acoplamento iterativo em cada instante de tempo t, cont =1:cont,_ .

Para iniciar o acoplamento iterativo, primeiro € feita a leitura das propriedades dos
subsistemas, das condi¢des iniciais, dos parametros de Newmark, do intervalo de tempo, do
contador cont e das forcas de contato.

As propriedades do subsistema 1 e as condi¢des inicias sd0: massas mj», amortecimento c,

.. . ~ 2 - . 1
rigidez ki, for¢a de externa de excitagdo Fy que serd escrita no algoritmo como F , deslocamento
inicialu;”> e velocidade inicialu.”. A partir das propriedades do subsistema e das condi¢des

e e e, , - e e 12
iniciais € possivel calcular a aceleracao inicial u ~.

As propriedades do subsistema 2 e as condicdes inicias sd0: massa mp;, amortecimento ¢,

rigidez kj, deslocamento inicialu’' e velocidade iniciali;'. A partir das propriedades do

subsistema e das condigdes iniciais é possivel calcular a aceleragdo inicial ii;'.

O indice i e i+1 indica em que instante de tempo a varidvel estd sendo calculada. O indice

i+1 indica o tempo atual e o indice i o instante de tempo anterior ao atual.

2

. . 1 21 ~
As forcas de contato Fj, e F,j, que foram escritas no algoritmo como F e F |, 830 as

i+

forcas arbitradas, descrita pela equagdo (3.9), que sdo utilizadas para iniciar o acoplamento

iterativo.

Passos do acoplamento iterativo
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e Leitura das propriedades dos subsistemas, condi¢des iniciais, parametros de Newmark e

forcas de contato (arbitradas);

Ap6s a leitura das varidveis inicia-se um ciclo em rela¢do ao tempo t sendo que o indice i
indicard em que instante de tempo cada varidvel esta sendo calculada, e uma contagem feita pela

variavel cont, entdo relacdo ao nimero de interacdes feito em cada instante de tempo.
e Calculo das aceleragdes iniciais de cada subsistema, i’ eii’';

21,

b

e Arbitrar for¢as de contato F_ll2 e F

i+

1 12
e calcular os deslocamentos u eu

i+l

e Verificar se o critério de acoplamento estd satisfeito a partir do valor de erro estipulado

nos dados de entrada.

Se o critério de acoplamento ndo for satisfeito os passos descritos dentro do comando
enquanto serdo realizados até que o critério de acoplamento seja atingido. Se o critério de
acoplamento for satisfeito na primeira leitura os passos descritos apds o comando “while”

(utilizados nas rotinas do Matlab) serao realizados.

Passos dentro do comando “while”

21,

b

21 12
e M¢édia dos deslocamentos u eu
~ ~ ) . =12 12
e (idlculo da aceleracdao u " velocidade u e forca F i
~ ~ 21 . - 21 21
e (dlculo da aceleragcdo u° " velocidade u° e forca F 3
21 12 21
e Média das forcas F e F B

21,

b

. ~ 12
e Atualizag¢do dos deslocamentos u e u

i+l

Passos fora do comando while

~ ~ ) . .12 12
e (Cilculo da aceleragao u " velocidade u e forca F 5

~ ~ 2] . - 21 21
e (Cilculo da aceleracdo u " velocidade u e forca F 5

e Média das forgas Fi'j e Fill;
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. ~ 12
e Atualizagdo dos deslocamentos u *

O deslocamento atualizado ja é o deslocamento da iteragao t+ At.

Algoritmo 3.1 Acoplamento Iterativo

. _ 12
Inserir: m,,,m,,,c,,c,.k.k,.E, E(t=0),E,.E,,a,B,u,",

u12 u21 u ' n,erro,At,t,cont =1

1. parai=1 até comprimento (t)
2. i =m;} (B -c,u” —ku!”)
3. i = my (B ey —kou))
A, (i)=m L .12(1)+Lu.12(1)+[i—l}i.”(i)
2 Ploat® 7 oAt 20 )
o] mme Do (B (B2 ) S0
u”(i):|: LIS +k]l{F' i)+ F2(i)+A,,(i)+B,,()}
" oA 2T AL ! I . - 12 12
Aol e s i 0510
5. BZI(i)zcz(%uf‘(iﬁ(g—ljuf'(i)+[g—2)%ﬁf'(i)j
w100 prrm e vk | ERI0 A0+ B, 0)
6. while ‘u'zl (i)—u® (11 > erro
7. cont=cont+1
] ufi(i)=uit(i)=—(“i~7(i);“7"(i))
NEVANEER | 26Y-u'2G a2 1 121
5, 0= i (02007 0)- a0~ 5 -1 i
10. a” (i) =u([1)+( B)Atu”()+BAtu”()
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FE) = mi ()0 <>+klutj<i>—1:,:1<i>
2 0= o 07 0020 a6 5 -1 i)
13. ﬁill(i)=ufl(i)+(1—B)Atiii21(i)+BAtiji‘](i)
14. F (i) = ~(mii! (i) + ¢! () + k,u? (i)
RO AL
. I I . 1 12
O P e KON Es) )
16. Bn(i)zcl(%ulz(i){%—1)1'112@)4{%—Zj%ﬁiu(i)j
u' (i):LAltz M, +k T{Fl ()+F7(0)+A(i)+ B, ()}
. | . | B 1
N et Bt} 0
o B 0)=e B+ B jiros(B-2)Saro)
0= omr Le, o ERI0-A 08,0
18. fim while
o | 0= 00 a1 i)
20, (1) = () + (1 - p)Adi (i) + At (i)
21. F(i)=mi? (i)+c,a7” (i) + ku )’ (i) - EL, (1)
2| 0= b0 0) O -1 i)
23, ) (i) =" (i)+ (- B)Atu”()+ﬁAtu”()

48




24, F2!(i) = ~(mii®! (i) + c,0” (i) + k,u* ()

s | E-r)-
O e e O e )
2%. Blz(i):c{%uy@){g—1)u;2(i)+(§—2)§ﬁ:2(iﬂ

N[l T . . .
20)=| amas e+ L0+ F20) A0+ B

AZl(i)zmm( ! uzl(i)+iufl(i)+(£_1}331(1)]

oAt® oAt
. . 21 At .,y
B N PTG ) OB I )
1 B !
10| s ek | FR0 A0+ B )
28. | fim para

A seguir serd validado o acoplamento iterativo, aplicando o Método de Newmark no

sistema acoplado.

3.1.1 VALIDACAO DO ACOPLAMENTO ITERATIVO N-N COM 1
GRAU DE LIBERDADE
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. . . 12 21 - .
Para validar o acoplamento iterativo entre os deslocamentos u. l e 1 (t) serd aplicado

o Método de Newmark no sistema acoplado para comparar os deslocamentos do acoplamento
iterativo com o deslocamento u,(t). Nas tabelas abaixo se pode encontrar todos os pardmetros

utilizados para obter a valida¢ido do acoplamento iterativo.

Tabela 3.1: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema
Massa Rigidez Amortecimento
m, =12 Kg ki =40 N/m c1=4.2 Kg/s
mi, = 6 Kg ki, =20 N/m c12 =2.1 Kg/s
m,. = 6 Kg k;;=20N/m Co1 =2.1 Kg/s

Tabela 3.2: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema
) . Amortecimento .
Passo critico Frequéncia natural . Periodo
critico
Atepipp =1.095s wp1 = 1.8257 rad/s Ccr1 = 43.8Kg/s Ty =1.095m s
Atgrit12 =1.095s Wp12 = 1.8257 rad/s Ccr12 = 30.98 Kg/s Th12 =1.095T s
Atcritz1 =1.095s W21 = 1.8257 rad/s Ccr21 = 30.98 Kg/s Tyh21 =1.095T s
Tabela 3.3: Condicoes iniciais e excitacdo externa
Constante ‘n’ para
Velocidade | Deslocamento Forca . . Forca de
simulacio numérica erro
inicial inicial excitadora contato
do Delta Dirac
F1,=0.147 N
Fungdo Delta
u,=0 uy=0 1 n =40 F,;=-0.147 N 10°
de Dirac (h,)
Para B;=5%
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Tabela 3.4: Parametros de Newmark

Passo Alfa Beta
At=0.1s | a=0.25 B=05

O passo de tempo adotado foi um décimo menor do que o menor passo de tempo critico
(Atcrit). E considerado como passo de tempo critico, o menor passo encontrado entre o sistema
acoplado e os subsistemas.

Ao longo dos testes de acoplamento iterativo com separacdo na massa, foi possivel verificar
que a distribui¢do de massa entre os sistemas pode ser aleatdria, desde que pelo menos uma
frequéncia natural de cada subsistema seja proxima ou a mesma de uma das frequéncias naturais
do sistema acoplado. Sendo assim neste caso a relagdo utilizada para separar a massa do sistema
completo em subsistemas foi:

T
my,

A distribuicdo de massa fora da frequéncia natural pode ser escolhida desde que cada
subsistema tenha o passo de tempo adequado de forma que atinja convergéncia.

A figura (3.2) representa os delocamentos u;,(t) e u,;(t) obtidos pelo acoplamento

iterativo e o deslocamento u;(t) obtido pelo Método Newmark quando aplicado no sistema

acoplado.

Deslocamento - Validacdo do Acoplamento Iterativo

0.05

0.04 u ()
0.03

0.02 /
0.01 /

Deslocamento(m)

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04
0 1 2 3 4 5

Tempo(s)

Figura 3.2: Deslocamentos obtidos pelo acoplamento

iterativo e solucao numérica direta
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A figura (3.3) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos

iterativos Uy, (t) e uy; (t). Eles mostram que satisfaz o critério de acoplamento.

<10° Erro entre u,(t) e u,,(t) <107 Erro entre u,,(t) e u,,(1)

| TR |
I
N
| A LA H\/
r |
| I

|
|
| |
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©
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o
©

[}

e
3

o
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| |
| |
| |
| |
| |

|Erro absoluto|
o
(6}

o ¢
I
w

o
w

N

|Erro relativo|
B (6]

o
N
-
—

o
= h

0 0 \\’R/\ R_/ \,A_//
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tempo (s) Tempo(s)

Figura 3.3: Analise de erro entre os deslocamentos

iterativos uy,(t) e uyq(t)

A figura (3.4) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos

u, (t) acoplado u;,(t) iterativo. O erros podem ser menores desde que diminua o passo de tempo.

«10° Erro entre u1(t) e u12(t) e Erro entre u1(t) e u12(t)
1.8

T

AR

ol |
|

06 i St
] JAvi AT T~
I/\/ H\\II
0.4 \ i

| —
L
-
o
(2]
—
—

|Erro absoluto|
|Erro relativo|

>
4
—
N
>
k\\

\
0.2
J? v
0 10°
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 3.4: Analise de erro entre u,(t) numérico e u;,(t) iterativo
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A figura (3.5) representa a velocidade do sistema acoplado u,(t) obtida pelo Método de

Newmark e as velocidades dos subsistemas 1 e 2, u,,(t) e u,,(t) obtido pelo método iterativo.

0.1
0.08
0.06F
0.04%

0.02 - v

Velocidade(m/s)

-0.08 -
0

Figura 3.5: Velocidade obtida pelo método numérico e

Velocidade numérica e iterativa

Tempo(s)

iterativo

() |
tia(t) 7
g (t) |

Velocidade(m/s)

0.17+

0.08 -

0.06

0.04 -

0.02 -

-0.2

-0.02 -

-0.04 -

-0.06 -

Velocidade numérica e iterativa

-0.1 0

&1“) :
A S o ue(t) -

e an(t) |

0.1 02 03 04 05
Tempo(s)

Figura 3.6: Ampliacdo da figura 3.5 até 0.6s

A figura (3.7) representa a aceleracdo do sistema acoplado i, (t) obtida pelo Método de

Newmark e as aceleragdes dos subsistemas 1 e 2, ii,(t) e U,,(t) obtido pelo método iterativo.

0.81-

0.6 -

0.4+

Aceleracdo (m/€)

Figura 3.7: Aceleracio obtida pelo método numérico e
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iterativo
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Figura 3.8:

Aceleracao numeérica e iterativa
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Ampliacio da figura 3.7 até 0.6s



A figura (3.9) representa a convergéncia das forcas de contato FI? (t) e lel (t), e a figura

(3.10) representa o nimero de iteracdes necessdrias para atingir o critério de acoplamento em

cada instante de tempo.

Forca de contato

Foo()
4“ —
&
|
2
|
g
«
o 0
5, ’f
_2’
-3
-4
-5
0 1 2 3 4 5
Tempo(s)
Figura 3.9: Forcas de contato
12 f\
11 (\
10
g .|
o 9
s,
A
-0
o
5 6
e,
=1 5
z
4 \/
3
: I
0 1 2 3 4 5

Tempo(s)

Figura 3.10: Nimero de iteragées

Pode-se concluir em relagdao ao acoplamento iterativo aplicado em um sistema com 1 grau
de liberdade que o método apresentou um erro baixo, da ordem de 10®. Em relagdo 2 figura (3.2)

observa-se que o deslocamento decai com o tempo o que € esperado, pois € um sistema
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amortecido, e também satisfaz as condicdes iniciais do problema em que o deslocamento e a
velocidade inicial (no instante de tempo igual a zero) sdo zero e a forca inicial diferente de zero.
Sendo a velocidade a derivada do deslocamento, quando comparado a figura (3.2) com a figura
(3.5) pode-se observar que a velocidade € zero nos pontos de maxima amplitude do deslocamento
e quando comparado a figura (3.7) com a figura (3.5) pode-se observar também que a acelera¢ao
€ a derivada da velocidade. Com a figura (3.9) conclui-se que as forcas de contato satisfazem o
equilibrio , isto é, a soma das forcas de contato deve ser zero. Pode-se concluir em relagdao a
figura (3.10) que o niimero de iteracdes necessdrias para atingir o acoplamento nos instantes de
tempo iniciais é maior, pois como alguns termos sdo arbitrados, torna-se necessario realizar mais

interacdes para convergir os valores.

3.2 ACOPLAMENTO ITERATIVO NEWMARK-NEWMARK EM UM
SISTEMA COM 2 GRAUS DE LIBERDADE

Na figura (3.11), (a) representa um sistema com 2 graus de liberdade acoplado, o0 mesmo sera
dividido na massa m, e formara os subsistemas (b) e (¢). Sendo (b) um subsistema com dois
graus de liberdade e (c) com um grau de liberdade. Aplicando-se o acoplamento iterativo N-N
nos subsistemas (b) e (c) os deslocamentos u,;(t) e ux(t) retornardo ao deslocamento u,(t) do
sistema acoplado (a). As forcas Fy(t) e Fx(t) sdo as forcas de contato entre os subsistemas, e a
forca F(t) ¢ uma forca externa aplicada no primeiro grau de liberdade do sistema acoplado,

sendo que quando a massa for dividida, a for¢ca F;(t) permanece na massa m; do subsistema 1.
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Sistema acoplado Subsistema 1 Subsistema 2

T
RS {1 lc1

m,

-
S

(a)

Figura 3.11: (a)Sistema com dois graus de liberdade acoplado, (b) e (¢) subsistemas de (a)

As equacdes de movimento do sistema (a), e os subsistemas (b) e (c) da figura (3.11), sdo:

Sistema acoplado:

m 0 ||lu Cc, +cC —C u k,+k -k u F
1 “1 + 1 2 2 . 1 1 2 2 1 — 1 (310)
0 m,|u, -C, C,+cC,y|lu, -k, k,+k; ||u, 0
Subsistema 1:
m 0 [lu c,+c, —c,||lu k., +k, -k, ||u F
1 "l + 1 2 2 ' 1 + 1 2 2 1 — 1 (311)
0 m, U, %) Cy U -k, k, |{u, E,
Subsistema 2:
m,,u,, +c;u,, +k;u,, =-F, (3.12)

O procedimento do acoplamento iterativo para acoplar os subsistemas da figura (3.11) sera
o mesmo procedimento fornecido pelo algoritmo (3.1). A grande diferenca esta nas equagdes de
movimento que foram escritas para um sistema com dois graus de liberdade, e também, as

equagdes de movimento poderiam ser generalizados para n graus de liberdade.
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Acoplamento iterativo

Para programar o acoplamento iterativo foram utilizados dois ciclos, um em relacdo ao
tempo t, e o outro, chamado de cont, em relacdo ao nimero de interacdo realizada para atingir o
critério de acoplamento. Os dois parametros sdo dados por:
t=0:At:t,
onde At é o passo de tempo.

O parametro cont vai até um conty,, que € o nimero méaximo de iteracdes em cada instante
de tempo t, cont =1:cont .

Para iniciar o acoplamento iterativo, primeiro € feita a leitura das propriedades dos
subsistemas, das condi¢des iniciais, dos parametros de Newmark, do intervalo de tempo, do
contador cont e das forcas de contato.

As propriedades do subsistema 1 e as condi¢des inicias s3o: massas m; € mjp,

amortecimento ¢; € cp, rigidez k; e kp, forca de externa de excitacdo Fi(t) que serd escrita no
algoritmo como F ., deslocamentos iniciais ul e u’', e as velocidades iniciais u; e u’'. A
partir das propriedades do subsistema e das condicdes iniciais € possivel calcular o vetor

aceleracdo inicial.

As propriedades do subsistema 2 e as condicdes inicias sd0: massa my,, amortecimento cs,

rigidez k3, deslocamento inicialu”> e velocidade iniciali;>. A partir das propriedades do

. .~ e e e o ’ ~ e s 22
subsistema e das condig¢des iniciais € possivel calcular a aceleragdo inicial U;”.

O indice i e i+1 indica em que instante de tempo a varidvel estd sendo calculada. O indice

i+1 indica o tempo atual e o indice i o instante de tempo anterior ao tempo atual.

0

F21

i+l

. . 22 ~
As forcas de contato e F»,, que foram escritas no algoritmo como e F*, sdo
FZ] i+l

as forgas arbitradas, descrita pela equagdo (3.9), que sdo utilizadas para iniciar o acoplamento

iterativo.

Passos do acoplamento iterativo
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e [Leitura das propriedades dos subsistemas, condi¢des iniciais, parametros de

Newmark e forcas de contato (arbitradas);

ApOs a leitura das varidveis inicia-se um ciclo em relagdo ao tempo t sendo que o indice i
indicard em que instante de tempo cada varidvel esta sendo calculada, e uma contagem feita pela

varidvel cont, entdo relacdo ao nimero de interagdes feito em cada instante de tempo.

o

u.
~ e e . .2 i
e Calculo das aceleragdes iniciais de cada subsistema, i e { o 0
u
1
. 2 2 Ui
e Arbitrar forcas de contato F e g2 e calcular os deslocamentos u NCR IS
i+ i+
) u.
i+l i+l

e Verificar se o critério de acoplamento estd satisfeito a partir do valor de erro

estipulado nos dados de entrada.

Se o critério de acoplamento ndo for satisfeito os passos descritos dentro do comando
enquanto serdo realizados até que o critério de acoplamento seja atingido. Se o critério de
acoplamento for satisfeito na primeira iteracdo os passos descritos apds o comando “while” serdo
realizados.

Passos dentro do comando “while”

2 1 22 21
e Média dos deslocamentos u’ ceu

i+l

S| .1 O
u. u.
, ~ 1 . 1
e (idlculo da aceleragdo "L velocidade 1 T b e forca :
21 .21 FZI
Ui Uiy i1
~ ~ 222 . .22 22
e (dlculo da aceleragdo u’ " velocidade u- e forca F i
L1 22 21,
e Média das forcas F e F O
1
. ~ 22 i+l
e Atualizacdo dos deslocamentos u’ e f] ;
ui+1
Passos fora do comando “while”
.1 .1 0
, ~ | Wi . Uiy
e Cilculo da aceleragéo § ', velocidade e forca g2 ;
u u

i+1 i+l i+l
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P ~ 222 . .22 22
e (Cilculo da aceleragdo u 9 velocidade u- e forca F 3

YT 22 21
e Média das forcas F e F B

1
u.
. ~ 22 1
e Atualizagdo dos deslocamentos u'’ e { ; }2

O deslocamento atualizado ja é o deslocamento da itera¢do t + At .

Algoritmo 3.2 Acoplamento Iterativo

Inserir:

21
i

1 -1 «21 .22 22
m,,m,;, m,,,c,,C,,¢;.K, .k, .k, . E, E(t=0),E,.E ,0.B,u,,0;,u;,u; ,u;",u;" ,n,erro,At,t,cont =1

1. parai=1 até comprimento (t)

e oo

2222 -1 1 - 22 22
3. i~ =m, (E —c,u;” —k,u; )

ool o T
| el sl

{Eiﬁ'}(@ik L Altz [m]+%[0]+[k]]l HI;'}(:’i)+ Asi)+ BZI(:,i)}

i+l

Azz(i):mn( ! u32(1)+iu32(i)+&_1}132(1))

oAt? oAt
: Bn(i):c3[%u32(i)+[§—1ju?2(i)+[§—2j§ﬁ?2(iﬂ

u22] (1) = |:(1At2 m,, + aﬁAt C;+ kBJ_ {_ lez(l)"' A22(i)+ Bzz(i)}
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o | whielw ) u (] zemo

7. cont=cont+1

8. w2 ()= (1) = (v 21(1);“2]1 (i)

o | (e[ o)l e Ge i oo

10, {E}()z{z }(:,i)+(1— B)at z}()+ BAt{z}( )

u =Bl el e b e - e

12 W20 =070 0)- o0 5 -1 0)

13. 0 (i) =u?(i)+ (1 - B)Atii (i) + BAti* (i)

14, F2(i) = —(m,, i () + ¢,0 () + k,u?2 1))

s =) - r()- e
YIS AR T T

16 o) e (B e (B2 {2 fo)
| st B ]+[k1}1{{;}}<:, ) ) B )}
N B L TR0 e 0

17.
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L S a0 et MO E) 0
a | 0= (O )
w | PO (e k()
s | p)-r- e
NESY EX TR A
B
| sl Bl ]}‘Hl‘jg}c,inAmc,i)wﬂc,i)}
i) =m0 0+ 1 i)
2| ml=e B0+ (Boro+(B-o) e

aAt?

0= om0 B
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28. | fim para

A seguir serd validado o acoplamento iterativo, aplicando o Método de Newmark no sistema

acoplado.

3.2.1 VALIDACAO DO ACOPLAMENTO ITERATIVO N-N COM 2
GRAUS DE LIBERDADE

. . . 22 21 z .
Para validar o acoplamento iterativo entre os deslocamentos u l (Hheu l (t) serd aplicado

o Método de Newmark no sistema acoplado para comparar os deslocamentos do acoplamento
iterativo com o deslocamento u,(t). Nas tabelas abaixo se pode encontrar todos os parametros

utilizados para obter a validacdo do acoplamento iterativo.

Tabela 3.5: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema
Massa Rigidez Amortecimento
m;=0.6Kg | ki=3N/m ¢, =1Kg/s
my,=1Kg k, =3 N/m ¢, =0.8Kg/s
m,; =5 Kg k;=4 N/m c1 = 0.8 Kg/s

Tabela 3.6: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema acoplado e dos subsistemas

Frequéncia natural: Periodo: Passo critico:

wq = 2.3597 rad/s Ty =2.6627 s | Atcritl = 0.8476's
wy; =0.7737rad/s | T, =8.1206s | Atcrit2 = 2.5849 s

wy = 0.7713 rad/s T; =8.1464s | Atcritl = 2.5931s
wy; = 2.8992rad/s | T, =2.1672s | Atcrit2 =0.6899s

Sistema Acoplado

Subsistema 1
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Subsistema 2 wy =0.7746rad/s | Ty =8.1116s | Atcritl =2.5820s

Tabela 3.7: Condicoes iniciais e excitacio externa

Constante ‘n’
Velocidade | Deslocamento Forca para simulacao Forca de
erro
inicial inicial excitadora numérica do contato
Delta Dirac
~ F21 = N
Funcdo Delta 0.8245
1y =0 up =0 _ 1 n =40 107
de Dirac (h, ) F,,=-0.8245N
Para B; = 5%

Tabela 3.8: Parametros de Newmark

Passo Alfa Beta
At=0.01s | a=0.25| B=0.5

A figura (3.12) representa os delocamentos u,,(t) e u,;(t) obtidos pelo acoplamento
iterativo e o deslocamento u,(t) obtido pelo Método Newmark quando aplicado no sistema

acoplado.
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Deslocamento - Validacao do Acoplamento Iterativo N-N
0.12

o/ \
AR
/| \
\

-0.04 \\
-0.06

-0.08
0

Deslocamento(m)

2 4 6 8 10
Tempo(s)

Figura 3.12: Deslocamentos obtidos pelo acoplamento iterativo

e solucao numérica direta

A figura (3.13) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos

iterativos U, (t) e u,, (t). Ela mostra que o critério de acoplamento ¢ satisfeito.

« 10'9 Erro entre u21(t) e Lbz(t) > Erro entre 1421(t) e Lbz(t)
1 0N
i i i
0.9 10—3 T L
0.8 . i }
10 %‘
0.7 : : H
- [ I 1
<) = . .5 \
s g %
3 0s 2" | —
[=} © f i | 1
7] -_— 6 I
< 0.5 g 10
[] -
0.4 -7
0.3 ﬂ . i
10
o2l i lIA /\ﬂ Al
AWV o |
I W i -10i i %
0 107! : I
0 5 10 0 5 10
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 3.13: Analise de erro entre os deslocamentos iterativos u,, (t) e u,¢(t)
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A figura (3.14) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos
u,(t) numérico u,q(t) iterativo. O erros podem ser menores desde que diminua o passo de
tempo.

-4 Erro entre u,(t) e u,,(t) Erro entre u,(t) e u,,(t)

x 10

|Erro absoluto|
w
I
/
|Erro relativo|
o

2 /:
/

0 5 10 0 5 10
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 3.14: Analise de erro entre u,(t) numérico e u,; (t) iterativo

1, (t
A figura (3.15) representa o vetor de velocidade do sistema acoplado {l_l'( )} obtido pelo
u2

u, (1)

Método de Newmark e o vetor de velocidade do subsistemas 1, { i
u21

}, obtido pelo método

iterativo.
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Velocidade do subsistema 1 do 1 gra Velocidade do subsistema 1 do 2 gral

1- T T 0.1+ T T
1, (t)ynumerico o (t)numerico
0.8 - uq (t)iterativo 0.08 - o (t)iterativo
0.06 -
—~ 0.6+ —_
O L 004 -
e £
D 0.4- /
3 8 002
© ©
S \ o 0!
S ) = .
S 0.2 8
2 2 -002-
O -
-0.04 -
-0.2
-0.06 -
-0.4- . -+ -0.08*~ : -
0 5 10 0 5 10
Tempo(s) Tempo (s)

Figura 3.15: Velocidade obtida pelo método numérico e iterativo

u, (t)
. - . 1 .
A figura (3.16) representa o vetor de aceleracdo do sistema acoplado obtido pelo
u,
) s . i, (t) . .
Método de Newmark e o vetor de aceleracdo do subsistemas 1, < obtido pelo método
u,,(t)
iterativo.
Aceleracao do subsistema 1 do 1 grau gt;eleragﬁo do subsistema 1 do 2 grau Acelerac@o do subsistema 1 do 1 grau Aceleracao do subsistema 1 do 2 grau
iiy (t)numerico iig (t)numerico 16~ | iy (t)numerico | 0.2 - iiy (t)numerico
16 - iy (t)iterativo tigy (t)iterativo iy (t)iterativo iy (t)iterativo
14 - I 141 I 0.15 - ‘.”‘H“““H
1] [
—_ . —_ 12 - | I
W 12 0 @ & / ‘\‘ “u‘
E - E E 10~ g 01 i
o ) b b " \
S 8- S Q 8- R I,
s | o S < 0.05 - it
8 gl 2 G 6- ] i
8 8 E s i
< 4"' < < 4 < O
2“- 5.
-0.05 -
0-
0 -
% 5 io 0 05 1 15 O 0z 04 06 08
empo (s) Tempo (s) Tempo (s)
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Figura 3.16: Aceleracio obtida pelo método numérico e Figura 3.17: Ampliacio da figura 3.16 até 0.9s

iterativo

A figura (3.18) representa a convergéncia das forcas de contato 1:2]2 OX lel (t) e a figura

(3.19) representa o nimero de iteracdes necessdrias para atingir o critério de acoplamento em

cada instante de tempo.

Forca de contato

0.8

N’M — (0
0.6 \ - Fzz(t)
0.4

Forca(N)
P
.

-0.2 / M
-0.4 /
-0.6

-0.8
0

2 4 6 8 10
Tempo(s)

Figura 3.18: Forcas de contato
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Figura 3.19: Numero de iteracdes

Pode-se concluir em relagdo ao acoplamento iterativo aplicado em um sistema com 2 graus
de liberdade que o método apresentou um erro baixo, da ordem de 10™*. Em relacdo a figura
(3.12) observa-se que o deslocamento decai com o tempo o que € esperado, pois € um sistema
amortecido, e também satisfaz as condi¢des iniciais do problema em que o deslocamento e a
velocidade inicial (no instante de tempo igual a zero) sdo zero. Sendo a velocidade a derivada do
deslocamento, quando comparado a figura (3.12) com a figura (3.15) pode-se observar que a
velocidade € zero nos pontos de maxima amplitude do deslocamento e quando comparado a
figura (3.16) com a figura (3.15) pode-se observar também que a aceleracdo € a derivada da
velocidade. Com a figura (3.18) conclui-se que as forcas de contato satisfazem o equilibrio, isto
€, a soma das forcas de contato deve ser zero. Pode-se concluir em relacdo a figura (3.19) que o
nimero de iteragdes necessdrias para atingir o acoplamento nos instantes de tempo iniciais €
maior, pois como alguns termos sdo arbitrados, torna-se necessario realizar mais interagdes para

convergir os valores.

3.3 ACOPLAMENTO ITERATIVO NEWMARK-NEWMARK EM UM
SISTEMA COM 3 GRAUS DE LIBERDADE

68



A figura (3.20), (a) representa um sistema com 3 graus de liberdade acoplado, (b) e (c)
representam os subsistemas de (a). O sistema acoplado (a) foi dividido na massa m; formando
dois subsistemas com dois graus de liberdade cada um. Aplicando o acoplamento iterativo
Newmark-Newmark nos subsistemas (b) e (c) os deslocamentos ui(t) e uy(t) retornardo ao
deslocamento u, do sistema acoplado (a). As forcas F, (t) e Fx(t) sdo as forcas de contato entre
os subsistemas, e a for¢a Fj(t) é forca externa atuando na massa m; tanto no sistema acoplado

como no subsistema 1.

Sistema acoplado Subsistema 1 Subsistema 2

""""""""" BT u
2505 RO
T ey T
pates RS RSO
oo 5 o
BRI AP TRAN

R AR ARR AR

B R R AR R AR TR T RRLLEL ( )
BRRbtsiesddensd 1M, [gaidaiierd

RSEemeed |2 Rttt -
Pesimelnnannd L prrsnriniid
R0 o0 R e iS00 005000

T aer
iRl M) R

2 B

TR TR
PR35S e
S e el PR IHCIH]
ISy 22 B

RKAARN

R
BaRaess
et
XHHHRIIA
o %

RSB
e

k 0
[etaleetsteetstel

(b)

Figura 3.20: (a) Sistema com trés graus de liberdade acoplado, (b) e (c) subsistemas de (a)

As equacdes de movimento do sistema (a), e os subsistemas (b) e (c¢) da figura (3.15), sdo:

e Sistema acoplado:

m 0 0|4, c,+c, —c, 0 u, k,+k, -k, 0 u, K
0 m, O [i,;+| —c, c,+c; —c3 Ru,p+| -k, k,+k, -k, Ru,r=401(3.13)
0 0 m,lli, 0 —c,  cy+c, ||, 0 -k,  ky+k, ||u,] |0

e Subsistema 1:
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{ml 0 Hul }J{cl +c, —CZHHI }+{kl +k, —kﬂ{u1 }:{FI } Gt
0 m, (U, —C, C, |luy -k, k, [(uy E,

e Subsistema 2:

m,, 0 [|u,, n C3 —C;3 |Juy + k, —k; |Juy — " (3.15)
0 m, (U, —C; cy+c, (U, —ky kytkyJlu, 0 |

O procedimento do acoplamento iterativo para acoplar os subsistemas da figura (3.15) sera
o mesmo procedimento fornecido pelos algoritmos (3.1) e (3.2).. A grande diferenga estd nas
equagdes de movimento que agora contém dois graus de liberdade para cada subsistema. Pode —
se concluir que e as equacgdes de movimento podem ser generalizadas para n graus de liberdade

em ambos 0s subsistemas.
Acoplamento iterativo

Para programar o acoplamento iterativo foram utilizados dois ciclos, um em relacdo ao
tempo t, e o outro, chamado de cont, em relacdo ao nimero de interacdo realizada para atingir o
critério de acoplamento. Os dois parametros sdo dados por:
t=0:At:t .
onde Até o passo de tempo.

O parametro vai até um contyax que € 0 nimero méaximo de iteragdes em cada instante de
tempo t, cont=1:cont___ .

Para iniciar o acoplamento iterativo, primeiro € feita a leitura das propriedades dos
subsistemas, das condi¢Oes iniciais, dos pardmetros de Newmark, do intervalo de tempo, do
contador cont e das forcas de contato.

As propriedades do subsistema 1 e as condi¢des inicias sdo: as massas m; € myj,

amortecimentos ¢; € ¢, rigidez k; e ko, forca de externa de excitacdo Fi(t) que serd escrita no

algoritmo como F , deslocamentos iniciais uj e u;', e as velocidades iniciais u; e u}'. A
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partir das propriedades do subsistema e das condi¢Oes iniciais € possivel calcular o vetor
aceleragdo inicial.

As propriedades do subsistema 2 e as condi¢des inicias sd0: as massa mp € ms,
amortecimentos c3 € c4, rigidez ks e k4, deslocamentos iniciais ui22 € uf , € as velocidades iniciais

U e u;. A partir das propriedades do subsistema e das condi¢des iniciais € possivel calcular o

1
vetor aceleragdo inicial.
O indice i e i+1 indica em que instante de tempo a varidvel estd sendo calculada. O indice

i+1 indica o tempo atual e o indice i o instante de tempo anterior ao atual.

0 F22

As forgas de contato e O‘*‘ , sdo as forcas arbitradas, descrita pela equacao (3.9),

F21

i+l

que sdo utilizadas para iniciar o acoplamento iterativo.
Passos do acoplamento iterativo
e Jeitura das propriedades dos subsistemas, condi¢des iniciais, pardmetros de

Newmark e forcas de contato (arbitradas);

Ap6s a leitura das varidveis inicia-se um loop em relagdo ao tempo t sendo que o indice i
indicard em que instante de tempo cada varidvel esta sendo calculada, e uma contagem feita pela

varidvel cont, entdo relacdo ao nimero de interagdes feito em cada instante de tempo.

22 ol
u; u,
e Calculo das aceleracOes iniciais de cada subsistema, ; e __121 ;
u. u.
1 1
22
F22 O u’ ]
e Arbitrar forcas de contato HLe . ¢» € calcular os deslocamentos 5 e
0 E u
i+ i+l
1
Uiy
!

i+1

e Verificar se o critério de acoplamento estd satisfeito a partir do valor de erro

estipulado nos dados de entrada.
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Se o critério de acoplamento ndo for satisfeito os passos descritos dentro do comando
enquanto serdo realizados até que o critério de acoplamento seja atingido. Se o critério de
acoplamento for satisfeito na primeira iteracao os passos descritos apés o comando “while” serao
realizados.

Passos dentro do comando “while”

Z1: 22 21
e Média dos deslocamentos u’ ceu

i+l

o1 .1
. ~ Wi . Ui 0
e (Cilculo da aceleragao o (0 velocidade (€ forcaq ,, ¢;
Uiy Ui i1
22 22
» ~ l'1i+l . ui+1 Fi]z
o Calculo da aceleragdo | , r,velocidade | . eforca § ™ ¢;
ui+l ui+l 0
L1 22 21,
e Média das forcas F e F s
u22] u! .
e Atualizacdo dos deslocamentos , (€ ; ;
um ui“
Passos fora do comando “while”
l-jl 1 O
~ ~ i+l . i+l
e Cilculo da aceleracdo ‘;] , velocidade ';1 e forcad  ¢;
ui+l ui+l i+1
22 - 22
) ~ ui+l . ui+l F.22
o Cilculo da aceleragdo | , r, velocidade y  eforca ™ ¢
u'+l u‘+l O
L1 22 21,
e Média das forcas F e F O
22
u u! .
. ~ 1+ +
e Atualizagdo dos deslocamentos | | e ’21 ;
u, Uiy

O deslocamento atualizado j4 é o deslocamento da iteragdo t+ At .

Algoritmo 3.3 Acoplamento Iterativo
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1. | parai=1até comprimento (t)
2| e (e i)
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) lnf b }( Do Joe s o 9
s | bl B e e (22 (o)
e bl Bt e ato o
6. while u’! (i)—u’? (i) > erro
7. cont=cont+1
. YN HOLEH)
T e T T
T el o il
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28. | fim para

A seguir serd validado o acoplamento iterativo, aplicando o Método de Newmark no

sistema acoplado.
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3.3.1 VALIDACAO DO ACOPLAMENTO ITERATIVO N-N COM 3
GRAUS DE LIBERDADE

Para validar o acoplamento iterativo entre os deslocamentos uzj (t)e u?ll (t) serd aplicado

o Método de Newmark no sistema acoplado para comparar os deslocamentos do acoplamento
iterativo com o deslocamento u,(t). Nas tabelas abaixo se pode encontrar todos os pardmetros

utilizados para obter a validacdo do acoplamento iterativo.

Tabela 3.9: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema
Massa Rigidez Amortecimento
m; = 0.6 Kg ki=1N/m c1=1Kg/s
my,=1Kg k,=0.8 N/m c,=4Kg/s
m,, = 0.6 Kg ks=1N/m c; =3 Kg/s
ms= 0.6 Kg ks=0.8 N/m cs=1Kg/s

Tabela 3.10: Propriedades do sistema
Propriedades do sistema

Frequéncia natural:

Passo critico:

Sistema Acoplado

wq = 0.7713 rad/s
wy = 2.0917 rad/s
w3 = 2.8992rad/s

Atcritl = 2.5931 s
Atcrit2 = 0.9562 =
Atcrit3 = 0.6899 s

Subsistema 1

w1 = 0.7713 rad/s
wy = 2.8992rad/s

Atcritl = 2.5931s
Atcrit2 = 0.6899 s

Subsistema 2

w1 = 0.7713 rad/s
wy = 2.8992rad/s

Periodo:
T, =8.1464s
T, =3.0039 s
T3 =2.1672s
T, =8.1464s
T, =2.1672s
T, =8.1464s
T, = 2.1672s

Atcritl = 2.5931 =
Atcrit2 = 0.6899 s

76




Tabela 3.11: Condicdes iniciais e excitacio externa

Constante ‘n’
Velocidade | Deslocamento Forca para simulacao Forca de
erro
inicial inicial excitadora numérica do Delta contato
Dirac
0
F21 = N
Funcdo Delta 0.8245
iy =0 up =0 n =40 10°
de Dirac (h!) 0
Fa=- N
0.8245

Tabela 3.12: Parametros de Newmark

Passo

Alfa

Beta

At =0.011s

a = 0.25

B=05

A figura (3.21) representa os delocamentos u,,(t) e u,;(t) obtidos pelo acoplamento

iterativo e o deslocamento u,(t) obtido pelo Método Newmark quando aplicado no sistema

acoplado.

0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Deslocamento(m)

Deslocamento - Validacao do Acoplamento lterativo N-N

e w0
—u, (b
/ \\ o

/

/

-0.05 \ /
'0-1 \ /
-0.15
-0.2
0 2 4 6 8 10
Tempo(s)

Figura 3.21: Deslocamentos obtidos pelo acoplamento iterativo e

solucdo numérica direta
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A figura (3.22) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos

iterativos u,4 (t) e uy, ().

« 10-1oErro entre l121(t) e uzz(t) 1074 Erro entre t121(t) e Lbz(t)
9 1
10°
0l
5 7 # | | - 10°
3 | | 2
T YN R
-] H © 10"}
S 5 f ° ‘a
: e . N
u_.l 4 M| 1 - 10 I | ’,ﬁ"‘llh i e
10° ﬁ ) !
2 | -
IRl I
| -10
1 : 10
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 3.22: Analise de erro entre os deslocamentos iterativos u,, (t) e u,;(t)
A figura (3.23) representa as analises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos

u,(t) numérico u,q(t) iterativo. O erros podem ser menores desde que diminua o passo de

tempo.
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3.5

2.5

|Erro absoluto|
N

1.5

0.5

u
A figura (3.24) representa o vetor de velocidade do sistema acoplado { )

Método de Newmark e o vetor de velocidade do subsistemas 1, {

iterativo.

x 10

-3 Erro entre u2(t) e u21(t)

/

/

/
\/

5
Tempo(s)

10

10

10

|Erro relativo|

10

10

10

10

-4

Erro entre u2(t) e uy, (t)

0

5 10
Tempo(s)

Figura 3.23: Analise de erro entre u,(t) numérico e u, (t) iterativo
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Velocidade do subsistema 1 do 1 grauVelocidade do subsistema 1 do 2 grau Velocidade do subsistema 1 do 1 grau

1wy (t)numerico

Velocidade do subsistema 1 do 2 grau
s (t)numerico

[ 09- ay (t)numerico | 03-7 1y (t)numerico
0.8:. o 4y ()iterativo | 0.2 ﬂ o gy (titerativo o8k '{. e iy (t)iterativo : 0.25 - ® g (t)iterativo
; : :
< 0.15 s 0.7 - = 0.2
. 06% . : —_ . —_
IO w01} 2 0677 2 o5
£ o £ : E 5. 2 E
T 043 T 005} S ot S
g 043 g 005; o . T 0.1
© s © H g 0.4 - * %
° E =l Oi S 0311 b S
8 o2 S o O . o 005~
- $ = ° . o
[ [ - .
) : > 0.2-] . >
> S 005 01_. { | 0-
. .
0.1 - 1 ol 3 | -0.05 -
-0.2- .
-0.15 - T 0.1~ + 0.1~
04’ . P 02 . P 0 1 2 ) 0 1 2
Tempo(s) Tempo(s)
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 3.24: Velocidade obtida pelo método numérico e

Figura 3.25: Ampliacio da figura 3.24 até 3s
iterativo

i, (t
A figura (3.26) representa o vetor de aceleracdo do sistema acoplado ® obtida pelo

u,

. u,(t)
Método de Newmark e o vetor de aceleracdo do subsistemas 1, !

. obtido pelo método
u,,(t)

iterativo.

Aceleracao do subsistema 1 do 1 grau

OAgeIeragéo do subsistema 1 do 2 grau Aceleracao do subsistema 1 do 1 grau Aceleracéo do subsistema 1 do 2 grau
18+ : 6+ - . . o : N o ; .
! iiy (tynumerico iia (t)numerico 16- 1 iy (t)numerico iia (t)numerico
161 e dy(t)iterativo 0.5 e i (Diterativo * i (t)iterativo 0.5f .ﬁ.. * iy (t)iterativo
14 - ) I 14 - | (Y
. 0.4/s * 0.4 - .
12 i 12 LI
—~ - o~ ° - °
E % G G o3 %
E 10- E . g 10- H I b
o o 02-% - = .
g 8* w0 . o o 0.2 - ..
& e w 8-t @ :
g g 01t g & | 3
s o 3 : 5 6- S 01y s
3] Q o-$ - K .
< 4 < e [T @ .
. 13 QO 4. (5] 0- %
013 < ! < K
2 = -U. . '..
: 2- -0.1- %
0 P_’\ 0.2 . 13
? *
9
27 r -

O - o
03~ : '-/ 02" v
0 5 10 0 5 10 o ! | 1 I I | [
Tempo (s) Tempo (s) 0 0.5 1 ) 0 05 1 15
Tempo (s) Tempo (s)
Figura 3.26: Aceleracao obtida pelo método numérico e

Figura 3.27: Ampliacio da figura 3.26 até 2s
iterativo
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A figura (3.28) representa a convergéncia das forcas de contato lez (t) e lel (t). e a figura

(3.29) representa o nimero de iteracdes necessdrias para atingir o critério de acoplamento em

cada instante de tempo.

Forca de contato
0.5

0.4 - F

0.3f

0.2 1

Forca(N)

-0.1 / 7
02
04

-0.5
0

2 4 6 8 10
Tempo(s)

Figura 3.28: Forcas de contato

7.5 \
7

osl

Numero de iteragoes
(4]
[}
[
—
| —

. \ /
3.5 \/
3
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Tempo(s)

Figura 3.29: Numero de iteracées

Pode-se concluir em relag@o ao acoplamento iterativo aplicado em um sistema com 3 graus

de liberdade que o método apresentou um erro baixo, da ordem de 10°. Em relacdo a figura
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(3.21) observa-se que o deslocamento decai com o tempo o que € esperado, pois € um sistema
amortecido, e também satisfaz as condicdes iniciais do problema em que o deslocamento e a
velocidade inicial (no instante de tempo igual a zero) sdo zero. Sendo a velocidade a derivada do
deslocamento, quando comparado a figura (3.21) com a figura (3.24) pode-se observar que a
velocidade € zero nos pontos de maxima amplitude do deslocamento e quando comparado a
figura (3.24) com a figura (3.26) pode-se observar também que a aceleracdao é a derivada da
velocidade. Com a figura (3.28) conclui-se que as for¢as de contato satisfazem o equilibrio, isto
¢, a soma das forgas de contato deve ser zero. Pode-se concluir em relagdo a figura (3.29) que o
nimero de iteracdes necessdrias para atingir o acoplamento nos instantes de tempo iniciais é
maior, pois como alguns termos sdo arbitrados, torna-se necessario realizar mais interagcdes para

convergir os valores.

3.4 ACOPLAMENTO ITERATIVO NEWMARK-CONVOLUCAO EM
UM SISTEMA COM 1 GRAU DE LIBERDADE COM EXCITACAO
DELTA DE DIRAC.

Sistema acoplado Subsistema 1 Subsistema 2

Z 7

x; klé #Fl(t) \_Jl;lCl
3

ko é \_Jl-_l () % kp \—lr‘ 2
Z 7
(a) / (b) (c)

Fa1(0)

B T A AR ]
R R Fa i i R R
Rl )| ferseaetod

y u21(®

Figura 3.30: (a)Sistema com um grau de liberdade acoplado, (b) e (¢) subsistemas de (a)
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Na figura (3.30), (a) representa o sistema acoplado com 1 grau de liberdade. Dividindo-se a
massa do sistema acoplado, formam-se os subsistemas (b) e (c) com 1 grau de liberdade cada um.
A forca Fi(t) € a forca externa atuando no sistema acoplado (a), e as forcas Fia(t) e F(t) sdo as
forcas de contato entre os subsistemas. Apds a divisdo da massa a forca externa ficard sendo

aplicada no subsistema 1. O deslocamento do sistema acoplado € representado por u;, e dos

subsistemas sdo representados por u, (t) e u,, (t). A rigidez é representada por k; e ko e o

amortecimento € representado por c; e ¢;. A massa do sistema acoplado € representada por m; e
dos subsistemas por mj; € my;.

Para realizacdo do acoplamento iterativo N-C devem ser arbitradas as forcas de contato
Fi2(t) e Fyi(t) para que os deslocamentos u, (t) e u,,(t) dos subsistemas sejam calculados e

acoplados iterativamente a fim de retornar ao deslocamento do sistema acoplado u;(t). A Integral
de convolucdo serd aplicada no subsistema 2. Para isso serd utilizado a resposta ao impulso
obtido numericamente como apresentado anteriormente e serd feita a convolucdo entre a resposta
ao impulso numericamente com a forca arbitrada Fy;(t).

As equagdes de movimento do sistema (a), e os subsistemas (b) e (c) da figura (3.22), sdo
apresentadas a seguir.

Sistema acoplado:

myii, +(c, +¢,)u, +(k, +k,)u, =F (1) (3.16)

Subsistema 1:

m,,i,+cu, +ku, =F (O+F,() 3.17)

Subsistema 2

m,,u,, +c,u,, +k,u,, =-F,(t) (3.18)
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A equacdo (3.18) daréd origem a fun¢do de resposta ao impulso obtida numericamente que serd
aplicada na integral de convolugdo para constru¢do do método de acoplamento iterativo.

Particularizando a forca F;;(t) para o Delta de Dirac tem-se:

B, (1) =38(t) (3.19)
u,,(t) = ug, (V) (3.20)

Utilizando a implementacdo numérica do Delta de Dirac h; (t)

8(t)=h! (1) (3.21)
E,(t)=h}® (3.22)
u,,(t)=u, ® (3.23)

A resposta ao impulso numérica pode ser obtida pela seguinte equagao:

m,, i3t +c,u5 +k,ugt =h, () (3.24)

A solugdo do subsistema 2 para o caso de uma forca de contato arbitraria F,;(t) via integral de

convolugdo é:

t

u,, ()= jugzu1 (t - T)le(r)dr

—00

(3.25)

Esta expressdo pode ser discretizada para um intervalo de tempo 3 At :

Sendo t = nAt, paran =3, t = 3At.
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u,,3AD = [, (1A0u, (3A0)+ B, (2A0)u, 2A0) |+ B, (3a0) ul, (At) (3.26)

Nesta expressdo (3.26) se entrarmos com o deslocamento atual u,,(t =3At) pode-se obter a forca
atual E, (t=3At), sendo assim, a equacdo (3.26) pode ser aplicada a uma estratégia de

acoplamento iterativo e pode ser facilmente generalizado para um tempo t arbitrério.
Acoplamento iterativo

Para programar o acoplamento iterativo foram utilizados dois ciclos, um em relacdo ao
tempo t, € o outro, chamado de cont, em relagdo ao nimero de interagdo realizado para atingir o
critério de acoplamento. Os dois parametros sdo dados por:
t=0:At:t
onde Até o passo de tempo.

O parametro cont vai até um contyax que € 0 nimero maximo de iteracdes em cada instante

de tempo t, cont =1:cont__ .

Para iniciar o acoplamento iterativo, primeiro € feita a leitura das propriedades dos
subsistemas, das condi¢des iniciais, dos parametros de Newmark, do intervalo de tempo, do
contador cont e das forcas de contato.

As propriedades do subsistema 1 e as condi¢des inicias sd0: massas mj,, amortecimento cj,
. o . . . 1
rigidez k;, fora de externa de excitagdo Fi(t) que serd escrita no algoritmo como F |,
deslocamento inicialu;” e velocidade inicialii}>. A partir das propriedades do subsistema e das
e e e e e, , B )
condigdes iniciais € possivel calcular a aceleracdo inicial u ~.
As propriedades do subsistema 2 e as condi¢gdes inicias s30: massa my;, amortecimento c»,
rigidez ky, deslocamento inicialu;' e velocidade inicialu’'. A partir das propriedades do
. R e e e, . ~ e e 21
subsistema e das condig¢des iniciais € possivel calcular a aceleragdo inicial u; .

O indice 1 e i+1 indica em que instante de tempo a varidvel estd sendo calculada. O indice

i+1 indica o tempo atual e o indice i o instante de tempo anterior ao atual.
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As forgas de contato Fjs(t) e Fy;(t), que foram escritas no algoritmo como Flf e szl , sao as

i+l

forcas arbitradas, descritas pela equacdo (3.9), que sdo utilizadas para iniciar o acoplamento

iterativo.
Passos do acoplamento iterativo

e Leitura das propriedades dos subsistemas, condi¢des iniciais, parametros de

Newmark e forcas de contato (arbitradas);

ApOs a leitura das varidveis inicia-se um loop em relacdo ao tempo t sendo que o indice i
indicard em que instante de tempo cada varidvel estd sendo calculada, e uma contagem feita pela

varidvel cont, entdo relacdo ao nimero de interagdes feito em cada instante de tempo.

~ e e e . 12 .+ 21
e Calculo das aceleracOes iniciais de cada subsistema, U.” e U; ;

21,

b

. 12 21 12
e Arbitrar forcas de contato F e F e calcular os deslocamentos u eu

i+l

e Verificar se o critério de acoplamento estd satisfeito a partir do valor de erro

estipulado nos dados de entrada.

Se o critério de acoplamento ndo for satisfeito os passos descritos dentro do comando
enquanto serdo realizados até que o critério de acoplamento seja atingido. Se o critério de
acoplamento for satisfeito na primeira iteragdo os passos descritos apos o comando “while” serdo

realizados.

Passos dentro do comando “while”

21 ,

b

21 12
e Média dos deslocamentos u eu

i+l

2 ~ 012 . - 12 12
e (dlculo da aceleragao u B velocidade u e forca F 0

2 ~ 21 . - 21 21
e (dlculo da aceleragcao u° s velocidade u’ e forca F h

1 12 21
e Médiadas forcas F ' e F;

2

21

i+l

. ~ 12
e Atualizacdo dos deslocamentos u ~ e u
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Passos fora do comando “while”

2 ~ 12 . .12
e (dlculo da aceleracdao u B velocidade u e forca
~ ~ 21 . <21
o Cilculo da aceleragdo U’ , velocidade u” e forga
s 12 21
e Média das forcas F e F s
. ~ 12 21
e Atualizacdo dos deslocamentos u eu

12
F~*;
i+l

21
F;
i+l

O deslocamento atualizado j4 é o deslocamento da itera¢do t + At .

Algoritmo 3.4 Acoplamento Iterativo

. 2
Inserir: m,,,m,,,c,,c,.k,k,,F,F(t=0),E,,F,oB,u’ 0’ u;

: u ' n,erro, At,t,cont =1

1. parai=1 até comprimento (t)

.12 1 [l .12 12
2. U, =m]2(Fi -c,u;” —k,u; )

aAt®

oAt o o

u’ ()

oAt

A,(i)= mu( 1 u12(i)+iu§2(i)+(z—z—1)&%)}
Y Blz(i)zc{iui'z(iﬁ(ﬁ—ljui'z(i)+(ﬁ—2)%1’1;2(1)}

{ 12 m12+0£tcl+k} F' ()+F2(i)+A,,0)+B, ()]

._

n—

a. u’ (i)

I
AN

i

[E, Atz (t— (n+1-1)Ae)]+ F>!(uzs, (A1)

5. while ‘ulzI (i)—v (1X > erro

6. cont=cont+1

HOERN0)

2

2 0= )=

8. i ()=
i+1 (1

1 12-_12-_#-12-_i_
a2 0-u20)- i)

1)&:2(1)
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; )= (- B pAa ()
10, F2(i) = mii'® (i) +c,a"? (i) + k,u'” () - E., ()
. ( S 1 E, (iAt)u(t —(n+1- I)At)]j
' Fl(i)= 1:1 u(1)
3 p()- pe()- LU
O P e KON e} 0]
13. B,(i)= Cl(& ul’(i)+ [g - 1)1‘1;2(i)+ (g - 2)%1&;2@)}
o (i){mltz m e, ok } U )+ P26+ A+ B)
14. u21( ): Z[ 21(1At)u521( (n +1 _i)At)] FZI( 821 (At)
15. fim while
6. W)= (i)_u;z(i))_ﬁu?(i)_(i _1}1;2(1)
17, a' (i) = u?(i)+ (1 - B)Aei; () + pAdii' (i)
18, F2(i)=mi"? () +c,u (i) + kul (i) - EL, (i)
s ( Y 1[F21 (iAthu(t—(n+1- 1)At)]j
. F,il] (1) — i=1 u(l)
0 | p)-r()- Y
21.

Alz(i)zmn[ 1 uu(i)+iu;2(i)+[2_2_1ju;2(i)j

aAt? aAt
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aAt ' o o

B,(i)= c{iuﬂ(i){ﬁ—1ju;2(i)+(ﬁ—2j%ﬁ;2(i)J

12 () _ 1 B ! 1 /- 12(- . .
20)=| ama s e+ 0+ FE0) A0+ B

n-1
2. w? ()= 3 [B, (A (t— (0 +1-1)A0]+ F2'(uly, (At)
i=1

23. | fim para

A seguir serd validado o acoplamento iterativo, aplicando o Método de Newmark no

sistema acoplado.

3.41 VALIDAGAO DO ACOPLAMENTO ITERATIVO N-C COM
EXCITACAO DELTA DE DIRAC

Para validar o acoplamento iterativo N-C entre os deslocamentos u12I (t) e u21] (t) sera

aplicado o Método de Newmark no sistema acoplado para comparar os deslocamentos do

acoplamento iterativo com o deslocamento u,(t). Nas tabelas abaixo se pode encontrar todos os

parametros utilizados para obter a validacdo do acoplamento iterativo.

Tabela 3.13: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema
Massa Rigidez Amortecimento
m; = 45 Kg ki=45N/m c1 =45 Kg/s
my, =15 Kg ki =15N/m c1, =15 Kg/s
m,, =30 Kg k;;=30N/m €21 =30 Kg/s
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Tabela 3.14: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema
Frequéncia natural: Periodo: Passo critico:
Sistema Acoplado 1rad/s 2TtS 2s
Subsistema 1 1rad/s 2TS 2s

Tabela 3.15: Condicoes iniciais e excitacio externa

Constante ‘n’
Velocidade | Deslocamento Forca para simulacio Forca de
erro
inicial inicial excitadora numérica do contato
Delta Dirac
Funcdo Delta F1,=0.1635 N
u, =0 u, =0 n =40 107
de Dirac (h!) F,1=-0.1635 N

Tabela 3.16: Parametros de Newmark

Passo Alfa Beta
At=0.1s | a=025| B=05

A figura (3.31) representa os delocamentos u;,(t) e u,;(t) obtidos pelo acoplamento
iterativo e o deslocamento uy(t) obtido pelo Método de Newmark quando aplicado no sistema

acoplado.
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Deslocamento - Acoplamento iterativo N-C e numérico
0.035
u,(®

o u12(t)
* Uy, (t)

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

Deslocamento(m)

0.005

-0.005

-0.01
Tempo(s)

Figura 3.31: Deslocamentos obtidos pelo acoplamento iterativo e

solucao numérica direta

A figura (3.32) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos

iterativos U, (t) e uyq ().

< 10»10Erro entre u,,(t) e u,, () . Erro entre u,,(t) e u, ()
10

. A\

o o |

8.5 ,\ /\ | / \ 10 i
il s
§7'5 } ) / \ } / H % 10° 'I\' / MN[\/\/
A 2 =
T T T /

[l ] i B

i “\ i

> Wi

% 2 4 6 8 10 P90 2 4 & 8 10

Tempo(s) Tempo(s)

Figura 3.32: Analise de erro entre os deslocamentos iterativos uy,(t) e u,;(t)
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A figura (3.33) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos
Uy (t) numérico uy,(t) iterativo. O erros podem ser menores desde que diminua o passo de

tempo.

-4 Erro entre u1(t) e u12(t) Erro entre u1(t) e ulz(t)

1 _
1.6X/0\ 10"
1.4 x
/ \ A |
1.2 107 ,‘\ ]\
i I
e || . ~
g 3 | N
e
8 s || \
2 08 g0 :
o S | |
E 0.6 w
-4
0.4 10
0.2
v .5
0 10
0 5 10 5 10
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 3.33: Analise de erro entre u;(t) numérico e u, (t) iterativo

A figura (3.34) representa a velocidade do sistema acoplado u, obtida pelo Método de
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Newmark e as velocidades do subsistema 1, u,,, obtida pelo método iterativo.
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Figura 3.35: Ampliacio da figura 3.34 até 0.7s

A figura (3.36) representa a acelera¢do do sistema acoplado U, obtida pelo Método de

Newmark e a acelerc¢do do subsistema 1, i ,, obtido pelo método iterativo.
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Figura 3.36: Aceleracio obtida pelo método numérico e iterativo
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A figura (3.38) representa a convergéncia das forcas de contato Flf OX lel (t) e a figura

(3.39) representa o nimero de iteracdes necessdrias para atingir o critério de acoplamento em

cada instante de tempo.
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Figura 3.39: Numero de iteracées
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Pode-se concluir em relagdo ao acoplamento iterativo aplicado em um sistema com 1 grau
de liberdade que o método apresentou um erro baixo, da ordem de 10™. Em relacio 2 figura
(3.31) observa-se que o deslocamento decai com o tempo o que é esperado, pois € um sistema
amortecido, e também satisfaz as condi¢des iniciais do problema em que o deslocamento e a
velocidade inicial (no instante de tempo igual a zero) sdo zero. Sendo a velocidade a derivada do
deslocamento, quando comparado a figura (3.31) com a figura (3.34) pode-se observar que a
velocidade € zero nos pontos de maxima amplitude do deslocamento e quando comparado a
figura (3.34) com a figura (3.36) pode-se observar também que a aceleracdo € a derivada da
velocidade. Com a figura (3.38) conclui-se que as forcas de contato satisfazem o equilibrio, isto
¢, a soma das forcas de contato deve ser zero. Pode-se concluir em relacio a figura (3.39) que o
numero de iteragdes necessdrias para atingir o acoplamento nos instantes de tempo iniciais €
maior, pois como alguns termos sdo arbitrados, torna-se necessario realizar mais interagdes para

convergir os valores.

3.42 ACOPLAMENTO ITERATIVO NEWMARK-CONVOLUGCAO
EM UM SISTEMA COM 1 GRAU DE LIBERDADE COM EXCITACAO
HEAVISIDE.

Mudando a fun¢do de excitacdo Delta de Dirac para a funcdo de excitagdo Heaviside, e
utilizando os pardmetros descritos pelas tabelas abaixo, que sdo os mesmo utilizados no item

anterior e aplicando no algoritmo 3.4, tem-se as seguintes respostas:
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Tabela 3.17: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Massa Rigidez Amortecimento
m; = 45 Kg ki =45N/m c1 =45 Kg/s
my, =15 Kg ki =15 N/m c1, =15 Kg/s
m,; = 30 Kg k;;=30N/m Co1 =30 Kg/s

Tabela 3.18: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Frequéncia natural: Periodo: Passo critico:
Sistema Acoplado 1rad/s 2TS 2s
Subsistema 1 1rad/s 2T'S 2s
Tabela 3.19: Condicdes iniciais e excitacio externa
. Constante ‘n’ para
Velocidade | Deslocamento Forca . _ . Forca de
o L . simulacao numérica erro
inicial inicial excitadora . contato
do Heaviside
Funcdo F1,=0.1635 N
U, =0 up =0 Heaviside n =40 F»=-0.1635N | 10°
(h,) Para B;=5%

Tabela 3.20: Parametros de Newmark

Passo

Alfa

Beta

At =0.1s

a=0.25

B=05

A figura (3.40) representa os delocamentos u;,(t) e u,;(t) obtidos pelo acoplamento

iterativo e o deslocamento u,(t) obtido pelo Método Newmark quando aplicado no sistema

acoplado.
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T

0.07 o) ‘
o u,t)
0.06 12
* u21(t)
— 0.05
E
o
T 0.04
£ 0.
£
S
8 0.03 g
(/)]
Q
Q 5.0
0.01

2 4 6 8 10
Tempo(s)

Figura 3.40: Deslocamentos obtidos pelo acoplamento iterativo e

solucdo numérica direta

A figura (3.41) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos

iterativos Uy, (t) e uyq ().
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Figura 3.41: Analise de erro entre os deslocamentos iterativos u,,(t) e u,,(t)
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A figura (3.42) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos
Uy (t) numérico uy,(t) iterativo. O erros podem ser menores desde que diminua o passo de

tempo.
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Figura 3.42: Analise de erro entre u;(t) numérico e u;,(t) iterativo

A figura (3.43) representa a velocidade do sistema acoplado u, (t) obtida pelo Método de

Newmark e a velocidade do subsistema 1, u,,(t), obtido pelo método iterativo.
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Figura 3.43: Velocidade obtida pelo método numérico e iterativo

A figura (3.44) representa a acelera¢do do sistema acoplado U, obtida pelo Método

de

Newmark e a aceleracdo do subsistema 1, U,,, obtido pelo método iterativo.

Aceleracao do subsistema 1

iy (t)numerico
0.04 o o di(t)iterativo
.
0.03 .
(]
.
0.02 .
.
0.01 3
.
L]
0 - * o Mc
. ..
. ..o'
0.01 5 -
° o°
-0.02° : r : ; i
2 4 6 8 10
Tempo (s)

Figura 3.44: Aceleracio obtida pelo método numérico e iterativo
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A figura (3.46) representa a convergéncia das forcas de contato Flf OX lel (t) e a figura

(3.47) representa o nimero de iteracdes necessdrias para atingir o critério de acoplamento em

cada instante de tempo.

Forca de contato

Forca(N)
o

-0.05

-0.1

-0.15 ¢

-0.2
0 2 4 6 8 10

Tempo(s)

Figura 3.46: Forcas de contato
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Pode-se concluir em relagdo ao acoplamento iterativo aplicado em um sistema com 1 grau
de liberdade que o método apresentou um erro baixo, da ordem de 10™. Em relacio 2 figura
(3.40) observa-se que o deslocamento decai com o tempo o que é esperado, pois € um sistema
amortecido, e também satisfaz as condi¢des iniciais do problema em que o deslocamento e a
velocidade inicial (no instante de tempo igual a zero) sdo zero. Sendo a velocidade a derivada do
deslocamento, quando comparado a figura (3.40) com a figura (3.43) pode-se observar que a
velocidade € zero nos pontos de maxima amplitude do deslocamento e quando comparado a
figura (3.43) com a figura (3.44) pode-se observar também que a aceleracdo € a derivada da
velocidade. Com a figura (3.46) conclui-se que as forcas de contato satisfazem o equilibrio, isto
¢, a soma das forcas de contato deve ser zero. Pode-se concluir em relacdo a figura (3.47) que o
numero de iteragdes necessdrias para atingir o acoplamento nos instantes de tempo iniciais €
maior, pois como alguns termos sdo arbitrados, torna-se necessario realizar mais interagdes para

convergir os valores.

3.4.3 ACOPLAMENTO ITERATIVO NEWMARK-CONVOLUCAO
EM UM SISTEMA COM 1 GRAU DE LIBERDADE COM EXCITACAO
TRAPEZIO

Mudando a funcdo de excitacdo Heaviside para excitacdo trapezoidal, e utilizando os
parametros descritos pelas tabelas abaixo, que sdo os mesmo utilizados no item anterior e

aplicando o algoritmo 3.4, tem-se as seguintes respostas:
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Tabela 3.21: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Massa Rigidez Amortecimento
m; = 45 Kg ki =45N/m c1 =45 Kg/s
my, =15 Kg ki =15 N/m c1, =15 Kg/s
m,; = 30 Kg k;;=30N/m Co1 =30 Kg/s

Tabela 3.22: Propriedades do sistema

Propriedades do sistema

Frequéncia natural: Periodo: Passo critico:

Sistema Acoplado 1rad/s 2TS 2s

Subsistema 1 1rad/s 2T'S 2s

Tabela 3.23: Condicdes iniciais e excitacio externa
Velocidade | Deslocamento Forca Forca de
inicial inicial excitadora contato oo
F1,=0.1635N
Trapezoidal

i, =0 u, =0 F,;=-0.1635 N 10°

(F)

Para B;=5%

Tabela 3.24: Parametros de Newmark

Alfa
o =0.25

Beta
B=05

Passo

At =0.1s

A figura (3.48) representa os delocamentos u;,(t) e u,;(t) obtidos pelo acoplamento
iterativo e o deslocamento u,(t) obtido pelo Método Newmark quando aplicado no sistema

acoplado.

102



Deslocamento - Acoplamento iterativo N-C e numérico
0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

Deslocamento(m)

0.05

-0.05
0 2 4 6

Tempo(s)

Figura 3.48: Deslocamentos obtidos pelo acoplamento iterativo e

solucao numérica direta

A figura (3.49) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos

iterativos U, (t) e uyq ().
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Figura 3.49: Analise de erro entre os deslocamentos iterativos u,(t) e u,;(t)
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A figura (3.50) representa as andlises de erros relativo e absoluto entre os deslocamentos
Uy (t) numérico uy,(t) iterativo. O erros podem ser menores desde que diminua o passo de

tempo.

s " 10-3 Erro entre u1(t) e “|2(t) 1071 Erro entre u1(t) e ulz(t)

Erro absoluto
Erro relativo

0 5 10 0 5 10
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 3.50: Analise de erro entre u;(t) numérico e u, (t) iterativo

A figura (3.51) representa a velocidade do sistema acoplado u, obtida pelo Método de

Newmark e a velocidade do subsistema 1, u,,, obtido pelo método iterativo.
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Figura 3.51: Velocidade obtida pelo método numérico e iterativo

A figura (3.52) representa a acelera¢do do sistema acoplado U, obtida pelo Método de

Newmark e a aceleracdo do subsistema 1, U,,, obtido pelo método iterativo.
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Figura 3.52: Aceleracgio obtida pelo método numérico e iterativo
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A figura (3.53) representa a convergéncia das forcas de contato Flf OX lel (t) e a figura

(3.54) representa o nimero de iteracdes necessdrias para atingir o critério de acoplamento em

cada instante de tempo.
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Figura 3.53: Forcas de contato
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Pode-se concluir em relagdo ao acoplamento iterativo aplicado em um sistema com 1 grau
de liberdade que o método apresentou um erro da ordem de 10°. Em relacdo a figura (3.48)
observa-se que o deslocamento decai com o tempo o que € esperado, pois € um sistema
amortecido, e também satisfaz as condicdes iniciais do problema em que o deslocamento e a
velocidade inicial (no instante de tempo igual a zero) sdo zero. Sendo a velocidade a derivada do
deslocamento, quando comparado a figura (3.48) com a figura (3.51) pode-se observar que a
velocidade € zero nos pontos de maxima amplitude do deslocamento € quando comparado a
figura (3.51) com a figura (3.52) pode-se observar também que a aceleracido ¢ a derivada da
velocidade. Na figura (3.52) pode-se observar alguns picos, os quais estdo relacionados com a
forcas de contato. Os instantes de tempo de 2.1s, 4.2s e 6.3s na figura (3.53) correspondem aos
picos na figura (3.52). Com a figura (3.53) conclui-se que as forcas de contato satisfazem o
equilibrio, isto €, a soma das for¢as de contato deve ser zero. Pode-se concluir em relagdo a figura
(3.54) que o nuamero de iteracOes necessdrias para atingir o acoplamento nos instantes de tempo
iniciais € maior, pois como alguns termos sdo arbitrados, torna-se necessdrio realizar mais

interacdes para convergir os valores.

3.5 SISTEMA UNICO SOLO-ESTRUTURA

3.5.1 RESPOSTA DO SOLO

Um dos objetivos do desenvolvimento do método de acoplamento iterativo € acoplar
modelos de solo ja estudados pelo grupo de pesquisa no qual a autora deste trabalho esta inserida,
com estruturas sujeitas a qualquer excitacdo externa transiente. Um dos modelos a ser analisado

serd um semi-espago tridimensional transversalmente isotrépico viscoeldstico submetido a um
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carregamento harmonico circular vertical axissimétrico uniformemente distribuido como

mostrado abaixo pela figura (3.55).

Este modelo de solo foi estudado por Labaki (2012). Os resultados de respostas em

deslocamento do solo aqui utilizados foram os obtidos e validados por Labaki (2012).

— N

Figura 3.55: semi-espaco tridimensional com
carregamento circular uniformemente
distribuido

Considera-se um semi-espaco, Vviscoeldstico transversalmente isotrépico, caso
axissimétrico, solicitado por uma tensdo constante t, para todos os valores de frequéncia. Os

parametros fisicos do solo utilizados sdo dados na tabela 3.3.1.

Tabela 3.25: Parametros do solo

Cu Ci, Cis Cs; Cus n p W Ws Aw S,

60e6 | 20e6 | 20e6 | 60e6 | 20e6 0.2 1700 1 16384 1 0.8
(Pa) (Pa) (Pa) (Pa) (Pa) Kg/s | Kg/m® | (rad/s) | (rad/s) | (rad/s) | (m)

Os parametros Cy, Cjz, Ci3, C33 e Cuq s@0 constantes eldsticas, n € o amortecimento, p € a
densidade, w; € a frequéncia inicial, ¢ € a frequéncia final, Ao € o incremento e S; € o raio. Para
estes parametros as velocidades de propagagdo, respectivamente, das ondas de compressdo (cp),
de cisalhamento (c) e Rayleigh (c;) sdo:
cp = 187.87 m/s
cs = 108.46 m/s
c,=121.46 m/s
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. R S P ~ P ~ A .
A resposta estaciondria do solo uz” (®) é uma func¢do complexa que € fungdo da frequéncia

e que se for normalizada pela excitacdo t,(®), S, e E fornece uma fun¢ado de flexibilidade st(co):

N (@) = “ég") = Real(N(0))+ilmag(NZ5 (o)) (3.31)

2

O moédulo da impedancia do solo NZS((D) pode ser visto na figura (3.56). Como se pode
perceber o algoritmo constituinte para a solucdo do solo € robusto e fornece solu¢des para
frequéncias bastante elevadas. Neste caso a frequéncia maxima foi ®max 16384, o niimero de
pontos de frequéncia calculado foi N, = 16384 resultando em um passo de frequéncia Aw = 1

(Labaki, 2012).

Resposta no dominio da frequéncia
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Figura 3.56: Mé6dulo de N,5(®) no dominio da frequéncia

E possivel utilizar o algoritmo da FFT sobre respostas do tipo da mostrada na figura (3.56)
para se obter a funcdo de resposta ao impulso. A figura (3.57) mostra a tipica funcio de resposta

ao impulso do solo. Ela descreve o deslocamento do ponto central da carga circular na superficie

do semi-espaco uz> (x=y=z=0).
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Para a determinagdo desta resposta transiente foi utilizado o nimero de ponto Ny, = 16384
na FFT, resultando em um periodo maximo Tpax = 6.28 segundos e um passo de tempo At =
3.8357%.

O sinal, a resposta mostrada na figura (3.43) foi submetida a um tratamento, tal como ja
descrito (Adolph, Mesquita € Romanini, 2001).

Observe-se que a parte principal da dindmica da resposta ocorre até 0.03s.

Esta funcdo de resposta ao impulso € uma propriedade ou solu¢do fundamental para este
tipo de solo e ela serd utilizada em todos os procedimentos de acoplamento iterativo com o solo,
no presente trabalho.

Algumas informacdes podem ser obtidas no gréafico da figura (3.57). O ponto central
(x=y=z=0) se desloca inicialmente com a maior velocidade de onda que é cp=187.87 m/s.
Quando as forgas externas e as forcas eldsticas de restauro encontram um equilibrio a resposta
atinge um nivel quase constante. Simultaneamente, no tempo inicial t=0, a descontinuidade de
tensOes associada a extremidade da drea de carregamento (x=y=S,, z=0) causa o surgimento de
um trem de ondas de compressdo, cisalhamento e Rayleigh que se movimenta em direcdo ao
ponto central onde estamos determinando a resposta.

Os tempos para que estas frentes de onda atinjam o ponto central sdo respectivamente
Tp(cp) = 0.0043s, Ty(c) = 0.0073s e Ti(c,) = 0.008s.

As chegadas das frentes de onda podem ser claramente, identificadas na resposta. Elas
estdo marcadas na figura, sendo a reta em vermelho representa T, a reta em azul representa T e a
reta em roxo representa T..

Depois da passagem das frentes de onda o deslocamento decai monotonicamente até a
posicao inicial ndo perturbada.

Funcdes de resposta ao impulso para outros perfis de solo podem, e foram obtidos de forma

semelhante.
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Figura 3.57: Resposta ao impulso

3.5.2 RESPOSTA ESTACIONARIA E TRANSIENTE DE UM
SISTEMA FUNDACAO-SOLO: ACOPLAMENTO NO DOMINIO DA
FREQUENCIA E RESPOSTA TRANSIENTE VIA FFT

A figura (3.58) mostra o sistema que agora serd analisado. Trata-se da resposta vertical de
uma fundagao assentada sobre o semi-espaco. A fundacdo estd excitada por uma forca externa

F(t). Quando se referir ao solo o eixo de coordenada sera chamado de z e ndo de x.
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Sistema acoplado Subsistema 1 Subsistema 2

F(t)

F(1)
_ |
ZT 1 ue(t) g 1 uclt2(t)
he me me FS:(I)
282 I ! uz(y TFSI(‘:‘) --------- uz21(t)

(a) (b) (c)

Figura 3.58: (a) Sistema tinico estrutura-solo, (b) subsistema 1 de (a),
(c) subsistema 2 de (a)

Serd desenvolvido um equacionamento para um acoplamento no dominio da frequéncia,
dando origem a funcdo de resposta em frequéncia do sistema fundagcdo massa-solo. Esta resposta
em frequéncia poderd gerar uma resposta ao impulso do sistema total F(t) = o(t) (fundacdo-solo)
via FFT, esta € uma caracteristica do sistema que podera ser utilizada para gerar, via Integral de
Convolucdo, a resposta transiente do sistema solo-fundacdo a uma forgca externa transiente

genérica F(t).

A resposta em frequéncia do sistema acoplado seré calculada da seguinte forma:

F
s = 3.32
v, (o) -o’m, +iac +k (3-32)

O parametro m, é a massa da estrutura, ¢ o amortecimento, k a rigidez e F a funcdo de
excitancdo. As figuras (3.59), (3.60), (3.61) e (3.62) representam o deslocamento do sistema no

dominio da frequéncia e do tempo.

Tabela 3.26: Propriedades do sistema

Me F

5.4 *10°/5Kg | 1N
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Deslocamento na frequéncia
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Figura 3.59: FRF
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Figura 3.60: FRF até 1500 rad/s
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X 10'9 Deslocamento no tempo
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Figura 3.61: Deslocamento no dominio do tempo
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Figura 3.62: Deslocamento no dominio com ampliacio até 1s

A equagdo de movimento da estrutura representada pelo subsistema 1 é dada a seguir:

Estrutura:
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Fext(®) — F5 (0) = meiie(w) (3.33)
Fext(w) — Fs (@) = —0?meu. (o) (3.34)
Fs(0) = Fext(w) + w’meue (w) (3.35)
A equacgdo de movimento do solo representado pelo subsistema 2 € dada pela equacdo (3.36).

Solo

O deslocamento € dado por:

2
u(w) = =22 (3.36)
S2E
Sendo s, o raio da superficie carregada, e E o mddulo de elasticidade.
A forca de contato F2(w) pode ser determinada por:
2 _ uz (w)S,E
Fs(w) =50 (3.37)

Sendo N3 (w) uma flexibilidade complexa que pode ser dividida em suas componentes real e

imagindria:

N5 (w) =Re — Nj(w) +iIm — N5 (w) (3.38)

Definindo uma impedéancia dindmica S§(w) como o inverso da flexibilidade:

1

52(0) = T

(3.39)

Podemos ainda expressar S3(w) como:
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1 Re—N$ (w)+i Im—N3(w)

S — —
Sz(w) = NS(w)  [Re—N§(w)+i Im—N§(w)]2+[Re—N§(w)+i Im—N$ (w)]?

(3.40)

Introduzindo as condi¢des de acoplamento na interface entre o solo e a estrutura

(fundagao), que dizem respeito a compatibilidade cinemaética:

us(w) = u, G.4D
E equilibrio
—F3(w) = F{(w) (3.42)

E substituindo as equacdes (3.35) e (3.37) em (3.42) tem-se:

us(w)S,E

—Fext(0) — 0?maug(w) + ) 0 (3.43)
Feoyr(@) = ug(w) (—oozm +S E;) (3.44)
ext e e 2 N;((D) .
ou
Fext(®) = ue(w)(—w?m, + S,ESS (w)) (3.45)
ou ainda
_ 2 Re—N3$(w)+iIm—N5(w)
Fext(w) = ue(w) ( @ me + 5,E [Re—Ng(m)+i1m—N§(w)]2+[Re—N;(w)+iIm—Ng(w)]z) (3.46)
Que pode ser reescrito como:
Fext(w) =
Re—N3$(w)
Ue (@) (_wzme +S;E [Re—NS(w)+i Im—NS(0)]2+[Re—N$ () +i In—NS(w)]2
iIm-N$(w)
[Re=N3$(w)+i Im—N§(w)]2+[Re—N5 (w)+i lm—Ng(m)]Z) (3‘47)
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Sendo

Nz (w) =
Re—N3(w) _
[Re—N3(w)+i Im—N5(w)]2+[Re—N3(w)+i Im—N5(w)]?
i Im—N§ (w)
[Re—N§ (@)+i Im—N§ (00)]? +[Re—N§ (o) +i Im—N§ (w)]2 (3.48)
1
se —
Nz*(w) = —w2me+S,EN(w) (3.49)
_ se _ Fext(w)
Ue (@) = Fext(0INz%(w) = e (3.50)

A expressao (3.50) fornece uma relacdo entre a forca externa aplicada na
estrutura/fundacdo Fgyu(w) e o deslocamento da fundagdo/estrutura u.(w), levando em
consideracdo a influéncia do solo. Esta relacao define a fun¢do de flexibilidade do sistema solo-
estrutura N3¢ (w) ou sua impedancia S5¢(w).

As figuras (3.59) e (3.60) mostram o médulo da impedéancia S5€(w) calculada para os
parametros indicados na tabela (3.32). Esta é uma tipica funcdo de resposta em frequéncia do
sistema solo-fundag@o. Note-se que existe uma ressonancia no sistema, apesar da influéncia do
solo no sistema.

Resposta transiente ao impulso

A aplicagdo da FFT a impedancia S;¢(w) ird fornecer a resposta do sistema estrutura-solo
a uma excitacdo externa na forma de Delta de Dirac ou impulso unitdrio. A resposta obtida serd a
resposta transiente ao impulso Sz°, (t) do sistema solo-fundagio.

A figura (3.61) mostra a resposta ao impulso. Deve-se perceber o cardter oscilatério da
resposta. Esta funcdo pode ser utilizada, via Integral de Convolucdo, para obtencdo da resposta

transiente do sistema solo-fundagio a uma excitacdo mais geral Fqy(w).

e =[S, (t-0)F, (r)de (3.51)

—00

Forcas de contato na interface solo-fundacio
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As equacdes (3.35) e (3.37) permitem a obtencdo das forcas de contato FZ(w), na

interface solo-fundacdo para toda a faixa de frequéncia analizada e mostrada na figura (3.45).

A figura (3.63) mostra respectivamente as forca de contato na interface solo-fundagdo, no

dominio do tempo.

.3 -3
10 x 10 5 x 10
5 0 ﬁuﬂv
5 3
-5
o
-10
-5 0 2 4 6
0 2 4 6 8 tempo

tempo

Figura 3.63: Forcas de contato

Se aplicarmos a FFT a estas funcdes de contato F2(w), obtemos a forca F2(t) transiente
que atuard no solo quando da aplicagdo do Delta de Dirac como forca externa atuando na

fundacdo.

Esta forma de se obter a resposta transiente do sistema solo fundagdo é correta. Mas ela

considera que existe contato perfeito entre a fundacao e o solo.

Uma andlise que possibilite o tratamento da condicdo de contato ndo-linear deve ser
realizada no dominio do tempo, a partir do acoplamento iterativo dos sistemas analizados no

dominio do tempo.
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4 CONCLUSOES E DISCUSSOES

Pode-se concluir em relagdo ao trabalho desenvolvido que:

Construi-se elementos necessarios para realizacdo de um algoritmo de acoplamento
iterativo no dominio do tempo.

Sistemas descritos por duas formulacdes foram acopladas. Primeiro os dois
subsistemas eram discretizados pelo integrador de Newmark. A segunda formulacgdo
acoplava sistemas discretos por Newmark com sistema descrito por uma versao
discreta da Integral de Convolucao.

Estas metodologias foram implementadas e validadas para dois subsistemas do tipo
massa-molo-amortecimento. Neste caso os resultados foram muito precisos,
mostrando a adequagdo das metodologias.

Para validagdo o acoplamento do sistema tipo solo-estrutura foi realizado no
dominio da frequéncia.

Para o acoplamento iterativo entre solo e fundagdo, sendo ambos os sistemas
descritos por equacdes no dominio do tempo, as respostas obtidas inidicam a
necessidade de se aprimorar a andlise, em particular o tratamento da resposta ao

impulso do solo.

Perspectivas de trabalho futuro:

Aplicar o método de acoplamento iterativo em um sistema solo-fundagdo para obter
a resposta transiente do sistema acoplado.

Trabalhar com multiplos passos de tempo.

Aplicar a metodologia desenvolvida para mais de um grau de liberdade na interface

E trabalhar com contato ndo linear.
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