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RESUMO

As miiguinas rotativae constiuem um tipo partioulur de sistemz mechnico onds elementos
apareaiemente sunples - w2 elnes - 850 suporiades por asancaiz ¢ snbmebidos o mins grands
variedade de efebios dinfunicos.

A partir do momento gue o eixo 613 comatruido, seus pavbmetros modals poden ser obtides
experimentalmente. Estar informaches, aliadas ie caracberizticas geométricar do eixe ¢ 3
propriedades dos mancale, permitem o construcao de modelos que reproduzam as frequéncias
¢ os modes do sistena real. O pimero total de graus de Nberdade € wma fungho da existéncis
de excitaghes externas ¢ da distribuicio modal do eixo.

U métedo squi proposte, utilizase das informacbes modale obtidas atraveés de gualguer
tipo de mstrumentacio & renormaliza 02 modos de forma gque © modelo matemdtico discrete
tenfa 8 mesma energia elisiica do sistema real, para cuda modo natural.

imagie que existam ¥ sensores ao longo do eixo. O modelo discreto deve reproduzir,
Bestas tréx posighes, © comporizmenio do sistema real, em frequincia e em deslocamento.
Keste trabalho fustro-se o foto e guestio pora um sistema ndo excitado e para wm sistema
submetido a wma varredars sencidnl. Os erros e desvioe do modelo constraide em relacho ac
sispesma real sho peguenss e podemn ser explicados pelae simphificactes foitas.



ABSTRACT

Rotating machinery iz a very particular kind of mechanical sysiem whers apparently simple
elements - the shafis -« are supported on several bearing and subjecied 1o 2 hu ge variely of
dvnamical effects,

When Lthe shaft §s constrocied it can be modal analysed before monnting it into the mackine.
This experimental information and the geometrical characteristics of the shaft added 1o the
properties of the bearing allow 2 modelling that will reproduce frequenciss and modes from
the real systemn. The total amount of degrees of freedom to be considered will be a function
of the existing excitations and the modal distribution of the shafe.

The proposed method uses the modal information gotten by any kind of instrumentation
amd re-normalizes the modes In a way that the discretized system has the same stored elastic
energy as the real syvstem. for thai mode.

Imagine that there are ¥ senszors along the shafi. The discrete model shall reproduce a
these § positions the behavior of real system in frequency and displacement. This thesis shows
that fuct, for a non-excited system and for a system ihat is suljected to an hanmonic sweeped
force. The deviations from the exact result are very small and can be explained from the
simplifications that are done.
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INTRODUCAO

A constrigse de modeles matemdticos para sistemas imecdnicos como hidrogeradores, ul-
tracentrifugas, veiculos, robos ete, com ¢ obietivo de se analisar e/ou prever o comporiamento
dindmive dessas estruturas, € de fundamental importincia em virias dress da Engenbaria,

Existem virias téanicas de modelamenio para estruturas, boseadas em formas conifnuas
#/ou discretns de distribuigio de massa e rigidez. Para os modelos maiemiticos eontinnos
traballis-se com eguagbes diferenciale parciais e dependendo das caracieristicus fisicas dos sis-
temas mecdnieos, essas equacdes dificiimente enconiram solugdes analiticus, 3 menos gue se
adoten hipdieses pars simplificacio dessas equaches, Urma outrs opgio é trabathar com mode-
los matemdticos discretos baseados em equagdes diferenciais ordindrias. Muas, algumas vezes,
erros sérios sao cometidos decorrentes das hipdteses adotadas em ambas as formas de mode-
lmmente. Por exemipls, no modelamento continuo de muitos sistemas mecinices wilzando-se
a teoria de vige 11}, tem-se & energia cinébica de roiagdo dos elementos de viga compardvel i
energia cindtica de transiagho nor modos de vibragho mais altos. Como essa energin de rotacio
¢ peralmente negheencianda pora gue se consiga obter solughes analiticas para as equacdes di-
ferenciais parciais, os modos mais altos torran-se invilidoz,

Nas vartas téemicas glilizadas para 2 construcho de modelos discretos como o Méindo das
Matrizes de Trausferéncia {2}, o Método dos Superelementos [3], o Método dos Elementos
Finitos 4], parte-se do conbecimenio das caracteristicas geométricas da estrutura e das carac-
teristicas do misterial da mesma para chegar-se ao modelo matemitico discreto, Porém, 56 se
consegus boa precisio para as frequéncias e os modos naturals, guando se aumenia o ndmere
de graune de hberdade desses modelos. Mesmo com as virias bécpicas de condensagio estétics
e dinfmica j& desenvolvidas [5,6,7], ainda se trabalha com uwm ndmero de grous de fiberdade
acima do nimero de gravs gue realmente se tem interesse, pois essas {éopicas de condensacho
s&0 exalas somente para 2 andlise estdtica e aproximadas para o andbse dindmica.

A partir do momento gue of sistemas mecimions delxam de exastir somente nas plantas ¢
nes papéls ¢ pasyam & existiy Bslcamente, oniras formas de construgio de modelos matemdiiops
aparecens baseadas em Téenieas de Identificagio ¢ Medicdes Experimentais.

Neste vontexto, esclarece-se gue o objetive deste trabalho é & ohtencio de mndelos ms-
temdticos discretos para sistemas meciinicos j8 construidos, particniarmens sistemas me-
clinicos conlinnes suportados por elementos eldsticos, como eixos de turbinas, rotore: Hexivels
de uhiracentrifugas montados sobre mancais magnéticos € varios cutros tipos de migninas gue
possam ser modeladas pela teoria de viga. Deseja-se, tambédm, gue tate modelos reprosentens
o comportamento dindimico dessas midguinas de uma forma precisa e gue utilizens para iste,
um nvanere redusido de grans de liberdade. Enfatisando esses ponwos durants todo o
traballio, dirertono-se a aphcagio desses modelos matemiticos reduzidos, obtidos 1 partir de
rwediches experinsentals, vz drea de Eugenbaria de Controle.

O dados experhuenisis para s constragio desses modelos sfio obtidas em duas fases

3



Na primeira fuse, esses sistemas mechnicos coms, por exemiplo, o ¢ixo de wma ultracentrffuga,
estio desmontados, o que torna possivel a obtengio de mformacies sobre as frequéncias na-
turals ¢ 08 modos de fexdo do sistema "liviedivre®, vu seja, fora da sua carcaga ou estrulura
suporte. Ka segunda fase, esses sisternas mechnicos j4 estio montados deptro das suas carcugas
sobre suspensbes eldsticas. Assing, wma ver gue se tem acesso ans pontos onde esses sistemaz
e encontram apoiados, oblém-se sinale de deslocamento através de sensores e chega-se A in-
formagbes sobre @ rigidez e o nivel de amortechmenio dessas suspensbes,
Desty forma, divide-se este trabatho em trée etapas:

# Na prometra elapecomposta pelos capftulos de 1 a 6, busca-se obter modelos mstemSticas
gue descrevam o comportanento Bexdvel desses siziemas mecinicos. Para 1sta, parte-
se do conhecimente de algons sspectos do comporiamento dindmico desses sistemas

possivels de serem obiidos uxperimentalmente | como os modos de vibrar e as freguéncins
natrals e de alpunas caracteristicas fisicas ¢ identifica-se, através de balangos energéiicos,

as matrises de massa ¢ rigider para » modelo

AL+ L () = {0

onde

IM;:] ¢ a matriz de massa condensada,

(K14 a matriz de ricider rondensada,

{#{t}} ¢ o veror com as coordenadas de deslocamento lincar #

{981} € o vetor com as coordenadas de sceleracio Hinear dos pontos discretizados.

* Na segunda stapacomposta pelo capitulo T, procura-se descrever o comportamento
de corpo rigido desses sistemas mecinicos suspensos por elemenios eldsticos onde as
SuSpensdes s¢ Caracierizaln por torem constantes eldsticas baixas o nivels de amorteci-
mento suberftices elevados. Baseado na dindmica de corpos rigidos e na medicio de

dados experimentals, ajusta-se valores de amortecimento & rigides para ps elementos que
CORNEpDRIN a8 suspensies desses sisternas mecinicns, e identifica-se o modelo

MrREled) + [CrRE} + 1K {ule)} = {0

onde
{Mpl ¢ a mairis de massn do modelo rigide.
ICr] € 8 matriy de amorierimeno viscose do medelo rigide ¢

Kl é a matriz de ripider do modelo rigide.

« Na ferceire e Glthna ciope, composta pelos capitulos & ¢ 9, motivado pelo fato desses
sistemnas rechnicos pperarem em faixas de velocidades varisdas & atravessarent tanto as
frequBncias naturads de corpe rigido como us irequéneias nourats de floxae, procura-se
seoplar esses dois efeitos s wm dnice modely matemétion

M g @) -+ [ Ol i)} + (K adn(t)) = {0}

ande



M. ¢ 2 matriz de masse do models global,
i H4
W1 & 2 matriz de amortecimento global e

[ K e € & mairis de rigidez do medelo global,

No final da primeira etaps, realizsa-se procedimenios experimeniaix com o obietive de ve-
rificagio do méiode de identificagio proposio para modelar o comportamento Bexivel das
mdguinas em guesiio.

No firal da segunda etapa, realiza-se simuiagdes eny computador analégico pars verificacar
a viabilidade da aplicagio do método de identificagio proposio para modelar o comportamente
de corpo rigido desses sistemas mechnicos. '

No final do terceira stapa, com o induite de verificar a precisio dos modelos matemdticos
seduzidos, responsdvels pelo modelamento tante do comportaments de corpo rigido guante o
comportanento fexivel, compara-se a resposta desses modelos com o resposta desses meunos
sistemas mecinicos modeisdos por elementos finitos,



Capitulo 1

MODELOS MATEMATICOS
DISCRETOS

1.1  Introducio

Fag-se, agui, um breve estudo sobre as propriedades dos modelos matemdbticos discretos
ntiizados para se descrever o comportamento flexional de sisiemas mecinicos com amortegi-
mento estratural despresivel. Viss-se com isto, introduzir conceitos como s de srangdormagio
linear de coordenadas, coordenadas medais ou principais, ortogonalidade e normalizacio mo-
dal e mostrar como se expressar a energia cinética maxima & a energia potencial méximu desses
sistetnas nas conrdenadas modals,

1.2 Transformacio Linear de Coordenadas

Uonsiderando-se o sistema de equacbes diferenciais homuogéneas

IR+ [KH{) = {o) {r.1)

onde 1M e 1K sho ar matrizes de massa e rigidez respectivamende, de ordem n, diz-se gue as
equagies de movimenio estho desacopladas lnercialments, se [M] for diagonal . Se [M] tiver
eleamentos fora da diagonal principal, o sistema de eguacies esta atoplade inereialmente. Dip-
se, hanhdan, gue s equagdes estdo desacopladas elasticamente se 1K for diagonal e acopladas
elasticamente s¢ LK1 liver elementos fora da diagonal principal.

E bmporiante ressakoar gue o acoplamento e desacoplamente rio & wma propriedads intrinseca
des sistema fisico e sin, pesultado do tipo de coordenady uiilizada pars descrever o movimento
do sistemn, eomo pode sor visio am [B], ¢ que 2 transformacio ds coordenadas 1o modifica a
naturezs do sisena fisico, |1

Drada o matriz de wransformagio de coordenadas 7], pode-se escrever gue

) = [0Ha(e) (12)
ou seju, U] & um operador inear responsivel pela transformacio do vetor {n{t}} no wstor

{wlt}}.

Considerando-se [ constante, escreve-se gue

11



)} = U {1.3)

Substituindo-se as equaghes (1.8} & {13} em (L1} e multiplicando-a por [I]7, ficaeze com

WMV + (U IR 0 () = {0} {1.4)
o,
MIH) + K0 = o) (1.5)
onde as matrizer [ M] e [K] sfe dadas por
M) (1.6)
AU (1.7}

E possivel encontrar mma matriz de transformagio de coordenadas U] que dingonalize
IMi e 1K simelanesmente, ou sela, 0ms malriz gque desacople as equacfes de movimente do
sigtema tamo elasticamenie come inercialmente. Esta wabriz € chamada de matriz modal ¢
¢ formadas pelos vetares modaiz. Beter velores representam oz modes naturals de vibrar de
sistema fisieo. As conrdenadas nafe) {5 = 1,2, n} sho chamadas de coordenadas naturais ov
principals ou modals.

Considerando-se como sokucho pars 2 equacho 1.1} um movimento harmbnico com freguéneis
1, chego-se 2 eguagho '

~ MUY + KUY = {0} (1.8)

Para que {17} seja diferenie de sero, ¢ necessirio que o determinante da matriz K- M)
seja nulo. Obtém -se com isto, n rajses wf, wi, . uwf, ou w? {r= 1,2, ey B, gue 530 chamadas
de frequincias naturals do sistema,

Associado a cadz frequéncia w, exisie um vetor {¥/ 1} composto por elementos reais

iri
¥

egRaGas

{t = 12, ...n} Este vetor {{/'"}} & 3 solucho do problema de auvtovalor dade pelz

IK{E Y = o IMHUYY . =00, .0 {1.9)

Os antovetores (LM77} {+ = 12 n] representam matematicamente, a forma fisica de
vibrar do sictema mecinico. Unia ver estabelecido o sistema de coordenadas eny gue se dessia

descrever o comportamento do sistema mechuico, verifica-se que a2 relagdo entre gualguer dois
{ri
] E
Observando-se gue 2 equagio {1.8} € bomogénen, pode-se afirmar gue se {I7PY £ gy
soducho para [1.8], o, {17V} também ¢ outra solucho, onde ap ¢ uma constanie arbitrarin

E iry .
elementos u; ' e w. ' & constante.

1.3  Ortonormalizacio dos Modos Naturais

Se um dos elemenios do amtovetor {U7171} assume um certo valor, como a relagio entrs
o8 elementos de um mesmo volor é constante, ajusta-se, auntomaticamente, todos oz oulros
elementos. Este processo de ajusie dog elemenioz do vetor modal em ampiitude é chamado de
wormalizagio e resulita ems modos normais de vibragio.

12



Destaca~se, tambén, gue para os modos flexionais, Lém-se todas as frequéncias naturais
diferentes de zern e para cada frequinciz natural associa-se wma forma de vibrar. Assim,
pode-se escolher wm critério de normalizagio de modo gue

FUYNTIMRUY Y =1, r=1,2... .5 {1.10}
com a vantagem de
ETHHOT Y = !, r=12 . n {1.11)

Sendo as matrizes [M e LK T stmétricas, pode-se escrever

ENTIMIUT Y = g0y, v (1.12)
&
(RO = (0], v s (1.33)

& abservar & oriogonshidade dos modos normais ov velores modis em refaghe 3 matriz de
mussa LM e em relagho a matriz de rigider 1K

{n vetores modals podem ser convenientemente arranmjados suma matrie guadrada de or-
dera n, chamada de matriz modal, da seguinte forma:

1) = Uy oy iy (1.14)
onde H/1 é 2 matz de transiormagho de coordenadas expresss em {1.2}. Assim,
VI = [M T ™) {1.15}

~ 1 é a matriz diagonal composta pelas frequéncais naturais so guadrado.
% os modos naturais forem normalizados de acordo com a equagio {1.10], pode-se escrever

Qe

M= }ff‘TiM}iE’r = | {1.16}

Fu jep {1.17}

Deve-se ressaltar aqud, que parie do processo de jdentificagho para a obiengho de (M e [K}
vaseia-se, fundamenialinente. nos equaghes £1.16) e {117} 18!

1.4 Energia Potencial e Energia Cinética

A rvepresentagho matemiticn da energin polencial elistica midma armazenads em cads
mode unteral v do sistema mecinivo ¢ dada na forma guadritics por

Epppy = %{'z_rff?}ffg'ﬁf'}{z.fi’l}_._ r=1,2..,» {1.18}

Denotande-se por {8} a velocidade dos pontos discretizados, a enerpia cindtica em cada
mode nataral € representada fambém na forma quadriiica por

12



. PR SR
Eopy = %iiﬁ’?} EM;{E.I‘”}, r=1,2,...,n {1.19}

Considerando 0 movinento harmbnico ¢ na frequencia natural w,, a energia cinética
mbxima em cada mode pode ger eserita como

i g ’
Ea’.‘!,-! = ;wa{ff”r}}‘j IMH{;{”}? ra 1,200 (}28)

14



Capitulo 2

MODELOS MATEMATICOS
CONTINUOS

2.1 Introducao

Faz-se, sgul, wma apresentagio rapida da equacho diferencial parcial para vigas continuas,
juntazmente com as suas condighes de contorno, Hessalta-se gie essa squagio é apresemada na
sun forma maks simples {1}, pois, virios efeitos slo negligenciodos. Em {10 encontra-se esta
eguacio na sus forma mads geral, ende oz efeilos de cizathamenio ¢ rotaghe sio levados em
consideragio.

Aborda-se, também, conceiios de pormalbizacho ¢ oriogonslidade vuitre o2 modos de flexio
continuos ¢ apresenta-se ns egnoclhes da energia potencial ¢ energla cindlicn para wigis.

2.2 Eguacio e Condigdes de Contorno

A vquagho diferencial homogines para vibrages transvarsais Hvres em vigis, € dada por

j.?ﬂr‘x}, Zxy £,

Figura 2.1: Viga Continna em Flexao



I B BLE (2.

onde

i ¢ o comprimento da viga,

E é o mddulo de elasticidade do material,

Hz) & o momento de inéreia de drea ¢

miz} € a massa distribufda,

Para completar a formulagio de problema sho necessirins gquairo condigbes de contorno
e poden ser obbidas das coracterisiicns fmcas do sistema mecinice continue. Por exemplo,
para wma vigh

{2} engastada em 2= L

wlLit) = (2.2)
[osle.t}]
i dr Jlx':“-Li ¢ {23}
{b} apolada ey 1= L
ylL iy =10 243
EHz) {—%3‘;—‘—@] =g (2.5}
T djewli
{c} bvre em == L
8%y, t}} ,
Er e =0 2.6
{z) { =2 {2.6}
3 { nl 325/(;1;_, i} —
§£ 2.&-’}{3:} Wa";"a—“—"}gyzva} =8 {2.7}

Sendo g{z,t} no egquagho {2.1) separdvel no tempo e no espago

wlz,t) = Y{=}F1) (2.8}

¢, considerando-ge F{17 wina feagdo harmdnica de frequincin w, é possivel escrever que

40 Lf?}"{:{}} o . .

e TEHa - el L ~wtmla}¥ ), 0K 2< L {2.9

dr | dx-

onde Y} ¢ una fangdo que procisa satisfazer as condighes de contorno assnmidas,
Resolvendo-se u equagiio {1.9), abiém-se infinitos valores discretos para w*, ou seja, w, {r =

1,2, ..} gue sio as frequdncias waturads do sistema. Para cada frequéncia natural existe uma

correspondente antofungho, ou modo natural Yo{z) {r=1,2,..
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2.3 Ortogonalidade dos Modos Naturais

As freguéncias naiurais we ¢ o8 modos naturais ¥,{z} desses sistemas mecinicos dependem
das suas condiges de apolo e das snss caracteristicas geométricas {condighes de contornn ¢
valores dos pardmetros fisicos de distribuigao de massa, drea da secghio transversal ds viga,
médule de elasticidade do material eic.}

Pra mesma forma que as equagdes para o modelos discretos, a equagio {2.9) para modelos
continuos também & homogénea. Logo, se ¥, {2} £ solugda para 3 equagdo {2.8] & representa um
dos modos naturais de vibrar do modelo continuo, ¢, Y, {2} também 4 solugio para {2.9), sendo
£, uma constants gualguer gue depende do critério de normalizagic adotado. Por exemplo,
nnea forma de normalizagdo neual é dada por

f miz) Yo{a}de =1 r=1,2,... {(2.10}

o FE
A existéncia da ortogounalidade entre oz modos naturais em sistemas continues é descrita

jisly

/L mizp¥ ()Y (zide =0, r#s {2.11}

Se existirern certos postos do mistema contindo {Ly, Lg, ..., L.} com massas conceniradas
by, mio, ., my ), @ ortogonalidade ¢ a normalizagdo dos modos naturais serdo dadas por

i ¥
f m{)Yo @)Y (e)dz + S mYo (LY. (L) =0, re (2.12)
it =1
i ¥
f miz} [Y{z) do + Y m VALY =1, r=s=1,2,.. {2.13]

fz i

2.4 Energia Cinética e Energia Potencial

A energia cinética no modeo natural r de modelo continno £ dada por

Ec;,;m—é-[ mgx}[ay’ﬁi’f}-} dr, r=1,2,... (2,34}
SRR

Para 3 energin polescial armasenada pela Iinka efdstica em cada mode natural v, tewn-se
i1

] 1t iy de, )]
By = %’f .Ezfz}[‘-w?wifwﬂ dz, r=1.2,... [2.15)
A

onde Kz} £ delinide come rigides de Hexbo.

E interessante destacar gue através da relagio entre o energia armaszenada na lnha eldsiica
¢ @ oenergin prosente no modele disoreto serd possivel realisar a generalizacio do processe de
wemtifeagan no capitale 3, para gualguer.gue seija 2 normalizacio sdotada paras os auiovetores

modats,
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Capitulo 3

METODO DE
IDENTIFICACAO

3.1 Introducio

Quando s ten as matrizes de massa [M;] e rigidez | K] ja montadas e deseja-se visualizar
a formz de cada modo natural de vibrar associado a cads freguéneia natural w, do modelo
disereto, o critério adotads para a normalizagao dos autovetores ndo é de grande importincia.
Chbserva-se virios critérios de normalizagio de autovetores em {111, No entanto, guando se
traballia com o problema nverso, partindo-se dos autovetores e autovalores para se chegar uas
mairizes de massa (M1 e rigides (K], o eritério de normalizacio adotads para oz autovetores
€ de fundamental importincia. Para cada critério de normalizagio utilizado chepa-se a umn
miatris de massa (Ml e 2 wma mairiz de rigidez |K ] diferentes.

O processo de identificagBo agui apresentado, baseia-se no conhecimento dos parimetros
modais do sistema mecinico, ou seja, dos autovetores ¢ aulovalores. Esses parimetros podem
ser obtidos experimentalmenie ¢, no processo experimental, desconhece-se 0 critério de nor-
malizagho adotado. Ressalta-se, também, que 2 normalizacio é definide em funcio da matriz
de snassa [M;] [ver equagio 1.16) & esta matriz ¢ desconhecidal

Uma vez que se tem como objetivo chegar 2 um modelo matemdtico dinico, independente
do cridric de normalizacho vtilizado para os antovetores, desenvolve-se o método de identi-
ficagho gque tem come fundamento o balango energético entre oz modelos discretos e os modelos
continnos,

Ne final deste caphielo, baseads no método de identibcagho apresentado, constréem-se
modelos matematicos discrelas para wima vigs biapoiada. Destaca-se que esta viga poderia
representar um yotor de Laval apolado sobre mancais rigidos.

3.2 Obtencio da Matriz de Normalizacgio

Como foi visto no capitulo 2, um sistema mecnico continue {aqui representade por uma
viga} tem infinitos graws de Hberdade. No entanto, o que se deseja neste instante, ¢ des-rever
o comportamento dindmico desses sistemas através de modelos matem$iicos discrete com um
atnters Hmitado de graus de Jiberdade, ou seja,
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M HBEE + HHae) = (o) (3.1}

omde

IMpl 4 a matriz de massa condensada de ordem n n,

K] ¢ a matrly de vigidez copdensada de ordem n = 5,

{ult}} £ o veror com as coordenadas de deslocamento linear dos pontes discretizados de
ardem n e

fult}} € o vetor com as coordenadas de aceleragho linear doz pontos discretizados de ordem
¥

Fussando-se das ccordenadas lneares para as coordenadas modais, pode-se escrever de
acordo com as eguaghes (116} ¢ {117} gue

UM = [ M] {3.2)

T = 1K (53)

Reescrevendo-se a equagin {31} nas coordenadas modais, de ncorde com 7 equacio (1.5
qHag ! : quag :

tedn-se

DU} + (K Hnl) = {0) (5.4

[

HETIM UK + TR 7 Ul = {0} {3.5)

Ssbendo-se que a solugho da eguacho {3.5) € uma superposicio de movimentos harmbnicos
nas w frequéncias naturais do sistema mechnico w, {r = 1,2,7 n}, pode-se escrever que

~ UM i+ UL = o) (5.6)
e afirmar que os elenentos da matriz diagonal [ M} correspondein ao debro da epergla cindtics
mixima de cada modo v {ver a eguacdo {1.20}} e os elementos da matriz diagonal |K ac dobro
do energia petencial méxima de cada mode {ver eguagio (1.18}}.
Iguaiando-se o energia de deformagio da Bnba eldstico em cada modo r, eguacho {2.18],
com 3 energia presente no modelo discreto, bemi-se que

r= L0 (3.7}

As matrizes for {7] ¢ as equagdes da Jinha elisics Yoz} {r = 1,%,...,n) podens ser
abtidas atrovés do processo experimentad de andlise modnl. O mddulo de elasticidade do
material ¢ o momenio de indreia de drea Hzl sio caracterfstioas da peca ou do eixo on do
sisterna nrechuico ent guestio, ¢ também podem ser obtidos cxperimentalmente. Assim, torna-
se possivel encontrar & watris de normalizagio [ M)
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i 3 :
w # f f AL ST [f——-—%i;{-i} £z 4 L +
L 5 Ew

: 2
Rl P B0 LS B
) : vy L &”fe.»._%[ ool RTINS -

e Y . w—';_fq j;“ Efvx {f”i”:"ﬁm]} dr
{s.8}
Identificam-se, em seguida, as watrizes de mossa e de rigides pars o maodelo, através das
eguaghes {3.2} e {3.3), ov seja,

M == (UF) g (3.9

o] = U R M (5.10)

Dependendo dos sistemas mecinicos com os quals se deseja trabalbar, muitas veges £ maiz
conveniente obter experimentalmente a fungho de distribuicio de massa miz} no longo do sew
comprimente L que a huwlo do momento de inéreia de drea Iz}, Pensando-se azsim, pode-
se igualir a energia cindtics niixima do modelo continuo com a energia cinética méxima do
models disereto ¢ eserever gue

L
I I M} = u.}:‘f/' iz} 1Y, (27 dx r=1%.. ,n {3.11)
ou
j:f’ miz} ¥z} dz ] . o
o = o [Em@sefe 0 (.12
€& .O . f:m(z}f ’N{m}fgdz

Dresta forma, conhecende-se experimentalmente a fungio de distribuigio de massa ra{z} ao
longo de L ¢ reconstituindo-se s equagho da linha eldstica através da andlise modal experi-
mestal, pode-se identificar as matrizes. [M;] e [K/] através das equacdes {3.9) ¢ {3.10),

Deve-se destacar que ax dnicas propriedades conlhecidas de [M,] e {K[] é gue sho matrizes
simétricas, ¢ come, iniciaimente considera-se apenas ox modos de Hex3o, sem considersr os
miedos de carpo livre, pode-se afirmar também, que |8 ;] e |K,] sip matrizes positivo-definidas.

3.3 Exemplo de Aplicacio do Método de Identificacio

Para descrever o comportamento nio excitado ds viga biapoiada mostrada na figura 3.1.{a),
faz-se wso da equagho diferencinl {2.1} e das condigbes de contorno {2.4) e {2.5) aplicadas nas
extremidades do mesma {z = 0 ¢ v = L}, Considerando-se 1{z} = ] e m{z} = m constantes,
escreve-se a equagao (2.1} da sepuinis forma

Y {z _
mg;é‘f_}_ ~ B Y (z) =0 {3.13)

Oxehe



Fignra 3.1: Vige continea e discretizada biapoiada

y  utm )
o 3.14
Suponde-se como selugdo para & equagdo {3.13) a equagio
¥Y{z} - osinfzr 4+ o' cos Sz 4 o' sink B 4+ o™ cosh Br {3.15)

v atitizando-se a3 condigdes de contorne menciouadas, chegn-se que

{)'I - th” - a’" =0 {3!()}
€«
. #T
sin BL. =0 ou ﬁm-—z-:, ram 1,2, ... {3.17}
Assim, a forma da linha efdstion para 2 vigs biapoiada, e cada modo natural r, € dada
T

Yelzl = o, sin (?%E) ,  r= L%, {3.18}

onde o, & wma constante qualguer.

As frequéncias naturais para a vige em questio, sho obtidas através das equagdes {3.14) ¢
{3.37)

Destaca-se que as eguagdes {3.17) ¢ {3.18) obtidas analiticamenie, poderiam ser obtidas
experinentalmente através de uma andlise modal,

Com o anxflio da equaglo {3.18], consirde-se o8 vetores modals para 2s coordenadas z =
L9, 7~ Li2 e » = 3L/4 mostradas va figura 3.1.{b}

PTG 202 1 W2

. {g}'i:;}'z" el 8y - 1)

HTEONT e a2 1 V)

Com a utibizache das constantes &, escreve-se a eguagdo [3.18) da forma mals geral | ¢
diresiona-se esta andlise para o caso onde ¥ iz} & interpolada experimentalmente ¢ desconhece-
#e 0 eritério de normalisagho uiilizade no processo de andlise modal. Obtém-se desta maneira,

a matriz modal
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) = 0 0 ay 0 {3.19}

~1
V2T -1 /2/2 6 0 oy

+ o - 2 - - - - . no - ¢
Constroe-se Iw“'j com as trés primeiras frequéncias naturais do sistema mecdnico continue
= obtén-se

[ &)

VI/E 1 Wi @y D0
I

1 e 0
.. K]
e L G 16 O {3.20)
CombE by g g

Para a obtengio da energla de deformacio méxima armazenads em cada modo natural ¥,
bastz hutegrar » equagdo (2.15)

1 s z Py d
- - Yo x) 1T N ETely .
21{&?‘9- = ‘[ bf(I} [-‘*{é—;;"‘” 43 = -—§}J~":“ {-5.21)
Constrée-se, desta forma, & mauiriz de normalizacio de acordo com a equacio (3.8}
. ft 0
. nl | %1%
=221 0 ef oo (3.22)
z 0] i a:fg

Uma vez obtida a matriz [ M}, identifica-se [M;] ¢ |H ;] de acordo com as equagdes {3.9) e
(3.10]

w4 00
Mpl=— | 0 4 0 {3.2%)
¥io o 4

. 114 ~80W2 50
el 01 8002 164 —80V2 {8.24}
1 50 ~BhT 114

Observa-se, através das eguagbes {3.23) ¢ {3.24) gne as matrizes {My] ¢ [K;] nio depen-
dem das constantes o {r = 1,2,3}, Logu, pode-se afirmar que o processe de identificacio
condicionade através do balango energftico entve o modelos continuos e discretos, forna-se
mdependente de qualguer critério de normalizogio adotads para a watriz modal {U].

Azsim, o sistema de equagdes gue representa o movimenso da viga biapelada, discretizada
e trés pontos {fgura 3.1.{c}) ¢

£ 0 0 Nt ‘E 114 e ilie 2 &0 yift) D
wl [ o % 0 j { L T R . 2 NS D T S { ya{t} } 5 { o }
¢ e 4 $alt} f 50 -BZ 114 valt} .G

{3.25)

Cloncluivee pela caracteristica da watrie simétrica e nio diagonal |A ], que ne sistema de

coordenadas escolhido {y{t}}, as equaches do movi-nento estio acopladas elasticamente. Pela

caracteristica dingonal da matriz de massa [M, |, conclui-se que as sguaghes de movimento
esthe desacopladas mercialmente.



Caloulando-se ag ralzes do polindmio caracteristico
Plu®y o (38,5 ~ o a1, 0~ ') 156, 25(43,0 ~ w') ~ 1600{28, 5 — w'*} + 20000 = 0

chegamse aos soguintes resultados parn as frequiucias naturais do modelo discreto:
cwy o= LU0 ET LY

- wh = 4,00 ET Pl ye

wh = O, 00n{ K1 fmEAy e

E‘é:ﬁl.d-‘ﬁ frequincins coincidem exatamente com as trés primeiras frequincias do modelo
caniinno,

Calenlando-se os autovetores do modelo discreto, chega-se gue

{Ur{li}?‘ - {x‘g{xﬁ.f? 1 V@f?}
UM = a1 1}
{m’”}’f = ag{\fz,’z ~13 2/}

(.’z;m;.:am.iadﬂ»se os valores de,{{f”“}}, {17120 & {UM31Y do modelo disereto com os valores
de {EHHHY LU} o {111) obtidos do modelo continuo discretizade, observa-se que com
wmn modelo de trés graus de liberdade consegne-se ajustar os trés primeiros mados e as 1és
primeiras {reguéneias naturais dos sistemas mecinicos continuos

3.4 Variando o Niimero de Graus de Liberdade dos Mo-
delos

tiizando-se o meamo procedimento do fem 4.8 para ¢ exemplo da viga biapoiada, torna-
se possivel observar o gue ocorre coin as matrizges de massa [M;] ¢ rigidez [K;] quando se
aumenta ¢ atinero de grays de liberdade dos modelos discretos

MelE) -+ IR Heli)) = {0}

* 1 G.L. - elemento de massa = 0, 300m! {30% massa total)
Mpl1 1) = 0,500mL Kp(1, 13 = 48, TME} »mI®
* 2 G.L. - elemento de massa = 0, 383mEL (66% massa total)
Me{1,1) = 0,383mE K11} = 275,908 fml®
MpL7) = 0,000mE K 1,2} = — 243, 5867 fmL®
Ap{2,8) = 0,883mL  Kp{0,%) = 275, 99K /mL*
* 3 G.L - elemento de massa = 0, 250mL {75% massa total
fver equagho §.25)
¥ 4 G.L. - elemento de massa = 0, 200mi. {80% da massa total)
M 1) = 0,900l K1 1) = 137EHmL®
M1, 2 e Q000ml Kef1, %)= — 1304 B fmL®
ﬁff{ 1,31 = 8,000md Kp{1,3) = (LR fml®
A4 = 0,000ml Kpl1, 4t = ~ 298K fmL®
K02y = 8 000md Kp2,2 = 2072EIfmi?
!1 102,38} = 5, 000mL A0,8) = 168281 fm
BEA004) = 0, 000ml, K02,4) = 6OTES fmi®
AEp{3,8) = 0, 300mL K p{3,8) = 2078EBi fm L’
Afr(3,4) = 0,000mL  K{8,4) = 1304 El/ml®
Afp{d, €)= 0, W00mE K (4,4} = 1395 8] fml?
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{a}

(b}

() !

wy M

Figura 3.2: Viga Continua Discretizada
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Observa-se gue guanto maior o ndmero de graus de liberdade dos modelos, menor o valor
dos elementos da matriz de massa. Fazendo-se o ndmero de graus de liberdade tender pari
inhnito ¢ {azendo-se & somatiria dos elementos da matriz de massa, observa-se gue a wairiz
passs. 8 contar come 100% da massa do sistema mecinivo e os elementos de massa PRSEIN A ser
infinilesimals,

T 5 QL. - elemento de massa = 0, 166ml {83% da massa total)

“ G - elemento de massa = 0, 143md {85,8% da massa total)
* 7 GLL. - elemento de massa = €, 125mL {87,5% da massa total}

* oo G.L. - elemento de massa = £ ml (100% da massa total)

3.5 Variando a Posicao das Coordenadas

No item anterior variou-se o mimero de gravs de Lberdade dos miodelos, escolbendo-ss
coordenadas simétricas em relagho aos dois apoios, fguras 3.2.{a}, {b}, {¢} ¢ (d}. Observon-se
gue as matrizes de masse eram sempre diagonals e consequentemenie, o sistema de equacdes
desaroplade inercizlmente.

Estudando-se & caracleristica das mairizes [M;] e (K] identificadss quando essas coor-
denndas escolindas nio guardam simetria em relagio aos apolos, figura 5.2.(e}, observa-se o
acoplamento Inercial do sistema de eguacGes.

] 82 L ) (2)

Uam isto, destaca-se mails wma ver a sfinuativa feita no capitule 1, que o acoplamento
ou desacoplamento das eguaghbes diferenciais nfo é wma propriedade intrinseca do sistema
fisico e sim, resuliade do tipo de coordenada utilizada para descrever o movimento do sistema

mechnics.
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Capitulo 4

RESPOSTA FORCADA DOS
MODELOS MATEMATICOS

4.1 Introducio

Faz-se, agui, wmiy estudo comparative das resposias de deslocamento do modelo continuc
€ di modelo discreto identificado, utilizando-se para isto, os fundamentos de andlise modal
abordados pos capitulos 1 e 2. O eguacionamento mostrado nos itens 4.2 ¢ 4.4 mostra o
Teorema da Expansio urilizndo com antovetores & autofunedes normalizados de wma forma
arbitrérin,

Compara-s¢ o comport amento dos pontos referenciados do modelo discreto com os do mio-
dele continuo, quande ambos sio excitados por condighes iniciais de deslocamento, verificando-
se a validade dos modelos discretos identificados. -

4.2 Resposta Excitada dos Modelos Discretos
Dada a eguagio de movhsenio

IM; B} + 1K a0} = {0 ” {4.1)

onde filthy = 1,2...,n} sio fungdes de excitagho arbitririas e dependentes do tempo, ¢,
conherendo-se 2 matriz modal do modelo identificado {U7] juntamente coms os sens antovalores
u,”, pode-se afirmar que a resposta do sistema ¢ 2 superposicio des modoes normais, o seja,

it} = {7 Hnln)} (4.2}
onde {y{t}} € uma matris coluna vomwposts de uma série de coordenadas generalizadas depean-

dentes do tempao.
Sends {7 definida come uma matriz constante, deriva-se a equagio (4.2}, que substituida

na equagio {4.1) resulta:

MR + B0 Hnle)) = {£(2)) {4.3)

Multiplicando-se a eguagho (4.3} por {U]7 obtém-se:
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IR + T KAV n) = 07 4100) (4.4)
Sende | M} ¢ K] definidas como

D)= UM ) (45)
K'Y= K (4.6)

pode-ze escrever gue
(A + K a0 = MU 1) (4.7}

Definindo-se
(N} = MU {4.8)
e, sabendo-se gue

MK = fu™] {4.9]

regscreve-se 3 wquiagdo {4.7) da seguinte forma:

(&) + 10l = (N (4.10)

A equaglio {4.10] represents ama série de n equagbes difersncinis desacopladas do tipo

Aty + el ft) = N4), r=12,...,n {4.13}

A solugio pata o egnagdo {4.11) pode ser facilmente obtida pelo Método da Transformada
de Laplace [12]. Transformando ambos os Iados da equagio {4.11)

Ll )]+ W Lin (0] = LN (0} r=1,2,...n (4.12)

eSLEEVE-SE fue

% (2] — 850} ~ 1, (0] + w{*5(s} = N, {s] {4.15)

onde {5} ¢ Ni{s} sho as transformadas Laplace das fungdes 7,.(t} e N, {1} respectivamenie,
&, 540} ¢ {0} 530 os valores inicials associados com as coordenadas generalizadas ne{t}.
Rearranjando-se 3 equagio [4.13)
- o 1 8 1 Yy :
fis} = N, {s} + {0} + ey (0 {4.14}

- s o L 5, s
CEIC 3 T L A e 7 by

¢ aplicando-se a anti-transformada de Laplace ¢ o Teorema de Borel [12], chega-se a

1 oy S UL
URHES m[ K Ar}sina{t ~ s}dr + n, (0 coswit + p{0) Egilwtfim, r=1,2,...,n {4.15)
Wr Jy wl

onde a integral da equagho {4,158} ¢ chamada de Integral de Convolugie. As condicdes iniciais
de deslocaments 0,{0] ¢ iniciais de velocidade 7, {0} poudem ser obtidas airavés dus squagdes
{4.2) ¢ [4.5)
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{n{0)} = (M My wlo)) (4.16}

falo)) = IMTHUNT A, o)) {4.37)

oude {4{0}} e {#{0}} sdo mairizes-colunas composias com os deslocamentos e velocidader
indciais, respeciivanente,

Desta forma, com o auxtlio das equagbes {417}, (4.316], {4.15] e (4.2}, ¢ possivel descrever
o comportamento do sistema discreto excitade por wiia fungho no tempo £ (i} gualquer,

4.3 Hesposta do Modelo Identificado

Para o modele da viga biapeida discretizada com trés gravs de hberdade, cujas matrizes
de massa e rigides foram identificadas no item 3.3 do Capitulo 3, obiém-se as matrizes: 7'},
iw® 1M e IM; ] de acordo com as equaghes (3.19), (3.20), (3.22} e {3.23}, pois, jw?] = jw?]

58?} E{a 5

Considerando-se tal modelo excitado somente por condigdes iniciais de velocidade {#(0}} ¢
deslocamento {yl0}}, escreve-se, através das equogdes {4.16) e [4.17) gue:

ni{0) = {0 IM M (0] {4.18)
na{0) = YT IM M (ol {4.19)
na(0) = {0V M LMY Hw(0)) {4.20}

(0} = {U T LM M H{a(o)) {4.21)
f2{0) = {17 MM B (o) {4.22)
f3(0) = {7 MM {3(0)) (4.23

Bubstituindo-se os valores de {17111 1M ] e [M] na equuglo {4.18} e {4.21]

i, 4 0 07 2 v {0}
g {0} = o, {V2/2 1 x@,fz}w;g-- 0 4 0 ——4 w0 {4.24)

Lo 0 o4 ] T (0

4 0 0 in {0y

?}1 {{33 = z‘x;{%fﬁf? i ég}ﬁ_,_ 8 4 ‘“z‘“‘ ) g}g{{)} (4.25;

L R

chaga-se que
mio) = — [V274 5,00} + 172 120} + V2/4 ys(0)] (4.26)
l T



O {: fwfi/q 91{0) -+ 1/2 {0} + V2 /4 ;}3((}3] {4.27)

Substitpindo-se ae equaghes {4.26] e (4.27) em (4.15]

RN , -
(] = - { i 274 9,40 + 172 {0} -+ 274 3;3{_0)] o5 wh i+
é IS

- o P st Wit
V274 1010} + 1/2 (0] 5 VE/4 juf0)] T } (4.28)
I
Analogamente, obtér-se que
naft) = & {g.}f? will) — 1/2 ya (O coswit 4 [1/2§; — 1 /28] ﬂi::{'ﬁ} {4.29}

: i i -
n:it) = — { [\52;}4 wi {0 — 1/2 {0} + 1/5;"42 ;,43{(})] cos wyi-+

=3

[ V25 {0) ~ 172 920} + V274 g‘;g(@j} it } {4.30}

Com o auxilio da squagio (4.2} tem-se:

%1 (3} \e‘@’;‘fz j: ‘\,zﬁi_f 2 oy 8 8 . 5] (i}
wit) b= 3 g -3 8 an 0 s {t} {4.31}
wit) V32 ~1 1 0 0 ag Balt}
(3]
PROES ’x"&lﬁ?azm{i} + ennpa (2} + V2 Bz it} {4.32)
valt] = asm(t] — eanall) _. {4.33}
wltl = x-":éfﬁazm; {1} — conaftl + \5;“2&;;??3 {1} {4.34)

Observa-se pelas equagtes de {4.28) a {4.34) que a resposta do sistems em fungio do tempo
£ independente dos fatores de normallzacac oy, or ¢ oy wiilizados,

4.4 Hesposta Excitada dos Modelos Continuos

Para sistemas continees com excitacho transversal f{z ], pode.se escrever n seguinie
squagio diferencisl parcial em fougho do tempe e da posigio z {ver figura 2.1 do capitnle 3}

Fyle t & f 34z,
STV e -

Somsiderando miz) = m e Iz} = I constantes, tem-se gue

Fylz, t) iz, 1)
t g
T LR

= J{z,1) (4.30)

ab



Bendo ylz, 1] sepurdvel no tempo e no espago, escreve-se que

ylz,t) = ¥Y{z}Fl] (4.7}

vade Yiz) pode ser obtido de acorde com s aplicagio das condigbes de contorno estudada ne
capitulo 2 {equaghes de {2.2] o {2.71).

Para o ebtencio da fungio F{il faz-se uso do Teorsma da Expansho e escreve-se que 2
reaposta do sistema continnn £

iz, t) = > Yo z}Fe(t) {4.38)

Derivando-se 3 equagiko {4.38) ¢ substituindo-a na eguagio {4.36) obtém-se

m Yy Yy(z) EIZ f‘?ﬁi—(f}- = f(z,1) (4.30)

Multiplicando-se a eguaglo {4.39) por Y {z}{s = L, 2,...] Beca-se com

m S s Yolz)Velz}Fo(2) + BT Yz }f-’-~‘3-~-mmz Arifiz, ), s = 1,2... {4.40)

lntegrando-se o equaglo {4.40} ac longo do comprimenio L da viga,

L RO L s BT RO L T = [T e =1
{4.41

Babendo-ze gue Y {z} ohedece 3s condiches de ortogonalidade descrita no capitulo 2, pode-
86 ERCYEVED Qe

4
f miztY iV {zlde = 7= oe= 12 {4.432}
1] e
L
f miz}Y {2} {zldr =0 s#r {4.43}

onde 7, ¢ ama constanie quakyuer de normalizagio.
Consequentemente,

L 437
i 'y { } - - 2 — o o
/: Ef{z}--—@—q Yilaldr = youl, r=s=12,... {4.44)
ﬁf ) zidz =0, r¥s {4.45}

i1

Aswim, purs ya{z} = m e {x} = ], escreve-se gue

mJ[ ViizlV{zlde = v, s=r=12.... {4.45)
4

R Ss
El f fi—--i;;é—}-éz = ywp,  gwmoroaw 1,2, {4.47)



Sulstitoindo-se 28 eguaches {4,401 ¢ {4.47) em {4.41}, chega-se a um gistema com nfinitas
sgnagdes diferenciniz desncopladas

S Bt + S F (0o = fL Vi (z) sz, t)dx (4.48)
L
Bl wlb =" [ n@iagi r=12. A
Definindo-se |

i
AN / Y {z}fiz. 1)}dz {4.50}

1

reescreve-se o equacho {4.49) da segninte forma

w.‘ ) . . i
f:'(t) * w;!?rit}r’:QT(t}s r=12,... 14'52)
Aplicando-se & Tronsformada de Laplace § equagao {4.51} e vtilizando-se o Teorema de
Forel, unalogamente ao desewvaleimento da resposta excitada do models discreto, obtém-se
cpise

Ei)= - j‘n Q. it sindt - )7 < F {0 cos wt + FL{0) e N 1 T {4.52}

Moz, pela equngho {4.38) pode-se escrever gue

yiz0) = 3 ViAa)F (o) (4.53)
g

Multiplicando-se a equagio [4.53) por mY,{z} ¢ integrande-a no comprimento L, tem-se
yue

L : o L '
J[ Y. {zhylz, Odde = Z.F,{ﬁ}[ mY {z)¥, {2z} dx s=1,2,... {4.54}
v oo i i
Fazeudo-se uso da eguache {4.40] chega-se que
L
Fo {0} == syt [ Viizdylz, Oddx, +v=1,2,... {4.55}
Apalognmenie,
Fy ) s ooy f Yo{zlyle, Odde, s=1,2,... {4.5G}

Logn, com as equagbes {4.56), {4.55], {4.52] ¢ {4.38] obtém-se a resposta da sistemn continue
para guakyuer forma de excitagio, e, a partir dal, torsa-se possivel a comparagio com o resposts
do modele discrete.
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4.5 Hesposta do Modelo Continue Estudado

Parz # viga bispetada {fisura 3.1 do capitule 3} tem-se que

Yo{o) = oy sin{ara /L), r==1,2,... {4.57}
€
w, == wr P{BImLA Y, r=12,0 {4.58]

Substituinde a equagho {4.57) ua equagio {4.46) e resolvendo a integral, obtém-se o fatar
de pormalizacio v,

3 2 :
Yoo opmbal, r=102, {4.58}

o
Escrevendo as condigdes Inicials do movimenio para a viga em guestio como uma con-
binaghe lnear de sendides, teni-se

4lz,0) = 5 P, sin{nrz/L) (4.60)
LT

#{x, 0 = Z Q. sin{nrz/L} {4.61}
p=

onde as constantes P, ¢ €, relacionam-se com o deslocamento e com a velocidade respecti-
vamente. Quando & = @n = ... = 0, pude-se afiomar que as constantes Po{n = 1,2,..)
represeniam entre sl uma relagho gquantiiativa do influéncis de cada modo natural na condicio
inizial de deslocamento do sistewa confinno. .

Ressalta-se, gue como o sistema continuo apresenta infinitas Trequincias ¢ modos naryrals
£ o modelo discreto idestificado apresenta somente as trés primeiras frequiucias ¢ os s
primeiras modos, excitando-se o5 modos matores gue o ierceire, pode-se fazer um estudo dos
grvor pa amphiude midxima da resposta de deslocamento, decorremtes do aproxunacio do
modele com infinitos gravs de liberdade por um modelo com trés graus apenas.

Diestaca-se, também, gue guants maior ¢ pdiers do modo e da frequéncia, menor a sua
influbneia na amplitede de resposta do sistema continno ou disereto. Esta afirmativa pode ser
constatads guando s¢ observa a aguagio {4.15) e {4.52). Anmentande-se o niniero do modo ¢,
obiém-se a5 frequincies naturals mals alias e, como divide a mtegral de convolughio ¢ o termo
relacionadn com as condiches de velocidade do sistema, pode-se perceber o [ato em guestio.

Cousiderando-se o modele continue excitade somente pelas condighes nicials de velocidade
& deslocamento,obtém-se F,{0} o F,{0} substituindo-se as equagbes {4.60) ¢ {4.61) nas equagdes
{4.55} e {4.56} respectivamente. Com o nuxilio das eguagdes {4.67} ¢ {4.59) escreve-se que

1 o
b2 iy
' T e = sin{srafl By, sin{rny/ Lid: =12, ... K
F {0 (EgZ}rzHLa’;"./; inf fﬁ‘fﬁ}”é} w sinf{rnz/Lide 7= 1,2, {4.62)
. i L e .
E0) = gz |, /) 2 Quein(ena/Lide r=12... (469

Utilizando-se as propriedades da Série de Fourier e a ortogonalidade das fur oes irigo-
nmnétricas (13}, reescroviese as equagBes {4.62) ¢ (4.63] da seguinte forma

a3



Fo) = Pin,, r=1,2.... {4.64)

Fo)=8 /e, r=1,12.. (4.5
SBubstituindo-ge as equagtes {4.64) ¢ {$.65) no equacho {4.52) fica-se com
. i s wrt
Folty= = [ Poeoswt+ Qoo b pm 3,2, (4.6}
Y Ly

De posse das fungdes ¥o{z} Folrd e w,, equacles {4.57), {4.60) ¢ {4.58) respectivamente,
obtém-se & resposis do modelo continuo excitado pelas condigdes imicdais de movimento. Com
o axitio da eguagho {4.38) escreve-se que

on ) .
. L pi2 ,-i.
wlz, 1} = Lsin{ﬁm_;’b} (P, cos ut 4 G fﬁiﬁw} L o 20 {4.67}
.
rmd " ’

e, ressalta-se mal: wing ver, que o resposts de sistemma continue, equagio {4.67}, independe
dos fatorer de sormalizagdo a, {r = 1,2,..} escolhidos,

4.6 Resultados Tedricos do Método de Identificagao

Avravés das equaghes {4.32), {4.33) ¢ {4.34) {resposta do modelo discreto identificado ex-
citade someisite por condighes bnicials de deslocamento, ou seja, §1{0} = §a(0) = (. {0) = O} e,
equatde {4.07) com P, = 0 {r = 1.2, ..} {resposta do modelo continue excitado somente por
sondighes iniciais de desfocamento }, compara-se o comportamento dindmico dos dois modelos.

Sabendo-se gus

vt} = w{l/4, 1) {4.08)
wrlt] = w{lf2,1) {4.69)
yaitd = yl3l /4, 1} . {£.70)

Excitande-se o modele comdnee com as condigies de deslocamento, de tal form gue o
quine modo comribua com 1% ne resposia de deslocamento do mesmo, figurs 4.1.{u}, 6
possivel verificar a bos aproximagio do comportamento dindimico deserito pelo modelo discreto.
{figuras 4.31.{b) » {c}).

Variandoess x participacio doe gquinto modo natural nas condighes imicials destocanento
de siztema conting, constrde-se a8 Tabela 4.1 ¢ observa-se o comportamento do ervo entre a
mitxima amplitude do modele continue ¢ do modelo discreto, dividida peln mdxima amphtude
du mesdelo continne.

Conclat-se, desta forma, gue o ervo decorrente da aproxinmacho do modelo continue pele
izl discretn e2td diretamente relacionade com a2 participache due modos mals altos, negl-
penciador pelo modelo discretn. :

No capitale &, faz-se a andlise do comportamento dinfimico de uma viga com ountras
copdighes d contorpe, engastadufiivee. Analisa-se 2 amplivude de resposta em funglo da
frequdncia de uma forgs gue atua em wm ponto particular da viga. Desta forma, completa-se
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E’art;npag&a dos Modos na Resposta Erro
do Maodelo Countinuo
MODO 1 [ MODO 2 T MODO 3 MODO 5

e e e -
407, 10 24% 4% 6,35

,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T —_ T 5
229 11% 875G
P21 14Y, 13,5%

o estude tedrico comparative do comportamento excitado dos niodelos discrelos e continuos,
baseado na teoria de Andlise Modal
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Capitulo b

RECONSTITUICAOQO
EXPERIMENTAL DA LINHA

ELASTICA

5.1 Introducgao

Faz-ge, aqui, um estudo sobre nm dog tipos de fungho spline, e, u partir daj, ajusta-se
polindmios do terceiro graw em cada intervalo de discretizagio da viga, de forma gue esie
polintmio passe pelos pontos obiidoz no processo experimental de andlise modal

A principal vantagem deste $ipo de interpolagio polinominal é 2 garantis gnanto o compor-
tamento da derivada segunda. Este lnto € de fundamental importincia no cileulo da energia
de deformacho. '

(Gheerva-se, também, para esie tipo de interpolacio, um comportamento mais suave pars
a Linka olistica e, gvita-se, desta forma, o fendmenc de Runge, bem comum em interpolagio
nor polindmics de gran maito elevade. -

Mo final do capitnlo, mostra-se os resultados do programa computacional consiruido.

5.2 Spline Chdbica e Linha Eldstica

i

Algumas fungdes cibicas, comoe a de Lagrange S3{z} ov de Hermite 8§ {z} inferpolam uwma
fungao Yz} dando um erro

Wiz) - Sizfi < VAT /16 para Lagrange e

¥Y{r}- $ =)} < V¥R 796  para Hermite

oude VI refere-se ao valor miximo da derivada quarta da fungio Y {z). [14]

Visna fungio spling cibica ¢ ama fungdo polinmminal cibica por partes, suave até segunda
ordem, ou seja, apresents tanto z primeira como a segunda derivada conifnuas. {15

Assiny, seja S{z} a fungdo spline de interpolagho no intervalo fu, bl Pela definicio de
fungio duas verer contingamente diferencidvel no intervalo [a, 5] ¢ polindmis de terceiro gran

e (2, Tyagl, § = 1%, L), pode-se eserever que
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8(2;) = Mi (5.1}

Fazendo-se analogia com s equacio de wma rete

8z V- 5™z} [
- 8t = [ (Fisg) = 8 {?{)} {z o} =€ |z, Tiai] {5.2}
Tiuy = Ey
DU
Epag o X £~z
§7(z) = (/ e ) M+ (__{_____‘_W,\) Mipy. z€ |2y, 2i0) {5.3)
Eyay o E Trat ™ T
Integrando-se a eguagio {5.3} fizu-se com
iy 2] M z -} M. .
Sz} =~ {i--—?—j——}—-} =4 {( ) ] S gy {5.4}
Tygy — Ly 2 Tiay T 2

onde (g € nma constanie de integragio que depende do intervalo considerade.
Integrando-se a eguagdo {5.4) obiéin-se '

iz} = iif-it’—f“f} } M, [(:‘ . x")a] Mt Lo v Do (5.5)

6 Bjes — % £

onde Dy € mals nma constante de integragio que depende do intervale jx;, x,‘.«“} considerado.
Observando-se a equaghe {5.5]) depars-se com quatro incogmitas: My, Miss, Ty e Doy
Dieseja-se gue a fungho spline imterpele a Hnha eldstica Y{z) no intervalo |a, ] = [0, L]
Fazende com gque a fungio spline colncids com a linha eldstica nos pontos 2y, 7:4, o6 s¢ja,
nos pontos de medigho wiilizados na andlize modal,

Sz = Yin) {5.6}
%,
4‘.‘.‘.,;.{.'.!.'? 4] } = }".{I,'.,Q_ _;) (EL?)
2, definindo
;1,,.;._[ = Xypae ) — E; {5.8)

romeo o tamanko do subintervalo enire os pontos z;, 174}, pode-se escrever mais duns equaghes:

M
S(ﬁa} =Y E } ﬁ;—i—; —‘(_;;" F Ly -+ D!‘ﬂé-l {5‘9)
* P T M
Sz} = ¥Yizig) = }i?—i-s'_;ﬁ—' + Cryymigy + Digy {5.10}

:"@.s:«m;, a:\xpr&mand{) oy v Doy em Puncio de M, ¢ M.y, parimetros desconhecnios, e
zite ¥{zrs ), pardmetros conhecidos, pode-se reescrever a eguagio {5.5) em funcio de duas
mmgmtas somenter M; ¢ Mo,
Resolvende o sistema

Tom 110 ., Yz} ~ B2, M. /6
= . i 5.11
[ Zigi ] } { ﬂiﬁ*-l } { ¥ {:r:“é-l) - }zgfl“ﬁfl"l’i { }
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ohidim-se

C¥{ziag) - Vi) | Ry

{Tr"‘i‘ 4] &; o+ i ‘) {Af} o ‘-‘ft“‘ i ) {5 ’ 12}
By =z }i{yi} - i’{j’_‘.,‘_’_i} 7 ?mr{j:"'"?'i}; . -J}if'”;bj i} (s 33}
SR i ] fg‘.g_\ ; & J o h?-+1 G N h

Substitninde ws eguagdes {512} e {5.13) em {5.5) obtém-se a equagdo da spfine interpola-
dora da Hoha elisiica em fungio dos mcdpnitas ¢ A e M.

. (zes) ~ 2) o= n)* [ ] - 9)
) foay fyfr -------------------- A’_? --------------- i , 2
{23 (‘4.&1 . * ! ' (}}LT-_; } {z } & h,‘.+1 +
ke -
-+ Y{I,'_;..I) e JM‘._é_i_i"i_j‘_ (":f- “““““ ‘F z—", = {x,-,z,-__;,i]\ (514}
6 }L,_}J

Bresta forma, o problema passa 2 ser 2 obtenglo das incégnitas M; ¢ M, ..
O mermo raciocinio desenvolvido pars o intervalo z,,2,4,] pode ser realizado para o in-
tervale {z,_,, 7). Assim feito, chega-se & seguinte equagdo

. {z; — z}? {z—zi 3} 2T {oy ~ 1)
Slz) = Moy ——— + M, — A¥ Y- Mo L -
(=) ST T e 5 R
B2 g - iy , -
+ {y(%‘} — M; ?;] (—T}“p % € |21, 7 (5.18)
Derivandeese as equagdes {5.14) e {515},
f"’éx—} = - AL h,;;r_;”j_: + M -, i.:)}‘ : 32 & '1'1:;,“‘1:}‘{x=3 Iu {M fk‘f,+3), zE Ez”z‘_*l;

(5,16}

ko,

2 T T el by MY, 2 £ fries,ed (5.17)

e valendo-se di definigio da fungde spline cibiea, {fungdo duas veses continuamente dife-
rencifvel], pode-se ignalar as equagbes {506} e {5.17} no ponte = = #; e chegar 3 seguinte
sepragio

&, A.fﬂ_\; e f_ﬁ___-%’_f_;_;_fﬁ{* -+ -—'m_--‘- ,{’\(fq_]._i b= { {'}’{_g!‘&,*;-—-}“(xr}] - [}'12,1"}:1:.”]}]} {5-18}

L

Aszim, fuzendo ¢ = 1,3, ..., — 1, chiega-se a um sistema com g+ 1 incdgnitas. Entretanto
com as condicher de contorno, por exemplo, para a vigs biapoiada, onde a derivada segonda
da spline estd relacionada com o momento {figara 5.1}, pode-se escrover que

My = M {5.19}
M, =0 (5.20)
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g

Figura 5.1 Viga Biapoiada » Dhscretizagio para o Processo de Anilise Modal

onde

Ty = ‘“'$1¥_ {521]

Y, = -¥, (5.22)

senda {Zo, Yl as coonbenndas de am ponto eriado haseado no conhecimento das condigdes de
contorng desses sistemas inechnicos,
Assim, através o vquagio {5.18) escreve-se que

PRy b s tf3 kg e orgoie . " . “ " Aty ay

dom F LR A R LETELT £ . + i R

) L ihag b kg iF3 hog 5 L n 1l Ad g = 5]

' . e - L kst ;;zv,,__g--}'«.,afs Mtt.,,l Wyt
{5.23)
onde
o Fyiaaateviay Yia 4-¥ir_ 3 .. :

o= [ ST ‘ =42 (- 1) (5.24)

Reescrevendo de uma forma compacta

[HI{M} = {9} {5.25)

onde

. {H & a matriz gue depende somente do tamanho dos subintervalos £, ou seja, da distincia
entre dois pontos conserutivos utilisados no processo de andbse modal,

. { A4} € v vetor composto com os coeficientes que se deseja determinar para substituir na
equagio [5.14] » reconstituir a linha eldstica, e,

. {g} & o vetor composto pelos dados obtidos experimentaimenie, ou seja, as coordenadas
da linka eldstica nos pontos de medigio,

Finalmente, resolvendo a equagio [5.26) ¢ com o auxilic das eguaghes {5.19) e {5.20)
yeconstitui-se a linha elistica pars a viga blapeiada,

{M} = {H] g} (5.26}
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5.3 Cialculo da Energia de Deformacgio

Sabendo-se gue 2 energia de deformacgho maxinm do modelo contines € dada por

¥, (z)1°
}fi}'ﬁﬁ; = E}' E'_%E"z] If.?' (5.2?}

EF

£ gue o matriz LM composta com os fatores de normalizacio para cada modo v ¢ uma fungio
desta energia, equacio (3.8}, pode-se estrever gue

R {d"}muj dz, r=12...n (5.28)

1M

Igualandoe & segunda derivada da fungio spline S {z}, equagho {5.3), & segunda derivada
da linha elastica,

f{:%i(ﬂ = &'z}, r=1,%....n {5.28}
o5
e, excrevendo-se gue

& {x) = BNz S (=), re=1,2,...n {5.30)

ol seji,

N L R RV I k) NIV
@r{z}—wE‘I(z‘}[{IiHuxi} ’ Jr(IH-;.—-IJ i |

gElz T e v=12,...n {5.31}

pode-se integrar ©,{x} no intervale ja, bl = {0, L] ¢ obter os elementos M, da matriz de nor-
malizacio. Portanteo,

L
M, = w;ﬁf &, {z}dz, r= 1,2,...,n {5.32}

ou, escrevendo a integral por BEuler

= £ o E % T i‘; .
Moo= w2 {0 0]+ €, (L + 210 (z1) + & (=) + .+ & o M 5 {5.33)
onde
§ = f’ {5.34}

£ o passo de integragae e, v+ 1 ¢ o nimero de pontos z {7 = 0,1,2,...,v} uilizados na
integragho numérica {z, = Qe g] = L}
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5.4 Programa Computacional

O programa corgpetacional construido é composto do programs principal IDENT e de male
guatro subrotinaxnDADOS, BPLIK, INTEG « INVER.

IRENT {programa principal)

ADOR {subroting}

*

¢ SPLIN {subrotina}
s INVER {subrotina)

INTEG {subrotinal

*

A subroting DADOS & responsdvel pela entrada dos dados obtidos experimentalmente:

compranenia da viga continua.

nimere de pontos ntilizados na andlise modal.

nbmero de graus de liberdade para a construgie do modele discreto.

condicdes de contorno para a viga, )

{1} mpoic simples

{2} engastamento

{3} livre

mddulo de elasticidade do material

Jpasso de integragho.

Jregquincias naturais.

eleacentos da naatriz modal

coordenadas x,y da linha eldstica para cada modo natural.

anemento de inéreis de drea nos pontos de medigao.

A subrotins SPLIN é responsdvel pela interpolagio da linha eldstica ¢ o cdleulo da derivada
sepunda ao guadrade, multiplicada pela rigidez de Hexfo Ei{z}.

A subroting INTEG efetun a integragio da derivada segunda multiplicada pela rigidez de
fesie e calculs os elemenios da matriz de normalizagio.

A subroting INVER ¢ responsivel pela inversio de matrizes sendo acessada pelo programa
principal e pels subrotina SPLIN.

Com esses parimetsos caleulados, volta-se ao programa principal IDENT e ideniifica-se as
matrizes de masss e rigidez para o modelo discrate.

5.5 Resultados

No exemplo mostrade, utilizaram-se trés tipos de normalizagio diferentes para a matriz
modal e para a linha elistica, Calcnlando-se as matrizes de massa e rigides através do programa
computacional, chega-se sempre nos mesmos valores para | M) tle Ky}, independente do critério
de pormahizacho adotada.
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5.6 Conclusoes

Quandao o problema de aurovalor e autovetor & solucivnado, obtém-se n frequéncias naturais
¢ nomodos de vibrar para win sighema com # graus de Hberdade. Mas, esses modos nio sio
taicos em amphivde, porque sio obtides de wm sistema de eguagbes homogéneasz. Portanto,
¢ possivel obter finitas matrizes de massz e infinttas matrizes de rigidez para o modele
discreto, gue associadas levam a um sistema gue responde com os mesmos nvsdos de vibrar
nas respectivas frequéncins naturais,

Pora que o modelo suatemdtico discreto identificado seja finico, é necessirio wma carac-
terisi o particular 3 mais do sistema fiskco, 2lédm dos autovalores ¢ antoveiores, Para ¢ caso em
guest . esta caracteristica € a energia de deformagie armazenada na linha eldstica. Com ela,
torni - possivel renormalizar os avlovelores, identificar [M;] ¢ [K/] ¢ determinar o modelo

materibico dnico desgiado.

E interessante comentar que sm {161, com o intuito de se consiruir modelos matematicos
comtinuos, Baruh e Mesroviick passam pelo mesmo problema, agui destacads. Como condigio
partienior, wtilizam o conhecimento da distriboicio de massa do sistema mecinico em estudo
¢ Wentificam uma fungio de distribuigio de rigider ¢ de amortecimento para a consirucia das
eguagdes diferencials parcinis,
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Capitulo 6

IDENTIFICACAO |
TEORICO/EXPERIMENTAL

6.1 Imntroducao

Faz-se agui, imicialmente, o estudo tedrico e o equacionamento analitico para uma vige
continua ¢ homogéuea, engostada nwma das extremidades e hivre na outra. Baseado nestas
equagdes, testa-ge o programa computacional construido no capitulo 5 € compara-se a respogta
dos modelos discretos construidus pele programa com a resposta dos modelos continuos.

Montando-se wina pequenn baneada com nma viga nessas condigbes de contorno, realiza-se
a andlise modal experimental. ldentifica-se, consequenteniente, as frequéncins naturais ¢ os
modos de vibrar desses siatemas,

Clom o auxilio do programa computacional IDENT, constrée-se modelos matematacm dis-
cretos para o sistema figice e guestio,

Finalmente, excitande o sigtema fisico real e o modelo matemitico identificado alravés
de uma varredurs senoidal, Tompara-se o comportamente dindmice do modelo matemitico
identificado ap do sistema fisiro veal

6.2 Viga Continua Engastada/Livre

Para a viga engastada e & = 0 e livee em z = L, figura 6.1, tem-se as seguintes condigdes

de comtorne

Figura 6.1 Viga Continua Engastada/Livre
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¥io) =0 (6.1}

Fd¥{x}]
Bl st = 0 8.2
[' dz { ity { )
&Y {x}] _
[ 5 . = { 6.3}
4
ff&%ﬁ -0 (6.4)
{ da A{w=L)

Assumindo-se gque a eqnagic de movimento da viga

I*Viz} ., s w'm
MMMMMMMM ) = i &
d.’.C'i ﬁ } [ ) 0! ﬁ E} { 33
tenba como solugic
¥i{z) = € sin 8z + Crcos fz + Oy sinh Sz 4+ Cycosh fz {6.6}
2, fazendo-se uso das condighes de contorno, chega-se que
C:j; == "—Cj {6 ?)
C’; == “"{;‘3 (653
[+
sin AL 4-sinh 8L cos AL+ cosh AL Oyt e 6.9}
~ o8 BL+ cosh 8L sin fL — sink L G- 1710 )

Fazendo-se o determinante da matriz da-equaglo {6.9] ser nulo, chega-se gue

cos Bl eosh L= —1 {6.10}

Desta forma, obtdm-se as guatro primeiras frequéncias naturais paras o sistems

Fi= 1,875 = w; = 1,875 ES/mL)/? {6.11}
Bo=4,604 = wy o= 4, 6047 E/mlt)? (.12
fo=1,855 = wy=T,855%(El/mbA)}/*" {6.13])
2 - 1 i 2]
B = 5—7‘—2—35 = wy = AUENmINWY  a=45,. 117 (6.14)
Supondo ‘
C;g = Q:; {ﬁl&}

onde ol é uma constante arbitriria gualguer, chega-se que
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Figura 6.2: Viga Carregada Estaticamente

,Asin .1 ~ sinh B, L
o :
"{cos A, L + cosh B, L}

Assim, pode-se escrever a equagho da Hnha elistica para wma viga engastada/livre, em
cada modo natural, através da equagae

oy = {6.16)

Yo iz} = oy [ A, {sin fox — sinh f,2) + Bo{cos frz ~ cosh Boz}] r=12,... {6.17}

ande
A =sinf L~ smh B L {6.18}
B, = cos B L +cosh B L {6.19)

6.3 Resposta Excitada da Viga Continua

5.3.1 Comportamento Estatico

Pars uwma viga engastada/livre excitada por uma forga estética de amplitude F em um
ponte gualguer & ao longo do sew comprimento L, figera 8.2, tenm-se a equagao da linka
elistica estdtica dada por. 18] ’

{ax®/2 - 2%/8) 0<z<u

y{IJ)"!fﬂ{z}*{ ::;;{ ~af3) a<z<L

Haseado na teoria de Andlise Modal apresentada no ilem 4.3 do capituio 4 pode-se escrever
n mesma equacio da Hnha eldstica estdticn como

ad Y. (z)}Y, {a
ylz, t) = =z 5_: o { {6.21)

+

{6.20)

p=i

oude ¥,{z} é dode pela vquagho {6.17) e 7y, € dudo pela equagho (4.46}.
Variando-se @ ntimero de autofungbes ¥, {2} e autovalores w, com objetivo de se reconstituir
s Bnha eldstica estaiica para o carregamenic F no pouts a, constrée-se o tabela 6.1
Anabsando-se estas Labelas, chega-se a conclusSes importantes no diz respeito a amplitude
de deforntaciic desses sistemas guande carregados estaticamentie. Estas conclusbes serio de
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3 Pontrn de Apheagiy da Pergn Undarm a = 0,104
r £ = O, 10L ¥ = §,50L T = 0,754 » = },00L
e fz) T el 1 v iz} | erol] | yo{z)} | oerrol%i | widz) | #rroff]
H 9,185 T2V 1.B4E-3 23,0 A57E-3 .00 5 42E-3 1z.2
2 15364 5.6 EAUE-3 2,57 567E-3 {100 4 HEE-3 3,52
* 2AGE-4 35,1 I 30E-3 2587 3 .53E-3 440 4,00E-3 1.4%

4 257E4 | 238 §2atEn ] 043 | 386E-3 1 000 | 48083 062

& SEGE-4 | 341 | 2,873 { D43 | 358E-3 | 000 | 485E-3 | 041
@ $ORE-4 1 K41 | 233E4 ] 000 | 35883 ou0 | agE3i 630
T 31884 1 450 ] 23853 | D00 | 358E-31 060 | 48353 000
8 395E-4 | £40 ] 233E3 1 000 | 35RE3 ! 000 | 483E-3 0 o0
9 32084 | 1,30 | 233E3) 000 | aEeRal 000 | 48B3 o000

Uariz} 31,5364 23383 3 58F-3 4 83E-3
Ponio de Aplicacan da Forga Unitaria g = §,50L R
r = §, 108 =, 50L z = 7L == 1,00L

y- 2] | ereoll | Wiz 1 errol®l | gr (=) | evrofBl§ yi{e) | erra(S]
3 1.87E-3 187 3,75E-2 03 7.23E-2 .82 {1,109% & A7
2 2.3RE-3 2,14 4.315E.-2 0,24 T,30F-2 1,14 1,040 0,19
b 23988 .57 4,358-2 3,24 A58 IR {,1048 [ ¢
4
&

1,31E-2 3,86 4,16E-2 0,00 7,292 AL {10437 0,040
2,32E-2 it 42 4,106E-2 0,08 7, 20E-2 [eRr g 0,142 0,00

L pedzl T AYE-3 4, 15E-2 72582 03,3042
Ponto de Aplicagho da Forgn Unitdria a = 1,00L
i T PR LT o= {3, BOE x= 0,750 T = 005
: Ly izl | emoll | piie} b ernol% | oyl (=) 3 errol® 1w dwl | ercofB)

) 54353 122 5,109 547 04,2129 {105 33238 2,81

i 4,67E-3 3,38 86,3040 3,19 0,23137 4,34 £,3319 (.42

3 498F-8 | 1,48 0,3040 0,19 0,2111 o488 0,3330 0,12

£ 4 50R-5 1 ner 01042 0,00 00,2100 000 1 03337 0,03

& 4 BEE-3 43 ,3042 G000 023108 0,80 00,5388 Q.00

[ 4, 82E-3 21 03,3048 .00 0, 2108 .60 0,333 0,00

K 4.845-3 (11 01042 £3.00 ih,230% 0,456 3338 3,00
R 4, /%83 (00 00,1048 HELS {,2308 0,00 03333 4,00
Nt 48853 01042 0,210 0.3333

Tabela 6.1: An#lse Modal e Reconstituigho da Linha Eldstica Estdtica (=1, F=1¢ L = 1}

48



Figura 6.3: Viga com Carregamento Dinfrico

grande valia para se efetuar a anilise qualitativa e quantitativa da resposta excitada dos
modelos discretos identificados,

Quando se tem wny ndmero Fsmitado de informagies sobre as anfofungdes e oz antovalores
dos sistemas copiinuos, ou seja, fixando-se o nimero de modos e frequéncias naturais v para
se reconstitair & resposta do mesmo, a precisio no valor da resposta ohtidas através da andlise
modal, ¢ uma fungio do ponto onde esba forca é aplicada. Iste, porgue, depandendc do ponto
pude esta forcn estw atuando, a participagio dos modos mais altos {acima dos modos que se
estd considerandy) pode ser impertante e o faio de se desprezar a participagho desses modos
acarreta i diminnigho na precisho da resposta do sistema,

6.3.2 Comportamento Dindmico

A equagio

Fulz,t) Fylzty s . o
e + K- Fyra Flz, ) = 8{z — a} Fsinill . {6.22}

representa matematicamente uma viga continua excitada por uma forga sencidal aplicada num

ponte a ao longo do sew ecomprimento L.
Baseado na leoria de analise modal apresentada no item 4.3 do capitulo 4, pode-ge estrever

gue a solugio permanente para 2 viga da figura 8.3 £ -

ylx, t} = z %ﬁ%?’ sinf{flt}] | \ {6.23}

=1

onde {1 e a freguéncia da forga de excitagio.

Varizndo-se o nimere de autofungbes e auntovalores para representar i resposta da viga
nos pontos x = 0, 10L ¢ z = 0,50L gquando a forga senoidal atua em o = 0, 10L e o = 1,D0L,
constrée-se os grificos mostrades nas figuras 6.4 e G.5. Obzerva-se,desta forma, o erro que
se comebe em aproximar a resposta de wmn sistema com infinitos graus de liberdade por um
nimero Hmitado de astofungdes ¢ autovalores.

6.4 Cslculo dos Elementos da Matriz de Normalizagao

Calculando-se a segunda derivada da linha eldstica

i%}fﬂ = oo 82 |- A, {sin Bex +sinh f,2) ~ By {cosfi.2 + cosh g2Y r=1,2,... {6.24}

4%



RESPOSTR EM FREQUENCIR
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RESPOSTHA EM FREQUENCIR
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Figura 6.5: Forga aplicada em ¢ = 1,004
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n” de Pontos | M, Mo My
5 7,610 | 2.246 | 1.161.913
S % | 7,955 | 2.426 | 1.286.803
7 B IGR | 2.537 | 1.366.764
R UA17 | 2,610 | 1419802
e FH208 2081 | 166252

Tabela $8.2: Comportamento dos Elementos da Matriz de Rormalizagho ern Fuango do Namero
de Pontes Uiilizodos pars a Reconstitmigio da Linhka Elistica - Programa Computacional
IBENT

& possivel obter os elementos da matyiz de normalizagho pela equagho

j@{( e w'“?-ff E; [d“}_ﬁ} dI! r = ]_‘ 2; FRTan {6-25)
i

Ea

Resolvende a integral da equagho {6.25) chega-se gue

M, = amp]? { {AZ 4+ B e g —~ cos (ﬁ,L +2Mctan{%}sinﬁ,.)} +

AL B2 _ — A% .. g®
+ (wf%wil sinh S, Lecosh . L + meig;_”l Bl

e

A f, . . c o - &
i ————ﬁ—fs:{;shmﬁr Ly~ 11+ A7{sin B, Lcosh frd — cos f, Lsinh £, L}+

2

+24. B, sin 8, Lsinh 8, L < B {cos f, sinh B, L + sin B, Lcosh ﬁ,.L)} r=1,2,... {620

Assimy, favendose L= 1, E= 1, I = Yea, = 1 {r= 1123} calenla-se, através da equagho
{6,206} oz valores exatos para os elamentos do matriz de normalizagho M, {r = 1,2,3}

My o= 9,028

Moo= 3 ORY

My o 1.662.132

Variande-se o nlimere de pontos {obtidos 2 partir da solagio exata da viga, equagio {6.17})
para a reconstitaigio da linba elistica {airavés da apreximagio por splines), observa-se o
compartaments dos elementos do matriz de normalizagio (M}, tabels 6.2, obtidos através do
programsz IDENT.

Bontando.ss
o a matriz meedal U] atravds da equagho {6.17) com z = 0,80, 2 = 0, Th e x = 1,00.
-2, 065 —77,9761 80,6325

{rle ] 53,9957 —14,7516 1400,2561 |, (6.27}
-G,871  109,2618 —2579,5034
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Figura 6.6: Viga Engastada/Livre Discretizada com Trés Graus de Liberdade

« a matriz [w?] com o valor das trés primeiras frequéncias naturais para o vigs continua
engastada/livre {equagdes {6.11}, (6.12} ¢ {6.23}}

o, 1, 8754 0 G
e 0 4,594 O {6.28)
mi? .
0 ¢ 7, 865%

« 2 matriz de normalizagad | M] com os valores exatos dudos na tabela 6.2

9,228 0 0 _
M} = mi 6 2.98) 0 {6.29}
0 0 1662132

abiémese, através das equagbes {39} » {310} o seguinte modele matematico discrete para os
poentos da Hgura 6.8

. BAAB —p, ¥4 wondhT Gyt . 18e, B ~FE1, 36 B 99 gkl o
wd ] oo il ., 3055 RS T2 P 3 & B ST 516, 56 —375. T4 writh s o
w, BEME L G4 v, e by B L Hods, B2 —~ A7, %6 PR 24  wugede

6.5 Comportamento Estatico e Dinamico dos Modelos
Discretos

A figura 6.7 mostra os modelos mutemiticos tedricos, identificados a partir da eguagao
tedrica da linha eldstica no primeiro modo natural, wy = 1, ST EIfmir )7 ¢ My = 9,228,

Comparando 2 deflexiio estitica dos pontos do modelo continuo, tabela 6.1, & do modeln
discreia, observa-se a eguivaléncis estiticn dos modelos discretos com 1 g.}. para as coordena-
das onde o5 modos superiores a¢ primeiro ndo tem grande importinca.

Nas figuras 6.8 e 6.9 verifica-s¢ 2 aproximagio da resposta estdtica dos modelos continuos
através dos modelos discretos cont dois e trés graws de liberdade, identificados teoricamente,

0 que se desgjn dos modelo matemiticrns identificados € o ajuste da amplitude de desio-
camento dos sistemias mecinicos quande estes estiverem excitados por sua forga F gualguer,
estadtica ou dindmica.
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QoML 4 5;689%{3; = F
- ¥ = Q3246 LF/LT (defonngio exditica)

.}’ . . 2, .
70 mL S, + (HIELL g, o F

Y= Q395 LIF/ET A Cé’c'ﬁw';x?cc?a P S AT )

2 ;!69#:.53; # ?68?’2£ny -

jf = 372 ] .{jf"fgz‘ {df/o'mqrm g--,fml;mt]

et

» 686,89mL Y, + OB 20 6L . F
7
v V=5 0. o .CJF /LT (e /{crffﬂccwc;- s A )

Fignra 6.7; Medelos Discretos Tedricos com 1gl - carregamento estdtico

Pensando assim, observa-se no estudo do comportamento estético desses modelos discretos,
que pode-se ajustar a amplitude de deslocamento estdtica de wmna forma satisfatéria. Este
ajuste pode ser otimizado em fungho da escolha das mordena&as discretizadas ¢ do nilmero
de graus de liberdade escolhidos.

Tem-se, tamubém, pelo fato da en&rgaa do modelo thscrete ser igual a do modelo continuo
um ajeste antomdtico da matriz de rigides. Destaca-se que toda energia de deformagad arma-
genada no modelo continuo ¢ distribuida ao Jongo do seu compnmento serd re&:stnbméa nas i
coordenadas escolhidas do modelo discreto. R P AT

Tima ves gue a matriz de rigides extd identificada e ajnsmu@e o cemportamenm estatxcc, :
& pecessirio goe se faga o comportamento dinfmico do modelo discreto ser compativel com .
comportamente dindmico do siema fisica {continuo}, -

O ajuste dindmico {frequéncias naturais e modos)  feita pela matriz de massa e ressaltanse
que o valor dos elementos da matriz de massa e a distribui¢io desses elementos dentro da
matris ocorrem de tal forma gue s¢ tem os modos e as freguéncias naturals ajustadas, pols
os modos ¢ as {requéncias sio parimetros conhecidos e impostes para identificagio da matriz
de massa. B mals, observando-se o valor da massa para o modelo da figura 6.7 {a}, depara-se
com a grande diferenga deste método de discretizagio baseade no balango energético com os
demaier & massa atuante na coordenada discretisada nio € necessariamente a massa total mi,

" sim, BING MASSA aquwaiente 0, 250mL. -

Naz figuras 6.10 {a] e {b}, observa-se a equivaldncia dindmica dos modelos diScretos iden-

tificados teoricamente ¢ do madelo continue.

« figura 6.10 {a] - Forga de excitagio aplicada em 2 = L & resposta ne ponte z = Liz

o figura 6,10 {b} - Forga de sxcitagho aplicada em = = L ¢ resposta no ponte x = L
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Figura 6.8 Modelo Discreto Tedrico com 2 g.1- Carregamento Estitico
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RESPOSTA EM FREQUENCIR
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Figura 6.30: Resposta em Frequincia do Modelo Thecreto ¢ do Modelo Continuo
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il }I,m'.‘?

= 2,31xl0

i

3,500 m

= 1,5%x107° n

= 1,0x107% m

- U S o N e
|

0,115 kg.m +

T o= 1,25x10 2 &t

H
#

Figura 6.11: Dados do Modeh: Fisico Real

6.6 Modelo Fisico Real

Para a verificacio experimental de método de identificagio, montou-se uma bancada com
wma viga engastadaflivre com as caracteristicas mostradas na figura 6.11.

6.7 ‘Processo Experimental de Anilise Modal

6.7.1 Frequéncias NMaturais

As gnatro primeiras frequéncias naterais da viga engastada/livre obtidas experimental
mente sho mostradas na Bgura 6.12. Esses valores podem ser comparados com os valores
tedricos, obtidos pela teoria de viga, egnagbes de {6.11} a (6.14), coms mostra a tabela 6.3

6.7.2 Modos de Vibragdo

Discretizando a vigs da figara 6.11 ¢ tomando-se doze ponius de medicio, reconstitui-se a
linka eléstica nos trés primeiros modo naturais utilizando-se a subrotina BPLIN do programa
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Figura 6.12: Transformada de Fourier da Resposta de Deslocamento da Viga Excitada };or um

Pulso

1
7% o]

L

+
dF o

?ﬂ Frequéncia | Experimental | Tedrica | Diferenca
[Hz {Hzl 1)
i 3,17 3,38 54
, i 70,51 23,19 B
: 11 57,50 59,34 3,2
i IV 112,70 116,20 3.1

Tabela 6.3: Frequénciaz Noturais da Viga
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IDENT. Nas figuras 6.13 {a], {b] ¢ {r] observam-se as linhas elésticas reconstituidas através
das medighes experimentais.

Tiesta forma, com o2 perimetyos modais obtidos experbmentabmente, a linka ejasiica re-
constituida por polindmios cibices por partes, calcula-se 2 energia de deformacdo srmazenada
am cada modo naturs! pelo programa IDENT - subrotine INTEG - ¢, obiém-se os elementos
da reatr de normalizacho

My o= 32,5041
‘M; = I,ﬁ‘ii?

6.8 I’dentiﬁca§§0 Experimental

A partir dos elemenios da matriz de normalizagio ¢ das coordenadas modais experimentais
identifica-se a matris de massa e de rigider para os modelos discretos com 1,2 ¢ 3 graus de
liberdade. (figuras 6.34, 6.15 ¢ §.16)

Para se imroduzic 8 exciiacio no modelo identificado através do ponte de engastamento, é
necessirio que se conheca a priori, um vetor {} que leve as informagdes corretas do modelo
fisico real para o modelo matemdtico discreto

Mol + 1B Halt)) = {0} 1) -

Isto, porgue a excitagho serd introdusida no sistema real através de uma coordenada gue nudo
esta presetite no modelo discreto {coordenada do ponte de engastamento}.

Por exemplo, excitando-se o modelo matemético de trfs graus de liberdade no ponto de
engastamento por um deslocamento sencidal de amplitude v 2 frequéneia {1, escreve-se gue

My M M ity Ky Kiz Ke vt 1 _
Ms My A Paff} 41 Hay Koz K paft) 3} o= s e §oyee {631}
My AMar A galt} Kay Kup Kaa galt} wa

Fazendo-ze {1 = 0, pode-se escrever, baseado na eguagho{6.46) e ua huearidade do modelo
em questho, gue

K. Ky K Yt )
Kzy Kz Has Yoo 7= 4 P2 ) Ua {6.32)
Kz Kar Ko Yoz e

ohtém-se, desta forma, os valores dos elementos do vetor

o = Ky + Ko+ Kz
g = Koy + Kop + Kos

wy = Kz + Koz + Hap

Ressalta-se que o vetor {} & composto pelos coeficientes de influneia ou coeficientes da
matrie de rigidez identificada
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Figurs 6.13: Reconstiinicio Experimental da Linka Eldstica
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Pars os modelos com 1, 2 ¢ 3 graus de Bberdade, exciiado pela base por wm deslocamento
sepoidal ten-se

Mg () + Ko {t) = Hiyyue™? {6.33)

Ay Mis ﬂx(f) 4 K Ko #i{l - K+ By £ {6 34)

Mz M §aft) Ky Ko =t} Koy + Kan [ ¥ %

My My M #yfed Ky N Ky wplt} Hyg+ Hyn+ Ky; .

Ayy My My goity y+ 1 Koy Koo Rag waltl v = € Kop+ Nea+ Koy ¥ gt
My, Mpp  Man Bpitd Kay HRan Ky wuft} Ky + Kua + Kas

{6.35}
O comportaments dindmico dos modelos discretos identificados, podem ser comparados
codn & comportamento do sistems fisico real nas figuras 6.14, 6,15 ¢ 6,186,

6.9 Conclusdes

QObservando-se as figuras 6,15, 6,16 2 6.17, verifica-se experimentalmente a possibilidade de
s¢ ajustar modelos matemdticos redugzidos pars sistenad mecinicos continuos flexfveis. Parti-
cularmente, na figura 6,17, nola-se 3 participagho do amortecimento influenciando a resposta
do sistema nos modos maiz altos ¢ o erro gue se comete em neghigenciar esse parimetrs nos
modelos identifirados.

Dependendo da faixa de frequéncia em que esses sistemas operam, deve-se variar o nitmero
de graus de liberdade do modelo matemitico adequadamente, com o objetivo de representar
esser sistemas da melhor forma possivel nessa faixa e minimizar esses graus de Biberdade.

Os pontos de discrotizagho para a construgdo dos modelos condensados sio escolhidos
de acordo rom as cpracieristicas e necessidades de projeto, pols, nos sistemas mecinicos em
questio, sxistem pontos de medigio de vibragho e pontos onde atuario os agentes de controle,
coms atusdores magndtivos, hideduficos ete.

Cionir s informaches experimentais provenientes da andlise modal, tem-se subsidios para se
verificar se 03 pontes escolhidos sho os melbores para @ construgde do modelo. Easez pontos
sho agueles onde os modos mais baixos influenciam de wma forma mais scentuada.

Camo ps mndelos matemnidticos sdo identificados através dos parfmetros modais obtides
experimentalinienie, ressaltn-se que ¢ possivel refinar esses modelos, melhorando-se o processo
de andlise modal. .

42



mMELITURE [YiTatd

YT (¥iorat]

iR
+3
. ]
T

28

v

B

.

2%

» PRl ;rénf?fmab ny*'wm}f(#;nﬂ?&

G472 fuur ¢ FOLSIELHI~ oI, 3626 { sen 3t

. mptklo ?cénéﬁmda C‘ffﬂf-""fﬁmﬁé’«/ﬂ’xﬂﬁ

Qozs3 i+ IO TRESy, te} = T 7568, &mat

{68 argessTn CH FRECUENCIR
HOEELD YUCHTIFICADS {4 g.T.)
S1STEHA FECANICO REF.

1 I i

i o ¥ P ] o2 & o7 -8 . 1.2

FREQUENCTR Thertr) 12

(b} acsposte En FREUENLIS
pOPELe IIEETIFICADS §1 got.d
BISTEMR MECANICO REFL

¥ ot -} & 7 ] IS T N
TREGUERILA Therttl 13
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Capitulo 7

MODELOS MATEMATICOS
EM DINAMICA DE CORPOS
RIGIDOS

7.1 Introdugdo

Nos capitulos anteriores apresentou-se uma forma de representar o comportamento dindmico
de sistemas mecinicos continuos através de modelos matemaiticos discretos, identificados o pay-
tir de mediches experimentais. Duranle o modelamento desses sistemas, dadas as condigbes
de contorno, preocupon-se somente com as frequincias e o modos normais de fexdo.

Nesta segunda etapa do trabalhe, dadas as novas condigies de contorno, sistemas mechnicos
continuns montados sobre alementos eldsticos, a nova guestio de estudo passa a ser como cons-
truir modelos matematicos que representem o comportamerto de corpo rigido desses sistemas. _
Clom ato, surge @ necessidade de se identificar a rigides ¢ o amortecimento desses elementos
eldsticos,

Mais wmz ves, 2 preocupagio com o nimero minimo possivel de graus de liberdade ¢ de
fundamenial importiuncia,

Para dar iuicio a2 esta nova etapa, desenvolve-ze, primeiramente, as equagdes analiticns
para wma viga continua ¢ wniferme suportada por melas. Variando-se a rigidez dos apoios,
ohserva-se o comportamento dos modos de corpo rigide e a influéncia dessas novas condigdes
de cottorne sobre os modns normais de fexdo da viga.

Em seguida, bascadn na Dindmica de Corpos Rigidos, obtén-se as equagdes de movimento
pors wm wodelo de dois gravs de lberdade {1 de translagio ¢ 1 de volagio), juntamente
com # sus resposta de deslocamenio guando excitado por uma funglo sencidal. Supondo-se
conbecidex algans parfumetros fhicos de facil oblengio experimental e medindo-se a fase enfre
o5 sinais de deslocaments dos dois pontos do sistema meciinico {pontos de apoio}, ajusta-se,
por minimos guadrados, vm valor de rigidez e um valor de amortecimento equivalentes para
v elemanios elisticos do seporie,

Simulando-ze o modelo e computador analdgico, observa-se a vizbilidade da aplicagio da
téenicn de identificagio sm sistensas fisicoe reals.
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Figura 7.1; Viga Continua sobre Molas

7.2 Viga Continua Apolada em Elementos Elisticos
Sabe-se de Capitule 2, gque o equagio de uma viga para £, [ e m constantes € dada por

&Y {z) .
4 - - . 4 Tl
E e pvim=0 ; gt (7.1)
Come condighes de contorno para wna viga biapoiada sobre molas {figura 7.1} tem-se:
momenio fletor nulo nas extremidades da viga e forga cortante nas extremidades proporcional

i deformacgho Yi{z} [z =0 ¢ z = L} multiplicada pela rigidez dos apoios K; ¢ Kz, ou seja :

EI [fg}}—]m =0 “ (7.2)
wlere) -
El [dz?]}?f“ = - K, ¥ {0) {1.4)
El {%;im}.]ﬂ; KV (7.5)

Teni-se como solugio para o equagdo {7.1) wma fungo

Yiz) = Asin B+ Beos Sz + Usinh fr 5 Deosh 2 {7.0}

onde A, B, {7 ¢ 1) sho comstantes 2 serem determinadas em fungio das condicdes de contorne.
Asaim, Lem-s¢ para as derivadas segunda ¢ terceira da linha eldstica as seguinies equagdes

i{:ﬁ——iﬂ = (- Asin fz — Beos flx + Csinh Bz + D cosh fz) (7.7}
e

. A~ Acos fz + Bsin fz + Ceosh fr + Dsinh fz) (7.8}

Através dus equacdes {7.2), (7.3}, {7.4}, {7.8}, (7.7} ¢ {7.8}, pode-se escrever o seguinte:

T

N 3
" " _
wp® s fA Y ] 2t AL FE sk HL
e FSYLT _ g PPy
ek sk v g i AL PP il b TNk s L A% st o+ B3 aie L £ sint AL 4 SR coskopl
33 ; BT & T
{7.9]
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g1y 8y 813 Ay A } 0
dny Ggy  Goa @ B i
itag ilan  fdan fng C J - 1§ {?10}
Gy fgm Qg% g4 D 13}

Redusindo-se a ordem do sistema mnatriciad, chega-se que

{ﬁ-u - R-nﬁaifﬁ:-:a} fm’: - fimf!:!zft’f::-:} (ﬂzs - ﬂs«;ﬂ::ﬁfﬂ-m} A
{a:; - Eﬁz«iﬁ-:nffl:;&} {aas — 6«:;@.«:2@134_} {ﬁ-'zs, i ﬂzaiiz::frﬁ-:sa} B =
&

g
o (7.11)
{er — Baqfos f0ued  {@az ~ Gaaftuaffnsd [Han — Geaftynfana) g

(3351
bry Byz by A ¢
hay  Bon ban B =<8 {7.12}
by haa bas C 0

Reduzindo-se povamente a ordem doe sistema chega-se a :

{bry — bysbarfban}  {bi2 — bisbao/bas) A 0 {7.13)
{hog - banbsy fEan}  (Baa — bosbas/bag) B g ”

bi{z} = {0) (7.14)

Fazendo-se o detenminante de 5] ipual a zero

Det{fy= {byy - bugley Eaxlos — bosbonfbas) — (b ~ bronbey flaa Ybay — b;nb;'mfffazs} =40 {715}

chega-se a uma equachs transcendental em funcho de f. Para os valores § onde essa equagas
se anula tem-se as frequincias natarais da vigs flexivel, apoiada sobre elementos elasiicos.

Definindo-se

T B . - _— - .
© py = -‘b.%--w: refuche entye 2 rigidez do mancal 1 ¢ a rigidez de flexbo da viga ¢

t
|

- 5 - = - -
# pu o= A2LT - relache entre a rigider do roancal 2 ¢ 2 rigides de flexfio da viga,

ohserva-se, na tabela 7.1, a varisgha de . (r = 1,2, 4,4}, ou sejs, a vanagho das freguéncias
naturais da vige, em Mucio dus relagoes py e pa.
Traballando-se comi a equagio {7.9) chega-se na eguagho da linha eldstica para cada mode

natwral r [r=1,2,0.}
. . 5
Yiz} = a, %Er{sin Aox 4 sinh 8oz} ~ F{cos frz 4 cosh frx} + ﬁ—;’%s—}} sinhs ﬁx] {7.16G})
onde
2p1

E,wocos AL~ cosh B L+ E,:?L_:‘;i;i?{m {7.17)
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pr = opa b By JiF! i B4
0, a, 0, | 4,730 | 7,853
- 0,0001 10,047 | 0,137 | 4,730 | 7,853
0,0010 | 6,101 | 0,243 | 4,730 | 7,853
G,0100 10,216 | 0,451 | 4,730 | 7,853
01000 . 0.465 | 0,767 | 4,730 | 7,853
Tiatnh 10584 0,918 | 4,730 | 7,853
T 000§ 0,670 | 1,000 | 4,730 | 7,833
T0,4000F 0,736 ] 1,084 | 4,730 | 7R3
D,5000 | 0,793 | 1,145 | 4,730 | 7,853
1.5000 | 1,144 { 1,501 | 4,730 | 7,853
3.0000 1 1,259 | 1,610 | 4,781 | 7,853
10,000 | 2,155 | 2,455 | 4,747 | 7,854
1.000 | 3.141 | 6,253 | 9,141 | 11,66

& #* * * ES

o % 2r kY1 4r

Tabela 7.1: Comportamento das frequéncias naturais da viga biapoiada sobre molas quando
s¢ varin as relagdes de rigidez g) ¢ py

Fo=sinf L —sinh§ L {7.18)

Nas Bguras 7.2 e 7.3, observa-se o comportamento da linha slstica pas guatre primeiras
frequéncias naturais guando se varia as relagdes de rigidez py 2 pa.

Quando gy = pe = G, 00001, a Huha eldstica tem a mesma forma da linha eldstica de nma
viga Hvre-livee, J3, quando gy = po = 00, o Jinha eldstica se transforma na linha eldstica de
wmia viga biapoiada, comfly, = #, §y = Zx | B = 3n, f; = 4w, etc .. _como pode ser visto no
capitule 3, isem 3.3, :

Deste hreve estndo, obidni-se subsidios bésicos que permitem chegar a conclusOes muito

imporlantes:

» Obgervande-se a linha elistica nas duas primeiras frequéncias naturals {figura 7.2] quande
g1 = po S 1.5, ow seja, 2 rigides dos apoios é préxins a rigider de flexio da viga, verifica-
se gue ¢ perfeitnmente vilido e preciso aproximar a linha eléstica por linhas retas ¢
considerar p vips coma wm corpo rigido.

« Orbservando-se Ss e Ay na tabela 7.1 ¢ a forma da linha elistica na figura 7.3 gquando
B, = fe % 1.5, verifica-se gue 2 influénein da rigidez dos apoios sobre as frequéncias ¢ os
modos de flexio de uma viga Hvre-livre ¢ desprezivel, Em outras palavras, o erxo que se
comete e estimar que as freqnéncias naturais e os modos de flexdo do sistemna mechnico
mantado sabre elementos eldsticos como sendo ignals ds frequéncias naturais e os modos
de flexiu o stateraa Hvre-livre, & desprezivel quando a rigidez dos mancais é da mesma
ordem ou infoiior & ordem da rigides de flexio da viga.

Exemplificando, guando for dificit ou impossivel a realizagio do processo experimental
de andlise modal no eixo de uma torbina, on de uma ultracentrifega on qualquer outro
sisterun mechnico montado dentre de sua carcaga, pode-se renlivar a anélise modal do
eixo Bvre-Bvre {fora da carcaga) € usar esses resuliades como os resultados do sistema

TG



COMPORTRMENTO DO PRIMEX

RO MODO

WMATURAL DR VIGR ER FUNCED

ol
!% DR RIGIDEZ DOS MPHCAIS
ngr;,sf,s
P "‘,.._-;;;M
M“"-‘N‘?’“‘:}:;;-:;" e ﬁ‘f’“‘“ D,M
?\‘:‘:M,“
ey eFufd
’ \{““‘“_wﬂ frfe
- o s - - %
: =
} 4 ) x ‘QQG‘
=3 f{ f“
é‘:g -
o ~E
3 =
Ly "‘-'-3 [+
x -
C1,2
~1 .5\5‘ ] 1" 3, 3 : 3 . ] 2
.8 .1 i it ) LH0 .8 L7 .8 L8 1.g
COMPRIMENTO X/L .
COMPORTAMENTO B0 SEGUNDO MODO
a NRTURAL DR VIGH EH FUHQﬁO
1? s Y RIGIDE? D05 MPNCRIG
1.7 -
- I i = w‘“}
i :M w45
5 J'WT““ f"ﬁl 4
.S - E = ke,
X g,f’ -
R il
g :;/
o .82 +
X 3
L ed
g 3
- "‘aﬁ [~
H 1
#~.9F
s: >
LS W=
w15 ] . L 1 N i . ! .
g.8 1 3 .3 P S S « T 2 T I 1
COMPRIMENTO YL 1

Figura 7.2: Forms da Linha Elistica nos Dois Primeiros

rt?iagées 1} & flog = op

I

Maodos Naturais em fungio das



COMPORTAMENTC DO TERCECIRD HODO
o BETURDL DR VIGN EM Funchio
1;25 5 R MIGIDEZ BOS HANHCHIS

1.2

@ eea— ﬂzé«ﬂ,m
e
e f{mfgu{a
W r{‘ﬁgl o
e P Pc100

-
42

?MPLITU&E MORAL,
!
Wb W W
\\\;’/7
&
ff/
¥ . ’*/“
4
£y
-/('; o
V

.o o PR\ i

H i
¥ L)
o m

'fﬁ

1.2+
-1.,5 i : H 5 L s 1 £ i a
B.® .1 .2 .3 .4 .85 .6 L7 .H .8 i.g
COMPRIMENTO XL 18
COMPORTRHENTS DO QUARTO MAUG
o NOTURRL DB VISR M Funcho
if . IR RIGINEZ 105 MENCBIS
o
et
£
£,
(%]
b
;é Mf{tf&aw
= Mfu-Psam
3 F{zﬁ;m’ﬁa
g; - S— VS £
{5:“1’2 1 fﬂr.\*ﬂpwi
~1.% H i i " i H

D8 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .8 1.g
COMPRIMENTO XYoL 15

Figura 7.3 Forma da Linha Eldstica no Terceiro e no Quarte Modo em funcio das relagoes

Fip o A I

72



ii "'i.’; # Zz

£TTy. w srIGANG fodad

T omeaty ofe #RYEAYL
S P IRAB,

{xt’={ 4, ¥}
{5}r"£ 3 e}

Figura 7.4: Modeélo Rigido apeiadb sobre elementos eldsticos

montado, sem causar exros sighifivatives, desde que a rigidez dos mancais eldsticos seja
da mesma order ou inferior & ordem da rigides de flexfio do eixo,

7.3 Eqguacionamento do Modelo Rigido

- Como pode ser visto no item 7.2, quando a rigider dos mancais e a nigidez de Bexio da
wiga 530 da mesma ordem de grandesa ou menor, pode-se eonsiderar que a viga é rigids, on
seja, nio flete e nio deforma, somente translada e/ou gira em relaglio ao referencial inercial,
nas freguinciag naturais majs baixas,

Assim, eguacionando o modelo mostrado na figura 7.4 no referencial colocado no zentro de

gravidade [19] tem-se
R 0 3};3 {i}
o J o1}

o {&er»__if;z_‘:g)_ -:{KQL%'}- K L%)

b o Lt @nsan {5

{g} - L {719

[MaH{2()) +{CH{3{0)} + |Kol{=(t}} = {0} (7.20}

{} que se dessja, no entanto, nio & escrever as equagdes de movimento do sisterma mostrado
na figurs 7.4 vo sistema de referfncia colocado no centro de gravidade, mas sim, num cutro
sistema gue tenha como coordenadas os pontos y) ¢ ¥z localizados nos apoios,

Uma ves que o corpo € rigide, pode-se escrever gue

5,

it

L—
]

on seia,

Yo = yg + Lo tang - {7.21)

sin g = &%Eﬁ _ {7.22}

Ye o dngulo g for considerado pequent p & sing # tang e pode-se reescre or {1.21} ¢
{7.22) como ' I
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¥i ™ W 1 1
& o e __ uE = s ooy o g {?“23}

S LE L;
M T L,-, il ‘ o o o T T .
gz Le S TR {7.24}

Escrevendoese [7.23} e {7.24) ua forma matricial, ten-se

fed-ltl el - @ (r25)

onde [T 4 a matriz de trausformacio de coordenadas de {y. SG}T para {y yg}T
Substituindo-ge a equaclo [7.25) na {7.20)} fica-se com

IMJITH(} + G TH#WY + K )THui)) = {0} (7.26)
Priomultiplicando {7.26) por [T]7 obtém-se
T IMITHE} + [T ICITHuY ) + [T KT {u(e)} = {0} (7.27)

IMe {80} + [Cal{ite)} + (K el{u{t)} = {0} {7.28)

o ainds,

{m-;L::: + JY LR {mp Ll L~ J} 15 it
{rrrdy Ly ~ JYEF {mpli + J}/LP Y

" K, & . 1 (i
8 KA m{t
Ressalta-se agui, goe os slementos da matriz de massa

M;; = {mp L+ J}L?
Mis = My = {mTL} Ly - J}}/L?

Moy = (mp b3 4+ J)/ L7

poden ser facilmente obtidos experimentalmente, pois dependem da massa total my [que pode
ser pesada antes o sistema mechnico, agui representado por wma viga, ser montade dentro
de sua carcaga), dus co-vdenadas do centro de gravidade L), Lg, do comprimento total L ¢ do
memento de indreia de massa J.

Vrestaca-se mals uma veg, a afirmativa feita wo capituls 1, que o acoplamenie eldstico
on inercial nio ¢ uma caracleristica intrinseca do sistema fisico, € sim resultado do tipo de
coordenada ntilizada para descrever o movimento do sistema mecinico,

T4



Albm disso, vma caracteristica Interessante da matriz de massa IMp 1, escritn neste sistenma
de coordenadas, é gue guando se efetua a soma dos seus elementos, obtém-se 1 informacio da
niassn total | ou sejs,

ol gzl

Observande a equagio {7.20} que representa o models matemdtico de corpo rigido dos
sstenias mecinicos com o8 fuais se trabalhia, percebe-se que, uma ver conhecida o mairiz de
“gvagsa, preciss-se identificar as coustantes elisticas K; e Ko e as constantes de amortecimento
{1 & Oy des elementos elisticos do suporte,

7.4 lIdentificacio das Caracteristicas dos Apoios

Revscvrevendo a equagiic {7.29) com uma forga de excitagio colocada na coordenadn y,,
fica-se com

[Mu My }{ it }»{- { &, 0 }{ 1) }4\ {'Kz o ]{ vi(f) }m{ Fyet }
M My #214) (E R #a{t] LERN ¢ £ wa{t) f

{7.309
onde F; ¢ a amplitude e 11 5 freguéncia da forga de excitagio.

Coma o modelo é limear, sabe-se gae 5 resposta tem 2 mesma forma da excilagio com
diferengas na amplitade e va fase, ou seja, pode-se escrever gue

wi {1} = Jy Jet {7.31)
waft) = |yl i1+ 92! {7.52}
Substituindo-se {7.31} e {7.32)} em (7.30}, chega-se que .
(M2 + Ky + 5001 ~ M2 e 1 _ [ A (7.33)
‘--Muﬂa T"*Mznﬂa 4 Ko+ iﬂeﬁ} }yg}f“@’ o ’

Ressivende por Cramer tem-se

fpie’¥s = Fy{=Mygti® £ Ka+é5a0) {7.34)
* BordiE Robgy £ 6 1 Mg F R p b —adB e 07 w029 M2, ety (—00FATRH B ) e i3{—30T Ay 1) .

F_l-?\.flgifa

SETALS
fysle s8R A Ky M My b Ry =07 0l g =0 AL B A 1 s Maa R ) fad 0 Ry - 0y
{7.35}
Definiudo o fase ¢ entre 2 resposta de deslocamento do apoio 1 e do apoio 2
¥ = gy — e {7.36}

tex-se basendo e [20] que
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- A, . . 7

ban ¢ = (}E:—:w?{d:»’ﬁwi {7.87}
ou seja, u defasagem entre a resposta de deslocamentos dos apoios 1 ¢ 2 depende da frequéncia
de excitugio {1, do amorteamento Co e da rigides Kp. Observa-se, tambéni, goe ' € inde-
pendente da amplitude da forca de excitagio Fy. Logo, variando-se a frequéncia de excitagio
g medindo-se & fage ¢ entre o resposta dos doiz apoles através de um fasimeiro, € possivel
ssCrEVEr O seguinte siztemz matricial baseado na equagdo {7.37}

tang; i 017 tan ] i

tanygy, —{k ® Q:;" tan ¥

tangl  —§k b= Moo {15 tan ¥y 7.38
3 sz 3 3

tan g{;; -“-Qq Q?} tan 9,{'3;

onde g é o ndmero de medighes,
Baseado na teoria de Ajuste por Minimos Quadrados (11,21}, escreve-se que

Doty fhitan D 15 ; 3 ﬂf fan ¢

42 =)
Resolvendo 2 equacio [7.39) por Cramer, chega-se que a rigidez no apolo 2 € dada por

[ 3 octantyr Y Dytan] }{ Ko }—_-. Mz:—:{ sy D tan® } (7.59)

Ky = Mo E'{‘u tm xi‘ !(zn !—{XUB LET }fll% taug} (?48}

o E N tan? ¢ ;éiu o {Lu tan g "

¢ o amortecimento neste MeNno Apoio, por

e Aas {?tan ol :.q‘;s u T g }«»{Tu vmﬁ*};v;'—’uu‘ ¥23

= e ;% tae u\'}f\ H"?—-{T‘ I3 Sult‘ ¥ f’f'é}}

Dests forma, excitando-se o apoio §, & possivel identificar o amoriecimento ¢ a rigidez do
apoio 2, através dax medidas de frequéncia e fase,

Analogamente, excitande-se 0 apolo 2 com wma forga Foe®® chepa-se que a defasagem
entre a regposta dos dois apoios €

tan 1,,1 L _.....:_ﬁ.._.d:_ ...... — {?42)

onde

¥ = v (7.43)

Variando-se a frequéncia ¢ medindo-se a fase entre os sinais dos dois apoios, tem-se

tanyy”  —fh 2 tan "

tanshy” g % 022 tan ¥3°

tanyy”  —{a { CI } = M, Q§ tan ¥h3* {7.44)
1

tan gy~ ﬂ tan 1,&

ande g é o ntmero de mediches,

¥



Ajustando-se por minimos guadrados, Mentifica-se « rigides ¢ 0 amoriecimento no apoio 1t

{*;"‘“_1&”2 l;s"j‘(_m‘ Hﬂi-h{?lf"h\uqﬁ” }{{;‘ii ran Y
PAPRPYRO SRl M ARO UACEE WERES (1.43

ot gt B o
§ tinee x;‘-:f'}(}“i::')w—{}“}slslm‘é;";l

ggmu” Pt jtg 8 v 77 i~-{£ i, tan gﬁ:‘&?‘:lu"

B M f}: Tant gl JE:E:HE i"z?E:}:_{; ¢ S

Ressalta-se gue ¥ é a defasagem da resposta enire os dobs apoios quando a excitagho atuz
sobre 0 apoio 1 & ¢°° ¢ a defasagem guando a excitagho atua sobre ¢ apeio 2. Assim, gquanda
se excita o mstema mecinico através do apoio 1, identifica-se Ky e £z e quando se excitz ¢
sistema através do apoio 2, identifica-se Ky e C).

& grande vantagem desta téenica de identificagio £ que mesmo existindo pequenas variaghes
da rigider ¢ do amortecimento em fungho da frequéncia de operagdo do sistema mecknico,
identifica-se nma rigidez & um amortecimento equivalentes.

(2.46)

7.5 Simulacio Analdégica do Meodelo Rigido.

{a) Equagbes:

- MIW “ (‘} . Kj F} -
o e e gy — gy sin {1
Mj_j Mlj_ M] M},l
;‘(fig_ . Cf_), . K:{
2 = Man ¥ Ayn > 23 v
[ Lo M G Ky
B A’jlj s ij # -M.liyi
! - My _ CQ + e sin €1
Yz = Man * Mn,,g?z 22

LS

{b} Pardmetros:

*

g = 100Kg
« L= Im
s L, =1, 5m

s Loo=0,5m

*

razo = €, 1m

J = mel{draic®}/12 = 8,853Kgm?

{c¢} Elementos da Matriz de Massa

Mgy = {meld+ JY/E? = 33,583kg

Mg = {mply by — JE? = 16,417kg
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My, = {rrLiLg ~ JV/LY = 16, 417Tkyg
« My, = {mrlile+ J}/ L7 = 33, 583k

{d} Eleientos da Matris de Amortecimento
w Oy O = 30 Nsfm
s ()
v Coy =0
¢ O = O = 30Ns/m
{e} Elementos da Matriz de Rigidex
¢ Ky = K = 80.000K/m
® Hyn = {
s Koy =8
e Koy = Ho o= S0000N/m
{f} Equacionamento Matricial
1] %) 3 0 #:{) BO.000 O ity | _f o
JEE 310 a JU )10 it J{58 )10
{g} Freqguéncias Naturais nio Amortecidas {10} = [0]]

wy = 36, &d%rad/s = 5, ke

»

{h] Modos de Vibragho nde Amoriecidos ([€7] = [0])

« (U3 = {o,04728 ; 1,00000)7

®

WYY = {1.00000 ; ~0,8030)

{1} Cirenite Analdgico
{3} Mediglio de Fase
{1} Resultados da Sinlagio
iilisande-re as equagbes {7.40), {7.41}, (7.45) e (7,46} com os par@metros de massa M), ¢
Moo obtidos ao Hlem {¢), {4, ¥ ¢ ¥;” obtidos da tabela 7.2, chega-se aos resultados wostrados
aa tabela 1.3
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U inedida s fs'e{ji_!ém;ia fare | frequéncia | fase
0 [zl | PP 0 Hs] e P
1 2.0 1 2.0 1
2 P25 1 2,5 1
4 3.0 1 3,0 i
4 3.5 1 3,5 1
5 4,0 1 4,0 2
6 4,5 ! 4,5 2
7 5.0 2 5,0 2
& 5.5 3 5,5 5
9 6,0 5 6,0 4
10 6,1 6 6,5 5
11 6,2 7 7.0 6
12 6,3 g 7.1 7
13 6,4 12 7.2 )
14 6,5 19 7,3 10
15 6,6 38 7.4 13
16 6,7 108 7.5 15
17 6,8 156 76 19
18 6,9 166 7,7 35
19 7,0 171 7.8 142
20 7,8 176 7.9 169
21 8,0 177 8,0 175
22 8k 178 8,5 176
23 1 90 179 9,0 178
241 9,5 175 9,5 179
25 10,0 179 16,0 179
26 11.0 179 10,5 176
27 12,0 174 11,0 178

Tabela 7.2: Medigbes de Frequéncia ¢ Fase

Parfimetro Identificado | Valor Exato | Erro
K, = 18078 N/m | 80.000 Njm | 1,3%
Gy = 26,11 Ns/m 30,00 Nas/m | 13,0%
He o= BD.I25 Nfl!l 80.000 N/m 1,4%
iz = 2763 N.s/m 30,06 Ne/m | 7,0%

Tabela 7.3: Resultado da stmulagho analdgica
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7.6 Conclusdes

Observando-ze os resnliados da simulsgdo, certifica-se gue é possivel, através do procedi-
mento experimental agui desenvolvido, identificar a rigider e 0 amortecimento dos elesnentos
elésticos que suportam v sistemas mecinicos em estudo. Desta forma, viabiliza-se a cons-

trugio do models

IMpHalt )+ 1Cr i) + [Kriu(it = {0} {7.47}

que representa o compaortamento dindmico dos sislemas mecinicos continuos ¢ fexiveis supor-
iados por elementos eldsticos nas frequéncias mais baixas, onde estes assemelham-se a corpos

rigidos.
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Capitulo 8

ACOPLAMENTO DO
MODELO RIGIDO E DO
MODELO FLEXIVEL

8.1 Introducgio

Come ja foi dite anteriormente, desgja-se contrair modelos matemaiicos pura sistemas
neclinicos continyos suportades por elementos eldsticos.

Constalon-se no capitalo anterior que, quands a rigidez dos elementos que suportam esves
sstemas mecinicos estd no mesma faixa ou pwma faixs de valores inferior ao valor da rigides
de Bexio do meosmes, estes podem ser considerados como sendo rigidos. Baseado na dindmica
de corpos righdos, construiu.-se um modelo matemdtico discreto responsavel por representar o
comportaments dindmico desses sistemas numa faixa especifica de operagio, a das velocidades
baixas, ' -

Neste capitule propoe-se resolver um novo problema: Como acoplar o comportamento de
corpo rigido e o comportamento de corpo flexivel em um dpice modelo matemdatico?

A maotivacko deste estude provém do falo de que muitos sistemas meciuicos operam ‘em
faixas de velocidades varidveis, podendo operar tanto nas baixas velocidades [comportando-se
come uin corpo rigido} guanto nas velocidades mais altas (passando pelas frequéncias naturais
de fiexdo). Por exemplo, uma uliracentrifuga suportada por mancais magnéticos.

Para a kentificacio das matrizes de massa | M., de amortecimento {100 € de rigides
K14 para o modelo global, equagioe {8.1)

Ao {@E} + [Claawiy()} -+ [Kla{ult)) = {0} {8.1)
parte-ge do conhevimento dos seguintes dades:

e As fpegquincias ¢ os modos de corpe rigido {resclvendo-se o problema de antovalor e
autovelor para a eguagdo {7.47}).

» A energia cindica refacionada com a matriz de massa [My] ¢ a energia potencial, rela-
cionada com » matris de rigidez [Kp| do modelo rigido.
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o As fregnéucias ¢ oz modor de flexdo (ohtidos do processo de andlise modal do sistenia
mecAnico Hivre, ou seja, fora dos apoios eldsticos e da carcagal.

e A energia potencial do medele flexivel armazenada na Hinha elistica.

Relacionando-ge esses dados com a teoria de andlise modal em sistemias mecinicos tom
amortecimento viscoso uio proporcional [12,22,23] e fazendo-se o balango energélico em cada
modo natural de vibragio, identifica-se az matrizes (M, [CLua , (Kl

8.2 Anilise Modal em Sistemas Mecinicos Amortecidos

Copsiderande as equagbes de movimento de um sistema com amertecimento viscose [,
masss | M| e rigidez [ K|, sendo [}, [K] e [M] matrizes simétricas, tem-se:

IMIE() + ICRHS T + KN = {g(8)} {8.2)

Fazendo-se {g{t}} = {0}, assume-se como soluglo para a equagio (8.2}

{s{t)} = {U}e¥ {8.3)

& cliega-se gue

PPIMY+ MO+ (KU} = [F(]H{U} = {0} {84

onde [f{A}] é wma matriz quadrada que depende de A,
A equagic {8.4) tem solugio diferente da trivial, somente se o determinante de |[f(3}] ¢
zers.

=0 (8.5)

Diesta forma, chega-se 2 uma equagio algébrica de ordem 2n em A, As rnizes desss equagio
caracteristica podem ser reals, puramente magindrias ou complexas. Se s rafzes sfo reals e
negativas, tem-s¢ um sistema superamortecide. B¢ as raizes sdo complexas, elas aparecem
em pares conjugados com parte real negativa e o antovetor {I'}, associado a essas raives,
sio complexos conjugades também. O par de vetores complexos conjugados multiplicados
pela correspondente fungho exponencial dependente do tempo, equagho {8.3), pode ser com-
hinado para se obier o movimento oscilatério amortecido. Este é o caso particular do sistema
subamortecido. Para sistemas nko smoriecidos, obtém.se raizes puramente imagindrias que
aparecem em pares conjugados.

Assemindo-se que todas as raizes sho distintas, a solugio da equagido homogénea {8.2) serd

{ylt}} = {U{'i}e’\'f r=1,%....2n (8.6}

onde {U11} & o vetor medal. A solugio mails geral para a equagio homogénea {8.2} pode
ser escrita como uma superposicio das 2n equacdes multiplicadas por constantes arbitririas
& {r = 1,2,...,2n) que podem ser reais ou complexas. Assim, escrevendo-se na forma

matricisl, tem-se:
{y(t)} = [UHC""} (8.7)
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onde [U] ¢ upta matriz retangular n = 2n. Infelizinente, 2 matriz U] ndo pode ser usada como
urma matrie de transformacio de coordenadas da forma

{ult)} = [Wiinl1)} (8.8}

para obter s solugho do problena nio homoglnes, como foi visto no capitulo 1. A razie é
que existem Zn modos {u!™'} e 2u coordenadas n, {t} ¢ apenis w coordenadas y,.{t). Para
solucionar este problema, introduz-se uma sdérie de varidveis anxiliares e converte-se 22 n
equanies diferenciais de segunda ordem em wma nova série com 2n eguages diferenciais de

. = oy ro- [ - n - E -
primeira ordem. Esta nova série de varidvels é o vetor {4{t}} composto com as velocidades
das n coordenadas. Desta forma, pode-se reescrever {8.2} como

(M ){Z(5)} + |K*{Z(1)} = {Q{1) (8.9
onde
- )

¢ o vetor de dimensio 2n composio com n coordenadas de deslocamento ¢ n coordenadas de

velocidade,

{Q(t}}={ {éﬁ})} } {&.11)

é o vetor de dimensiio 2n composto com as forgas de excitagio, e,

R TR Y
= el | (512
a_ [ =M o)
lff;—{ o] iK}] (8.13)

sho matrizes reais, simétricas e de dimensio 2n X 2n, pois [M], [C] ¢ [K] sio reals, simétricas
¢ de ordem u X n.
A solugio para a equagio {8.9), quande {@{t}} = {0} pode ser da forma

{2() = (U} (8.14)

onde A € um wimero complexa e {7} ¢ um vetor composto por elementos complexos.
Substituindo-se [8.14) em (8.9}, chega-se 2 um problema de anto valor

MM+ K HU) = {0) (5.15)
A eguacho [8.15) pode ser escrita na forma

DY) = Hu) (5160

onde
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¢ chamada de matriz dindmica. A equag¢de [8.16) pode ser reescrita como

HOIUBERT) (8.18}

ande

[J(3)] = [D] — A7) (8.19)

Fazendo o determinante da matriz [[f{A}]] = 0, chega-se & equagho algébrica caracteristica
de ordermn 2n em A e a sua solugio leva a 2n autovalores A, {r = 1,2,...,2%n).

Os auiovetores correspondentes {1171} sho determinados pela substituigio do antovalor A,
na equagho {8.19) e tomando-se qualquer coluna ndo nula da matriz adjunta de |f{},}}, pois
todas a8 colunas representam o mesmo autovetor [12], Assim fica-se com 2n autovalores ¢ 2n
aubovetores {U'71} na forma

(U} = iy r=1,2,..., % (8.20}

de ordem 2n x 1.

Ressalta-se, no entanto, que para o caso de vibragBes livres, os antovetores modais nio
sfio dnicos quanto 3 amplitede e, parz 6 caso de sistemas nado amortecidos, a2 amplitade &
arbitréria e o modo ¢ determinado multiplicade por uma constante {ver capitule 1}. Para
sistemas amoriecidos, tanto & amplitude como a fase sfo arbitririas. Assim, Brapdo-se um
elemento do vetor em amplitude e fase, amarra-se todos os outros elementos do velor a essa

escolha, ou normalizagio.
Destaca-se, também, que o méiodo de identificacio a ser proposto no item 8.4 fard com
¥ ¥
yue as matrizes globals de massa, rigidez ¢ amortecimento sejam independentes de qualquer

critéric de wormalizagho escothide para os autovetores.

8.3 Ortogonalidade dos Modos de Vibracao
ir} 4
¢ autovalor A, & seu correspondente antovetor {I7°} sho tais que satisfazem a solugio

MM+ (K0 = 0 (8.21)
onde {M*] e | K*] sfc simétricas, Considerando uma outra solugic para o problema de auto-
valor A, ¢ {1°} sem-se:

A MOHT" Y + (K RT =0 (6.22)

Pré-multiplicando {8.21) por {é;i}'r e {8.22) por {é;l}’r fica-sa com
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MUY [T ) + {1V = 0 (5.23)

ir} tst {r} {=}
AAUV VMUY + (U YR U Y =0 {8.24}

Subtrainde {8.24) de {B.23) e lembrando-se que [M*] e [ sho matrizes simétricas, chega~
se que

o = AU M YD = 0 (8.25)

Be o autovalores A, e A, sio distintos, obiém-se a relagio de nrtogonalidade entre os modes
naturais

{a] ir}
Y IM U =0, 4 # A (8.26)
Conseguentenrente,
s} {ri
{IFITKHU Y =0, A # 4, (8.27)

Montando-se a matriz modal’ [U"] ordem 2n x 2n com os 2n autovetores

{2n]

Booam ) It
)= (Ut} T} (ot} {0 (8.28)

¢ a matriz [A] composta com os autovalores na diagonal principal

Aj G PR 0
N = G A ... © (8.29)
6 0 ... A -

pode-se escrever, baseado na ortogonalidade dos modos, gue

U TIMAH = (M7 {8.30)

o LB O] = 1K) = Al ] (8.31)

sendo [M'] a matriz de normakizacho.
Desta forma, conhecendo-se a matriz de normalizagio [M*] pode-se identificar as matrizes

[M*] e [K*] através das equagdes.

EM*] — ([{;m]?)—-1IM&HU=-}~-1 {8.32)

K] = () Mo {8.33}

e consequentemente [M], [O] e [H], auxiliado pelas equaches {8.12) e {8.13}).
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8.4 Balango Energético

Abravés das equagbes {8.20) ¢ (8.28]) pode-se gscrever gue
oo | B e
7] = [ i i {8.34)

onde X § o conjugado de X e {7} ¢ o antovetor associado a A,
Substituindo-se {8.1%}) e {8.34} em {B.37), fica-se com

[ =T an o + oy i o] B3 o .

-{ o e s g | L]
(8.35)

Mas,

« [AHUTTIM AN estd relacionada com o dobro da energia cinética méxima em cada modo
natural, e

o WITIRIU] estd relacionsda com o dobro da energia potencial maxima em cada modo

H

natural.

Para as duas primsiras frequéncias naturats ¢ os dois primeiros modos de corpo rigide
ajuston-se o mmodelo

M HEn) + 10 Hu0)) + [Kel{plt)} = {0} {8.36)

como fol visto no capitule anterior, onde |Mp] estd relacionada com a massa total do sisterua
mecknico, [Up] com ¢ amorfecimento nos mancais ou, |Kp) com a rigides nos mancais ¢
{yit)} = {w (¢} ; yg(t}}T com as coordenadas dos pontos de apoio. {fignra 8.1{a} ou 7.6}

Reagolvendo-se o problema de auviovalor para a eguagho _(8.36} através de uma subrotina
computacional, € possivel a obiencio dos auvtovalores Ay, Ay, Az € Aa e o5 antovetores do
sistema

i I3 . ) . i .
{{f}i.xs:{:i} "-‘{“}ia;:{gi} Q{U}(zﬁﬁ{ui} E{U}i’&ix{gi}
CRATY CERATY 2 Jyz AL

onde { B} refere-se a corpo rigidao.

Para s dois primeiros modes naturais {figura 8.1{a) e {b}}, o corpo se comporta como se
Iosse rigido, » gue torna possivel dascrever o comportamenic de qualguer ponte interno da
viga by, v, - ) em funglo das voordenadas y; & ys.

Sabe-se gue a matriz |Afp] do modelo rigido £ obtida em fungio da massa total do sistema
distribuida nos pontos 1 ¢ 2, Portanto, & energia cinética maxima no prineiro modo seré dada
par

1o, U RET 15 i1 )
AU NGIMeU by e SALU hnMal{U by {8.38)

{7}
ende [Ag] & dado pela eguagho {7.29) e { I/ }i1y pela equagiio {B.37).
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Analogamente, pars 0 segundo modo, a energia cinélica méxima serd dada por

VI 175 . E 7
Mof U haiMul{U by ¢ % U5 MeH{ U Jig (8.39)

Pode-se abrmar, tanmibém, gue no: modor de corpo rigido 2 esergia potencial do sistemn
estd boda srmazenada na deforisagio elistica dos mancais, pois a viga nio se deforma, apenas
transiada ou gira em relagdo ao referencial inercial. Logo, a energia potencial eldstica méxima
ne primeiro modo serd dada por

e 2
i}

1 R iR i { i}
LU YolEe {0 by = o (K1 uy +Kz uy) (8.40)
£ po segundo modo por

3 (21°

1 i/ {4 1 iz
;2'{ UKl U b2y = §{K1 v +Ke uy) (8.41)

Helembrando, K, e K» sio as constantes eldsticas idenlificadas po capitule 7, para os
apoin: 1 e 2 respectivanente.

Quanto ao modelo matematlics que descreve o comportamento flexional dos sistemas mecinicos
{capitulo 3}, assumin-se gue o amortecinento estrutural ers desprezivel, permitindo com gue
se trabalkasse num sistema conservative, apenas com miairizes de massa [M;! e de rigidez
I ¢l Assim, para os modos flexionals, tem-se as rafzes como pares de complexos conjugados
pures, autovetores reats € a energia clnftica maxuna igual A energia potenclal maxima. Esta
energia potencial pode ser obtida pelo processo de reconstituvicio da linha eldstica apresentada
no capifule 5. w

Se nko existir possibilidade de realizagio de andiise modal experimental no sistema mecinico
montade dentro da sua carcaga, ressalta-se gue o5 modos de flexiio poderio ser obtidos do pio-
cesso experimental de anilise modal com o sistema sneclnico livre-livre ou fora da carcags.
Recordande o item 7.2 do capitulo 7, justifica-se o porqué deste procedimento ¢ mostra-se
gue & infludncia da rigidez dos apoios nas formas dos modos normais da viga bivre-livre £
desprezivel dependendo da rigides desses apoios.

Destaca-se, também, que a energia potencial mixima armazenada na deformagio dos apoios
£ desprezivel guamdo comparada com s energia potencial armazenada na linha elastica nos
modos de Bexdo. '

Qousidera-se, paste momento, que & energia dissipada pelo amortecimanto viscoso nos
mancai ¢ desprezivel para o2 modos de flexio,

Besta forma, igealando a2 energia do modele discrete com a snergia do modelo continuo
para os modos de flexiio ¢ utilizando-se as informagdes energéticas do modelo rigido, obtdm-
se a matriz de normalizagdo [M*] . Isto viabiliza a construgio de nm modelo matemitico
condensado, responsdvel por reprodugir tanto o comportamente de corpo rigido quanto o
comportamento fexivel,
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{a}

31 (21

2 Modo

K2 .K

{c}
22 Modo

(d}

32 Modo

{e}

42 Modo

Figura &1: Viga Biapoisda sobre Elementos Eldsticos - Modos Naturais
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{8.42)

FPara a construgdo da matriz modal giobal recorda-ze, mads vina vez, gue nos modos de

rorpo rigida, os pontos internos do sistema { ver figura 8.1.{a} ) podem ser descritos em fungio
dus coordenadas modaiz dos apoios ¥ & wo, 0N e,

Ua= (1 - La/LY &) +(La/L) Vo

g (1~ La/L) % +(L/L) 4

= (L = Ly /1) ) +{Lo /L) b3 (8.43)

onde para os modos de corpo rigido (1) d gnaia 1 ¢ 2.
Assim, para o8 modos de corpo rigido, tem-se

it f1} 143 tiy fE}R1Y iy gty 1) .

{{f‘}T = {}‘i uixll u".’v}'} uiia-*'s}‘.i Uogpy Yoy W, Wio,..o. un}

L - W IRV TP TR IY i

{7} = Ay Uy, A To, Ay Boa,eo,dy Tg, By, Hoy Ba,ene, Byl

124 (2) t7 2 {2512 4 12) {2}

{I’I%}? = {‘}‘2 ui)‘kﬁ u?r"‘? 1""3!"‘}'3‘2 B, By, Uy, Ha,.. ., ﬁ'ﬂ}

1 S0 S 1 T TR -1 — 1B @ 23

{ﬂ } = { 2 ui,Ag &g,.}v_x 1 3,“.,)\3 Wy Wy, ¥, Ba,.. ., u,,_} {844}
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Figura 8.2: Modo de flexio - Sistema Livre-Livre

Para os modos de flexio, as coordenadas modais sdo obtidas do processo experimental de
andlise modal com o sistema livre-livre on seja,

§4 . . . B . . . .
. o 33 i} i) iy Yy i (6} (LA
FU°37 = {0 wy, d W, A W, A U, U, g, B, Y] {B.45}
B | B e G d G {51
- {-U } :\{Ai zxi,,l,- .r_:,;'s" us,...,k,- u,,,u],ug,um.,,,u”} (84‘)}
sendo A; e x; nimeros imagindrios puros e conjugados e os elementos ui"}, ufﬂf}, L ult {2 =

3,4,...,n} tedos nlimeros reais.
Dezta forma, monia-se a matriz modal

{1 iz EYEURNO & 5 B -1 — A=}
)’q ) )xg |2 I ATt iy .-'%;_ _t'i__( }\g Ej )\,, ﬁl
11} iey i w32} _ iz — in}
Ay 2 Az wa ... A, ug Ay Tp Ap B3 ... Ay Up
i 2} " - i1i — 12} — in}
;[f&z . Al iﬁ}ﬂ )‘\2 iujﬂ s -}‘n. 11’5;!» Al 33 3 }‘2 E‘ﬂ. e }‘n p # {8 4?}
S {1t 72} Prid £ 12 in} :
L] LU o L Wy 3
i3} 121 fn} i4 iz} {n}
U2 U2 . U9 L) e e [V
{1} {24 ‘ S (L} {2} | (n}
9 oy oy, RS L3N Uy U g R Uy i
Assim, com [ M*] obtido da equagio {8.42} e {U*] da equagiio {8.47) chega-se que
M= (U M (8.48)
L (T M AN (8.49)
o) [M] - - [M] [}
M* — [ L keals e X* = gibeake 8.50
g E IM]g]fla‘?f EGLHNE' E l Ig} lKigbdn { }
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Figurz 8.3: Discretizagio e escolha das coordenadas

Assim, com

Mipd§(0)} + [Clua{alt)} + [Klpafult)} = {0} {8.51)

chega-se ac modelo matematico que descreve tanto o comportamento de corpe rigido guanto
o compertamento flexivel do sislema mecinico.

8.5 Exemplo de Aplicacio

Ohjetivo:

» Comstruir wm modelo matemdiico disereio com § grans de liberdade ¢ gue represente o
comportamento dindmice de vige com secgdo oircular afé o j'mm da terceira frequéncin
natural {duas de corpo rigide € uma de flexdo].

8.5.1 Dados:
» mr = J00 Ky
« Le=1m
o Ly = Lo = 0,5 m [coordenadas do centre de gravidade)
e raro =0, I m .
s J = 2{3raio® + L7} = 8,583 Kgm?
« ) = Cy = 100 Ns/m

K, = 80000 N/m

]

K = 000D ﬁf!’ﬂ
o o= 100 Kg/m
E = 2,0872 x 10° N/m®

*

o 1= 55 =7, 8540 % 107% m?
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« E1=1,6x10° Nim?

8.5.2 Montagan das Matrizes (M} e [U"]
* Modelo Rigide {equagho {7.30))

33,583 16,417 | | %u{e) 0e 6 §:(f) 8OO0 O winl _ {o
16,417 33,583 Fali} g 100 ity {7 o B0000 vy T 1 O

* Autovalores do Modelo Rigido (Programa QR {241}

X, = —1,02965 + 36, B2606:
Ay = 1,02065 — 36, 826961
Ay = —2,88308 + 64, 12402
o = -2, 88308 — G4, 1240%
{8.52)
* Auntovetores do Modelo Rigido {Programa QR)
L . . o,
{ U}, = {0,64748 + 0,014814 ; 1}
(R
{U Y, = {0,64748 - 0,014831 ; 1}
(B . L.
{U 3 = {1; —0,86346 — 0,01133:}
(0
{0}, = {1; —0,86346 + 0,011334}
- {8.53)

* Termos relacionades com a Energia Cindtica Mixima noz Moedos de Corpo Rigido

o, ERD {30 '
MG MR U Hy = ~92.201, 6114 — 6.742, 46751
3.4 LR
MO MR U 3y = —-92.291, 6114 + 6.742, 4675
o AR { )
MU Ho I Mel{ U by = ~123.622, 4580 — 17.629, 5140

7 1R}
LU MMl U by = —123.622, 4580 + 17.629, 5140

{8.54)

¥ Termos relacionados com » Energia Potencial Mixima nos Modos de Corpo Rigido
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{7 (7
{ U W Enll U b2y = 93.520,8788 4 1.535,2708

(£ 1313
{ U] 1K 0}y = 93.520, 8788 —~ 1.535,270%

(R} iy
{ U Yoy Kl U }yay = 124.725,9275 + 1.014, 01047

(P LEy
(UYL IKRIL U Yygy = 124.725,0274 ~ 1.014, 0104

{8.55}
* Modslo Flexivel {Viga Livre-Livre}
{Informacées obtidns com o siztema mecdnico fora da carcaga)l
* Equacio da linha eldstica: {f = 4,730 e ag = 1/115, 28096}
Y{z), = o,{{cos B, L — cosh B, L){sin .z + sink f. 2} ~
{sin B L - sinh B, L}{cos B,z + cosh B, z}]
YD) = v = 115, 2909605 = 1,00000
Y(1} = gz = 115,29006as = 1,00000
Y{0,5) = yp = —70, 07640705 = ~0, 60782
{8.56)
* Antovalor para o primeire mode de flexio ou terceire do modo do modelo global
S BIY? 2 [1,6x 105717
= g2 EL L o4 7807 | T = 805, 1624
ws = s [ml;"’] | 100 % 14 ’
Ag =iy = 1895, 1624 e Ay = —{ws = —1i805, 1624
* Tarmo relacionade com z energia pofencial maxima
armazenada na linha elistica no primeire modeo de fexio
: ¥z * .
/ EI (— - ff)) dz = al2, 6627752 x 10 = 20.032.892, 76
I &
* Montagem da Matris [M*] {equagho (€.42})
84,635 — 5.047 0 & {3 tE 0
g 116,3 — 3.8784 o £ 0 o
M) = o 0 — 447584 o 0 )
& - Q G G 53,63 + 5047 G 0
i G ’ 3 i 116,3 + 3.878¢ &
0 ] G { £ 44 THEg

* Montagem da Matriz Modal [U7]
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(T = i W {8.57)

onde
Wam (1= La/L) Wy +(La/0) W
{UUNT = {0, 64748+ 0,014812 5 1 ; 0,82374 4 0, 00741} {8.58)
) = {5 w5 ul
ande

{2 2t
%EI_gw— (I - ngL) LE] +I;3fL U o

(BT = 1 —0,86346 — 0,011351 ;- 0,06827 — 0, 005671}

(U = Yo} YO Y{0.8)) = {wm s miwml ={1; 1; —0,60782} (8.59)

(pUnT o ﬁi” ﬂé ' ﬂg Yimy onde ﬂ{;’ ={1— Ly/L)al"! + [La/ 1)l
{0V = {0,64748 - 0,01481 ; 1 ; 0,82374 - £,00741:} (8.60}

{I‘if??}’f‘m{ﬁi’”;&2“};&.‘3"*}§R, onde &l = (1~ Ly/D)a'™ + (Le/D)E)
Py =1 ~0}§6345+0,01.¥.33f ; 0,06827 + 0,00567¢} {8.61)

{;1%;}_“{“{3} gl® Ef“}w {¥{o); Y(13, Y(0,5)} = {1 ; 1; —0,60782} {8.62)

Ay = —1,02965-+ 36,82606
Ay = -2, 883084+ 64, 1249%
Ay = 805, 16244
A ~1,02065 — 36, 82696¢
Ry o= -2, BB3084 — 64, 1240%
Xs = —~ROE, 1624r
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Clonstrée-se, desta forma, a matriz moedal do sistema global

W = [ MUY BB Uy 300 S0 ?\ai”‘“}]

WOy Uy Ry oty oy o)

b ERIE4 4 DX BEUAT 2 BEIGEL 4 G4 1040 805, 10244
— R ATZ005L 4 345 BR086) L ISIOTVEL ~ DL J3GHT BOL, 16349

1Y L JEIOE o BUL343470 4 IGOLET 5 4.3085 7y A4, 00704
R ET O GATEE 4 s T EEHEY i. 1.
1. =1, BOZE6 — 15, 03] 133 1.

082374 4 U EE4 L O, BE8ET ~ (1, BUDGTT —{L G782

1 21244~ 2B 82047 ZOBEINEL ~ G4, 124537 ~ 505, 1G24y
- LOTR2BGH ~ 3G BRGOGY 3, IBIDTEA 4 b5, 3864674 — 8O, 1633y
=1 IR0 - 30, 543474 {1, IGOHET ~ 4. 30417 L4 00Toy

G478 - N OISR i I
1. ~{L G646+ 0, (111334 1.
PLB2RT4 - 0. 0741 6. (BT 4 G, D0LET i BRTEE

8.5.8 lIdentificacio de [M*] e [K"]

Calculando-se {{I*]7)7% e [U*]7? através da rotina computacional do programa IDENT,
obtém-se

) = (o ) e

It

[l W]
!ﬁ‘{igin\b iG

Ligherhs
¢
;Kl] — {iz}-«]?)wI.%}anAH{:}ug—l = [ - i.MEyfn?a jf}i ]
’ - ;0} E Egt’m‘:
Desta forma, constrbe-se ¢ modelo global h
M aoad #lE)} + 10 e {0)} + 1K pra{plt)} = {0}
oy

14,56 ~%,61 6,87 #:{t) 44,00 33,48 20,35 ) { $uft)
—2. 61 14,84 6,54 $o(i} »+ ] —31,48 47,08 25,89 {g;rg(t} +

6,87 6,84 48,13 #{1) 20,35 25,88 85,01 $alt)

1.081.227  1.507.326  —3.852.08% v {t) o
41 1907326  1.978.537 —3.864.574 vt} P =4 0

-3.852.086 3804574 T.803.293 ya{t) G

8.5.4 HResultados

Calkcnlando-se os autovalores ¢ o8 autovetorss para o modelo global, atravé, do programa
computacional QR {24]
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—1,0208 + 36, 8343
o =~ 20063+ B4, 16353

-
Pt
1

g = —0,0000 + 895, ¥52%
A = —1,0208 - 30,834%
Ay = -2, 2063 - G4, 16337
dy = -0, 0000~ BOS, 2523

{UUNT = f0,847164 0,014261 5 1 ; 0, 82358 + 0,007134}

(T = 1 —0,86326 ~ 0,01007: ; 0,06832 ~ 0, 00549}
(UBNT = {15 0,99990 + 0,00002: ; ~0,60783 - 0, 000005}
{OUNT — {0,64716—0,004260 ; 1 ; 0,82358 -~ 0,007134}
(DT = {17 —0,86326 + 0,01097 ; ©0,06832 + 0, 005497}
T o £ 0,00090 ~ 0,00002( ; -0, 50783 + 0, 0000}
pode-se comparar eases valores com os valores mostrados nas equagGes de (8,58} o (8.62)

Assim, com o modelo matematico discreto de trés graus de liberdade ajusta-se as trés
primeiras frequéncias naturais e os trés primeiros modos {2 de corpo rigido ¢ 1 de flexfio} para
A viga e questas.

Ohbserva-se uina outra caracteristica interessante relacionadas com a matriz de massa [ M|z
ldentificadn através do balanco energéiico, ela continua guardando a caracteristica mencio-
uida no capliulo 7,

3 1
z: E(Mﬁuh};‘j =mr {masa total)

smi fel

8.6 Conclusdes

Clonstata-se, desta forma, a viabilidade de se consirulr modelos nintenmdticos discretos e re-
duzidos, » partir de medicbes experimentais para a representacio do comportaments dinfimico
de sisiemas mecinicos que operam tanto em baixas velocidades {modos de corpo rigido} como
em altas velocidades {modos normais de flexdo}.

Observa-se, também, que o nimero de graus de lberdade dos modelos continnam reduzidos
2, como fol visto no exemplo deste capitulo, para a representagho do comportamento dindimico
de wm sistema que atravessa n ressonincias na sua faixa de operagio, obiéni-se um modelo
matemidtico com n graus de Hberdade.

OR



Capitulo 9

EIXO0OS FLEXIVEIS
SUPORTADOS POR
MANCAIS MAGNETICOS

9.1 Introducao

Neste capitule rontrde-se um modelo mateméitico com 3 graus de liberdade para o eixo de
s centrifuga suportada por mancais magnéticos,

Com o objstivo de tesiar ¢ comprovar & validade do modelo reduzido, substitui-se os
parimetros que deveriam ser obtidos experimentalmente por pardmetros calculados no pro-
grama computacional ANSYS, e consirde-se os respectivos modelos para a representagho
tanio do comporimmento de corpo rigids gquapio o comportamenio flexivel dessas méaquinas.
Clompara-se & resposta excitada desses modelos reduzidos com a resposty excitada dessas mes-
mas minguinas modeladas pelo Método dos Elementos Finitos com 42 graus de liberdade. -

No decorrer do capitulo, com os grificos ¢ tabelas apresentados, observa-se o bom ajuste da
resposta em frequéneia tanto para o case onde ¢ amortecimento dos mancais £ negligenciade
guanio para ¢ caso onds o amortecimento dos mancais é levado em consideragao.

9.2 Mancais com Amortecimento Desprezivel

Utilizando-se 2 mesma sequéncia de passes descrita so tem 8.5 do capitule 8 ¢ tomando-se
os parimetros modais calenlados pelo programa ANSYS, chega-se a0 seguinte modelo reduzido
pars o zixo Bexivel suportade por mancais eldsticos

15,38027 —1,81441 5,62021 7 (1)
~1,81441 15,35269 5,59522 Pt} ¥+
5, 62031 5,59523 49, 79379 s (2}

2111066 2.030.141 -4.054.910 vi{t) 0
+ | 2.030.141 208L168 -4.053,001 wit) =4 0O {9.7
~4.054.910 —~4.053.001  £.004.692 wit) - Lo
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Figurs 9.1: Qoordenadas utilizadas para a construgio do  {a} Modelo Reduzide com 3 gl ¢
{b} Modele por Elementos Finitos com 42 g.l.

Nas fpuras 9.2 ¢ 0.3 compara-se o comportamento disimice do mudelo reduzido com o
comportamento dindmico do modelo construido pelo ANSYS, quanda smhes sho excitados por
i forga senoidal. .

Na tabela 6.1, ohserva-se a amplitude da resposta em freguéncia para algsmas frequéneias
proximas das ressoniincias.

9.3 Mancais comn Amortecimento Nio Desprezivel
Uiilisando-se 2 mesma sequéncin de passos descrita no item 8.5 do eapituis 8 e tomando-se

oz parimetros modals calculados pelo Ansys, chega-se a0 seguinte modelo reduzido para o eixo
Hexivel suportado por mancals magnéticos

[ 15,33080 ~1,83660 5662262 it}
—1,B83660 15,320119 §,591190 §={t)
5,62502  5,592251 50,0257 | | #nft)
44, 22005  —31,25010 20, 49586 it}

+ | ~31,35010  47,32560 26,0340 2{t)
20, 49586 26,03403  74,51392 (i}

2083288  2.000.427 —4.065,927 wift

) 0
+ 1 2.000.427 2075577 —4.008.288 | { wft) » -{ O (0.2}
~4.055.927 —4.068.280  8.200.999 va(t) 0
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forca unitdria aplicada no apoio (1}
freq. | g.l. | apoin (1) | apote (2} | centro (3]
|H 2| bl i3] fm]
6 42 1 0,6871E-4 | 0,1354E-3 | 0,1033E-3
3 | 0,6032E-4 { 6,1363E-3 | 0,1041E.3
10 42 | 0,1955E-4 | 0,1750E-3 | 0,1062E-3
3 1 0,1957E-4 | 0,1753E-3 | 0,1062E-3
130 1 42 | 0,58B3E-5 | 0,5880E-5 | (,3644E-5
2 | 0,6755E.5 | 0.6659E-5 | 0,4161E-5
forcs unitdnia aplicada no apoio {2}
freq. | gl | apoio {1} | apoio (2} | centro {3)
2] ) ml
G 42 | 0,1354E-3 | 0,1834E-3 | 6,1814E-3
3 1 0,1564E-3 | 0,1840E-3 | 0,1626E-5
10 42 1 0 1750E-3 | 0,1433E-3 | 0,1642E-4
3 1 0,1733E-3 | (L1434E-3 | 0,1847E-4
130 | 42 | 0.5830E-5 | 0,593BE-5 | H,3630E-5
3 1 0.6659E.-5 | 0,6738E-5 | 0,4156E.5
forgn unitiria aphcada no centro {3)
freq. | g1 | apoio {1) | apoio {2} | centro (3}
Bzl | | im i [
& 42 1 {,1633E-3 | 0,1614E-3 | 0,1339E-3
3 | 0,1041E-3 | 0,1626E-3 | 0,1349E-3
10 42 1 0,10628-4 | 0,1642E-4 | 0,2857E-5
% | 0,1062E-4 | 0,1647E-4 | 0,2890E-5
130 | 42 | 0,3644E-5 | 0,36305-5 | 0,0276E-5
3 | 0,4103E-5 | 0.4157E.5 | 0,2620E-5

Tabela 2.1: Amplitude da resposta de deslocamenie para o eixo flexivel excitado em 3 pontos.
Models Redurido com 3 gl ¢ Modelo ANSYS com 42 g 1
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Kas figuras 9.4 ¢ 9.8 compara-se o comportamente dinfimico do modelo redusido com o
comportamento do modelo construide pelo ANSYS, guando ambos sio excitados por uma

forea senoidal.
Na tabels 9.2 observa-se a amplitade da yesposta dos dois modelos, em frequéncias proximas

di ressonfncia e préximas das condighes estdticas.

9.4 Conclusdes

Neste capitoelo, verifica-se a precisio dos modelos matemdticos reduzidos e da téenica de
identificagho propoesta no capfiulo 8. Com min modelo malemitico de 3 g1, aproxima-se
a resposts do modele constrnido por elementos finitos com 42 gl de wma Jorma satise
fatdria. Hessaliu-se que com o esfudo realizado desta forma, testa-se a técnina de modelamento
rigido/flexivel proprinmente dita e evita-se a inclusio de erros experimentais no progesso de
construgho das matbrizes de massa, rigidez e amoriecimento,

106



AMPLITUDE DE DESLOCAMENTO
forge unitéria aplicada no apoio (1}
freq. | gl | apoio {1} | apoio {2} | centro (3)
2] | im | (m)
T |42 | 6,12764 | 0,1405-6 | 0,643E-5
3§ 0,128E-4 | 0,227E-6 | 0,643E-5
6 | 42 | 0,500E.3 | 0,94154 | 0,7215-4
% 1 0,552E-3 | 1,008E-4 | 0,773E4
10 42 | 0,818E-4 | 0,730E-4 | 0,567E-5
3 7 1L,002E-4 | 081684 | 0,638E-5
120 { 42 | O 487E.5 | G,4008-5 | 0,304E.5
1 3 | 0,542E-5 | 0,550E-5 | 0,343E-5
for¢a unitdria aplicada no centro {3)
freq. | g.1. | apoio {1} | apoio {2} | centro {3}
| |l | iml | pm
1 42 | 0,843E-5 1 0,860E.5 | 0,766E-8
3 | 0,643E-5 | 0,861E-5 | 0,757E-5
6 42 | 0,7722E-5 § 0,112E-3 | 0,933E-4
3 | 0,773E-4 | 0,120E-3 | 0,988E-4
19 42 { D.567E-5 | 0,77T1E-5 | 0,373E-5
3 0.630E-5 | 0,902E-5 | 0,367E-5
155 | 43 | G.30455 | 0,304E-5 | 0,1875.5
3 1 0,343E~5 | 0,343E-5 | {,211K-5
© FASE
- forga unibdria aplicada no apoio {1}
{ freq. | g.1. | apoio {1} | apoio {2} | centro {3}
RECE T N 1 1 R T
ERERER I T W R 0464
g -p,382 <1,050 0,450
T TAE ] -izn2 | <is86 132,68
3 1 <1178 | -133,8 ~128,0
10 . 42 67 40 1174 -181,3
1 3 ~50,81 124,1 -90,92
129 | 42 ~52,64 ~-52,01 127,%
3 | -0001 0,002 0,001
forga unitdnia aphicada no centro {3)
freq. | g1 | apoio {1} | apolo (2} | centro (38}
[122) N C 2
1 42 -0,465 - -0,617 -0,542
i { -0,458 -0,622 3,545
6 42 -1326 1 -134,8 -133,8
3 1 -1280 1 -1301 -129.2
0 1 42 ~101,2 144,7 «171,1
1 3] 90,80 1 1454 ~170.0
“120 4 42 | - 1276 127,86 -53,14
IR - 0,001 | 0,001 0,001

Tabela ©.2: Amplitude e Fase da Resposta de Deslocamento para o Eixo Excitado em 2 pontos,

Modele Reduzido com 3 g1 e Modele ANSYS com 42 ¢l



Perspectivas Futuras

Com o8 estudos tedricos ¢ experimentals realizados sté o momento, verificon-se gue ¢
posafvel trabalhar com medelos matemiticos constituidos por pouces graus de lbwrdade ¢
representar o comportamento estdtico e dinfimico dos sistemas mechuicos £m questae, com
boa precisio.

Dando continnidade a0 trabalho, tem-se como objetives

¢ z realizaciio experimental do processo de ddentificacho da rigider ¢ do amoriecieinesio de
suspensbes elisticus através das medigbes de fase e frequéncia. {bancade em comatrugdo]

s Obtengio do modelo rigido/flaxivel para uma vigs suspensa por apotos slésticas {bancada
em cosniregdo} e verificagdo experimental das hipdteses feitas no capitulo 8.

« Estudos tedricos pars o faclusio do efeito girosedpico nos modelos maiemiticos redugi-
dos,

» Modelamento experimental de slstemas mecinicos mais complexos come o mostrado na
figura 1, siravés de técnica de identificacio proposta nos capitulos 3 ¢ 6 Hessalta-
se gue of parimetros modat para a baucads mostrada na figurs 1, 33 foram obtidos
experimontialimente em [25]
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