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RESUHO

THTERACAO DINAMICA DE ESTRUTURAS BIDIMENSIONAIS COM O SOLO: UMA
COMPARARCAO ENTRE UM METODO SEMI-ANALITICO E O METODO DOS
E1LEMENTOS DE CONTORNO ‘

autor: Rento Rodrigues de Pontes Junior

orientador: Prof. Dr. fuclides de Mesguita Neto
Departamento de Mecanica Computacional, UNICAMP,
13081, Campinas, SP, Brasil

Neste trabalho dois nétodos para tratar os fendmenos

da interagao dinamica solo~estrutura sio comparados, a gaber:

am Método de Superposigdo (MSP) e © Método dos Elementos de -

contorno  {MEC). As matrizes completas de flexibilidade
dinamica de estruturas bidimensionais de superficie e
gngastadas, interagindo com O solo em regime estacionidrio foram
obtidas. Apresenta-se uia discussio da importancia das
varidveis densidade de malha e comprimento do  campo
discretizado na precis@o dos resultados obtidos pelo MEC. A
isolaclio de vibragdes provenientes de fundagbes separadas
através de parreiras sSao apresentadas para mostrar . a .
versatilidade do método dos elementos de contorno perante as
chamadas "solugdes semi-analiticas? ou nétodo de superposigdo.
foram tambén eshocados 08 prineipais passos para formulagdo e

implementagéo do MEC com & utilizacéo de funglbes de Green.



ABSTRACT

DYNAMIC INTERACTION OF THE BIDIMENSIONAL STRUCTURES THROUGH THE
SOIL: A COMPARISON BETWEEN A METHOD SEMI-ANALITICAL AND THE
BOUNDARY ELEMENT METHOD

Author: Bento Rodrigues de Pontes Junior
Supervisor: Prof. Dr. Euclides de Mesquita Neto

Departamento de Mecanica Computacional, UNICAMP,
13081, Campinas, SP, Brazil

In thisz work two methods to treat the dynamic

soil-structure interaction phenomena are compared: a
Superposition Method (SPM) and the Boundary Element Method
{BEM) . complete compliances matrices for the dynanic

interaction of bidimensional surface and embedded foundation
atructures, interacting through the z0il in freguency domain
are obtained. A discussion on the importance of mesh density
and discretized field length in the accuracy of the resulis
obtained by BEM is presented. Vibrations iscolation of footings
separated by open barriers are presented to illustrate the
versatility of the boundary element method compared to the so
called Ysemi-analitical selutions' or superposition method.
The main steps for formulation and implementation of the BEM
pased on a Green’s function approach are also described.
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1. INTRODUCAO

Nos primérdios dos projetos e construcio de maguinas
submetidas a esforcos dinamicos as técnicas de projeto e
an8lise eram restritas & maquina em estudo. Para o suporte ou
estrutura de fixagéo adotavam-se modelos de pariametros
concentrados (massa - mola -~ amortecedor), onde as molas
{elasticidade) e amortecedores (dissipagdo) estavam com uma de
suas extremidades fixas na miguina e a outra num meio com
rigidez infinita. Tais modelos aplicados Aas primeiras
midquinas, isto &, para sistemas simples com poucos graus de
liberdade eram satisfatdérios, mas com o aumento no tamanho,
frequéncia ou precisfio de funcionamento as mesmas comegaram a
exigir métodos de anadlise mais eficientes para determina¢ioc do
comportamento dinémice das suas estruturas de suporte e
fundacdo {01,02].

Para méguinas de maior desempenho (maiores rotagdes
o  precisfo) ou de maior porte surgiram problemas de
interferéncia reciproca e também de condi¢Bes ambientais na
vizinhanga das instalacdes. As interferéncias sioc causadas por
vibragdes mecénicas transmitidas entre estruturas de fundacdes
de mégquinas, tendo como meio transmissor o solo. Os ambientes
de trabalho e residenciais algumas vezes impSem restricdes aos
niveis de vibracdes gerados pPor magquinas instaladas nas
proximidades [02].

No tratamento das novas exigéncias de projeto, os
modelos de pardmetros concentrados passaram a ser obsoletos por
apresentarem grandes limitacdes na descrigdo dos fendmenos
reais de interferéncia entre estruturas de fundagdes através do
sclo e da retirada de energia do 'sistema mdquina-fundagio via
propagacao de ondasg pelo solo [o2].

A modelagem do solo nas Gltimas trés décadas passou a
ser o objetivo de muitos pesquisadores. Inicialmente, métodos
analiticos foram criados, mas estes tratavam modelos
simplificados pouco realistas [03]. Com o aumento dos recursos
computacionais disponiveis, comegou-se a estudar os primeiros
métodos ”semi~analfticos“, os quais permitiram o tratamento de
nodelos mais realis -ag {02,04,08].



O solo real apresenta um perfil ndo~homouyéneo
{camadas e inclusdes), sendo um material com propriedades
anisotropricas. Além disso o solo & um meio com propriedades
elasticas, inerciais e dissipativas. Para a sua modelagem os
métodos analiticos e semi~analiticos adotaram basicamente
perfis simplificados e com camadas homogéneas, isotrdpicas e
horizontais [01,02,06-09], As fundagdes tratadas sio de
superficie ou engastadas com formas circulares, guadradas ou
arbitrérias que sfo suportadas por trés tipos de perfis de solo
idealizados : o semi-espago, camadas sobre rocha e camadas
sobre o semi-espaco. A denominagio semi-espago para o solo
origina-se da sua idealizacio como um dominio semi-infiniteo, em
fungdo da proporgdo do tamanhe entre as estruturas de fundagdes
e a dimens8o do meio de sustentacio circundante.

08 métodos numéricos bhaseados na discretizacio do
dominio, tais como, o Método dos Elementos Finitos {MEF} e o
Método das Diferengas Finitas (MDF), séo capazes de representar
perfis de solos com camadas e inclusbes mais realistas. Mas en
fungdo do dominio discretizado ser de dimensdes finitas, por
razbes praticas, leia~se computacionais, os contornos do
dominic geram reflexdes de ondas, as guais n8o ocorrem no
problema fisico real [02].

O solo apresenta dois distintos fendmenos
dissipativeos, a saber : um peloc atrito entre os constituintes
do sclo, denominado amortecimento material ou interno; e outro
pela retirada de energia, através da propagagdo de ondas
mecinicas para o infinito sem reflexdo, denominado
amortecimento geométrico ou por radiacio.

_ 0 amortecimento geométrico & o fenbmeno mais dificil
de ser representado pelos métodos de dominio. No casoc do MEFR
pesguisas foram feitas sobre modelos com fronteiras
absorvedoras, mas os resultados demonstraram ndo ser este o
melhor dos mnétodos para este tipo de problema tratado
[02,06,087.

Paralelamente ao desenvolvimento do MEF, gue se
tornou muito popular, desenvolveu-se um mnétode com algumas
caracteristicas de discretizagio parecidas, mas baseado na
solugdae de problemas a partir da formulacdc de Equacgdes



Integrais (gI). Tal método recebey atengdo especial para a
solugado de problemas com dominios infinitos e semi-infinitos.
Como o método se baseia na montagem do sistema de equagdes que
envolve basicamente técnicas de integragdo numérica no
contorno do dominio considerado, apfés a sua popularizacio
adotou-se o nome de Método dos Elementos de Contorno {MEC) ,
tendo COmo referéncia pioneira a  publicac¢io de
Brebbia(1978)[10].

A seguir apresento uma revisdo sucinta de varios
trahalhos existentes do MEC aplicados &g Areas da
elastoestdtica , da elastodinamica e da interaqéo dindmica de
solo-estrutura. Outros trabalhos que nado constam nesta revisio
serac referenciados nos préximos capitulos.

1.1. Método dos Elementos de Contorno Aplicado & Problemas
de Elastoestatica

Um dos primeiros trabalhos utilizande o MEC para
resolver problemas de valor de contorno da elastoestitica & de
Rizzo {19673y [113, o gual apresenta uma formulacio
bidimensional, linear, com elementos de contorne constantes e
integrag@o pela regra de Simpson. Outro trabalho en
elastoestatica gue merece atencdo & o de Crusé (1969)[121, uma
formulagdoc tri-dimensional, linear, com elementos triangulares
planos {constantes). Nesses dois trabalhos foram adotados
deslocamentos nulos para alguns pontos no contorne com a
finalidade de eliminar da solugdo o movimento de corpo rigido
de caso bidimensional.

1.2. Método dos Elementos de Contorno Aplicado &
Elastodin&mica

Os primeireos trabalhos mais citados s8o os Cruse e
Rizzo {1968)}{13] e Cruse (1268){14], que sdo complementares
entre si. A formulagdo & linear, bidimensional, baseada na
solugdo fundamental de um meio infinito (espaco completo) no
dominic da Transformada de Laplace, com posterior inverssio

numérica da soluglo para o dominio do tempo. Foram utilizados



elementos constantes e integragdo pela regra de Simpson. Esses
trabalhos fazem parte da tese de doutorado de Cruse.

Manolis e Beskos (1981){15] trataram o problema da
concentrag8o de tensdo ao redor de um furo num meio infinito
para materiais de comportamento  linear ellstico e visco -
eldstico. A solugdo inicialmente obtida foi no dominio da‘
Transformada de Laplace, com posterior inversfo numérica para
problemas transientes usando dois métodos : o© métode de
Papoulis [15] e o método de Durbin, que usa o algoritmo da
- Transformada de Fourier Rapida (FFT) de Cooley e Tukey [15].
Para integracdo foi adotado a regra da gquadratura Gaussiana.

Ur estudo comparativo entre as trés possivelis
formulagdes do MEC para problemas da elastodinamica foi
realizado por Manolis (1983){16]. HNesse trabalho foram obtidas
solugdes diretamente no dominio do tempo e nos dominios da
Transformada de Laplace e de Fourier com posterior inversio
numérica para o dominio do tempo. Foram comparadas com
solugbes analiticas do problema de concentracio de tensic ao
redor de um furo, num meio infinito, por incidéncia de ondas de
compressio, ou seja, um problema bidimensional. Tambén foi
utilizada para a integragdc a quadratura Gaussiana.

_ Uma formulagdoc de Eguagdes Integrais de Contorno
{EIC) na forma vetorial para problemas tridimensionais Qe
propagacde de ondas elasticas sobre(incidente) e a partir
{radiagdo) de obstaculos de formas arbitririas, pode ser visto
no trabalho de Rizzo, Shippy e Rezayat (1985)[{17]. Sao
adotados elementos de contorno gquadraticos iscoparamétricos.
Para integragfo dos elementos singulares utilizou-se um esguenma
indireto que & baseado na guadratura Gaussiana. No caso de
integragfes ndo-singulares também & utilizada a quadratura
GGaussiana. 880 mostrados resultados para incidéncia em
superficies esféricas e radiagioc de um cubo.

Rezayat, Shippy e Rizzo (1986){18] estudaram a
solugdo do MEC para problemas da elastodindmica bi~ (furo) e
tridimensional (cavidade esférica) num neio infinito no dominio
da freguéncia com inversio para o dominio do tempo em problemas
transientes, wvisando a verificacdo das dificuldades e

determinagfo do melhor procedimento para melhorar a precisio da



selugdo na faixa de nédias e altas frequéncias. voi estudado
também o fendmeno das auto-frequéncias ficticias para problemas
de dominio exterior.

No  trabalho de Cruse (1987)[19) encontram-se
comentarios sobre as aplicagées do MEC em problemas da mecinica
dos sdlidos, para casos lineares e ndo-lineares. Comparacdes
sobre as vantagens e desvantagens entre o MEC e o MEF sao
apresentadas,

Uma modificacdc no MEC padrdo & proposta por
Achenbach, Kechter e Xu (1988} [20] para problemas de dominio
exterior. Tal modificag¢io consiste no deslocamento dos pontos
de colocagido para pontos ndo pertencentes ao contorno, ou seja,
fora dos elementos de contorno, para eliminar as singularidades
nas integragbes e melhorar o mal-condicionamento devido ao
fenbmeno das aute-frequéncias ficticias. Sdo apresentadas
comparacdes das solugdes pelo MEC convencional e o proposto, na
solugdo de problemas de ondas incidentes sobre uma cavidade
esférica num meio elastico infinito.

1.3, Método dos Elementos de Contorno Aplicado a Problemas
da Intera¢doc Dinamica Solo-Estrutura (DSSI)

0 trabalho de Dominguez (1978) {21} & considerado unm
dos pioneiros na aplicagdc do MEC en problemas de Interagdo
Dindmica Solo-Estrutura (Dynamic Seil-Structure Interaction -
DS88IY. Nesse trabalhc foi estudada a rigidez dinamica de
fundagbes retangulares na superficie ou engastadas no senmi-
espago elistico. Foram investigados os efeitos da densidade da
malha e as condicdes de contorne dos tipos relaxadas e nio -
relaxadas. A formulacic & baseada na solugdo fundamental do
espago completo, tridimensional, no dominio da frequéncia e
utiliza elementos de contorno retangulares constantes, com
integragdo pela quadratura Gaussiana para elementos nao-
singulares e integracio analitica para elementos singulares
através de uma expansio em série.

Abascal e Dominguez (1986} [22] desenvolveram wum
extudo dos efeitos de perfis de solos sedimentares sobre rocha
na resposta dindmica de fundacdes bidimensionais. A formulacgédo



do MEC & no dominio da freguéncia para um meio viscoelastico.

Beskos, Dasgupta e Vardoulakis (1986)[23)
desenvolveram um estudo bidimensional do problema de isolamento
estrutural usando trincheiras para minimizar a influéncia das
vibracgbes transmitidas pelo solo, adotando modelos linear
elastico e  viscoelastico, homogéneo e isotrépico. As
perturbagdes originam-se da propagagdo de ondas de Rayleigh ou
ondas geradas por uma fundagdo rigida na superficie. A
formulagdo do MEC para perturbagdes harmdnicas é no dominio da
frequéncia e para o caso transiente no dominic da Transformada
de Laplace com inversé@o para o tempo.

Umn estudo comparative de formulagbes do MEC no
dominic do tempo, para problemas bidimensionais de interagéo
splo-estrutura € apresentada por Spyrakos e Antes {1986)[24].
para discretizaclo no espago e no tempo sfo adotados elementos
constantes para descrever og deslocamentos e tracdes sobre cada
elements. A integragdo no tempo é analitica e as integragbes
espaciais usam a guadratura Gaussiana.

spyrakos e Beskos(1986)[25] utilizaram o MEF para
modelagem da estrutura, a qual fol acoplada com a modelagem 4o
solo pelo MEC, no dominioc do tempon, para O €aso bidimensional
de estruturas flexiveis sem massa na superficie do semi-espago
elistico. Estudos paramétricos examinam os efeitos da razdo de
rigidez entre o scloc e a estrutura, e também oS efeitos da
distribuicdo espacial das perturbagbes dinénicas {ondas
incidentes ou carregamentos externos) na resposta dinfmica da
estrutura. Sao assumidos constantes os deslocanentos e tracdes
sobre cada elemento e passo de tempo.

Uma revisdoc abrangente sobre as formas e aplicagbes
do MEC existentes para a solugSo numérica de problemas da
clastodinamica linear bi- e tridimensionais pode  ser
encontrada no trabalho de Beskos (1987)[26]. Solugdes nos
deminios do tempo e da freguéncia sdo discutidas. Comentérios
sobre st conportanento A0s materiais, tal comoe a
viscoelasticidade, nio~homogeneidade, anisotropia e
poroelasticidade s@c feitos resunidamente.

Um +trabalho utilizande o conceite de imagem na

construgio da solugdo fundamental foi desenvolvideo por Kontoni



e Beskos {1987){27]. ©Esse conceito elimina a necessidade da
discretizagdce da superficie 1livre do solo. Foram obtidas
solugbes para © problema bidimensional de um furo no
semi-espaco, no dominio da frequéncia para distlrbios
harmdnicos e no dominio da Transformada de Laplace com inversio
numérica para problemas transientes,

Ahmad e Banerjee (1988)[28)]) estudaram uma técnica de
subgstruturagdo para solugdc de problemas da interagio
solo-estrutura, para sole com camadas. Essa técnica pernite o
tratamento de sflidos de formas e conectividades arbitrarias.
Também apresentam um nove tipo de elemente denominado elemento
de fechamento para problemas com dominios de extensdo infinita.
Ma formulagdc do MEC Dbidimensional wutilizaram elementos
quadraticos e obtiveram solugbes para meios elasticos e
yviscoelésticos, no dominic da freguéncia para o caso
estaciondrio. Para problemas transientes fol adotada a solugdo
no dominio da Transformada de Laplace com inversdo numérica
para o dominio do tempo.

Uma andlise tri-dimensional no donminio da frequéncia
de fundacdes flexiveis engastadas, com modelagem da estrutura
da fundagido por MEF e do solo pelo MEC foi desenvolvida por
Gaitanaros e Karabalis (1988)[2%8]. Hesse trabalho estudou-se
o comportamento de fundagfes com e sem massa de#ido a
carregamentos oriundos de forgas externamente aplicadas ou de
ondas incidentes propagando pelo solo, Comparacdes entre
fundacdes rigidas e flexiveis sdo apresentadas e também estudos
sobre condicdes de contato soldado ou relaxade na interface
solo-estrutura sdo efetuados.

Um estude da interagdo dinamica entre estruturas
rigidas ou flexiveis bidimensionais e o solo, pode ser obtido
do trabalho de Antes e Estorff (1989){30]. 80 apresentados
estudos comparativos considerando-se os par@metros
caracteristicos - efeito de amortecimento, razdo da
profundidade de engastamento - do sistema solo-estrutura. As
solugdes utilizadas foram a solugdo fundamental para © espago
complets, tanto diretamente no dominio do tempo, como nos
dominios da freguéncia (Fourler) e da Transformada de Laplace

com posterior invers@o numérica.



Uma investigac8o da resposta dindmica de fundagdes
rigidas bidimensionais sobre solo viscoeldstico e submetida a
carregamento vertical harmdnico pode ser encentrada no trabalho
de Israil e Ahmad (1989)[07}. £ estudado © comportamento de
trés perfis de solo: semi-espacgo hombgeneo, camada horizontal
sobre rocha e camada sobre o semi-espago. A influéncia da
geometria (razdo de engastamento e espessura da canada),
propriedades do material {coeficiente de Poisson e
amortecimentoc material) e efeitos do tipo de contato na
interface solo-estrutura foram objetos de estudo. Foram
adotados elementos guadréticos isoparamétricos e um esquema de
integrac8o numérica adaptativa (posigles dos pontos de Gauss).

Mohammadli e Karabalis (1990){31] realizaram estudos
comparativos entre as solugdes do problema de interagdo
solo-estrutura tri-dimensional via MEC, nos dominios do tempo e
das Transformadas de Laplace e de Fourier com inversdo para ©
dominio do tempo. Uma técnica adaptativa de discretizagdo na
interface de contato solo~estrutura € analisada, visando a
melhor descricdo do campo de tensbes.

Wang e Banerjee {1990)[32] apresentam uma formulagdo
do MEC tridimensional para problemas estaciondrios para formas
axi-simétricas generalizadas, isto &, corpos com geometria
axi-simétrica submetidos a carregamentos ndo axi-simétricos. A
implementagio adotou elementos gquadraticos de trés nbs e
permite © tratamento de dominios finites e infinitos, Um
esquema de integragfo indireta do nicleo das tensdes sobre
elementos singulares usando a guadratura Gaussiana foil
adotado. Também sdc utilizados os elementos de fechamento
[28] para eliminar a necessidade da determinacido do termo de
descontinuidade e de integrais singulares envolvidas no método
de integragdo indireta. S3c apresentados resultados do

problema de interagdo solo-estrutura axi-simétrica.
1.4, Objetivos do Trabalho
0 objetivo principal deste trabalho de mestrado & a

implementagiio de uma técnica pumérica eficiente para a
modelagem e solugdo de problemas da elastodindmica na &area da



Intera¢do Dindmica Solo-Estrutura, para o caso bidimensional no
dominic da freguéncia. O método em questdio & o Mé&todo dos
Elementos de Contorno (MEC). Uma das formaz de implementacédo
4o MEC é& denominada de método direto (MEC-D} e baseia-se na
solugdo fundamental do espago  eldstico completo. Esta
inplementagdo sers comparada com um método semi~analitico e
com uma versic implementada do MEC utilizando funcdes de Green.

Como finalidade destaca-se a determinacio das
potencialidades das duas possiveis formulacgdes do MEC, buscando
a fixagdo de parametros que demonstren qual das duas
formulagbes & nmais vantajosa na classe de problemas da
Interagdo Dindmica Solo-Estrutura.

As perspectivas de continuidade deste trabalho sdo o
tratamento pele MEC de miltiplos dominios, as questSes de
acoplamento do MEC com o Método dos Elementos Finitos (MEF}; a
extensdo para o caso tridimensional e as nao-linearidades
(condigdes de contato ou eguacgdo constitutiva }- A formulacdo
direta no dominio do tempo e a inversio do dominio da
frequéncia para o tempo, para o caso de problemas transientes,
também sdo assuntos importantes a serem estudados.

1.5, Estrutura do trabalho

A seguir, no capitulo 2., serio apresentadas as
equagbes da (visco-)elastodingmica, uma discussdo sobre a
particularizagdo para o regime estaciondrio e uma descrigio dos
tipos de problemas de valor de contorno da elastodinémica.

No capitulo 3., a formulagio do MEC a partir do
Teorema da Reciprocidade Dinamica utilizande a solugéo
fundamental do espaco completo sers apresentada. Na sequéncia
& técnica de soluclo numérica & discutida. Este capitulo
também mostra uma formulagdo alternativa do MEC a partir de
fungbes de Green do semi-espaco viscoeldstico bidimensional no
dominio da frequéncia,

O capitulo 4. contém a formulacdo para a mentagem do
sistema gque acopla as equacdes do MEC com as egquagbes de
compatibilidade cinemdtica e de equilibrio de forgas, para
obtengéc da solucfo do problema de interacdo entre estruturas



rigidas com o solo. Serdo apresentadas tambén a forma de
obtengdo da matriz gde flexibilidade dinamica do sistema
solo-estrutura e a solugdo do problema de interacio de
estruturas rigidasg pelo uso de fungfes de Green,

Finalmente, no capitulo 5., serio efetuadasg
comparacgbes de resultados numéricos obtidosz pelo MEC do
problema de interacdo solo~estrutura, com o objetivo de validar
a implementacio. Também serdc mostrados resultados de estudos
do comportamento do MEC em relacdo as varifveis, tais como, a
densidade ge malha, o tamanho do campe discretizado e as
propriedades do solo. Resultados de aplicagées do MEC na
solugdc de problemas de isclamentoc de vibracdes serido
comparados com resultados existentes na literatura [46].
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2. EQUACOES DA (VISCO-)ELASTODINAMICA LINEAR

2.1 Eguagdes de Campo da Elastodinamica

~Definicio do Problema:

A equagio do problema elastodinamico, em termos das
componentes do vetor de deslscamentcs,. U, para meio sélido
linear elastico, hombgeneo e isotrépica, que ocupa uma regido
regqular R (no sentido de Kellog [33]) conm contorno B
(superficie) & escrita na forma [09,26,34]:

i uj 2 T A+ py o + fj = pu {2.1)

1,1] E I 4
onde fj é o vetor forga de corpo por unidade de volume, u e A
as constantes de Lanmé e P a densidade do meio.

A velocidade da onda de pbressac (dilatacéo) c, e a
velocidade da onda de ¢isalhamento {distcrgﬁo)--cs do meio

continuo, sio

= /(A * 2u) . = / M
ap 5 ; c P . | (2.2)

O campo de deslocamentos & denotado da seguinte
forma:

o, = (x,t) (2.3)
onde ¥ & o vetor posigiio e t o instante de tempo.

As forgas de superficie o deslocamentos satisfazem as
condicdes de contorno:

E{n)ifﬁrt) = piffzt) f EEBt
- (2.4)
g, {x,t) = q, {(x,t} , X = Bu
com tuux sendo o vetor forgas de superficie, com a forma:
L = I {2.5)

11



onde au & o tensor de tensdes, n} & o vetor normal exterior 3

cutra submetida & condicdes de contorno em deslocamentos
denotada por B, dessa forma temos B = B, + B . .

580 definidas tambén as condigbes iniciais do campo
de deslocamentos e de velocidades, tal como:

u (x ,0+)=u0i(£) . X €RuB
(2‘6)
du (x ,07) )
s 5 YY {x,0 ) =V {(x} , XeRuB .,
5t 0 04 = =

A  equagdo constitutiva pPara o nmeio continuo
especificado no problema tratado & [09):

. A um’m 6;} + u (ui'j + u}’i) ; ' (2.7)
onde SU & o delta de Kronecker.

2.2 Eguacdes de Canmpo da Viscoelastodinamica

A eguagio da viscoelastodinamica tem a seguinte forma

{35]
t auidj t k, ki
j H{t -~ r)m—%§§~mdr + J At - 1) + HlE - r)]«—mgg—mdt =z
aaui
P (2.8)
at?

onde pu({t) e A{t} s3o as constantes de ILané dependentes do
tenpo. A solugdc fundamental no dominio do tempo da equacio
{2.8} ndoc & conhecida. Em virtude disto a transformagio de

Fourier € utilizada na equagdo (2.8) para se obter uma eqguacdo
na seguinte forma:

iz



#* . f— * - * . J— " - -] A
i {iw) HN}z + (A (Jw)y + io(iw)] &hki = W opu {2.9)
com as constantes de Lamé complexas,
LI '
Ho{iw) = u [1 + in (w)] ;
(2.10)

2Ty = A [1 4 in, (w)]

T3

onide nu(w) e nh(w) 880 0s coeficientes de amortecimento, cuja
relagdo com a frequéncia w pode ser obtida experimentalmente oy
escolhida a partir de um modelo para © meio Viscoelastico, como
por  exemplo os modelos de Kelvin-Vogt ou de histerese
constante.  Assinm a equagdo (2.9) pode ser resolvida pelo MEC
com base na solugio fundamental no dominio da frequéncia com a
adogdo das constantes de Lané complexas.

A afirmagdo que a introdugio das constantes de Lamé
complexas fere o principio da causalidade [34, 35, 361 ndo &
completamente correta. Uma escolha arbitriria de nu(w) e na(w)
pode ferir a causalidade mas, como notou Scalan [37], a adocgio
dog valores de nu(w) e nR(w) nedidos experimentalmente nio
poden ferir a causalidade uma vez gque este € um dos principios
gue assumimos para o comportamento da natureza. Assim o
problema ndc & utilizar nu{w) e na(w} no dominio da frequéncia
2 sim qual a funcio Qque escolhemos para descreve~las.

Para a modelagem do solo & satisfatéric em wmuitas
aplicagdes a adogSo do modelo de material 1linear elastico,
homogéneo e isotrépico. Porém, para modelos mais realistas,
faz-se necessario a introducio de um modele viscoel&stico
linear. Uma representagdc de comportamento de material
viscoeldstico 1linear assume um - amortecimento dependente da
freguéncia, denominadoe amortecimento viscoso, ¢ = iwgy, onde g &
o ceeficiente de amortecimentoe do material. Contudo,
verificagBes experimentais indicam gue o mesmo pode permanecer
constante em largas faixas de frequéncia, o gue justifica a
utilizagdo de um modelo de amortecimento constante em relagéo a
frequéncia [34] para problenas estaciondrios, con grande
aplicagdo na 4drea de dinémica dos solos, denominado
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amortecimento histerético. Tal mnodelo de amortecimento é
implementade pela substituicde das constantes de Lané (A, 1)
pelas correspondentes formas complexas no dominio da frequéncia

AT = a1+ i28) ; u' o= op(1 o+ i2g) (2.11)

onde agora f & o coeficiente de amortecimentc material
constante, isto &, independente da freguéncia [07,23,26,28,34].
Para o caso transiente o0 usc desse amortecimento noc &
fisicamente correto [34), pols fere o principio da causalidade

[38].
2.3 Particularizagdo para o Regime Estacionario

Um caso especial de importéncia pratica no gqual as
forgas de corpo e as condigdes de contorno sdo harmdnicas no
tempe com  frequéncia angular @ € denominade regime
estaciondrio. Estas condigdes surgem apds um grande intervalo
de tempo, quandce pode-se admitir gue a parte transiente
desaparece da solucdo, en virtude dos fenémenos de
amortecimento sempre presentes em szistemas reais. Com egsas
simplificagbes assumidas a varidvel tempo € eliminada das
equagdes diferenciais do problema. De forma gue o problema de
valor inicial de contorno (PVIC) € reduzido a um problema de
valor de contorno (PVC), isto &, admite-se que os ganpos
iniciais de deslocamentos e velocidades somente afetam a parte
transiente da solugdo [39].

2 transformada de TFourier de uma fungio f{x,t) e

sua inversa sao definidas, respectivamente por:

+m
Fix,0) = J fix,ty e ¥t gt (2.12a)
-
+m
Flx,t) = 2; J F(x,w) e *" dw (2.12b)
-0

onde w & a varidvel da transformagdo de Fourier, ou seja, a

frequéncia angular,
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Pelc uso dessa definicdc o problema geral da
elastodinamica expresso pela equagio de movimento (2.1), suas
condigdes de contorno (2.4} e condigdes iniciais (2.6), pode
ser transformade num problema com relagdo & varigvel w. Entao,
assumindo condigdes iniciais nulas, isto é, um{§)=ﬁ“{§)m0, a
equagdo de movimento do problema torna~se [39,407:

* -

- ] * — P
4 4 = —gy?
i uj’li (A T u, o, fj W pu, . {(2.13)

As condigdes de contorno {2.4), s8o

tgiH(g;wJ =0n, = pAxw), X € B,
- - ' (2.14)
aigx,w) =g {X,w}, X e B
- 1\ d u
e a relagdo constitutiva (2.7}, torna-se
e _ Aa - 6 L] - ’ —
as; = um’m . + u (ui'} + uj’i) . {2.15)

As velocidades de propagacio de ondas no wmeio
b4 » * ‘ — A E
viscoelastico ¢, e ¢, s8o definidas por:

. _ f(a¥+ 2;1‘} ] . LL‘
C.'p = “"—}3“*—-——- 7 Ca = o - {2 - 16)

2.4 Tipos de Problemas de Valor de Contorno  (PVC) da

Elastodinamica

Na elastodin@mica existem trés tipos de problemas de
valor de contorno, gue usualmente sio classificados da seguinte
forma: problemas de valor de contorng en deslocamentos, em
tensdes e misto. Esta classificagdc é valida tanto para
problemas de dominio interior como exterior. Considerandoc um
dominio R com contorno B podemos definir os trés problemas
[39,417:

@} no primeiro problema de valor de contorno sio fornecidos os

15



deslocamentos em todo o contorno B (PVCD), isto &,

U (x,0) =g (x,0) em X e B.

tensdes em todo o contorno B (PVeT) y isto &,

tianfg,w) = 0‘“1‘)} = P, (x,w) em X € B,

¢} € no terceiro problema de valor de contorno sdo fornecidos

o8 deslocamentos numa parte de contorno B e as tensées na
154

parte complementar Bt (PVCM), denotados por

U (x,w) = g, (x,w) em X € B_
e
t {x,w) =0 _n =p (x,0) emx € B .

- t

A modelagem dos problemas da interacdo din&mica de
estruturas de fundagdo com o solo geralmente recai en um
problema de valor de contorno misto, onde em parte do contorno
s& conhece as tensdes e na parte complementar se prescreven
deslocamentos ou alguma relagdo cinematica.
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3. EQUACOES INTEGRAIS E FORMULACAC DO METODO DOS ELEMENTOS
DE CONTORNO (MEC) PARA ELASTODINAMICA

3.1. Teorema da Reciprocidade Dindmica

O teorema da reciprocidade dinamica [42] & a base
da formulacdo das equagdes Integrais de contorno (BIC) da
elastodindmica. O mesmo & uma extensio direta do clésszico
teorema de Betti da elastoestatica. Fsse teorema estabelece;
para dolis estadcs elastodinémicos dlstlntos E{u {(x,t}), t (x t),
f{X't)] e E’{u (x,t}), t(x £y, f (x,t}], de um dominlo R com
contorno B, que o trabalho reallzado pelas furgas do primeiro
estado £ sobre os deslocamentos do sequndo &', & igual ao
trabalho realizado pelas forgas do sequndo estado &' sobre os
deslocamentos do primeiro £. Este enunciade é baseado no
principio dos trabalhos virtuais. Dessa forma tem~se a seguinte

equagdo integral [3%5-437:

j t (x,t) * u,(x,t)dB(x) + J £,(x,t) * u (x,t)dR(x)
2 R
= J € (X, ) * u (x,t)dB(x) + J £1(X,t) * u (x,t)dR(x) ;
B R

(3.1)

onde :}{g,t) e tf(g,t) sdo as forgas de corpo por unidade de
volume  correspondentes ao  primeiro e segundo  estados,
respectivamente. O simbolo (*) dencta a convolugio no tempo.
Para o caso estaciondrioc a equagdo {3.1) torna- se uma expressio
com apenas integrais espaciais, na forma

j T (x,0)T, (x,0)dB(x) + J F,(x,0)T, (x,0)dR(x)

B R

:JﬁQmﬁg@w@qa+Jﬁ@mﬁg&mwg).ua)

B R
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3.2. EquagBes Integrais de Contorno
3.2.1. Formulacdo das Equagbes Integrais Para o MEC conm base
no Teorema da Reciprocidade

Para formular a Eguagio Integral gque di origem ao MEC
ugando~se ¢ Teorema da Reciprocidade & hecess&rio conhecer a
solugdo fundamental singular do problema elastodinamico, a gual
corresponde a uma forga de corpo harmbénica e concentrada,
aplicada no ponto £ na direcso ¢ , tendo a forma [39,41)

F.o(x.0) = T(w)s(x-g)e, (3.3}
onde § & uma distribuicdo ou fungdo generalizada conhecida como
delta de Dirac e F(w) = exp(iwt) & sua variagdo com a
frequéncia w. © ponto ¥ &€ o ponto de campo e o ponto £ & o
ponto de colocacfo, ambos pontos de um corpo de extensio
infinita.

& forga de corpo equacio {3.3) & substituida na
eguagdo {2.13), para obtermos a equacao do problema na seguinte
forma

wE L+ T,

2 .t _
St + W pr_zj = ~T{w}8{x §)ej (3.4)

1)
onde E: ¢ a solugdo do problema singular na forma

o —
u, Ui}ej (3.8)
onde o tensor deslocamentos de segunda ordem Zf:j, & chamado
sclug8o fundamental singular das equagdes da elastodinémica ou
tensor deslocamentos de Stokes.

Substituinde o tensor 3:1 na relacdoc constituﬁifa
{2.15} obtem—-se a solucdo fgn%i?ental singular em tensdes tU,
completando-se o  par {au'ttﬁ necessério a formulagio
integral, o qual serd apresentado no apéndice A.

Associando o estado elastodinimico [E;{g,w){_jkig,w)}
4 solugdc do problema real {atual) e o© estado {ul,ti} as
sclugbes fundamentais, a substituicido na eqguacio (3.2}, nos
fornece a seguinte equacgio integral;
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J tluijede(g) + fiuljede(ﬁ)
B “ R
— [ e W B
L tijejuidﬁ(ﬁ) + J fiuldR(g) . (3.6)
“B R

Agora dividindo a equacic (3.6) por f{w), este termo
€ eliminado, pois 0 mesmo também estd presente nas solugdes
fundamentais [0B]. Portanto as solugdes passaram a ser
representadas por

._.’ﬂm.._.i et . ’i_mi —

a!} s ulj s F{w) ; : ti} = tlj 7 E{w) {3.7)
Com a operagdo da equacgio {3.7), e mais a

substituigdo da equagdo (3.3) na equacio (3.6) com a utilizacio

da propriedade do delta de Kronecker sobre ¢ vetor e

{aims e )}, para se poder eliminar o vetor e, posteriormente,

1311
teremos [41]

—_— __’-t . .......,‘
j tz u”ej dBuwy + J f!(g,w} u”ej dR(x}
R

= J Frle 5; dB{x) + J {a(g—g)s e }Ei dRrR{x) . (3.8}
R

B

i} 3 111
B

Aplicando a propriedade da funcdo generalizada delta
de Dirac

Hin
{ d{x~clg(x)dx = g{c) (3.9)

2 eliminando o vetor ej da equagdo (3.8), podemos reformular a
integral de dominio do lado direito da equagdo (3.8),
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E {5<£“§)5§j}51(§;w) dr(x} = J §(x-£) U (x,w) dR(x) = U (g, .

) R (3.10)

Deve-se observar na equagido (3.10) a operacio de
permutagdo dos indices do vetor deslocamentos 51 com o delta de
Kronecker de forma que (61122 == ﬁ)).

Com a substituicdo da equacido {3.10) na eguag¢io (3.8)
teremos uma equacgio integral (EI} que define valores do campo
de deslocamentos para pontos do interior do dominio, a partir
de integrais de contorno, cujos integrandos s3p produtos das
solugdes fundamentais e das grandezas fisicas no contorno
{deslocamentos e forgas de superficie), mais uma integral de
dominic das forgas de corpo. Tal equagdo integral tem a

seguinte forma [26,41]:

u (g0 = J {Z} wl, -t g, }ch({) + [ £ u} dR(x) (3.11)

B R
sendo véalida para qualgquer ponto £ do interior do dominio R.
Para a naioria dos problemas tratados an
elastodindmica sdo assumidas forgas de corpo nulas, assinm
chegamos a conhecida Equagiio Integral de Contorno {EIC) para o
problema elastodindmico em regime estacionario [26,41]:

g, (£,0) = J {Ei E;: - E:; a } dB (x) (3.12)
B

que & uma forma andloga & Identidade de Somigliana do problema

elastoestatico.

A equagdo acima descreve o problema elastodinamico no
dominioc da wvaridvel freguéncia w. A solugdo no dominic do
tempo, para problemas transientes, pode ser obtida pela sintese
de Fourier de uma sequéncia de solugdes em vArios pontos de
fregquéncia,

Para se obter a solugSo da equacdc (3.12) &
necessdric conhecer todos os valores das incégnitas no

contorno. Estas s&oc deslocamentos e/ou forgas de superficie
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que dependendo do tipo de problema de valor de contorno serio
conhecidas parcialmente ou totalmente na proposigio do problema
elastodindmico a ser resolvido. Na determinacdoc das
incégnitas, isto €, as vari&veis desconhecidas no contorno,
devemos aplicar uma técnica de colocagdo em pontos do contorno
para a equagdo ({3.12), obtendo assim um sistema algébrico que
relaciona as incégnitas do contorno. Apbés a solucgdo do
sistema, a eguacio {3.12) poderi ser usada na determinagio dos
valores de campo em pontos interiores do dominio.

POHTO NO CONTORNG

Quando o ponto de colocacio £ ,ou seja, o ponto onde
e estd calculando o campo de deslocamentos, se aproxima do
contorno do dominio, a eguacgio {3.12) se torna singular e &
necessario um procedimento de integragdoc diferente para os seus
termos. Tal procedimento consiste em aumentar o dominio
através de um hemisféric de raio 'rh' com centro no ponto de
colocagdo § escolhido sobre o contorno B, como mostra a figura
3.1 [10,44].

Figura 3.1. Superficie do contornoc B com o henisfério de
' integragdo B, .

Para isso escrevemos em duas partes a integral

envolvendo a solugfo fundamental em tensdes da equagas (3.12),

L = AT ] 3.13
jt;j &, dB(x) J 1 G, dB(x) + J £ §, dB(x) (3.13)
B

B

5 [ b

onde o contorno B & dividido em duas partes, uma sendo o
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contorne  do  hemisfério Bh e a outra parte o© contorno
complementar B . Com a integraci8o sobre o contorno B e
fazendo o raio r tender a zero, teremos (10}

Iim . { J f;; El dB(x) } = cij(g) El(g,w) {3.14)

)

0 termo Cij(é) que  aparece na equagdoc (3.14) &
denominado termo livre ou descontinuidade da representacio
integral no contorno e tem o valor 1/26 para o gcaso de
contorno suave. Este termo pode ser calculado diretamente por
caracteristicas geométricas [45), o que somente & pratico para
geonetrias pouce complexas. Para o© caso de geometrias
complexas nos cantos sdo adotados métodos indiretos [17,447.

Agora, para a integral da equacio (3.12) envolvendo a
solugdo fundamental em deslocamentos, também escrita em duas

partes,

j E; " dB({x} = J Ei E;; dB(x) + J Ei ﬁ;j dB(x) , {3.15)
B

h c

¢ fazendo-se a integragdc sobre o hemisfério com o raic

tendendo a zero, obtem-se [10]:

1im [fi E;; dB(x) + =0 . (3.16)

r -+ 0 " _
h

Por substituigdo de (3.14) na eguagdc (3.13) e tambén

de (3.18) na equagdo (3.1%5) e finalmente a substituigdo das

esguagdes {3.13) e (3.15) na equagdc (3.12), chegamos a Eguacgaio

Integral de Contorno aplicada a pontos de um contorno suave
i — _ p— H,;-w,;‘w
—5— uj(g,w) = J {ti uij tij u, } dB(x) . {(3.17)
As demonstragfes da equagdes (3.14) e {3.16) poden
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ser  encontradas na referéncia f101, para O caso da
elastoestatica,

A solugdo analitica da Equacédo Integral de Contorno
€ praticamente impossivel, o que da origem aoc tratamento
numérico pele Método dos Elementos de Contorne (MEC), que serj
descrito na préxima segdo [44].

3.3. Solugdoc Numérica das Equagdes Integrais de Contorno -
Formulagdc do MEC

Q problema no dominio da frequéncia, necessita apenas
da discretizacdo espacial, ou seja, a discretizacgio das
grandezas geométricas e fisicas (deslocamentos e forgas de
superficie) no contorns. Ji o tratamento no dominio do tempo,
necessita também da discretizagio da grandeza tempo. 0
procedimento numérico descrito abaixo & baseado no trabalho de
Cruse [14]. '

Para o caso bi-dimensional do presente trabalho
adotou-se © elemento de contorne do tipe constante para
discretizar as grandezas espaciais na implementagioc numérica.
Muitos dos trabalhos existentes na area da DSSI apresentam
resultados com base no elemento constante e para uma primeira
implementacio do método o mesmo possibilita simplificagdes, que
vém facilitar o entendimento da mesma € a comparagdo direta dos
resultados {06,14,21,32,30,46}.

Na préxima se¢So serdo descritas as formulacgdes
do MEC para dois tipos de elementos de contorno: o elemento
constante e o quadr&tico.

3.3.1., Técnicas de Discretizagio
ELEMENTO CONSTANTE
0O elemento de contorno constante [44] & caracterizado
pelo valor constante das fungdes que sdo aproximadas sobre o
mesmo, permitindo associar os deslocamentos e forcas de

superficie aoc ponto nedal do elemento.
Pode-se observar na figura {3.2) a representacio do
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elemento constante e sey sistema de coordenadas locais 1, o
gual tem um intervaloe [-1,11.

.
-

Figura 3.2. Elemento do tipo constante e seu sistema de
coordenadas { o ponto nodal, -+ extremidades)

Com base nesse elemento, a Equagdo Integral de
Contornc {EIC) a equagido (3.17) pode ser reescrita na forma de
somatdéria. Onde o indice superior (c) denota o elemento gue
contém o ponto de colocacdo £, © indice superior (e} indica a
qual elemento se refere o coeficiente obtido por integracic das
solugdes fundamentais sobre o mesmo e M & o nGmero total de
elementos de contornos. Assim, teremog a seguinte egquacio [O06,
08]

.4
—%w ul = J { éjj tj - T° g° } ;€ =1,2, ... , M (3.18)
=]

onde E; e tj 830 os vetores deslocamentos e forgas de

superficie no deominio da transformada de Fourier no elemento
{e}. Os termos 5; e ?; sdo os coeficientes da EIC, dados por

"

e
ﬁi}

"

iyl (x,€,0) dB_(x) (3.19a)

Ty = £ (x,€,0) dB_(x) (3.19b)

sendo que &f € o vetor deslocamentos no ponto nodal do elemento
singular, isto &, o elemento que contém o ponto de colocacio £
{ponto singular).
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ELEMENTO ISOPARAMETRICO QUADRATICO

0 elemento quadratico [34,41,44] & mais conveniente
para aplicagdes com geometrias arbitririas, pois o mesmo
permite a interpolagio da geometria podendo representar
superficies curvas. Além disso, a representagdc da variacgédo
das grandezas de campo {deslocamentos e forgas de superficie)
sobre o elemento de contorno & maisg precisa.

As varidvels deslocamentos El e forcas de superficie

ts s80 escritas em termos das fungbes de forma, que sio funcdes
das coordenadas locais 7,

_ N O N, O N O a®’ _
u {n) = : = [Nlu (3.20a)

G NI 0 Na 0 N3

L = [N]E (3.20b)

ordde as fungdes de forma sio

N, = 1/2 n{i+n) (3.21)

N o=1/2 a{n-1) ; K_ = (1-7)(1+n) 3

3

-y

e §ii} e E;!} s&o os deslocamentos e forgas de superficie, nos

abs I = 1, 2 e 3, respectivamente no elemento i, nas
coordenadas globals (b = 1,2).
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A figura 3.3 representa um esquema do elewmento
quadratico com seu sistema de coordenadas locais m, conm
intervalo [-1,1) e a numeracao leocal dos trés nds.

1 = -1 1= 0 7 = +1
7
| —
€ L] o
(1) t2) (3)
1

Figura 3.3. Esquema do elemento quadratico ( o pontos nodais).

Para o elemento quadratico deve ser considerada a
existéncia de nds em cantos. Nesses nés o deslocamento nodal
o elemento j , ndé (1), coincide com o deslocamento do nd (3)
do elemento (j-1), mas as forcas de superficie nodais do né (1)
em § sio diferentes das forgas de superficie do né (3} do
elemento (j-1). Isto aumenta o nfimerc de incégnitas no
contorno. Existem gquatro situagdes [44]:

a) Valores conhecidos : forgas de superficie antes e depois do
nd do canto;

Valor desconhecido ; deslocanmento.
b} Valores conhecidos : deslocamento e forga de superficie
antes do canto;

Valor desconhecido : forca de superficie depois do nd do
canto,
¢} Valores conhecidos ;: deslocamento e forga de superficie
depois do canto; ‘

Valor desconhecido : forga de superficie antes do né do
canto.
d} Valores conhecidos : deslocamento;

Valores desconhecidos : forcas de superficie antes e depois

do canto.
Para a modelagem da superficie do solo {sem

ernggastamentos) com elementos quadréaticos a situacdo

correspondente & a primeira. Onde s3o conhecidas todas as
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forgas de superficie antes e depois dos nos das extremidades de
cada elemento, em virtude da nio existéncia de cantos, isto &,
todos os elementos estfo no mesmo plano. Dessa maneira o
sistema de equagSes final corresponde ao sistema da equacgio
{3.18), diferindo apenas na dimensio. Para o caso dos
elementos constantes a dimensdo coincide com o© niimero de
elementos, pois cada elemento possui apenas um nd. No caso dos
elementos gquadréticos a niSo ocorréncia de cantos implica na
igualdade das forcas de superficie antes e depois de cada né da
extremiﬁadé, O que reduz a dimensdo do sistema para {2NN} sendo
NN © nimero de nés, para esse caso,

Com a substituicdo das equagdes (3.20) na equacéo

J 5
i
=1

8 B
i i

{3.18) teremos

¥
1o - -y ® =
5U, (€,0) = ij al | [N} dB (x)

=z
A

L

[N] dB (x) @’

L e -

(3.22)

As integrais sobre o contorno B (x) do elemento j
precisa de uma transformagdo para as coordenadas locais 1 do
elemento. Assim as integrais da eqguacio (3.22) ficam na
seguinte forma

+ 1
J g’ [N |J] dn {3.23)

i

G = J ' [N} dB (x) s

i3 i}
B -1
1

+1

J f;: [N] |J| 4o . (3.24)

— " .__’*
T, J ti, [N] dBjtgi
Bj -1

Em (3.23) e (3.24) o Jacobiano |J| & dado por:

dB de 2 dxg 2) 3 3 o5
}‘}’:dn”[dn)+[dw] (3-29)
com (dx /fdn) e (dx_/dn) sendo as diferenciagdes das coordenadas
giobais - interpocladas pelas fungdes de forma, eguagdo (3.21)-
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em relagdo a coordenada local 7n [447].

Apds essas consideragbes podemos escrever a EIC
equagdo (3.18) na forma de somatdria para elementos quadraticos

{3.26)

¥ ¢ =1,2,...,NN
1 jungi =3 e - v T & - = & { ’ ¥
R { Ciy by T T, Y }

iml,.?, h jnlfe

onde 'ﬁjg {(6x1} e 'fje (6x1} sdo os vetores deslocamentos e

forgas de superficie no dominic da Transformada de Fourier no

elemento (e). O0s termos §i:

[

{2x6) e Tl 5
coeficientes da EIC, dados pelas equagdes (3.23) e (3.24),

{2x6) sdo os

respectivamente.

As matrizes obtidas das integracdes da equacies
{3.23) e (3.24) sdo de dimensfo (2x6), mas como as forgas de
superficie no extremo de um elemento coincidem com as forgas de
superficie do elemento adjacente no né comum aocs dolis, pode-se
somar os coeficientes de §£ referentes a esse né dos elementos
adjacentes, e assim a matriz global [{G] torna-se guadrada de
dimensd3oc 2NN. O mesme processo ocorre na matriz global [T7,
pois os deslocamentos em nés comuns a dois elementos s80
iguais. Com essas consideragdes a equacdo (3.26) torna-se

(1/2){u} = [G] {Tt} - [T1{m} (3.27)

onde os vetores {U} e {I} s&c de dimensdo (2NNx1).

Para o caso de problemas comn estruturas engastadas a
presenga de cantos exige um tratamento diferente na montagem do
sistema de equagBes. Em virtude da existéneia de diferentes
valores de forgas de superficie antes e depois do canto,
algumas estratégias s8o propostas na referéncia [44), tal como
o afastamento do ndé do canto, de forma a serem criados dois nds
¢ gue permite a montagem de duas equagdes para cada canto
abrangendo todas as incégnitas, Em relaclic a determinagiso do
termo de descontinuidade €,, due é fungdo da geometria do canto
{44,45] o procedimento do afastamento do né torna o contorno
suave de forma que voltamos a situacdo anterior onde nio existe

nés em cantos,
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3.3.2, Técnicas de Integracao

0 comportamento dos integrandos podem ser definidos
em singulares e ndo-singulares. No prineiro, o ponto de
colocagdo € coincide com um dos pontos de integragio x, ou
seja, o0 mesmo pertence ao elemento que est& sendo inte;:ado,
fazendo a disténcia r {(raio) tornar~se zero nesse ponto; no
sequndo, © ponto de colocagdo ndo ﬁertence ac elemento e a
disténcia r (raio) nunca & nula.

' Para integracdio sobre elementos ndo-singulares
(e # ¢}, o elemento ndc contém o ponto de colecagdo £ do
contorno., ‘A integragdo pode ser feita diretamente pela
formula padrdoc da quadratura Gaussiana. J& para os elementos
singulares, onde (e = ¢), ou seja, agueles gue contém o ponto
singular 'g (colocagdo), a integracdoc & feita com as
simplificag¢des indicadas por Mohammadi e Karabalis [31] para o
caso de elemento constante e para o caso de elemento guadritico
s80 adotadas as wmodificagfes propostas por Manolis e Beskos
{341 & as contidas nas referéncias [17,28,32,40]. Ambos os
tratamentos serdo descritos a abaixo.

Para o caso bi-dimensional, © nicleo de deslocamentos
tem uma singularidade de ordem log{r) e o de tensfes a ordem é
1/r, guando o© raio tende a zero. Devido aoc fato da
singularidade logaritmica apresentada pelo ntcleo de
deslocamentos ser integravel, HManolis e Beskos [34] indicam
como suficientemente preciso o método da divisio do elemento enm
subelementos, para posterior integragio sobre cada subelemento
pela f£5rmula  da guadratura Gaussiana com  singularidade
logaritmica na origem [47]. No casc do niicleo de tensBes, gque
apresenta singularidade forte, a integral s6 existe no sentido
do valor principal de Cauchy, exigindo uma integracio analitica
ou um esquema indireto de integragdo numérica alternativo.
Para o5 termos singulares dos elementos constante
{implementado) e guadratico tem—se os seguintes esquemas de

integragio:
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{a) Para o Nacleo {E;;(E,g,w)}, do elemento constante

Neste caso, o elemento singular & dividido em dois
subelementos, de forma que o ponto de colocagdo £ (ponte
singular) se torne uma das extremidades de cada subelemento.
Apds a integragdo, a contribuigfo de cada subelemento & somada,
obtendo-se assim o termo singular 5;.

A integragio numérica & feita usandc a férmula da
quadratura Gaussiana com singularidade logaritmica na origem
[47], isto &,

% 1S
E £{n) log{i/m) dn = T f£(n*) w* (3.28)
0 =1

¥ . . -
onde 7 sdo os pontos de integragio de Gauss e ¥ sdo os
respectivos pesos da gquadratura.

{b} Para o Nicleo {f:;(g,g,w)}, do elemento constante

A figura (3.4) mostra um elemento constante m na
supaerficie do semi~espago (soplo), onde sio definidos seu ponto
nodal central (o} com extremidades (+) 2 o ponto de colocagdo
£. Para o caso singular o ponto de colocagdo £ coincide com o©
ponto nodal (o). S3o especificadas na figura a numeragdo local
dos nds e a orientaglio do vetor unitdrio normal exterior a

superficie n.

T ] .

€2} t1) g X

ii * o + . . » I
(m) iz

Figura 3.4. Desenho esguemitico representando o sistema de
coordenadas (z ,x ), um elemento constante {(m)
£ 0 ponto de colocagio £.
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Conforme as observagdes feitas no trabalho de
Mohammadi e Karabalis [31) e que podem ser verificadas na
expressao da solugfo fundamental em tensdes {Apéndice A), a
matriz de influéncia ?fj (2«2}, eguagdo {3.19b), para elementos
constantes e pertencentes aoc mesmo plano, no caso ndo-singular
serd

[?:3] = [;21 012] (3.29).

€ para o caso singular serd nula. Dessa forma, a integracio da
equagdo (3.1%b) ndo & necesséria para o caso singular. £ bonm
lembrar gue a forma da equacdo (3.29) somente ocorre para o
eleméntc constante, o gual &€ uma linha reta e possui apenas um
nd.

' {¢} Para o Nicleo {5::(£'§’w) [N]}, do elemento quadratico

Para integragdo sobre o elemento no gqual um dos nds
coincide com o© ponto de colocagdo, foram adotados tras
procedimentos, um para cada caso dependendo da posigdo do ponto
de colocagdo £ [44]:

Caso 1} Ponto de Colocago no N& (1)
Para esse caso, usou-se mais uma transformagio de
coordenadas do tipo

N o+ 1
e {3.30)

2
Essa transformagfc, figura (3.5), define sobre o
elemento um intervalo {0,1], com o ponte de colocacdo em o = 0.
Agora pode-se aplicar a férmula de guadratura gaussiana com
singularidade logaritmica na origem equagdo (3.28).

Caso 2} Ponto de Colocagdo no N6 (2)
Para integrar sobre esse elemento, a presenga de
singularidades de ambos os lados do nd central foi contornada

por duas transformagdes de varidveis sobre o intervalo [~1,1]
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da coordenada m. A primeira parte do intervalo [~1,0] teve uma
madanga de varifvel (¢! = -%) e na segunda parte [0,1] a
mudanga foi para (a = M) . Dessa maneira passa-se a ter dois
subelementos com singularidade logaritmica na origem, que podem
ser integrados pela quadratura gaussiana, eguagdo (3.28).

Cas0 3) Ponto de Colocagdo no N& (3)

-

Este ¢aso & semelhante ao primeiro, com a seguinte
transformaclo de varisdvel

I -
o = 5 . {3.31)
B~ n=0 n=1
15 £ &
H= =1
Cage (1}
Tl n=0 =1
a 0 k]
af=]1 a=a’'=0 a=1
Cagseoe {(2)

Figura 3.5. Sistema de coordenadag locais, pbara integragic sobre
elementos quadrdticos com singularidade logaritmica.

Este esguema de integragfo apresentado no item c}
Lambém se aplica ao conjunto de consideragbes do item d)
abaixo.

{d} Para o NGcleo {Ef;(i,g,wg {N}}, do elemento guadratico

Os termos da diagonal da matriz de influéncia [T] s3o
constituidos da integral do produto do tensor de tensdes f;;
pela correspondente funcio de forma Hi sobre o elemento
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singular, mais o termo descentinuidade cij(§)=(1/2)6lj, sendo
agui denominados bloco diagonal singular dfj {2x2), para o Cas0
dinimico. A integral equagdo (3.24) existe apenas no sentido
do valor principal de Cauchy. © indice superior (d) indica o
caso dindmico.

A avaliagdo do bloco diagonal singular & feita usando
um esquema indireto, A 1idéia bésica desse esquema esta na
descrigio do movimento de corpe rigido, para o gual as forgas
de superficie correspondentes sdo nulas. Isto permite,
escrever © bloco diagonal singular dfj {2x2), onde o indice
superior (s) indica o caso estdtico, a partir dos termos
fora-diagonal (ndo~ singulares) do problema estatico [34,44].

Para a versdo estdtica da eguacgdoc {3.18) onde o vetor
deslocamento unitirio {u} = 1 e o vetor de forcgas de superficie
 {t} =  sdo adotados, a equacdo associada ac movimento de corpo

rigidoc fica na forma

H K
TR j €, (50 N, dB () =0 ,K=3  (3.32)
B

=1
e

onde ¥ & © ntmero de elementos € K o nimero de fungdes de forma
do elemento guadrdtico. Como exemplo, assumimos gue o nd (1)
do elemento e=1 é singular, assim pode-se definir o bloco
diagonal singular estatice djj (2x2), em fungdo da somatbria
dos blocos fora da diagonal {(nfo-singulares), tal come

K
dj} =c,, J tf}(i,g) N dB (x) = - §~a [ tjj(J_f,g)deBi(g)
: B ¢ dp
i 1
] K .
-5 k { tij(zfg)deBe(p {3.33)
ez k=1

B
€

K = 3
onde B1 denota o contorno relativeo ao elemento (1}.

¢ bloce singular dindmico :ifj para © ndé (1) do

elemento e=1, & definido como
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d W
dy, =¢e, + J £, (X,£,0)N dB_(x) (3.34)
B

1

Eliminando ¢ terme descontinuidade CU’ entre as
eguagdes (3.33) e (3.34), temos

dd = g +J {Er {(x,£,w)y - tjjfﬁ'—&:)}deB1(£) (3.35)
B

Agora, a partir da eguacgdoc (3.35) o bloco diagenal
singular df} pode ser avaliade numericamente pela férmula
padrdo da quadratura Gaussiana, pois o integrando {E;:-tfj}ﬁi é
ndo-singular [34, 40, 41].

3.4. Alternativas de Formulagio do MEC do ponto de vista da
Fungdo Ponderadora: Solugdo Fundamental versus FuncSes de
Green

A formulagdo apresentada até o presente momento para
¢ tratamento da interagdo dinémica entre estruturas de fundagéo
2 © so0lo estava baseado no gque convencionalmente chama-se
Método dos Elementos de Contorne Direto (MECD). Esta variante
do MEC & a mais utilizada para o tratamento de problemas da
DEST. _
| Revisemos rapidamente os principais passos do MECD
aplicado & DSST. 0 ponte de partida & uma relaglo de
reciprocidade entre dois estados elastodinamicos. Para
chegarmos ao sistema de equagdes integrais, gque sera
discretizado em uma etapa posterior, escolhemos um estado
elastodinSmico particular. Este estado particular qgue chamamos
de soluglo fundamental, contém os tensores de Stokes de
deslocamentos, de tensdes e deformagdes para © caso de uma
forga de corpo ({excitacfo) concentrada (delta de Dirac)
aplicado em um ponto £ e na diregio de um vetor cartesiano e.

Uma caracteristica chave da chamada solugdo
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fundamental é que ela nio obedece nenhuma condigdo de contorno,
e vale dizer gue na sua obtenc&o nio foram prescritas quaisguer
condigdes de contorno.

Un problema tipico da DSST &€, entretanto, um problema
de valor de contorno misto, No caso, temos além das equagdes
de Navier, condig¢gbes de contorno prescritas tanto em termos de
tensbes (tractions) como também em termos de deslocamentos.

A esséncia do tratamento do problema da DSST pelo
MECD consiste na criacSo de superficies onde se impde as
condigdes de contorno do problema em questdo, Nestas
superficies - vale dizer contornos - & que se aplica a relacéao
de reciprocidade dindmica entre um estado caracterizado pela
- solugd@o fundamental (nenhuma condigdo de contorno prescrita) e
o estado atual, associado ao problema da DSSI enm guestio.

Nos problemas da DSSI o solo & geralmente um meio
ilimitado. Ilimitade no sentido de ser muito malor gque as
estruturas em gquestdo, e também no sentido de gque as
perturbactes que nele se propagam ndoc s80 refletidas e
consequentemente carregam consigo energia em forma de ondas.
Esse fenfmeno, gue recebe ¢ nome de amortecimento geométrico,
38 fol descrito neste trabalho.

0 ponto de maior interesse neste tépico & a questio
ligada & modelagem da superficie do solo (do contorno). Para
melos ilimitados, falando de forma rigorosa, seri necessario
descrever ou discretizar uma superficie ilimitada para se
testar a gquest&o pelo MECD [31]. Na pratica porém & feita mais
uma aproximacfio ac se truncar a superficie do solo gque esti
sendo discretizada. 0 gquanto de superficie que deverd ou nio
ser discretizada para se obter resultados pelo MECD ainda sera
discutido no presente trabalho.

E importante salientar gue ao se discretizar uma
superficie além daquela associada 3 interface solo-estrutura,
estar-se-a aumentando tantoe o trabalhe computacional de
integracio sobre os niicleos da solugdo fundamental {Stokes),
come  também aumentande o tamanho do sistema algébrico
resultante. Este procedimento tem como limites a memdria de
acesso aleatério - RAM - do sistema computacional e o tempo de
processamento necessario a solugdo do problema.
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Existe uma forma alternativa de se tratar problemas
da DEBI e gue somente exige a discretizagdo da interface solo-
fundagdo. Esta alternativa é baseada no conceito de funcgio de
Green e estd na base dos trabalhos de Gaul [49], Mesquita [05],
Triantafyllidis [50,51] e Wolf [52,53,54,55].

Wolf [53,55]) chega mesmo a associar o tratamento das
equagbes integrais, oriundas da formulacio da D881, através de
fungbes de Green ao Método dos Elementos de Contorno Indireto
{MECI}). O gque geralmente tem side chamado de MECT esta
associado a grandezas, varifveis, gque ndo tenm necessariamente
um sentido fisico imediato [56]. J& no casc de equagbes
integrais obtidas a partir das fungdes de Green trabalha-se com
grandezas fisicas tais como tensdes e deslocamentos.

Um dos objetivos iniciais do presente trabalho era o
de fazer uma compara¢doc critica entre as duas abordagens: uma
haseada na solugfo fundamental e outra baseada nas fungdes de
Green, De certa forma pretendia-se discutir se & rézaével
investir trabalho na sintese de funcdes de Green.

3.4.1, Fungdes de Green para © Semi-espaco Viscoelastico
Bidimensional no Dominio da Frequéncia.

As fungbes (tensores) de Green qgue estémos procurando
sdo solugdes de um problema da elastodinimica de segundo tipo,
ou seja, um problema de valor de contorno em tensdes [39], tal
come mestrade na figura 3.6.

Considere~se um semi-espaco viscoelédstico submetido &
seguinte distribuicio de tensdes ta, na sua superficie dada por

t (§,:8, = 0) =t 8(£) : (3.38)
onde
g’-a = tez ez + tox ex | (3'37)

e 3({£) & o delta de Dirac.
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Figura 3.6. Definicdo dos tensores de Green.

0 campo de deslocamentos ug(z)wugx(x)ex+u {(¥}e no
- it r— gz ~ Z
interior e na superficie do semi-espaco serd dado por:

U X) = 6(x - &) t (£) (3.38)
onde
G G
G{x - g =] 7 A (3.39)
GZ&( GZZ

sdc as componentes do tensor de Green.

Uma vez de posse dos tensores de Green GU(K) C campo
de deslocamentos no semi-espaco u{x) devido a uma distribuicio
gualquer de tensdes na sua superficie t’(f) seri obtida por
superposigdo {51,57]
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b

u(xj “J Elx - £) t'(£)dg . (3.40)

A

A figura 3.7, abaixo, ilustra ¢ significado da
equagdo (3.40).

£ (x - £) _
(&) g
L’ (£)
a, b : x,u,51\
T »{ 3 . s
:€ - e
d W, Ez //.a——**“"‘”"‘"“;”(’;

Figura 3.7. Campo de deslocamentos u({x) devido a una
distribuicdo de tensées t’{£) por superposicdo das
fungdes de Green.

Para o caso da interacglo de uma estrutura rigida de
superficie com o© solo, a distribuigdo de tensdes t’{£) da
eguagdo  (3.40) & desconhecida, enquanto ‘gue o campo de
deslocamentos u{x} deve ser compativel com o deslocamento da
interface soclo- fundacdo.

0 tratamento do problema da interagdo dinamica de
estruturas (rigidas) com o solo, descrito pela equacdo integral
{3.490) exige tanto a obtencdo da fungdo ({tensores) de Green
para o semi-espago viscoelédstico como a solugdo desta mesma
eguagdo integral.

Embora originalmente fossze prevista a sintese das
fungbes de Green no presente trabalhe a tarefa rostrou-se por
demais complexa e estd sendo tratada no 4ambito de outra
pesquisa [58]. Aqui vamos utilizar resultados parciais do
trabalho acima mencionado.

A solugdo da equagdo integral {3.40}) obedece aos
seguintes passos:

a; assume-se uma distribuicio para as tensdes na interface
solo- fundacdo como sendo dada por
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(L) = [N1{t’} (3.41)

onde N & uma matriz que contém fungﬁes de interpolacdo e {L’}
um  vetor contendo os valores nodais. - Este tipo "ée
procedimento & padrioc tanto no MEF quanto no MEC.

A substituicdo da egquagdo (3.41) na equacgéo (3.40)

fornece

b
ui{x) m[ G(x — E)N(E)dE {t’} {3.42)
ou
u(x) = [6, 1{t’} - (3.43)
onde

B
g, = J Glx - EIN(§)dE (3.44)

A

€ uma matriz de fungdes de influéncia obtida pela integracdo
das fungdes de Green ponderadas pelas funcdes de forma da
distribuigio de tensbes na interface solo-~fundagédo.

Se fizermos x coincidir com os pontos nodais da
distribuigdo de tenszbes a equagdo {3.43} torna-se

{u} = {§IF}{£’} . {3.45)
Esta relagdo & uma tipica expressio entre tensdes {t’} e
léeslmcamentos {u} nos nés escolhidos, Esta relagdoc entre
tenses e deslocamentos na superficie do semi-espaco sera
utilizada no capitulo 4 para o tratamento de interagdo de
estruturas rigidas com o solc.

TERBORES DE GREEN

Com a finalidade de mostrarmos que a abordagem
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vaseada em fungdes de Green nos leva a resultados corretos,
vamos efetuar uma comparacdo entre a solugdo de um problema de
valor de contorno em tensio usando-se uma técnica descrita por
Mesquita [05] e a solucido por integragdo dos tensores de Green.
. O problema a ser reseolvido consiste na determinagéo
do campo de deslocamentos Wz({g) gerado por uma distribuicdo
espacial constante de tensBes qﬂ(g) de largura 23, ver figura
{3.8}.
Mostra-se [58] que a componente vertical do campo de
deslocamentos ﬁ; € determinado por

42 -
2

P (x) = —r J ", (B)exp(ixp)dp ’ (3.46)

0

onde ﬁwz(S) & uma fungdo de flexibilidade.

JZ W

gzzo l,}_{] < A

7, (¥t} = o (x)exp(iut) At I > 2

Figura 3.8. Problema de valor de contorno em tensic na
superficie do semi-espaco

{32 - K;z }132 KSE
H {8y = s . (3.47)
uE G Fray(g)

Na equagdo (3.46) a varidvel de integracio £ & unm
niimero de onda. As demais grandezas s@o definidas por:
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Fr&y(ﬁ) = [2’,32 - K;2 }2 - 432 {BZ i K;a }1/2 {82 - K:E }1,:2

w2
K% = ' (3.49)
B 2 '
+
¢, (1+n)
ﬂz wz
K= = - (3.50)
c {1+n )
) 5
* ¥
G = G(1 + 1ng) ’ {3.51)
onde:
¢ = velocidade de Propagagdo da onda de cisalhamento no

meio;
€ = velocidade de propagagdo da onda de dilatagdo no meio;
@ = frequéncia circular (temporal}j;
n§; n; = coeficientes de amortecimento, associados aos
fendmenos de Propagagcdo de ondas de dilatacio e
'distcrcée no continuo viscoelistico;
& = mbédulo de elasticidade transversal;

A figura (3.9) mostra uma comparagdo entre a
componente vertical, Wz, do campo de deslocamentos obtida pelo
chamado método "semi-analfitico® [05] e a obtida pelas funcdes
de Green. Os resultados mostram uma excelente concordincia.

Para uma excitacio de amplitude unitaria .= 1
temos que as componentes do canpo de deslocamento Wz{o"zmm 1)
tornan-se as fungdes de influéncia ,Qm. Estas fungdes de

influéncia s8o a esséncia do método chamado "semi-analitico",

‘ Como foi mostrado, para uma distribuicio constante de
tensSes, as fungdes de infludncia obtidas pela integracio das
fungbes de Green , Gy, 98 egquagio(3.44), coincidenm com E do
método "semi-analitico” [05].

Assim conclui-se que os resultados apresentados en
[05] coincidem com aqueles obtidos com as fungbes de Green,
onde assumiu-se unma distribuicdo constante en elementos
{subdominios) da interface solo-estrutura.
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(~} Re Ewz Bemi-snalitico
{~«) Im Ewz Semi-snnlitico - 7

{e} Re GIFzr Green

{¥} Im GIFzz Green
u'“"'
*.
)

-1.5 I A\ A Il Fl i X, 3 1

Figura 3.9. Conmparacdo entre as solugdes pelo método
' semi~analitico e pelas fungbes de Green
(An = 0,8; v =0,25; n = 0,01).

Na sequéncia deste  trabalho comparar-se-a os
resultados obtidos pelo MEC-Direto com aqueles obtidos por
651, A vantagem da formulaglo baseada nas fungdes de Green &
gue ela permite uma escolha mais ampla das fungdes de forma
para aproximar a distribuicdo de tensdes na interface solo~-
estrutura. Seria razofvel imaginar que uma aproximacio linear
ou guadratica produziria uma melhor aproximacio destas tensdes
e conseguentemente dos deslocamentos das fundacgdes,
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4. SOLUCAC DE PROBLEMAS DE INTERAGAO DINAMICA SOLO-ESTRUTURA
{D8SY} ATRAVES DO MEC

Na solugdo de problemas de Interagcdo Din&mica
Solo~Estrutura em razio dos nédulos de elasticidade do age ou
concreto - materiais normalmente utilizados na construgfo das
estruturas - serem elevados enm relagdo &s propriedades do solop,
Justifica-se a aproximagdo implicita na hipbtese de estrutura

rigida.
'_ O tratamento de estruturas flexiveis interagindo com
¢ solo & possivel através do MEC c¢om implementacado para
wiltiplos dominiocs., Esta implementacio modela a estrutura e o
solo com propriedades elasticas, dissipativas e inerciais
distintas. Para o tratamento de estruturas flexiveis a
alternativa mais empregada & a técnica de acoplamento MEC-MEF,
na gqual o soloc é modelado pelo MEC e a estrutura pelo MEF [48].
' Na proxima seclo sers apresentada a formulagio para o
caso da interag@o entre o solo e estruturas rigidas de
superficie ou engastadas.

%.1. Equagbes de Compatibilidade Cinem&itica e Equilibric de
Forgas para Estruturas Rigidas

Apbs a discretizagdo das equagbes de integrais de
contorne, mais dois sistemas de equagdes complementares sio
necessarias para a solucio de um problema da interacfo dinamica
sovlo~estrutura rigida [06,08,09].

Estas equagbes sfo : as de compatibilidade cinemdtica
2 as de equilibrio de forgas, as quais sdo escritas em termos
‘de deslocamentos e forgas de superficie, respectivamente, na
interface de contato solo-estrutura. A formulagdo se baseia no
esquema esbogado na figura {4.1), na gual (z,x) =80 os eixos de

conrdenadas.
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Lwestrutura

<] o o a O—J

f ot o ® ey e -~+——o»-«+——0-—+—~e-+w0—+ma—~+—**~+-—w*—+~—-{ N e 3
5010 ' x

Z

A— < elementos da interface de contato {f)

S — - elementos da superficie livre do solo {s)

Figura 4.1, Desenho esguemitico . do arranjo solo-estrutura,
onde (o) s80 os pontos nodais na interface de

contato e (*) sdc os pontos nodais da superficie
livre do solo, _

Assumindo a nao ocorréncia de separagio ou
deslisamento entre o solo e a estrutura, ou seja, condigdes de
*contato soldado® (bonded contact), um sistema de equactes de
compatibilidade cinemética para movimento de corpe rigido pode
ser escrito como

{@,} = [S1{D} . (4.1)

onde {ﬁf} € o vetor dos {2Mxl) deslocamentos de pontos nodais
nos elementos que discretizam a interface solo-estrutura. M &
¢ nimero de nds, gque para o caso de elementos constantes,
coincide com o nimero de elementos na interface. o vetor de
deslocamentos de corpo rigido {D} (3x1) & dado por:

By = (W U ¢37'; , (4.2)

com ¥ e U sendo os deslocamentos e ¢: as peguenas rotagdes
linearizadas de corpo rigido, apresentadas pela estrutura (veia
figura 4.1).

A matriz de transformagfo ([$] (2Mx3) & montada a
partir das M submatrizes [S"] (2«3). FEstas matrizes expressan
¢ vetor de deslocamentos no ponto nodal m (m=1,2,...,H) devido
a um movimento de corpo rigido unit4rio. Elas podem ser
escritas na forma
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) 100 (x5 - x™
(7] = ; 4.3
0 1 (-zF + 2" } (43

onde (2",x") sfo as coordenadas do ponto nodal m e (ZE,XE) sio
as coordenadas do ponto de referéncia dos movimentos de corpo
rigido da estrutura E. 0 ponto de referéncia {zE,XE) de uma
‘estrutura E & sempre considerado o ponto central em relag8o a
superficie do solo.

0 vetor de carregamentos aplicados externamente
'{?}W{F F l!}T consiste das forcgas F, e F , e do momento H , &
pode ser rala01mnadc com as tenﬁées de contato {t } apllcadas
na interface solo-estrutura através da equacao

{F} = [EqUE} . (4.4)

A equagdo (4.4) representa o equilibrioc dinamico de
forgas para uma estrutura rigida e sem massa. A matriz de
transformagio [Eq] (3x2M) & montada, para o elemento constante,
a partir de M submatrizes [EQ"] dadas por

(Eq"] = a_[s™)" (4.5)

oom Ah sendo a &rea do elemento correspeondente ao ponto nodal
m.

Para o caso de elemento guadritico devem ser obtidas
as forgas concentradas equivalentes nos pontos nodais, isto &,
uma  ponderagdo deve ser realizada para determinar as
contribuicBes de cada nd., Este & um procedimento normalmente
. utilizado no Método dos Elementos Finitos e & expressado da
segquinte forma, a partir da equagio {(3.20b):

+1 + 1
{fq; ) = J [N}'E](m) 3% |dn = J £H]T{[H} £} o an
- -1 (4.6)

de forma reduzida pode-se escrever
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efjl
i

g "'y = (Ng®) £ | (4.7)

onde ?ge"’

€ a componente do vetor de forgas equivalentes do
elementa (e), relativo ao né {(j} e a coordenada global i, A
matriz de transformagio [Ng° 1 relacicna as forgas de superficie
nodais {te{J’} as forgas concentradas equivalentes {fq”(ja}.

A matriz [Ng°) (6x6) para o elemento {e), & definida

da seguinte forma:

+ 1

(8g°] = J [N)T [N] |5%[an (4.8a)

-1

C2/15 ¢ 1/15 0 =-1/30 O
2/15 o 1/18 o ~1/30
8/15 0 1/15 0

(Ng®) = |J°| . (4.8b)
, 8/15 © 1/15
(simétrica) 2/15 o
i 2/15 |

A partir daa equagdo (4.8a) tém-se a matriz de
transformagdo [Ng"], equagdo (4.8b). Para obter a matrigz de
equilibrio [EgQ”], equacgdo {4.5), & necessario multiplicar as
submatrizes Efj, equagdc (3.23), por [Ng®] !
as forgas de superficie em forgas concentradas equivalentes,

para transformar

eliminando dos cAlculos a &rea do elemento. Dessa forma para o
elemento quadratico temos [Eg”)=[s™}"

kEsta formula¢do, para um problema bi~dimensional, &
equivalente para aplicagio no dominic do tempo ou da
frequéncia. A extensdo para o «casc tridimensional &
praticamente direta, pela adig8o dos termos referentes a

terceira dimensio.
4.2, Acoplamento das Equacdes do Sistema Solo-Estrutura
Escrevendo a EIC equagdo (3.17) para todos os pontos

nodais do contorno, monta-se um sistema de (2M} equacgdes
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algébricas, que na forma matricial, sera
(0.5){u} = [GI{T} - [T}{i) {4.9)

A solugdo desse sistema para um dado valor do
parametro frequéncia w, exige o conhecimento de (23} condigbes
de contorno em deslocamentos ou en forgas de superficie,
podendo ainda ser o caso misto, no gual numa parte do contorno
580 conhecidos os deslocamentos e en ‘outra as forgas de
superficie. Adotando-se o indice (s) para denotar os elementos
da superficie livre do solo e o indice (f) para os elementos da
interface de contato solo-estrutura rigida, conforme mostra a
figura (4.1). A  equagdo (4.9) & reescrita na forma
particionada, como

Ers £§ss} [Esf} Es E;?ss} {_T_‘sf] Es
(0,50{  t = - n - O - N . (4-10)
! [Gfﬁ} {Gi‘i‘J £ {Tfs} {T!‘f] f

Para obter a solugio do problema da interacdo
solo-estrutura rigida, & necessario acoplar a equagido {(4.10}
com 08 dolis sistemas de equagbes apresentados na segdo 4.1,
eguagdes {4.1) e (4.4}, ou  sejanm, as equaghes de
compatibilidade e equilibrio de forgas para uma estrutura
rigida sem massa {corpo rigido), com base nos valores nodais na
interface de contato.

Fazendo-se a suposicdo da completa continuidade de
deslocamentos e forgas de superficie entre as duas
subestruturas, ou seja, o solo denotado por subestrutura {1} e
a estrutura rigida por subestrutura (2), tém-se as chamadas
condicgbes de contato soldado, na interface solo-estrutura. Esta
condicdo implica cque ndo ocorra separacio efou deslisamento na
interface em questdo. A condigSo de continuidade de
deslocamentos na interface & expressa por

a o {x,t) = u {(x,t) (4.11)

Analogamente, o equilibric de forgas & expressado per
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Lx,t) = -t (x,t) (4.12)

O sistema de equacdes integrais’ de contorno {EIC),
equagdo (4.10), pode ser reescrita na forma

{aﬁa} Iaafj Es {T;zz] {T;f] as '
- - I - =, - 3R G { 0 } {4.13)
[G,,1 [6,_] £ [T;.1 (T:,] £

£ ¢

onde os termos da diagonal da matriz {T7] s&0
- _

(Tr, =T + 0,58 ). _

A equagio de compatibilidade de movimento de corpo

rigide, equag@o (4.1), pode ser reescrita na forma
EI}{ﬁf} - {51{D} = {0} _ {4.14)

onde [I] & a matriz identidade. Finalmente com a EIC, equagéo
{4.13}, mais as equagdes (4.11), (4.12}, (4.14), (4.4) e as
condigdes de contorno na superficie livre do solo, onde as
forgas de superficie sio nulas, {?s}mo, pode se montar o
sequinte sistema de equagdes do acoplamento entre solo e
estrutura rigida

(&, .1 ~{T! ] -{T! ] [o3}f {€,3) [ {on
G 1 -{T’ 1 ~[T? [o {u_} {0}
{ £¥ [ g [ f!‘} ] ; _s . $ (4‘15)
[0} [0] (1 -[S1{] {u_} {0}
| ~[Eq) [0} [0] [oyj{ {P 3]  {F}

Com a solugdo do sistema eguaglo (4.15) para um dado
tipo de excitagdo (forga vertical F_, forga horizontal F_ou um
momento Hy) definidos no vetor de carregamentos externos {F},
teremos como resposta do sistema as forgas de superficie nodaisg
na interface {f}}, os deslocamentos nodais na superficie livre
do solo {Kg}, os deslocamentos nodais na interface {E;} e os
deslocamentos de corpo rigido da estrutura {D} para uma dada
frequénelia w,
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ARRANJO COM DUAS ESTRUTURAS RIGIDAS

Para arranjos com duas ou mais estruturas rigidas,
algunas alteracgdes 880 necessarias nas eguagdes de
compatibilidade e equilibric. Como exenplo discutiremos o caso
de duas estruturas rigidas na superficie do solo, sendo N, o
nimero de ndés na interface da estrutura El & N, o nimero de nés
na interface da estrutura E2.

O vetor de deslocamentos de corpo rigido {D} tem
dimensdo (6x1) e a seguinte forma

El

{B} = (W' ™!

¢§1 wE2 pE2 ¢§2 }T; (4.16)

com w=', UF’

e ¢fjsendo os deslocamentos e peguenas rotacdes
linearizadas de corpo rigido, respectivamente, apresentados
pelas estruturas El e E2.

A matriz de transformagdo global [S] (2Mx6) & montada
a partir das M submatrizes [S"] (2x3), com H=N +N_. A matriz

[5] para duas estruturas tem a seguinte forma

(s1® ro3
(8] = [{0] (512 {(4.17)

onde {S}El e {S]E2 s30 as matrizes relativas a estrutura El1 e
E2, respectivamente.

O vetor de carregamentos aplicados externamente
para duas estruturas é

(F} = {FEI pEY yEl pE2 pE2 yE? 37 . (4.18)
z 3 ¥ z x ¥
. £} E] Ej
gue congiste das forgas Fz . Fx e dos momentos Hy ¢ Nas
estruturas E1 e E2. Obedecende a seguinte relacdo de
equilibrio:
{F} = [EqI{T_} , (4.19)
onde
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() =& T4, (4.20)

€ o vetor de forgas de superficie nodais nas interfaces de
contato solo-estrutura.

A montagem da matriz [Eq] a partir da matriz [S],
para esse caso é idéntica ac caso de uma estrutura. O sistema
da eguagdo (4.18) permanece © mesmo, apenas com um aumento do
nimero de incégnitas.

A formulagdo apresentada nesta segdc toma como
exemplo o caso de duas estruturas, mas pode ser generalizada
para o caso de "n" estruturas interagindo com o solo.

4.3, Obtengdo da Matriz de Flexibilidade Dinamica para o
Sistema Svlo-~Estrutura

Na dindmica de mAquinas & interessante a ohtencdo da
matriz de flexibilidade € para determinar o comportamento do
sistema solo-estrutura. Esta matriz T associa deslocamentos
{D} da estrutura sem massa aos esforgos externos {F} a ela
aplicados,

{By = [CI{F} . o (4.21)

A equagdo (4.21) pode ser escrita explicitando todos
os termos na forma adimensionalizada , a seguir [03,05]

¢ c £ ¥ W
1 Wz W% _wHy z
{13 Cuz Cux Cun}' Fx = v - (4-22)
¢ [+ ¢ A
G¢yz c¢yx . Pyuy Hy / ¢¥A

onde 4 & o semi-lado da estrutura, gque & definido na figura
{4.2) abaixo. Neste ponto &€ bom salientar gue o tratamento
adotado para as estruturas rigidas de superficie assume um
espessura h desprezivel, isto &, o ponto de aplicacdoc do
carregamento externo estd na superficie, comoe pode ser

verificade na figura (4.2).
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Figura 4.2. Arranjo solo-estrutura rigida com os deslocamentos

de corpo rigido, os carregamentos e o sistema de
cocrdenadas.,

Se resolvermos o sistema (4.15) repetidas vezes para
vetores de carregamento {F}, assumindo valores unitarios para
o8 esforgos externos {F&}=(1,0,0}1; {F}}m{ﬂ,l,ﬂ}T e
{F}}W(D,G,l)r, poderemos assoclar os respectivos vetores de
deslocamentos de corpo rigido {51}; {ﬁz} e {53} as colunas de
uma matriz de flexibilidade dinamica C, tal como

(€1 = (b} , 18,3 , (B3] . (4.23)

A matriz de flexibilidade dinamica €, equagio (4.23),
apresenta uma dependéncia funcional das seguintes grandezas, a
saber

C = g( W, g, A, 4, v, B, EfA} {4.24)

onde E/A & o fator de engastamento para o caso de estruturas
engastadas, como € mostrado na figura (4.3).

MATRIZ DE RIGIDEZ
A forma de montar o sistema global de equacgdes,

eguagdo (4.15), & uma maneira alternativa em relacgdo a proposta
pela maioria dos pesquisadores [02, 07-09, 291, Nesses
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Figura 4.3. Esguena de uma estrutura engastada no solo.
Ponto de referéncia da estrutura {(+).

trabalhos apds eliminar alguns termos da equacioc {4.15) por
substituigdes chega-se a um sistema reduzido, tal como

{Fy = [K(w)1{D} (4.25)

onde [K(w)] (3x3) & a matriz de rigidez dinémica (impedancia)
de estruturas rigidas na superficie do sole, ou seja, a
equacdo (4.25) & uma relagio forca-deslocamento.

Para chegar a eguacglo (4.25) sfo necessérias muitas
operagbes de multiplicag@o e inversdo de matrizes. Tal forma da
eguagio (4.25) apresenta a desvantagem de introduzir mais erros
numéricos e de ndo deixar explicitas muitas varidveis
importantes para an&lise, tal como as forgas de superficie na
interface {ff} €@ o campo de deslocamentos na superficie livre
do s0l0 {us}.

4.4. Bolugidoc do Problema de Interacgio de Estruturas Rigidas
com © Sclo utilizando funcdes de Green

A interagdo de estruturas rigidas com o solo é feita
utilizando-se a relagdo (3.45) em conjunte com as equacdes de
compatibilidade cinemitica equaco (4.1) e de equilibrio de
forgcas equagdo (4.4). Pode-se entdo sintetizar um sistema de
=zguagbes algébricas que relacionam as forcas externas {F} e
deslocamentos de corpe rigido da fundagdo {D}, as forcas de
superficie na interface solo~fundacso,
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(4.26)

Ha )|

Tal sistema & anidlogo ao da eguacao (4.15). Em vez
dos elementos contendo os nticleos da solugdo fundamental
{tensores de Stokes) temos os nficleos da fungdo de Green
{tensores de Green}, apresentados no capitulo 3.
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$. VALIDAQAO E ESTUDOS COMPARATIVOS
5,1, Normalizac3oc adotada na Apresentagdoc dos Resultados

Com a finalidade de possibilitar comparagdes {guando
ndo existir outra indicagf@o), as propriedades assumidas para o
golo s8o: mdbédulo de cisalhamento g {(ma) = G = 1 N[nﬁ e
densidade de massa p = 1 Kg/m . O coeficiente de Poisson v
{nu) e o ceeficiente de amortecimento B (beta) serio indicados
na apresentégéo_dns resultados de cada caso.

A flexibilidade dindmica para excitacio vertical F_,
resume~se apenas a um termo, pois os demais termos da primeira
coluna da matriz § relacionados ao acoplamento de movimentos,
equagdo (4.22), sfo nulos (ﬁu =l ,=0). Tal termo & definido

z gy
COmo
_ 1491
£ {4 ) & w3 (5.1)
WE o 2 A
zT

onde 5mf (F/24) & a tensdo normal média na interface
solo-estr u tura, W &€ o deslocamento de corpe rigido da
estrutura na direcdo vertical e

W A
A = (5.2)

& a freguéncia de excitagdo adimensional 4,, sendo w a
frequéncia de excitacgdo externa e c = (u{p)”? & a velocidade
da onda de cisalhamento do meio continuc el&stico.

Entre os casos de excitagdo horizontal Fx e de
excitagio por um momento My, surgem termos de acoplamentoc de
movimentos, ou seja, para um dadoe deslocamento horizontal U
gerado por uma excitagio horizontal F_, ocorre um deslocamento
de rotacgio ¢y associado e para um deslocamento de rotacgdo ¢y
gerado por uma excitagdo de nmomento Hy, ocorre um deslocamento

horizontal U associado. Esse acoplamento & descrito pelo
teorema da reciprocidade [42] e leva as seguintes relagdes
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forga-deslocamento {03], tendo em vista gue os outros termos de
acoplamento de movimentos da matriz de flexibilidade din&mica
€, equagdo (4.22), s3o nulos (wamﬁwﬂy =0}, temos:

1 [ e (30) Euny (2,) }{ F } { U }
— — = ¥ {5.3)
m | Ty (A) Coyny (45) M /A ¢,2

onde a flexibilidade horizontal Eux é definida por

_ el
C {4} = - ' {5.4)
X O 5 A0
LXK
sendo Eu @ (E;fZA) a tensdo de cisalhamento mé&dia na interface

selo estrutura e U & o deslocamento de corpe rigido da
estrutura na direg3o horixontal. A flexibilidade ligando
momento ao deslocamento angular em torno do eixo ¥ (rocking) &
definida por:

nuag,

(M_/2)

§¢ynyfﬂa} {5.5)

onde @y € a rotagio de corpe rigido da estrutura em torno do
giwo y

“os termos E“Hy(ka) e 6¢y¥tﬁo)’ s80 os termos de
acoplamento (coupling) entre o deslocamento horizontal e a
rotagdo da estrutura em torno do eixo y. Esses termes sio
adimensionalizados da mesma maneira que 'Eux e E}yﬂy,
respectivamente. Agora associando as equagbes (5.1) e (5.3},

podemos reescrever a equagio (4.22) na seguinte forma

s 0 0 F W
1 WZ z
Il I = 5'
T 0 Eu:{ ful{y Fx v ? ( 6)
4] o M A A
dyx C¢yHy ¥ / ¢y

& gual apresenta a matriz de flexibilidade dinénica € obtida
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nos resultados apresentados na proxima secdo.

A figura (5.1) mostra a definicBc do Comprimento de
Contorno Discretizado {CCD), os pontos nodais (o) dos elementos
constantes e suas extremidades {(+) na superficie dc solo. A
cota 24 & a largura da fundagao.

[—C- o o D—]

f F—grrb o gy e L s v S / X—}
ZA \i' z L
CCh

- .
-

Figura $.1. Esquema de fundacio de superficie mostrando a
regido discretizada e os elementos contantes.

Ra proéxima seg8o serfo apresentados resultados
obtidos pelo MEC com elementos constantes, para efeito de
validar a implementacdo ¢ mostrar comparagbes e aplicacdes do
método implementado.

5.2, .Vali&agéo da Implementacdo do MEC

PRIMEIRA VALIDACAO

Para validagic do MEC implementade com base na
solugdo fundamental do espaco completo (MEC~8F) & agui
apresentada uma comparagdc com resultados analiticos obtidos
por Luco e Westmann [03]. Tambén serd apresentada um conmparagio
com © trabalhe semi-analitico de Mesguita usando o Método da
Superposigdo (MSP) [05],

As figuras (5.2) mostram os termos da matriz de
flexibilidade dinf@mica T para uma estrutura rigida sem massa,
en fungdo do parametro de frequéncia adimensional a .

0 Comprimento de Contorne Discretizade (CCD) , o
Nimero de Elementos constantes na Fundag8o (NEF) e o NiUmero
Total de Elementos (NTE) s&o definidos nas figuras (5.2).
Nessa comparagc80 a discretizagiio do MEC-SF se limita a
interface solo-estrutura.

A parte real de sz, figura (5.2a), apresenta uma
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diferenga significativa em relagio as solugdes obtidas pelos
trabalhos de Luco e Westmann [03] e de Mesquita {05]. Esta
diferenga & provavelmante funcio da discretizagfo adotada e da
dificuldade do MEC~SF para modelar o continuo incompressivel,
isto &, um solo com coeficiente de Poisson v = 0,5, Os
trabalhos (03] e [05] permitem a suposiciio de um meio
incompressivel, mas o MEC-SF ndo se aplica a este caso, pois a
onda de dilatac8o c, tenderia ao infinito. Para contornar essa
dificuldade fol adotado para a solugdc do MEC~SF uma
aproximagfo, isto &, um coeficiente de Poisson v=0,4999.

Os outrog termos da matriz de flexibilidade
apresentam diferengas em relagdo aos trabalhos [03] e [05]. As
maiores diferengas estdc nos termos de rotagfo, figura (5.2c) e
de acoplamente, figuras {5.2d) e (5.2e). No geral a tendéncia
das curvas € a mesma, mas os termos de acoplamento que s&o
iguais nos trabalhos [03] e [05], neste trabalho com MEC-SF nio
goinciden. Tal fato & tanbém obeservado por Mchammadi &
Karabalis {31} para o caso tridimensional.

{~} Lueo & Westmann
{%) Mesyuita

{o} BEM LCD=PA MEF=B NTE=8

g nu o= 00,4808 .
Jed

beta = .01

&= 1,3 N
HA“4MMLMWW
»

T S o
G+ 8 o 2 9 -
_y & -3 £ ] ,W—WWWTWW'

"”\—M%“Mww* LA

) 1 3 3 Fl i. Il |“ L i

Ao

Figura 5.2a. Flexibilidade Dindmica Vertical Complexa 3wz(an}
de uma fundagdo de superficie rigida e sem massa.
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Figura 5.2b. Flexibilidade Din&mica Horizontal EZX(AO).
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SEGUNDA VALIDACAO
Uma das principais diferengas entre o MSP e o MEC~-SF
¢ o tamanho da superficie de contorno discretizada necesséria

para a obtengdo da solucgdo. O MSP satifaz a condicdo de
contorno de forgas de superficie nulas na superficie livre do
solo (semi-espaco). O MEC~SF necessita, a priori, de unma

discretizagdo em todo o contorno, © gue na pratica ndoc & feito
para dominios ilimitados. Normalmente & criada uma superficie
livre de forgas de superficie para o preblema de interacédo
solo-estrutura e trunca-se a mesma a uma certa distfncia da
fundagéo.

' Para investigar a influéncia da superficie
discretizada no MEC-SF & apresentado nas figuras (5.4) os
termos da matriz de flexibilidade para varios valores de CCD e
NTE, com oito elementos na interface solo-estrutura, isto &,
NEF = 8. 08 resultados também gio comparados com o MSP. Os
resultados demonstraram pouca influéncia en relagdo ao
comprimento discretizado CCD, |

Pode-se observar na figura (5.4a) que a flexibilidade
ﬁwz obtida através do MEC estd apresentando uma melhor
concorddncia com o MSP, para a nmesma discretizacio da
comparac8o anterior {(CCD=24, NEF=8, NTE=8). Notando-se gque o
valor do coeficiente de Poisson agora é v=0,25, pode-se¢
concluir que o coeficiente de Poisson influe sobre a solugio do
HEC~-8F, guando o solo aproxima-se do meio incompressivel.

Em relaclo as trés discretizagBes, os termos de
acoplamento para © caso com apenas discretizacdo na interface,
isto &, com CCDh = 24, apresentam um afastamento total, tanto
das outras solugdes do MEC-SF , como tanmbém do MSP [05]. &qui
também pode-se verificar a dificuldade do MEC-SF representar
o8 termos de acoplamento, pols come na validagdo anterior os
mesmos ndo coincidem entre si.

As discretizagBes adotadas nas solugdes do MEC-SF
para as resultados das figuras (5.4) Sa0 nostradas
esguenaticamente na figura (5.3).
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Figura. 5.3. Discretizacdes com 8 elementos na interface.
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Figura 5.4a. Flexibilidade Dinamica Vertical Complexa sz(ﬂo)

de uma fundagdo de superficie rigida e sem massa.
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Figura 5.4b. Flexibilidade Dinadmica Horizontal EZK(AD).

? T 1 T T 1] T T T T
1‘3‘.—-:":/._3\ {x] Mesquits
{~} BEM UCD= 2A NEFe8 NTE= 8
1.6F N .
= (#} BEM CCD=10A NEF=B NTE=40
x
.45 {¢) BEM COD=2ZZA NEF=8 NYE=2SH

Caymy

8 =10 .
O i ] L 1 i 3 1 i 4
0 0.5 1 1.6 2 2.5 3 3.5 4 4.5
AD
Figura 5.4c. Flexibilidade Dinamica de Rotacdo ﬁéyﬂyfﬂ }-

62




ﬂehiﬁumymCﬁyxi

I {Tumy=Cpyxl

Figura 5%.4e.

Al

QS T L T 1 ¥ ¥ ¥
{~.} Coyx Mesguita {*} Cumy Mesguita
0.4k . {-1 Coyx BEM CCD~22A {==) Cumy BEM CCDmE2A
L i
{#} Coyx BEM CCD=10A {x) Cumy BEM CCD=10A
0.3 % (..) Coyx BEM CCD= 24 (o} Cumy BEM CCD= 2A
g2 1 = 3,25
gets = 2
pe *
0.1 [¢] & 1,08
{}»—«
=-0.1 %
“9.2"
_3‘3 i A (1 i i A 3
[#] 0.8 i 1.8 2.5 3.8 4 4.8

63

nu = 0,25
bets = 0,1
5 = 1,0
3.5 4
A

4.5

Parte Imag. dos Termes de Acoplamento.




TERCEIRA VALIDACAO

Para validagiic do MEC-SF implementado os resultados
do campo de deslocamento de uma fundagdo de superficie con
excitagdo vertical sdo comparados com os resultados obtidos
pelo MSP {05]. A discretiza¢fo adotada tem os seguintes
valores: CCD = 424, NEF = 10 e NTE = 132, Nas figuras (5.5) as
linhas representam a solucio do MSP [05] e os pontos o MEC~SF,

Pela observagdo das figuras (5.5a) e (5.5b) pode ser
verificada uma boa associagdo dos resultados, sendo destacada
apenas uma diferenca na amplitude de deslocamento da parte real
da componente vertical sz na regido correspondente a fundagéo,

QUARTA VALIDAGAO

Uma campéragéo entre os campos de deslocamentos na
superficie para o casc de duas fundagfes de superficie, sendo
uma excitada , € mostrada nas figuras (5.6}, {(5.7) e (5.8),
para os casos de excitagfo vertical, horizontal e por momento,

raspectivamente, A discretizagiio adotada tem os seguintes
valores: CCD = 214, NEF = 10 para cada fundagdo , NTE = 105 e a
distlncia de centro a centro entre as fundagdes é ézz = HfA.

As linhas representam o MSP e os pontos o MEC-SF.

A perfeita representagdo do campo de deslocamento &
importante na andlise da interagfo solo-estrutura nos casos de
determinagfo da interferéncia entre fundagbes de m&quinas.
Para isto & importante esta wvalidacfo do MEC-SF pela comparacdo
com O MSP [05]. Observando-se todas as componentes do campo
apresentadas nas figuras (5.6}, (5.7) a (5.8}, pode-ge
verificar a boa concordancia dos resultados do MEC-SF.
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Figura 5.6a.
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QUINTA VALIDACAO

Uma comparacdo entre as flexibilidades verticais de
una  fundagio engastada, com fator de engastamento E/4 = 3
{E=profundidade de engastamento) obtida por Israil & Ahmad [07]
com ¢ MEC-SF utilizando elementos quadraticos & o presente
trabalhe que utiliza elementos constantes é mmstfada nas
figuras (5.9). 0s resultados do MEC-SF foram obtidos para trés
discretizacgdes, a saber: a primeira com CCD = 364, NEF = 24 ¢
NTE = 120; a segunda com CCD = 164, NEF = 24 e NTE = B80; e a
terceira com CCD = 64, NEF = 48 e NTE = 64.

Observande a figura {(5.9a) pode-se verificar um
afastamento entre asg solugdes do presente trabalho e a solucdo
de Israil & Ahmad [07]. Na figura (5.9b) sdo apresentados os
mbédulos e as solugdes agora parecem estar mais proéximnas.
Acreditamos que esta diferenga seja funcdo dos tipos de
elementos, ou seja, constante para o presente trabalho e
quadratico no de Israil & Ahmad [07].
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5.3. Analises do Comportamento do MEC

PRIMEIRA ANALISE DO COMPORTAMENTO DO MEC-SF

0 efeito da densidade da discretizagdo na interface
solo-estrutura sobre os termos da matriz de flexibilidade c,
eguacdo (5.6}, de uma fundacio de superficie & n@strado nas
figuras (5.10).

As figuras (5.10) apresentam as curvas para trés
discretizacgBes (NEF = 8 , 10 e 20). E interessante notar que
foi mantido constante o comprimento de contorno discretizado
CCD=224. Através destas curvas pode se verificar a ré&pida
convergéncia da solugdo com o aumento da densidade, A
flexibilidade de rotagéo E¢yﬂy » figura (5.10c),e os termos de
acoplamento Cuny e Céyx +  Tiguras (5.10d) e {5.10e),
demonstraram uma maior sensibilidade em relagdo a densidade da
discretizacdo na interface solo-estrutura, Tal sensibilidade
pode ser atribuida a melhor representacdo do campo de tensdes
na interface que & conseguida com o aunento da densidade da
discretizacio.
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Figura 5.10a. Flexibilidade Din&mica Vertical Complexa sz{Aa)
de uma fundagdo de superficie rigida e sem massa.
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SEGUNDA ANALISE DO COMPORTAMENTO DO MEC-SF

0 efeito do tamanho da discretizagio sobre a resposta
da fundagdo de superficie e do campo de deslocamento & mostrado
nas figuras (5.11), (5.12). BAs figuras (5.11) apresentam as
curvas para duas discretizacbes: uma com CCD = 224 , NEF = 10 e
NTE = 92; e a outra com CCD = 424, NEF = 10 & NTE = 1132. As
figuras (5.12) apresentam as curvas para duas discretizacdes:
uma com CCP = 224, NEF = 20 e NTE = 102; a outra com CCD = 424,
HEF = 20 &€ NTE = 142.

Pdde~se observar para NEF = 10, figuras {(5.11)}, que
a variagBo de CCD alterou de forma significativa o canmpo,
principalmente a componente EUE » 08 deslocamentos de corpo
rigido da fundag8o foram pouco influenciados. As mesmas
observagbes se aplicam para as solugdes com NEF = 20, figuras
{(5.12). '

TERCEIRA ANALISE DO COMPORTAMENTO DO MEC~SF

-0 efeito do nlimero de elementos na interface
solo-estrutura NEF sobre a resposta da fundagdo de superficie e
do campo de deslocamento & mostrado nas figuras (5.13), (5.14).
Ag figuras {5.13) apresentam as curvas para duas
discretizagbes: uma com CCD = 222 , NEF = 10 e NTE = 92; e a
outra com CCD = 224, NEF = 20 e NTE = 102, As figuras (5.14)
apresentam as curvas para duas discretizagdes: uma com CCD =
424, NEF = 10 e NTE = 132; a outra com CCD = 423, NEF = 20 e
NTE = 142,

Pode-se observar gque para CCD=224, figuras {5.13),
onde os pontos representam a solugdoc para NEF = 10 e as linhas
continuas a soluglo para NEF = 20, a variacdo de NEF influe de
forma significativa nos deslocamentos verticais de corpe rigido
da fundacgio. 0s campos na superficie 1livre do solo
praticanmente ndo se alteram. As nesmas observacdes se aplicanm
para as solugdes com CCD = 424, figuras {5.14).
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5.4. Aplicacdes e Comparagdes do MEC

PRIMEIRA COMPARACAO/APLICACAO

Como exemplo de aplicagdo da implementagdc do MEC-SF
nas figuras (5.16) e (5.17) os resultados do problema de
isolamento de vibragdes, para o caso de uma fundagio excitada
verticalmente tendo nas proximidades uma trincheira em ¥, sio
comparados com os resultados do trabalho de Triantafyllidis &
Dasgupta [46], obtidos também pelo MEC-SF com elementos
constantes. _

A figura (5.15) mostra um esquema do problema traﬁado
com as dimensdes normalizadasg pelo comprimento de onda de
Rayleigh L. e a discretizag¢do adotada.

C deslocamento vertical e horizontal d0 campo na
superficie, com e sen trincheira, sdo normalizados pelo
deslocamento vertical de corpo rigido da fundacgio do caso sem
trincheira. A posigdo na superficie & normalizada ‘pelo
comprimento de onda de Rayleigh L. Nas figuras (5.16a) e
{5.16b}, o campo vertical e o horizontal, respectivamente, para
o caso sem trincheira , nas proximidades da fundagao apresentam
uma boa concordancia com a solugdo de Triantafyllidis &
Dasgupta [46]. Para a solugdoc com trincheira, figurasg (5.17a)
e (5.17b), os campos vertical e horizontal apresentam unma
tendéncia geral boa entre as duas solugbes. Uma observacio
importante & que as curvas deste trabalho incluem os pontos no
interior da trincheira, por isso existenm saltos na reqido sobre
a trincheira. Na solug3o da referéncia {46] foram subtraidos
os deslocamentos na trincheira.

Em relacdo a aplicacdc do MEC-SF na determinag¢io do
comportamentoe do sistema solo-estrutura, para levantamento de
parametros gue possibilitem a orientag8o de trabalhos de
isolamento de vibragdes pela utilizagdo de trincheiras, as
solucdes obtidas indicam a diminuigdo das amplitudes do CaAmpo
do lado direito da trincheira e um aumento do outro lado.
Portanto pode-se observar nas figuras {5.16) e {5.17}, de forma
gualitativa, a eficiéncia da presenga da trincheira no

iscolamento de vibracses,
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Figura 5.18.
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SEGUNDA APLICACAO

Como exemplo de aplicacdo do MEC~-SF implementado, nas
figuras (5.19) e (5.20) sf8c apresentados os resultados do canpo
de deslocamento na superficie, para o arranjo de duas fundagdes
e uma trincheira aberta, sendo wuma fundacio excitada
verticalmente. A figufa (5.18) mostra a geometria e a
discretizagdo adotada, com as dimensdes normalizadas pelo
comprimento da onda de Rayleigh L.

B
w
A

; rof.
\ . P 0,1LR
i = am \’k. - 5 ............................ /f"w ,,/
B m.nv\‘ : : P
™ : Dist. T
: \"‘“'*H—m——“ € >
B e " I 'M/
A = 2,6L

L
o

Figura 5.18. Arranjo de duas fundacdes de superficie e uma
trincheira aberta. (Tamanho dos Elementos
Constantes = LRflo)

Nas figuras (5.19) pode ser observada a influéncia da
posigdo da trincheira (Profundidade = leLR} em relagdc a
fundacde ativa, isto &, a fundag¢do excitada. 0 deslocanento
vertical da fundagdo passiva, figura {5.19a), diminui guando a
trincheira aproxima-se da fundagdo passiva, isto &, a fundacgio
sem carregamento. Nessa mesma figura pode ser também observada
a influéncia da presenga da trincheira sobre o comportamento da
fundacdo ativa.
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0  deslocamento horizontal, figura {(5.19b), da
fundagdo passiva €& sempre maior com a presenga da trincheira e
diminui com a aproximagdo da mesma.

Uma andlise sobre o efeito da profundidade da
trincheira & apresentada nas figuras (5.20) para uma trincheira
numa disténcia de 5,271 da fundagio ativa, isto €, no centro en
relagdo &z duas fundacdes. Como pode ser observado nas figuras
{6.20] os deslocamentos vertical e horizontal da fundagido
passiva diminuem com © aumento da profundidade da trincheira,
.com excegado do deslocamento horizontal para uma trincheira com

prof,. = O,SLR.
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&, CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

No presente trabalhe foi formulado o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) em sua versf@o direta para elementos
guadraticos e constantes com a utilizagdo da solugdo
fundamental do espago  viscoelastodindmico bidimensional
estaciondrio. A implementacgio numérica restringiu~se ao caso
dos elementos constantes. Através < da incorporacio das
condigfes de compatibilidade cinemitica e equilibrio de forcas
fol possivel modelar a interagéio dinamica de estruturas
bidimensicnais rigidas de superficie e engastadas com o solo,
Q amortecimento material do continuo viscoeldstico foi
incorporado através de constantes de Lamé complexas. Foram
também esbogados os principais passos para formulagio e
implementacdoc do MEC con a utilizacdo de fungfes de Green.

Matrizes completas de flexibilidade dinamica de
fundagdes de superficie e engastadas foram utilizadas para
validar a implementagio do MEC aqui realizada. Apresentou-se
uma discussfio da importéncia das varidveis densidade de malha e
comprimento do campo discretizade na precisdo dos resultados
ohtidos pelo MEC. A isolagdo de  vibragdes proveniente de
fundagdes através de barreiras foran apresentadas para mostrar
a versatilidade do método dos elementos de contorno perante as
chamadas "solugdes semi-analiticas" ou método de superposicio
(MSP) .
. Fica evidente, apés se observar os resultados, que o
MEC na sclugdo de problemas de interacgio solo- estrutura & mais
sensivel em relac8c a densidade da malha na interface
solo-estrutura do gue em relagdo ao tamanho do canpo
discretizado. Essa sensibilidade influe diretamente na
resposta obtida em deslocamentos da fundagdo, tal efeito pode
ser atribuido a representagdo do campo de tensdes na interface
sclo-estrutura. Outra questdo em destagque & a dificuldade do
MEC em wmodelar o meilo incompressivel come mencionado
anteriormente na apresentacfo dos resultados.

As funcgdes de Green obtidas a partir do MSP,
rostraram-se muito precisas quando comparadas com o préprio
HMSP. A técnica de utilizagido do MEC conm fungdes de Green
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simplifica a discretizag8c, mas o trabalho de integracio
envolvido na sintese das funcdes de Green & uma guestic a ser
malhor estudada, pois & custoso e apresentou alguns pontos que
ndo convergiram,

Este trabalho atingiu satisfatoriamente os objetivos
iniciais que foram a implementagdo de uma té&cnica numérica para
tratar problemas da Interagdo Dinimica Solo-Estrutura e estudar
as alternativas de formulacdo do MEC. A partir deste ponto
abriram-se novas perspectivas de estudo, tais como a extensio
e aprimoramento deste trabalho para tratar de problemas com
multipleos dominics e ndo-linearidades. A formulagdo de
multiplos dominios possibilita a solucio de problemas com
estruturas flexiveis e solos estratificados (camadas). 0
acoplamento dos métodos MEC-MEF e a formulagio para problemas

transientes também sdo assuntos de interesse.
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APENDICE ~ A
Solugbes Fundamentais (tensores de Stokes)

O ponto x & o ponto de campe e o ponto £ & o ponto de
colocagdo. A figura (A.1) apresenta a configuragfo de uma
regifio infinita com esses pontos. Ko ponto de colocagio @
aplicada a forga concentrada e o ponto de campo & o receptor da
excitaglo (receiver). 0O vetor raio r = x - £ define os dois
pontos no espacgo.

6(5)\\\\5;

Figura A.1. Definic¢io do ponto de colocagdo £ e do ponto

i~

y R

td

*
£ X

de campo Xx.

A  solugdo fundamental singular das equagdes da
elastodindmica ou tensor de desleocamentos de Stokes, para o
problema bidimensional estacionirio é dade por [13,14,34,39,44}

_MM“‘*’?E} Ws -xr r ), (A.1)

.
u (X,g_,w) = i} P S |

2npc:s

onde as fungbes ¥ e y sio as seguintes

{ jwr ) c iwr c iwr
¥ = K + — K - b K 7 (A.2)
O . 1 1
I iwr c c Fol
g 5 / = P P
[ dtr ) c:3 fwr
Yo K2 - p KZ ; (A'S)
c c Fod
L 5 I p p

ende i=y -1 , e Kh, K&, K2 s8o as funcfes de Bessel modificadas
de segundo tipo e ordens 0, 1 e 2, respectivamente [5%9,60].
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O tensor de tracdes E;: € obtido apartir da relacao
constitutiva equagdo (2.7), com a introdugdo do tensor de
deslocamentos E}i;, equacdo (A.1), de forma gue

e 1 di 1] ar 2 ar
t = - xX{{8, ~—— +r n = e yin r - 2r ro.—
i 21 dr r } Y oan A r P ‘b T ap
iy ar (¢ ? dy dy 1
“2—— r 1 4 |F -3 . ~ x| roon b
ar ' 3 gp L €, dr dr r >
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