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Nomenclatura

Letras Latinas :

a(+, ) — forma bilinear

a;;(-) — fungbes mensuraveis no sentido de Lebesgue

a - vetor de incégnitas do patch

b — termo do lado direito do PVC

b - vetor dos termos independentes

b™* - vetor dos termos independentes na malha Q™

b, — vetor dos termos independentes do patch

d(®) — vetor de diregio na iteragio n

e — erro entre as solugdes exata e aproximada por elementos finitos
e* — erro global entre as tensdes exata e recuperada

er, — erro admissivel nos elementos

e! — erro local entre as tensGes exata e recuperada no elemento 7

e — vetor de erro na aproximagéao da solugao do sistema de equagGes
e — vetor de erro da aproximagio na malha Q"*

f(+) - funcional quadratico

f» — forgas de corpo

f, — vetor com as componentes das forgas de corpo

g™ — vetor gradiente na iteragio n

h — tamanho caracteristico da malha

h("®) — vetor auxiliar no método de GC com pré-condicionamento na iteragio n
k — vetor conhecido de um método iterativo

I(-) - forma linear

m — altura média das colunas (matriz skyline) ou niimero médio de elementos por linha (matriz
esparsa)

m(-) — menor autovalor algébrico de uma matriz
mg(-) — estimativa para o menor autovalor algébrico de uma matriz

m; — numero médio de elementos por linha na matriz do sistema da malha 2
U

my{ — altura da coluna i (matriz skyline) ou nimero de elementos na linha ¢ (matriz esparsa)

n, — niimero de vezes que um ciclo multigrid passou pelo nivel 1
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n, — nimero total de pontos de amostragem num patch

ni“* — espago dos vetores auxiliares do método iterativo na malha i

n? — nimero total vezes que o operador de pronlogamento foi executado na malha i
n] — nimero total vezes que o operador de restrigao foi executado na malha ¢
pn(:) — polinémio caracteristico de um problema de autovalor

q; — vetores ortonormais gerados pelo método de Lanczos

7 — parametro da aceleragao de Chebyshev

r — vetor com as componentes do residuo da aproximagao v

r™* — vetor residuo na malha Q"h

t — vetor das tensdes nodais ponderadas pela area dos elementos

u — solugao classica do PVC

% — solugao fraca do PVC

up, — solugao aproximada do PVC

u; — j-ésima componente do vetor u

u — vetor das incdégnitas do sistema de equagoes

ug;» — vetor com a solugdo do sistema de equagoes obtida pelo método direto de Gauss
up, — vetor com as componentes nodais obtidas pelo MEF

u;;. — vetor com a solugao do sistema de equagGes obtida por um método iterativo
u(® — aproximagéo na iteragao n de um método iterativo

u™ — vetor solugdo/aproximagio na malha Q™

u* — campo de deslocamentos interpolado com ordem mais alta

v() — derivada generalizada

v — vetor com a aproximagao da solugido do sistema de equagdes

v} — vetor correspondente ao k-ésimo modo de Fourier

v™* _ yetor com a aproximagio do sistema de equagdes da malha Qnrh

w(z) — transformagao linear mapeando m(G) < ¢ < M(G)em -1 < w <1

w,, Wy, Wy, W, — fungdes de ponderagao do recuperador EPEC

A - operador diferencial de ordem 2k de um PVC

A; - coordenadas de area

A - matriz do sistema de equagdes

A™ — matriz do sistema de equagdes na malha Q™"

A, - matriz do sistema de equagdes do patch

A - matriz pré-condicionada

B — operador diferencial de ordem & de um PVC correspondente as condigdes de contorno
B - matriz de iteragdo do método de Jacobi

C?*(Q) - conjunto das fungdes com derivadas continuas até a ordem 2k em Q

C*(£) - conjunto das fungdes com derivadas generalizadas quadrado-integéveis até a ordem k
em {2
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C - matriz de pré-condicionamento

Cr — matriz triangular inferior com diagonal nula

Cy — matriz triangular superior com diagonal nula

D - tensor de elasticidade de Green

D'u — derivada generaliza de ordem |i| da fungdo u

D - matriz diagonal

E — médulo de elasticidade longitudinal

E - matriz nao-singular

F(-) - funcional quadrético na forma discreta

F - matriz triangular inferior usada no método de GC com pré-condicionamento
G - matriz de iteragdo do método iterativo

G, — matriz diagonal do método GC com pré-condicionamento
Gy - matriz de iteragdo do método de extrapolagao

H"(ﬂ) — espago de Hilbert de ordem k-em 2

I?* — operador de restrigdo

I;‘h — operador de interpolagao

I — matriz identidade

J — matriz jacobiana

Ly(€2) — espago linear das fungdes quadrado-integraveis no sentido de Lebesgue
L — matriz triangular inferior com diagonal unitaria

L’ — matriz triangular inferior

M (-) — maior autovalor algébrico de uma matriz

MEg(-) — estimativa para o maior autovalor algébrico de uma matriz
M - matriz de massa consistente

N - ordem do sistema de equagodes

N; — niimero de variaveis da malha

N£'* — niimero de elementos da malha i

NDSS _ niimero de nés na malha i

N,, — numero de malhas

N, 4s — numero de nés do elemento

N;" — niimero de elementos do patch

N,; — nimero de pontos de integragao

N — matriz com as fungdes de forma elementares
P - vetor com os termos polinomiais

P, - vetor com as derivadas parciais dos termos polinomiais em relagao a z no sistema global
do patch

P, - vetor com as derivadas parciais dos termos polinomiais em relagdo a y no sistema global
do patch



P; — vetor com as derivadas parciais dos termos polinomiais em relagido a z no sistema local
do patch

Py - vetor com as derivadas parciais dos termos polinomiais em relagdo a y no sistema local
do patch

P¢ — vetor com as derivadas parciais dos termos polinomiais em relagao a coordenada local do
elemento £

P, - vetor com as derivadas parciais dos termos polinomiais em relagao a coordenada local do
elemento n

Qn(+) — sequéncia de polinomios empregada nos procedimentos de aceleragao polinomial
Q - matriz de partigdo do método iterativo

Q* - vetor anéalogo a P com os termos da expansio polinomial

Q - matriz diagonal formada pelo vetor Q*

R(-) — coeficiente de Rayleigh

R,(-) - taxa média de convergéncia

R,(-) - taxa média virtual de convergéncia

R (+) — taxa assimptética de convergéncia

R (+) - taxa assimptética virtual de convergéncia

R., — residuo na equagdo de equilibrio das tensées recuperadas por expansao polinomial
Rt - residuo entre as tensdes recuperadas por expansao polinomial e por elementos finitos
Ry, — residuo entre as tensdes calculadas com u* e os valores T, prescritos no contorno
R, - residuo entre os deslocamentos u* e a solugao de elementos finitos

R., — residuo entre os deslocamentos u* e os valores u; prescritos no contorno

S(-) - raio espectral virtual de uma matriz

S*(Q2) - espago linear com as fungdes de C"‘(Q)

Tn(:) - polinémio de Chebyshev de ordem n

T - matriz tridiagonal gerada pelo método de Lanczos

T(:) — tensor de Cauchy

T}, — tensor de tensdes obtido por elementos finitos

T, — submatriz dos termos principais de ordem r

T* - tensao recuperada

T* - tensdes nodais recuperadas

T} — tensdes recuperadas por expansao polinomial

U - matriz triangular superior com diagonal unitaria

V - conjunto das fungbes admissiveis

V; — coordenadas de volume

V — conjunto das fungdes de H(S2) satisfazendo as condigdes de contorno

Vi, — subconjunto de dimensao finita com as fungdes de aproximagao do PVC

V - matriz formada pelas derivadas do vetor Q

W, — coeficiente de ponderagao na integragao numeérica



W - matriz de simetria do método iterativo
Letras Gregas :

a; — coeficientes da matriz tridiagonal do método de Lanczos
@n,; — coeficientes da combinagao linear na aceleragao polinomial
B — metade da largura de banda

B; — coeficientes da matriz tridiagonal do método de Lanczos
3, — parametro empregado no método de GC

Bp — coeficiente de penalizagao

d;1 — delta de Kronecker

n — erro percentual relativo global

i — erro percentual admissivel

v - fator de extrapolagao

v; — constante empregada no procedimento de aceleragiao polinomial
Yot — fator de extrapolagao 6timo

¥ — parametro da aceleragao de Chebyshev

A; — autovalores de uma matriz (i = 1,2,...)

k(-) — numero de condigdo espectral de uma matriz

i; — autovalores da matriz de iteragao G

v — coeficiente de Poisson

vo — niimero de ciclos internos numa estratégia multigrid

v, — numero de pré-relaxagoes

vs — numero de pés-relaxagoes

w — parametro de relaxagao

¢; — fungéo de base de Vj

p; — constante empregada no procedimento de aceleragiao polinomial
pn — parametro da aceleragao de Chebyshev

& — parametro da aceleragdo de Chebyshev

T, — escalar na iteragao n determinado pelo algoritmo de busca
§ — precisdo

{; — razao entre os erros no elemento e admissivel

I' - contorno do dominio do PVC

', — parte do contorno com condigbes essenciais

I'y, — parte do contorno com condigGes naturais

2 - dominio do PVC

Q. — dominio do elemento e

Q™" — malha de elementos com tamanho nh

2, — dominio do patch de elementos
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2, — dominio local do patch de elementos
Simbolos :

F - funcional
£ - matriz de iteragdo do método Gauss-Seidel
L, — matriz de iteragac do método SOR
S, — matriz de iteragdo do método SSOR
T — triangulacao &
V?* - tensor de deformagao
R — conjunto dos nimeros reais
CHSS - aceleragao de CHebyshev aplicado ao método SSOR
CIT - Custo de uma ITeracao de um método iterativo
CMG - Corregao de Malha Grossa
EP - Expansio Polinomial
EPE - Expansao Polinomial com Equilibrio
EPEC - Expansao Polinomial com Equilibrio e Condigées de Contorno
GC - Gradiente Conjugado
GCD - Gradiente Conjugado com matriz de pré-condicionamento Diagonal
GCGS - Gradiente Conjugado com matriz de pré-condicionamento de Gauss-Seidel
GCSS - Gradiente Conjugado com matriz de pré-condicionamento de SSOR
GS - Gauss-Seidel
JAC - Jacobi
MEF - Método de Elementos Finitos
NIT - Numero de ITeragoes
PA - Ponderagéo pela Area
PVC - Problema de Valor de Contorno
SPD - Simétrico(a) Positivo(a)-Definido(a)
ZZ - Zhu-Zienkiewicz
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Resumo

BITTENCOURT, Marco Licio, Métodos Iterativos e Multigrid Adaptdveis em Malhas Ndo-Estru-
turadas, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,
1996, 147 p., Tese (Doutorado).

Neste trabalho, apresentam-se métodos numéricos diretos, iterativos e multigrid para a solugao
de sistemas de equagdes, provenientes da aplicagao do método de elementos finitos a problemas elipticos
lineares, tomando-se exemplos de elasticidade bi e tridimensional. Discutem-se também aspectos de
analise adaptdvel, tomando-se um estimador de erro e alguns procedimentos para recuperagao de
tensdes. Todos os algoritmos sao implementados empregando o modelo de programagao por objetos
através da linguagem C++.

Comparagoes entre os métodos diretos e iterativos em termos do niimero de operagdes e espago
de meméria sao apresentadas, revelando a superioridade das técnicas iterativas quando aceleradas por
estratégias multigrid, principalmente em problemas tridimensionais.

Tradicionalmente, os métodos multigrid tém sido utilizados com malhas aninhadas, dificultando o
tratamento de problemas de engenharia com contornos complexos. Nesta tese, consideram-se malhas
nao-estruturadas e nao-aninhadas geradas por técnicas frontal e de Delaunay. O acoplamento com
procedimentos adaptéaveis permite obter uma sequéncia étima de malhas para a solugao de problemas,
dentro de um erro admissivel especificado.

Os procedimentos numeéricos foram incorporados a uma base de programas ja desenvolvida, em-
pregando o paradigma por objetos com C++. Dois ambientes com ferramentas para a definigao do
contorno geométrico, geragdo automatica de malhas, estimagdo de erros, refinamento de malhas e
visualizagao de resultados, aplicados a problemas bidimensionais de elasticidade linear, sdo também
apresentados.

Palavras chaves:
— Métodos iterativos
- Método dos elementos finitos
— Programa orientada a objetos (Computagao)
- C++ (Linguagem de programagao de computador)
— Anilise de erros (Matemaitica)

— Método de redes muiiltiplas (Anélise numérica)
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Abstract

BITTENCOURT, Marco Licio, Adaptive Iterative and Multigrid Methods Applied to Non-structured
Meshes, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,
1996, 147 p., Thesis (PhD).

This work presents direct, iterative and multigrid methods for solving systems of equations
obtained by means of the finite element method applied to linear elliptic problems, considering two
and three dimensional elastic examples. Adaptive analysis aspects are also discussed by taking an
error estimator and some stress recovery procedures. All the algorithms are implemented using the
object-oriented model with the C++ language.

Comparisons between direct and iterative methods concerned to the number of operations and
memory space are presented. The superiority of the iterative techniques accelerated by multigrid
strategies can be detected, mainly on three dimensional applications.

The multigrid methods have been used at most with nested meshes. In such cases the treatment
of engineering problems with complex boundaries becomes difficult. In this thesis, the meshes are
non-structured and non-nested and they are generated by frontal and Delaunay techniques. By using
adaptive procedures, it is possible to get an optimal sequence of meshes for solving a problem within
a specified admissible error.

The numerical procedures were linked with some other developed programs, using the object
paradigm in C++. Two environments with tools for defining geometrical boundaries, automatic
meshes generation, errors estimation, meshes refinement and visualization of results are also presented,
considering two dimensional linear elastic problems.

Keywords:

— Iterative methods

- Finite element method

— Object-oriented programming (Computing)
— C++ (Computer programming language)

— Error analysis (Mathematics)

— Multigrid methods (Numerical analysis)
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A aplicagdo de métodos numeéricos para a simulagao computacional de problemas fisicos tem apre-
sentado um crescimento consideravel. Como justificativas para este fenomeno, verifica-se a maior
robustez e confiabilidade das técnicas de andlise empregadas, assim como o aumento exponencial
na capacidade de processamento dos computadores. Desta forma, é possivel, por exemplo, estudar
o comportamento mecanico de um componente, desde a fase de concepgio, projeto e otimizagio,
permitindo efetivamente implementar o conceito de protétipo eletronico.

Vérios problemas de engenharia sao descritos por uma ou mais equagoes diferenciais e condigdes
de contorno, definindo um problema de valor de contorno (PVC). Como na maioria dos casos, nao
é possivel obter a solugao analitica u do PVC, aplicam-se procedimentos numéricos, tais como os
métodos de diferengas finitas (MDF) e elementos finitos (MEF), dentre outros, visando determinar
uma solucdo aproximada up.

Empregam-se os seguintes passos genéricos para a solugdo numérica de um problema fisico:

e definicio de um modelo matematico, dado em geral por um PVC, descrevendo o comportamento
de interesse do problema fisico;

e determinagao de um modelo aproximado ou discreto para o modelo matematico;

e aplicagdo de um método numeérico, conduzindo em geral a um sistema de equagdes ou uma
sequéncia de sistemas em casos transientes e nio-lineares;

e solugao do(s) sistema(s) de equagdes através de algoritmos numeéricos apropriados, obtendo-se a
solugdo aproximada up;

e determinagao de estimativas do erro na solugiao aproximada e utilizagao de técnicas adaptaveis
visando melhorar a qualidade de uy.

Sob o ponto de vista pratico, deve-se representar a geometria do dominio considerado, gerar uma
malha de elementos discretos, resolver o respectivo sistema de equagées, estimar o erro na aproximagao
e refinar a malha inicial caso seja necessario. Todas estas etapas contituem-se em areas de pesquisa
onde varios trabalhos estao sendo desenvolvidos. O objetivo principal a ser buscado é simplificar todo
o processo de andlise e simulagao de componentes, facilitando o trabalho do analista. Observa-se que
todos os passos anteriores demandam uso intensivo de computadores e apesar do inegavel aumento
de capacidade dos mesmos, problemas cada vez mais complexos, tanto no que se refere ao modelo
matematico quanto ao niimero de variaveis, tém sido tratados. Desta forma, ferramentas eficientes
devem ser utilizadas em todas as fases da analise numérica de problemas reais.



1.1 Caracterizagao do Problema

A énfase principal deste trabalho esta relacionada a algoritmos numéricos para a solucio de sis-
temas de equagdes, tais como métodos diretos, iterativos e multigrid.! Consideram-se exemplos de
elasticidade linear empregando-se malhas nao-estruturadas.

A implementagao dos algoritmos é de grande relevancia no que se refere a eficiéncia dos mesmos.
Empregou-se o modelo de programagao por objetos através da linguagem C++, permitindo disciplinar
e organizar o desenvolvimento de programas de analise por elementos finitos.

Nesta introdugdo, apresentam-se os principais aspectos dos varios temas tratados nos préximos
capitulos. Inicialmente, procura-se caracterizar o tipo de problema analisado. Posteriormente, con-
sideram-se métodos numeéricos para a solugio de sistema de equagdes, estimadores de erros, métodos
multigrid e conceitos do modelo orientado por objetos aplicados em elementos finitos. Finalmente,
ressaltam-se as principais contribuigées do trabalho.

1.1 Caracterizagao do Problema

Em geral, o modelo matematico de um sistema fisico é descrito por um PVC, no qual procura-se
uma fungdo u satisfazendo uma equagao diferencial numa regiao §2 e condigGes impostas no contorno
I'. O PVC pode ser escrito como,

Au=b em Q Bu=0 em T (1.1)

onde A e B sao operadores diferenciais de ordens 2k e k, respectivamente; b é uma fungao conhecida em
Q. Por simplicidade, assume-se a existéncia apenas de condigoes de contorno homogéneas de Dirichlet
Bu=0emT .

A solugao cldssica de (1.1) consiste numa fungdo u com derivadas continuas até a ordem 2k e
satisfazendo as condigdes de contorno. Logo, a solugao u pertence ao conjunto das funges admissiveis
V = {v € C*(Q)|Bv = 0 em I'}. No entanto, quando A e B satisfazem certas propriedades,
demonstra-se que a solugdo u também pode ser obtida pela minimizagao de um funcional quadratico
f:V — R da seguinte forma,

fw) = za(w,0) ~1(v) veEV (1.2)
Em (1.2), a(-,-) e {(-) sdo formas bilinear e linear, respectivamente. Portanto, para u,v,w € V e

Yoy, B1 € R tem-se que,

aja(u, w) + fra(v, w)
ara(w, u) + Bia(w, v) (1.3)
al(u) + Bil(v)

a(ogu + Bv, w)
a(w, aqu + Biv)
l{oqu + Biv)

Il

De (1.1), verifica-se que a solugdo u € V deve ser suficientemente regular com continuidade até
a ordem 2k. Visando contornar esta restri¢io, pode-se completar o conjunto das fungbes admissiveis
V para um espago de Sobolev contendo além das fungdes em V, outras com suavidade menor que
2k. Observa-se que o procedimento de completar V' é de fundamental importancia no MEF, onde
a solugdo do PVC é aproximada por uma combinagao linear de fungdes admissiveis obtidas por este
procedimento [2].

!Neste texto, serd mantida a denominagdo Multigrid ao invés de traduzi-la como Miiltiplas Malhas ou Vérias Malhas.



1.1 Caracterizagdo do Problema

Para isso, seja L(§2) o espago linear das fungoes quadrado-integraveis no sentido de Lebesgue, isto
é, u € Ly(Q) se as integrais [ udQ e [ u? dQ sdo convergentes e finitas. Observa-se que Ly(2) é um
espago de Hilbert com o seguinte produto interno e respectiva norma,

()@ = ]; vl 2w Ea(6)
lullz, ) = y(w u) (1.4)
Considere o vetor de indices ¢ = (iy,...,inN) € a seguinte notagao,
. Blily,
dzi',...,0zy
onde [i| =% 4 ...+ iN.
A partir de (1.5), define-se o seguinte produto interno e norma [88],
(wo)e= ¥ f D'uDivdQ u,ve C(Q) (1.6)
Q
I

i|<k

[lu|le = 4/ (u, )k = (Z -/;I(D"u)idﬂ) uEé"(Q) (1.7)

5| <k

sendo C* = {v € C*(Q); Ja DivdQ < oo (0 < |i| < k); Bu = 0 em I'}. Nas expressoes anteriores,
|i| < k significa que se deve considerar todos os diferentes vetores ¢ para os quais [{| = i;+...+ixy < k.
O espaco constituido pelo conjunto C* com o produto interno (1.6) e norma (1.7) ser4 denotado por
Sk(Q).

De (1.4) e (1.7) verifica-se que,

=Y [ (Dwiaa= Y D%l (1.9

lil<k li| <k

Logo, o quadrado da norma de u € ék(ﬂ) é a soma dos quadrados das normas de u e de todas as
derivadas parciais até a ordem k em L, (2).
Dada uma sequéncia de fungdes {u,}3, C S*(Q) convergente na média para u € S*(Q2), ou seja,

anEo”u - u““S*lﬂ] =0 — nli}ngo U, = U (1.9)

observa-se que,

,,li,rﬂ,”“_ Unllsuia) =0 — nan; |,|Z<k ||Diu - Diun||Lg(n} =0 (1.10)

Portanto, a sequéncia {u“} converge no espago S"(Q) para o elemento u se e somente se as
sequéncias das fungdes {u,} e das derivadas correspondentes {D'u,} (|¢| < k) convergem em L,(Q2),
respectivamente, para u e suas derivadas D'u [88]. Assim,

lim u, =u em S¥(Q) < lim D'u, = D'u em Ly(R) V|i| < k (1.11)
n—oo

n—oo



1.1 Caracterizagao do Problema

Supondo que a sequéncia {u,} é fundamental em S*(Q), isto é,
. |[tm — tn||sr(q) =0 (1.12)

verifica-se que a mesma nao é necessariamente convergente em S”(Q), visto que este espago nao é
completo. No entanto, {u,} é fundamental em S*(Q2) se e somente se todas as sequéncias { D*u, } (|i| <
k) sao fundamentais em L;(f2),
Wm  ([um — unllsag) =0 == lim_||D'un - D'ullry) Vi < k (1.13)
Para o caso onde {u,} é fundamental e u & S*(Q), verifica-se a partir de (1.13) que cada uma das
sequéncias { D'u,} é fundamental em L,(£2). Como L,(£2) é completo, as sequéncias {D*u,} possuem
limites v(*) neste espaco, ou seja,

lim D'u, = v(¥) em Ly(0) (1.14)

n—oo

Para |i| = 0, tem-se o elemento limite da sequéncia {u,},

i = La(Q2 ;
Jim u, =u em 2(£2) (1.15)
As fungdes v(?) sio unicamente determinadas por u e denominadas derivadas generalizadas. Assim,
se u é suficientemente suave, os conceitos de derivada generalizada e classica coincidem. O espago de
Hilbert H* é construido completando-se S*(€2) com as fungdes obtidas pelos processos de limite (1.14)

e (1.15).
Empregando-se a notagao (1.5), o PVC (1.1) pode ser reescrito como [88],
3" (-1)FD¥(a;jDiu) = b (1.16)
lil.lsl<k

onde os coeficientes a;; sdo fungoes mensuraveis no sentido de Lebesgue [78, 88].
Multiplicando a equagdo anterior por v € V = {v;v € H*(Q),Bv = 0 em I'} em ambos os
lados, integrando e aplicando o teorema de Green para o termo do lado esquerdo, chega-se a seguinte

expressao,
T fa.-jD‘uDivdn:f bu dQ (1.17)
1<k 70 ?

ou ainda,
a(u,v) = l(v) (1.18)

A expressao anterior é a condigdo de minimo do funcional (1.2). Em (1.17), observam-se as formas
bilinear a(u,v) e linear I(v). A equagdo (1.1) representa a forma forte do PVC, enquanto (1.18) é a
forma fraca ou variacional correspondente.

Na equagao (1.17), as derivadas podem ser no sentido cldssico, caso u e v sejam suficientementes
suaves, ou generalizadas. Supondo b € Ly(2), define-se como solugao fraca de (1.1), a fungdo & € V
satisfazendo (1.17) para todo v € V. Observa-se que nao se exige suavidade para as fungdes u, v e
b, assim como para os coeficientes a;;, basta que sejam quadrado-integraveis. No entanto, caso estes
termos tenham regularidade suficiente, a solugao fraca coincide com a solugao classica de (1.1).
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Teorema de Lax-Milgran : se além das condigdes (1.3), as formas a(u,v) e [(v) possuem as
seguintes propriedades:

limitada : existem constantes p; e 7; tal que,

la(w, )| < pullullellelle (L) < nllvlle wveV (1.19)
coerciva ou v-eliptica : existe uma constante p, > 0 tal que,

a(u,u) > pellul[f (1.20)

entdo este teorema [2, 88] garante a existéncia e a unicidade da solugdo fraca % € V tal que,
a(i,v)=1l(v) VYveV . (1.21)
Além disso, se a forma a(-,-) é simétrica, ou seja,
a(u,v) = a(v,u) VYu,veV _ (1.22)

entdo a fungdo @ € o dnico minimo global do funcional (1.2).
Para o problema de elasticidade linear, a equagao diferencial ou forma forte é dada por,
divT(u) = fi (1.23)

onde T(u) é o tensor de Cauchy e f, representa as forgas de corpo.
A seguinte relagao constitutiva é vélida,

T(u) = DV*u (1.24)

sendo D e V?(-) os tensores de elasticidade de Green e de deformagao, respectivamente.
A forma bilinear correspondente a equagao (1.23) é dada por,

a(u,u)=]; Dv’w'um:/ﬂ D™'T(u) - T(v) d (1.25)

Em geral, torna-se impossivel obter a solugao classica u de (1.23), devido a fatores como a forma do
dominio, as condigdes de contorno e propriedades do material. Desta maneira, busca-se uma solugao
aproximada uy, através de algum tipo de discretizagdo. Supondo que as condigbes do teorema de
Lax-Milgram sejam satisfeitas, no método de Ritz-Galerkin seleciona-se um subespago Vi, C V de
dimensio finita N. Como Vj, é um espago de Hilbert, todas as condigdes do teorema sio sastisfeitas
ao se substituir V por Vj. Logo, a partir de (1.21) tem-se que,

a(un, va) = l(va) < min f(u) = f(un) Von € Vi (1.26)

Tomando-se uma base {qb,-}f__l para V}, ou seja, um conjunto de N fungdes linearmente indepen-
dentes, qualquer w € Vj possui a seguinte expansao,

N
w = Z wip; w; €R (1.27)

=1
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Substituindo (1.27) no funcional quadratico (1.2) e utilizando a linearidade de a(-, -) e {(), obtém-se

[2],

N N
uj¢j —10)" i)
i=1

‘-n.h
——
&

Il
Mlt—‘
/"'""_"“*-\
it

1N N
flu) = 3 Y wuja(di, d;) — ) uil(gi)
e i=1
F(u) = %uTAu—uTb (1.28)
onde,
Uy L(1) a(¢y, 1) a(d1,@2) ... a(d1,én)
. ‘btz - f(@?z) o G(¢2:,¢1) 0(‘252:,‘352) ﬂ(¢2;¢N) (1.29)
unN I((bN] a(¢~:¢1) G(¢’N,¢'2) a(éN:()ﬁN)

Observa-se que a matriz A é simétrica devido a condigdo (1.22). Como af(-,-) é coerciva tem-se
que,

u’Au= a(u,u) 2 Pc”u”i 20 p.>0

verificando-se que A é positiva-definida visto que uTAu = 0 se somente se u = 0.
Como min,y, f(u) = minyegn F(u), a condi¢do de minimo da expressdo (1.28) resume-se ao
sistema de equacgoes,

Au=b (1.30)

Considerando que os dominios dos problemas exato e aproximado coincidem, e como Vi, C V, a
equacdo (1.18) é valida para todo vy € Vj. Assim, subtraindo (1.26) de (1.18) com v = vy, obtém-se,

a(u—un,va) =0 VYo, € V4 (1.31)

ou seja, o erro e = u — uj € ortogonal, no sentido da forma bilinear a(-, -), & aproximagao uy.

No MEF, o dominio  é dividido em subdominios elementares (2. e tomam-se polinémios por
partes como fungées de base.

Como mencionado anteriormente, neste trabalho, serao apresentados métodos numéricos diretos,
iterativos e multigrid para a solugao do sistema de equagdes (1.30). Além disso, visando melhorar a
solugdo aproximada up, considera-se um algoritmo para estimar o erro e para problemas coercivos.
Acoplam-se entdo métodos multigrid e estimadores de erro definindo-se técnicas multigrid adaptaveis
onde as diversas malhas sdao geradas aplicando-se um estimador de erro.

1.2 Meétodos Numéricos para a Solugao de Sistemas de Equagoes

Para resolver o sistema de equagdes (1.30), pode-se empregar métodos diretos e iterativos. No
primeiro caso, a solugdo é obtida através de um nimero determinado de operagdes, modificando-se
os coeficientes da matriz A. J4 os métodos iterativos, a partir de uma solugio inicial u(®), realizam
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iteragoes sucessivas até que se atinja a solugao dentro de uma precisao especificada. Ambas as técnicas
possuem vantagens e desvantagens [2].

Tradicionalmente, os métodos diretos tém sido empregados para sistemas de ordem moderada,
devido a maior eficiéncia computacional dos mesmos. No entanto, a medida que se aumenta o nimero
de equagdes, os métodos iterativos tornam-se competitivos tanto em relagao ao nimero de operagoes
para a solugao de (1.30), quanto ao espago para armazenamento da matriz A e vetores auxiliares.

Assim sendo, no Capitulo 2 apresentam-se resultados da aplicagao de métodos diretos e iterativos
para a solugdo de sistemas de equagées, obtidos da aplicagao do MEF a problemas eldsticos lineares
bidimensionais. Estes resultados estio na forma do custo computacional e area de meméria.

Discutem-se, inicialmente, estruturas de dados em colunas ascendentes e esparsa para a matriz
A. Posteriormente, apresenta-se uma revisiao dos métodos direto de Gauss, iterativos estacionarios
(Jacobi, Gauss-Seidel, SOR e SSOR) e de aceleragao polinomial (Chebyshev e Gradiente Conjugado).
Observa-se que uma vasta literatura esta disponivel na area de métodos diretos e iterativos, podendo-se
citar [15, 16, 59, 82, 92, 102]. O Capitulo 2 esta baseado principalmente nas referéncias [15, 16, 59, 82].

A motivagao neste caso foi apresentar varias técnicas de solugdo do sistema (1.30), visando a
posterior comparagao dos mesmos com as técnicas multigrid discutidas no Capitulo 4.

1.3 Estimadores de Erros

Segundo [116], com a crescente aplicagao de softwares de elementos finitos na resolugao de proble-
mas de engenharia, trés preocupagoes relacionadas a utilizagao do método tem-se tornado relevantes:

e conhecimento;
e robustez;

e confiabilidade.

Em relagdo ao conhecimento, a preocupagao dirigi-se ac usuario do pacote. E fundamental que o
mesmo conhega claramente o problema fisico a ser estudado, tenha um bom dominio das ferramentas
disponiveis para efetuar a anélise (hardware + software) e nogoes basicas dos principios de mecanica.
Esses requisitos dirigidos ao usuario reduzem as chances de se cometer erros graves, como por exemplo
a definigdo das condigdes de contorno e tipo dos elementos, problemas comuns da andlise por elementos
finitos. Possibilitam ainda ao usuario maior clareza na modelagem e interpretagio dos resultados.

A preocupagao quanto a robustez dirige-se ao software empregado. O pacote deve garantir a reso-
lugao de problemas, sem que ocorram erros fatais e falhas do programa que inviabilizem ou fornegam
respostas incoerentes. Também é interessante que o software nao exija do usuario excessivo conheci-
mento numeérico, dificultando a sua aplicagao.

Finalmente, o aspecto da confiabilidade diz respeito a expressividade dos resultados obtidos. Uma
malha de elementos finitos muito refinada pode levar a resultados com uma precisdo maior do que a
requerida. Neste caso, o tempo de processamento pode ser muito grande, necessitando-se ainda de um
espago de memoria consideravel. Por outro lado, uma malha grossa pode implicar num erro elevado,
tornando os resultados inexpressivos. Dai surge a motivagao de se trabalhar com estimadores de erros
e malhas adaptaveis. Os estimadores de erros permitem, a partir de uma analise inicial, determinar
o erro relacionado aos resultados obtidos. Entao, com base nestes dados, a malha é refeita (total ou
parcialmente) com o objetivo de reduzir e distribuir uniformemente o erro referente aos resultados. O
processo é iterativo até que o erro esteja dentro da precisao requerida ou se atinja um nimero maximo
de refinamentos especificado.

O refinamento da malha pode ser feito de 4 formas:
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refinamento r : os nés da malha sao simplesmente realocados;
refinamento h : envolve a redefinicao no tamanho dos elementos;

refinamento p : mantém-se a mesma malha, aumentando-se, no entanto, o grau das fungdes de
forma dos elementos, geralmente através de polindmios hierarquicos;

refinamentos mistos : sao composigdes dos tipos anteriores, como por exemplos, refinamentos hp e

ph.

O problema bésico de uma andlise adaptdvel por elementos finitos pode ser definido a partir da
equagdo (1.31). Dada uma uma tolerancia 7 > 0, deve-se encontrar uma malha com solugao u, tal
que uma certa norma do erro ||¢|| satisfaga a relagio,

llel| = [lu—ual| < 7 (1.32)
Um algoritmo genérico de anélise adaptavel pode ser resumido como [103]:

1. para k = 0, definir uma malha 7i = 7o representando razoavelmente a geometria do problema;
2. resolver o problema discreto para 7g;
3. para todo elemento T' € Ty, calcular a estimativa a-posterior: do erro;

4. se o erro global estimado é aceitavel, entao interrompe-se o processo. Caso contrario, refinam-se
os elementos necessarios, definindo uma nova malha 74+;. Retorna-se ao passo 2, substituindo
k por k+ 1.

Como é de conhecimento, as singularidades de um problema afetam a precisdao da solugao apro-
ximada. Assim, torna-se importante nao apenas identificar as regiGes singulares do dominio, mas
também obter um balango razoavel entre as regides refinadas e as demais dreas visando atingir uma
precisdo 6tima.

Uma outra questdo fundamental é a determinagao de estimativas confiaveis para a solugao apro-
ximada. Para isso, pode-se empregar estimativas de erro a-prior: provenientes da anélise de erros em
elementos finitos. Porém, para este caso, tem-se apenas um comportamento assimptético do erro e
assume-se regularidade da solugdo, impossibilitando o tratamento de singularidades. Desta maneira,
aplicam-se os estimadores a-posteriori obtidos a partir da solugao u, e dos parametros do problema.

Naturalmente, o custo do estimador a-postertiori deve ser inferior ao da analise. Além disso, o
estimador deve ser local e fornecer limites inferior e superior para a norma do erro. Observa-se
que limites superiores globais sdo suficientes para se obter uma solugao numérica com uma precisdo
menor que uma tolerancia especificada. Ja os limites inferiores locais asseguram que a malha estd
corretamente refinada, viabilizando a obtengdo de uma solugdo numérica para uma dada precisdo
empregando um nimero minimo de pontos [103].

Para problemas coercivos, os estimadores a-posteriort sao, em certo sentido, equivalentes e fornecem
limites inferior e superior para o erro de discretizagao em elementos finitos, sendo classificados como
(103]:

métodos de ponderagao : a partir da solugdo aproximada uj, emprega-se uma técnica local de
extrapolagdo ou ponderagao, visando determinar melhores estimativas para as derivadas da
solugdo [112];
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técnicas de residuo : determinam o erro a partir de uma norma adequada de u em relagao a forma
forte do PVC [4, 5];

solugao de problemas locais : resolvem problemas discretos locais mais simples que o problema
original, estimando o erro a partir de normas apropriadas das solugdes locais [5];

bases hierarquicas : calculam o residuo de uy com respeito a uma outra base de ordem mais alta
ou em relagdo a uma malha mais refinada [114].

No Capitulo 3, considera-se o estimador de erro Zhu-Zienckiewicz para problemas coercivos,
baseado num método de ponderagdo, sendo aqui denominado ZZ [112]. De forma geral, este es-
timador determina uma melhor aproximagao para a derivada de u,. A partir dai, calcula-se uma
estimativa global pela superposigdo de erros locais nos elementos, possibilitando identificar aqueles
elementos a serem refinados.

Uma andlise mais rigorosa deste algoritmo supondo suavidade na solugido do PVC esta apresentada
em [3]. Tem-se ainda uma classe de estimadores de projegio empregando produtos internos com
ponderagao, permitindo alcangar um comportamento assimptoticamente exato para os estimadores.
Dentre algumas aplicagoes do procedimento ZZ, além de de elasticidade [112], destacam-se problemas
de conformagao [113], estratégias adaptaveis do tipo hp empregando polinémios hierarquicos [114] e
flexdo em placas [115]. Em [62], apresenta-se uma dedugao analitica da matriz de rigidez de triangulos
hierarquicos de 3 nés, além de expressoes para o estimador de erro baseado em ZZ.

Observa-se que atualmente os procedimentos adaptaveis tém se tornado fundamentais na aplicagao
do MEF em problemas de engenharia. Assim, torna-se essencial validar os vérios estimadores de
erro disponiveis, identificando as suas capacidades e limitagGes. Nas referéncias [7, 8], apresentam-se
metodologias computacionais para esta finalidade no caso de problemas lineares elipticos.

A qualidade e a confiabilidade da estimativa de erro para as técnicas de ponderagao dependem
fundamentalmente do critério adotado para recuperar as derivadas da solugao aproximada. Em [111],
apresentam-se algumas estratégias para esta finalidade, considerando um problema unidimensional,
sendo deduzidos estimadores baseados em residuos idénticos aquele dado em [6]. Desenvolveram-se
vérios outros recuperadores de derivadas ou tensdes [44, 105, 106, 112, 117], os quais serdo apresentados
no Capitulo 3. Neste caso, o objetivo principal deste trabalho é realizar uma comparagao de alguns
recuperadores e aplicar o estimador ZZ juntamente com algoritmos multigrid.

1.4 Meétodos Multigrid

Uma forma de aumentar o desempenho dos métodos iterativos é utilizar uma melhor aproximagao
inicial. Para isso, pode-se realizar itera¢ées numa malha grossa e transferir o resultado para a malha
original adotada na solugdo do problema considerado. Como a malha grossa possui um nimero menor
de variaveis, o custo de uma iteragao é bem inferior comparado com aquele da malha fina. Esta
estratégia foi apresentada em [96], sendo denominada relaxagao em grupo, tendo-se a sua origem ja
em 1920.

O procedimento anterior considerava apenas duas malhas, sendo por isso conhecido como método
de 2 niveis. A idéia de se trabalhar com varios niveis foi introduzida em [45], sob o ponto de vista
tedrico, sendo posteriormente generalizada para problemas elipticos de segunda ordem em [9]. No
entanto, a eficiéncia alcangada era ainda inferior em relagao a outros algoritmos empregados na mesma
época.

Os primeiros procedimentos multigrid completos estao descritos em [28, 75] para o caso de diferengas
finitas. Obteve-se um custo para a solugdo dos sistemas de equagdes proporcional ac numero de
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variaveis N, ou seja, com uma ordem 6tima O(N) para N grande. Esta mesma ordem foi demonstra-
da em [11, 56, 76| para problemas elipticos tratados com elementos finitos, estando alguns aspectos
préticos, incluindo exemplos singulares e indefinidos, dados em [77]. J& em [29], h4 uma sintese
de varios aspectos dos métodos multigrid, incluindo uma revisao histérica mais detalhada, tendo-se
tornado uma referéncia padrao.

Desde entao, verifica-se um grande numero de trabalhos em métodos multigrid, abordando tanto
aspectos formais quanto aplicagGes, ndo apenas na solugdo de PVC'’s, assim como reconhecimento
de imagens, controle, otimizagao, dentre outras areas. Alguns livros estdo disponiveis tais como
[31, 57, 58, 69, 70, 79]. Além disso, tem-se a rede MGNet (ftp casper.cs.yale.edu) armazenando
artigos, teses, programas, informacdes gerais, além de um arquivo com uma grande quantidade de
referéncias, constantemente atualizado.

No que se refere a solugdo de PVC via técnicas multigrid, utilizam-se varias malhas de elementos
ao invés de uma tinica malha como nos métodos numéricos convencionais. O objetivo basico é acelerar
a taxa de convergéncia dos métodos iterativos estaciondrios, sendo os métodos multigrid classificados
como procedimentos de aceleragao nao-polinomial. Observa-se que entre os algoritmos polinomiais,
destacam-se Chebyshev e Gradiente Conjugado.

Os métodos multigrid possuem dois elementos principais, esquematizados na Figura 1.1, ou seja,
iteragoes aninhadas e corre¢do de malha grossa. Como pode ser observado na Figura 1.1, empregam-se
operadores do tipo I;7 e I:;‘ para transferir informagGes entre as malhas.

Como mencionado anteriormente, uma melhor aproximagao inicial para as técnicas iterativas pode
ser obtida realizando relaxacGes preliminares numa malha mais grossa, mapeando o resultado como
solugéo inicial para a malha adotada no estudo do problema. Para uma sequéncia de malhas, tem-se
um processo recursivo, onde o resultado de iteragdes iniciais numa malha grossa é utilizada como
aproximagao na malha seguinte. Este procedimento é denominado iteragées aninhadas.

Por outro lado, dada uma aproximagao v para a solugdo u do sistema de equagdes (1.30), o erro
algébrico é dado por,

e=u-v (1.33)

Em geral, u nao é conhecido, impossibilitando utilizar a norma do erro ||e|| como critério de
convergencia. No entanto, o residuo

r=b-Av (1.34)

pode ser calculado, indicando o quanto a aproximagao v deixa de satisfazer a equagao (1.30).

Verifica-se que o erro algébrico e o residuo estdao diretamente relacionados, pois a partir das ex-
pressdes (1.33) e (1.34) tem-se que r = 0 se e somente se e = 0. Além disso, reescrevendo (1.34) como
Av = b —r e subtraindo de (1.30) vem que,

A(u—-v)=r = Ae=r (1.35)

A expressao (1.35) é denominada equagao do residuo, indicando que o erro e satisfaz o mesmo
conjunto de equagdes que a solugdo u quando b é substituido por r.

Assim, dada a aproximagao v, obtida por algum método iterativo, pode-se calcular o residuo r em
(1.34). Para melhorar v, determina-se o erro e via equagdo do residuo (1.35) e corrigi-se a solugio
u como u = v + e. Observa-se que o custo para a solugio exata de (1.35) é da mesma ordem do
sistema original (1.30), tornando invidvel a aplicagdo do procedimento anterior. Entretanto, como
sera visto posteriormente, busca-se a solugao na malha fina, empregando-se os demais niveis apenas
como esquemas de corregdo, ndo havendo a necessidade de resolver de forma exata as respectivas
equagdes de residuo nestas malhas.
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Figura 1.1: Elementos principais dos esquemas multigrid.
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Figura 1.2: Refinamentos em malhas aninhadas e ndo-aninhadas.

Este tipo de procedimento é adotado em métodos multigrid padrao, pois excetuando a malha mais
fina, em todas as demais resolve-se uma equagdo de residuo analoga a (1.35). Partindo-se da malha
mais grossa, o erro e é utilizado como corregdo para o nivel seguinte até atingir a malha mais fina.
Esta estratégia é conhecida como corre¢do de malha grossa.

Todo o desenvolvimento inicial em métodos multigrid e a maioria dos trabalhos até entao publicados
assumem que as malhas sdo aninhadas (nested). Esta condigao estd ilustrada na Figura 1.2 para o
caso de elementos triangulares. Verifica-se que os nds do elemento sem refinamento estao presentes no
triangulo refinado. De forma anéloga, as malhas da Figura 1.1 também sao aninhadas.

Esta hipdtese permite simplificar os operadores de transferéncia entre malhas e varios teoremas
garantindo a convergéncia dos esquemas multigrid, com ordem 6tima de solugao, foram demonstrados
para alguns tipos de problemas [31, 57, 58, 69, 70, 79]. Além disso, como sera visto no Capitulo 4, a
partir dos operadores de transferéncia, tem-se uma relagao variacional entre as matrizes dos sistemas
de equagdes de cada nivel.

Algoritmos adaptéveis para malhas aninhadas também estao descritos na literatura [12, 28, 29].
Em geral para casos bidimensionais, as técnicas de refinamento subdividem em 4 aqueles elementos nos
quais se verificam erros pronunciados, como exemplificado na Figura 1.2. Algumas condigdes devem
ser obedecidas para garantir a compatibilidade da malha e evitar a criagdo de elementos distorcidos
[12, 29]. Para casos tridimensionais, esta tarefa é bem mais complexa, ndo sendo possivel em geral
a subdvisio de um tetraedro regular em 8 elementos também regulares [17, 108]. Uma outra linha
de algoritmos refere-se aos métodos multigrid algébricos [30], onde se especifica apenas a matriz do
sistema de equagdes a ser resolvido.

Em geral nos métodos multigrid, empregam-se fungdes de forma lineares nas aproximagdes por
elementos finitos. Para aumentar a ordem de interpolagéo, utilizam-se algoritmos hierarquicos como
em [48, 90]. Particularmente em [90], discute-se um procedimento baseado numa técnica de extrapo-
lagdo. Partindo-se da malha grossa, aplicam-se refinamentos sucessivos, subdivindo-se cada elemento
de forma regular como ilustrado na Figura 1.2. Apenas no caso de elementos com angulos obtusos, a
subdivisio é feita em 6 triangulos [90], permtindo obter espagos de aproximagao realmente aninhados.
Através do conceito de extrapolagio, demonstra-se que a matriz de um elemento quadratico pode
ser escrita como uma combinagdo das matrizes dos elementos lineares. Define-se uma transformagao
hierdrquica, onde devido a forma de construgao das malhas, as varidveis grossas estdo presentes na
malha fina. Além disso, os valores iniciais das incognitas introduzidas no processo de refinamento,
situadas no meio da aresta do elemento, sdao dadas pela média dos respectivos valores dos vértices do
elemento na malha grossa. As relaxagoes sao feitas de forma global em todas as varidveis de cada
nivel.

Isto permitiu introduzir técnicas multigrid completamente adaptaveis [91], ndo apenas no refina-
mento das malhas, mas também efetuando relaxagoes de forma local nos pontos onde se verifica uma
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variagao maior no residuo, assim como no calculo dos operadores. No entanto, aplicam-se nestes casos
estruturas de dados mais complexas [64, 91].

Vérios programas tém sido implementados permitindo tratar problemas lineares e nao-lineares,
considerando ainda estratégias adaptdveis em malhas nao-uniformes, podendo-se citar por exemplo
PLTMG [13] e KASKADE [36]. No entanto, estes programas trabalham com espagos de aproximagao
aninhados.

Desta forma, assume-se uma certa estrutura fixa para a malha fina, dificultando a aplicagao de
técnicas multigrid a problemas praticos de engenharia, os quais possuem contornos complexos. Para
evitar esta limitagao, pode-se empregar métodos algébricos ou malhas nao-aninhadas, como ilustrado
na Figura 1.2.

Esta tltima condigao foi aplicada para problemas de escoamento de fluidos em [67, 68, 81]. Nestes
trabalhos, dada a malha fina, geram-se automaticamente os niveis intermediarios através de algoritmos
frontais e de Delaunay. A partir dai, aplicam-se estratégias multigrid para a solugdo das equagdes de
Poisson e Navier-Stokes. Assume-se que o nimero de variaveis da malha fina é suficientemente grande,
tornando desprezivel o custo de geragao das malhas comparado com a solugao do problema. Além
disso, estruturas de dados adequadas sdo utilizadas para transferir informagdes entre as malhas.

A convergéncia dos métodos multigrid em malhas nao-aninhadas foi inicialmente discutida em
[37] e posteriormente em [27, 94, 108, 109]. Neste trabalho, as formas dos operadores e das ma-
lhas empregadas procuram respeitar as condigdes estabelecidas nestas referéncias, garantindo assim a
convergéncia dos métodos multigrid, como sera apresentado no Capitulo 4.

Algumas estratégias multigrid tém sido aplicadas em problemas de elasticidade [32, 42, 48, 61, 85].
Em [42], apresenta-se um método em dois niveis para elasticidade plana com malhas aninhadas.
Discutem-se aspectos relativos a selegio do esquema e do fator de relaxagao, a influéncia da forma
e do niimero de nés do dominio, dos valores das propriedades do material e uma comparagiao com o
método direto de Gauss.

Na referéncia [61], as estruturas sdo discretizadas com cubos quadriticos de 20 nés, gerando-se
malhas aninhadas através de um critério adaptavel. Para isso, toma-se a diferenga entre as forgas
internas e de corpo em cada elemento, desprezando-se a descontinuidade de tensao, devido ao uso de
elementos quadraticos. As relaxagbes sdo efetuadas de forma local, apenas nas varidveis correspon-
dentes aos elementos refinados, através de um algoritmo de Gauss-Seidel modificado. Esta estratégia
foi implementada no programa denominado LAME (Local Adaptive Multigrid for Elasticity).

A defini¢do de malha grossa é substituida em [32] por um modelo de agregagao baseado em con-
ceitos de corpos rigidos. Dada a malha fina, a qual pode estar constituida por elementos de tipos
distintos, efetua-se a divisdo dos nés em grupos ou agregados, sem intersegdo entres os mesmos,
estabelecendo-se varidveis independentes para cada agregado. Para o caso de multigrid, grupos de
niveis intermediarios sao tratado como nés. Aplica-se como esquema de relaxagao o procedimento de
Gradiente Conjugado Quadrado [15, 32] com um pré-condicionador em varios niveis. Um programa
computacional, denominado FEAGS (Finite Element Aggregation Solver), implementa este algoritmo
de agregagao em multiplo niveis [32].

Em [48], apresenta-se uma estratégia multigrid adaptdvel com refinamento hp. Neste caso, gera-
se uma malha com tetraedros lineares e resolve-se o respectivo sistema de equagoes de forma direta.
Empregando fungdes hierarquicas, passa-se para uma malha quadratica incluindo nés no meio da aresta
dos elementos lineares. Desta maneira, tem-se um algoritmo aninhado em dois niveis, sendo a malha
grossa usada como corre¢ao para a quadrética, realizando-se nesta iltima relaxagoes do tipo SOR. O
critério de parada estd baseado no erro relativo entre duas solugdes quadraticas sucessivas. Caso nao
haja convergéncia, emprega-se um estimador de erro através da energia de distorgao da diferenga entre
as solugdes linear e quadrética, refinando-se a malha linear de forma A e reinicializando o algoritmo.

Este método foi estendido e utilizado num sistema automatico de analise denominado SAFES (Self-
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Adaptive Finite Element System) [85], baseado numa decomposigao espacial recursiva do dominio do
problema. Basicamente, tem-se uma unica estrutura de dados em arvores octaédricas para a geragiao
da malha, analise e refinamento adaptavel. Visto que cada folha da arvore representa um conjunto de
elementos da malha, trata-se a mesma como uma subestrutura, permitindo efetuar uma condensacgio
de varidveis nas folhas em cada nivel topolégico da arvore. Alcangando de forma recursiva o topo,
tem-se a estrutura representada apenas em fungao dos nés de contorno. Este procedimento é usado na
solugdo direta da malha linear. De forma andloga, desenvolveu-se uma variante hierarquica do método
SOR aplicada a malha quadrética [84, 85].

Uma outra estratégia usando conceitos de agregagao ou aglomeragdo com volumes finitos, visando
a simulagdo de fluxos através da equagao de Poisson com termos convectivos e difusivos, pode ser
encontrada em [60]. No caso unidimensional, os coeficientes das matrizes dos vérios niveis sio obtidos
através de um processo de Galerkin, onde duas linhas consecutivas sio somadas, identificando-se
as duas varidveis finas correspondentes com apenas uma incégnita da malha grossa seguinte. Esta
idéia pode ser estendida para casos bi e tridimensionais. No entanto, no caso difusivo tem-se uma
inconsisténcia, a qual é corrigida multiplicando-se os termos viscosos por um fator empirico. Uma
aplicagao de métodos multigrid em problemas de contato estd discutida em [63].

Neste trabalho, consideram-se métodos multigrid aplicados a problemas elasticos com espagos de
aproximagao lineares e nao-aninhados. Em relagao as referéncias [67, 68, 81|, tem-se operadores de
transferéncia entre malhas distintos, além de estruturas de dados mais eficientes. J4 nos trabalhos
(32, 48, 61, 84], formas distintas de espagos aninhados estdo presentes. Particularmente em [48, 61, 84],
o emprego de malhas quadraticas das maneiras descritas, pode gerar sistemas de alta ordem sem
garantias de se gerar uma malha étima para a solugdo do problema com uma certa precisdo, devido
por exemplo ao critério de refinamento adotado em [48].

Observa-se que a presenga de procedimentos realmente automaticos para a geragao de malhas
(35, 43] é de fundamental importancia. Foi possivel ndo apenas obter malhas adequadas para as
estratégias multigrid, assim como tratar dominios com geometrias complexas. Em relagdo a algoritmos
multigrid adaptaveis, pode-se partir da malha grossa e aplicar estimadores de erros, visando obter uma
sequéncia de malhas mais adequadas para a solugdo do problema dentro de um certo erro percentual
dado, automatizando o processo de anélise.

Todos estes conceitos serao discutidos no Capitulo 4. Inicialmente, apresenta-se um estudo espec-
tral do comportamento dos métodos iterativos estacionarios. Posteriormente, discutem-se os principais
elementos das técnicas multigrid, além de operadores de transferéncia e a recuperagao das informagdes
entre malhas, assim como alguns algoritmos, incluindo casos adaptaveis, e seus custos computacionais.
Aspectos de convergéncia e uma forma variacional dos operadores sao também considerados. Final-
mente, resultados de aplicagdes bi e tridimensionais sio apresentados e as performances comparadas
com métodos direto e iterativos.

1.5 Programacgao por Objetos em Elementos Finitos

A implementagao computacional dos métodos numeéricos para a analise de problemas de engenharia
é de fundamental importancia. Sob o ponto de vista do usuario, o programa deve possuir uma
interface simples de utilizagao, ser confidvel e eficiente. No que se refere a implementagao, desejam-se
caracteristicas como modulagao, extensibilidade, facil manutengao, dentre outras.

Apesar de virios progressos, a produtividade no desenvolvimento de softwares ainda é pequeno,
comparado ao crescimento vertiginoso da industria de hardware nos dltimos tempos. Desta maneira,
torna-se essencial disciplinar a implementagao de programas aplicando por exemplo conceitos de en-
genharia de software [86]. No caso do meio cientifico, estes requisitos sdo importantes para uma maior
qualificagao dos programas, evitando a repetigao de procedimentos em cada trabalho realizado. Desta
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forma, através de uma maior organizagao, pode-se ter uma base sélida de programas, permitindo a
rapida simulagdo no estudo de novos problemas.

O modelo de programagao orientada por objetos [18] tem possibilitado aumentar a produtividade
no desenvolvimento de programas. Alguns conceitos deste paradigma estdo apresentados no Apéndice
A. Basicamente, identificam-se os agentes principais da base de conhecimento a ser reprentada no
programa. Estes agentes ou objetos possuem atributos e um conjunto de métodos descrevendo as
caracteristicas e os comportamentos de interesse. Assim, num programa tem-se um conjunto de objetos
implementados através de classes, as quais constituem-se em moldes para a definigdo dos objetos como
instancias de uma classe. Por sua vez, duas instancias diferem entre si pelos valores atribuidos as suas
varidveis. Desta maneira, as classes sdo a unidade basica de modulagao num sistema por objetos.

Os objetos se comunicam através do envio de mensagens, as quais especificam apenas a agdo a
ser feita, sendo responsabilidade do objeto receptor interpreta-la e executar o conjunto de operagoes
correspondente, retornando o resultado para a instancia que emitiu a mensagem. Logo, numa classe
tem-se o encapsulamento da informacgao, a qual pode ser acessada apenas através do envio de uma
mensagem para o método desejado. Observa-se ainda que a uma mesma mensagem pode corresponder
diferentes procedimentos dependendo da classe receptora. Por exemplo, a operagdo + para matrizes
representa uma adigao usual, enquanto para um conjunto de caracteres poderia significar concatenagao.
Esta caracteristica é denominada polimorfismo.

Além disso, tem-se o conceito de heranga permitindo especializar a informagao ao longo de uma
hierarquia de classes, onde aquelas situadas em niveis mais baixos herdam as caracteristicas (dados
+ métodos) daquelas classes situadas acima. Assim, é possivel estender ou reutilizar classes em
varias aplicagdes, bastando acrescentar apenas as variaveis e métodos necessarios para descrever a
especializagdo desejada.

A principal diferenga do paradigma por objetos é a proximidade com os conceitos do mundo
real a ser implementado no programa. Ao contririo do modelo por procedimentos, onde se isolam
os comportamentos através de subrotinas, tem-se entidades préprias descrevendo as suas principais
caracteriticas através de variaveis e métodos.

Estes conceitos tém sido aplicados na andlise estrutural de problemas de engenharia, podendo-se
citar alguns trabalhos iniciais [18, 47, 49, 50, 53, 73, 120]. Um dos primeiros programas implementados
estd discutido em [50], usando a linguagem Object NAP baseada em rotinas em C e Pascal. Em (73],
apresentam-se conceitos gerais de programacgio por objetos, incluindo aspectos sobre concorréncia,
processamento distribuido e banco de dados, além de um programa para analise por elementos finitos
implementado com uma extensao da linguagem LISP, denominada Flavors.

Conceitos do modelo por objetos aplicados ao MEF sio também discutidos em [120], apresentando-
se uma extensiao da hierarquia de classes da linguagem Smalltalk para o caso do MEF. Detalhes de
implementagio deste programa protétipo estao dados em [40]. Devido a baixa eficiéncia do ambiente
Smalltalk, desenvolveu-se em [41] uma versao em C++ [65] do mesmo programa. Uma extensdo para
o tratamento de problemas de plasticidade estd dada em [72].

Aplicagoes da linguagem C++ com diferentes enfoques também podem ser encontradas em [87,
89, 93]. Em [107], tem-se uma hierarquia de classes para o tratamento de vérios tipos de matrizes
tais como simétrica, esparsa, coluna, dentre outras, além de uma série de classes para o tratamento de
entidades do MEF. J4 em [33], tem-se um ambiente em C++ constituido de um interpretador e um
médulo de execugido. Através de uma linguagem interpretada, pode-se especificar interativamente os
parametros do modelo de elementos finitos e da solugao. Exemplos de problemas lineares e nao-lineares
séo resolvidos.

Em [1, 104] apresentam-se aspectos da programagao por objetos aplicados a andlise numérica,
representagao grafica das classes, bancos de dados, incluindo ainda a aplicagao destes conceitos na
implementagao de um programa para o tratamento de laminas de materiais compostos. Além disso,
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aspectos de inteligéncia artificial sdo também abordados em conjunto com a analise estrutural. Esta
tematica também é discutida em [100, 101], apresentando uma série de ferramentas computacionais
para automatizar o processo de analise, fornecendo uma base de conhecimentos e sistemas especialistas
para auxiliar a especificagdo de parametros da andlise, interpretagdo dos resultados, procedimentos
adaptdveis, tratamento de erros, dentre outros. O objetivo basico é acumular um conjunto de conhec-
imentos de um especialista, auxiliando o usuario comum na simulagido computacional de problemas
mecanicos, tornando o ambiente de analise mais inteligente.

Um grande esforgo no desenvolvimento de programas para engenharia estrutural tem sido reali-
zado por pesquisadores do LNCC, comegando com a linguagem Fortran [46], passando para C [53]
e finalmente utilizando o modelo de programacao orientada por objetos [35, 43, 47, 54] através da
linguagem C++. De forma geral, tem-se bibliotecas de classes e procedimentos para bancos de dados,
tratamento de erros, estruturas de dados, manipulagao de matrizes e vetores, rotinas matematicas,
além de um conjunto de classes para analise linear por elementos finitos

A contribuigao deste trabalho esta relacionada a uma nova proposta de organizacio das classes
para elementos finitos baseada no conceito de tipos parametrizados disponiveis em C++; a inclusdo
de matrizes esparsas juntamente com métodos de Gauss e iterativos; procedimentos multigrid para
problemas bi e tridimensionais, além de alguns recuperadores de tensdo. No Capitulo 5, apresentam-se
as principais caracteristicas das classes implementadas. Consideram-se ainda os sistemas SAFE [54] e
SAT [51, 80, 98] para andlise de problemas elasticos bidimensionais.

1.6 Contribuicoes do Trabalho

A partir do exposto nas segdes anteriores, consideram-se os seguintes aspectos como contribuigdes
principais deste trabalho:

e a comparagiao de métodos diretos e iterativos para sistemas de equagdes, tomando-se como
exemplos problemas elasticos lineares bi e tridimensionais;

e a revisao de recuperadores de tensao aplicados em conjunto com o estimador ZZ;

e métodos multigrid em malhas nao-estruturadas e nao-aninhadas, possibilitando a solugdo de
problemas com contornos complexos, alcangando uma ordem 6tima de solugao O(N) para pro-
blemas tridensionais;

e a defini¢dao de estratégias multigrid adaptaveis, onde partindo-se de uma malha grossa, torna-se
possivel obter uma solugao aproximada com um erro percentual dado, sendo o custo de solugio
dos sistemas de equagdes inferior em relagido aos métodos diretos e iterativos considerados neste
trabalho;

e aaplicagao de conceitos de programagao por objetos em elementos finitos, permitindo desenvolver
programas eficientes e de boa qualidade;

e a apresentagiao de ambientes de andlise para problemas elasticos bidimensionais, integrando de
forma efetiva ferramentas para a definigao de contornos, geragido automatica de malhas, métodos
de solugdo eficientes, andlise adaptavel e visualizagdo de resultados.

Observa-se que todas as conclusdes apresentadas ao longo do trabalho, referem-se a problemas
lineares e elipticos, em particular o caso de elasticidade. Apesar dos algoritmos discutidos poderem
ser aplicados a outros tipos de problemas, as conclusGes nao sao necessariamente extensiveis de forma
direta para outros casos, tornando-se importante realizar uma analise mais préxima do problema
considerado.



Capitulo 2

METODOS NUMERICOS PARA A
SOLUCAO DE SISTEMAS DE
EQUAGOES LINEARES

O objetivo principal deste capitulo é realizar uma anélise comparativa entre alguns métodos diretos
e iterativos para a solugao do sistema de equagdes (1.30), tomando-se o niimero de operagdes e o espago
de memdria. Como estes parametros dependem do tipo de armazenamento da matriz A, discutem-se,
inicialmente, estruturas de dados para esta finalidade [2, 15, 16].

Nas segoes 2.2 a 2.7, tem-se uma revisao dos métodos direto de Gauss, algoritmos iterativos
estaciondrios (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR), procedimentos de aceleragao polinomial (Cheby-
shev e Gradiente Conjugado) e critérios de convergéncia [2, 15, 16, 59, 82]. Para todos os métodos,
consideram-se algoritmos simbdlicos com a implementagao dos mesmos, seguindo as notagdes dadas
em [2, 15].

Apresentam-se resultados da aplicagao destes métodos para 3 problemas planos. Foram geradas
4 malhas para cada um destes exemplos, tomando-se um numero crescente de equagdes. Finalmente,
considera-se um problema de fratura com forte singularidade discretizado por malhas com até mais
de 55.000 variaveis.

2.1 Estruturas de Dados para a Matriz do Sistema de Equagodes

Visando alcangar eficiéncia na solugao do sistema de equagdes (1.30), torna-se essencial empregar
estruturas de dados adequadas para a matriz A. Deve-se procurar armazenar o niumero minimo de
elementos necessérios para a resolugdo de (1.30), através de um método direto ou iterativo, reduzindo
assim nao apenas o espago de memdria, mas também o nimero de operagoes.

Como a matriz A é simétrica, armazena-se apenas a sua parte triangular superior ou inferior. No
entanto, em geral, os elementos nao-nulos de A estao confinados no interior de uma banda formada
pelas diagonais principal e secundarias. Para uma matriz simétrica, denomina-se semibanda o conjunto
de elementos na parte superior, ou seja, os termos a;; tais que 0 < j — i < 3 onde § é a metade da
largura de banda [82]. Desta maneira, no armazenamento em banda cada linha da matriz possui
B3 elementos. Torna-se importante empregar algoritmos para a renumeragao 6tima dos nés, visando
reduzir 3 e por conseguinte a demanda computacional em termos de memdria e niimere de operagdes
[2, 34, 52, 66, 82, 97].

A maioria dos elementos na banda da matriz sdo iguais a zero. Para contornar esta deficiéncia,
utiliza-se o armazenamento em colunas ascendentes (skyline), onde a largura de banda é varidvel
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Figura 2.1: Armazenamento da matriz A: a) simétrica; b) banda; c) colunas ascendentes; d) esparsa.
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Figura 2.2: Estruturas de dados para matrizes em colunas ascendentes e esparsa.

[15, 16]. Entretanto, ainda a maior parte dos elementos sdo nulos. Devido a esparsidade das matrizes
provenientes da aplicagdo do MEF, obtém-se um ganho significativo em eficiéncia utilizando-se estru-
turas de dados para matrizes esparsas, onde apenas os elementos nao-nulos sdo considerados. Para
isso, tem-se varias estruturas esparsas, cujas finalidades dependem das caracteristicas do problema em
estudo [15, 82].

A Figura 2.1 mostra todos os tipos de armazenamento da matriz A discutidos anteriormente. Neste
trabalho, foram adotados os armazenamentos em colunas ascendentes e esparso, estando as estruturas
de dados ilustradas na Figura 2.2 para um exemplo simples.

No caso de colunas ascendentes, tem-se os vetores a para os elementos da matriz e maxa com os
indices de a correspondentes aos termos da diagonal principal [16]. Este ultimo vetor contém N + 1
posigdes e a diferenca entre os elementosi+1e ¢ (i =1,..., N) fornece o niimero de elementos m; da
coluna i. Por sua vez, a altura da coluna 7, denotada por m?, é dada por mY = m; — 1, ou seja, nio
se considera o elemento da diagonal principal.

Para matriz esparsa, utiliza-se o Armazenamento Comprimido por Linhas [2, 15]. Este esquema é
bastante simples e armazena estritamente apenas os elementos nao-nulos da matriz. Sao necessarios
um vetor a para os coeficientes, outro denominado col com os indices das colunas, além do vetor diag,
analogo ao maxa, com os indices de a correspondentes aos termos da diagonal principal da matriz.
Uma das desvantagens deste formato é o enderegamento indireto para o acesso aos elementos de uma
linha. Uma estrutura de dados anédloga, denominada Armazenamento Comprimido por Colunas [15],
é recomendada caso se deseje manipular as colunas ao invés das linhas da matriz.

Observa-se que o uso de métodos iterativos com matrizes esparsas nao requer a renumeragao 6tima
das equagdes. No entanto, para colunas ascendentes de forma geral e métodos diretos em matrizes
esparsas é fundamental determinar uma numeragao 6tima, visando reduzir a demanda de memédria e
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processamento. No caso de colunas ascendentes, empregou-se o algoritmo de Cuthill-Mckee [34, 66].
Ja para matrizes esparsas, utilizou-se a técnica de grau minimo [52, 97].

Denota-se por m a altura média das colunas para a estrutura em colunas ascendentes ou o niimero
de médio de elementos por linha na parte superior da matriz esparsa. Da mesma maneira, mf" denota
a altura da coluna 7 ou o nimero de elementos na matriz esparsa desconsiderando o termo da diagonal
principal. Estas constantes estio relacionadas por m = Y"I¥, mY/N +1.

Verifica-se que para as duas estruturas de dados consideradas, necessitam-se, respectivamente,
N + 2:11 m?r = Nm e (N + 1)/2 posigdes de meméria com precisdo dupla para os vetores a e
maxa/diag. Para matriz esparsa, tem-se ainda o vetor col de nimeros inteiros ocupando a metade
do armazenamento de a, ou seja, Nm/2 posigoes.

Neste trabalho, uma operagao de ponto flutuante (flop — floating operation) sera entendida como
uma multiplicagdo/divisio seguida geralmente de uma adigao/subtragao.

2.2 Métodos Diretos

Os métos diretos para a solugao de (1.30) estao baseados na eliminagao de Gauss. Pode-se citar
outras técnicas derivadas deste procedimento, tais como a decomposigao de Cholesky e o algoritmo de
Gauss-Jordan [16, 82].

No método de Gauss, as equagdes do sistema sao modificadas em passos sucessivos até que a
solugio seja encontrada [82]. Para isso, a matriz A é fatorada como,

A=L'U (2.1)

onde L' e U s3o matrizes triangulares inferior e superior, respectivamente, sendo a diagonal de U
unitaria.

Frequentemente, a matriz L’ é escrita como L’ = LD, sendo L triangular inferior com diagonal

unitaria e D uma matriz diagonal. Além disso, como A é simétrica, tem-se que U = LT. Logo, a
partir de (2.1),

A = LDLT (2.2)
Substituindo (2.2) em (1.30), obtém-se o sistema fatorado,

LDLTu=>b (2.3)
Denotando w = DL u, chega-se ao sistema triangular inferior,

Lw=Db (2.4)

cuja solugdo é obtida por um processo de substituigao a frente.
Conhecido o vetor w, observa-se que a solugao u de (1.30) é determinada por uma substituigao

para trds, ou seja,
LTu=D"'w (2.5)

A fatoragdo de A pode ser realizada em N passos através das colunas ou linhas, ambas conduzindo
ao mesmo resultado. No entanto, a primeira forma é mais conveniente para armazenamento em colunas
ascendentes, enquanto a decomposigdo por linhas é empregada para matrizes esparsas. Observa-se que
os elementos da diagonal sdo denominados pivos na eliminagao de Gauss. Como todos os termos de
uma linha serao divididos pelo seu respectivo pivod, este elemento nao deve ser nulo ou inferior a uma
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certa precisao £ especificada. Caso esta condigao seja violada, tem-se uma singularidade e o algoritmo
deve ser interrompido.

Na decomposigdo por colunas, o objetivo do passo k é eliminar todos os elementos nao-nulos da
coluna k situados abaixo da diagonal. No primeiro passo, inicialmente normaliza-se a linha 1 dividindo-
se os termos nao-nulos pelo pivé a;;. A eliminagio é efetuada subtraindo miiltiplos convevientes desta
linha de todas as demais contendo um elemento nao-nulo na coluna 1. Ao final obtém-se a matriz A
coma; =0 (i>1)ea; =1.

Assim, no inicio do passo k, os termos nas primeiras k — 1 colunas abaixo da diagonal sdo nulos
e iguais a 1 ao longo das mesmas posigoes da diagonal. Por exemplo, para N =5, k = 3 e com z
indicando um elemento nao-nulo, tem-se,

l 2 22 =2
01 2z =z =
A=|10 0 2 z =z
0 0 2z z2z =z
0 0z z ¢

Novamente, no passo k toma-se ag; como pivo, normaliza-se a linha k e eliminam-se os elementos
nao-nulos abaixo da diagonal na coluna k. Continua-se este processo até o passo N, obtendo-se ao
final uma matriz triangular superior com diagonal unitaria.

O passo k da eliminagdo de Gauss é equivalente a multiplicar A por L;'D;, onde,

1 T [ 1

L, =

=
|

1 - dik

Lik
I Liv1k s ! k]

com dir = akk € lik = aix (¢ > k). Os termos l; sdo denominados fatores de multiplicagdo de Gauss.
Para se obter I‘k_l basta inverter o sinal dos elementos fora da diagonal principal.
Assim, no passo N multiplicando-se D' A por Ly = I obtém-se,

LPDG ... L'D'LI'D'A=T (2.6)

A partir dai, recupera-se a decomposigao (2.1) com L’ = DyL;D,;L, ... DyLy. Na imple-
mentagao deste algoritmo, os elementos I;; e d;; sdo armazenados nas posigoes originais dos termos a;;
e a;;, respectivamente. Além disso, no passo k os elementos a;; sdo modificados da seguinte forma,

a;; «— ai; — Liu; 1,7 > k (2.7)
Portanto, a expressao completa para os termos a;; é dada por,
k

a;; — ay — Z I.—mumj i',j >k (28)

m=1
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Como ja mencionado, a eliminagao por linhas é mais eficiente para o caso de matrizes esparsas
armazenadas por linhas. No inicio do passo k, os elementos da diagonal nas linhas 1 a k£ — 1 sdo
unitarios, com coeficiente nulos & esquerda da diagonal. Para N = 5 e k = 3, tem-se por exemplo,

=3

Il
8 8 8 O~
8 8 8 =8
B B 8 B8 K8
8 8 N &8 R
H 8 8 &8 K

O passo k consiste na eliminagdo dos elementos ndo-nulos da linha k a esquerda da diagonal,
subtraindo muiltiplos convenientes de cada uma das linhas 1 a k¥ — 1. Normaliza-se entéo a linha k
dividindo-se todos os elementos pelo valor da diagonal ak.

Uma forma precisa para estimar o nimero de operagoes na fatoragdo de A e nos processos de
substitui¢do est4 dada em [82], considerando o parametro mY definido anteriormente. Tem-se, ento,

Fatoragao de A :

e multiplicagdes: 3 mY (m? + 3)/2
e adigdes: Y. mY (mV +1)/2

Processos de substituicao :

e multiplicagdes: N + 23 mY
o adigdes: 23 mY.

Devido a definicio de operagao de ponto flutuante adotada, tem-se um total de N + 3> m¥ (m? +
7)/2 operagdes para a solugao de (1.30) via método de Gauss. No que se refere ao espago de memédria,
além da matriz A, necessitam-se mais N posicdes para o vetor b.

Na fatoragdao de A, ocorre em geral preenchimento (fill in), ou seja, elementos nulos tornam-se
diferentes de zero devido i eliminagao de termos nas linhas e colunas como apresentado anteriormente.
Em colunas ascendentes, este fenémeno estd confinado no perfil da matriz. Logo, todos os elementos
estdo alocados no inicio da fatoragao.

J4 para matrizes esparsas, a fatoragao inclui novos termos os quais nao estavam previstos ini-
cialmente. Para isso, aplica-se, antes da fatoragao, o processo denominado Gauss simbélico, o qual
determina os termos que se tornarao nao-nulos, permitindo entao alocar espago para estes novos ele-
mentos [82]. Este fenémeno pode ser visto no exemplo a seguir, onde ao se eliminar o elemento a,;,
subtraindo a linha 1 da 2, o termo a,4 torna-se nao-nulo,

z z z z z z
T z =z z o T T % =z
r z z - o T T *
z z z z o + o T =z
z z T o + o0 z

tendo sido adotada a seguinte notagdo: z — elemento ndo-nulo; o — elemento na parte inferior a
ser eliminado; * — elemento introduzido pela eliminagdo; + — elementos novos introduzidos na parte
inferior devendo ser eliminados.

Assim de forma geral, dada uma linha i, se existe um elemento a;; # 0 (j > ), deve-se eliminar
aj; na parte triangular inferior de A. Caso exista na mesma linha ¢, o termo a;, # 0 (k > j) e por sua
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vez aj, = 0, entdo ocorrerd preenchimento e o espago para o elemento a;j devera ser alocado, mesmo
que resulte igual a zero, antes de se iniciar a eliminagao de Gauss. O valor assumido por a;i € dado
por,
ajk = —a—‘}a;k (2.9)
a‘l
O algoritmo abaixo apresenta a decomposigao de Gauss por linhas numa matriz esparsa, supondo ja
realizado o procedimento simbélico. Observa-se a presenga do vetor Eqs com N posigdes, armazenando
para as colunas presentes na linha ¢, a posi¢ao correspondente no vetor col. Assim, por exemplo, para
a linha 10, o elemento ay9,10 € o primeiro elemento, sendo armazenado o valor 1 na posigio 10 de Eqs.
Isto facilita o acesso aos elementos por coluna, evitando um procedimento de busca.

fori=1,N
NumElemLinel = diag(¢ + 1) - diag(7)
d; = diag(s)
a;; = 3.(d,‘)
if (a,-.- < E)
return(i) — pivé invalido
for m = 2, NumElemLinel
d,'j =d;+m-1
j =col(d;;)
ai; =a(d;;)
cte = a‘-j/a,-,-
d; =diag(d;)
a;; =a(d;)
a;; = a;j; — a;;*cte
if ( + 1 £ NumElemLinel)
NumElemLinelJ = diag(d; + 1) - diag(d;)
for k = 2, NumElemLinelJ
coli; = col(d; + k — 1)
Eqs(coly;)=k
end
for | = 2, NumElemLinel-1
k =col(d; + 1)
dr =Eqs(k)
air =a(d; +1)
ajk =a.(dj +dy — 1)
aji = ajp — aijxcte
end
a;; =cte
end
end
end

Em geral no método de Gauss, a tarefa de triangulagdo da matriz A é responsavel pelo maior
esforgo computacional. No entanto, para problemas onde o nimero de vetores independentes b é
superior a cerca de %m, o numero de operagdes para o processo de substituigdo é superior aquela
encontrada na fatoragiao de A. Isto acontece por exemplo em problemas dependentes do tempo com
coeficientes constantes [2].



2.3 Meétodos Iterativos Basicos

Para estes casos, as técnicas iterativas apresentam a vantagem que a solugao no passo anterior,
pode ser empregada como solugdo inicial no préximo passo de tempo. Da mesma maneira, para
problemas resolvidos ao longo de uma sequéncia de malhas, como em anélises adaptdveis e métodos
multigrid, toma-se a solugao anterior como aproximagao inicial para uma nova malha.

2.3 Meétodos Iterativos Basicos

Dada uma matriz de partigdo nao-singular Q, pode-se reescrever o sistema de equagdes (1.30)
como,

(A+Q-Qu=b—=u=Q 'b+(I-Q'A)u (2.10)

sendo I a matriz identidade de ordem N.
A partir de (2.10), tem-se uma expressao geral para os métodos iterativos basicos [59],

ultt) =Gu™ +k n=0,1,2,... (2.11)
onde G e k sao, respectivamente, a matriz de iteragao do método e um vetor conhecido dados por,
G=1-Q7'A k=Q 'b (2.12)

Os métodos definidos por (2.11) sdo também conhecidos como métodos estacionérios lineares de
primeiro grau. Esta denominagao se deve aos seguintes fatos:

estaciondrio : G e k ndo dependem de n.
linear : G e k nao dependem de u;

primeiro grau : u(™!) depende explicitamente apenas de u(® e nio das demais aproximagoes
u(“_l)’ . .‘u[l);

Assumindo que A é nédo-singular, tem-se que 1 é solugdo do sistema associado,
I-Gju=k (2.13)

se e somente se i é a tnica solugdo de (1.30), ou seja, i = A~ 'b.

Um método iterativo na forma (2.11), cujo sistema relacionado (2.13) tem solugdo tnica @ coin-
cidente com a solugao de (1.30), é denominado completamente consistente. Sendo {u(“)} a sequéncia
de iteragoes determinada por (2.11), esta propriedade implica que se u(® = @ para algum valor de

n, tem-se que u(*t!) = ul™?) = | = @. Além disso, se {u(“)} converge para algum vetor 1 entao
u=1.

Por outro lado, um método iterativo é convergente se para qualquer vetor inicial u{®), a sequéncia de
aproximagdes u{!), u(?) ... definida por (2.11) converge para . Uma condigio necessaria e suficiente

para a convergéncia é dada por [15, 59],
S(G) < 1 (2.14)

Na expressdo anterior, S(G) é o raio espectral da matriz de iteragdo G, definido como o maior
valor em médulo dos autovalores {);}Y, de G,

S(G) = 122%-’ [As] (2.15)
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A convergéncia na iteragao n ¢ medida a partir do vetor de erro e(™)

Substituindo o vetor k dado em (2.13), com u = @, na expressao (2.11), verifica-se que,

e™ = ge*-Y) = .. = Grel® (2.17)
Tomando-se uma norma adequada || - ||, obtém-se,
lle™|| < |IG™I1le®)] (2.18)

Assim, ||G"|| fornece uma medida da redugdo da norma do erro apds n iteragoes. As taxas média
e assimptdtica de convergéncia sao definidas, respectivamente, como (2, 15],

R.(G) = —n"'log||G"|| (2.19)
Ro(G) = Jim R.(G) (2.20)

Além disso, demonstra-se que se S(G) < 1,
Re(G) = —log S(G) (2.21)

Observa-se que R,,(G) depende da norma empregada, enquanto R (G), geralmente denominada
taxa de convergéncia, nao utiliza nenhum tipo de norma.

No entanto, ndo é necessario que os métodos definidos por (2.11) sejam convergentes de acordo
com a defini¢do anterior. Exige-se apenas que os mesmos sejam simétricos. Para isso, deve existir
uma matriz nao-singular W tal que a matriz W(I — G)W ™! seja SPD.

Se o método iterativo (2.11) é simétrico, entdo as seguintes propriedades sdo validas [59]:

e os autovalores de G sao reais;
e 0 maior autovalor algébrico de G € menor que 1,

e os autovetores de G definem uma base para o espago vetorial associado.

A simetria do método ndo implica na sua convergéncia, pois os autovalores nao sao necessariamente
inferiores a 1 em valor absoluto, violando assim a condigao (2.14).

Porém, tem-se o método extrapolado baseado em (2.11), o qual é sempre convergente caso (2.11)
seja simétrico. Este método é definido como [59],

u(n+1) s .},(Gu[“} + k) + (]_ — Y)u[n} — Gh]u(") + "}fk (222)

G =[G+ (1 -] ' (2.23)

O parametro v é conhecido como fator de extrapolagdo. Se o método é simétrico, entdo o valor
étimo v, € dado por,

2
Tot = 5 "M(G) - m(G)

(2.24)
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onde M(G) e m(G) sao, respectivamente, o maior e o menor autovalores algébricos de G.
Além disso, esta variante do método (2.11) é convergente visto que,
M(G) - m(G)
S(Gypy) =
(Ge) = 3= M(G) - m(G)
A seguir serao apresentados os métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR e SSOR. Para
isso, expande-se a equagao (1.30) como,

<1

[ @11 ais A AT o0 1IN T it Uy ) ( bl A
azy a2 ... G ... Q2N Uy ba
! ) = ) 2.25
aiy @z ... Qi ... GiN Uu; b; (2.25)
| an1 anz ... ani ... anN | | un ) { bn )
com a;; = aj; (¢,7=1,...,N) devido a simetria de A.

Os elementos a;; sdo nimeros reais definindo uma partigdo pontual de A. Podem-se considerar
ainda partigdes por linha, coluna ou do tipo red-black, onde os elementos a;; constituem-se em sub-
matrizes de ordem n; X n; [59]; analogamente para os elementos u; e b; dos vetores u e b.

A partir de (2.25), a matriz do sistema A é expressa como,

A=D-Cy-Cy (2.26)

sendo,

0 a2 a3 aN
d 0
i dzz 0 0 Qa3 N
D = ) Cy=- 0 0 0 Tt A3N
g NN 0 0 0 - 0
0 0 0 0
91 0 0 0
C, = —| @ a2 0 -+ 0 (2.27)

ay1 ay2 anz -+ 0

2.3.1 Meétodo de Jacobi

Dada uma solugéo inicial ul®), o método de Jacobi (JAC) consiste em obter para cada passo i
a respectiva incégnita u; (¢ = 1,...,N). Assim, para a primeira iteragao e tomando-se a i-ésima
equagio, tem-se a partir de (2.25),

a,—;u‘(-l) = (b1 - a,-lugu} - a;zugn} - a,-‘.-“luﬁ‘?l - a.-‘.-ﬂugg_)l — = ainuﬁgl) (2.28)
De forma geral, para a iteragao (n + 1), vem que,

N
aul™ =b - 3 eyl i=1,..,N (2.29)
§=1 (%)
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Observa-se que a ordem na qual as incégnitas sao atualizadas € irrelevante. Por isso, este algoritmo
é denominado como método de deslocamentos sitmultdneos, estando a sua implementagdo apresentada
a seguir [15].

Dada uma aproximagao inicial u(®)

forn=1,2,...
fori=1,N
oc=20
forj=1,1-1
c=0+ a,-jug“_”
end
forj=i+1,N
c=0+ a,‘jugn_l)
end
u‘(“] = (b.‘ e o)/a;.—
end
Verificar convergéncia

end
Em notagao matricial, este procedimento é expresso como,
ul*t) = Bul® + k (2.30)
Na relagdo anterior, a matriz de iteragao B e o vetor k sao definidos por,
B=D"!(CL+Cy)=I-D!'A k=D"'b (2.31)

O método de Jacobi é simétrico tomando-se W = D%, W =A3o0u W= S, sendo S uma matriz
tal que STS = D. Verifica-se a convergéncia se e somente se S(B) < 1. O método de extrapolagio
étimo (2.22) baseado no método de Jacobi é sempre convergente, possuindo a seguinte forma,

ul®t)) = 4, (Bul™ + k — u™) 4 ul® (2.32)

Em geral, tanto para o método de Jacobi como para Gauss-Seidel, o raio espectral é préximo
de 1 — O(h?). Observa-se que h = N~% é o tamanho caracteristico da malha, sendo N o nimero
de varidveis e d a dimensdo do problema. Estes métodos sao efetivos na redugido das amplitudes
das componentes de alta frequéncia da aproximagao u(® sendo portanto adequados em estratégias
multigrid, como serd visto mais adiante. De forma geral, a convergéncia do método de Jacobi s6 €
alcancada para casos onde a matriz A é fortemente diagonal dominante [15].

Para colunas ascendentes, uma implementacdo eficiente do método de Jacobi é efetuada con-
siderando o algoritmo ao longo das colunas de A. No entanto, independente do tipo de armazena-
mento, sao necessarios, além de A, os vetores u(® ul*+1) ¢ b, resultando em mais 3N posigdes de
meméria. Por sua vez, o nimero de operagdes por iteragao é N(2m — 1).

2.3.2 Meétodo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel (GS) é andlogo ao anterior, diferenciando-se pelo fato que as compo-
nentes ja atualizadas da aproximagao ul™ sio empregadas a medida que sio calculadas. Por exemplo,
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tomando-se a iteragao (n + 1), no célculo de uf— 1) utilizam-se as componentes u( g ], W (“HJ de-
terminadas nesta mesma iteragio, ao invés dos valores ug ), . [ ] da iteragdo n como no metodo
de Jacobi. Portanto,
+1 +1 +1 +1
et = (b~ a1 il - = )
De forma geral,
i—1
1 1
a“.u[n-i' Yo = b; — Z n+ ) _ Z a;g (233)
=1 J=1+1

(n

Neste caso, cada componente u; +) depende daquelas calculadas anteriormente. Além disso,
a aproximacgao ulrtl) & fungao da ordem na qual as equagdes sao examinadas. Desta maneira, o
algoritmo GS é conhecido como método de deslocamentos sucessivos, enfatizando a dependéncia no
ordenamento das equagdes.

Reescrevendo (2.33) matricialmente, tem-se,

(D - C)u™) = Cyul +b — ul) = £ul) +k (2.34)
onde,
L= (I— CDL)_ICDU k= (I—L)_ID_lb Cpr =D_ch CDU=D_1CU (2.35)

Observa-se que £ é a matriz de iteragao de Gauss-Seidel. Por sua vez, a matriz de partigao
(D — C.) nao é SPD e em geral o método ndo é simétrico. Como neste caso, A e D sao SPD,
demonstra-se que o método de Gauss-Seidel sempre converge. Em geral, os autovalores de £, embora
menores que a unidade em moédulo, podem ser complexos, enquanto os autovetores nao constituem
necessariamente uma base para o espago vetorial associado. Neste casos, o método de extrapolagao
nao pode ser empregado.

No que se refere & implementagao, utiliza-se apenas um vetor solugiao ul™ como apresentado no
algoritmo abaixo [15].

Dada uma aproximagao inicial u(®)

forn=1,2,...
for:=1,N
c=0

forj=1,1-1
o=0+ a;jugﬂ}
end
for j =i+ 1,N
o =0+ a;;u
end
‘U-E'n) = (f).‘ - o‘)/a,‘,‘
end
Verificar convergéncia

(n=1)
J

end

Geralmente, para o critério de convergéncia deve-se calcular um residuo, sendo necessario mais
um vetor. Desta forma, o espago de memodria e o custo por iteragdo sao os mesmos do método de
Jacobi. Verifica-se ainda que o niimero de iteragdes necessarias para a convergéncia é inferior quando
comparado ao método de Jacobi.
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2.3.3 Meétodo de sobre-relaxacgao

No método de sobre-relaxacdo (SOR), emprega-se um parametro de relaxagao w, visando acelerar
a taxa de convergéncia das aproximagoes. De maneira geral tem-se,

i-1 N
aﬁu‘(”l} =w (b.- = Z a.'_«;u_(?-"“} = Z aiju;"J) el u.r)a,-,-u‘!"J i=1,...,.N (2.36)

j=1 j=itl

Para w = 1, obtém-se o método de Gauss-Seidel; para w < 1 e w > 1 tem-se, respectivamente, sub
e sobre-relaxagao.
Em forma matricial, (2.36) reduz-se a,

Du(**V) = w(b + CLul™?) 4 Cyul?) + (1 — w)Du™ = wl**+) = £,u™ 4 k(F) (2.37)
com,
Lo=(I-wCpr) Y (wCpy+(1-w)) kF)=(I-wCpr)'wD'b (2.38)

Por sua vez, £, é a matriz de iteragdao do método; Cpr e Cpy sao dadas em (2.35). A matriz de
particdo dada por (w™'D — Cp) ndo é SPD. Para w > 1, este método ndo é simétrico e a matriz de
iteragdo £, possul autovalores complexos, impossibilitando a aplicagao do método com extrapolagao.

Como A e D sdo SPD, o método SOR converge para 0 < w < 2. E possivel ainda selecionar w de
tal forma que a convergéncia seja sensivelmente superior aquela obtida nos métodos de Jacobi e GS.
Para problemas elipticos, pode-se tomar w = 1,8 como valor 6timo. Além disso, tem-se algoritmos
adaptaveis para determinar w, utilizando estimativas para a taxa na qual a iteragdo corrente esta
convergindo [15, 59].

A implementacao deste método é andloga ao caso anterior, como pode ser observado abaixo,
devendo-se considerar apenas as multiplicagdes por w a cada passo [15]. O custo de cada iteragio é
2Nm e a memdria necessaria é a mesma do método GS.

Dada uma aproximagao inicial u(®)

forn=1,2,...
fori=1,N
oc=20
forj=1:1-1

c=0c+ a;ju(-“)

J
end
forj=i+1,N

oc=0+ a;ju(n—”

end ’

o= (b;—o0o)/ai

u‘(“) = uf"_l] + w(o — ugﬂ_l))
end

Verificar convergéncia
end
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2.3.4 Meétodo de sobre-relaxagao simétrico

O método de sobre-relaxagao simétrico (SSOR) é definido pelas seguintes equagdes:

i—1 N
a..uf"“m (b,- - Z a,-juﬁ-"ﬂ’!z) - Z a,:jugﬂ)) +(1- w)a,-,-u‘(-n) = - (2.39)

i=1 J=i+l

i-1
a“u‘(n+l) s (bi _ Z aiju n+1f2) Z aiju n+1)) +(1 *w)a;;uE"H‘(z} i=N,...,1(2.40)

j=1 j=i+l
Inicialmente, calculam-se uﬁ""’m] . ‘ug;..q-uz) aplicando-se o método SOR a (2.39). Posterior-
mente, determinam-se ug\?H}, ,u£"+ ) usando SOR de modo reverso.

Em forma matricial, (2.39) e (2.40) reduzem-se a,
Du(**t/2) = (b + Crul**/? + Cyul) + (1 - w)Du™
Du("t?) = (b + CLu™t/?) 4 Cyul*tV) 4 (1 — w)Dul*+1/2)

ou ainda,
ulnt1/2) — .Cwu("] & kLF) (2.41)
ulrtl) = Mwu("“m 4 kLB) (2.42)

Em (2.41), L, e k") sio dados por (2.38). Por sua vez, tem-se,

U, =(I1-wCpy) ' (wCpr+(1-w)) kP =(I-wCpy)'wD'b (2.43)
Substituindo (2.41) em (2.42) obtém-se,

ul"t) = s ul™ 4k, (2.44)
A matriz de iteragao S, e o vetor k,, sao expressos como,

Sy = Ul k, =w(2-w)(I-wCpy) '(I-wCpr) 'D'b (2.45)

A matriz de parti¢do é dada por,

Q= — (ED—CL) D! (lD—CU) (2.46)
2 —w\w w

Como (w™'D — CL)T = w™!'D — Cy, a matriz Q é SPD e, portanto, o procedimento SSOR é
simétrico, tornando viavel a aplicagao do método de extrapolagao (2.22).

Para A SPD, demonstra-se que o método SSOR converge para todo 0 < w < 2. Além disso, os
autovalores de £, s@o reais e nao-negativos, implicando numa convergéncia duas vezes mais rapida
do respectivo método de extrapolagdo 6timo em relagao aoc SSOR original. Observa-se ainda que a
convergéncia é relativamente insensivel ao valor de w.

Demonstra-se que a matriz de iteragiao S, definida em (2.45) é similar a uma matriz simétrica
[59]. Desta maneira, a principal aplicagdo do algoritmo SSOR é como pré-condicionador para métodos
iterativos com matrizes simétricas. Além disso, tomando-se um mesmo valor 6timo para w, a taxa de
convergéncia do SSOR é inferior ao SOR [15].

Finalmente, a implementagao é analoga ao método SOR, como apresentado abaixo [15]. No en-
tanto, o custo de cada iteragao é duas vezes superior, ou seja, 4 Nm.
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Dada uma aproximagao inicial u(®)

for n=1;2,...
fori=1,N
oc=10

forj=1,i-1

o=0+ a.-,—ui,-"“fz]
end
for;j=:4+1,N
c=0+ a,‘jugn_l)
end
o= (bi —0)/ai;
‘u:{“‘i-lfz] = ut{_n—l) —l—w(a' _ u:;n~1})
end
fori=N,1
c=0
forj=1,i-1
o= aijug'n-}.l{z}
end
forj=i¢+1,N
o=0c+ a,—_,'ug"}
end

o= (b, == 0)/{1",'_
ugﬂ) - uEnH’!z} + w(o - "E
end
Verificar convergéncia
end

n+1;‘2})

2.4 Aceleragao Polinomial

Os procedimentos de aceleragao polinomial visam aumentar as taxas de convergéncia dos algorit-
mos iterativos basicos discutidos na segao anterior. Para isso, determina-se uma nova sequéncia de
aproximagdes, tomando-se combinagées lineares dos vetores obtidos nas iteragées do método conside-

rado.
Suponha que o método basico seja completamente consistente, simétrico e descrito por,

wit) =Gwl* 1k n=1,2,... (2.47)
Neste caso, o vetor de erro &™ = w(® — @i da n-ésima iteragao satisfaz a relagio,
& = grel? (2.48)

Para acelerar a convergéncia das aproximagdes w(™), toma-se uma nova sequéncia u(® dada pela
seguinte combinagao linear,

u™ =% a,; wl) n=0,1,... (2.49)
1=0
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D bsi =1 w=01 (2.50)

Subtraindo a solugdo exata @ de ambos os lados de (2.49) e utilizando (2.48), obtém-se,

e™ =3%" 0,80 = (3 0,:G)80 = Q,(G)&(") (2.51)

1=0 1=0

onde Qn(G) = anol + an1G + ...+ @nn G™ é um polindmio matricial. Tomando-se Q,(z) = ang +
Q@n,1Z + ...+ Qnne" como o polindmio algébrico associado a Q,(G) observa-se que Q,(1) = 1.

A partir de (2.49) e (2.50) verifica-se que e° = &°. Desta forma, a expressio para o erro (2.51)
pode ser reescrita como,

e = Q,(G)e® (2.52)

Devido a forma da equagéo (2.52), o procedimento definido por (2.47) e (2.49) é denominado método
de aceleragdo polinomial. No entanto, através de (2.49), verifica-se um alto custo computacional em
termos de processamento e armazenamento.

Para contornar este problema, basta tomar os polinémios Q,(z) dados pela seguinte relagio de
recorréncia [59],

Qo(z) = 1
Qi(z) = mz-m+1 (2.53)
Qnt1(®) = Prnt1(Yn+12+1 — 1011)@n(2) + (1 — Pat1)@n-1(z) n2>1

onde ¥; e p; sdo numeros reais. Além disso, observa-se que Q,(1) =1 ¥Y=n > 0.
Como (2.47) é completamente consistente e sendo Qn(z) dado por (2.53), demonstra-se que as
aproximagées u(® podem ser determinadas através da relagdo com 3 termos [59],

u® = 5 (Gu® + k) + (1 - 71)ul®
u™) = o {(Yarr (Gu™ + k) + (1= Yng)u™} + (1 = ppg)ul® D n > 1 (2.54)

Existem varias sequéncias de polinémios {Qn(z)} satisfazendo (2.53), como por exemplo aquelas
associadas aos métodos de Chebyshev e Gradiente Conjugado.
Sendo (2.47) simétrico com matriz W, tem-se a partir de (2.52),

lle™|lw = [|Qn(G)el)||w (2.55)

onde ||a||w = (aT, Wa)%.

No método de Gradiente Conjugado, procura-se determinar a sequéncia {Q,(z)} tal que a norma
do erro ||e{™||w seja minimizada.

Devido a simetria de (2.47), verifica-se que WGW ~! e por conseguinte WQ,,(G)W ~! sio simétricas,
podendo-se escrever [59],

le™llw < [1Qn(G)llw [1e@llw = S(Qa(G))lle)]lw (2.56)



2.5 Aceleragao de Chebyshev

32

No método de Chebyshev, toma-se {Q,(z)} tal que o raio espectral,

5(Qn(G)) = T |Qn (1) (2.57)
seja pequeno, onde y; (1 =1,...,N) sao os autovalores de G.
Como todo espectro de G é raramente conhecido, trabalha-se com o raio espectral virtual dado
por,
5(@n(G)) = Qn(2)| (2.58)

(G)< <M{G)

Como g; € [m(G), M(G)] tem-se que,

S(Qn(G)) < 5(Qn(G)) (2.59)

Logo, no método de Chebyshev procura-se minimizar S(Q,(G)) através da selecio adequada da
sequéncia {Qn(G)}.

A partir de (2.58), definem-se as taxas de convergéncia virtuais média e assimptética, respectiva-
mente, por,

R.(Qn(G)) = —n"' log 5(Qn(G)) (2.60)
Rm(Qn(G)) = nl_inD Rn(Qn(G)) (2'61J

Observa-se que outras técnicas de aceleragdao nao-polinomial dos métodos basicos podem ser em-
pregadas, como por exemplo os métodos multigrid. Nas segGes seguintes, apresentam-se os métodos
de Chebyshev e Gradiente Conjugado.

2.5 Aceleracao de Chebyshev

Como mencionado anteriormente, supondo que o método iterativo basico seja simétrico e comple-
tamente consistente, a aceleragio de Chebyshev procura minimizar o raio espectral virtual S(Q,(G))
dado em (2.58). Para isso, definem-se parametros de iteragio depedentes dos autovalores extremos
m(G) e M(G) da matriz de iteragao G.

O polinémio de Chebyshev de ordem n é dado pela expressao recursiva [55, 59],

Tg(w) = 1
Tiw) = w (2.62)
Tatr(w) = 20Th(w) - Tnoa(w)

Visando minimizar (2.58), deve-se determinar um polinémio P, (z) tal que P,(1) = 1 e além disso,

L 2.63
(G)< <M(G [Pa(2) m(G)<z <M(G}1Q n(2) (2.63)
onde Q,(z) é qualquer polinémio de grau menor ou igual a n satisfazendo Q,(1) = 1.

Toma-se,

2z — m(G) — M(G)

wie) = m(G) - M(G) (2.64)
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como a transformagéao linear mapeando o intervalo m(G) < z < M(G)em -1 < w < 1.
A partir dai, demonstra-se que o tnico polinémio P,(z) satisfazendo (2.63) é dado por [59),

T (2:—111 G)-M(G )
Pa(z) = — HCTReT ) _ Ta(u(z) (2.65)
n - 2-m(G)-M(G - )
T (o) @)
Observa-se a partir de (2.62) e (2.65) que P,(z) satisfaz uma relagao de recorréncia analoga a
(2.53), ou seja,

Po(ﬂ!) = 1
P(z) = 9z -7+1 (2.66)
Papi(z) = Pa(@)+ (1 fnp1)Paci(2)

com,

2 To(w(1))

2ome) Mm@ =0T Gy (2.67)

Da definigdo (2.62) dos polinémios de Chebyshev, verifica-se que o parametro p,; satisfaz as

5=

relagdes,
/=1
P
g = (1~ éa) (2.68)
1 -1
_ 2
Pnt1 = (1—20’ Pn) n22
onde,
| M(G) - m(G
5= = ) —=m(E) (2.69)

w(l) ~ 2-m(G) - M(G)

No procedimento 6timo de aceleragdo de Chebyshev, as aproximagdes sdo determinadas pela
seguinte relagao de recorréncia,

u[“+1) — ﬁn+1{‘?(Gu[“] +k) 4 (1 s .—Y)u(ﬂ}} L (1 s ﬁn+1)u(n_l) (2.70)
A expressdo anterior pode ser reescrita como,
ul™t1) — ﬁn+1{:¥5(ﬂ) + ul™ + u(ﬂ‘l-]} + u("_l) (2.71)

onde 6(® = Gu™ + k — ul®) = u(**1) — u(?) ¢ denominado vetor de pseudo-residuo.
A partir de (2.11), obtém-se 8(") resolvendo-se o sistema,

Q5" =b — Aul® (2.72)
No que se refere a convergéncia, o raio espectral virtual de P,(G) é dado por [59],

1 1

S(Pa(G)) = T w()]  Ta(1/5)

(2.73)
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O termo T,,(1/7) pode ainda ser expresso como,

1\ 14+
o (3) = 5o )
sendo,
1-+1-a?

Ff=m — 2.75
o 279
Portanto, a partir de (2.73) e (2.74) tem-se,

- 27"/ 2
$(Pu(G)) = = (2.76)

Utilizando as definigdes (2.60) e (2.61) juntamente com (2.76), obtém-se as taxas virtuais de
convergéncia média e assimptdtica do método 6timo (2.70). Logo,

1 1 2
R.(P.(G)) = =5 log 7 — Eiog (1 T f") (2.77)

Ro(Pa(G)) = —%logf (2.78)

Verifica-se entdo que R, (Pn(G)) < Roo(Pn(G)) para todo n finito. Além disso, R,(P.(G)) é uma
fungao crescente de n. Em geral, vérias iteracdes sao necessarias até que se atinja a taxa assimptética
de convergéncia [59].

Os seguintes passos podem ser empregados na implementagio do procedimento 6timo de Cheby-
shev.

Dados u(®1) =0, u® =0 e ul*t) =0
y=2/(2- m(G) - M(G))
o= (M(G) - m(G))/(2 - m(G) — M(G))
forn=1:2;¢
if(n ==1)
p=1
elseif (n == 2)
p=1/(1-c%/2)
else
=1/(1 - po*/4)
end
Resolver Q5™ =b — Au™
ulntl) = p(.ﬂs(n] +ul® — u(n—l)) + ul*-1
Verificar convergéncia
u("'_]'] — u(“)
ul® = ylnt+l)
end

O termo 6timo é empregado devido a utilizagao dos autovalores m(G) e M(G) da matriz de itera-
¢io G. Como em geral, estas constantes ndo estdo disponiveis, utilizam-se as respectivas estimativas
mg(G) e Mg(G). Para isso, pode-se aplicar um algoritmo adaptavel visando melhorar estimativas
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iniciais para os autovalores extremos de G [59]. No entanto, este procedimento dependente sensivel-
mente dos valores iniciais de mg(G) e Mg(G). Neste trabalho, calculam-se estas estimativas através
do algoritmo de Lanczos [55], discutido na préxima segao.

Observa-se que nenhum procedimento de aceleragio polinomial é aplicado aos métodos GS e SOR.
Por exemplo, ao se tomar a matriz de iteragao SOR com valor étimo para w como pré-condicionador,
os autovalores de A sao mapeados para um circulo no plano complexo. Assim, qualquer procedimento
de aceleragdo recupera o algoritmo SOR original [15].

Considerou-se a aceleragao de Chebyshev aplicada ao método SSOR, denotado por CHSS. A im-
plementagido esta baseada em [95], necessitando 5N posigdes de memdria para os vetores auxiliares e
N(4m + 1) operagdes por iteragao.

2.5.1 Meétodo de Lanczos

Emprega-se o método de Lanczos na solugao de problemas de autovalor do tipo Au = Au, para os
casos onde A é uma matriz simétrica, de alta ordem e esparsa. O algoritmo gera uma sequéncia de
matrizes tridiagonais T'j, cujos autovalores extremos sdo progressivamente melhores estimativas para
os respectivos autovalores de A. Este procedimento é particularmente til nos casos onde se deseja
apenas alguns dos menores e maiores autovalores extremos de A.

Verifica-se uma correspondéncia entre os métodos de Lanczos e Gradiente Conjugado, no sentido
que se pode derivar um a partir do outro [15, 55]. No entanto, a dedugdo aqui adotada esta baseada
na otimizacio do quociente de Rayleigh dado por [16, 55],

ul Au

dhn) = ulu

u#o0 (2.79)

E conhecido que os valores minimo e maximo de R(u) sao iguais ao menor e maior autovalores
de A, indicados respectivamente por A; e Ay. Suponha que {q;} C R" é uma sequéncia de vetores
ortonormais e sejam os escalares m; e M; definidos por,

T(oTAQ. :

m; = M(QFAQ) = min 2B = min R(Quv) 2 Mi(A) (2.80)
TiQTAQ.

M; = Aw(QFAQ)) = max 2 I = max RQuY) < Aw(a) (281)

onde Q; = [q; ...q;]. Deriva-se o algoritmo de Lanczos, gerando-se os vetores q; tal que m; e M;
sejam progressivamente melhores estimativas para os autovalores extremos A; e An.

Para isso, seja o vetor u; € span{qy,...,q;} com M; = R(u;). Como R(u;) cresce mais rapida-
mente na diregao do gradiente,

VR(u) = u—?;(Au— R(u)u) (2.82)

pode-se afirmar que Mj4; > M; se q;41 € determinado de forma que VR(u;) € span{qy,...,q;41}-
Analogamente, se v; € {qy, ..., q;} satisfaz m; = R(u;), entdo deseja-se que VR(v;) € {qi,...,q;j11},
pois R(u) decresce mais rapidamente na diregao de —V R(u).

Para satisfazer as duas condigdes anteriores, observa-se que VR(u) € span{u, Au}. Logo, basta
impor a condigao,

span{qy, ...,q;} = span{a;, Aqy, ..., A’ q:} = K(A, qy,j)
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e selecionar q;4+1 € X(A, q1,j+1) =span{qy,...,q;4+1}. Assim, o problema se reduz a determinacao
de bases ortonormais para os subespagos de Krylov K(A, qi, 7).

Obtém-se esta base de forma eficiente, considerando a correspondéncia entre a tridiagonalizagio
de A e a fatoragao QR da matriz de Krylov,

K(A,qi,n) = [q1,Aqy,..., A" qi] (2.83)

Logo, se QTAQ = T é tridiagonal com Qe, = qi, entao a fatoragao QR da matriz K(A, q;,n) é
dada por,

K(A,QI,R] = Q[ehTelszell .. -vTﬂ_lel] (284)

Observa-se que o vetor q; pode ser efetivamente obtido pela tridiagonalizagdo de A com uma
matriz cuja primeira coluna é q;. Segundo [55], os procedimentos de Householder e Givens devem ser
evitados para preservar a esparsidade de A.

Calcula-se, entdo, os elementos de T = QTAQ diretamente. Considere Q = [Q1...q.] e

@y ﬁl - .o 0
1 ;
P : (2.85)
" ﬁn—l
L ﬁn—l Gn |

Equacionando as colunas em AQ = QT vem que,
qu =ﬁj—iqd—1 + a;q; +ﬁjqj+1 ﬁnq():{]' j= l,...,n—1 (286)

A ortonormalidade de q; implica que «; = q;rqu. Além disso, se r; = (A — a;I)q; — Bj-1q; é
nao-nulo, entdo q;4+1 = r;/B; para 8; = %||r;||2. Se B; = 0 entao deve-se interromper o processo. Na
prética, compara-se 3; com uma precisao {. A implementagao do algoritmo de Lanczos é feita pelos
passos a seguir [55].

ro=9q;,80=1,q9=0,;=0
while (3; > §)
q;+1 = ri/ﬁ:’
Jj=J3+1
a; = q?qu
r; = (A - aT)a; - Bi1gy
B; = ||rjl|2

end

A partir dai, os autovalores extremos de T sao determinados pelo método da bissegao. Para isso,
seja T, a submatriz dos termos principais de ordem r, obtida eliminando-se as r tiltimas linhas e

colunas de T. Definindo os polinémios p,(z) = det(T, — zI) (r = 1,...,N), a seguinte relagao é
valida,
p(z) = (ar — 2)pr-1(z) — ﬁf-mr—z(z) r=2,..,N po(z) =1 (2.87)

Para p,(y)pn(2) < 0, o método da bissegdo é implementado como mostrado a seguir [55].
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while (|y — z| > €(|y| + |2))
z=(y+2)/2
if pn(z)pa(y) <O ;
z==2
else
y==2
end
end

Logo, o algoritmo termina com uma aproximagao igual a (y + z)/2 para uma raiz de p,(z), ou
seja, para um autovalor de T. Observa-se que a iteragao converge linearmente e o erro é reduzido pela
metade a cada iteragao.

Em alguns casos, é necessario calcular o k-ésimo maior autovalor de T. O teorema de Gershgorin
[55] estabelece que Ax(T) € [y, z] com,

y= min o - 1Bi| — |Bi-1l 2= min o+ |Bi| + |Bi-1] (2.88)

A propriedade da sequéncia de Sturm indica que os autovalores de T,_; separam os autovalores

de T, da seguinte maneira [16, 55],

MlTr) < 21 (Troy) € X621 (Tr) € vvv € X2Ts) € M(Trmy) < Aa(T5) (2.89)

Além disso, se a(A) denota o niimero de trocas de sinal na sequéncia {po(A),p1(}),...,pN(A)},
entdo a(A) contém o nimero de autovalores de T menores que A.

Empregando esta propriedade, as estimativas (2.88) e o método da bissecao, o seguinte procedi-
mento determina uma sequéncia de subintervalos contendo Ax(T) [55].

while (|y — 2| > &(ly| + |2]))
z=(y+2)/2
ifa(z) > k
g
else
y==2
end
end

Os algoritmos apresentados nesta se¢iao foram empregados em conjunto para o calculo das estima-
tivas mg(G) e Mg(G) dos autovalores extremos da matriz de iteragdo G no método CHSS.

2.6 Meétodo de Gradiente Conjugado

Considere o funcional quadritico F dado em (1.28). Como a matriz A é SPD, observa-se que
o problema de minimizar F' é analogo a solugdo do sistema de equagdes (1.30). Assim, tem-se uma
classe de métodos iterativos cujo objetivo é determinar um minimo local de um funcional quadratico.
A solugao iterativa deste problema de minimo possui a seguinte forma geral [2],

u(""’l} — u(n) B Tnd(“] (2‘90)

sendo d(™ uma diregao de busca e 7, um escalar selecionado de tal maneira a minimizar F(u) ao
longo da linha passando por u(™ na diregao d(™).
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Supondo que F € C'(R"), demonstra-se que dentre todas as dire¢des d num ponto u, aquela onde
F decresce mais rapidamente na vizinhaga de u é dada pelo gradiente de F, ou seja [2],

d=g(u)=-VF(u)=b- Au (2.91)

Os procedimentos para a determinagio de 7, sdo conhecidos como algoritmos de busca unidi-
mensional. No caso de um funcional quadratico, 7, pode ser obtido de forma simples. Para isso,
considera-se,

Fu+rd) = %#(d, Ad)+7(d, g) (2.92)

Tomando-se o minimo de (2.92), obtém-se,

___(dg)

A Ad) (2.93)

A partir das expressdes (2.90), (2.91) e (2.93), define-se 0 método de maximo decréscimo para a
minimizagao do funcional (1.28) como,

ul® arbitrario

¢® = Au™ _b
_ (g™,g™)
™ = g, Ag®) e

ultH) = ) g )

Em geral, este método possui uma taxa de convergéncia baixa. Para contornar esta limitagdo, o
método de Gradiente Conjugado (GC) define a diregao de busca como,

d*t) = _g*+) 4 g d® n=0,1,2... (2.95)

sendo d(® = —g(® e gy, B1,... constantes determinadas de tal forma a minimizar o erro lle®)]|4 a
cada iteragdo. Demonstra-se que os parametros 3, sao dados por (2],

_ (g*, Adl)
Bn = (A, Ad™) (2.96)

Além disso, os gradientes g(®) e as diregées d(™) satisfazem as seguintes relagées [2, 59],

(87,gY) = 0 i#j
d®, AdY)) = 0 i#j (2.97)
(89,Ad0)) = 0 i#j i#j+1
Multiplicando (2.90) por A, subtraindo b em ambos os lados da equagéo e substituindo (2.91) no

resultado, obtém-se a relagao,
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Os parametros 3, e 7, podem ainda ser reescritos como [2, 59],
. (g(n 1), g(n+1)
LI (g("), g[“)]

(g™, gl*)
™= @™, Adt)y

(2.99)

(2.100)

A partir destas equagdes, a forma computacionalmente mais conveniente do método de gradiente
conjugado pode ser resumida em [2]:

(g™, g™)

Th = _[d(“],Ad(“))
artl) = um) 4 ‘r,.,dt"]
g(:r:+1) - g(n) + 7, Ad™ (2.101)
(gm+Y), gln*))
Pr = =g, g
d(n+1] - _g(n+1] +ﬁnd(n]

com u(® dado e d(® = —g(0),
A implementagdo computacional deste algoritmo é executada pelos seguintes passos [2].

Dada uma aproximagao inicial u(®)

u=u
g=Au-b
S =g"g
if 8o < £ then stop
d=-g

R: h=Ad
T = 60/(1Th
u=u+r7d
g=g+7d
& =g'g
if §; < £ then stop
B = 51/50
(50:61
d=-g+4d
goto R

Em relagao ao espago de memdria, deve-se armazenar um total de 4 vetores, equivalentes a 4N
posigdes de meméria. No que se refere ao nimero de operagoes, tem-se o produto Ad, 2 produtos
internos e 3 férmulas de recorréncia, respectivamente, com (2m—1)N, 2N e 3N operagoes, totalizando
N(2m + 4) por iteragio.

A partir da expressao (2.93), a constante 7, pode ser reescrita como,

(d), gt)
~(a), Ad™)

S (2.102)
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Esta expressao para 7, faz com que o gradlente g("*!) da iteragdo n + 1 seja ortogonal a d™). Isto
pode ser visto pré-multiplicando (2.98) por d™7 e substituindo (2.102). Multiplicando agora (2.95)
por g(™1” tem-se que,

g7 gintl) = _jgnt1))|2 4 g g(n+1)Tg(n) (2.103)

Como g(“+1)Td(“] =0, se d(®*1) = 0 entdo ||g("*!)||; = 0 implicando que u = @1. Portanto, uma
diregao nula sé é determinada se o minimo do funcional for encontrado. Assim, a convergéncia do
algoritmo anterior é verificada comparando-se g7g com a precisio £. Isto é equivalente a se comparar
a norma do residuo ||[Au — b||; com &.

Uma das vantagens deste método é o fato que na auséncia de erros de arrendondamento, verifica-se
a convergéncia em no maximo N iteragoes.

Dada uma precisdao £ > 0 e definindo p(§) como o menor nimero inteiro n tal que,

™ — a4 < €llul® - al|4 (2.104)

entdo verifica-se que [2],

p(§) < \/ x(A) In( ) +1 (2.105)

sendo k(A ) o nimero de condigdo espectral de A, dado pela razao entre o maior e o menor autovalores
de A, ou seja,
AN

K(A) = —

= (2.106)

2.6.1 Meétodo de gradiente com pré-condicionamento

Como se pode observar a partir de (2.105), a taxa de convergéncia do método de Gradiente Conju-
gado depende do niimero de condigdo k(A). O objetivo da técnica de pré-condicionamento é minimizar,
ao invés de (1.28), o funcional quadratico F' dado por,

F(v) = (v Av) - (b,v) ve®R" (2.107)

de tal forma que x(A) < k(A), aumentando assim a taxa de convergéncia do método.
O funcional F é obtido tomando-se uma matriz nao-singular E e a transformagio v = ETu, a qual
substituida em (1.28) resulta em (2.107) com,

A=E'AET b=E'b (2.108)

Como vIAv = uTAue A éSPD, logo A também é positiva-definida. Por sua vez, a transformacao
de similaridade

E-TAET =ETE-'A=cCc™'A (2.109)

revela que A e C~1 A possuem os mesmos autovalores.

Observa-se que C = EET & positiva-definida, sendo denominada matriz de pré-condicionamento.
Da mesma forma, A é a matriz pré-condicionada.

Pode-se aplicar o algoritmo de GC ao funcional (2.107), definindo o método de GC com pré-
condicionamento transformado, pois a sequéncia de aproximagdoes v(™) converge para ¥ = A~!b. Para
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se obter a solugio do problema original, efetua-se a transformagdo u = E-Tv. Esta variante seré
empregada na segao 2.6.3 com o intuito de reduzir o nimero de operagoes.

Logo, a partir de (2.101), a versdo pré-condicionada do método de gradiente nao-transformado é
dada por [2], '

__ (8™.g™)
" (d(n); Ad(n))
u(n+1] — u{n} i T,,d{n]
g(ﬂ"'l] — g[n} + T"Ad(n]
h(ﬂ-l—l] — C—lgl:ﬂ-l-l.) (21 10)
5 - (g{u+l), h{n+1})
e (g{ﬂ]‘ h(ﬂl)
dn+1) = _plt) 4 g q(n)

Os seguintes passos sao adotados na implementagao da versdo pré-condicionada (2.110) [2].

Dada uma aproximagao inicial u(®)

g=Au-b

h=Clg

d=-h

50 :gTh

if §g < £ then stop
R: h=Ad

T =&§/dTh

u=u+rd

g=g+7h

h=C"lg

& =g'g

if 6; < £ then stop

B =61/do

do = &

d=-h+4d

goto R

O nimero de iteragdes p(§) do algoritmo anterior passa a depender de n(ﬁ), ou seja,
1 ~ 2
p(6) < 5Vr(A) In(3) +1 (2.111)

Portanto, se C possui a propriedade tal que x(A) < k(A), logo a versio pré-condicionada apresenta
uma taxa de convergéncia maior que a versao original (2.101). Observa-se ainda em (2.110) a presenga
da matriz C e nao de E. Assim, como qualquer matriz positiva-definida C possui varias fatoragoes
do tipo C = EET, pode-se tomar a matriz de pré-condicionamento na classe de matrizes positivas-
definidas.
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Em (2.111), o nimero de condigao x(A) é dado por,

K(A) = f (2.112)

onde X, e Ay indicam o menor e o maior autovalores de C~'A. Assim, k(A) é independente da forma
empregada para fatorar C.
Uma matriz de pré-condicionamento adequada deve possuir as seguintes propriedades [2]:

e x(A) é significativamente menor que x(A);
e os termos de C devem ser determinados de forma rapida;

e a resolugao do sistema Ch(®) = g(“) deve ser mais eficiente que a solugdo de (1.30).

2.6.2 Aceleracao de métodos iterativos

Os métodos iterativos estaciondarios constituem-se numa fonte para a obtengao de matrizes de pré-
condicionamento para o método de gradiente conjugado. Para ilustrar este fato, considere o sistema
relacionado (2.13) e multiplique o mesmo por W, ou seja,

W(I - G)u= Wk

Como em geral, a matriz W(I — G) ndo é simétrica, introduz-se o vetor u = Wu. Logo, chega-se
ao sistema de equagoes,

Aa=5b (2.113)
onde,
A=WI-GW' b=Wk (2-114)
Substituindo G e k dados em (2.12) obtém-se,
A=WQ'AW™! b=wQ'b (2.115)

O sistema (2.113) é também denominado pré-condicionado. Esta definigdo é mais geral que aquela
apresentada na segio anterior. No entanto, assumindo que a matriz de partigdo do método iterativo
pode ser decomposta em Q = WTW e substituindo em (2.115) vem que,

A=wTaw! b=wTk (2.116)

Tomando-se WT = E tem-se a partir de (2.108) e (2.116) que A = A e b = b, recuperando a
definigao inicial de sistema pré-condicionado. Assim, por exemplo, a matriz de partigdao Q do método
SSOR dada em (2.46) pode ser considerada como matriz de pré-condicionamento para o método de
gradiente em (2.110).

O método de gradiente com pré-condicionamento pode ser visto como um procedimento de acele-
ragao, de forma analoga ao algoritmo de Chebyshev. Para isso, tem-se a seguinte forma com 3 termos
para o método de GC [59],

ulttt) — Pn+1{'!‘n+lg(“} + “(n)} {1~ Pn+1)u{ﬂ—ﬂ (2.117)
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sendo,
~ (W), wast)]™
Tagt = 15T (WJ(nJ,W(S(ﬂJ)]
ppr = 1
Y (WS W) 1]
Pnt1 = |1— o (wtg(n—lj‘w(g(n—l))ZJ

Demonstra-se que o método de gradiente minimiza a norma [W?W (I-G)]*/2 do erro comparando-
se com qualquer outro procedimento de aceleragao aplicado a (2.11). Além disso, denotando por
el™ e &) respectivamente, os vetores de erro associados aos métodos de aceleragao de gradiente e
Chebyshev, e assumindo que e(®) = &), entio [59],

277/2
1+

lle™ | wrwa-cye < 1B [wrwa-aypn < el wrwa-cy (2.118)

sendo 7 dado por (2.75). Assim, a norma [WTW(I — G)]'/? do erro no método de gradiente possui a
mesma ordem de grandeza, comparando-se com aquela obtida através da aceleragao de Chebyshev.

2.6.3 Matrizes de pré-condicionamento

Como mencionado anteriormente, as matrizes de pré-condicionamento do método de gradiente
conjugado podem ser obtidas a partir dos algoritmos iterativos estacionarios. '
Denotam-se as matrizes de pré-condicionamento como,

C = FG['FT (2.119)

onde F e G, sdo matrizes triangular inferior e diagonal, respectivamente. .
Na iteragdo n, o sistema Ch(®) = g(?) do algoritmo (2.110) é resolvido através dos seguintes
processos de substituigao,

Fh(") = g(») (2.120)
F'h") = G.nl" (2.121)

Neste trabalho, consideram-se as matrizes de partigio dos métodos SSOR e Gauss-Seidel simétrico
[74] como pré-condicionadoras para o método GC, estando as mesmas dadas respectivamente por,

G= (%D . CL) (%D) & (5D = CL)T (2.122)

= (2D - Cy)(2D)"}(2D - Cy)" (2.123)

Seguindo a notagao (2.119) para as matrizes anteriores tem-se,

1 -1
SSOR — F= GD - CL) G.! = (~D)

w

GS - F=(2D-C) G;'=(2D)™!
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Independente da escolha da matriz C entre (2.122) e (2.123), a solugdo do sistema Ch(™) = g()
requer cerca de (2m + 1)N operagbes. Além disso, a versdo pré-condicionada (2.110) necessita 5N
operagoes para os produtos internos e formulas de recorréncia, mais (2m — 1) N operagdes para o
produto h = Ad. Ao final, tem-se um total de (4m + 5)N operagdes para cada iteragao do método

de gradiente com pré-condicionamento (2.110).

No entanto, este nimero de operagdes pode ser reduzido, considerando a versdo transformada

do método e aplicando (2.101) ao sistema Av = b, onde A e b estio dados em (2.108).

decomposta na forma C = EET | entdo a partir de (2.119) tem-se E = FG_”z.

Se C é

Como G, é uma matriz d1agonal pode-se definir uma terceira variante do método, tomando-se

C = G_! como matriz de pré-condicionamento do seguinte sistema,

Aw=b (2.124)
onde,
A=F'!'AFT b=F'b w=Flu
Todas as variantes do método sdo equivalentes visto que,
v = G712 = (FG V3T n=0,1,2,... (2.125)
A aplicagdo de (2.110) ao sistema (2.124) resulta em,
) (E(ﬂ}'glﬂl)
™ = @M, Ad)
w(“'l'l] - ﬁr("] + fna[")
g["“H) = g[“] + -,-HAE[(“]
Rt = g g*tY) (2.126)
- (g(n+1), h(m+))
P = T Em )
d+) = _hr+) 4 g dm)
Inicialmente, toma-se u(® e calcula-se w(® = FTu(® g = F-1(Aul® —b), d® = —h. No

entanto, este procedimento converge para W e nao para i1, determinado por ul® = FTw(n),

Em alguns casos, a variante (2.126) possui vantagens em relagio a (2.110) no célculo de Ad™.

Tomando como pré-condicionador o método SSOR, verifica-se que,
A=D-C,-Cy=H+F+FT
sendo,
F=(1/w)D+L H=(1-2/w)D
Desta forma, observa-se que [2],
Ad™ = FAF-Td™ = FY(H+ F + F)F7aM = F-1(EF™ 4 d) 4 F)

com f(®) = F-Td(),
A implementagdo desta variante pode ser feita através dos seguintes passos.
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Dada uma aproximagao inicial u(®

u = ul®
g=F1(Au-b)
u=FTu
thcg
d=-h
50=gTh
if dp < £ goto T
5 f=FTd
h=Hf+d
h=F"'h
h=h+f{
T = dp/dTh
u=u+tr7d
g=g+7h
h=G.g
51 =gTh
if 6; < £ return
B =d1/d
do = &1
d=-h+4d
goto S

T: u=FTu

Em (2.110), tem-se a solugdo de 2 sistemas triangulares e a multiplicagdo por A enquanto em
(2.126) tem-se apenas um sistema resultando em (2m + 7) N operagdes por iteragdo. Porém, deve-se
armazenar o vetor f, aumentando o espago de memoria dos vetores auxiliares para 5N. Procedimento
analogo pode ser efetuado tomando-se a matriz C em (2.123).

Finalmente, observa-se que os métodos com pré-condicionamento serao indicados por GCD, GCSS
e GCGS respectivamente para os casos de matriz de pré-condicionamento diagonal, SSOR e GS

simétrico.

2.7 Critérios de Convergéncia

Como visto anteriormente, os métodos iterativos produzem uma sequéncia de aproximagdes {u["]}
convergindo para a solugdo @ de (1.30). Assim, torna-se fundamental estabelecer critérios de con-
vergéncia visando encerrar o processo iterativo. Um bom critério de parada deve possuir as seguintes

caracteristicas [15]:
e identificar quando o erro e(?) & suficientemente pequeno;
e parar se o erro nao estd decrescendo ou se a taxa de decaimento é muito baixa;

e limitar a quantidade maxima de iteragdes.

Deseja-se parar as iteragdes quando a magnitude do vetor e(®) for pequena. No entanto, é im-
possivel empregar e(™) como critério de parada, procurando-se limita-lo em fungio do residuo r(™). As
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magnitudes destes vetores sao determinadas através de uma norma adequada, tais como as normas
euclidiana || - ||, e infinita || - ||oo-

Denomina-se como erro posterior a norma ||e(™||. Por sua vez, o erro anterior é definido como
a menor variagao entre max{|[§A||/[|A]|, ||6b]|/||b||}, de tal forma a fazer u(*) a solugiio exata de
(A +6A)u) = (b + b).

Se os valores em A e b possuem erros provenientes de outros calculos, nio é interessante iterar
até que JA e b sejam inferiores a estes erros. Por exemplo, se £ é a precisao da maquina, nio vale a
pena atingir a condigao ||§A || < £||A||, pois os erros de arrendondamento nos elementos de A para se
adequar ao valor da precisao £ serao superiores.

E possivel limitar o erro posterior em fungao do anterior através da equagio do residuo,

el =ul) —u=A"1(Au? - b) = A1) (2.127)
Logo, conhecendo-se uma estimativa para ||A~!|| vem que,
1@ < A= (2.128)

Assim, pode-se empregar o erro anterior para a definigdo dos seguintes critérios de convergéncia
[15]):
Critério 1 : ||r(‘][] <¢
Tem-se, neste caso, um limite superior para o erro posterior da forma ||e(?)|| < £||A~Y|];
Critério 2 : |[r®)]| < &(||A[l[[ul]] + |b]])

Este critério é equivalente a requerer que ||JA|| < £[|A|| e ||db]| < ||b]|, implicando no seguinte
limite para o erro posterior,

le@]] < €lJATY| (A [[u®]] + |[b]])

Critério 3 : ||r(V)|| < £]|b||

Novamente, os termos do erro anterior satisfazem A = 0 e ||6b|| < £||b]||. Este critério nio é
recomendado para matrizes mal-condicionadas. No entanto, esta deficiéncia néo esta presente
nos problemas analisados adiante, desde que os elementos da malha tenham uma boa qualidade
em relagao a forma.

Critério 4 : ||r{i)|| < EHUG]IVHA_IH

E possivel especificar uma precisao relativa £ para a solugao u®, ou seja,

le®I] _ [IA=Y1 ]I
@] = ]

<

Para comparar a performance dos métodos iterativos abordados, adotou-se o critério de con-
vergéncia 3 baseado na norma relativa do residuo x|}, ou seja,

(m) _
TRC T i) | LN PREL (2.129)
|[b]ls
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Visando uniformizar os resultados, selecionou-se a precisao &, de forma que o erro relativo entre as
solugdes direta de Gauss ug;, e iterativa u;, fosse no maximo 0,1%, ou seja,

dir fite)| _ |[Udir — Wite| s "
|lez*"**]]u T, 59 % (2.130)

Observa-se que sdo necessdrias 2N'm operagdes para o célculo do critério de convergéncia (2.129),
sendo equivalente a uma iteragao do método. Para reduzir este custo, pode-se verificar a convergencia
a cada 5 ou 10 iteragdes. No entanto, para os métodos de gradiente conjugado (GC, GCD, GCSS,
GCGS), o gradiente em cada iteragdo corresponde ao préprio residuo. Assim, tem-se o custo do critério
apenas para os métodos de Jacobi, GS, SOR e CHSS.

De forma geral, seleciona-se £ observando o grau de incerteza nos elementos de A e b em relagio
a ||Al| e ||b]|, respectivamente. Por exemplo, £ = 107 significa que A e b possuem erros na faixa de
+107%||A|| e £107%|[b||. A precisio com que o algoritmo ir4 calcular a solugio u ndo sera maior que
as incertezas nos termos do sistema de equagées.

Um parametro importante é o nimero maximo de iteragdes visando garantir o término do algo-
ritmo, caso o critério de convergéncia nao seja satisfeito. Outra estratégia de parada é observar quando
hé estagnagado na taxa de convergéncia, encerrando entao o processo. No entanto, esta possibilidade é
depedente do método empregado e do problema em estudo.

2.8 Estudo de Casos

A Tabela 2.1 resume o nimero de operagdes e o espago de meméria dos vetores auxiliares para
todos os métodos discutidos anteriormente. O parametro Nj; indica o nimero de iteragbes para a
convergéncia no caso dos algoritmos iterativos.

| Método | Operagdes | Memoria |
| Gauss | N+Y mP(mY +7)/2] N |
Jacobi | NiyN(2m — 1) 3N
GS NuN(2m - 1) 3N
SOR 2N;Nm 3N
SSOR | 4N;Nm 3N
CHSS NiuN(4m + 1) 5N
GC NiuN(2m+ 4) 4N
GCD NiN(2m + 5) 5N
GCSS | NuN(2m+T7) 5N
GCGS | NyN(2m+T7) 5N

Tabela 2.1: Numero de operagdes e espago de memdria dos vetores auxiliares para os métodos direto
e iterativos considerados.

Observa-se que as expressdes na Tabela 2.1 consideram apenas o nicleo principal dos métodos.
A demanda computacional real é superior aquela indicada devido a fatores como gerenciamento de
memoria, expressdes condicionais, sincronismos, dentre outros. No entanto, estas relagdes sio signi-
ficativas para efeito de uma anélise comparativa dos métodos, além do que o calculo do nimero de
operagoes a partir destas expressoes independe da implementagdo adotada para os varios métodos.
Deve-se ressaltar ainda que nao estdo contabilizados os custos de renumeragao de nés, do procedimento
de Gauss simboélico em matrizes esparsas e do calculo das estimativas dos autovalores extremos através



2.8 Estudo de Casos

48

do algoritmo de Lanczos no método CHSS. Nos casos dos procedimentos SOR e GCSS, empregou-se
um valor fixo w = 1, 81 como parametro de sobrerelaxagao.

% H/ 100 H/ 1 TNT [

;
1
] — M
14 L —
L:; 4 H>>V
T A

20
= = |

=
|

Figura 2.3: Problemas planos analisados: cilindro vertical, placa com furo e fratura (E = 21 x 105,
v=0,3).

Para avaliar o desempenho dos varios algoritmos apresentados, considerou-se inicialmente os 3
problemas planos ilustrados na Figura 2.3. Foram geradas 4 malhas de elementos triangulares de 6
nds para cada um destes exemplos, como mostrado nas Figuras 2.4 a 2.6. No cilindro vertical, tem-se
uma estrutura axissimétrica sem singularidades; na placa com furo tem-se um problema de estado
plano de tensdo com singularidade fraca; e finalmente o exemplo de fratura constitui-se novamente
num caso de estado plano mas com uma forte singularidade. A Tabela 2.2 apresenta as principais
caracteristicas de cada uma das malhas, ou seja,

e numero de nds;
e numero de elementos;
e niimero de equagdes;

® My, NElems,,, = altura média das colunas e nimero de coeficientes da matriz em colunas
ascendentes com renumeragao pelo algoritmo de Cuthill-Mckee [34, 66];

o« mir, NElemsf;;, = numero médio de elementos por linha e nimero total de coeficientes na

matriz esparsa com renumeragao pelo algoritmo de grau minimo [52, 97};

° miﬂ‘p, NElems.;, = niimero médio de elementos por linha e niimero total de coeficientes nao-nulos

na matriz esparsa para os métodos iterativos;

[ ]

16]|2, ||b]|cc = normas euclidiana e infinita do vetor de carregamento.

Observa-se que na geragao das malhas procurou-se apenas aumentar o niumero de equagdes. Assim,
nao se aplicou nenhum procedimento adaptavel visando obter uma malha 6tima para a analise de cada
um dos problemas. Para os métodos iterativos, tomou-se sempre como solugao inicial ul® = 0.

Aplicaram-se os seguintes métodos na analise destes exemplos: Gauss, GS, SOR, CHSS, GC, GCD,
GCSS e GCGS. Em todos os casos, verificou-se a convergéncia através de (2.129) nas normas euclidi-
ana e infinita, com armazenamento da matriz A em colunas ascendentes e esparso. Para uniformizar
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Cilindro vertical

Nés | Elementos | Equagdes || m,xy | NElems,zy || m2:, NElemsf:; myte, NElems‘::’ 1612 | 116]leo
531 244 1020 69,4 70739 30,7 31327 11,2 11397 || 2108.41 | 571.20
1595 760 3116 || 134,1 417803 47,9 149306 11,5 35931 || 1607.36 | 330.69
3069 1482 6036 || 183,3 1106335 57,7 348535 11,7 70395 || 1349.42 | 232.7T1
5293 2578 10452 || 242,7 2536176 || 67,9 709156 11,7 122733 || 1185.71 | 179.52
Placa com furo ‘
Nés | Elementos | Equagdes || m,iy | NElems,xy | m&7 | NElemsg,, [ mi'¢ [ NElemsy [18ll2 | [[b]]co
533 248 1020 62,3 63581 34,4 35073 11.3 11481 || 603.49 | 222.22
1558 745 3034 || 111,5 338319 45,9 139123 11,5 35034 || 428.54 | 111.11
3172 1537 6226 || 153,1 952947 55,6 345996 11,7 72714 || 360.49 78.43
5078 2477 10014 || 214,1 2143473 65,3 654376 11,8 117678 || 303.66 55.56
Fratura |
Nés | Elementos | Equagdes || m,xy | NElems,iy || m&7 | NElemsZ,, | mi'e | NElemst, 6ll2 | [I8]leo
563 260 1078 70,4 75838 31,8 34297 11,2 12060 || 423.10 | 222.22
1538 735 3002 || 112,3 337056 44,1 132369 11,5 34650 || 329.98 | 133.33
3202 1547 6284 || 160,0 1005527 59,3 372732 11,7 73209 || 261.87 83.33
5216 2539 10282 || 211,0 2169416 66,2 680468 11,7 120600 || 214.27 55.56

Tabela 2.2: Atributos das malhas dos 3 problemas planos analisados.
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Figura 2.5: Malhas geradas para a placa com furo.
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Figura 2.6: Malhas geradas para o problema de fratura.

os resultados, considerou-se a condigdo (2.130). Com este procedimento, obteve-se uma grande quan-
tidade de resultados, apresentados no Apéndice B, tais como nimero de iteragoes para convergéncia,
norma do residuo e erro relativo. Neste capitulo, faz-se um resumo de todas as simulagdes, procurando
ressaltar os aspectos mais relevantes.

A Tabela 2.3 contém os nimeros de iteragdes, tomados do Apéndice B, em cada uma das quatro
malhas dos 3 problemas analisados, com armazenamento em matriz esparsa. Nao se considera o custo
para o calculo do critério de convergéncia, segundo a norma euclidiana, nos métodos SOR e CHSS.

Nas Figuras 2.7 a 2.9, tem-se graficos em escala logaritmica com o nimero total de operagdes em
MFlop calculado a partir das Tabelas 2.1 a 2.3. Foram ajustadas retas da forma y = Cz® para cada
um dos métodos, inclusive Gauss em colunas ascendentes e esparso, estando os coeficientes angulares
a indicados na Tabela 2.3 e entre colchetes nas Figuras 2.7 a 2.9. As Figuras 2.10 a 2.12 mostram
o comportamento do residuo do critério de convergéncia na norma euclidiana para a primeira malha
dos 3 problemas planos.

2.9 Discussao dos Resultados
A partir dos resultados obtidos observa-se que:

e os termos da matriz do sistema e dos vetores foram tratados com precisao dupla e portanto
ocupam 8 bytes. Assim, as expressdes para o espago de memodria devem ser multiplicadas pelo
fator 8/1024 resultando valores em Kbytes.

e o método GS foi considerado apenas para a primeira malha dos 3 problemas, pois o niimero de ite-
ragoes para a convergéncia nas demais malhas é muito elevado. Os resultados estdo relacionados

no Apéndice B.

e para a primeira malha dos 3 problemas, com cerca de 1000 equagdes, o método SOR apresenta
uma performance comparavel, ao até mesmo superior, aos métodos CHSS, GC e GCD. A medida
que o niimero de equagdes aumenta, verifica-se uma queda progressiva na eficiéncia deste método.
Procedimentos adaptaveis visando melhorar o valor de w, e por consequéncia o comportamento
do método, estdo dados em [59].

e o ntumero de iteragdes para a convergéncia com o método CHSS é inferior ao GC na maioria
dos resultados obtidos. No entanto, o seu custo computacional é superior devido ao fator 4m
presente na expressao para o célculo do nimero de operagdes. Este fato pode ser comprovado
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[ Cilindro vertical |

[Método T112 ]3] 4] a]
Gauss - esparsa = - = - 1,83
Gauss - skyline - - - - 2,08
SOR 116 | 337 | 677 | 1121 | 2,00
CHSS 101 | 175 | 257 | 348 1,65
GC 124 | 193 | 265 | 355 || 1,47
GCD 102 | 162 | 187 | 245 1,38
GCSS 75 | 111 | 165 | 220 || 1,48
GCGS 57 91 | 102 | 132 1,36

| Placa com furo I
| Método 17 273 ] 4] ]

Gauss - esparsa | — - - = 1,68

Gauss - skyline | - - - - 2,07

SOR 287 | 1045 | 1783 | 3040 || 2,03

CHSS 127 | 228 317 481 1,58

GC 138 | 247 351 448 1,53

GCD 129 | 203 285 429 1,52

GCSS 64 142 204 257 1,62

GCGS 73 109 157 236 1,51

[ Fratura |
[ Método [1 ] 2] 3 [ 4] af

Gauss - esparsa | - - = = 1,78

Gauss - skyline - - - - 1,96

SOR 369 | 1139 | 2242 | 3704 || 2,04

CHSS 147 | 252 373 476 1,54

GC 153 | 250 378 477 1,63

GCD 140 | 237 349 447 1,53

GCSS 86 139 207 251 1,50

GCGS 79 131 191 244 1,62

Tabela 2.3: Numero de itera¢des para os métodos adotados e coeficientes das retas ajustadas.
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Numero de operacoes (MFlop)

10
-+- Gauss - skyline [2,08]
o SOR [2,00]
x CHSS [1,55]
10° * GC [1,47] 1
-*- GCD [1,38]

-0- GCSS [1,48]
-x- GCGS [1,36]
+ Gauss - esparsa [1,83]

-1
10
10° 10"
Numero de equacoes

Figura 2.7: Cilindro vertical: nimero de operagdes para os métodos de Gauss e iterativos.

-+- Gauss - skyline [2,07]

o SOR [2,03]

x CHSS [1,58]

* GC [1,53] _

-*- GCD [1,52]

-0- GCSS [1,62]

-x- GCGS [1,51]

A . + Gauss - esparsa [1,68]

10 3 I 4
10 10

Numero de equacoes

Numero de operacoes (MFlop)
o

Figura 2.8: Placa com furo: nimero de operagdes para os métodos de Gauss e iterativos.
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10

-+- Gauss - skyline [1,96]

o SOR [2,04]

x CHSS[1,54]

* GC[1,53] 4

-*- GCD [1,53]

-0- GCSS [1,50]

-x- GCGS [1,52]

i + Gauss - esparsa [1,78] .

10° 10"
Numero de equacoes

Numero de operacoes (MFlop)
(=]

10

Figura 2.9: Fratura: nimero de operagoes para os métodos de Gauss e iterativos.

nas Figuras 2.7 a 2.9, pois as retas correspondentes ao CHSS estao sempre acima daquelas do
GC. Como indicado em [59], a performance do algoritmo GC com pré-condicionadores é superior
ao CHSS.

As estimativas para os autovalores obtidas pelo método de Lanczos permitiram uma redugao
significativa no nimero de iteragdes em relagao ao procedimento adaptavel dado em [59].

Uma das vantagens da aceleragido de Chebyshev em relagao ao método de Gradiente Conjugado
estd em nao efetuar produtos internos, facilitando a sua paralelizagao. Observa-se que os produ-
tos internos constituem-se em pontos de sincronismo em versoes paralelas do algoritmo de GC
[15].

no método GCD, o numero de iteragdes é inferior em relagio aos procedimentos CHSS e GC.
No entanto, a medida que a singularidade torna-se mais forte, verifica-se um equilibrio nestes
procedimentos. Assim, tomando-se a malha 4 dos 3 problemas analisados, no cilindro vertical a
performance do GCD é bem superior ao CHSS e GC, enquanto para os outros exemplos tem-se
um equilibrio.

Este fato também pode ser observado comparando-se o nimero de operagoes dos métodos GC e
GCD nas Figuras 2.7 a 2.9. No primeiro caso, as retas encontram-se suficientemente espagadas,
tornando-se mais préximas nos outros dois casos, nao se observando praticamente nenhuma
diferenga no problema de fratura da Figura 2.9.

as versoes pré-condicionadas do método de Gradiente Conjugado GCSS e GCGS permitiram
reduzir significativamente o nimero de iteragoes em relagao aos demais métodos. Na maioria
dos casos, o algoritmo GCGS foi superior ao GCSS. No entanto, empregando w = 0, 5 na equagao
(2.122), tem-se 0 mesmo comportmaento para os dois métodos.
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SOR CHSS GC
2.5 1.5 1.5
2
1 1
1.5
1
05 05
0.5
0
00 100 200 00 100 200 0 100 200
GCD GCSS GCGS
15 2 15
1.5
1 1
1
0.5 0.5
0.5
0
G(1' 100 200 00 50 100 0 50 100

Figura 2.10: Cilindro vertical: comportamento da norma do residuo ||r||; na primeira malha.

SOR CHSS GC
2 15 15
1.5
1 1
1
0.5 0.5
0.5
GO 200 400 00 100 200 00 100 200
GCD GCSS GCGS
1.5 2 1.5
1.5
1 1
1
05 0.5
0.5
00 100 200 cU 50 100 00 50 100

Figura 2.11: Placa com furo: comportamento da norma do residuo ||r||; na primeira malha.
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SCR CHSS GC
2.5 2 1.5
7 15
1
1.5
1
1
0.5
05 0.5
00 200 400 00 100 200 GO 100 200
GCD GCSS GCGS
15 1.5 1.5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
00 100 200 00‘ 50 100 00 50 100

Figura 2.12: Fratura: comportamento da norma do residuo ||r||; na primeira malha.

Novamente, acontece um comportamento semelhante ao método GCD, ou seja, a medida que se
aumenta a singularidade, a diferenca entre os algoritmos GCSS e GCGS torna-se progressiva-
mente menor, conforme apresentado nas Figuras 2.7 a 2.9.

em geral, para todas as simulagdes efetuadas, visando obter um erro relativo ||e,||; com a mesma
ordem de grandeza, tomou-se uma precisdao £ menor ao se empregar a norma infinita.

no caso de métodos iterativos, torna-se essencial utilizar um armazenamento ém matrizes es-
parsas. Como pode ser visto na Tabela 2.2, no caso das 3 malhas mais finas, apenas cerca de
5% dos elementos sdao nao-nulos. No caso do método de Gauss, também se verifica uma redugao
no numero de elementos, mas nao tao substancial devido ao processo de fatoragao, onde sao
gerados novos elementos nao-nulos. Além disso, como ja mencionado, para os métodos iterativos
com matrizes esparsas nao é necessario renumerar de forma 6tima as equagées.

em geral, os métodos iterativos baseados em gradiente conjugado sao superiores em relagao ao
procedimento de Gauss em colunas ascendentes. No entanto, considerando apenas o nimero de
operagoes, o método de Gauss esparso é superior até um certo nimero de equagdes dependente
do problema em estudo. Nas Figuras 2.7 a 2.9, verificam-se os cruzamentos entre as retas dos
métodos de Gauss e GCGS, indicando um mesmo custo computacional, respectivamente para
6438, 182310 e 81181 equacgdes.

o problema de fratura apresenta uma forte singularidade, implicando num maior nimero de
iteragdes para a convergéncia em relagao a placa com furo. Por sua vez, este problema com
singularidade moderada demanda mais iteragdes que o caso de cilindro vertical. Portanto, como
esperado, a presenga de singularidades afeta diretamente a performance dos métodos iterativos.

em relagdo ao comportamento do residuo, ilustrado nas Figuras 2.10 a 2.12, observa-se um
decaimento suave para o método SOR.. Para as demais técnicas, o residuo decresce em patamares
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ocorrendo maiores instabilidades nas iteragdes iniciais. Nota-se em alguns casos um crescimento
pronunciado da norma residuo em algumas iteragées, como por exemplo nos métodos GCD e
GCGS na Figura 2.10. De forma geral, tem-se uma queda mais instdvel do residuo a medida
que a singularidade aumenta.

Das simulagdes numéricas anteriores, verifica-se que dentre os métodos iterativos, o algoritmo
GCGS é superior em relagao aos demais. Tomou-se o problema de fratura com dimensdes 100 vezes
maiores que aquelas indicadas na Figura 2.3, com o objetivo de estudar o comportamento dos métodos
de Gauss e GCGS a medida que se aumenta o nimero de equagoes. Foram geradas 7 malhas com
elementos triangulares de 6 nds, estando as caracteristicas destas malhas indicadas na Tabela 2.4.

I Nés I Elementos ‘ Equagoes ” Myky | NElems, .y ” mfi’;, ‘ I\I}:",lemsf;;J “ mis, [ I\nl'Elerm'.','fp

654 303 1254 73,2 91798 || 34,3 43016 11,2 14076
1817 868 3540 || 129,0 456687 || 46,7 165205 11,5 40821
3006 1449 5888 || 169,6 998440 || 50,7 298805 11,6 68451
5190 2527 10226 || 213,1 2179279 || 60,6 619395 11,7 119958

10304 50565 20390 || 298,2 6079571 || 72,8 1483760 || 11,8 240756
16272 8013 32272 || 376,1 12136114 || 81,2 2620189 11,9 382305
27765 13722 55376 | 503,7 27895204 || 93,0 5148300 11,9 658151

Tabela 2.4: Atributos das malhas do problema de fratura modificado para matrizes em colunas ascen-
dentes (sky) e esparsa (esp); métodos direto (dir) e iterativo (ite).

A Tabela 2.5 apresenta o nimero de iteragoes para o método GCGS em cada uma das malhas,
utilizando precisdes £ = 1072 e £ = 1073, As Figuras 2.13 a 2.15 ilustram o nimero de operagdes,
o espago de memoria (matriz + vetores auxiliares) e o niimero médio de elementos por linha/coluna
em fungdo do nimero de equagdes. Os coeficientes angulares das retas das Figuras 2.13 e 2.14 estdo
indicados entre colchetes e também na Tabela 2.6.

| Malha [1] 2] 3] 4[5 |6 [ 7]
NIT (€ =10"%) | 71 | 122 | 159 | 206 | 293 | 374 | 493
NIT (£ =1073) | 87 | 155 | 189 | 251 | 358 | 459 | 676

Tabela 2.5: Nimero de iteragdes para GCGS nas 7 malhas do problema de fratura modificado.

mét.odo | Operagdes 1 Memoria |
Gauss - esparsa 1,70 1,26
Gauss - skyline 2,00 1,50
GCGS (6 =1079) 1,52 1,01
GCGS (£ =1077) 1,54 1,01

Tabela 2.6: Coeficientes angulares das retas do problema de fratura modificado.

A partir dos resultados para o problema de fratura modificado, acrescentam-se as seguintes con-
sideragdes:

e para casos bidimensionais, embora os coeficientes angulares das retas de custo computacional
dos algoritmos tipo gradiente sejam menores em relagdo ao método de Gauss em matriz esparsa,
este 1ltimo apresenta melhor desempenho. Como sera visto no Capitulo 4, esta conclusao nao é
valida para problemas tridimensionais.
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A precisio £ afeta diretamente a performance da técnica GCGS. Em particular para o caso de
fratura, o erro relativo (2.130) foi inferior a 1% e 0.1% para { = 1072 e £ = 1073, respectivamente.
Para o critério de convergéncia adotado, £ = 10~3 parece mais adequado.

10" —¢

x Gauss - skyline [2,00]

* GCGS (0.001) [1,54]
+ GCGS (0.01) [1,52]
o Gauss - esparsa [1,70]

Numero de operacoes (MFlop)
o

—
o
v Y

o

10 . L
3
10 10* 10
Numero de equacoes

5

Figura 2.13: Fratura modificado: nimero de operagdes (MFlop) para o método de Gauss em matrizes
esparsa e colunas ascendentes; método iterativo GCGS com precisdes de § = 10-% & € = 1072,

e o0 espago de memdria indicado na Figura 2.14 considera apenas a matriz e os vetores auxiliares.
Ni#o se incluem, por exemplo, estruturas de dados aplicadas ao procedimento de Gauss simbdlico
em matrizes esparsas, as quais passam a ocupar um espago consideravel a medida que se au-
menta o ndmero de equagdes. Logicamente, este ltimo aspecto depende da implementagao do
procedimento.

Como esperado, a demanda em termos de memdria para matriz esparsa é inferior para GCGS em
relagdao ao método de Gauss. Como esta demanda é fungdo ndo apenas do nimero de equagdes,
mas também do niimero médio de elementos por linha/coluna da matriz, pode-se observar como
este parametro varia ao longo das malhas na Figura 2.15. Para o caso de colunas ascendentes,
ocorre um crescimento pronunciado. No caso do método de Gauss em matriz esparsa, observa-se
uma variagao quasi-linear, enquanto que para os métodos iterativos tem-se um valor praticamente
constante.

e de forma geral, o niimero de equagdes a partir do qual tem-se um mesmo custo computacional
para os procedimentos de Gauss e GCGS é dependente das caracteristicas do problema.

Um aspecto fundamental a ser considerado é a demanda em termos de memodria, a qual cresce de
forma mais pronunciada para o algoritmo de Gauss, nao apenas para os elementos do sistema de
equagdes, mas também no procedimento simbélico. Assim, para niimeros crescentes de equagdes,
o método de Gauss necessitara preliminarmente de memoéria em disco (swap file) fazendo cair a
sua performance.
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Figura 2.14: Fratura modificado: espago de meméria (Mbytes) para armazenamento em colunas
ascendentes e esparso para o método de Gauss e esparso para o algoritmo GCGS.
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Figura 2.15: Fratura modificado: nimero médio de elementos por linha ou coluna para o método de
Gauss e técnicas iterativas.
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Desta forma, a utilizagdo da técnica GCGS mostra-se competitiva em relagdo ao método de
Gauss, principalmente para sistemas de alta ordem pois demanda um menor espago de memoria.
Para casos tridimensionais, pode-se tornar inviavel armazenar toda a matriz A para o método
de Gauss, sendo necessario, entao, aplicar procedimentos elemento-elemento ou recorrer a uma

técnica iterativa.



Capitulo 3

ESTIMADOR DE ERRO E 3
RECUPERADORES DE TENSAO

Neste capitulo, apresenta-se o estimador de erro ZZ [112] baseado numa técnica de ponderagio.
Este estimador requer um procedimento para recuperar as tensoes de forma mais precisa a partir da
solugdo aproximada uj obtida pelo MEF. Discutem-se alguns algoritmos para esta finalidade, incluindo
a proposta original presente em [44, 112], além de outros onde se faz uma expansao polinomial das
tensdes ao longo de um conjunto de elementos [117, 119], permitindo incluir equagdes de equilibrio
[105] e condigdes de contorno [106].

3.1 Estimador Zhu-Zienkiewicz (ZZ)

Considerando o problema eldstico, a forma bilinear (1.25) permite definir a norma de energia,

llulle = /ol v) = Uﬂ D !'T(u) - T(u) dﬂ)% (3.1)

Dadas as solugdes exata u e aproximada uy, assim como as respectivas tensoes T e T}, emprega-se
(3.1) para obter as normas ||u||, e ||un||o. Subtraindo [|ux||2 de ||||2, tem-se a norma de energia do
erro, ou seja,

llella = [l — unlla = (a(u — un,u— un))? = (fn D~}(T - Tx) - (T — Th) dQ) ’ (3.2)

Como a solugao exata (u, T) nado é conhecida, calcula-se uma estimativa do erro empregando um
recuperador de tensdes para uma obter uma melhor aproximagao T* para T em relagdo a T
Desta maneira, a norma da estimativa do erro é obtida a partir de (3.2). Logo,

1
2

lelle= ([ D7~ ) (° - Th) d) (5.3)
Define-se o erro percentual relativo global como,

n= llella . 100 (3.4)
|l

60



3.1 Estimador Zhu-Zienkiewicz (ZZ)

Portanto, dado um erro percentual admissivel 7, ao final da andlise deseja-se que n < 7. Como
||e||« ndo pode ser calculado, pois u néo é conhecido, utiliza-se a estimativa (3.3) em (3.4) obtendo-se,

= le*lla = -
<7 (3.5)

L -1— e
(IlullZ + lle*12)3

Nos algoritmos adaptaveis, deseja-se alcangar a uniformidade do erro, ou seja, pretende-se que
em todos os elementos da malha, o erro nao supere um certo valor estabelecido. Por outro lado, o
quadrado da norma do erro pode ser calculado pela contribuigdo dos N elementos da malha, ou

seja,

Ndl

le*llz = Y lleflla (36)

i=1
Da condigdo de uniformidade do erro,
* els
lle*l1z = N |lezall2 (3.7)

sendo ||e},||o a norma de energia do erro admissivel em cada elemento.
Substituindo (3.7) em (3.5), determina-se a seguinte relagao,

(N les,]12)3
(Ilunl[2 + |le*]12)?
\/W”e;d”a
(llunll2 + lle*]12)3
5 (luallz + llel|2)?

I

IA
i1l

sl < Aoe .
Definindo para cada elemento i (i = 1,..., N®*) a razio &; entre os erros no elemento ||e!||, e o
admissivel HE:.d“a,
et
¢ = el (3.9)

llezalla
tem-se que,
e se (; > 1 deve-se refinar o elemento;

e se (; < 1 aumenta-se o tamanho do elemento ou mantém-se o mesmo inalterado.

Observa-se que em [112], aplica-se um fator empirico de corregao em (;, dependente do tipo do
elemento, sendo 1,3 e 1,4, respectivamente, para triangulos linear e quadratico.

A partir da teoria matemética do MEF, tem-se que a norma do erro da aproximagao, assumindo
auséncia de descontinuidades, esta limitada por,

|le]| < ah? (3.10)



3.2 Recuperadores de Tensao

sendo h o tamanho do elemento e p a ordem das fungdes de interpolagao. A partir desta expressao e
da equagdo (3.9), determina-se o novo tamanho k] do elemento 7 como,

Tamlyp T (3:11)

1

G

Desta forma, para {; > 1 o novo tamanho do elemento A} sera menor que h;; para (; < 1, tem-se
hi < h;. Para evitar crescimento excessivo no tamanho dos elementos, podendo ocasionar malhas de
baixa qualidade, introduz-se um fator de amortecimento no crescimento dos elementos. Logo, para
(; < 1, adota-se,

1-5&)
2

G+ G+

implicando que o elemento nao crescerd mais que 21/P yezes o seu tamanho original a cada refinamento.

Calculado os novos tamanhos dos elementos, transferem-se os valores para os nés através de um
processo analogo ao recuperador PA, discutido na préxima segdo. Obtém-se uma fungio continua
no dominio de analise, definida pelos valores nodais da malha. Assim, o tamanho previsto do novo
elemento num ponto qualquer do dominio é determinado, aplicando-se uma interpolagio dos valores
nodais do elemento contendo este ponto. Esta fungdo é denominada malha de parametros, sendo
empregada no refinamento de uma malha com o gerador ARANHA [43].

Como mencionado, um ponto fundamental é o algoritmo empregado para o calculo de T* a partir
da aproximagio T}, de tal forma que ndo se tenha um custo equivalente ao da andlise. Nas préximas
secdes, apresentam-se 4 recuperadores de tensdo para esta finalidade [44, 105, 106, 112, 117].

3.2 Recuperadores de Tensao

3.2.1 Ponderacgao pela drea dos elementos (PA)

Originalmente em [112], as tensdes T* sdo obtidas empregando-se as mesmas fungdes de inter-
polagdo dos deslocamentos. Portanto,

T = NT* (3.12)
As tensdes nodais T* sdo determinadas pela minimizagao do seguinte funcional,

F(TY) = /;I(T‘ — T3)?dQ (3.13)
Por sua vez, a condigio de minimo deste funcional é dada por,

j; NT(NT* - Tr)d2=0 (3.14)
A expressdo (3.14) pode ser escrita como,

MT* =t (3.15)

onde,

M:f NTN dQ t=f NTT, dO (3.16)
1] 7]



3.2 Recuperadores de Tensao

Devido a forma de M, o custo da solugdo do sistema de equagGes anterior é da mesma ordem de
grandeza daquele da analise. Para contornar esta limitagao, emprega-se uma matriz diagonal, ao invés
da matriz de massa consistente M [44]. Para isso, tomam-se os pontos de integragao nas coordenadas
locais dos néds, resultando numa matriz de massa diagonal, pois para um certo né ¢ a tnica fungao
de forma ndo-nula, no caso igual a 1, é aquela correspondente a ¢. Assim, para cada elemento e
empregando integragdo numeérica vem que,

Nhés

My = / bib;d S ¢i(1)6;(1) Widetd, (3.17)
e =1

onde Nps. € o nimero de nds do elemento, W é a ponderagdo e J é a matriz jacobiana. Como
¢:(l) = i (6s = delta de Kronecker), verifica-se que,

N _ .
Mfs = 21;108 Hfj det J{ (318)
M,'j =
Da mesma maneira, as forgas nodais equivalentes sao dadas por,
Nnés
te= > Ta(l)Widetd, (3.19)
=1

Para elementos lineares, o jacobiano é igual a duas vezes a area do elemento. Logo, os termos da
diagonal de M sédo proporcionais, em cada grau de liberdade de um né /, ao somatério das dreas dos
elementos compartilhando . Da mesma maneira, os coeficientes do termo independente sao iguais as
tensdes nodais ponderadas pelas respectivas areas dos elementos.

No caso quadratico, o jacobiano nao é constante ao longo do elemento. Porém, supondo que os
elementos tenham boa qualidade em relagao a forma, pode-se aplicar o mesmo critério de aproximagao
[44].

3.2.2 Expansao polinomial (EP)

E conhecido que as derivadas da solugdo aproximada uj, sdo superconvergentes em alguns pontos
dos elementos da malha [14], ou seja, tem-se uma ordem de convergéncia maior que aquela prevista
pela teoria matematica do MEF. Por sua vez, o estimador ZZ sera assimptoticamente exato na norma
de energia, caso a técnica de recuperagio seja superconvergente [117].

Baseado nestes fatos, desenvolveu-se uma técnica de recuperagdo [117, 118] tomando-se uma ex-
pansdo polinomial da fungao descrevendo as derivadas. Considera-se para cada né, os elementos que
o compartilham e realiza-se a expansao ao longo dos pontos superconvergentes dos elementos.

Assim neste procedimento, as tensdes nodais T* pertencem a uma expansdo polinomial T}, com
a mesma ordem completa p que as fungbes de forma, ao longo do conjunto de elementos (patch)
compartilhando o né considerado, como ilustrado na Figura 3.1.

A expansdo polinomial serd empregada para cada componente de tensdo ou derivada da seguinte
maneira,

T, = Pa (3.20)

onde P contém os termos polinomiais apropriados e a sao parametros desconhecidos. Para elementos
unidimensionais de ordem p tem-se,

P:[l z 22 ... ;cP] az[al a; az ... Gpyy ]T (3.21)
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® Valores nodais recuperados <+ Ponto de amostragem X No base do conjunto

Figura 3.1: Conjuntos de elementos (patch) para um né da malha [117].

Para casos bi e tridimensionais, consideram-se em P apenas os termos polinomiais completos, com
excegdo dos quadrildteros onde se recomenda empregar os mesmos termos das fungdes de forma do
elemento [117]. Para expansdes linear e quadratica em tridngulos, tem-se, respectivamente,

P:[lzy] P=[1;\:yz2 zy yz] (3.22)

enquanto que para o quadrado linear inclui-se ainda o termo zy.
Os parametros a sao determinados através de um ajuste por minimos quadrados pelos n, pontos
superconvergentes do conjunto de elementos de um né. Para isso, minimiza-se o funcional [117],

fp _ 2
Fla) = Y (Talet o) - Tl ud)
i=1
“P )
= ) (Talzi,¥)) — P(2{,9)a) (3.23)
i=1
onde (zf,y!) (i =1,...,n,) sao as coordenadas dos pontos de amostragem; n, = kN;" é o numero

total de pontos; k é o nimero de pontos em cada um dos N;“ elementos do conjunto.
A condigiao de minimo do funcional (3.23) é dada por,

np

p
S PT (2}, yf)P(2f,y)a =y PT(z{,y!)Tu(el, %) (3.24)

=1 1=1

Em forma matricial,

Aa=h, (3.25)
com
n n
A, =) PT(z},y))P(z},y)) bp =) PT(z!,y))Ta(z!,y)) (3.26)

=1 =1

Verifica-se que o niimero de equagdes no sistema (3.25) é bastante pequeno, sendo igual ao nimero
de coeficientes presentes em P. Além disso, a matriz A, é simétrica, sendo calculada uma tnica vez
e utilizada para todas as componentes de tensao.

Uma vez que os parametros a estejam disponiveis, os valores nodais recuperados T* sdo determi-
nados empregando-se (3.20) com as respectivas coordenadas locais dos nés (z!,y!). Observa-se que
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a) b)

Figura 3.2: Recuperagao das derivadas para os nds de contorno: a) vértice; b) face [117].

- y

Q, (Xmax, Ymax) Q, i (1, 1)

Ll

(Xmin, Ymin) (-1,-1)

Figura 3.3: Transformagao de dominio para o conjunto de elementos.

apenas os vértices do conjunto de elementos sdo considerados. Para os nés do meio de uma face ou
internos do elemento, os valores recuperados sio determinados por dois ou mais conjuntos, como pode
ser visto na Figura 3.1, devendo-se efetuar uma média dos valores obtidos.

Para o contorno do dominio, tem-se as situagées ilustradas na Figura 3.2, onde apenas um ou
dois elementos compartilham um né. Para um né de vértice, o numero de elementos do conjunto
é insuficiente para determinar os parametros a, devendo-se utilizar o conjunto de um né interno.
No outro caso, o niimero de elementos é suficiente, recomendando-se, no entanto, também usar os
coeficientes determinados por um conjunto interno [117].

Na Figura 3.1, pode-se observar os pontos de amostragem. Para os quadrados as derivadas super-
convergentes ocorrem nos pontos de Gauss. No caso de triangulos, a existéncia de pontos superconver-
gentes nio estd totalmente comprovada [117]. Para elementos lineares, tomam-se as coordenadas do
centrdide, enquanto para os quadraticos consideram-se o centro das arestas do elemento. Neste ultimo
caso, experimentos numéricos apresentaram ultraconvergéncia para as tensdes recuperadas com ordem
O(h*) [117].

Para elementos de ordem mais alta, a matriz A, pode se tornar mal-condicionada, devido a
presenga de termos polinomiais com alto grau em fungdo das coordenadas globais dos nds [119].
Aplica-se, entdo, uma transformagao do dominio original 2, do conjunto de elementos para um outro
normalizado ﬁ,,, onde todas as coordenadas estdo no intervalo —1 < z,y < 1, como ilustrado na
Figura 3.3. Para isso, define-se a janela contendo os elementos a partir dos pontos (Zmin, Ymin) €
(Zmaz, Ymaz)- A partir dai, tem-se uma transformagéo linear para cada uma das coordenadas z e y
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da seguinte forma,

1 _ 1 _ 1 1 l

= _(1 + 2’)3-':1”'1:12 . "(1 = 3)3ma= = _{zma: =+ mmin) + —(.":qu — Zmin)f =2m + 2z (3.27)
2 2 2 2 2
1 _ 1 ) 1 1 ) I

y= 5(1 + y)yfﬂdz + 5(1 - y)yma: = E(ymaz + ym:'n) + §(yma= - ymin)y =Ym + Ey (328)

Pode-se expressar, entdo, Z e § em fungao de z e ¥ como,

2 .2

E=(z-2m) T=7(Y—ym) (3.29)
l. L,

3.2.3 Expansao polinomial com equagoes de equilibrio (EPE)

Ao se aplicar a técnica de recuperagao anterior, verifica-se uma taxa de convergéncia superior para
os nés internos em relagio aquela encontrada para os nés de contorno [105, 117]. Além disso, as tensoes
recuperadas nao satisfazem a equagéo de equilibrio do problema. Neste procedimento as componentes
de tensdo sdo acopladas através das equagdes de equilibrio [105].

As tensdes recuperadas nos pontos superconvergentes (z7, y!) pela expressio (3.20) sdo mais pre-
cisas que os valores T}, calculados nos mesmos pontos. Portanto, tem-se um residuo Ry da seguinte

forma,
RT — T;(::, y:) 2 Th(z;! y:) == P(x:l y:)a ™ Th(z;1 y:) (330)

Como as tensdes T nao satisfazem a equagao de equilibrio, determina-se um outro residuo dado

por,
Reg = VIT) + (3.31)

sendo f, o vetor com as componentes das forgas de corpo.
Para um problema de estado plano, o termo VTT; é dado por,

S T"‘
2 0 8/8y 98/dz v
sz
[ (794 (T2) l P, 0 P, as
_ : - 3.32
| (T3)y + (Tey)e o P, P, ::y (3-32)

sendo (I} ). = %Z;;.
Os parametros a sio determinados aplicando-se minimos quadrados ao funcional [105],

np

F(a)=) RIRr +./n BRI R, dQ, (3.33)
1=1 P

onde o parametro 3, é um nimero de penalizagdo, caso se considere a equagao de equilibrio como uma
restrigao ao problema.
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Substituindo as expressdes (3.30) a (3.32) em (3.33) e aplicando a condigao de minimo de F(a),
determina-se o sistema de equagées,

0F(a) _,.
8a
Y, PTP 4+ [ B,PIP.dQ, 0 [ B, P, P, dQ,
0 25 ETP +/ EPPEP!’ dQ, [ E,Pngdﬂp
[ BpPZPyd, [ BpPz Py d, w2y PTP + [ B,(PT P, + PyP,)dQ,
8y E:‘:l PTT; - f ﬁppsz dflp
o b= SR pTT | gETy dn, (3.34)
o | | S5, BT, f B (PT + BT e,

Pode-se utilizar a presenga das equagdes de equilibrio e empregar polinémios com uma ordem mais
alta na expansio polinomial. Portanto, se as fungdes de forma para os deslocamentos tém ordem p, é
possivel interpolar as tensdes com grau p + 1 [105].

A solugio do sistema (3.34) é possivel apenas se o nimero de parametros em a é menor ou igual
ao nimero de equagdes. Assim, a quantidade de termos na expansao polinomial deve ser limitada, de
tal maneira que a ordem do vetor a nao exceda o numero de equagdes independentes para um certo
conjunto de elementos.

Tal fato é de fundamental importéancia para os nds de contorno, cujas tensoes devem ser recuperadas
empregando-se conjuntos de contorno, exceto quando o nimero de termos em a é insuficiente. Nestes
casos, utiliza-se um conjunto de um né interno ou reduz-se a ordem dos polindmios em P. Para
problemas bidimensionais, conjuntos internos sido usados para os nés de contorno apenas quando o
conjunto correspondente a este né possuir menos que 3 elementos [105]. Observa-se que para 3, = 0,
tem-se o recuperador EP. Consideram-se ainda os casos degenerados: (p,8, #0) e (p+ 1,8, = 0).

Novamente, aplica-se a transformacdo de dominios para o conjunto de elementos. Os termos
envolvendo o produto PTP sio tratados de forma analoga ao recuperador anterior. Entretanto, tem-
se as expressdes provenientes das equagdes de equilibrio envolvendo as derivadas P, e P,,.

A partir das expressoes (3.27) e (3.28), verifica-se que,

l l
dz = Zdz dy= 2dy ;
z > dz Y 9 Y (3.35)
Aplicando a regra da cadeia, tem-se as seguintes relagoes,
2 2
Pz = I_Pf Py = I—Pg (336)

Utilizando as expressdes anteriores (3.35) e (3.36) nos termos contendo derivadas de P da expressio
(3.34) obtém-se,

T _ 2)2 p ly, b f T
ﬁp-/r'l,. Pszdzdy—ﬁp]‘;P (lz P;P; 3 2dzdy—lzﬁp %, P:Pzdzdy (3.37)
2\’ o l
= T'_z_y_-z__z T*“-
ﬁpfnp PyPyd:cdy_ﬁpjf;p (ly) P; Py 5 2d dy fyﬂp./ﬁp P;Pydzdy (3.38)

2 2 -
ﬁ,,/n PTP, dz dy = 5,,](’_} 2ZpTp =gz dy= ﬁ,[ﬁ PIP, dz dj (3.39)
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Estes termos devem ser integrados numericamente considerando os pontos de Gauss para cada
elemento. Por exemplo para a equagao (3.39) tem-se,

N3 Ny,
ﬁpj; PP dzdg= S Y PTP, W, detJ (3.40)

P e=1 [=1

onde N;“ é o niimero de elementos do conjunto; N,; é o nimero de pontos de integragao; (£, n) sao
as variaveis locais do elemento.

3.2.4 Expansao polinomial com equagoes de equilibrio e condigoes de contorno

(EPEC)

Os recuperadores anteriores nao consideram as condigbes de contorno tais como deslocamentos e
tracdes prescritos. Além disso, como jé observado, a qualidade das derivadas recuperadas no contorno
é inferior em relagio aos pontos internos do dominio. Em geral, para problemas com deslocamentos
impostos, os gradientes da solugdo aproximada sao frequentemente imprecisos em pontos préximos ou
sob o contorno.

O procedimento dado em [106] incorpora as condigdes de contorno através de um ajuste por
minimos quadrados com ponderagdes, numa tentativa de garantir que as derivadas recuperadas satis-
facam as condigdes presentes no contorno. Observa-se que este procedimento considera nao apenas
os pontos superconvergentes em tensdo, mas também pontos no contorno e diferentes fungdes de
ponderagao.

Assume-se que o contorno I' do dominio Q2 esta subdividido em I' = 'y, UT} com 'y, N T = 0.
Logo, I', denota a parte de I onde se tem as condigdes essenciais, neste caso, deslocamentos prescritos
u = up em I',. Analogamente, em I'y aplicam-se as condigées de contorno naturais, ou seja, tragdes
prescritas Vﬁu +t, = T(u*)n+t, = 0em I.

Definem-se os seguintes residuos [106]:

Rr = [w(T* - Ths)ls

Req — [VTT' + fb]a

R, = [w(u®— u)l, (3.41)

Ry, = [w(Viu'+ts)ls

R, = [w(u' - w)
sendo Rr e R.q 0s residuos nos pontos superconvergentes em tensao (s); Ry é o residuo em desloca-
mentos para os pontos de amostragem (r); R,, e Ry, representam, respectivamente, uma violagao nas
condigdes de contorno essenciais e naturais pela solugdo recuperada; w é uma fungéo de ponderagao;

u* é um campo de deslocamento interpolado com uma ordem mais alta que aquela presente para up.
Os parametros a sio determinados minimizando o seguinte funcional [106],

Fla) = Fi+FR+FB+F+F
-~ Y RID 'Ry +ﬁp/ R D'R.,d2,+ 3 RID™'R, +

+ Y. RID'Rp,+ ) R{D7'R,, (3.42)
b u
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onde a matriz de elasticidade D pode ser substituida por EI, sendo E' o mdédulo de elasticidade
longitudinal e I a matriz identidade.

Neste recuperador, emprega-se um campo de deslocamentos de ordem mais alta u* com corres-
pondentes tensdes T*. Logo, para um problema de estado plano e utilizando notagdo matricial vem

que,
* My * ’ Q* 0 " =
u! =Q%a; (i==z,y) — { }:l o Q']{ } — u’' =Qa (3.43)

&

*
T
»
v

T* = DVu'=DVQa*

8/0z 0 = . Q o r
= DJ|o 8/d8y [% S]{:x}=E 0 Q {:‘:}=va‘ (3.44)
8/0y 0/0a v S
sendo Q* uma matriz similar a P da expressao (3.20).
O gradiente transposto de V é dado por,
a: o e
8/0z 0 8/dy S +e + QF !
T * ET z
» 0 = : wo Zay ;
VVEL o ey ogee [Pl o & | TF] ai L+, )
Q) Q:

Para se obter os coeficientes a, substituem-se os residuos (3.41) em (3.42) e utiliza-se a condigdo
de minimo deste funcional. Para simplificar, considera-se cada termo F; (i = 1,...,5) em separado.
Portanto,
tensoes :

F; = E7'Y [w,(T* - T}) [w,(T* - T})]
= E'Y w?a"VTVa-2a VIT} + (T;)TT}]

%ﬁa) = 2E7'Y) w}(VTVa-VTT}) (3.46)

equilibrio :

F, = E7, [ (V7T +8)T(VIT +6)de,
_ E‘lﬁP/[aT(VTV)TVTVa+ 2aT (VTV)TS, + £7£,] dQ,

3F2 (a)
da

= 2E"1ﬁ,f[(vTV)TvTVa+ (vTV)TH) dS, (3.47)
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deslocamentos :

Fy = EY [w(u’ —un)]"[w(u’ - us)]
= E Z w}(aTQ7Qa - 22" QT uy, + ulup)

0F3(a)
da

= 2B w}(Q"Qa- QTus) (3.48)

tensoes prescritas :

Fy = E7'Y [wp(VEu® + )] [ws(Viu® +t3)]
b

= E7'Y w}a"(VEQ)TViQa - 22 (VEQ)Tts + t t4]
b ;
2B~y wi{(VIQ)TVIQa+ (V5Q) ts) (3.49)
b

8F4(a)
da

deslocamentos prescritos :

Fy = EY) [wu(u’ - w)]"[w,(u" — u)]

= BY u(a’Q"Qa - 2a7Q7 s + ufw)

= 2B »2(QTQa - QTw,) (3.50)

X né base do conjunto Pontos de amostragem para:
T ® derivadas recuperadas + derivadas (s)
I'. contorno com deslocamentos LS shEatuEamreti (1)
prescritos Y _ deslocamentos prescritos {(ub)
'y contorno com tensdes prescritas b tragdes prescritas (Tb)

Figura 3.4: Conjuntos de elementos quadraticos com condigdes de contorno a) essenciais; b) gerais
[106].

Somando as expressdes (3.46) a (3.50) e simplicando, obtém-se um sistema analogo a (3.25) com
A, e b, dados por,

A=Y wiVIVS, [(IVIVIVAR4Y FulQTa+ ) ui(VIQTVIQHY B ulQT Q)
] T b o
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a) b)

® Valores nodais recuperados X N6 base do conjunto

Figura 3.5: Conjuntos de elementos para condigdes de contorno a) essenciais; b) naturais [106].

by =Y w?VTT} -6, f (VIV)THd, + Y E*w?QTun+ Y wi(VEQ) Tty + Y, E2wlQTuy(3.52)
F] T b u

Observa-se que os dois tltimos termos em A, e b, sdo determinados em pontos do contorno. J4 o
para o terceiro termo, utilizam-se as coordenadas nodais, indicadas pelo indice r, as quais usualmente
constituem-se em pontos superconvergentes para os deslocamentos. Os termos w,, w,, w, e w} sao,
respectivamente, as fungées de ponderagdo para as tensées, deslocamentos nodais, deslocamentos e
tragdes prescritos. Empregam-se w, = w, = 1 e valores mais altos para w,, e wr, visando garantir
que a solugdo recuperada satisfaga as condigdes de contorno [106]. A Figura 3.4 ilustra os pontos de
amostragem considerando condigdes de contorno essenciais e gerais.

Para recuperar os valores no contorno, utilizam-se conjuntos de elementos no contorno. No entanto,
para casos onde se tem apenas condigdes essenciais a configuragao ilustrada na Figura 3.5a) é mais
adequada, pois tem-se mais informagao do campo de tensdes nos pontos interiores. Ja para as condigoes
naturais, aplicam-se conjuntos de contorno como mostrado na Figura 3.5b).

3.3 Estudo de Caso

A Figura 3.6a) ilustra um cilindro, com raios r; e r., submetido a pressdes interna (F;) e externa
(P.), tratado como um problema de estado plano de deformagao. As componentes de tensdo radial
(T,) e circunferencial (Ty) sdo dadas respectivamente por [83],

T,. — C] - 1"_2 (353)
C
Ty=Ci+ 22 (3.54)
sendo,
P;r? — Por? P; — P.)rir?
P— i._zi Chi= (4_._)_.‘__. (3'55)

2
%3 =% ¥ =¥
Na analise deste problema foram geradas 6 malhas com elementos triangulares lineares e quadraticos,
diminuindo progressivamente o tamanho do elemento. A Tabela 3.1 apresenta os nimero de nds, ele-
mentos e equagdes para cada uma desta malhas. A Figura 3.7 ilustra as malhas geradas com elementos

de 3 nés.
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Pi=100
Po=10

(i)

--> r.2
---> r.8

(c)

a) b)

Figura 3.6: Cilindro com pressdes interna e externa modelado como estado plano de deformacao.

Malha Linear Quadratico

Nés | Elementos | Equagdes Nés | Elementos | Equagoes
1 65 100 106 229 100 432
2 101 165 185 366 165 700
3 161 274 300 595 274 1148
4 357 642 682 1355 642 2648
5 1375 2610 2688 5359 2610 10596
6 5500 10720 10878 || 21719 10720 43196

Tabela 3.1: Caracteristicas das malhas com elementos linear e quadratico.

Para verificar a taxa de convergéncia das tensdes nodais calculadas pelo MEF e recuperadas pelos
algoritmos PA e EP, consideraram-se os pontos interno (i) e de contorno (c) ilustrados na Figura 3.6b).
O ponto (i) possui coordenadas (r,f) = (5,45°) e os valores analiticos das tensdes sao o, = —19.36 e
o¢ = 11.36. Ja o ponto (c) tem coordenadas (r,f) = (2,45°) e as tensdes calculadas pelas expressoes
(3.53) e (3.54) sdo 0, = —100 e g = 92.

Toma-se como erro absoluto, o médulo da diferenga entre a componente de tensao analitica (7%)
e o valor recuperado (T7) pelas técnicas indicadas, ou seja,

T _ a r

e; =|T7 - T (3.56)
sendo o superescrito r substituido por MEF, PA ou EP; o indice ¢ indica a componente de tensao,
neste caso i =, 0.

O erro absoluto foi calculado para os nds interno e de contorno indicados na Figura 3.6b), tomando-
se cada uma das malhas geradas com valores determinados pelo MEF e pelas técnicas de recuperagao
PA e EP. A partir dai, ajustaram-se retas do tipo y = Cz® em escala logaritmica. As Figuras 3.8 e
3.9 ilustram os gréficos obtidos para as tensdes radial e circunferencial dos nés interno e de contorno
das malhas lineares. Os mesmos resultados estao apresentados nas Figuras 3.10 a 3.11 para as malhas
quadraticas. A Tabela 3.2 contém os coeficientes angulares o das retas das Figuras 3.8 a 3.11.

Considerou-se, entdo, a convergéncia na norma de energia, estando o erro dado por,

Neh

||e||§:./;leTD_1edQ= Z[ TD e, d2, (3.57)
f221 €
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Figura 3.7: Malhas com elementos lineares para um quarto do cilindro.

Tensao radial Tensao circunferencial

1

10 10
[=] o
5 5
[=]
@ .0 w_ 0
210 |10 1
e e
w w
+ MEF + MEF
x PA x PA
o EP o EP
1
10 *
10° 10° 10" 10°

Figura 3.8: Comportamento das componentes de tensdo radial e circunferencial para o né interno
determinados por MEF, PA e EP nas malhas lineares.

| N¢ interno | | Né de contorno |
Técnica Linear Quadratico Técnica Linear Quadratico
T. [Ts | . | Ts T, [To | T. | 7o
MEF 0,92 | 0,89 || 2,15 | 1,83 MEF 0,92 (0,79 || 1,53 | 1,65
PA 1,37 | 1,98 || 3,00 | 1,55 PA 0,97 | 1,08 || 2,00 | 1,71
EP 1,98 | 1,79 || 2,22 | 2,08 EP 2,22 | 1,61 || 2,34 | 2,28

Tabela 3.2: Coeficientes angulares das retas de erro absoluto.
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Tensao radial

10|

Erro absoluto

+ MEF

x PA

o EP

10°

10°

Tensao circunferencial
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m
e
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-1
10 -
10% 10" 10
h

Figura 3.9: Comportamento das componentes de tensao radial e circunferencial para o né de contorno
determinados por MEF, PA e EP nas malhas lineares.

Tensao radial

10

Erro absoluto
o

+ MEF

x PA

o EP

Tensao circunferencial

10
B2)
=]
B 4
210
o
w
+ MEF
x PA
o EP
10°L -
10 10

10°

Figura 3.10: Comportamento das componentes de tensdo radial e circunferencial para o né interno
determinados por MEF, PA e EP nas malhas quadraticas.
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Tensao radial

Tensao circunferencial
10 10 T

Erro absoluto
)

Erro absoluto
=)

+ MEF + MEF
x PA x PA
o EP - oEP
. | =1
10 10
10 10" 10° 102 10" 10°
h h

Figura 3.11: Comportamento das componentes de tensdo radial e circunferencial para o né de contorno
determinados por MEF, PA e EP nas malhas quadraticas.

l Técnica ” Linear I Quadratico |

MEF 1,02 1,87
PA 1,50 1,90
EP 1,93 2,66

Tabela 3.3: Coeficientes angulares das retas para a norma de energia do erro.

onde 2, é o dominio do elemento e o erro e; é dado pela diferenga entre as solugdes tedrica e aquelas

determinadas por MEF, PA e EP.
Calculou-se a norma de energia do erro para cada uma das malhas segundo as técnicas considera-

das. A Figura 3.12 ilustra as retas obtidas para as malhas com elementos lineares e quadraticos. A
Tabela 3.3 apresenta os coeficientes angulares das retas da Figura 3.12.

3.4 Discussao dos Resultados
A partir dos resultados obtidos observa-se:

e para o elemento linear, as taxas de convergéncia dos erros obtidas pelo MEF para os nés interno e
de contorno considerados estao inferiores ao valor esperado igual a 1. No entanto, a convergéncia
do erro na norma de energia é mais significativa, sendo a taxa obtida dentro da ordem O(h)
prevista por estimativas a-priori do erro no MEF. Um comportamento semelhante foi observado
com o elemento quadratico, sendo os resultados para o né interno superiores ao de contorno.

e para a técnica PA, os valores obtidos para o nd de contorno apresentam uma ordem de con-
vergéncia padrao. Para o né interno, as componentes Ty do caso linear e 7, do elemento
quadratico comportam-se com O(hP*!) sendo superconvergentes, onde p é a ordem das fungdes
de interpolagao. Por sua vez, a tensao T, do elemento linear possui um comportamento acima
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Figura 3.12: Norma em energia do erro para as malhas linear e quadratica.

do esperado, enquanto Ty do caso quadrético estd abaixo do previsto pela teoria matematica do
MEF.

Finalmente no erro em energia, o resultado para o elemento linear pode ser considerado su-
perconvergente, enquanto que no quadratico tem-se uma ordem padréo O(h?). Este mesmo
comportamento foi observado em [3], sendo colocado que o estimador ZZ converge mais rapido
para fungdes de base lineares quando comparado com o caso quadratico.

para o recuperador EP, os valores para os nés interno e de contorno do elemento linear sdo
superconvergentes, enquanto aqueles do elemento quadrético estdo dentro da ordem prevista
O(h?). O mesmo comportamento é obtido na norma de energia.

Em [117], alguns resultados para elementos quadraticos apresentaram ultraconvergéncia com
ordem O(h*) para os nds internos em malhas regulares. No entanto, para a norma de energia,
a ordem indicada é de O(hP™*) com a > 0,5 para elementos triangulares. Desta forma, os
resultados obtidos sdo semelhantes dqueles dados em [105, 117].

os resultados obtidos em [105] para o recuperador EPE sao semelhantes ao caso EP para os
nés internos e ligeiramente superiores para o contorno. Observa-se que a ordem do sistema de
equagdes do conjunto de elementos do procedimento EPE é maior do que no recuperador EP,
devido ao acoplamento das equagdes pelo termo de residuo da equagao de equilibrio. Por sua
vez, o recuperador EPEC é bem mais complexo, devendo ser empregado apenas quando for
necessario obter valores mais precisos ao longo do contorno.



Capitulo 4

METODOS MULTIGRID

Neste capitulo, abordam-se os métodos multigrid e aplicagdes dos mesmos a problemas elasticos.
Inicialmente, apresenta-se um estudo espectral do comportamento dos métodos iterativos estacionarios,
procurando identificar as suas limitagdes e como as mesmas podem ser contornadas através dos ele-
mentos principais das técnicas multigrid discutidas na segao 4.2.

No caso de malhas nao-aninhadas, os operadores de interpolagdo e restrigio sdo fundamentais,
demandando estruturas de dados robustas e eficientes, como sera visto na segao 4.3. Posteriormente,
consideram-se estratégias multigrid padrao e critérios adaptaveis para o refinamento das malhas, além
de expressoes para o calculo do nimero de operagoes e espago de meméria. Uma forma variacional geral
para os operadores de transferéncia e aspectos de convergéncia estado apresentados, respectivamente,
nas secoes 4.5 e 4.6

Finalmente, aplicam-se os algoritmos discutidos na analise de problemas elasticos bi e tridimen-
sionais, comparando-se os resultados com os métodos de Gauss e iterativo GCGS.

4.1 Comportamento dos Métodos Iterativos Basicos

Visando estudar o comportamento dos métodos iterativos basicos, toma-se o seguinte PVC unidi-
mensional descrito pela equagdo diferencial ordinaria de segunda ordem com condigées de contorno
homogeéneas,

—u'(z)+ou(z)=b(z) 0<z<l o020
u(0)=u(l)=0 (4.1)

Empregando o método de diferengas finitas ao PVC anterior, o dominio do problema é particionado
em N subintervalos pelas coordenadas z; = jh, definindo a malha Q" ilustrada na Figura 4.1, com o
tamanho do elemento h = .rlv Em cada um dos N — 1 pontos interiores, introduz-se uma aproximagao
de segunda ordem dada por,

—uj-1 + 2uj — Uit
hZ
ug=tuy =0 (4.2)

tou;=b(z;) 1<j<N-1

onde u; é uma aproximagao para solugdo exata u(z;). As expressoes em (4.2) podem ser dispostas
num sistema da forma (1.30) [31].
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x=0 x=

—

Xg x; X, e X e Xng Xy

Figura 4.1: Malha unidimensional Q" para o intervalo [0, 1] com k = 3 [31].

No entanto, para analisar os métodos estacionarios, basta considerar o sistema homogéneo Au = 0
tomando uma solugio inicial arbitraria v. Neste caso, a solugdo exata u = 0 é conhecida e o erro
algébrico é simplesmente e = —v. Assim em (4.2), tomando-se b(z;) = 0 e ¢ = 0, determinam-se as
seguintes expressoes,

—uj_1+2uj—uj+1=0 ISJSN-—I
ug=1un =0 (4.3)

Como solugo inicial v para o sistema homogéneo com equagdes dadas por (4.3), empregam-se os
vetores ou modos de Fourier,

ke .
w:ﬁneﬁq 0<j<N 1<k<N-1 (4.4)

O indice j denota a componente do vetor v, onde k é o nimero de onda representando a quantidade
de meio-senos presentes em vy, como ilustrado na Figura 4.2 para k = 1,3, 6. Observa-se que valores
pequenos de k correspondem a ondas longas e suaves, enquanto valores altos estdo relacionados a
modos altamente oscilatérios.

k=1

Figura 4.2: Modos de Fourier para niimeros de onda k = 1, 3,6 [31].

Aplica-se ao problema (4.3), o método de Jacobi ponderado, anilogo ao algoritmo SOR, com
coeficiente de relaxagio w = 2/3 numa malha com N = 64 [31]. Empregam-se as aproximagoes
iniciais vi, vs e vg executando 100 iteragdes. Em cada passo, calcula-se a norma infinita do erro
|le|lo- A Figura 4.3a) ilustra o logaritmo do erro em fungdo do nimero de iteragdes. Verifica-se um
decrescimento linear do erro, sendo a taxa mais pronunciada para nimeros de onda maiores.
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Em geral, a aproximagao inicial contém componentes de varios vetores de Fourier (4.4). Assim na
Figura 4.3b), tem-se a norma do erro ||e||o para uma solugao inicial dada pela soma dos modos de
baixa (k = 1), média (k = 6) e alta (k = 32) frequéncias. Neste caso, verifica-se uma queda acentuada
do erro nas 5 primeiras relaxagées e uma estagnagiao na taxa de decrescimento nas demais iteragdes.

Os modos de Fourier podem ser classificados como modos suaves ou de baiza frequéncia para
1 < k < N/2 ou como modos oscilatérios ou de alta frequéncia para N/2 < k < N — 1. Assim, na
Figura 4.3b), o decrescimento inicial corresponde a rdpida eliminagao dos modos oscilatérios, enquanto
o0s modos suaves implicam num decrescimento menor da norma do erro.

0.0 k=1 L00 —
k=3
20 T+ 0.75
3
: 2
3 5
E 20 T S 050 T
] 8
E k=6 E
b 3
S 2
3.0 + 025 -+
t t t { 1 t t {
25 50 75 100 25 50 75 100
Iteragoes Iteragoes
a) b)

Figura 4.3: Norma infinita do erro para cada iteragao com solugdes iniciais: a) v = v1, v = v3, v = Vg;
b) v = %(VI + vg + Vsz) [31]

Esta é uma propriedade tipica dos métodos estaciondrios, ou seja, observa-se uma rapida con-
vergéncia quando o erro possui componentes de alta frequéncia. Da mesma maneira, tem-se uma
baixa performance na eliminagdo das componentes suaves degradando a performance destes métodos.
Denomina-se esta caracteristica como propriedade de suavizagdo [31].

As técnicas multigrid procuram evitar esta limitagao dos algoritmos estaciondrios, empregando os
elementos discutidos na préxima segao. Como sera visto, a fungao dos métodos iterativos é eliminar
em cada malha as componentes oscilatdrias do erro através de algumas poucas iteragdes. Desta forma,
aplicam-se esquemas de relaxagao simples como Jacobi e Gauss-Seidel, pois néo se procura alcangar a
convergéncia em cada malha, mas sim a solugao do problema proposto utilizando varias malhas.

4.2 Elementos Principais dos Métodos Multigrid

4.2.1 Iteragoes aninhadas

Como mencionado anteriormente, uma forma de aumentar a performance de um esquema de re-
laxacio é empregar uma melhor aproximagao inicial, obtida por exemplo através de iteragdes numa
malha grossa. Como esta malha possui um nimero menor de varidveis, tem-se um menor custo
computacional em relagido a uma iteragao realizada na malha mais fina.

Dada uma malha Q" com N = 12, ilustrada na Figura 4.4, verifica-se que o modo suave k = 4
torna-se oscilatério ao se projetd-lo numa malha Q?* com N = 6. Portanto, para 1 < k < N/2, o
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k-ésimo modo em Q", transforma-se no k-ésimo modo em 92", ou seja, ao se passar da malha fina para
a grossa, um modo suave transforma-se num modo oscilatério. Para k = N/2 em Q" corresponde o
modo nulo em Q2. Finalmente, os modos oscilatérios em 0k aparecem relativamente suaves em Q2h,

2\
- Ry
/\\//\\/

Figura 4.4: Modo suave k = 4 em Q" com N = 12 transforma-se no modo oscilatério k = 4 em Q%
com N = 6 [31].

Portanto, ao se verificar uma estagnagao no algoritmo de relaxagio na malha fina, indicando que
as componentes oscilatdrias foram eliminadas, restando apenas os modos suaves, deve-se passar para
a malha grossa. Desta forma, os modos suaves projetados da malha fina tornam-se oscilatérios, sendo
eficientemente eliminados através de relaxagoes.

Assim, a seguinte estratégia, denominada iteragdes aninhadas, permite obter uma melhor aproxi-
magio inicial para a malha mais fina [31]:

Iterar em Au = b na malha mais grossa

Iterar em Au = b na malha Q% para obter uma aproximagio inicial para Q2"
Iterar em Au = b na malha Q2" para obter uma aproximagao inicial para Q"
Iterar em Au = b na malha mais fina para obter uma aproximagéo final para a solugao u.

Esta estratégia nio garante que ao final, a solugdo em Q" ndo contenha componentes suaves. A
possibilidade de empregar a corregio do erro proveniente das malhas grossas evita esta limitagao.

4.2.2 Corregao de malha grossa

A expressio (1.35) estabelece uma relagao entre o erro e e o residuorr, permitindo iterar diretamente
sobre o erro e. Além disso, verifica-se que relaxar na equagao original Au = b com uma aproximagao
v é equivalente a relaxar na equagdo do residuo Ae = r com aproximagéo inicial e = 0.

A partir deste fato, propde-se incorporar a equagao de residuo para relaxar sobre o erro, permitindo
definir o procedimento de correg¢do de malha grossa da seguinte maneira:

Iterar em Au = b na malha Q" para obter uma aproximagao v*

Calcular r = b — Av"
Iterar na equagio Ae = r em Q22" determinando uma aproximagio e
Corrigir a aproximagao obtida em Q" com o erro estimado em Q%% : vh — v 4 &2t

2h
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Portanto, apés relaxar na malha fina até que a convergéncia se deteriore, passa-se a iterar na
equagio de residuo numa malha mais grossa, obtendo-se uma aproximagao para o erro, a qual corrige
a solugao na malha fina.

4.2.3 Operadores de transferéncia entre malhas

Os elementos principais discutidos nas segdes anteriores revelam a necessidade de operadores para
transferir informacdes entre as malhas. Inicialmente, assume-se que a malha grossa possui a metade do
nimero de incégnitas da malha fina ou ainda que o tamanho dos elementos grossos é o dobro daqueles
da malha fina. Assim, a malha grossa estd contida na fina, ou seja, estao aninhadas (nested meshes).

O primeiro operador transfere fungdes da malha grossa Q%" para a malha fina Q" sendo denomi-
nado operador de interpolagdo ou prolongamento e denotado por I;‘h. E empregado para se passar o
erro 2! ou a aproximagio inicial v?* da malha grossa para a fina. Logo,

Iy, Q" ot

vih o vh=[hvh (4.5)

A Figura 4.5 mostra o esquema de interpolagao linear. Para o caso unidimensional tem-se,

h 2h . N
Usy: = V5 0<3<5 -1
{ 23 2 —J—2 (46)

h — 1¢..2h 2h
V241 = o+ vj+1)

Figura 4.5: Interpolagéo linear de uma fungio definida na malha grossa Q% para a malha fina Q" [31].

O segundo operador, I2", transforma fungées da malha fina Q" para a grossa Q2" como ao se
projetar o residuo r* em Q%", sendo conhecido como operador de restrigdo e denotado por:

ook ot
vh 3 P [k (4.7)

O tipo de restrigdo mais simples em malhas aninhadas é o operador injetivo,

vfh = v?j (4.8)

ou seja, os pontos da malha grossa assumem os valores correspondentes da malha fina.
Uma outra forma de restrigio emprega uma ponderagao, como ilustrado na Figura 4.6, sendo dado

por,
1 N
h h h h .
vih= Z(uz.j_l + 2up; +v354y) 155 < 5~ 1 (4.9)
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No entanto, neste trabalho, considera-se que uma malha grossa nao estd necessariamente contida
na malha fina seguinte, ou seja, nao se tem uma relagao fixa de 24 entre os tamanhos dos elementos,
onde d é a dimensio do problema. Esta condigao define o que é denominado na literatura como malhas
nao-aninhadas (non-nested meshes).

A A A A A A A A Qh
(o] 1 2 3 4 5 6 7 8 $ 10 11 12
Izh
"‘M h
: z ; , 2
0 1 2 3 4 5 ]

Figura 4.6: Restrigdo ponderada de uma fungdo da malha fina QP para a malha grossa Q2" [31].

4.2.4 Extensao dos operadores para malhas nao-aninhadas

Supondo que um problema bidimensional seja resolvido pelo MEF empregando triangulos lineares,
definem-se os operadores de restri¢do e pronlogamento utilizando as fungdes de forma do elemento,
dadas em coordenadas de area A; (¢ = 1,2,3). A Figura 4.7 apresenta duas malhas triangulares
permitindo observar a forma dos operadores. De maneira geral, basta identificar para cada né fino
I, o tridngulo grosso T, contendo I. A partir dai, determinam-se as coordenadas de area do né I,
tomando-se o elemento 7.

Inicialmente, deseja-se projetar o residuo da malha fina para a grossa. Considerando a notagao
utilizada na Figura 4.7, o operador de restricdo determina o residuo em cada né do triangulo 7y, a
partir da contribuigdo dos residuos dos nés finos presentes em 7. Logo,

Ny
r'=Ich =3 Alrf i=1,2,3 (4.10)
=1

onde Ny é o nimero de nds finos I, com respectivo residuo r! e coordenadas A’, contidos no triangulo
da malha grossa Tj.

Analogamente, para mapear o erro da malha grossa para a fina basta utilizar uma interpolagao
via as fungoes de forma de T,;. Logo,

3
el = the®™ =" Ale (4.11)
i=1

Observa-se que a extensio destes operadores para problemas tridimensionais empregando tetrae-
dros lineares é aniloga, devendo-se usar as coordenadas de volume V; (i =,1,...,4).

A possibilidade de utilizar malhas néo-estruturadas permite uma maior flexibilidade na aplicagao
dos algoritmos multigrid, principalmente para dominios complexos onde a geragdo da malha torna-se
trabalhosa ao se impor uma fator fixo de 2~% no tamanho dos elementos entre malhas consecutivas.
Porém, no caso de malhas nao-estruturadas este fator deve estar proximo de 2-9 visando garantir a
convergéncia do algoritmo. Pode-se empregar estimadores de erro permitindo a definigao de técnicas
multigrid adaptaveis como sera visto posteriormente.
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Figura 4.7: Operadores de restrigao e interpolagao para malhas 2D nao-aninhadas.

4.3 Recuperagao de Infomagoes entre Malhas

Para aplicar os operadores de interpolagao e prolongamento em malhas nao-aninhadas definidos
anteriormente, deve-se conhecer, para cada né de uma malha fina, o elemento da malha grossa onde
esta contido e os respectivos valores das fungdes de forma do né fino neste elemento. Desta maneira,
torna-se essencial utilizar algoritmos e estruturas de dados adequadas para recuperar de forma eficiente
as informacdes necessarias para os operadores entre duas malhas.

Este tipo de problema também é encontrado com frequéncia em dreas como geragao de malhas e
modelagem sélida, sendo denominado busca geométrica [26, 35). De forma geral, dadas n entidades,
deseja-se saber quais delas contém um certo ponto. A solugdo direta ou trivial consiste em varrer
a lista de entidades, verificando se uma delas contém o ponto especificado. O tempo computacional
deste procedimento é proporcional a n, ou seja, tem-se um algoritmo de ordem O(n). Alguns métodos
permitem reduzir este custo linear com o nimero de entidades. Nesta segao, apresenta-se um breve
resumo destes procedimentos, tomando-se o caso bidimensional, a partir da referéncia [35]. A extensao
para problemas tridimensionais é direta.

O principio basico para reduzir a ordem do problema de busca consiste em dividir a regiao de
interesse num conjunto de células com formas simples, fazendo uma correspondéncia das mesmas com
os elementos considerados. Inicialmente, determina-se a célula onde se localiza o ponto e a partir dai
quais elementos associados a esta célula contém o ponto dado.

Uma etapa de pré-classificagdo é necesséria, onde a regiao é dividida em células, determinando-se
para cada uma delas os seus elementos associados. O custo desta etapa é de pelo menos O(n) sendo
portanto comparavel ao método direto de busca. Logo, a aplicagao de um algoritmo para reduzir esta
ordem é interessante apenas em casos onde o nimero total de buscas implica num custo superior a
O(n).

Deve-se levar em consideragao ainda a demanda de memdria das estruturas de dados auxiliares
para armazenar as células e seus elementos, procurando compatibilizar o custo do procedimento de
busca e o espago de memoéria.

A seguir apresentam-se os principais aspectos de 4 métodos discutidos em [35], onde se encontram
procedimentos detalhados para estes algoritmos. Sao eles:
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malha auxiliar uniforme : define-se um retangulo contendo a regido de interesse. Divide-se o
mesmo num conjunto de n, X ny células iguais denominado malha auxiliar, como ilustrado na
Figura 4.8. As coordenadas extremas (Xmin, Ymin) € (Xmaz, Ymae) do retangulo sdo determi-
nadas a partir dos vértices dos elementos. Por sua vez, o tamanho das células é igual a s = t,, fn,
onde t,, é o tamanho médio dos elementos e f,,, € um parametro a ser ajustado conforme se queira
melhorar a perfomance em termos de meméria ou processamento.

A partir dai, calcula-se o nimero de divises como,
Ny = (dez - er'n)/s +1 Ny = (Ymaz = Ymin)/s +1
e o tamanho das células em cada diregao, ou seja,

dy = (Xmaa: - Xmin)/nz d‘y = (Ymaz = Ym“n)/ﬂy

Criam-se, entdo, as n, X n, células e associa-se a cada uma delas uma lista de elementos inicial-
mente vazia. Toma-se cada elemento, determina-se o retangulo (Zmin, Ymin) X (Tmaz, Ymaz) que
o contém e calculam-se os indices das células que podem intercepta-lo, ou seja,

i = (zrm'n - Xmin)/dz tmaz = (zmaz - Xmin)/dz
jmin = (ymin - min)/dy jmu: = (ymaz - Ymin)/dy

Para cada célula C(7,7) com indices em [Zmin, imaz] X [Jmin; Jmaz), 3grega-se o elemento caso se
verifique a intersegdo entre os mesmos. Esta é a etapa de pré-classificagdo deste método.

Dado um ponto com coordenadas (z, y), determina-se em qual célula esta localizado empregando
as relagoes,

= (-\"-' ol Xmin)/d: J o (y = ""ﬂi“)/dy

Apés encontrar a célula, basta verificar em qual elemento associado esta localizado o ponto (z,y).

A principal desvantagem deste método esta relacionada ao tratamento de regides com elemen-
tos de tamanhos muito variados. Ao se considerar o tamanho das células igual aos elementos
menores, tem-se uma maior demanda de meméria. Por outro lado, tomando-se para as células
o tamanho médio dos elementos, verifica-se em algumas delas um grande nimero de elementos,
degradando a performance do procedimento de busca.

malha auxiliar ndo-uniforme : para contornar a limitagao anterior, pode-se construir células com
tamanhos nao-uniformes. Para isso, tomam-se divisGes com intervalos irregulares em cada eixo
cartesiano, reduzindo o niimero médio de elementos associados a cada célula. Na Figura 4.8,
tem-se malhas auxiliares uniforme e nao-uniforme indicando-se o nimero médio de elementos
em cada célula. No caso nio-uniforme, as divisdes em cada eixo coincidem com os vértices dos
elementos, a partir da definigio de um tamanho minimo para as células. Apesar de reduzir o
niimero minimo de elementos em cada célula, tem-se um custo maior na etapa de pré-classificagao
e no algoritmo de busca [35].
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Figura 4.8: Malhas auxiliares uniforme e nao-uniforme com o nimero de elementos por célula [35].

arvore quaternaria : a desvantagem dos métodos anteriores ocorre quando se tem uma distribuigao
arbitriria no tamanho dos elementos. A estrutura de dados denominada arvore quaternaria,
adapta-se facilmente a qualquer conjunto de elementos, limitando o niimero maximo de elementos
por célula. Basicamente, é uma série de quadrados superpostos na regiao considerada, os quais
dividem-se de forma recursiva, procurando ajustar os tamanhos das células e dos elementos em
cada parte do dominio, como ilustrado na Figura 4.9. O quadrado maior é denominado raiz da
arvore, enquanto aqueles sem subdivisGes chamam-se folhas e os demais sdo ramos. Algoritmos
para a construgio da estrutura de dados e busca estio apresentados em [35].

malha uniforme de drvores quaterndrias : este método procura aliar as vantagens dos procedi-
mentos de malha uniforme e arvores quaternarias, permitindo o tratamento de regides tanto
com elementos de tamanho uniformes, como regides com distribuigao arbitraria de tamanho dos
elementos.

Para isso, gera-se uma malha auxiliar uniforme, onde as células sdo raizes de arvores quaternarias.
Neste caso, no processo de busca, determina-se inicialmente a célula da malha uniforme que
contém o ponto dado. Posteriormente, chega-se a folha da arvore correspondente ao ponto,
varrendo-se entdo a lista de elementos associados a esta folha.

Empregou-se a arvore quaternaria neste trabalho para determinar o elemento da malha grossa
contendo um né fino e os respectivos valores das fungGes de forma. Estas informagdes sao geradas
antes da aplicagdo de uma técnica multigrid e armazenadas numa estrutura de dados, a qual é acessada
sempre que os operadores de interpolagao e restrigao sio usados. No caso tridimensional, tem-se uma
estrutura analoga utilizando, no entanto, arvores octaédricas.

4.4 Técnicas Multigrid

A partir da definigao dos operadores de transferéncia, pode-se reescrever a estratégia de corregdo
de malha grossa (CMG) como [31]:

vk« CMG(vh,bh)
Iterar v, vezes em APu” = b” na malha Q" com aproximagao inicial T
Calcular r?* = I2h (b — Ahvh)
Resolver a equagio A2he?? = r?* em Q%
Corrigir a aproximagio da malha fina: v* « v" 4 I}, e?*
Iterar v, vezes em APu* = b" na malha Q" com aproximagéo inicial vh.
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Figura 4.9: Exemplo de uma estrutura auxiliar baseada em arvores quaternarias [35].

Portanto, itera-se ; vezes na malha fina até que a taxa de decrescimento do erro se estabilize.
Calcula-se o residuo na aproximagio v* em Q" e transfere-se o mesmo, através do operador de res-
trigao I?#, para a malha grossa. Determina-se a solugao e?" da equagio do residuo, aplicando-se o
operador de pronlogamento I:’!‘h para corrigir a solugdo corrente v”
iteragdes para eliminar as componentes oscilatérias de v*.

Alguns comentérios podem ser feitos sobre a estratégia de corregao definida:

em Q". Executam-se entio v,

e em relagio ao niimero de pré e pds-relaxacgdes v, e vy, pode-se estabelecer valores fixos para
os mesmos no inicio do algoritmo. Outra possibilidade é utilizar um critério adaptédvel onde
se calcula a norma do residuo apéds cada iteragido. Caso entre duas iteragoes sucessivas nao se
verificar uma queda em torno de 60% na norma de r™* em Q™" deve-se passar para a préxima
malha [29];

e otermo AZ?" indica a representagio na malha Q22" da matriz A*. Para malhas aninhadas, tem-se
uma propriedade variacional relacionando estas matrizes [31],

A% = TERANI
Y = o(Iy)" ceR (4.12)

Para malhas niao-aninhadas, deve-se calcular para cada malha Q™ a matriz A™ correspondente
através do método usado na solugdo do problema.

e a equagdo de residuo na malha grossa A%"e?? = r?h & aniloga ao sistema A*u” = b* em QF.

Assim, torna-se vidvel aplicar o mesmo esquema de corregio anterior utilizando agora uma malha
Q4. Este procedimento pode ser aplicado sucessivamente chegando-se a um algoritmo recursivo
onde a malha mais grossa, possuindo um nimero menor de variaveis, é resolvida de forma direta.

A recursividade na estratégia de corregao de malha grossa permite definir uma familia de métodos
multigrid, denominada Ciclos g, dada por [31]:



4.4 Técnicas Multigrid

87

vh — Muh(v* b)
1. Iterar v; vezes em AMu® = b" com aproximacio inicial v*
2. Se 0" = malha mais grossa — passo 4
Sendo b?"  IZP(bh — AhvH)
vih — 0
vih Mun(vzh,bzh) vy vezes
3. Corrigir v* « v+ I}, v2h
4. Iterar v, vezes em AMu" = b" com aproximagio inicial vh

2h

4h

8h

CicloV Ciclo W. FMV

2h

4h

8h

FMW
Figura 4.10: Estratégias multigrid.

Na notagao usada, v2" indica a solugdo da equagio do residuo e?"; da mesma maneira b?"* & uti-
lizado ao invés de r??, pois os mesmos sdo termos independentes dos sistemas de equagdes envolvidos.

Para vy = 1, tem-se o Ciclo g = V, o qual partindo da malha mais fina alcanga a malha mais grossa
mapeando o residuo entre as malhas, retornando para a malha mais fina aplicando as corregées em
cada nivel. Para vy = 2, define-se o Ciclo yg = W que juntamente com o esquema V estdo ilustrados
na Figura 4.10.

No entanto, as estratégias multigrid apresentadas nao incorporam o conceito de iteragoes aninha-
das. Para isso, tem-se a estratégia FMV, onde cada ciclo V é precedido por um ou mais ciclos V
menores, conforme o valor do parametro v, com o objetivo de prover uma melhor aproximagao inicial
em cada nivel. Este esquema, também ilustrado na Figura 4.10 com vy = 1, pode ser resumido de
forma recursiva como [31]:

vh — FMV*(vh bh)

1. Se Q" = malha mais grossa — passo 3
Sendo b?h « IZh(bh — Alvh)
vih — 0
vZh « FMVZr(v?h b?") u vezes

2. Corrigir v# « vF + I;‘hvzh

3. vh «— MVP(vh, bh) vy vezes
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O primeiro passo deste algoritmo, basicamente, mapeia o termo independente da malha fina con-
secutivamente até atingir a malha mais grossa, na qual aplicam-se relaxagoes ou resolve-se de forma
direta obtendo-se a solugdo exata. A partir dai, o vetor obtido é prolongado e usado como solugdo
inicial para um ou mais ciclos V no préximo nivel, dependendo do valor de vg, e recursivamente para
os demais niveis.

Uma outra estratégia denominada FMW, utiliza ciclos W menores para obter uma melhor apro-
ximagio inicial para um préximo nivel, como apresentado novamente na Figura 4.10 para vg = 1.

Algumas variantes destes algoritmos podem ser empregados. Por exemplo, ao final de um ciclo
FMYV, concatenam-se virios ciclos V, sendo este esquema denominado FMVV. De forma anéloga,
define-se o algoritmo FMWYV | estando estas duas variantes ilustradas na Figura 4.11.

FMWV = FMW + n Ciclos V

Figura 4.11: Estratégias multigrid FMVV e FMWYV.

Em [29] foi introduzido a variante FAS (Full Aprozimation Storage) para os algoritmos multigrid.
Ao invés de se armazenar em cada nivel k a correciao e*”, considera-se a aproximagéo v*h dada pela
soma da corregao e*? e da aproximagdo da malha fina vkt1)h oy seja,

th = {kl:'+1]hv(k+”h + ekh k= 1! S Nm. -1 (413)

onde N,, é o nimero de malhas.
Desta maneira, denotam-se as equagdes de corregao como,

Akhekh _ pkh (4.14)
sendo, b** = A”‘(I("‘:‘H)hv"") + I(",:‘H)h(ﬁ("“]" — AlktDhy(k+1)h) o b* — b* na malha mais fina.

Para casos lineares elipticos, a variante FAS ndo introduz nenhuma diferenga em relagao aos

algoritmos anteriores. A grande vantagem é o tratamento de problemas nao-lineares, empregando os

mesmos elementos do caso linear. Para isso, suponha que APu”* = b” seja uma equagéo néo-linear,
sendo v a aproximagio inicial obtida por um esquema de relaxagao.
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Novamente, tem-se o residuo r* = b* — A*v"* e a corregdo e® = u* — v*, Neste caso, a equagio

do residuo é dada por A*u® — Ahvh = b", com a seguinte aproximagao na malha grossa,
APk _ pAThpEhyh o [2hpb (4.15)

Ao se interpolar a aproximagio v2* de u?* para a malha fina Q" considera-se a corregio e?* =
v2h _ [2hyh . Assim, o operador de interpolagdo é dado de forma geral como [29

ulktlh o ylkttlh g p(EHURGRR _ pih pulttib) (4.16)
Geralmente, tem-se que I£:+1)hff‘kh+l]hu“‘+1]h # ulktlh A principal caracteristica do FAS é que

a fungdo armazenada em cada QF (k=1,...,Npn — 1) é uma aproximagio para a solugio da malha
fina *, permitindo manipular aproximagdes mais precisas nas malhas grossas. Uma desvantagem é o
custo de cerca de duas vezes maior para o cdlculo do termo independente nas malhas grossas.

Um outro algoritmo denominado FAC (Fast Adaptive Composite Grid) estd apresentado em [71]
para o caso de diferengas finitas. Definem-se discretizagoes aninhadas, utilizando-se varias malhas
regulares correspondentes a refinamentos sucessivos. Num processo de varios niveis, a malha fina é
composta da unido destas regides refinadas, sendo as relaxagdes efetuadas de forma local apenas nas
variaveis introduzidas em cada nivel.

4.4.1 Algoritmos adaptaveis

Para evitar a necessidade de especificar todas as malhas empregadas na solugao por métodos
multigrid, pode-se acoplar algumas estratégias definidas anteriormente com um estimador de erros,
como por exemplo o algoritmo ZZ discutido no Capitulo 3. Definem-se aproximagdes do tipo top-down
e bottom-up.

No primeiro caso, partindo-se de uma malha inicial e considerando por exemplo o método de
Gauss para a solug@o do respectivo sistema de equagdes, aplica-se sucessivamente o estimador e uma
técnica de refinamento visando atingir uma solugao com erro percentual menor que 7. Neste processo,
pode-se obter ao final uma malha com um nimero elevado de variaveis, principalmente em problemas
com fortes singularidades. Como a solugao desta malha fina, pode néo ser vidvel via método direto,
aplicam-se esquemas multigrid.

No processo de refinamento, o novo tamanho médio do elemento k' é determinado divindo-se o
tamanho corrente h por 2, ou seja, A’ = h/2. As malhas obtidas desta maneira podem nao ser
adequadas para métodos multigrid, pois pode ocorrer uma penetragido muito forte dos elementos
entre malhas sucessivas, inviabilizando a convergéncia dos esquemas empregados. Para contornar esta
limitagdo, toma-se a malha mais fina e aplica-se o gerador duplicando o tamanho médio dos elementos
até atingir por exemplo um total de 4 malhas. Ao final, emprega-se um esquema multigrid para obter
a solugao do problema.

Apesar da demanda computacional para a solugdo da malha fina via multigrid ser em geral inferior
ao método de Gauss, como mencionado acima outras malhas podem ser necessarias, implicando num
custo de geragdo das mesmas e montagem das matrizes dos respectivos sistemas de equagoes. Desta
forma, este procedimento € interessante apenas em situagdes onde a utilizagdo de métodos diretos e
iterativos torna-se inviavel, como por exemplo em problemas singulares ou em casos tridimensionais.

Em [67, 68, 81], tem-se um procedimento parecido, onde parte-se da malha mais fina e geram-se os
demais niveis através de procedimentos frontais ou de Delaunay, nao se aplicando no entanto nenhum
refinamento adaptavel.
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Na variante bottom-up, dados um erro percentual 7 e uma precisao §, a idéia geral é partindo da
malha grossa, resolver o problema aplicando estratégias multigrid, sendo as varias malhas geradas a
partir da distribuigao de erro dada pelo estimador ZZ.

Optou-se pelo esquema FMV com vy = 2 ilustrado na Figura 4.12. Assim, resolve-se a malha
grossa de forma direta, aplica-se o estimador ZZ e uma estratégia de refinamento, obtendo-se a segunda
malha. A partir dai, consideram-se 2 ciclos V intermediarios e chega-se a terceira malha de forma
analoga, apds aplicar o algoritmo ZZ. Este processo é repetido até atingir o nimero maximo de malhas
especificadas ou quando o erro estimado for préximo ou inferior ao valor 7j. Neste caso, no refinamento
das malhas, visando garantir a convergéncia dos métodos multigrid, impde-se a seguinte restrigdo no
novo tamanho A’ dos elementos,

1 , 3
§h Shs 2h (4.17)

Observa-se que nas malhas intermediarias, apenas 2 ciclos V internos nao garantem a solugao com
a precisdo £&. Como estes niveis sio empregados apenas como esquemas de corregao, nao havendo
necessidade de obter uma solugdo exata, esta estratégia mostra-se vidvel. No entanto, ao se atingir a
malha mais fina, aplica-se uma estratégia multigrid, ndo necessariamente aquela empregada na geragao
das malhas, até alcangar uma solugao com precisdo {. Aplicou-se este procedimento a casos planos
como serd apresentado posteriormente.

h
2h
4h
8h
Ciclos V
internos (v, =2)

Figura 4.12: Esquema FMYV adaptavel para a geragdo das malhas.

4.4.2 Custos dos esquemas multigrid

Torna-se fundamental determinar o custo computacional e o espago de memodria dos algoritmos
multigrid discutidos na segdo anterior. Em geral, o custo é representado como o nimero equivalente
de iteragdes do algoritmo de relaxagao na malha fina.

Supondo que sejam empregadas N,, malhas para a solugdo de um problema por multigrid, uma
forma mais precisa para estimar o nimero de operagées deve considerar os seguintes itens:

iteracoes : excetuando a malha mais grossa, na qual aplica-se método direto de Gauss, a demanda
computacional em cada nivel 7 serd igual ao nimero total de iteragdes realizado (NIT;) em todos
os ciclos vezes o custo da iteragdo (CIT;) do método numérico empregado. Logo,

Nm
) (NIT;) (CITy) (4.18)

1=2
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Por exemplo, utilizando como esquema de relaxagao o algoritmo de Gauss-Seidel, tem-se a partir
da Tabela 2.1 que CIT; = N;(2m; — 1).

solugdo direta na malha grossa : neste caso, deve-se fatorar a matriz A; uma unica vez e empre-
gar processos de substitui¢do sempre que a malha mais grossa for visitada. Portanto, a partir
do Capitulo 2, o custo computacional destes procedimentos é dado por,

N,
> m? (m{ +3)| + 2N1(my — 1) (4.19)

i=1

onde n; representa o nimero total de vezes que a técnica multigrid utilizada passou pelo nivel 1.
Por exemplo, para um ciclo W, tem-se n; = 4. Se na malha grossa for empregado um esquema
de relaxagdo, despreza-se o custo indicado em (4.19) e considera-se a expressao (4.18) com o
indice i = 1,..., N,n. Caso seja empregado um método iterativo distinto das demais malhas, o
custo sera n;CIT;, onde CIT; é o niimero de operagoes para uma iteragao do algoritmo usado.

operadores : a partir da Figura 4.7, observa-se que para cada equagao de um n¢ fino I séo necessarias
3 multiplicagdes para mapear o residuo ou a corregao nos respectivos operadores. Portanto, tem-
se um custo de 3N; operagdes em cada nivel i sempre que uma restrigdo ou um prolongamento é
executado. Para casos tridimensionais, como os tetraedros lineares possuem 4 nés, o custo passa
a ser de 4N;.

Denotando n! e nf como o nimero total de operagdes de restrigao e pronlogamento executados
nos ciclos da estratégia multigrid, o custo dos operadores é dado por,

Nm
Npss D_ Ni(n] +n7) (4.20)
=2

sendo N s o nimero de nés do elemento; 3 para triangulos e 4 para tetraedros.

calculo do residuo : ao se aplicar o operador de restricao entre as malhas 7 e ¢ — 1, deve-se calcular
o residuo r; demandando N;(2m; — 1) operagdes. Assim, para todos os niveis, tem-se o seguinte
custo,

N
Y Ni(2m; — 1)n] (4.21)

1=2

Observa-se que o custo do calculo do residuo é igual a uma iteragao do método de Gauss-Seidel
no mesmo nivel i. Neste sentido, a estratégia de corregao adaptavel discutida na segao 4.5 nao
é interessante, pois o calculo do residuo a cada iteragdo do esquema de relaxagido demanda um
esforgo equivalente ao da prépria iteragao.

O niimero de operagdes total para a solugdo de um sistema de equagbes via técnicas multigrid
em malhas nao-aninhadas é igual a soma das expressdes (4.18) a (4.21). Para se obter o niimero
equivalente de iteragdes na malha fina, basta dividir o valor obtido pelo custo de uma iteragdo do
esquema de relaxagao utilizado.

No que se refere ao espago de memdria, tem-se uma demanda computacional superior em relagio
aos métodos iterativos do Capitulo 2, ndo apenas pelo fato de se trabalhar com varias malhas, mas
também pela necessidade de se armazenar informagdes auxiliares utilizadas nos operadores de restrigao
e pronlogamento, tais como incidéncia e numeragao das varidveis. Desta forma, deve-se contabilizar o
espago de memoria para os seguintes parametros:
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matrizes + vetores : neste caso, consideram-se as matrizes e os vetores dos sistemas de equagdes
de cada malha. Para um nivel i, tem-se um total de N;(m; + 2) posigées de meméria, além do
espago n?“* dos vetores auxiliares do esquema de relaxagao empregado. Por exemplo, para o
método GS em matrizes esparsas € necessario mais um vetor fazendo n{** = N;. Logo, de forma
geral o nimero de posigdes de ponto flutuante necessario é dado por,

Ne
> [Ni(mi + 2) + ni*] (4.22)

=1

tabelas de mapeamento : como discutido na segao 4.2.4, para aplicar os operadores de trans-
feréncia, deve-se conhecer para cada né fino I, o triangulo da malha grossa que o contém e neste
elemento o valor das coordenadas de area (A;, Az, A3) do né I. Por exemplo, supondo que o né
fino 100 est4 contido no tridngulo 32 e possui coordenadas de area (0,1; 0,5; 0,4) armazenam-se
os seguintes dados:

32 0,1 0,5

onde emprega-se a relagdo Az =1 — Ay — Aj.

Observa-se que o niimero do elemento armazenado como um inteiro requer a metade do niumero
de bytes de cada coordenada, considerada como um termo de precisao dupla. Logo, no total sao
necessarias 2,5 posigdes de ponto flutuante. No caso tridimensional, tem-se 4 coordenadas de
volume V; (i = 1,...,4), resultando um total de 3,5 posigdes.

Portanto, estas tabelas necessitam do seguinte espago de precisao dupla,

Nom ,
n Y NP n,=250un =35 (4.23)
=2

onde N'°5 é o nimero total de nés da malha i.

equagbes : armazena-se para cada nd, a numeragio das suas varidveis. Para problemas eldsticos bi
e tridimensionais, tem-se, respectivamente, 2 e 3 variaveis em cada nd, resultando em,

Fw
Neg »_ NS (4.24)

i=1

posicdes de precisio dupla com n.q = 1 e n.q = 1,5, respectivamente para problemas planos e
espacials.

incidéncia : da mesma forma, armazena-se a incidéncia de cada elemento necessitando o seguinte
nimero de posigdes de precisao dupla,

N
Mine 3 N&V (4.25)
=1

sendo N o niimero de elementos da malha i; com n;,. = 1,5 e nyn. = 2, respectivamente para
problemas bi e tridimensionais.

O espago de memédria total é dado pela soma das expressdes (4.22) a (4.25), lembrando-se que o
valor obtido deve ser multiplicado pelo fator ﬁs_ﬁ para se ter os resultados em Kbytes.
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4.5 Dedugao Variacional dos Operadores

Nesta secdo, apresenta-se de maneira mais formal a obtencao dos operadores de restrigao e pro-
longamento, aplicados para a transferéncia de informagao entre as malhas. A abordagem empregada
tem a vantagem adicional de ser vélida tanto para malhas aninhadas como para naoc-aninhadas. Além
disso, permite deduzir os operadores de transferéncia para problemas envolvendo graus de liberdade
generalizados, tal como ocorre em problemas de flexdo de placas, cascas e modelos mistos em geral.

Para simplificar a apresentagao, impde-se que o problema variacional a ser resolvido com métodos
multigrid estd dado por: determinar u € Hy(R) tal que,

a(u,v) = b(v) Yo € Hy(Q) (4.26)

onde H}(f2) é o espago de Hilbert cujos elementos sido fungdes (classes) com valor nulo no contorno,
quadrado-integraveis com derivadas primeiras também quadrado-integraveis.

A aproximagao por elementos finitos e técnicas multigrid implica na solugao dos seguintes proble-
mas,

a(ug,v) = b(v) VveV, (4.27)

onde Vi = {v € Co(Q)| v|x élinear YK € Ti} C Hg(Q); {Teyk = 1,2,...} é uma familia de
triangulagdes do dominio €2, sendo em geral nao-aninhadas, ou seja, Tk ¢ Tk+1. A condigdo anterior
implica também que Vi(2) ¢ Viet+1(2).

Seja I, o operador usual de projegao em Vj dado por,

Li: Go(Q) — Vi()

w(z) = Lu(z) = Taen, wni)dri(z) (4.28)

sendo Co(f2) o espago de fungdes continuas em € e nulas (homogéneas) no contorno; Aj é o con-
junto de pontos nodais correspondentes & partigdo T; @k:i(z) é a fungdo de base associada ao né n;,
correspondente ao tipo de elemento finito definindo a triangulagao 7.

Emprega-se abaixo a seguinte notagao,

Iu(z) = Z u(n;)Pri(z) = Pr - up (4.29)
ni €N

onde & e u sio, respectivamente, os vetores de fungdes bases de interpolagdo e de valores nodais.
Pela prépria definigao do interpolante, segue-se que,

Lou(z) =u(z) VYu(z) € V() Vk=1,2,... (4.30)

Designando-se como i € Vi uma aproximagao da equagdo (4.27), o residuo associado a mesma
estd dado por,

EI(U) = b(v) — a(ig, v) = (rx, v) = f Pe®rdQ v =rp-vi Vv eV (4.31)
a
onde v é o vetor de valores nodais associado a v € V.

O problema de transferir o residuo, associado a i, da malha 7; para a malha 7_; pode ser
efetuado de diferentes maneiras, tais como:
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B(v) = b(Ihv) — a(i, vw) = (ro, Lyv) = fn rlwd? Vo€ Vi, (4.32)

Para todo v € Vi_, resulta,

Lv = Y veei(n)dri(z) = [ Y v(ﬂj)¢k—1.;(ne)] Pr,i(z)

n; EN ni€Ny |[n; €N
= @p(z) NE_ Vi (4.33)
com,
Pr-1,1(m1)  Gr-12(m) ... Be-1n,, (1)
NE = ¢’k—1,-1("'2) ¢k—1.-2("2) ¢k—1.Nf_1("2) (4.34)
f‘f’k—l,l.(ﬂN.) ék—l,z'(nN,.) Si-1,N-1 (PW) |, o,

Desta maneira, tem-se,

b(v) = /n re®i(2) dQ - NE_ vi_y = (NE_)T fn syl iy
= (Nk_)Tre - Vier = Tht - Vi (4.35)

A expressao anterior proporciona o operador que permite transferir o residuo ry em 7 para re-;
em T-1, dado por,

o1 = I 'rg = (NE_y) Tk (4.36)

onde IF~! = (Nk_)T.

A vartir dai. verifica-se que o operador /¥~! é uma matriz esparsa de ordem Nx_; X Ng, cujo
P 1 * q k P k-1 ks ]
elemento genérico (I;™');; corresponde ao valor,

Pr-1:(n;) i€ {l,..., N1}, J€{1,..., Ni} (4.37)

ou seja, é o valor da fungdo base, associada ao né n; da triangulagdo 7k, calculada sob o né
n; da triangulagdo 7.

Do ponto de vista computacional, este operador de restrigdo é obtido através da contribuigao
local do residuo, correspondente ao né n; de 7, sob os nés do triangulo Ty € Ti_;, onde n; estd
localizado, conforme a Figura 4.7. Da prépria definigdo, este operador é consistente, no sentido
que o residuo se conserva ao se passar de uma triangulagdo para outra.

. outra maneira de calcular esta transferéncia, conduzindo a uma outra definigdo de operador
k-1
I;7", é dada por,

b(v) = b(v) — a(iix,v) Vv € Viy (4.38)

A dificuldade desta ltima expressao reside no calculo da forma a(i, v), j4 que a mesma envolve
funcées definidas em dois espagos diferentes.
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Neste trabalho, adotou-se a primeira forma de definigao do operador If_l. Desta maneira, apds
vy iteragdes no nivel k, resolve-se no nivel k — 1 o problema,

a(ep—1,v) = b(v) Vv € Vi, (4.39)

com b(v) = b(Ixv) — a(ik, fkv) Yv € Vi1,

O outro processo necessario nos métodos multigrid consiste em pronlogar a solugdo determinada
no nivel k — 1 para o nivel k. Este pronlogamento deve ser consistente com o operador de restrigao
empregado. Assim, tem-se

L e =1IF_ex1=Ixe1 = Y ki(@)er-1(ni) = B Ni_jer-1 = S -ex (4.40)
ni €Ny

onde e, = Nf_,ex_1. Portanto, I¥_, = Nk_,, mostrando que Ik = (1T,

2. no caso de se adotar a segunda forma de definigio do operador de restrigdo, o operador de
pronlogamento serd definido por: determinar o elemento If_lek_l dado por,

a(If_jex—1,v) = a(ex-1,v) Yv € Vi (4.41)

Novamente, este processo implica num esforgo de célculo da mesma ordem que problema original
a ser resolvido, sendo esta opgao nao recomendada.

Finalmente, é interessante observar que esta forma de dedugao dos operadores permite estendé-los
para modelos mais gerais, tais como, por exemplo, problemas de placas, cascas ou mistos.

4.6 Convergéncia dos Métodos Multigrid

Um aspecto importante de qualquer método numérico esta relacionado a sua convergéncia. Para
problemas lineares elipticos modelados por diferengas finitas ou elementos finitos, considerando malhas
aninhadas uniformes, demonstrou-se a convergéncia dos procedimentos multigridem [11, 38, 56, 69, 75],
sendo o custo da solugdo linear com o niimero de equagdes, ou seja, tem-se uma ordem O(N) para
N — oo.

No entanto, como mencionado anteriormente, neste trabalho consideram-se malhas ndo-aninhadas.
A principal motivagdo para este fato é a aplicagdo de estratégias multigrid em problemas tridimension-
ais discretizados com tetraedros lineares. Para casos bidimensionais, é possivel refinar um triangulo
em 4 subtriangulos congruentes, ligando-se os pontos do meio das arestas. Entretanto, em geral nao
é possivel subdividir um tetraedro em 8 elementos idénticos, podendo-se obter malhas degeneradas
numa sequéncia de refinamentos sucessivos [108, 109].

Observa-se que o conceito de espagos de aproximagao aninhados néo ¢ essencial em métodos multi-
grid, permitindo assim utilizar malhas finas adaptadas mais adequadas para a solugdo de um problema.
Além disso, verifica-se a mesma ordem étima O(N), podendo-se observar diferengas apenas na taxa
de convergéncia.

Aspectos de convergéncia em malhas nédo-aninhadas foram apresentadas inicialmente em [37]. Pos-
teriormente, introduziu-se e demonstrou-se a convergéncia de um algoritmo aninhado nao-padrao,
definindo-se um nivel extra na malha fina, de tal forma que todos os niveis sao tratados como es-
quemas de corregdo [38]. Este mesmo procedimento foi estendido para malhas nao-aninhadas em
(39].

Entretanto, algumas condigoes devem ser impostas nas malhas dos varios niveis para se alcangar
convergéncia. De forma geral, a relagdo entre os niimeros de elementos entre duas malhas sucessivas
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pode ser arbitraria. No entanto, deseja-se que as mesmas sejam comparaveis, no sentido que cada
elemento de um nivel k pode ser coberto por um numero finito de elementos das malhas grossa k — 1
e fina k + 1. Além disso, o niimero de incégnitas de cada nivel deve crescer de forma geométrica com
uma taxa maior que 2 [109].

A convergéncia de métodos multigrid ndo-aninhados, aplicados a PVC'’s elipticos de segunda ordem,
estd demonstrada para malhas quasi-uniformes [109], ndo-quasi-uniformes [110] e com polinémios de
interpolagio de qualquer ordem [94]. Resultados semelhantes sdo alcangados em [27] para o caso de
algoritmos simétricos, ou seja, tem-se um mesmo nimero de pré e pdés-relaxagtes em cada nivel.

Nesta segio, apresenta-se um breve resumo, baseado em [109], da convergéncia em malhas quasi-
uniformes para problemas bidimensionais num dominio poligonal e limitado 2 e condigdes de contorno
de Dirichlet em T'.

A aproximagio por elementos finitos em forma variacional é dada por: encontrar uy € Vi tal que,

a(ug,v) = (f,v) VYveV E=1,2::: © (4.42)

onde Vi = {v € Co(Q) | v|x é linear YK € T} e {Tk, k = 1,2,...} uma familia de triangulages em
Q.

Dado um elemento K € Tk, denota-se por hg o seu didmetro, definindo-se hr = maxger, hx €
8 = minge7; hx/he. Logo, a constante § é uma medida da uniformidade da malha 7. Assume-se
que todas as triangulagées sao quasi-uniformes, ou seja,

hx > aghg ag > Qp (4.43)

sendo o uma constante positiva e ax é o menor angulo de K.
Assume-se que as malhas sdo nao-aninhadas, ou seja, k-1 ¢ Ti. Além disso, 7, pode ser coberta
de forma finita por Tk—; e Ti41. Logo [109],

sup {cardinalidade({K’ € Ti—1 | K'N K # 0})} < Bo k=23,...
KeT

sup {cardinalidade({K' € Ta+1|K'N K # 0})} < Bo 3 O (4.44)
KeT: :

A seguinte condigao é imposta,
oyNk < Ney1 oz the S heyy S oohe k=1,2,... (4.45)

para constantes a; > 2 e ap > 1 sendo Ny = dim(Vj) ~ h;%. Para malhas aninhadas, tem-se fo = 4,
a; ~4eay~2.

Como operadores de transferéncia entre malhas, emprega-se o interpolante nodal padrao definido
na equagio (4.28). Finalmente, impdem-se ainda condigdes de regularidade para a solugao u do
problema [109].

Define-se, entio, um procedimento multigrid constituido de dois processos iterativos. No primeiro,
tem-se iteragdes aninhadas para se obter aproximagdes sequenciais para (4.42) da forma i ~ u} com
k = 1,2,.... Para resolver (4.42) em cada nivel k, toma-se i;_; como solugao inicial e emprega-se
recursivamente esquemas de corregio para determinar . A equagio do residuo em forma variacional
é denotada como,

a(ug,v) = F(v) WYve Vi (4.46)

sendo F um funcional linear em Vj, o qual pode ser representado em (Vi,(-,-)) como f: ﬁ’(u) &=
(f,v) Yv € V.

De maneira formal, os esquemas multigrid apresentados na segido 4.4 podem ser descritos como
[109]:
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Definicao : (Esquema no nivel k)

1. Para k = 1, resolver (4.42) ou (4.46) empregando qualquer método:
a(iy,v) = (f,v) ou a(iy,v)=F(v) YveW (4.47)

2. Para k > 1, obtém-se w,,+; a partir de uma aproximagao inicial wg, aplicando-se primeira-

mente m passos de relaxagdes do tipo Jacobi, isto é,
(wi — wi—1,v) = AL (F(v) — a(wi—1,v)) YveVe, [1=1,2,....m (4.48)

onde Aj é o maior autovalor associado a forma a(-,-) em V.
Aplicar, entdo, um esquema de corregao de malha grossa: encontrar € Vj,_; tal que,

a(&,v) = F(Ixv) — a(wm, [iv) = F(v) Yo € Vi, ; (4.49)

Seja e a aproximagao para € obtida aplicando-se vy iteragdes do esquema no nivel k — 1 a
equagao do residuo com aproximagao inicial nula. Finalmente, chega-se a w,,4+; com,

Wm+1 = Wm + Jrke (450)
Na pratica, a matriz de massa consistente em (4.48) pode ser substituida por uma matriz diagonal,

empregando-se por exemplo técnicas de integragdo nodais, simplificando o esquema de relaxagao. Tal
modificagdo é expressa como [109],

bie(w; — wi—y,v) = f\;l(F(v) —a(w—1,v)) YveVe [=12,....m (4.51)

A partir das hipdteses apresentadas, da definigao anterior e de alguns resultados preliminares,
demonstra-se em [109] que os seguintes teoremas, garantindo a convergéncia e a 6tima ordem do
algoritmo proposto, sao validos.

Teorema 1 : Suponha que as condigdes (4.43) a (4.45) e algumas desigualdades presentes em [109]
sejam validas. Considere ainda »p > 1. Logo, existe uma constante 0 < ¥ < 1 e um inteiro
m > 1, independentes do nivel k, tal que se,

|le—ell < ¥* |le]l
entao,

||t — Wt || < ¥lue — voll
onde ||u|| = y/a(u, u) é a norma de energia.

Teorema 2 : Assumindo vélidas as condigdes do Teorema 1, considere 2 < vy < a;. Logo, existem
constantes » e § > 0 tal que se

||u1 - ﬁl“ S 5Ch1
¢ valido para alguma constante C, entao,

L ||ux — || £ 6Che k2> 2
2 |lu—tk|| < 1 +68)Chi k>1.

3. o custo para calcular %, é limitado por Cy N, onde Cj é independente do nimero do nivel
k.

Neste caso, 1 é obtido executando-se r vezes o esquema do nivel k, empregando-se relaxagdes
simplificadas dadas por (4.51) com solugao inicial #_;, sendo %, calculado resolvendo-se (4.42)
de forma direta.
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4.7 Aplicagées a Problemas Bidimensionais

Visando avaliar o desempenho dos algoritmos multigrid, tomaram-se inicialmente varios exemplos
planos apresentados a seguir. Primeiramente, tem-se uma chapa submetida a tragao com malhas anin-
hadas e nao-aninhadas. Posteriormente, consideram-se os casos planos do Capitulo 2, especificamente
a placa com furo e o problema de fratura, assim como a aplicagao do algoritmo adaptavel para estes ex-
emplos. Todos os problemas analisados foram modelados empregando malhas com tridngulos lineares.
Procurou-se realizar uma comparagao com os métodos direto de Gauss e iterativo GCGS discutidos
anteriormente. Observa-se que em todos os exemplos analisados, considerou-se armazenamento em
matriz esparsa. Para o método GCGS e algoritmos multigrid, utilizou-se o critério de convergéncia
(2.129) na norma euclidiana com § = 10~%. Nos esquemas multigrid, as relaxagdes foram efetuadas
pelo método de Gauss-Seidel.

Para comparar as solugdes obtidas pelos métodos de Gauss (ug;-), GCGS (u;.) e multigrid (umg),
consideram-se os seguintes erros relativos na norma euclidiana andlogos a expressao (2.130),

dir fitey | [Wair — Witel2 dirfmgyy_ || Udir — Umgl[2 ite/mgy _ || Wite — Umgll2
€ 93 = — lle g = ——— |le g = ——————(4.52
[lez™ ¥ oz iz ¢ | Tz ll2 e | Tarells (4.52)

4.7.1 Chapa submetida a tragao

A Figura 4.13 ilustra uma chapa submetida a uma carga distribuida, estando rigidamente apoiada
num ponto e com deslocamento restrito apenas na direcdo z nos demais nds. Considera-se este
problema como estado plano de tensdo com espessura unitaria. Para aplicar as técnicas multigrid,
foram geradas 4 malhas aninhadas e mais 4 ndo-aninhadas apresentadas, respectivamente, nas Figuras
4.14 e 4.15. As principais caracteristicas destas malhas estdo dadas na Tabela 4.1: nimeros de nés,
elementos e equagdes; niimero médio de elementos em cada linha e nimero total de coeficientes na

matriz, respectivamente, para método direto (NElemsfi;, mfi;) e iterativo/multigrid (NElemsit,;,
L)

Observa-se que como o coeficiente de Poisson é nulo, este caso é equivalente a um problema
unidimensional com solugdo exata dentro do espago de aproximagao obtido com elementos finitos
lineares.

E=21e5 I
v=0 1
— 1000

Figura 4.13: Chapa com carregamento distribuido.

Por sua vez, as Tabelas 4.2 e 4.3 apresentam para estes exemplos o nimero de iteragdes equivalentes
de malha fina para os métodos de Gauss, GCGS e varias estratégias multigrid, indicando neste caso
o nimero total de ciclos realizados e a quantidade de pré e pés-relaxagées. Tem-se ainda os erros
relativos dados pelas expressdo (4.52). Os resultados em termos do niimero de operagées em MFlop
e espago de memoria em Kbytes estdo ilustrados nas Figuras 4.16 e 4.17, estando os coeficientes
angulares das retas ajustadas dados entre colchetes. Observa-se que no caso de multigrid, tomaram-se
sucessivamente 1, 2, 3 e 4 malhas, obtendo-se os pontos e as retas ilustradas nas Figuras 4.16 e 4.17.
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Figura 4.14: Malhas aninhadas geradas para a chapa em tragéo.

N
N

Figura 4.15: Malhas nao-aninhadas geradas para a chapa em tragao.

’ Aninhadas
Malha | Nés | Elementos | Equagdes NElems‘:;; mf:; NElems}s | mi
1 4 2 5 13| 2,6 13| 2,6
2 9 8 14 73 5,2 63 4,5
3 25 32 44 357 8,1 253 5,8
4 81 128 152 2183 | 14,4 993 6,5
[ Nao-aninhadas
Malha | Nés | Elementos | Equagdes | NElemsZy, | m&® || NElems(’s, | mit
1 1 2 5 13| 2,6 13| 2,6
2 16 18 27 173 6,4 145 5,4
3 35 48 63 548 8,7 380 6,0
4 89 144 168 2223 | 13,2 1113 6,6

Tabela 4.1: Atributos das malhas para a chapa em tragao.
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A solugao na primeira malha foi obtida de forma direta, enquanto nos demais casos empregou-se a
mesma estratégia multigrid indicada nas Figuras 4.16 e 4.17.

[ Método || NIT | Ciclos, 1, v5 | llez ™Iz | llez™"™ |12 | lleF™ll ]
| Gauss [ 12 | - [ - [ _ I ~ |
[ GCGS [ 58 | - [1,21x10°* | - [ - |

Y 93 28,1,0 1,21x10"° | 1,78 x 10~* [ 1,82 x 10~*

70 15,1,1 1,21 x107° | 4,24 x 107* | 4,29 x 10~*

93 20,2,0 1,21x107° | 1,55 x 10™* [ 1,60 x 10~*

78 1921 1,21 x 107" | 3,90 10~* | 3,95 x 10~*

73 10,2,2 1,21 x 107> | 8,21 x 10~* | 8,26 x 10~*

W 59 13,1,0 1,21 x107° | 5,88 x 10™° | 6,43 x 10™°

44 T.1.1 1,21 x107° ] 1,01 x10~% [ 1,06 x 10~ %

57 9,2,0 1,21x107° | 6,26 x 107° | 6,81 x 10~°

48 6,2,1 1,21 x 107° | 4,31 x 107> | 4,94 x 10~°

49 5,2,2 1,21 x107° | 4,65 x 10~° [ 5,23 x 10~°
[FMV [ 5 [ 110 [1,21x107°]4,33x107" [1,21x 107" |
[FMW [ 6 | 1,10 [1,21x107°[3,57x107"° [1,21x107° |

Tabela 4.2: Resultados para a chapa em tragao — malhas aninhadas.

[ Método [| NIT [ Ciclos, v, va | [l [l | ller” ™12 | ller™|l>_|
| Gauss [ 11 | - [ _ | . [ — l
[ GCGS || 63 | - [ 9,85 x 107 | - ] E |

\ 85 23,1,0 9,85x10°°[2,29x107% | 2,28 x 107*

57 11.11 9,85x 107° [ 6,46 x 10~* [ 6,49 x 10~*

67 13,2,0 9,85x 10°% [ 1,27x107%[1,29x 10~*

73 11,21 9,85x107° [ 4,04 x 107* | 4,07 x 10~*

73 9,2,2 9,85x10°°[8,11x107% | 8,13x 10~*

W 45 8,1,0 9,85x 10°%[3,18x10°°]3,32x 10~°

39 51,1 9,85x 107%[6,80x 107° | 7,18 x 10~°

47 6,2,0 9,85x 107% [ 1,80 x 107> | 2,32 x 10~°

49 521 9,85x10°% [ 5,35 x 10°° [ 5,72 x 10~°

49 4,22 9,85x 107° [ 9,79 x 107° [ 1,02 x 10~*
[FMV [ 6 | 110 [9,8x107°[6,59x107°|9,87x10°° |

[ FMW [ 8 |

1,1,0

[ 9,85 x 107° [ 3,10 x 107° [ 9,86 X 107° |

Tabela 4.3: Resultados para a chapa em tragao — malhas nao-aninhadas.

4,7.2 Placa com furo e problema de fratura

Nesta segdo, consideram-se os exemplos de placa com furo e de fratura analisados no Capitulo
2. Empregaram-se elementos lineares nas 4 malhas consideradas, estando as mesmas ilustradas nas
Figuras 4.18 e 4.19, respectivamente, para a placa com furo e fratura. Da mesma maneira, os atributos
das malhas estdao dados na Tabela 4.4.
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Figura 4.16: Ndimero de operagdes e espago de meméria para os métodos de Gauss, GCGS e Multigrid
na chapa com malhas aninhadas. '
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Figura 4.17: Niimero de operagdes e espago de memdria para os métodos de Gauss, GCGS e Multigrid
na chapa com malhas niao-aninhadas.
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Figura 4.18: Malhas com elementos lineares para a placa com furo.
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Figura 4.19: Malhas com elementos lineares para o problema de fratura.

Placa com furo

Malha | Nés | Elementos | Equagoes NElemsf:;, mf:; NElems‘e‘; mi‘fp
1 38 57 64 593 9,3 381 6,0
2 121 206 220 3504 | 15,9 1471 6,7
3 445 817 846 21620 | 25,6 5985 7,1
4 1679 3215 3272 126794 | 38,8 23833 7,3
| Fratura |
Malha | Nés | Elementos | Equagdes NEIemsf;; mf:; NElems’) mi‘:p
1 51 80 89 911 | 10,2 555 6,2
2 170 299 317 5607 | 17,7 2171 6,8
3 626 1171 1207 32422 | 26,9 8647 7.2
4 2383 4608 4679 204249 | 43,7 34312 7,3

Tabela 4.4: Atributos das malhas para os problemas de placa com furo e fratura.
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Analogamente, ao exemplo anterior as Tabelas 4.5 e 4.6 apresentam os resultados da aplicagao dos
métodos direto de Gauss, iterativo GCGS e multigrid a estes dois problemas. Da mesma maneira,
os resultados em termos do nimero de operagoes em MFlop e espago de memdria em Kbytes estdao
ilustrados nas Figuras 4.20 e 4.21. Observa-se que nao se utilizou nenhum estimador de erro para
refinar as malhas, apenas reduzindo-se pela metade os tamanhos dos elementos associados a malha de

controle [54].

l Método H NIT ] Ciclos, vg, v1, 12 I ||er d"’hu | d"{mg”z | ||e'n’(mg|| l
[ Gauss ” 99 I = [ i | — I = ‘
[ GCGS || 208 | - [8,72x107° | - | = ]

FMV 34 4,1,1,1 8,72x107° [ 4,71 x10°° [ 1,01 x 10~5

32 3,1,2.1 872x10°° [ 1,12x10°° | 1,47 X 10~

42 3,211 8,72x107° [ 1,06 x 107° [ 8,85 x 10~°

35 2221 8,72x 107° [ 1,09 x 107> [ 1,44 x 107°

FMVV | 38 81,11 8,72x 10°%[2,05x107% [ 2,28 x 10~°

37 6,1,2,1 8.72%10°° | 2,82 x107° | 3,01 %107

35 7,211 8,72x 107 [ 2,55 107° [ 2,74 x 107®

39 6,2,2,1 8,72x107% [ 1,74x 107° | 2,00 x 10~P

FMW 41 4,1,1,1 8,72% 107" | 2,52 x10~" | 8,72x107°

39 31921 B73x107°% | 3.97%10° " | B3R 10"

34 2,211 B T2 107° | 1,12 %107 | 8,80 %10-°

44 2221 8,72x 107%[2,19x107% [ 8,73 x 10~°

Tabela 4.5: Resultados para a placa com furo.

[ Método || NIT | Ciclos, vo, 1, v2 | ller™ ™ Il2_| ller ™12 | lleF"™]l2 |
[ Gauss ][ 130 | - - [ - [ - |
[ GCGS | 273 | - [1,37x107° | - [ - |

FMV 43 51,1,1 1,37x107° [ 3,09 x 10~¢ [ 1,51 x 10~°

39 4,1,2,1 1,37x 10°° [ 8,76 x 107° | 1,86 x 10~°

42 3,211 1,37x 107 [ 4,45 x 107® | 1,58 x 10~°

47 3,2,2,1 1,37x107° [ 2,78 x 107 [ 1,49 x 10~°

FMVV || 43 9,1,1,1 1,37 x 1075 [ 2,56 x 107° [ 3,30 x 10~°
44 9,1,2,1 1,37x10°° [ 2,08 x 10~° [ 2,86 x 10~%

44 9.2.1.1 1,37x107® [ 1,40 x 107° | 2,28 x 10™°

41 8,2,2,1 1,37 %10 | 2,42 107> | 3,17 % 10"

FMW || 41 1111 1,37x10°% [ 1,77 x 10" [ 1,44 x 10~°

38 3121 1,37 107" | 3,43 x 107" | 1,62 x 107

54 3211 1,37x10°° [ 2,22 x10™" | 1,38 x 107"

43 2,221 1,37x107° [ 1,69 x 107® [ 1,44 x 10~°

Tabela 4.6: Resultados para o problema de fratura.
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4.7.3 Aplicagao do procedimento adaptavel

A seguir apresentam-se os resultados da aplicagdo do algoritmo multigrid adaptavel discutido
anteriormente aos problemas de placa com furo e fratura. Como o critério de refinamento das malhas
é distinto em relagdo aquele empregado no método de Gauss ou GCGS, comparam-se as performances
das estratégias multigrid com estes métodos para as diferentes sequéncias de malhas geradas, de tal
forma que ao final da andlise tenha-se um erro estimado préximo do valor 7 especificado, partindo-se
sempre da mesma malha grossa.

Placa com furo

As Figuras 4.22 e 4.23 ilustram, respectivamente, as sequéncias de malhas obtidas para a solugao do
exemplo de placa com furo com 7] = 1% através de analises adaptaveis, empregando método de Gauss
ou GCGS e via o procedimento multigrid adaptavel apresentado na segao 4.5.1. As caracteristicas
destas malhas, incluindo o erro estimado 7, estdo dadas na Tabela 4.7. Ressalta-se que para o caso de
multigrid, o valor de n indicado é aquele obtido ao final do processo de geragao das malhas. O valor
final apds atingir a precisdo de £ = 107* éigualanp=1,1.

Em ambos procedimentos foram necessédrias 4 malhas para se alcangar um erro estimado préximo
ao valor de 7 dado. Da mesma maneira que nos casos anteriores, tem-se na Tabela 4.8 os resultados da
aplicagido dos métodos de Gauss, GCGS e algoritmos multigrid. Por sua vez, a Figura 4.24 apresenta
graficos de barra com o niimero equivalente de iteragdes na malha fina, operagdes em MFlop e espago
de memdria em Kbytes.

Observa-se que para multigrid, os niumeros de ciclos indicados na Tabela 4.8 nao incluem a iteragao
FMV com vy = 2, v; = 1, v, = 1 empregada para se determinar a sequéncia de malhas. Assim, indica-
se apenas a quantidade necessaria para alcangar a solugdo na malha fina com precisdo £ = 107%. No
entanto, observa-se que o nimero de iteragdes equivalente (NIT) leva em conta este ciclo FMV para
determinar o custo da solugao.

Figura 4.22: Malhas para a placa com furo obtidas por anélise adaptavel com método de Gauss ou
GCGS.

Problema de fratura

De forma andloga ao caso da placa com furo, analisou-se de forma adaptéavel o problema de fratura.
Inicialmente, tomou-se 7 = 2% com precisdes £ = 1072 e £ = 10™*, estando as sequéncias de malhas
obtidas pela resolugao por método de Gauss e multigrid dadas nas Figuras 4.25 e 4.26, com as respec-
tivas caracteristicas indicadas na Tabela 4.9. Observa-se que no caso de multigrid foram necessarias
5 malhas para se obter um erro estimado de 2,3% ao final do processo de geragao, alcangando 2,5%
ap6s a convergéncia nas duas precisoes utilizadas. Os resultados obtidos com os métodos de Gauss,
GCGS e multigrid estdo apresentados na Tabela 4.10 e na Figura 4.27.
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Figura 4.23: Malhas para a placa com furo obtidas através do procedimento multigrid adaptavel.

| Direto/iterativo adaptavel |
[ Malha [ (%) | Nés | Elementos | Equagdes | mg;; | NElemsZyr | mi | NElems'y

esp eap eap esp

1 29 38 57 64 9,3 593 6,0 381
2 2,6 62 95 106 | 10,4 1104 6,1 650
3 1,4 | 231 414 434 | 19,6 8514 6,9 3003
4 1,1 | 379 694 723 | 21,7 15709 7,0 5094

| Multigrid adaptavel |
[ Malha [ (%) [ Nés | Elementos | Equagdes | mg, | NElemsgy, || mis, | NElems(y, |

esp esp eap esp

1 2,9 38 57 64 9,3 593 6,0 381
2 3,1 80 129 141 | 12,0 1686 6,4 905
3 1,8 | 208 368 386 | 19,0 7313 6,9 2652
4 1,0 | 438 799 832 | 22,9 19063 7,0 5848

Tabela 4.7: Atributos das malhas da placa com furo obtidas pelos procedimentos adaptaveis.

‘ Método ” NIT I Ciclos, v, v1, V2 ] ||e',i"{'t°||2 [ ||ef"‘{mg||g | ||e:.t"'(mg|lg ‘
| Gauss || 36 | - | = [ = [ = |
| GCGS [ 157 | - [ 2,60 x 10~° | - | - |
FMV 39 1,211 2,60 107° [ 1,40 x 107* | 1,44 x 10~*
43 2111 2,60x 107% [ 7,00 x 10~° | 7,65 x 10~°
v 46 5,1,1:1 2,60x 10°% [ 1,59 x10~* | 1,63 x 10~*
47 4,1,2,1 2,60x 10~° [ 1,77x107% | 1,81 x 10~*
W 45 3.1.1.1 2,60x 107° [ 2,29 x 107° | 3,60 x 10~°

Tabela 4.8: Resultados para a placa com furo utilizando procedimento adaptavel.
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Figura 4.24: Resultados dos procedimentos adaptaveis aplicados ao problema de placa com furo.

Repetiu-se o mesmo procedimento anterior, considerando 7 = 1% e £ = 10™*. Foram necessérias 3
e 6 malhas, respectivamente, para os métodos direto e multigrid, chegando-se ao final com erros esti-
mados de 1,1% e 1,3%. As malhas obtidas estao ilustradas nas Figuras 4.28 e 4.29 com os respectivos
parametros dados na Tabela 4.11. Os resultados estao apresentados na Tabela 4.12 e na Figura 4.30.

Figura 4.25: Malhas para o problema de fratura obtidas por andlise adaptavel com método de Gauss
utilizando 7 = 2%.

4.7.4 Discussao dos resultados

A partir dos resultados obtidos, os seguintes comentarios podem ser efetuados:

e de forma geral, as mesmas conclusdes obtidas no Capitulo 2 para os métodos de Gauss e GCGS
aplicam-se para os problemas aqui analisados.

e apesar do problema de chapa sob tragdo ser bastante simples, algumas conclusdes podem ser
mencionadas. Para os ciclos V e W, torna-se interessante empregar uma pés-relaxagio, como
pode ser observado nas Tabelas 4.2 e 4.3. Apesar de necessitar de um nimero total de ciclos
maior, a estratégia com v; = v, = 1 parece ser mais adequada. No entanto, os procedimentos
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Figura 4.26: Malhas para o problema de fratura obtidas por multigrid adaptavel com 7 = 2%.

Direto/iterativo adaptdvel

|
Walha | 7 (%) | Nés

| Elementos | Equagdes | mgi | NElems; [ mi'c | NElems.s)

1 9,3 25 34 40 7,1 283 5,5 220

2 6,3 | 115 196 212 | 14,7 3122 6,7 1413

3 3,0 | 556 1043 1074 | 27,5 29495 7,2 7702

4 2,1 | 968 1818 1869 | 29,6 55370 7,2 13433

| Multigrid adaptavel |

[ Malha [ n(%) [ Nés | Elementos | Equagées | mdy | NElemsZy, || mif, | NElems(y,

1 9,3 25 34 40 | 283 5,5 220

2 7,7 61 97 107 | 11,8 1261 6,3 676

3 4,9 | 200 359 375 | 19,4 7263 || 6,9 2597

4 3,2 | 461 858 885 | 27,6 24386 7.1 6310

5 2,3 | 883 1672 1714 | 30,9 52930 7.2 12381

Tabela 4.9: Atributos das malhas do problema de fratura obtidas pelos procedimentos adaptdveis com
7= 2%.
300 7 HEs 700,
gzsn P [ JI ﬁﬁw'/
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Figura 4.27: Resultados dos procedimentos adaptéveis aplicados ao problema de fratura com 7 = 2%.
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Precisao £ = 107°

|

Método || NIT | Ciclos, vo, w1, v5 | |les " |lz | llee ™2 | [le</™]|,
Gauss 88 — = — =
[ GCGS | 251 | = [ 6,59 x 10~ | - - |
FMV 69 2.21.1 6,50 x 1074 [ 1,96 x 10% [ 6,15 x 10~%
52 1,901 6,59x 107% [ 7,18 x107* | 7,95 x 10~*
49 2.1 LT 6,569 x 10~* [ 8,05 x10-% | 8,28 x 1074
58 2,121 6,59 x 107% [ 3,38 x107% [ 6,26 x 10~
Vv 45 4,1,1,1 6,50 x 107% [ 1,89 x10"3 [ 1,78 x 1073
44 3,1.2.1 6,59 x 107* [ 1,96 x 10™* | 1,87 x 10~3
‘ Precisao £ = 10~* [
Método || NIT | Ciclos, vg, vy, ve ||ef""m|]2 ||ef"’1mg[|2 ||e.’.”"‘m’||z
Gauss 88 - - - -
| GCGS | 289 | N [ 3,24x 107" | - - |
FMV 93 3,2,1,1 3,24x10°% [ 3,34x10°°% [ 4,45%x 10°°
84 22571 3,24%x107° [ 6,03x10°° [ 6,57 x 10~°
92 5,1,1,1 3,24 x107° [ 2,93 x107° | 4,19 x 10°°
77 3,1,2,1 3,24x 107 [ 6,95%x10°° [ 7,39 x 10~%
\Y 76 9,1,1,1 3,24x107° [ 2,13x107% | 2,11 x 10~*
76 7121 3,24x107° [ 1,96 x 107% [ 1,94 x 10~¢

Tabela 4.10: Resultados para o problema de fratura aplicando procedimento adaptavel com 7 = 2%.

\/ \/

]

\,

Figura 4.28: Malhas para o problema de fratura obtidas por andlise adaptavel com método de Gauss

utilizando 7 = 1%.
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Figura 4.29: Malhas para o problema de fratura obtidas por multigrid adaptavel com 7 = 1%.

Direto/iterativo adaptavel

[ Malha [ (%) [ Nés | Elementos | Equagdes | mgy, | NElemsyy | mif, | NElemsy |
1 9,3 25 34 40| 71 283 || 5,5 220
2 42| 404 747 775 | 25,9 20062 || 7,1 5503
3 1,3 | 3772 7350 7440 | 49,7 369737 || 7.4 54836
| Multigrid adaptavel \
[ Malha I (%) ‘ Nés] Elementos I Equagoes | mf;; ‘ NElemsf:; H mi‘fp [ NElemsf"p ]
1 9,3 25 34 0] 7.1 283 || 5,5 220
2 7,7 61 97 107 | 11,8 1261 6,3 676
3 56| 198 358 371 | 19,9 7393 | 6,9 2575
4 38| 592 1119 1144 | 29,4 33666 || 7,2 8228
5 2,2 | 1681 3240 3293 | 40,3 132808 || 7,3 24076
6 1,4 | 3369 6560 6641 | 46,7 310313 || 7,4 48904
Tabela 4.11: Atributos das malhas para o problema de fratura obtidas pelos procedimentos adaptéveis
com 7 = 1%.
[ Método || NIT | Ciclos, vo, #1, v2 | ller"*Il2_| lles™"™ |12 | lle="™|l2 |
[ Gauss | 207 | = — | _ | — I
[ GCGS || 409 | - [3,24x107° | - | — |
FMV 89 421,1 3,24%x107%[3,34x10°% [ 4,45 x 10~°
80 2.2.2,1 3,24 x10™" [ 6,03 x 10~ | 6,67 x 10~
88 5,1,1.1 8;24% 10~ | 2;08% 10~ |.4,19% 10~
74 3,1,2,1 3,24x107° [ 6,95x 10" | 7,39 x 10~°
v 73 9,1,1,1 §24x 107 [ 2,13 x 10~% | 2 11x 10~*
73 71,21 3,24%x107% [ 1,96 x 10°% [ 1,94 x 10~

Tabela 4.12: Resultados para o problema de fratura aplicando procedimento adaptavel com 7 = 1%.
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Figura 4.30: Resultados dos procedimentos adaptaveis aplicados ao problema de fratura com 7 = 1%.

FMV e FMW, combinando iteragdes aninhadas com corregao de malha grossa, sao realmente
superiores aos algoritmos V e W, além do que o condicionamento numérico das solugGes, medido
pelo erros relativos dados em (4.52), é bem melhor que as estratégias V e W. Apenas um ciclo
FMV ou FMW com v; = 1 e v» = 0 é necessario na solugdo deste problema.

O niimero de operagdes executados para os algoritmos FMV e FMW é bem inferior em relagao
aos métodos de Gauss e GCGS, como pode ser visto nas Tabelas 4.2 e 4.3, comparando-se o
nimero equivalente de iteragoes de malha fina, ou nas Figuras 4.16 e 4.17. No que se refere
a demanda por memodria, como esperado o método GCGS requer menos espago, enquanto que
as estratégias multigrid e Gauss possuem comportamentos semelhantes para este caso como
ilustrado nas Figuras 4.16 e 4.17. Desta forma, mesmo para um exemplo de ordem bem modesta,
algumas técnicas multigrid mostram-se superiores aos procedimentos de Gauss e GCGS.

e nos casos da placa com furo e fratura, a partir das Tabelas 4.5 e 4.6, verifica-se que os pro-
cedimentos FMV, FMVV e FMW possuem um comportamento semelhante entre si, sendo as
performances bem superiores aos métodos de Gauss e GCGS, tomando-se o nimero equiva-
lente de iteragdes de malha fina, assim como as Figuras 4.20 e 4.21. No entanto, no caso de
FMVV tem-se um nimero de ciclos maior para se atingir um mesmo condicionamento numérico.
Em relagao ao nimero de pré-relaxagdes, tanto 1 = 1 como v; = 2 mostraram-se razoaveis,
observando-se que para este tiltimo caso foi possivel reduzir, na maioria dos casos, o numero
total de ciclos. Esta mesma observagao se aplica ao se utilizar vo = 2. No que se refere ao
espago de meméria, as estratégias multigrid sdo, nestes casos, superiores ao método de Gauss,
pois demandam menos memoria como pode ser visto nas Figuras 4.20 e 4.21.

e os coeficientes angulares das retas de nimero de operagoes para as estratégias multigrid sao
inferiores em relagiao aqueles dos procedimentos de Gauss e GCGS. No que se refere ao espago
de memoéria, os coeficientes de multigrid e GCGS sdo praticamente iguais, sendo inferiores ao
método de Gauss e préximos de 1 nos exemplos de placa com furo e fratura.

e no procedimento adaptavel, foram obtidas sequéncias de malhas aplicando-se um estimador de
erro, visando resolver de forma étima os problemas propostos através dos métodos de Gauss,
GCGS e multigrid.

No caso da placa com furo, observa-se um equilibrio dos métodos de Gauss e multigrid, tanto em
relagao ao nimero de operagdes como em espago de memoria, assim como no nimero de malhas
necessarias para se atingir um erro estimado em torno de 1%. Logo, o procedimento multigrid
adaptivel mostra-se vidvel mesmo neste problema de baixa ordem e de singularidade moderada.



4.8 Aplicagoes a Problemas Tridimensionais 112

As estratégias multigrid aplicadas sdo semelhantes no que se refere ao nimero equivalente de
iteragdes e ao condicionamento numérico. Apenas no caso do ciclo V, tem-se um nimero total
de ciclos ligeiramente maior. Apesar da performance da técnica GCGS, em termos de operagoes,
ser inferior aos demais, a memoria requerida é bem menor.

A forte singularidade do problema de fratura implica num maior nimero de equagdes para
atingir os erros admissiveis de 1% e 2%. Ao contrario do exemplo de placa com furo, neste caso
as técnicas multigrid sdo superiores a0 método de Gauss, tanto no nimero de operagdes como
em espago de memoria, como pode ser visto nas Tabelas 4.10 e 4.12, assim como nas Figuras 4.27
e 4.30. No entanto, devido a limitagao (4.17) para alterar o tamanho do elemento, o nimero de
malhas para multigrid é superior em relagao ao método de Gauss neste exemplo bem singular.

No que se refere a estratégia FMV adotada para a geragdo das malhas, alguns testes com v = 1
foram efetuados, implicando num niimero total de ciclos maior para atingir a precisao £ estabele-
cida. Analogamente, vy = 3 representou um custo elevado ao final do procedimento adaptével.
Desta forma, selecionou-se vy = 2 por apresentar uma melhor performance computacional.

Ja na parte de solugdo por multigrid, apés obter as malhas, verificam-se comportamentos seme-
lhantes para as estratégias adotadas, observando-se um melhor condicionamento para as solugdes
baseadas em FMV.

De forma geral, o procedimento multigrid adaptédvel mostrou-se viavel, apresentando perfor-
mance semelhante ou superior em relagao ao método de Gauss mesmo em problemas de pequena
ordem, necessitando porém de um nimero maior de malhas, principalmente em problemas muito
singulares. Talvez o principal incoveniente dos métodos multigrid em malhas nao-aninhadas é
a necessidade de fornecer todas as malhas. O procedimento apresentado permite automati-
zar a geragiao das malhas, obtendo ainda uma sequéncia mais apropriada para alcangar o erro
admissivel 7 especificado.

4.8 Aplicagoes a Problemas Tridimensionais

Nesta segdo, deseja-se estudar o comportamento dos métodos de Gauss, iterativos e multigrid
quando aplicados a problemas tridimensionais. Como serd visto, as conclusdes apresentadas no
Capitulo 2 nio se extendem para os exemplos analisados a seguir. No entanto, os métodos itera-
tivos e multigrid tém um desempenho semelhante aos resultados obtidos para os casos bidimensionais.
Empregaram-se tetraedros lineares em todas as malhas geradas e precisdo £ = 1074,

4.8.1 Viga em balancgo

A Figura 4.31 ilustra uma viga em balango com suas dimensdes e o carregamento aplicado, além
das quatro malhas geradas com tetraedros lineares, estando as caracteristicas das mesmas indicadas
na Tabela 4.13.

Para a solugao deste problema, aplicaram-se os algoritmos iterativos GC, GCD, GCSS e GCGS,
além do método de Gauss e estratégias multigrid. A Tabela 4.14 apresenta o nimero de iteragoes
e a norma euclidiana do residuo para os métodos iterativos empregados. Ja na Tabela 4.15, tem-se
o nimero equivalente de iteragdes na malha fina para todos os algoritmos utilizados, sendo ainda
indicados os erros relativos da expressao (4.52). As Figuras 4.32 a 4.34 contém os gréficos com o
comportamento em termos do nimero de operagdes, espago de memoria e nimero médio de elementos
por linha na matriz esparsa para Gauss e técnicas iterativas/multigrid. A Tabela 4.16 apresenta os
coeficientes das retas das Figuras 4.32 e 4.33, além do niimero de equagdes onde ocorre o cruzamento
das retas da Figura 4.32 entre os métodos de Gauss e iterativos.
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Figura 4.31: Malhas geradas para a viga em balango (E = 1,0 x 105; » =0, 3).
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| Malha | Nés | Elementos | Equagdes | mg | NElemsZ., || mis, | NElems!'

esp

esp esp esp

1 25 921 963 | 40,0 38511 || 16,0 15444
2 1130 3922 3279 | 81,2 266226 || 17,6 57804
3 3024 11813 8724 | 164,2 1432572 || 18,6 162276
4 8633 37976 24606 | 361,9 8904168 || 19,6 482364

Tabela 4.13: Atributos das malhas da viga em balango.

[ Método || Malha [+ [ 2 | 3 4
GC NIT 505 | 910 | 1426 | 2088
[|r]]2(x107°) [ 9,50 | 8,98 | 9,83 | 9,94
GCD NIT 404 | 664 | 887 | 1105

[lef]2 (x107®) [ 9,01 | 9,37 | 9,06 | 8,97
GCSS | NIT - 276 | 442 | 569 | 698
|[r]l2 (x107%) [ 9,73 | 9,69 | 7,29 | 9,80
GCGS || NIT 228 | 375 | 462 | 620
Irl|l2 (x10~°) || 5,98 | 8,61 | 8,99 | 8,80

Tabela 4.14: Resultados para os métodos iterativos na viga em balango.
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l Método “ NIT ‘ Ciclos, vo, v1, V2 ‘ ||ef"hn||2 l ||Ef"’!mg||2 I ||e.‘..“’rm9||2 |
[ Gauss ” 4345 l - J - [ - ] - |
GC 2361 - - - -
GCD || 1279 - - - -
GCSS 844 - - - -
GCGS || 672 = — = _
FMV 89 9,1,1,1 3,19x 1078 [ 2,80x 107° [ 2,80 x 10~°
105 8121 3,19x10~% | 3, TTx 107" | 3,77x 107°
98 6,2,1,1 3,19x107°%[9,83x 107" [ 9,84 x 10~
108 5,2,2,1 3,19x107° | 3,40 x 107° | 3,40 x 10~
FMW 101 8,1,1,1 3,19x 107% [ 5,74 x 1078 | 6,60 x 1078
100 8.1.2,1 3,19x 1078 [ 1,76 x10°7 [ 1,79 x 10~7
111 52,1,1 3,19x107% [ 3,59 x 107% | 4,82 x 10~¢%
116 4,2,2,1 3,19x 107° | 4,06 x 10~% | 5,18 x 10~®
FMVV [ 117 25,1,1,1 3,19x 1078 | 1,28 x 107° [ 1,28 x 10~°
140 23.12.1 3,19x107% [ 1,67 x 107° | 1,67 x 10™°
115 23.2,1,1 3,19x 1078 [ 1,17x10°° | 1,17 x 10~®
137 21,2.2.1 3,19x107% [ 1,53 x107° | 1,53 x 10~°

Tabela 4.15: Resultados para a viga em balanco.
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Figura 4.32: Nimero de operages (MFlop) para os métodos de Gauss, GC, GCD, GCSS, GCGS e

FMV(9, 1, 1, 1) na viga em balango.
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Figura 4.33: Espago de memdria (Mbytes) para os métodos de Gauss, iterativos e multigrid na viga

em balango.
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Figura 4.34: Nimero médio de elementos por linha para o método de Gauss e técnicas iterati-

vas/multigrid na viga em balango.
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[ Método H Operagoes [ Memoboria ” Equagoes |

Gauss 2,57 1,67 -
GC 1,50 1,05 16252
GCD 1,37 1,05 10442
GCSS 1,34 1,05 7608
GCGS 1,35 1,05 6659

Tabela 4.16: Coeficientes angulares das retas dos graficos com nimero de operagdes e espago de
memoria, além do ponto de cruzamento entre os métodos de Gauss e iterativos para a viga em balanco.

4.8.2 Pistao

O iltimo exemplo analisado foi um pistao, sendo consideradas as 4 malhas ilustradas na Figura
4.35, estando as caracteristicas dadas na Tabela 4.17. Pode-se observar na malha mais grossa, as
restrigdes e a forga concentrada com valor de 100 aplicados.

De forma andloga ao exemplo anterior, a Tabela 4.18 contém o nimero de iteragdes e a norma
euclidiana do residuo para os métodos iterativos GC, GCD, GCSS e GCGS. A Tabela 4.19 apresenta
o numero equivalente de iteragdes na malha fina para os métodos utilizados, além do erro relativo
||e,'f°"mg||z entre as técnicas multigrid e o método GCGS. As Figuras 4.36 a 4.38 ilustra os graficos
com o comportamento em termos do niimero de operagdes, espago de meméria e nimero médio de
elementos por linha na matriz esparsa para Gauss e técnicas iterativas/multigrid. A Tabela 4.20
apresenta os coeficientes das retas das Figuras 4.36 e 4.37, além do niimero de equagGes onde ocorre
o cruzamento das retas da Figura 4.36 entre os métodos de Gauss e iterativos.

| Malha | Nés | Elementos | Equagdes | m&i | NElems&" || mif¢ | NElems!®, |

esp esp esp

1 861 2622 2416 | 75,2 181675 || 16,4 39654
2 2943 10888 8444 | 154,5 1304874 | 18,0 151630
3 12727 55480 37188 | 373,2 | 13900617 || 19,4 722428
L 32348 155792 95277 | 722,1 | 68798689 | 20,5 1948811

Tabela 4.17: Atributos das malhas para o pistao.

|Métod0 H Malha “ 1 | 2 ‘ 3 | 4 ]
GC NIT 367 | 567 | 987 | 1281
[le]]2 (x107°) |[ 9,51 | 9,89 | 9,94 | 9,96
GCD NIT 254 | 428 | 783 | 1087
[|Ir]]2 (x107") || 9,71 | 9,84 | 9,90 | 9,89
GCSS NIT 172 | 285 | 484 | 698
[]r[]2(x107°) |[ 9,40 | 9,87 | 9,99 | 9,80
GCGS || NIT 141 | 234 | 421 | 592
[Ix[]2(x107®) || 9,95 | 9,68 [ 9,92 | 9,74

Tabela 4.18: Resultados para os métodos iterativos no pistao.

4.8.3 Discussao dos resultados

A partir dos resultados obtidos para os dois problemas analisados, observa-se que:
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Figura 4.35: Malhas geradas para o pistdo (E = 1,0 x 10%; » = 0, 3).
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ﬁ\détodo “ NIT l Ciclos, vo, v1, V2 | |lex /™9, I

| Gauss [| 16934

] =

|

GC 5492 - —
GCD 4764 = =
GCGS 3192 — -
GCSS 2707 - -
FMV 66 71,11 9,29 x 10~°

75 6,1,2,1 8,82 x 10~°
63 421,1 1,07 x 10~*
83 4,2,2,1 8,56 x 10~°
FMW Tl 6,1,1,1 8,36 x 10°
61 41,2,1 8,96 x 10~°
62 3,2,1,1 8,76 x 10™°
80 3221 8,32 x 10~°
FMVV 78 16,1,1,1 1,27 % 10~
89 14,1,2,1 1,62 x 107*
75 15,2,1,1 1,30 x 10~*
85 13,2,2,1 1,65 x 10~%

Tabela 4.19: Resultados para o pistao.

5
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x GCSS [1,43]
o GCGS [1,44]
+ Gauss [2,37]
*FMW(4, 1,2, 1) (0,83]

4
10
Numero de equacoes

10

Figura 4.36: Nimero de operagdes (GFlop) para os métodos de Gauss, GC, GCD, GCSS, GCGS e
FMV(4, 2, 1, 1) no pistéo.
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Figura 4.37: Espago de meméria (Mbytes) para os métodos de Gauss, iterativos e multigrid no pistao.
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Figura 4.38: Ntmero médio de elementos por linha para o método de Gauss e técnicas iterati-

vas/multigrid no pistao.
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[ Método || Operagdes | Meméria || Equagdes |

Gauss 2,37 1,61 -
GC 1,40 1,05 7825
GCD 1,45 1,05 5793
GCSS 1,43 1,05 3944
GCGS 1,44 1,05 3195

Tabela 4.20: Coeficientes angulares das retas dos graficos com nimero de operagdes e espago de
memoria, além do ponto de cruzamento entre os métodos de Gauss e iterativos para o pistao.

e o comportamento dos métodos iterativos baseados em gradiente conjugado é o mesmo encontrado
para os casos bidimensionais do Capitulo 2, ou seja, os coeficientes angulares das retas das Figuras
4.32 e 4.36 sio inferiores ao do método de Gauss. No entanto, para este ultimo o niimero de
operagdes cresce sensivelmente, fazendo com que o coeficiente angular fique préximo de 2,5 para
os dois exemplos analisados. A partir dos niimeros de equagoes indicados das Tabelas 4.16 e
4.20, verifica-se que todas as variantes de gradiente conjugado necessitam de um niimero menor
de operagdes que o algoritmo direto para a solugdo da viga e do pistao.

Além disso, a demanda em termos de memdria também aumenta significativamente, tornando
inviavel a solugdo da malha mais fina do pistao por método de Gauss. Neste caso, a matriz e o
vetor auxiliar necessitam cerca de 800 Mbytes de meméria. Assim, caso seja necessario resolver
de forma direta este problema, deve-se aplicar procedimentos de redugao, como subestruturagao,
ou ainda técnicas frontais.

Desta maneira, conclui-se que os métodos iterativos em problemas tridimensionais sao os mais
recomendados, tanto no que se refere ao espago de memodria, quanto ao nimero de operagées
para a solugdo.

e apesar das malhas da viga possuirem um menor niimero de equagdes que o exemplo do pistao, o
nimero de iteragdes para convergéncia, tanto nos métodos iterativos quanto multigrid, é maior
que no caso do pistdo, devido a presenga de maiores gradientes na solugao. Tal fato explica o
comportamento dos coeficientes das estratégias multigrid nas Figuras 4.32 e 4.36.

e as estratégias multigrid baseadas em FMV e FMW sao superiores em relagdo a FMVV, necessi-
tando um menor nimero de ciclos para atingir a precisao especificada.

e para problemas tridimensionais, torna-se interessante aplicar técnicas iterativas devido a menor
demanda em termos de memoria. A aceleragdo via procedimentos multigrid mostra-se bastante
superior aos métodos de gradiente conjugado em relagdo ao nimero de operagdes. O espago
de memdria acrescentado pelos métodos multigrid ndo é tao sensivel, permitindo que todos os
dados nas estratégias de solugao sejam carregados na memdria principal.

Logo, como conclusdo verifica-se que sem dividas as estratégias multigrid mostram-se bas-
tante superiores aos algoritmos iterativos baseados em gradiente conjugado, e consequentemente
também em relagao ao método direto de Gauss.

e no exemplo de viga, as malhas foram geradas procurando-se simular o comportamento do esti-
mador de erros. Devido a menor demanda por memoria e menor nimero nimero de iteragoes
para convergeéncia, o procedimento adaptavel pode, sem diivida, ser recomendado para problemas
tridimensionais.
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e de forma geral, tanto para casos bi e tridimensionais, torna-se essencial ter ferramentas de geragao
de malhas, para o tratamento efetivo de problemas com multigrid ndo-aninhado.

e as Figuras 4.39 e 4.40 apresentam o comportamento médio dos métodos de Gauss, GCGS e
multigrid tomando os resultados obtidos nos exemplos estudados. O comportamento geral é
semelhante ao ja encontrado. No entanto, para multigrid em problemas tridimensionais, obteve-
se o nimero de operagdes variando linearmente com o ndmero de equagdes.

Desta forma, mesmo tomando o comportamento médio de apenas dois exemplos, alcangou-se um
custo de solugdo da ordem O(N), para um numero de equagdes inferior a 100.000, em malhas
nao-aninhadas, comprovando assim os resultados tedricos previstos para os métodos multigrid.
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Figura 4.39: Nimero de operagdes (MFlop) para os método de Gauss, GCGS e Multigrid para os
exemplos bidimensionais.
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Figura 4.40: Nimero de operagdes (MFlop) para os método de Gauss, GCGS e Multigrid para os
exemplos tridimensionais.



Capitulo 5

PROGRAMACAO POR OBJETOS
EM ELEMENTOS FINITOS

Neste capitulo, apresenta-se um resumo da aplicagdo de conceitos de programagio orientada por
objetos em elementos finitos. Inicialmente, considera-se um conjunto de classes para analise linear pelo
MEF. Posteriormente, tem-se dois ambientes para o tratamento de problemas elasticos bidimensionais,
classes para os métodos multigrid e recuperadores de tensao.

5.1 Classes para Elementos Finitos

O objetivo, neste caso, foi implementar um conjunto de classes para analise linear estatica de
estruturas modeladas por elementos isoparamétricos. Estas classes foram organizadas em 4 niveis
como ilustrado na Figura 5.1. Observa-se que foram utilizados procedimentos do sistema ACDP [53]
para o tratamento de erros, gravagdo e recuperagdo de dados em disco, assim como rotinas para
manipulagio de vetores e matrizes através da biblioteca MATEMATC [10].

5.1.1 NIVEL 1

Envolve a definigdo das classes basicas do programa, compreendendo as estruturas de dados em-
pregadas nos demais niveis. Tem como principal objetivo gerenciar a alocagdo dindmica de memodria.

Matrix : define uma matriz de elementos reais. Tem como principais variaveis os nimeros de linhas
e colunas, além de um vetor de com os elementos da matriz. Implementa métodos para inicial-
izagio da matriz, busca de informagao (méximo, minimo, norma, ordem, elemento), bem como
operagbes envolvendo matrizes, onde estao implementados algoritmos de transposigao, insergao
de elementos, adigao, multiplicagao e multiplicagao por escalar. Implementa, ainda, métodos
diretos e iterativos para a solugao de sistemas de equagoes, tais como Gauss e Gauss-Seidel.

SymmetricMatrix : classe andloga a Matrix, mas restrita a matrizes simétricas. Armazena apenas
a parte inferior da matriz, economizando, desta forma, espago na meméria. Considera ainda
métodos iterativos baseados em gradiente conjugado.

SymmetricSkyline : classe andloga a Matrix para matrizes do tipo skyline. E aplicada para
definigio da matriz global do sistema de equagbes. Armazena a ordem da matriz, altura das
colunas e os elementos da parte inferior. Possui métodos para superposigao de matrizes simétricas
e resolugdo de sistemas de equagdes através de métodos diretos e iterativos.

122
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Nivel 2 Nivel 3
Node, Material, NodesVector,
FiniteElement, ... MaterialType, ...

Nivel 1

Array, String,
FullMatrix, ...

A
Nivel 4

FEModel, o
FESolver

Figura 5.1: Niveis de organizagao das classes.

SymmetricSparse : é semelhante a classe analoga a SymmetricSkyline, considerando a estrutura
comprimida por linhas para matriz esparsa apresentada no Capitulo 2.

Vector : caso particular de Matrix constituida de apenas uma coluna. Além dos procedimentos para
adigdo, subtragdo e multiplicagdo, contém métodos para produto escalar, normas e multiplicagao
de matrizes por vetor.

String : classe responsavel pelo manuseio de cadeias de caracteres ao longo do programa. Possui
métodos de acesso a elementos, concatenagdo e comparagao de caracteres.

Array : Tem por objetivo armazenar conjuntos de objetos. Na sua implementagao, utilizou-se classes
parametrizadas, onde o tipo de dado é também um parametro. Assim pode-se definir um Array
de nés e de strings pelas declaragoes:

Array<Node> Nodes(5);
Array<String> Strings(10);

Em C++, o comando template permite a definigdo de classes e fungdes parametrizadas. Foram
implementados métodos para acesso e alteragio do niimero de elementos, dentre outros. Este tipo
de dado tem como objetivo gerenciar conjuntos de qualquer tipo de dado ao longo do programa.
Por questdes de eficiéncia, considerou-se as especializagoes Array<int> e Array<double> para
o tratamento de conjuntos de nimeros inteiros e reais, respectivamente.

5.1.2 NIVEL 2
Neste nivel, consideram-se as classes relativas ao modelo de elementos finitos.
Node : possui como principais atributos o nimero do né e as coordenadas nodais. O nimero de coor-

denadas nodais depende da dimensao do problema em estudo, ou seja, uni, bi ou tridimemsional.
Possui ainda uma variavel para o niimero 6timo do né obtido por um algoritmo de renumeragao
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DefinitionDOF : esta classe tem por objetivo armazenar os nomes dos graus de liberdade armazena-
dos como uma variavel do tipo Array<String>.

EliminatedDOF : esta classe constitui-se numa tabela de graus de liberdade a serem eliminados,
correspondendo aos deslocamentos nulos, no processo de montagem do sistema de equagdes.
Para isso, armazena o nimero dos nds e a cardinalidade dos graus de liberdade eliminados,
utilizando varidveis do tipo Array<long>.

PrescribedBC : é nesta classe que sdo armazenadas as condigoes de contorno prescritas do problema
a ser solucionado pelo modelo de elementos finitos. Como exemplo, podem-se citar as cargas
concentradas, distribuidas e de corpo; gradientes de temperatura; e deslocamentos. Utilizam-se
variaveis dos tipos Array<double> e Array<long> para armazenar os nés, os graus de liberdade
e a intensidade dos carregamentos, deslocamentos e temperaturas.

DOFEquation : armazena para cada nd, o nimero étimo determinado por um algoritmo de renu-
meragao. Além disso, o nimero e a numeragao dos graus de liberdade sdo armazenados nesta
classe. Possui métodos para realizar a numeragao dos graus de liberdade.

GeometricProperties : é uma tabela para armazenar as propriedades geométricas dos elementos,
tais como espessura, momentos de inércia, area de secgao, etc. Esta tabela é identificada pelo
seu numero representada por uma variavel inteira.

ElasticMaterial : é uma classe genérica, definindo as caracteristicas basicas de outras classes que
implementam as informagées referentes ao comportamento dos materiais eldsticos. Possui uma
varidvel para o nimero do material. Declara varias fungdes virtuais para inicializagdo e acesso
as propriedades dos materiais e outras para obtengao das matrizes de elasticidade nos casos
de estado plano de tensdo, estado plano de deformagao, sdlidos axissimétricos e estado geral
de solicitagdo. A partir desta classe, derivam-se outras duas: ElasticIsotropicMaterial e
ElasticOrtotropicMaterial.

ElasticIsotropicMaterial : declara varidveis para o armazenamento de informagoes relativas aos
materiais eldsticos isotrdpicos, como o médulo de elasticidade longitudinal, coeficiente de Poisson,
coeficiente de expansao térmica e densidade. Implementa as fungoes declaradas virtuais na classe
ElasticMaterial. A classe ElasticOrtotropicMaterial é analoga a esta classe, considerando
no entanto, materiais ortotrépicos.

FiniteElement : constitui-se numa classe genérica de onde derivam-se cada um dos diferentes tipos
de elementos finitos. Declara varidveis nimero do elemento, nimero 6timo, nimero total de
graus de liberdade, nimero do material, nimero da tabela de propriedades geométricas, niimero
da tabela de sistemas locais de referéncia, nimero de pontos de integragao e incidéncia.

Possui métodos para inicializagao e acesso a estas informagdes, bem como métodos virtuais para
o calculo da matriz de rigidez, matriz de massa, tensées, deformacdes e erro em energia no
elemento.

PlaneStressTriangular : é um dos tipos de elementos implementados. Através do mecanismo de
heranca, possui acesso a todos os atributos da classe FiniteElement. Implementa as operagoes
declaradas virtuais em FiniteElement para o caso de estado plano de tensao.

Tem-se os métodos de calculo das matrizes de rigidez e de massa, para os vetores de tensdo e
deformagéo, sendo estas ultimas calculados nos pontos de interpolagdo de Gauss-Legendere e nas
coordenadas locais dos nés. Estao implementados, também, métodos para o cdlculo de tensao e
deformacgéo principais em cada um desses casos.
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Foram implementadas as classes PlaneStrainTriangle e AxyssimetricTriangle, semelhantes
a esta classe, para os casos de estado plano de deformagao e sélidos axissimétricos, respectiva-
mente.

TriangularShapeFunctions : implementa as fungdes de forma de Serendipty até o quarto grau
para o caso de elementos finitos triangulares. Possui métodos para o célculo das derivadas em
relagio as coordenadas locais e globais do elemento, assim como para a matriz e o determinante
do Jacobiano.

TriangularGaussLegendre : armazena os pontos de integragao e os coeficientes de ponderagéo para
a integragio de Gauss-Legendre utilizadas nas classes PlaneStressTriangle, PlaneStrainTri-
angle e AxyssimetricTriangle.

LoadVectorTriangle : classe derivada de PrescribedBC, herdando todos os seus atributos. Apre-
senta métodos para o célculo dos vetores de carregamento térmico para os casos de estado plano
de tensdo, deformagao e sélidos axissimétricos. Calcula ainda os vetores de carga de corpo e de
superficie.

TriVectorShapeFunctions : o célculo do vetor de carga distribuida envolve uma integral ao longo
de uma linha. Esta classe contém as fungdes de forma e suas derivadas agrupadas de acordo
com cada lado do tridngulo considerado. Apresenta ainda o método para o célculo da matriz do
jacobiano.

LinearGaussLegendre : contém os pontos de integracao e suas ponderagdes para a integragao
de Gauss-Legendre para o caso unidimensional, utilizados na determinagdo do vetor de carga
distribuida.

Tem-se ainda as classes SolidTethraedric, TethraedricShapeFunctions, TethraedricGaus-
sLegendre e LoadVectorTethraedric, com as mesmas caracteristicas descritas para os triangulos,
mas implementando as matrizes e vetores para os tetraedros. Da mesma maneira, foram implemen-
tadas classes para os elementos quadrangulares planos e espaciais.

5.1.3 NIVEL 3

Neste caso, consideram-se conjuntos das classes descritas no nivel anterior. Constitui-se basica-
mente no grupo de classes que vai organizar as informagdes dos atributos do modelo de elementos
finitos. Permitem a inicializagio, modificagao e acesso aos atributos das classes utilizadas.

NodeVector : é um vetor de nés implementado através de uma varidvel do tipo Array<Node>.

DOFBoundaryConditions : armazena as tabelas de definicao dos nomes dos graus de liberdade,
graus eliminados e prescritos. Trata as informagGes das classes DefinitionDOF, Eliminated-
DOF e PrescribedBC.

MaterialGroup : implementa um vetor de apontadores da classe ElesticMaterial, armazenando
ainda o tipo dos materiais (isotrépico ou ortotrépico) aplicados na analise.

FiniteElementGroup : um grupo de elementos finitos é constituido por elementos do mesmo tipo.
Esta classe declara um vetor do tipo FiniteElement e o nome do elemento, a fim de gerenciar
os varios tipos de elementos da malha.

LoadCase : é um vetor da classe PrescribedBC para o tratamento das condigées de carregamento
aplicadas a estrutura.
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5.1.4 NIVEL 4

Neste nivel, tem-se classes para o armazenamento de todos os atributos do modelo de elementos
finitos para que o problema seja posteriormente resolvido.

FEModel : esta classe armazena todos os atributos do modelo de elementos finitos. Define varidveis
dos tipos descritos no Nivel 3 para os nos, materiais, condigoes de contorno, grupos de elementos
e condigdes de carregamento. Tem-se ainda uma varidvel da classe String para armazenar o
titulo do modelo.

Assim, a partir de um arquivo de entrada, especificando as caracteristicas do modelo e das
operagoes implementadas nesta classe, inicializam-se todas as demais ja apresentadas.

FESolver : é uma classe derivada de FEModel. Implementa operagdes para a resolugao do modelo
armazenado. Para isso, acessa todas as variaveis definidas em FEModel.

5.2 Ambientes para Analise de Problemas Elasticos Bidimensio-
nais

A aplicagao de métodos numéricos para a resolugio de problemas praticos de engenharia tem
apresentado um crescimento consideravel. Estas ferramentas computacionais possibilitam otimizar
projetos na sua fase inicial, assim como verificar o comportamento de um componente ji existente
visando validar a concepgao atual, permitindo ainda a sua posterior otimizagao.

Viérios programas comerciais estao disponiveis para esta finalidade. Sob o ponto de vista do usuario
destes pacotes, exige-se um bom conhecimento da técnica de analise, assim como uma boa experiéncia
na utilizagdo do programa visto que em geral a interface de comandos é um tanto complexa. Tais
fatos limitam uma maior disseminagao destes programas, pois o usuario deve possuir uma base sélida
de conhecimentos para o efetivo emprego destes recursos a problemas de engenharia. Uma hipétese
mal formulada, implica em resultados nao refletindo o real comportamento mecanico do componente.
Desta maneira, o programa deve ser de facil utilizagao para permitir ao usuario dedicar a maior parte
do tempo na definigao e simulagao de modelos para a estrutura considerada.

Observa-se que, em geral, as tarefas de definigdo da geometria do componente e da respectiva
malha de elementos finitos sdo responsaveis pela maior demanda em termos de tempo no estudo de
um problema. Em relagdo aos pacotes existentes, observa-se uma maior integragao entre programas
de CAD (Computer Aided Design) e de andlise. Empregam-se as ferramentas CAD para a definigéo
da geometria e possivelmente da malha. A partir dai, utiliza-se o programa de analise para a obtengéao
dos resultados. No entanto, em varios casos nao se verifica uma efetiva integragao ou onde esta ocorre
tem-se uma interface complexa dificultando a tarefa do usuario.

Desta forma, algoritmos robustos e eficientes para a geragao da geometria do componente e da
respectiva malha de elementos, solugao, estimagao de erros e refinamento, acessiveis através de uma
interface de comandos simples, sdo pré-requisitos fundamentais para a andlise numérica por elementos
finitos.

Dentro deste contexto, desenvolveu-se inicialmente o ambiente SAFE [54] para andlise bidimen-
sional de problemas elasticos planos. A Figura 5.2 ilustra a janela principal e alguns dos médulos do
programa, tais como o editor para a especificagdo dos parametros da estrutura e da analise, o gerador
de malhas, a visualizagdo de resultados, além da malha refinada através do procedimento adaptavel
baseado no estimador ZZ com recuperador PA.

A entrada de dados é feita através de 2 arquivos de dados, com extensdes .ara e .a2f, contendo
varias palavras chaves [54]. O primeiro especifica o contorno do dominio, parametros de controle da
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malha e erro admissivel. O outro arquivo considera as propriedades dos materiais, tipos de elementos,
carregamentos, restrigoes, graus de liberdade e propriedades geométricas. Com o arquivo .ara, efetua-
se a geragio da malha através do programa ARANHA [43]. A partir dai, aplicam-se os parametros
disponiveis no arquivo .a2f, gerando como saida um outro arquivo com extensao .fem a ser submetido
ao médulo de solugdo. Estas tarefas constituem a parte de geragdo dos dados do programa.

Na parte de analise, resolve-se o0 modelo de elementos finitos determinando deslocamentos e tensdes.
Tem-se ainda o médulo para efetuar o procedimento adaptavel gerando um novo conjunto de arquivos
de entrada. Finalmente, pode-se efetuar a visualizagdo da malha e de campos vetoriais e escalares.
Observa-se que a comunicagao entre os varios médulos é realizadas através de arquivos e bancos de
dados.

A partir da experiéncia do programa SAFE, desenvolveu-se um segundo ambiente, denominado
SAT, onde todos os dados do modelo sio especificados de forma interativa. A Figura 5.3 ilustra a janela
principal e as interfaces de alguns médulos. Inicialmente, fornece-se o nome do projeto, definindo o
nome dos bancos de dados a serem empregados nas demais partes do programa. Alguns argumentos
genéricos do projeto, tais como titulo, data da dltima modificagao, autor e observagdes podem ser
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colocadas neste arquivo de projeto.

O médulo GEOMETRY permite a definigdo do contorno da geometria do componente a ser anali-
sado. Esta baseado no conceito de NURBS (Non-uniform Rational B-Splines) [51], pondendo-se ainda
importar arquivos no formato DXF [98]. Possui como primitivas principais linha, arco, circulo, curva,
dentre outras. Varias ferramentas de edigdo estao disponiveis tais como rotagao, translagio, zoom e
divisao. O objetivo principal é definir as areas sobre as quais serdo gerados os elementos, gravando-se
ao final o arquivo com extensio .ara.

No caso do médulo MESH [99], partindo-se das dreas armazenadas no banco de dados do GEO-
METRY, agregam-se informagdes de controle da malha, como por exemplo o tamanho médio dos
elementos. A partir daif, executa-se o programa ARANHA [43] para a geragdo da malha. Todos
os atributos do modelo de elementos finitos tais como carregamentos, propriedades dos materias e
condigbes de contorno podem ser especificados de forma interativa através de didlogos, gravando-se
ao final o arquivo .a2f. Com os arquivos .ara e .a2f, gera-se o .fem para ser submetido ao médulo
SOLVER, o qual é o mesmo do programa SAFE, nao tendo sido implementado ainda o estimador de
erro.

Ao final, os resultados escalares e vetoriais podem ser apresentados de formas numérica e grafica no
médulo VISUALIZATION [80]. De forma analoga ao SAFE, tem-se mapas de cores em faixas e curvas
de niveis, geometria original e/ou deformada, agregando ainda um procedimento de animagdo. Um
aspecto importante foi a organizagao dos campos escalares e vetoriais, onde os nomes e a quantidade dos
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mesmos sao gravados no banco de dados do SOLVER. Assim, o programa determina dinamicamente os
campos a serem apresentados, permitindo a sua aplicagdo para a visualizagdo de resultados de outros
tipos de analise.

Cada um dos médulos constitue-se num programa independente estando a comunicagao entre os
mesmos efetuada através de bancos de dados. A representagdo das entidades graficas em todos os
médulos é feita por uma mesma estrutura de dados baseada em NURBS. Isto permite uniformizar
todas as operagoes efetuadas tais como rotagdo, translagdo, zoom, fill, dentre outras.

Os resultados obtidos para os dois programas foram bastante satisfatérios. Apesar de tratarem
de um tnico tipo de problema, os programas apresentam ferramentas efetivamente integradas, desde
a parte de geragdo de contornos e de malha, visualizagdo dos resultados, estimagéo de erros e refina-
mento adaptivel. As interfaces gréficas permitem um acesso simples e intuitivo aos varios modulos
disponiveis. Outros tipos de problemas podem ser facilmente integrados na estrutura ja existente,
criando-se por exemplo novos médulos de anélise. Pretende-se agora continuar na mesma linha de
desenvolvimento para o tratamento de casos tridimensionais.

5.3 Implementagio dos Métodos Multigrid

Para os métodos multigrid foram implementados dois programas para os casos bi e tridimensionais,
possuindo basicamente as seguintes opcgoes:

geragio de banco de dados : através dos arquivos .fem das varias malhas, gera-se um banco de
dados em formato bindrio contendo as coordenadas nodais, as incidéncias dos elementos, os
mapeamentos malha fina/grossa, as matrizes de rigidez em forma esparsa, vetores de carrega-
mentos e numeracao dos graus de liberdade. Observa-se que na matriz de rigidez da malha
grossa aplica-se a decomposigao de Gauss antes da sua gravagao.

solugdo por multigrid : a partir do banco de dados, pode-se selecionar uma estratégia multigrid
(V, W, FMV, FMW, etc) e os parametros tais como precisdo e nimeros de iteragdes, pré e
pés-relaxagGes. Os resultados sdo armazenados num arquivo de saida especificado.

solugao por método direto e/ou iterativo : é possivel resolver a malha mais fina através do
método direto de Gauss ou uma das técnicas iterativas empregadas no Capitulo 2. Neste dltimo
caso, selecionam-se o nimero maximo de iteragdes, critério de convergéncia, precisao e norma
euclidiana ou infinita. Novamente, armazenam-se os resultados num arquivo texto.

calculo dos erros relativos : a partir das solugdes obtidas pelos métodos direto, iterativo e multi-
grid, calculam-se os erros relativos conforme as expressoes indicadas em (4.52).

multigrid adaptavel : aplica a estratégia adaptavel discutida no Capitulo 4. Observa-se que a
geragio das malhas é realizada separadamente a partir dos arquivos .ara e .a2f gravados apds
a execugio do estimador de erro ZZ e do procedimento de refinamento.

parametros do banco de dados : permite alterar o nome do banco de dados e o nimero de malhas,
sendo empregado para analisar um novo problema ou atualizar a base de dados no procedimento
adaptavel. Neste tltimo caso, deve-se gerar novamente todo o banco de dados.

Observa-se que o mapeamento entre as malhas é realizado por dois programas independentes para
problemas bi e tridimensionais [35], sendo as informagdes incluidas nos arquivos .fem. Desta forma,
verifica-se que os programas implementados demandam um certo trabalho manual na preparagao dos
arquivos de entrada, pois a principal preocupagio, neste caso, foi avaliar a performance das varias
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estratégias multigrid. Além disso, como ndo se sabia de inicio a real demanda em termos de meméria,
todos os atributos sao lidos do banco de dados cada vez que sdo empregados, demandando um tempo
de processamento maior que aquele realmente necessario. Apés os resultados obtidos no Capitulo 4,
algumas modificagoes simples serdao efetuadas para carregar todos os dados na meméria. Da mesma
forma, pretedem-se integrar todos os programas num ambiente tinico.

No que se refere as estratégias multigrid, implementou-se apenas uma classe, contendo como dados
principais o nome do banco de dados, o nimero de malhas, parametros tais como nimeros de iteragoes,
pré e pos-relaxagoes, além de dois vetores de apontadores para as incégnitas e os termos independentes
de cada malha. O desenvolvimento das estratégias foi bastante simplificado, considerandos os dois
métodos seguintes:

int FineToCoarsePart(int Level);
int CoarseToFinePart(int Level);

O primeiro deles realiza a parte descendente dos métodos multigrid, ou seja, aplicam-se v; re-
laxagdes, calcula-se e transfere-se o residuo sucessivamente até atingir a malha mais grossa. A partir
dai, o segundo método resolve de forma direta o sistema da malha grossa, pronloga a corregio e realiza
vy pos-relaxagdes até atingir o nivel mais fino.

Desta forma, as estratégias multigrid apresentadas anteriormente sao facilmente implementadas.
Por exemplo, para um ciclo V, o nicleo central é feito pelos seguintes comandos em C+-+:

//fine to coarse part
for(k = NumMeshes - 1; k »>= 0; k=--) FineToCoarsePart(k);

//coarse to fine part
for(k = 1; k < NumMeshes; k++) CoarseToFinePart(k);

Observa-se que os dois procedimentos anteriores fazem uso extensivo de outros métodos para os
operadores de restrigao e pronlogamento, além de outro para calculo do residuo. Assim, através destes
procedimentos, pode-se implementar de forma bastante simples qualquer uma das estratégias multigrid
discutidas no Capitulo 4.

5.4 Implementagao dos Recuperadores de Tensao

Neste caso, partiu-se da implementagao do algoritmo ZZ com recuperador PA dada em [44]. Basi-
camente, tem-se uma classe armazenando todos os dados necessarios, tais como coordenadas nodais,
incidéncia dos elementos, propriedades dos materiais, tenses nodais e erro admissivel. Como métodos
principais, tem-se aqueles para o calculo do estimador ZZ, recuperador PA e determinagao dos novos
tamanhos dos elementos.

Foram agregados outros procedimentos para os recuperadores discutidos no Capitulo 3, assim como
o célculo do tamanho dos elementos para as malhas em métodos multigrid considerando a restrigdo
(4.17).



Capitulo 6

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS
FUTURAS

A partir dos resultados obtidos nos capitulos anteriores, apresentam-se, para problemas lineares e
elipticos, as seguintes conclusdes finais do trabalho;

e torna-se fundamental empregar estruturas de dados em matrizes esparsas para o armazenamento
da matriz do sistema de equagdes tanto em métodos diretos quanto iterativos.

e para casos bidimensionais, o método de Gauss é superior as técnicas iterativas, mesmo deman-
dando um maior espago de memdria. No entanto, para problemas tridimensionais, os algoritmos
iterativos baseados em gradiente conjugado apresentam uma melhor performance no que se re-
fere ao nimero de operagdes e espago de memdria, principalmente a medida que se aumenta o
nimero de equagdes [19].

e de forma geral, as estratégias multigrid, incorporando iteragoes aninhadas e corregdo de malha
grossa, apresentam um comportamento superior aos métodos diretos e iterativos. O emprego
de malhas ndo-aninhadas é de grande importancia para o tratamento de dominios complexos,
nao tendo sido observado prejuizo na taxa de convergéncia dos métodos multigrid empregados
20, 21, 22]. Além disso, um tnico programa é capaz de tratar malhas aninhadas e nao-aninhadas
[23].

e procedimentos automaticos para a geragao de malhas sdo fundamentais na anélise numérica de
problemas de engenharia. Neste trabalho, a utilizagdo de geradores frontal e de Delaunay foram
cruciais, permitindo obter malhas adequadas para os métodos multigrid e processos adaptaveis.

e por sua vez, a utilizagdo de estimadores de erro e técnicas de refinamento com métodos multigrid
permitem nao s6 resolver com ordem 6tima o sistema de equagdes do nivel mais fino, mas também
obter uma sequéncia 6tima de malhas para alcangar uma solugao final dentro de um certo erro
especificado. Desta forma, tem-se uma maneira mais natural e automatica para a obtengao das
malhas e da solugio, evitando assim o incoveniente de se fornecer logo de inicio todas as malhas
para um programa multigrid [24].

e efetivamente, o modelo de programagéao por objetos com C++ permite aumentar significativa-
mente a produtividade e a qualidade dos programas. A partir de um conjunto de classes para
elementos finitos, foi possivel implementar num curto periodo algumas estratégias multigrid.
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No que se refere a eficiéencia de C++-, pode-se obter resultados superiores a outras linguagens
aplicadas em analise numérica, como por exemplo Fortran, sem no entanto perder as principais
caracteristicas da programagao por objetos.

Os resultados obtidos com os dois ambientes de analise discutidos sio até entio bastante satis-
fatérios, incentivando a continuagdo do trabalho.

e como mencionado no Capitulo 1, a extensdao das conclusdes para outros tipos de problemas, tais
como nao-lineares e transientes, nao ¢ direta, sendo necessdrio estudar o comportamento dos
métodos abordados neste trabalho para cada caso considerado [25].

e 0s objetivos iniciais estabelecidos foram plenamente alcangados. Foi possivel obter ao final
ferramentas computacionais eficientes para a solugado de sistemas de equagdes de alta ordem.
Neste sentido, a performance dos métodos multigrid em malhas nao-aninhadas e geradas por um
critério adaptavel foi bastante razoavel, incentivando a continuagao do trabalho.

Assim, em relagao as perspectivas de trabalho futuras pretende-se:

e revisar todos os programas implementados e integra-los definitivamente na base de softwares ja
disponivel.

e incorporar estratégias adaptaveis do tipo p com métodos multigrid em malhas nao-aninhadas.
e considerar outros tipos de estimadores de erro, tais como aqueles baseados em técnicas de residuo.

e aplicar estratégias multigrid em problemas de flexdo de placas, cascas, modelos mistos, tran-
sientes e nao-lineares.

e estender os ambientes de andlise para o tratamento de problemas elasticos tridimensionais.
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Apéndice A

CONCEITOS DE PROGRAMACAO
POR OBJETOS

O modelo orientado por objetos, de maneira andloga aos varios paradigmas de programagao,
introduz alguns conceitos particulares, tais como objetos, mensagens, mecanismo de heranga, dentre
outros. Ressalta-se, porém, que nem todas as linguagens orientadas por objetos implementam todos
os conceitos a serem descritos. Assim, a apresentagao feita a seguir tem um cardter mais geral, nao
procurando destacar as particularidades de uma linguagem [18].

A.1 Modulagao

O conceito de modulagido é de certa forma intuitivo, ou seja: dado um problema complexo,
subdivide-se 0 mesmo em subproblemas menos complexos visando obter a solugio global.

No entanto, a aplicagdo do conceito de modulagdo ndo pode ser realizada indefinidamente no de-
senvolvimento de um programa. Ao mesmo tempo em que o esforgo de desenvolvimento diminui subs-
tancialmente quando se aumenta o niimero de médulos, o esforgo de interfaceamento destes médulos
cresce na mesma proporgao.

Alguns tipos de médulos sio encontrados em linguagens de programagao como por exemplo a
declaracdo class em C++. Este médulos sao componentes de programas que combinam abstragdes
de dados e procedimentos, incentivando assim, o desenvolvimento de programas modulares.

A.2 Ocultamento de Informagao

A aplicagio do conceito de ocultamento de informagéo no desenvolvimento de um programa permite
construir médulos onde a interdependéncia entre os mesmos é pequena. Além disso, aumenta-se a
confiabilidade e as modificagdes sao efetuadas localmente dentro de cada médulo, preservando assim,
a disseminagao das alteragdes ao longo de todo o sistema.

Para se alcangar uma modulagéo efetiva, define-se um conjunto de médulos interdependentes, os
quais se comunicam entre si apenas através das informagdes necessarias para acessar uma caracteristica
do médulo ou executar uma de suas operagdes. O estado de um mddulo é descrito por varidveis locais,
visiveis apenas dentro do escopo deste médulo, e um conjunto de procedimentos que manipulam estes
dados. Observa-se que o uso de abstragdes de dados permite definir e utilizar o conceito de ocultamento
de informagao no desenvolvimento de programas.
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A.3 Abstragao

Para problemas onde se aplicam o conceito de modulagao, vérios niveis de abstragdo podem ser
considerados. No nivel mais alto de abstragdo, a solugao adotada para o problema é colocada em
termos de uma linguagem préxima ao ambiente do problema. Nos niveis mais baixos, descrevem-se os
procedimetos a serem implementados. Assim, o uso de abstragao permite ao programador concentrar-
se em um problema, considerando um nivel de generalizagdo qualquer sem se preocupar com detalhes
irrelevantes ao problema.

Varias linguagens de programagao, tais como Ada, Modula e Smalltalk, permitem a criagao de tipos
abstratos de dados, os quais consistem de uma representagao interna para os dados e um conjunto de
procedimentos para acessar e manipular os dados.

A.4 Ligagao Dinamica

Nas linguagens convencionais, tais como C, Pascal e FORTRAN, a partir do conhecimento
dos tipos de varidveis e constantes utilizadas em uma declaragdo, o compilador gera o cédigo de
maquina correspondente. Este processo de definir os tipos de dados aplicaveis a um operador em uma
declaracao, anterior a sua execugio, é denominado ligagdo estdtica.

Entretanto, algumas linguagens, como por exemplo C++, permite a flexibilidade de redefinir
operadores convencionais para os tipos declarados pelo usudrio. Assim, pode-se definir o tipo Vetor
onde a soma de dois vetores A e B é expressa por A+B. No entanto, esta ligagdo entre tipos e operandos
é realizada ainda, em tempo de compilagdo do cédigo fonte.

A ligagdo dinamica permite associar um tipo de dado a um operando em tempo de execugdo do
programa. Em C++, esta caracteristica estd implementada através de declaragdes do tipo virtual.

A.5 Objeto

Um objeto se constitui na unidade bésica de modulagdo no modelo orientado por objetos, consti-
tuindo-se um tipo abstrato de dados. '

Para se manipular a informagao representada por um objeto, deve-se solicitar ao mesmo que execute
uma de suas operagdes, através do envio de uma mensagem. O objeto que recebe a mensagem € de-
nominado receptor, devendo responder esta mensagem através da selegdo da fungao correspondente,
executar esta operagio e retornar o controle para o objeto emissor da mensagem.

A.6 Mensagens

As mensagens se constituem nas especificagbes das operagdes de um objeto. Assim, quando um
objeto recebe uma mensagem, deve determinar como manipulé-la para obter a resposta requerida.
Uma mensagem inclui um seletor, descrevendo o tipo de manipulagao desejada, e argumentos, os
quais podem ser outros objetos ou valores das varidveis de um objeto.

A caracteristica principal do mecanismo de mensagem é que o seletor ¢ um nome de uma operagao,
descrevendo apenas a agdo a ser executada. Portanto, uma mesma mensagem pode ser interpretada
de maneiras distintas.

Assim, por exemplo, considere as classes Vector e String. Definindo-se os objetos Vector A,Be
String Stri,Str2. As instrugdes A+B e Stri+Str2, apesar de utilizar o mesmo operador, possuem
significados diferentes.
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A.7 Classes e Instancias

Vérios sistemas orientados por objetos fazem uma distingao entre um objeto e a sua descrigao.
Assim, definem-se os conceitos de classe e instancia.

Uma classe é uma descrigdo geral de um conjunto de objetos semelhantes, provendo todas as
informagdes necessarias para a criagdo e utilizagdo dos objetos. Uma instancia, por sua vez, é um
objeto descrito por uma classe particular. Cada objeto é instancia de uma classe. Assim, no exemplo
anterior A,B sdo instancias da classe Vector.

Todas as instancias de uma classe utilizam o mesmo método para responder a uma mensagem
particular. A diferenca na resposta obtida para duas instancias distintas é resultado dos diferentes
valores armazenados nas variaveis.

Portanto, pode-se dizer que um sistema orientado por objetos é desenvolvido a partir da criagao
das classes que descrevem os objetos constituintes do sistema.

A.8 Meétodos

Os métodos sao procedimentos invocados pelo envio de mensagens para as instancias de uma
classe. Portanto, um método, como um procedimento, é a descrigio de uma sequéncia de agoes a
serem executadas. De forma aniloga aos procedimentos, os métodos devem conhecer os tipos de
dados que manipulam.

A.9 Mecanismo de Heranga

O mecanismo de heranga permite compartilhar as informagoes entre objetos. Supondo entao,
uma hierarquia, tem-se que objetos situados em um nivel inferior desta hierarquia herdam todas as
caracteristicas (dados e operagdes) dos objetos situados em niveis superiores.

A maioria das linguagens orientadas por objetos implementam o mecanismo de heranga entre as
classes do sistema. Uma classe pode ser alterada para criar uma outra. Nesta relagdo, a primeira
classe é denominada superclasse e a segunda subclasse. Uma subclasse pode adicionar novas varidveis
e métodos, assim como redefinir os dados e operagoes da superclasse.



Apéndice B

RESULTADOS PARA OS
PROBLEMAS PLANOS

Neste apéndice, apresentam-se tabelas com resultados da aplicagdo dos métodos iterativos aos
problemas planos da Figura 2.3 do Capitulo 2. Para cada uma das 12 malhas geradas, tem-se tabelas
com valores obtidos nas normas euclideana || - ||, e infinita || - ||o. A seguinte notagdo é empregada
para os parametros apresentados nas tabelas:

e NIT = niimero de iteragdes para convergéncia;

e ||r||; = norma [ (I = 2,00) do residuo segundo o critério de convergéncia (2.129);
. ||ef'."ﬁ“[|; = norma ! (I = 2,00) do erro relativo entre a solugdo direta e iterativa segundo a
equagao (2.130);

e £ = precisao adotada.

As Tabelas B.1 a B.4, B.5 a B.8 e B.9 a B.12 contém, respectivamente, os resultados para o cilindro
vertical, placa com furo e problema de fratura.

No caso do método CHSS, o nimero de iteragoes para o célculo das estimativas dos autovalores
extremos, via o algoritmo de Lanczos, estd dada entre parénteses abaixo da denominagao CHSS.
Empregou-se uma precisao £ = 10™* no célculo destas estimativas, com excegao das malhas 2 a 4 do
exemplo de placa com furo onde foi necessario utilizar § = 109,

Método GS SOR [ CHSS [ GC | GCD | GCss | GCGS
Parametro (89)

NIT 1115 116 101 124 102 75 57

[Ir]]2 (107%) 2.50 9.75 9.91 9.24 9.59 9.15 9.28
15771, (%) | 0.0725 | 0.0651 | 0.0512 | 0.0890 | 0.0408 | 0.0140 | 0.0375
€ (1079) 0.25 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

NIT 1022 138 108 141 112 73 62

[Ir]leo (10~%) 2.49 2.49 | 2.40 2.26 1.97 9.06 2.28
|27 7**¢|| o (%) | 0.0518 | 0.0112 | 0.0205 | 0.0481 | 0.0940 | 0.0129 | 0.0112
£ (1079 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5

Tabela B.1: Cilindro vertical (malha 1) - resultados nas normas 2 e co.
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[ Método SOR | CHSS | GC | GCD [ GCSS | GCGS
| Parametro (150) ] J
NIT 337 175 193 162 111 91
(iell2 (1079) 599 | 9.87 | 9.41 | 9.56 | 9.47 | 9.23
1712 (%) | 0.0720 | 0.0381 0.0915 | 0.0461 | 0.0133 | 0.0446
€ (107°) 1.0 1.0 1.0 | 1.0 1.0 1.0

NIT 360 183 214 | 171 107 96 |
Ifrloo (10°° 248 | 248 | 222 | 219 | 945 2.01 |
e /***||oo (%) | 0.0209 0.0163 | 0.0578 | 0.0135 | 0.0240 | 0.0138

€ (1079 2.5 2.5 2.5 2.5 10 2.5

Tabela B.2: Cilindro vertical (malha 2) - resultados nas normas 2 e o0.
Método SOR | CHSS | GC | GCD | GCSS | GCGS
Parametro (203)

[ NIT 677 257 265 187 165 102
IIelz (107%) 597 | 9.8 | 9.68 | 9.0 | 9.78 | 9.52
(1577 ], (%) | 0-0832 | 0.0243 | 0.0542 0.0431 | 0.0254 | 0.0602

|_£_(10'3) 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
NIT 574 229 243 164 159 92
Tlleo (10~7%) 997 | 811 | 7.64 | 995 | 856 | 7.69
1577, (%) | 0.0924 | 0.0029 | 0.0484 0.0767 | 0.0275 | 0.0507
€ (1077) 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabela B.3: Cilindro vertical (malha 3)

- resultados nas normas 2 e 00.

Método SOR [ CHSS | GC | GCD | GCSS | GCGS
Parametro (203) \ \ J
NIT 121 | 348 | 355 | 246 | 220 132 |
[ellz (1077) 9.98 9.99 9.83 9.64 9.78 9.82
157715 (%) | 0.0999 | 0.0258 0.0996 | 0.0466 | 0.0249 | 0.0557
€ (107°) | 1.0 1.0 0.25 1.0 1.0 1.0
1265 | 360 304 208 | 210 | 112 |
2.49 | 2.43 | 9.67 | 9.72 [9.02 | 9.59
0.0266 | 0.0180 [ 0.0820 | 0.0578 | 0.0291 0.07{‘
[ 025 | 0256 | 1.0 1.0 1.0 | 1.0 |

Tabela B.4: Cilindro vertical (malha 4)

. resultados nas normas 2 e 0.

[ Método GS SOR | CHSS | GC | GCD | GCSS GCGS
| Parametro (114)
NIT 2648 287 127 138 129 64 73
fell2 (1077) 1.00 250 | 9.33 | 870 | 9.29 | 9.98 9.53 |
|lef/**)|5 (%) | 0.0594 0.0341 | 0.0589 | 0.0273 | 0.0246 0.0153 | 0.0247
[:(10-) o1 [ o025 | 10 | 10 | 10 | 10 10-% |
[ NIT 2934 237 128 139 130 59 68
TTrlleo (10~7%) 000007 | 249 | 2.37 | 214 | 225 836 | 7.88
e (%) | 0.0202 | 0.0943 0.0651 | 0.0300 | 0.0236 | 0.0444 | 0.0783
L ¢ (1079) 0.1 2.5 2.5 2.5 2.5 10 10 |

Tabela B.5: Placa com fu

ro (malha 1) - resultados nas normas 2 e 00.
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Método SOR [ CHSS [ GC | GCD | GCSS | GCGS
Parametro (214)

NIT 1045 | 228 247 203 142 109
Iel]2 (10~%) 0.993 | 9.99 | 9.92 | 9.97 [ 9.81 | 9.30
lles" 7|1, (%) | 0.0120 | 0.0579 | 0.0214 | 0.0613 | 0.0116 | 0.0277
€ (1079) 0.1 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
NIT 892 242 255 205 136 100
[Ir]le (10~%) 0.995 | 2.35 2.12 | 2.28 | 838 | 7.50
(177 | o (%) | 0.0317 | 0.0239 | 0.0130 | 0.0874 | 0.0212 | 0.0663
€ (1079) 0.1 0.25 | 0.25 | 0.25 1.0 1.0

Tabela B.6: Placa

com furo (malha 2) - resultados nas normas 2 e co.

Método SOR | CHSS | GC | GCD | GCSS [ GCGS

Parametro (306)

NIT 1783 | 317 351 285 204 157

[Ir]l2 (10~%) 2.50 | 9.89 9.93 | 9.69 9.76 9.60

11e277%%1, (%) | 0.0360 | 0.0868 | 0.0179 | 0.0231 | 0.0119 | 0.0282

£ (107°) 0.25 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

NIT 1495 | 363 347 258 173 160

Moo (10~ %) 2.50 | 0.930 | 4.12 | 7.70 | 9.92 | 2.46

11e277%| | (%) | 0.0935 [ 0.0159 | 0.0367 | 0.0949 | 0.0921 | 0.0278

€ (107%) 2.5 1.0 5.0 10 10 2.5
Tabela B.7: Placa com furo (malha 3) - - resultados nas normas 2 e co.

Método SOR | CHSS | GC | GCD | GCSS [ GCGS

Parametro (398)

NIT 3040 | 481 448 429 257 236

IIellz (109 250 | 2.49 | 9.90 | 9.72 | 9.55 | 9.91

1157771, (%) | 0.0389 [ 0.0179 | 0.0136 | 0.0145 | 0.0170 | 0.0154

€ (1079) 0.25 0.25 1.0 1.0 1.0 1.0

NIT 2818 | 414 438 424 221 237

[I*]le (10~ 7) 0998 | 2.17 | 6.68 | 2.49 | 8.43 | 2.13

€77 | (%) | 0.0518 | 0.0665 | 0.0584 | 0.0397 | 0.0809 | 0.0286

£ (10°%) 1.0 2.5 2.5 10 2.5

Tabela B.8: Placa com furo (malha 4) - resultados nas normas 2 e oco.

Método GS | SOR | CHSS | GC | GCD | GCSS [ GCGS
Parametro (94)
NIT 3432 | 369 147 153 140 86 79
frllz (10—9) 0998 | 2.49 | 9.63 | 9.73 | 9.80 | 9.78 | 9.81
[[e=77%%||, (%) | 0.0591 | 0.0304 | 0.0404 | 0.0197 | 0.0255 | 0.0111 | 0.0257
£ (1079) 0.1 0.25 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
NIT 3061 | 305 137 137 125 80 72
Iele (10~ 0499 | 2.46 | 4.01 | 9.06 | 952 | 9.98 | 7.84
€277 |, (%) | 0.0746 [ 0.0752 | 0.0525 | 0.0729 | 0.0705 | 0.0302 | 0.0528
¢ (1073) 005 | 0.25 | 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabela B.9: Fratura (malha 1) - resultados nas normas 2 e oo.
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Método SOR | CHSS | GC | GCD | GCSS | GCGS
Parametro (147)

NIT 1139 252 250 237 139 131
[Ir]]z (10~%) 2.50 9.56 9.76 9.25 48.2 9.59
77|, (%) | 0.0376 | 0.0494 | 0.0169 | 0.0177 | 0.0512 | 0.0203
£ (107%) 0.25 1.0 1.0 1.0 5.0 1.0
NIT 1070 254 236 219 150 120
[Ir]]eo (10~%) 0.994 | 2.41 8.93 6.52 7.93 7.99
||es/**¢|| o (%) | 0.0378 | 0.0377 | 0.0475 | 0.0496 | 0.0238 | 0.0613
€ (107%) 0.1 0.25 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabela B.10: Fratura (malha 2) - resultados nas normas 2 e co.

Método SOR | CHSS | GC | GCD | GCSS | GCGS
Parametro (215)

NIT 2242 | 373 378 349 207 191
[[e]l2 (10—9) 2.50 | 9.56 | 9.93 | 9.57 | 9.70 [ 9.24
[leZ7%)|, (%) | 0.0480 | 0.0308 | 0.0170 | 0.0116 | 0.0118 | 0.0123
€ (1079) 0.25 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
NIT 2112 | 339 354 329 191 180
[rlleo (10~%) 0.998 | 4.89 | 9.38 | 890 | 9.02 [ 8.45
1177 | (%) | 0.0451 | 0.0485 | 0.0438 | 0.0365 | 0.0344 | 0.0384
¢ (1079) 0.1 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabela B.11: Fratura (malha 3) - resultados nas normas 2 e oo.

Método SOR | CHSS | GC | GCD | GCSS | GCGS
Parametro (244)

NIT 3704 476 477 447 251 244
[r]]z (10~%) 2.50 9.77 9.90 9.50 24.8 9.50
27751, (%) | 0.0504 | 0.0325 | 0.0156 | 0.0152 | 0.0283 | 0.0177
¢ (1079) 0.25 1.0 1.0 1.0 0.25 1.0
NIT 3404 427 438 420 246 226
[Ir]leo (10~%) 0.998 | 4.78 9.59 7.93 9.91 8.65
11e5*"**¢||oo (%) | 0.0598 | 0.0629 | 0.0664 | 0.0503 | 0.0285 | 0.0626
£ (1079) 0.1 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabela B.12: Fratura (malha 4) - resultados nas normas 2 e oo.



