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Nomenclatura

Letras Latinas :

ap (-, -) — Operador bilinear (fungdo do vetor de projetos p)

53- — Perturbagdo na j-ésima restricido de desigualdade

b - Vetor de perturbagdes nas restricdes de desigualdade

b () — Campo vetorial de forgas de volume. Campo material

b7 () — Campo vetorial de for¢as de volume em 7. Campo espacial

c; — Vetor de pardmetros da funcdo de penalizagdo na k-ésima iteracio do método de
Herskovits

d — Direcdo de busca num método de otimizacio
d®) - Diregio de busca na k-ésima iteracio do algoritmo de minimizacio

dp — Direcao de busca obtida da soluc¢do do sistema de equagbes y na k-ésima iteragio
(método de Herskovits)

d; - Diregiio de deflexdo da diregdo original dg na k-ésima iteragio (método de Herskovits)
dg — Dire¢do de decréscimo {métodos de programagio quadratica recursiva)

d. — Direcdo de correcdo (métodos de programagio guadrdtica recursiva)

e (-) - Funcdo escalar descrevendo a espessura em problemas de tensdo plana

g; — Perturbacfo na i-ésima restri¢io de desigualdade

€ — Vetor de perturbagdes nas restricoes de desigualdade

f(-) — Fungéo objetivo ou funcdo custo do problema de otimizagdo. Funcional

f — Vetor de carregamentos do problema estrutural. Vetor real de dimensio N
fg'dj — Carregamento adjunto no elemento finito e

g: () — Restricio de desigualdade do problema de otimizagio. Funcional

g (-) — Vetor de restricdes de desigualdade. Fungdo vetorial de dimensao m

h;j (-) — Restrigio de ignaldade do problema de otimizagdo. Funcional

h(-) — Vetor de restri¢tes de igualdade. Fungdo vetorial de dimensdo p

I (-) — Operador linear (fungéo do vetor de projetos p)

l;‘,dj (-) — Operador linear associado ao método adjunto de andlise de sensibilidade
m — Nimero de restrigdes de desigualdade num problema de otimizacio

my () — Fungdo de média ou fun¢io de ponderagio

n — Niimero de varidveis de projeto. Dimenséo do vetor p

n — Vetor unitdrio normal a uma superficie. Campo material

n” - Vetor unitdric normal a uma superficie em . Campo espacial
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p — Nimero de restrigbes de igualdade num problema de otimizagao

p — Vetor de varidveis de projeto. Vetor real de dimensédo n

p* — Solugio do problema de otimizagao. Ponto de minimo, projeto 6timo

p'%) — Vetor de varidveis de projeto na k-ésima iteragio do algoritmo de minimizagio
g — Nimero de pontos de controle de uma curva NURBS

stk) — Vetor auxiliar do método BFGS

r — Par@metro de uma curva NURBS

r — Residuo da solugdo do problema estrutural

tr — Trago de um tensor

t — Varidvel de busca linear

tr — Passo na dire¢do de descrécimo da k-ésima iteragdo do algoritmo de minimizacao

t5 — Estimativa inicial de # estimada por linearizagdo das restrigdes de desigualdade na
k-ésima iteracdo (método de Herskovits)

t¥ — Estimativa inicial de t; estimada por linearizagdo das restrigdes de igualdade na
k-ésima iteracdo (método de Herskovits)

to — Estimativa inicial de t;. Menor valor entre ] e t§ (método de Herskovits)
u(-,-) — Campo de deslocamentos do problema estrutural. Campo material

u” (,-) — Campo de deslocamentos do problema estrutural em 7. Campo espacial
uN) — Aproximacio de u num espago de dimensdio N (finita)

u — Solugdo discreta do campo de deslocamentos do problema estrutural. Vetor real de
dimensdo N

v (-) — Campo de deslocamentos virtuais do problema estrutural

v — Conjunto de varidveis do sistema de equagdes x (varidveis de projeto e multiplicadores
de Lagrange)

vg — Solucdo do sistema de equagtes x na k-ésima iteracdo

vy ~ Solucdo auxiliar (defletida) do sistema de equagbes x na k-ésima itera¢do. (método
de Herskovits)

wik) - Vetor auxiliar do método BFGS

x - Vetor em R3. Ponto material

x” - Posi¢io ocupada pelo ponto x em 7. Ponto epacial

y**) — Vetor auxiliar do método BFGS

z\¥) — Vetor auxiliar do método BFGS

A () — Gradiente da fungo vetorial g (-). Dimenséo m xn

B — Matriz operador de deformacéo

C (-) - Gradiente do funcional f (')

Cl] — Operador tensor de elasticidade de Hooke

D - Tensor de elasticidade de Hooke

E - Médulo de elasticidade longitudinal

E (-) — Tensor de deformagdes associado ac campo de deslocamentos u. Campo material
£7 () - Tensor de deformagdes associado ao campo de deslocamentos 7. Campo espacial

F (-,-) — Gradiente da funcio de movimento X7 (-, )
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G (-} — Matriz diagonal onde Gy; () = g; (-). Ordem m

H - Matriz hessiana do Lagrangeano L

It — Conjunto de indices das restri¢des potencialmente ativas na k-ésima iteragdo
I - Matriz identidade

J. — Jacobiano do elemento finito e

L - Lagrangeano do problema de otimizagao

L () ~ Gradiente da fungio vetorial h(-). Dimensao p x n

K — Matriz de rigidez do problema estrutural. Matriz real simétrica de ordem N
N - Dimensao da discretizacdo em elementos finitos. Ndmero natural

i\nfjx -~ j-ésima funcgéo da base de uma curva NURBS de ordem x
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Resumo

SILVA, Claudio Alessandro de Carvalho, Otimizagdo Estrutural e Andlise de Sensibilidade
Orientadas por Objetos, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Fs-
tadual de Campinas, 1997, 120 p., Dissertacio {Mestrado).

Neste trabalho, apresentam-se conceitos de otimizagio estrutural e andlise de sensibilidade

em elasticidade linear, tomando-se exemplos de problemas bidimensionais discretizados pelo
método de elementos finitos.

A partir das caracteristicas especificas dos problemas estruturais, identificam-se os requisi-
tos necessdrios a um algoritmo de minimizacao eficiente para tais problemas. Foi implementado
um algoritmo de programacso quadrética recursiva de ponto interior para otimizagio, o qual
apresenta taxa de convergéncia superlinear e utiliza busca linear imprecisa.

Utilizam-se a formulagio continua da analise de sensibilidade ¢ o método adjunto no
desenvolvimento das expressdes de sensibilidade a pardmetros e forma, visando a determinagio
de gradientes de funcicnais de performance estrutural. Na andlise de sensibilidade a forma,
a geometria do dominio é parametrizada em NURBS, definindo o campo de velocidades no
contorno. Os gradientes obtidos pela andlise de sensibilidade sido aplicados na otimizagio de
espessura e na obtengdo de formas étimas em problemas de estado plano de tensdo.

Os procedimentos numéricos foram incorporados a uma base de programas ja desenvolvida
para andlise pelo método de elementos finitos, empregando o paradigma por objetos em C+4+.
Com isto fol possivel aumentar a eficiéncia da interacdo entre os médulos de anélise por elementos
finitos, andlise de sensibilidade e otimizagao.

Pualavras chaves:

~ Método dos elementos finitos

- Programa orientada a objetos (Computagdo)

~ C+4+ (Linguagem de programacio de computador)
- Programacido Nao-Linear

- Programagao Quadrética
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Abstract

SILVA, Cldudio Alessandro de Carvalho, Object Oriented Structural Optimization and Design
Sensitivity Analysis, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Esta-
dual de Campinas, 1997, 120 p., Master’s thesis.

This work presents concepts of structural optimization and design sensitivity analysis in
linear elasticity, considering two dimensional finite element problems.

The requirements of an efficient minimization algoritm for structural problems are iden-
tified, taking into account specific characteristics of this sort of problems. An interior point
sequential quadratic programming algorithm, showing superlinear convergence and using ine-
xact line search, was implemented.

Continuum approach of design sensitivity analysis and adjoint method were used to de-
velop shape and size sensitivity expressions, aiming for computing performance functional gra-
dients. In shape sensitivity analysis, the domain geometry was parametrized using NURBS,
which defines the boundary velocity field. The gradients obtained from design sensitivity ana-
lysis were applied to thickness and shape optimization of plane stress problems.

The numerical procedures were linked to other programs previously developed for finite
element analysis applying object-oriented concepts in C++. Indeed, it was possible to improve

the efficiency of interaction among finite element analysis, design sensitivity analysis and opti-
mization modaules.

Key words:

~ Finite element method

- Object oriented programming (Computing)
— C+4+ (Computer programming language)
- Non linear programming

~ Quadratic programming
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos Gerais

Pode-se afirmar que é através da atividade de projeto que os recursos e ferramentas da
engenharia s8o direcionados para a solugio.de problemas praticos. A qualidade destas solugoes é
julgada pela forma como os requisitos e exigéncias de cada problema sido cumpridos e respeitados.
Entretanto, apesar dos critérios de julgamento das solugbes adotadas mudarem de acordo com
contexto social e histdrico, e de nem sempre serem claramente definidos ou compreendidos, é
constante nesta atividade de engenharia o questionamento scbre a qualidade das alternativas
possiveis e a busca daquelas que sejam de alguma forma melhores. Atualmente, a busca por
metodologias mais eficientes e seguras de projeto faz parte do contexto de demanda por solugdes
combinando qualidade e menor prego, sendo também menos agressivas ao meic ambiente e as
pessoas. :

Durante muito tempo, o projeto foi considerado um processo baseado quase unicamente na
experiéncia da equipe envolvida. Conseqiientemente, o progresso nos mais diversos campos foi
caracterizado por uma evolu¢do lenta, consistindo da melhoria gradual de projetos j4 existentes
em termos de uma atividade de tentativa e erro, onde, de fato, a experiéncia se torna a ferramenta
mais importante.

Num ambiente com pequena demanda por inovagdes é razodvel supor que novos projetos
sejam constituidos de pequenas alteragoes de trabalhos anteriores. Neste contexto, o questiona-
mento se esta € a melhor linha de a¢do para a solugao do problema torna-se uma preocupagio se-
cunddria. Ainda assim dificuldades podem ser encontradas, principalmente devido 3 inexisténcia
de critérios objetivos para comparar solugbes equivalentes. Tais dificuldades tornam-se ainda
mais evidentes quando € necessario analisar situagbes novas ou procurar por solugbes originais,
casos onde a experiéneia nao fornece todas as respostas.

Por sua vez, em um ambiente de competigao tecnoldgica agressiva e mercado exigente por
novidades, essa abordagem se mostra inadequada pois as demandas por alta qualidade, economia
de energia e matérias-primas, baixo impacto ambiental e pequeno tempo de desenvolvimento
exigem a criagdo de novos produtos para os quais inexiste experiéncia anterior.

Uma. alternativa proposta na década de 60 foi a metodologia de projeto baseada em oti-
mizagao, consistindo numa abordagem sistemdtica de modelagem e busca da melhor solucgdo
possivel direcionadas por critérios objetivamente definidos. Em outras palavras, essa metodolo-
gia busca a sistematizac@o da atividade de projeto, onde conhecimento e experiéncia acumulada
sio aplicadas na defini¢io de critérios de performance e varidveis de projeto, definindo de ma-
neira dnica e conveniente uma solugdo para o problema. Ao introduzir uma abordagem genérica,
a metodologia de otimizagio permite tratar problemas originais ou ndo de maneira bastante se-
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melhante.

O termo otimizagdo estd relacionado a atividades de obtengdo de solugdes mais eficientes
e adequadas ou ainda a utilizacio mais racional de recursos. Matematicamente, o problema de
otimizacdo pode ser formulado como a determinacio de maximos e minimos de fungdes sujeitas
a certas condigoes.

Na. definicdo de um problema de otimizagdo, deve-se, inicialmente, determinar um critério
de performance para comparar as diversas solugdes para um dado problema. Em alguns ca-
sos determina~se claramente um tinico critério de performance, denominado funcao objetivo ou
fungdo custo. J& para os problemas de otimizagao multiobjetivos, a formulagéo correta apenas é
possivel se for estabelecido um conjunto de fungdes custo. Uma vez determinadas as fungdes de
performance do problema, devem ser identificadas suas varidveis, as quais assumem, em alguns
casos, apenas valores inteiros, sendo em geral nimeros reais.

Tais varidveis sio chamadas varidveis de projeto pois, uma vez que assumam valores
numéricos, um projeto € obtido. Por ltimo, devem ser determinados os limites impostos &
obtencio da melhor solugdo, ou seja, os limites de recursos e as exigéncias que a solugiio deve
respeitar, sendo denominados requisitos de projeto no contexto de engenharia. Matematicamente
sao definidos como fungées de restrigdo, podendo ser tanto de igualdade quanto de desigualdade.

Entretanto, dado um projeto, os valores dos funcionais somente distinguem entre projetos
vidveis e ndo-vidveis (que nao respeitam as restrigdes). Além disso, esta informagéo ¢ relativa,
permitindo apenas comparar um conjunto de solugdes possiveis. Em outras palavras; os valores
destes funcionais determinam apenas qual a melhor solugdo dentre um conjunto de opgdes,
nao sendo possivel concluir como melhorar um dado projeto. Esta informacdo somente pode
ser obtida a partir dos gradientes dos funcionais de performance, ou seja, da sensibilidade do
modelo & variagdo de seus paridmetros.

Geralmente, em otimizagdo estrutural, os funcionais sio expressos de forma implicita nas
varidveis de projeto. Desta maneira, ndo se conhece explicitamente a forma relacionando as
varidveis ao valor dos funcionais do problema. Esta relagio é obtida indiretamente e de modo
numérico, a partir da solugdo de uma equagdo de estado. Neste caso, a avaliagio dos gradientes
também deve ser feita numericamente. Para isso, a primeira opgao seria aplicar uma técnica
de diferencgas finitas, nio exigindo modificagbes no programa de andlise, pois se baseia numa
aproximacgio discreta da derivada parcial: assume-se uma perturbacio no valor atual da varidvel,
calcula-se a variagdo correspondente na funcgio e toma-se o quociente desses dois valores.

Porém, apesar da simplicidade, esse método ndo € recomenddvel para aplicagdes de o-
timizacdo estrutural por dois motivos. Primeiro porque o ajuste do valor da perturbagio a
ser imposta a cada uma das varidveis exige uma interagio excessiva com o usudrio, pois o
valor adequado varia pontualmente devido as ndo-linearidades do problema. Assumindo que as
perturbagdes sao ajustadas com certa precisfo, existe a ineficiéncia que a técnica de diferengas
finitas induz ao processo global de otimizacdo. Em problemas com n varidveis de projeto, as
téenicas de diferenga para tras ou a frente exigem que a equagdo de estado, no caso estrutural um
sistema linear de grandes dimensdes, seja resolvida n vezes. Deve-se considerar, entretanto, que
os melhores resultados sao obtidos pela técnica de diferenga central, demandando 2n solugdes
da equagdo de estado. Em outras palavras, o custo é demasiado altc mesmo para problemas de
dimensdo média.

A formulagéo de andlise de sensibilidade fornece a base tedrica e computacional para o
cilenlo dos gradientes de funcionais que dependem implicitamente das varidveis do problema, de
maneira mais eficiente e sem a necessidade de especificar os valores de perturbagao das varidveis
durante os calculos.

Em problemas estruturais, alguns dos funcionais relevantes sio relacionados a grandezas de
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massa, tensdo, deformagio, energia, freqiiéncias e deslocamento. Por exemplo, pode-se formular
um problema de projeto de um componente de menor peso respeitando suas especificagdes,
onde a funcio custo é claramente a massa, sendo os demais funcionais (tensdo, deslocamento,
deformacio, energia e exigéncias construtivas) restricoes a serem cumpridas. Pode-se também
buscar o melhor posicionamento ou geometria de detalhes construtivos tais como filetes, raios,
furos em termos de menores concentracgoes de tensao ou menores desiocamentos em certos pontos.

Como quase totalidade dos componentes mecinicos sio construidos a partir da combinacao
de elementos tais como barras, vigas membranas, placas e sélidos, podem ser identificadas cinco
tipos de varidveis de projetos: (i) material, (¢) dimensdes, {#) forma, (iv) configuragdo ou (v}
topologia. As varidveis de material, dimensao e forma podem ser definidas em cada componente
para uma certa opcdo de projeto. Em contraste, varidveis de configuragao regulam a combinagio
de componentes compondo a estrutura. Por sua vez, as varidveis de topologia controlam a adigio
ou remogio de componentes no sistema estrutural.

Nesse trabalho serdo consideradas apenas varidveis de dimensdes e forma. Do ponto de
vista da andlise de sensibilidade, estes tipos de varidveis sdo classificadas em dois grupos. Para o
primeiro tipo, tem-se os problemas de analise de sensibilidade a pardmetros, envolvendo varidveis
de dimensdes que nao alteram a forma do componente. No segundo caso, tem-se a andlise de
sensibilidade & forma, onde é possivel estabelecer varidveis de projeto envolvendo a geometria
do componente. Conseqiientemente, pode-se combinar a sensibilidade a pardmetros e forma,
permitindo estabelecer problemas de otimizagao estrutural com estes dois tipos de varidveis.

O objetivo desse texto é formular e implementar o problema de otimizagdo de pardmetros
e forma para componentes estruturais bidimensionais sujeitos a carregamento estdtico. Tais
problemas envolvern uma tnica funcio objetivo, varidveis de projeto assumindo valores reais,
sendo a solucao da equagao de estado do problema estrutural feita pelo método de elementos
finitos.

A seguir apresenta-se uma revisdo histérica de otimizagio estrutural, destacando sua
evolugdo e aspectos de programacio matematica, otimizagio de forma, andlise de sensibilidade e
aspectos atuais. Posteriormente, aborda-se o problema de elasticidade linear e sua discretizagao,
a definicdo do problema de otimizagdo e funcionais de performance. Finalmente, consideram-se
aspectos da implementacio computacional através da programagio por objetos.

1.2 Revisao Histdrica

1.2.1 Origem e Desenvolvimento Inicial

Pode-se considerar o inicio da teoria classica da otimizacio matemaética no séeulo XVII com
os trabalhos de Euler e Lagrange, estabelecendo as condiges necessdrias de pontos estaciondrios
de fungdes diferencidveis sujeitas ou nao a restrigdes de igualdade. Estas condi¢des permitiram
formular uma série de problemas tedricos e préticos, tais como a determinagio de mdximos e
minimos de fungdes.

No contexto estrutural, Galileu Galilei, ainda no século XVII, discutiu a forma étima da
viga e Lagrange formulou o problema da coluna eldstica de menor peso. Podem ser citados,
da mesma forma, trabalhos de estudiosos como Jacob Bernoulli (1655-1705), William Rowan
Hamilton (1808-1865) e James Clerk Maxwell (1831-1879) também dedicados a formulagGes
iniciais do problema de otimizaclo estrutural, segundo o histérico de TIMOSHENKO[1].

Ja no século XX, Karush, Kuhn e Tucker estabeleceram as condigées de otimalidade para
problemas também sujeitos a restricdes de desigualdade, obtendo assim a forma matemdtica
geral do problema de otimizacdo. MICHELL(2], no inicio deste século, desenvolveu a teoria
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bésica para a configuracdo étima de trelicas submetidas a uma tUnica carga e sujeitas apenas
a restricbes de tensdo. Entretanto, tais trabalhos apresemtam uma abordagem analitica de
componentes altamente idealizados, dificilmente apliciveis em situagbes praticas. Além disso, a
falta de uma compreensdo clara de como formular problemas estruturais genéricos em termos da
otimizacao matemdtica, fez com que questdes de otimizagao estrutural viessem a ser levantadas
sistematicamente apenas em meados do século XX.

Durante a Segunda Guerra Mundial e inicio dos anos 50, o desenvolvimento de estruturas
aeronduticas seguiu duas abordagens: selegdo prévia dos critérios de falha relevantes em ba-
ses intuitivas (cuja solugdo ndo representava necessariamente uma solugdo Stima do problema
original), dando origem a um sistema de equagdes néo-lineares; e a formulagio de problemas
de trelicas planas dentro da filosofia de projeto para colapso plédstico, obtendo-se problemas
de programagio linear (este tipo de otimizagdo estrutural de sistemas, originado no contexto
da engenharia civil, concentrou-se principalmente em treligas e pdrticos de ago e nio considera
restriches de tensdo, deflexdo ou flambagem).

Em 1955, KLEIN(3] reconhece que os casos gerais de otimizacdo estrutural podem ser
vistos como problemas de programagcdo matematica néo-linear. Apesar de tratar casos relativa-
mente simples, a grande inovagdo deste trabalho estd na inclusdo de restrigdes de desigualdade,
formulando adequadamente o problema de otimizagio estrutural. Entretanto, o impacto desse
trabalho foi reduzido pois foi aplicada a técnica classica de converter restrigoes de desigualdade
em restricdes de igualdade através da introdugio de varidveis de folga, aumentando a dimensao
do problema e dificultando a sua solugao.

Em 1960, SCHMIT(4] ¢ o primeiro a compreender a viabilidade da aplicagio sistematica
de técnicas de programagao matemdtica, jd conhecidas pela comunidade de pesquisa opera-
cional, para a solugio de problemas gerais de otimizagio de projetos. Neste caso, aplica-se o
conceito de sintese estrutural sistemdtica que, segundo o autor, pode ser definida como uma
evolucdo racionalmente direcionada de wma configuracio estrutural em termos de um critério
eficientemente definido cumprindo um conjunto de propdsitos funcionais. Esse conceito define,
num enunciado simples, toda atividade de projeto como um técnica de otimizagdo e, segundo
VANDERPLAATS[5], representou uma mudanca revoluciondria na abordagem de projeto.

Em outras palavras, SCHIMT[4] é o primeiro a compreender o problema de projeto (sintese
estrutural) como um técnica de alocagio tima de recursos escassos, respeitando um dado con-
junto de restrigdes. Também introduz a idéia e indica a viabilidade de se acoplar a analise
estrutural por elementos finitos com a programagcio matemdtica nao-linear, obtendo uma ferra-
menta de projeto automatizado, aplicdvel a uma grande classe de problemas de interesse pratico.
De fato, nio é mera coincidéncia que esse também seja o periodo de inicio da corrida espacial e
do surgimento dos computadores digitais.

Durante toda a década de 60, imediatamente apds a introducdo desses conceitos, grande
parte da atividade de pesquisa se dirigiu em tentativas de desenvolvimento de uma primeira
geracio de programas de sintese estrutural baseados em métodos de programagio matematica.
Entretanto, os primeiros resultados desse esforco pareciam mostrar que a otimizagio estrutural
numérica, por exigir uma grande demanda de processamento e devido & limitaggo dos compu-
tadores da época, poderia dar poucos resultados praticos fora da esfera académica. Assim, o
esforgos passaram a se concentrar, nessa década e na seguinte, no sentido de determinar formas
mais eficientes de formular o problema e em aperfeicoar os algoritmos de otimizagao.

Desenvolve-se entio o conceito de critérios de otimalidade fisicamente motivados, redu-
zindo a dimensdo dos problemas ¢ permitindo determinar um minimo aproximade de maneira
satisfatéria, mas que ainda ndo possufa uma base matemdtica sélida. Tais critérios eram uti-
lizados na otimizacdo de sistemas, em contraste com os métodos de programacdo matematica,
ainda utilizados no projeto de componentes.
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Também surge o conceito de aproximagio com SCHIMT [6], que através de mudangas de
coordenadas permite reduzir a dimensao do problema original. Ainda nesse perfodo, desenvolve-
se um base matemadtica para as técnicas de critérios de otimalidade fisicamente motivados através
do conceito de dualidade, mostrando que tais técnicas sdo um caso especial da programacao
matemditica cldssica.

Apesar disso, no inicio da década de 70, a otimizagdo estrutural ainda ndo estava sendo
adotada pela comunidade profissional por virios motivos: o método de elementos finitos ainda
ndo estava maduro como ferramenta de andlise, a programacgao matematica nao era conhecida
por grande parte dos engenheiros e os aspectos numeéricos da programagcao nao-linear nao estavam
bem estabelecidos. Em meados dessa década, a grande barreira para a aceitagdo definitiva
da otimizagdo como técnica eficiente no projeto estrutural era a inexisténcia de programas de
propdsito geral difundindo sua aplicagdo prética, a exemplo de programas como Ansys e Nastran
que popularizaram a andlise por elementos finitos.

No inicic da década de 80, autores como VANDERPLAATS(5], SCHMIT|7} e TEMPLE-
MAN[8] afirmam que, apés 20 anos de amadurecimento (a maioria dos algoritmos ja era co-
nhecida desde 0s anos 60, como mostram os anais editados por LAVI{9] em 1966), o estado da
arte em programacdo matemadtica era tal que a existéncia de algoritmos de otimizagéo ndo se
constitufa uma questio critica. '

Exm outras palavras, a metodologia de otimizagao havia evoluido o suficiente para fornecer
uma, ferramenta pratica de projeto. Porém, estes trabalbos citam como desafios o desenvolvi-
mento de algoritmos eficientes para problemas altamente nao-lineares {para reduzir a necessi-
dade de aproximacdes), disponibilizar cdlculos de gradientes nos programas de andlise através
de técnicas eficientes de andlise de sensibilidade e determinacfo de modos eficientes de integrar
os cédigos de programacdo matemdtica e de andlise numa ferramenta automatizada.

Livros

Como lvros-texto desse periodo podem ser citados os trabalhos de LUENBERG[10],
POLAK][11] e ARORA[12].

1.2.2 Consolidacdo das Técnicas de Otimizacao Estrutural

LEVY([13] apresenta a primeira metade da década de 80 como um perfodo de consoli-
dacdo das técnicas de otimizacdo, verificando-se um crescimento considerdvel das aplicagdes
se comparadas aos desenvolvimentos tedricos. Esse perfodo também corresponde ao inicio da
utilizacdo da otimizagio estrutural por grandes corporagdes industriais fora da drea aeroespacial,
dedicando esforcos substancials na conversio da teoria de otimizagho em beneficios concretos
para o projeto.

Entretanto, ainda havia a necessidade de tornar os algoritmos mais robustos, aumentando
o espectro de sua utilizagio e tornando a otimizagdo topolégica e global, ainda 4reas de pesquisa,
em ferramentas praticas de engenharia. Contudo, a andlise de sensibilidade em otimizagao
permanecia como a maior tendéncia nos desenvolvimentos técnicos de meados da década de

80, bem como a aplicagio cada vez maior de técnicas de otimizagio de forma em projetos de
componentes.

Programagao Matemadtica

A programacio matemdtica passou por um grande amadurecimento nas décadas de 60 e
70, sendo todos os algoritmos basicos praticamente desenvolvidos nesse periodo. Entretanto, tais
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algoritmos eram direcionados principalmente para aplicagdes em pesquisa operacional, causando
cerias dificuldades para tornd-los ferramentas eficientes e confidveis para o projeto estrutural
[5]. Os trabalhos de programagio matemdtica desse perfodo passam a dar atengdo especial as
caracteristicas especificas dos problemas estruturais.

Em primeiro lugar, muitos parametros, tais como propriedades de material, critérios de
falha e condicdes de carregamento nao sado conhecidos com grande precisdo, de forma que a
busca de um ponto dtimo matematicamente preciso significa muito pouco do ponto de vista da
engenharia.

Segundo, o custo de uma andlise de projeto pode ser muito alto, envolvendo a solugio de
sistemas de grandes dimensdes. Dessa forma, a taxa de convergéncia de um algoritmo de oti-
mizagao é muito importante: um método que converge rapidamente para um 6timo aproximado
é quase sempre mais itil que um método que converge lentamente para um étimo preciso.

BELEGUNDU e ARORA[14, 15}, em 1985, analisam os algoritmos aplicados na otimizagio
estrutural do ponto de vista tedrico e numérico. Mostrou-se que nioc é possivel relacionar a per-
formance de um algoritmo em programacao matemdtica com o seu comportamento em problemas
de otimizacgio de projetos.

A razdo é que problemas de programagio matematica consistem de fungdes explicitas,
de pequena dimensao e ndo possuem um grande nimero de minimos locais, sendo em geral
triviais em termos do tempo computacional de wma andlise. Dessa forma, em tais problemas
normalmente se utiliza uma combinagdo de tempo de CPU, tempo de preparagio, facilidade de
uso, etc., como pontos principais de um cédigo. Conseqiientemente um programa pode parecer
muito bom, mesmo exigindo centenas de avaliagbes da funcao objetivo e das restri¢gbes para
resolver um problema de apenas trés ou quatro varidveis. O custo da aplicacdo de tal cédigo
num problema complexo de andlise € proibitivo.

Isto sugere que, em problemas praticos de projeto, somente dois critérios tém sentido:
em primeiro lugar, se o algoritmo e sua implementagfo sdo confidveis em atingir um minimo
aproximado a partir de um ponto inicial arbitrario; e segundo, se 0 programa realiza ¢ menor
nimero possivel de avaliagbes das funcoes do problema e de seus gradientes. Nesse sentido, LIM
e ARORAJ16] apresentam um método de programacio quadrdtica com estratégia de estratégias
ativas, ou seia, apenas sd0 determinados os gradientes de restrigdes prdximas de se tornarem
ativas.

Os resultados desse trabalho chamam atenclo para as caracteristicas de convergéncia dos
métodos de programacdo quadratica seqiiencial e para os métodos de ponto interior, que gerando
uma seqiiéncia de pontos vidveis (ou seja, respeitando todas as restricdes do problema) sempre
fornecemn uma solugdo para o problema.

Nesse contexto, pode-se citar o trabatho de HERSKOVITS[17, 18, 19|, propondo um algo-
ritmo de pontos interiores para otimizagio nac-linear baseado na soluglo iterativa das equaces
de Karush-Kuhn-Tucker, com convergéncia superlinear devido 4 inclusio de informagdes de se-
gunda ordem do problema. Por essas caracteristicas, este algoritmo tem sido aplicado com
sucesso em problemas estruturais (19, 20, 21, 22].

Otimizacdo de Forma

O crescente interesse no projeto da forma otima de componentes reflete nfo apenas a
compreensido da importancia da forma na performance estrutural, mas também reflete a crescente
sofisticacdo da andlise (em Areas como a geragio automitica de malhas e analise adaptivel) e
otimizagio estrutural, permitindo a solugido de problemas complexos de obtengio de formas e
dimensdes Stimas.
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Até esse periodo, a solucao de problemas de otimizagao de forma utilizava as coordenadas
de nés do modelo de elementos finitos como varidveis de projeto [23]. Por essa descrigdo estar
associada ao modelo discretizado havia virias desvantagens: grande niumero de varidveis, dificul-
dades de se garantir a compatibilidade e a suavidade do contorno e, principalmente, dificuldade
de manter uma malha adequada durante o processo iterativo de otimizacdo. Dessa maneira, os
trabalhos se direcionaram na busca de uma abordagem mais integrada das etapas de projeto,
eliminando a dependéncia em relagio & discretizacio do modelo {24].

DING[25], analisando as etapas de sintese estrutural identificou os procedimentos que
devem compor uma ferramenta automatizada: descrigdo do modelo (parametrizagio), geragio
do modelo de elementos finitos, andlise, verificagio da precisio dos resultados, iteragio de oti-
mizacdo e verificagdo da convergéncia.

Nos casos em que a forma é independente das varidveis, a verificagdo do modelo de ele-
mentos finitos pode ser feita apenas uma vez ji que a malha nio serd modificada durante a
otimizagdo. No caso da otimizagdo de forma, o modelo sofre alteragoes de maneira automa-
tizada dentro de um processo iterativo, devendo-se ter um critério também automaético para
verificacdo da precisdo do modelo de elementos finitos. Isso torna necessirio a inclusdo de
recursos de andlise adaptivel e refinamento automadtico de malhas na etapa de andlise.

KIKUCHTI et al{26] discutem métodos adaptaveis de elementos finitos para a otimizagio
de estruturas eldsticas lineares, em termos do refinamento da malha e reposicionamento de
nds. Assim, os procedimentos sdo na pritica: descricio do modelo, geragdo automdtica da
malha, andlise, verificagdo do erro e refinamento (anélise adaptavel), otimizacdo e verificagdo da
convergéncia.

Torna-se entio invidvel associar caracteristicas do projeto 4 malha, pois esta é modificada
a cada iteragdo. Por esse motivo devem ser incluidos recursos de geragdo e parametrizacio
de geometrias. DING[25] discute as vantagens da descrigdo do contorno através de splines
em termos de flexibilidade, simplicidade, generalidade e precisio: mantém-se a suavidade e
convexidade do contorno, permitem obter resultados mais precisos na andlise de sensibilidade e
exigem um numero relativamente reduzido de varidveis na parametrizagio.

BENNET e BOTKIN[24] enfatizaram ainda a necessidade de associar todas as carac-
teristicas do modelo, como fungdes de performance do problema, com o modelo geométrico. No
caso dos algoritmos tradicionais de otimizagio ndo-linear deve-se considerar que estes permitem
grandes variacGes dos parametros do problema fora do dominio de solugdo, podendo dar origem
a um projeto tao invidvel que pode comprometer a convergéneia da otimizacio (a utilizagdo de
algoritmos de ponto interior evita essa desvantagem).

HAFTKA e GRANDHI[27] apresentam, em 1986, uma revisdo dos desenvolvimentos no
campo da otimizagio de forma até a metade dessa década. Os autores também observam que

uma otimizagio de forma satisfatéria exige a incorporagio de recursos de anilise de sensibilidade
aos programas de anélise.

Devido & sua complexidade, as formulages genéricas de sensibilidade & forma somente
passaram a estar disponiveis para estruturas continuas a partir da metade da década de 80, nio
sendo surpresa que somente a partir dai a otimizacio de forma passa a ter grande desenvolvi-
mento. Observa-se que a maioria desses estudos estavam restritos a problemas bidimensionais
devido a limitagdes nos recursos de geragic automatica e andlise adaptédvel da época.

Anadlise de Sensibilidade

A grande maioria dos artigos publicados até a metade dos anos 80 estavam restritos &
aplicagdes de treligas e pdrticos, nos gquais a matriz de rigidez pode ser expressa ou aproximada
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por uma fungao linear das varidveis de projeto, ao passo que aplicagdes de estruturas continuas
eram ainda relativamente raras. Uma das razdes é a relagdo implicita entre os parimetros de
resposta estrutural {deslocamento, tensao, freqiiéncias naturais) e as varidveis de projeto. No
caso de otimizacgio de forma, as relagdes sdo ainda mais complexas. Isso justifica o extenso uso
de técnicas de diferencas finitas até meados da década, apesar de ser compreendido desde entio
que isso Tepresentava uma barreira para a eficiéncia e precisdo dos resultados.

CHOI e HAUG[28] apresentam, em 1983, um dos primeiros trabalhos em andlise de sensibi-
lidade de estruturas eldsticas. Cita-se também o trabalho de WANG, SUN e GALLAGHER/[23]
de 1985, com uma formulagdo da analise de sensibilidade & variagio da forma de estruturas
continuas, baseada na diferenciagdo das equagdes discretizadas do continuo para problemas
estaticos. Observa-se que esse trabalho ainda utiliza as coordenadas dos nés do modelo de e-
lementos finitos como varidveis de projeto. YANG e CHOI[29] utilizam uma parametrizacdo
suave do contorno e o método de contorno, ou seja, utilizando integrais de contorno. Em 1986
surgem trabalhos dedicados a formulagGes mais gerais da andlise de sensibilidade[30].

Em 1986, HAUG, CHOI e KOMKOV([31] rednem a base matemadtica da andlise de sensibi-
lidade de sistemas estruturais desenvolvida pelos autores durante a primeira metade da década.
Esse trabalho apresenta tanto a formulagdo discreta da andlise de sensibilidade (diferenciacéo
das equacdes do continuo j4 discretizadas) para problemas de otimizacio de parimetros, quanto
sua forma continua, baseada na derivada material [32] das equagdes do continuo para anilises
estitica, de autovalor e transiente.

Deve-se citar também o método semi-analitico, que a partir das expressdes do método dis-
creto avalia as derivadas da matriz de rigidez e do vetor de carregamentos por diferengas finitas.
A partir daf, os trabalhos se concentraram na aplicacio desses conceitos em implementagdes
computacionais {33, 34, 35, 36, 37]. Paralelamente busca-se extender a teoria de andlise de
sensibilidade para outros tipos de andlise, principalmente ndo-lineares [38].

Alguns autores [34, 39] apontam vantagens da formulagio analitica sobre a discreta: a
formulacio discreta e semi-analitica exige o conhecimento do cédigo do programa de anilise, em
geral complexos e nio disponiveis; sAo obtidas expresses analitica sem nenhuma discretizacao
ou passo de perturbacdo, sendo particularmente indicado para a otimizacio de forma, a qual é
muito sensivel a problemas de precisio no cdlculo das derivadas. A desvantagem da formulacio
continua € que no caso de sensibilidade & forma se obtém integrais de contorno, justamente
onde o método de elementos finitos ndo fornece resultados precisos. Dessa forma, devem-se
converter as integrais de contorno em integrais de dominio. A precisio obtida na formulagio
continua é analisada por YANG{34] para diversos exemplos de otimizagdo de forma, comparando
a formulagio discreta e as formulagdes continuas de contorno e dominio.

O método de dominio exige a defini¢ao do campo de velocidades de forma em todo o
dominio. SEONG e CHOI{33| desenvolvem o método de camada de contorno para aumentar a
eficiéncia da avaliacio das integrais do método de dominio, definindo o campo de velocidades
ndo nulo apenas em regides do dominic adjacentes ao contorno.

YAQ e CHOI[35] apresentaram dois métodos de determinagio do campo de velocidades:
gerando uma nova malha na geometria perturbada, tomando a diferenca entre esta e a malha
original como o campo de velocidades; e resolvendo um novo problema eldstico com campo de
velocidades no contorno como deslocamentos impostos.

RAJAN e BELEGUNDU{36], para esta finalidade, também formularam um novo problema
eldstico, aplicando carregamentos ficticios em uma estrutura auxiliar, Estes dois tiltimos métodos
geram campos de velocidades de alta qualidade, podendo-se inclusive utilizar esta informagio
para reposicionar os nés da malha original devido & alteragdo da forma, evitando-se a necessidade
de gerar uma nova malha. A desvantagem estd no custo, pois exigem a solucio de um novo
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sistema linear e a avaliacdo de integrais em todo o dominio. O método de camada de contorno
apresenta-se como alternativa de compromisso entre precisao e eficiéncia.

A avaliagio dos erros envolvidos na determinacao de gradientes é discutida por TSENG
e ARORA[37], que discutem uma série de critérios para a verificagio numérica da preciséio da
analise de sensibilidade.

HAFTKA[39] também aponta como alternativa a utilizagdo do método de elementos de
contorno [40, 41] nos calculos de sensibilidade e otimizagio {42] devido a precisio de seus resul-
tados no contorno e & facilidade na geragio de mathas.

Em resumo, pode-se afirmar que as técnicas de andlise de sensibilidade ja estavam bem
definidas ao final da década de 80.

Programas

O perfodo também é marcado pela introdugéo de recursos de andlise de sensibilidade em
pacotes comerciais de andlise por elementos finitos. Por exemplo, o método semi-analitico foi
implementado em programas como Nastran e Eal. Utilizando a formulagio continua da andlise
de sensibilidade como ferramenta de pds-processamento, uma série de implementacoes foram
desenvolvidas utilizando programas comerciais como Ansys[35, 39].

Em termos de implementagoes de algoritmos de programagao ndo-linear para otimizacio
estrutural pode-se citar o desenvolvimento dos programas Ads(43] e Conlin[44].

Livros

Como livros-texto desse periodo podem ser citados os trabalhos de KIRSCH[45], GILL
et al.[46], MANGASARIAN et al. [47], HAUG et al.[31], ARORA[48], LUENBERGI{49] e VAN-
DERPLAATS[50].

1.2.3 Algumas Caracteristicas Atuais

Apds trinta anos de amadurecimento do conceito de sintese estrutural, a otimizagao es-
trutural, no infcio dos anos 90, j4 havia deixado os circulos restritos da pesquisa aeroespacial e
académica e ocupava posicio de destaque nos setores automobilistico, civil e naval. Dessa forma,
programas comerciais de analise iniciam a década incorporando métodos mais sofisticados de
otimizacdo e andlise de sensibilidade [51, 52, 53, 54].

Na década de 90, ocorre uma crescente sofisticacio e generalizagio dos recursos de otimi-
zacdo juntamente com a sofisticagdo das técnicas de andlise, aproximando-os das situacbes reais
de projeto: otimizagdo de forma com geragdo automdtica de malhas em dominios tridimensio-
nais [55], técnicas de otimizacio topoldgica [56], andlise de sensibilidade e otimizago de sistemas
estruturais compostos [57] e de problemas nio-lineares {21, 22]. Entretanto, a utilizagio cada vez
maior da otimizacdo em projetos, juntamente com a expansao dos recursos computacionais, tem
dado origem a uma demanda cada vez maior por eficiéncia e robustez dos programas, motivando
a pesquisa em implementagio computacional.

VANDERPLAATSI58] analisa a evolugio técnica da implementaggo computacional até
1993. Em sua maioria, as praticas correntes de programacio, nas quais os mddulos de oti-
mizagdo sdo adicionados a programas de andlise, sdo barreiras graves ao aumento de eficiéncia
dos programas de otimizagdo. De fato, a maior integragio entre os médulos de otimizagdo e
andlise pode ser obtida por uma implementagdo satisfatéria do cdlculo de derivadas que, na
realidade, constitul a interface entre os dois mddulos. A desvantagem é que essa abordagem
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exige uma reimplementagio de cédigos extensos e complexos dos programas de andlise no caso
de préticas tradicionais de programagao.

Como solugio para essa demanda, varios trabalhos tém sido realizados aplicando conceitos
de programacdo orientada por objetos [59] em solugbes de engenharia [21, 60, 61, 62, 63, 64].
Tal metodologia facilita a incorporagio de uma série de caracteristicas como mantenabilidade
e confiabilidade aos programas, aliada a eficiéncia em seu desenvolvimento e modificagao. Tais
caracteristicas sio altamente necessirias em sistemas computacionais de engenharia, os quais
exigem modificagdes e extensdes freqilentes devido ao acelerado desenvolvimento da teoria e da
pratica [65]. De fato, a abordagem de orientagio por objetos tem sido bastante bem sucedida
em outras areas. Porém, a maioria dos grandes sistemas para engenharia foi criada no inicio
da evolugdo da engenharia de programas e nio exploram os seus novos conceitos, especialmente
a programacao orientada ao objeto. Entretanto, isso ndo deve ser uma barreira para a imple-
mentacao de novos programas.

No campo da programagio matemdtica, ARORA et al[66] discutiram as caracteristicas
atrativas dos métodos de transformacdo (especialmente métodos de Lagrangeano Aumentado,
que sdo mais eficientes que os SUMT’s!) especialmente na solugdo de problemas complexos e de
grandes dimensdes. De fato, tais métodos sio globalmente convergentes? e de implementacio
bastante simples, permitindo criar facilmente rotinas eficientes para uma dada aplicagéo e sendo
entdo muito recomendados para problemas de otimizagio envolvendo restrigGes complicadas alta-
mente nao-lineares. ELWAKEIL ¢ ARORAI67], e 1995, descreveram métodos de determinagao
de pontos vidveis em otimizacao sujeita a restrigoes.

Também se mostra, atualmente, interesse nos métodos de otimizacao global, que ainda per-
manecem como um desafio matematico e computacional. O minimo global (de maneira diferente
dos minimos locais) ndo é caracterizado por nenhuma condigio matemdtica, mas pode ser cal-
culado computacionalmente ainda que com esforgo substancial. Segundo ARORA, ELWAKEIL
e CHAHANDEI68] os métodos nao sao gerais e originalmente foram desenvolvidos para proble-
mas nio restritos, reiterando o interesse nos métodos de transformacéo citado anteriormente.
Uma caracteristica importante é que os métodos de otimizagio global sempre sdo baseados em
computagio massiva, explicando a atragdo por esses métodos, j4 que poténcia computacional é
cada vez mais disponivel atualmente. Nesse campo, também tém sido aplicados os algoritmos
genéticos, principalmente em problemas altamente nao-convexos e nos casos nao-diferencidveis,
pois esta classe de algoritmos nae exige a avaliagdo de gradientes. Segundo HASLINGER et
al.[69], os algoritmos genéticos sao uma opgao interessante em problemas de otimizagao de forma
com tais caracteristicas pois, além de serem métodos de otimizagio global, sdo relativamente
simples e permitem tratar problemas de grande escala.

Recentemente, mostra-se preocupagéo em estimar o erro da discretizagdo na avaliagdo da
anélise de sensibilidade, como no trabalho de FUENMAYOR et ¢l.[70] que extende a estimador
de ZIENKIEWICZ e ZHUI71] para gerar malhas que sejam mais adequadas & avaliagio da
sensibilidade.

Livros

Como livros-texto desse perfodo podem ser citados os trabalhos de BAZARAA et al.{T2],
PERESSINI et al.[73], KODIYALAM e SAXENA[74] e RAO(75].

‘QUMT: Sequential Unconstrained Minimization Technique

2Um método globalmente convergente sempre converge para algum minimo local a partir de qualquer estimativa
inicial. Observe que esta caracteristica nao tém relagio com otimizagio global.
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1.2.4 Conclusoes

Pode-se afirmar qué uma das tendéncias atuais é a busca de implementagoes mais eficientes

e integradas dos algoritmos disponiveis. Isso, de fato, significa:

1.

As implementagoes devem incorporar metodologias de programacio que permitam fécil e
répida atualizacdo e integragio, incorporando ainda os algoritmos mais adaptados a classe
de problemas em questéo.

. A implementacio da analise de sensibilidade se constitui num dos pontos centrais na

eficiéncia e precisio dos programas de otimizagio estrutural.

. No projeto de componentes, a otimizacao de pardmetros néo representa mais um problema

major j4 que os algoritmos e programas disponiveis podem tratar com relativa facilidade
problemas de otimizacdo usuais. Para componentes, o interesse atual se concentra na
obtengao da forma &étima. Esse problema representa uma série de dificuldades além da
prépria programagio matemdtica, como a representagio da geometria, geracio automatica
de malhas e andlise de sensibilidade. A literatura aponta diversas solugBes para cada um
dos problemas, mas a questdo principal é integra-las de maneira eficiente num ambiente
de projeto visando a otimizagao.

. A eficiéncia global de um programa de otimizagdo nao depende somente do algoritmo de

programacao nao-linear mas também do programa de andlise {que deve incorporar técnicas
de andlise de sensibilidade) e da forma de comunicagio entre eles. A implementagio deve
visar uma integracao maxima entre o otimizador e o programa de analise sem comprometer,
entretanto, a modulagio.

Em termos dos algoritmos de programacao ndo-linear, a tendéncia é utilizar algoritmos

mais genéricos. Dessa forma, o desafio é torna-los mais eficientes. E claro que ndo existe

um algoritmo de minimizacio que seja étimo para todos os tipos de problemas, mas é.
desejavel que uma implementacio seja eficiente para o maior niimero possivel de casos de

uma certa classe de problemas. De fato, como o problema de otimizagio € altamente geral,

algoritmos muito especializados podem cair em desuso rapidamente.

1.3 Definigoes Matematicas

1.3.1 Problema de Elasticidade Linear

Considere um corpo eldstico ocupando a regido B € ®°. Convenciona-se identificar pon-

tos do corpo com suas posicles em B, ou seja, x € B se e somente se X pertence ao corpo.
Submetendo o corpo B a um conjunto de agdes externas, podem-se produzir alteragbes em sua
condigio de equilibrio e em sua geometria, definindo um problema geral de movimento de corpos
deformaveis. No caso de corpos eldsticos em equilibrio estatico, cujos gradientes dos campos de
deslocamento sejam pequenos o suficiente para que a hipdtese de linearizagdo da equagac cons-
titutiva do material seja valida, tem-se problemas elastostdticos lineares. O sistema de equagGes
de campo descrevendo o comportamento estatico de um corpo eldstico dentro dos limites da
teoria linear consiste de trés equagdes:

e a relacdo deformacdo-deslocamento

E= -12- (Vu-&-VTu)
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e a relagdo tensdo-deformacdo para pequenas deformagoes
T = C[E]
e e a equagdo de equilibrio
DivT+b=0
onde u é o campo de deslocamentos produzido pelas agoes externas, E ¢ o tensor de
deformacoes, T é o tensor de tensdes, C é o tensor de elasticidade e b, o campo vetorial

de forcas de volume em B.

Dessa forma, o problema misto de elastostatica pode ser colocado como,

Determinar o campo de deslocamentos u tal que

E = % (Vu—i— VTu) = Vu®

T = C[E] (L1)
DivT+b=0 .
com condicées de contorno em 0B,
v=0 x eI
Tn=® xel? (1.2)

< Q [+]

sendo OB = TOUTtUT? e IO N Tt N M= §; I'% é uma regifo do contorno JB sem condigdes
especificadas e n o vetor unitario normal em cada ponto de 0B.

Neste caso, a relagdo constitutiva do material é dada pela lei de Hooke

T =C{E] = 2EE + Atr E)X
sendo,
A(2A+3%) 5
B e D= s

B+ A 2 (;1 +3)

respectivamente, o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material do corpo em
funcao dos coeficientes de Lamé A e fi. O estado eldstico [u, E, T| satisfazendo as equagdes de
contorno é uma solugao do problema.

E=

Devido 4 complexidade da equacdo diferencial do problema elastostdtico, a solugio a-
nalitica é possivel apenas para problemas com geometrias e condi¢bes de contorno bastante
simples. No entanto, com o auxilio da formulagao variacional, métodos numeéricos podem ser in-
troduzidos, possibilitando obter soluges aproximadas para uma grande variedade de problemas.
Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais a partir de consideragdes fisicas sobre o corpo ou
uma técnica de residuos ponderados aplicada & equagdo diferencial do problema, obtem-se o
seguinte enunciado, =

LT(u)-E(v) dV:LBT(u)n-v dA+/8b-v av

sendo T () o tensor de tensdes associado ao campo de deslocamentos reais u; e E (v) o tensor
de deformacdes infinitesimais associado ao campo de deslocamentos virtuais v. Juntamente com
as condicdes de contorno (1.2), a equagdo anterior leva ao seguinte problema variacional cuja
solugdo 6 também solugdo do problema original (1.1) sujeito as condigdes de contorno (1.2):

Determinar o campo de deslocamentos u € V tal que

fBT(u}-E(v) dV:]Pz B-v dA»%/Bb-v Vv VeV (1.3)
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ou de forma resumida,

ap (u,v) =1l (v) YoeV (1.4)
onde ap : VxV — R [, : V — R, ouseja, | € V' dual de V, espaco dos deslocamentos cine-
maticamente admissiveis. No contexto dos problemas estruturais, a equagio acima é chamada
de equacdo de estado. No contexto matematico, diz-se que esta equagdo é a forma fraca da
equacio diferencial do problema e neste caso o espago de Hilbert V € o espago de fungdes onde
as condigdes do problema variacional e de contorno sdo respeitadas. De fato, os problemas de

mecanica em geral, e ndo s os casos elastostiticos lineares, podem ser expressos na forma do
problema variacional® (1.4).

Nos problemas de elasticidade linear, ap (u,v) é um operador bilinear, limitado, coercivo
e simétrico, e Ip (v) um operador linear limitado, segundo a norma do espago V. Desta maneira,
respeitam-se entdo as hipGteses do teorema de Lax-Milgram, garantindo-se a existéncia e a
unicidade da solucdo u. O subscrito p indica a dependéncia em relagao a um vetor de parametros
reais, que nada mais é que o vetor de varidveis de um projeto parametrizado: a cada valor de
p, tem-se um novo projeto, definindo um problema variacional diferente, de onde se conclui que
a solugdo u é um campo vetorial tal que u = u (X, p).

No caso da otimizagdo estrutural, é necessdrio definir funcionais de performance que depen-
dem de p através de uma dependéncia geralmente implicita da solugdo v do problema variacional
(1.4). Nestes problemas, além do valor dos funcionais, também se requer avaliar os gradientes
dos funcionais. Entretanto, como em geral nio se conhece a forma explicita destes funcionais
¢ u somente é conhecido de maneira discreta, exige-se uma formulago que permita avaliar tais
gradientes de forma numérica. A formulagio de andlise de sensibilidade fornece a base tedrica e
computacional para o cdlculo dos gradientes de funcionais que dependem de u, de maneira mais
eficiente que aplicar diretamente uma técnica de diferencas finitas.

1.3.2 Discretizagdo do Problema de Elasticidade Linear

O teorema de Lax-Milgram apenas garante a existéncia e a unicidade da solugdo u do
problema variacional (1.4), nao fornecendo, entretanto, um procedimento para a sua obtengio.
Aplica-se entdo o método de Galerkin para resolver problemas deste tipo.

Método de Galerkin

Seja V um espago de Hilbert real separdvel. Sejam ap : VxV — Relp € V' como antes; o
conjunto {¢;};o; formando uma base de Schauder para V e Vi = span [¢y,...,¢x]. Considere
ap : VN x ¥y — R (ap restrita a Vy) forma bilinear, limitada e coerciva e lp : Vv — R (Ip
restrita a V) linear e continua.

Pode-se entdo considerar o problema aproximado de determinar v!V) & Vy solugio do
problema

ap (um,v) =l (v) YveVy (1.5)
que, da mesma maneira que (1.4}, também satisfaz as condigbes do teorema de Lax-Milgram,
existindo, portanto, um inico utl},

Como uV) € Vy entio,

N
u™ =S uMe; (1.6)

=1

)

) ' - NY
sendo necessdrio apenas determinar os coeficientes (escalares) uE ,i=1,..., N,

3Utilizande o enunciado mais geral do Principio das Poténclas Virtuais.
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Além disso, observa-se que (1.5) é equivalente a
ap (u(N),cbj) =lp{¢;) Vi=1,...,N (1.7)
Substituindo (1.6) em (1.7}, obtem-se que,

N
S ulMap (90,¢65) =lp (@) Vi=1,...,N (1.8)
=1
Tem-se entio um sistema linear N x N com a seguinte forma,
ap (61, 81)  ap(d2.61) - ap(owidn) | [ ul Ip (1)
ap{d1,P2)  ap(d2,42) -+ ap(dn,¢2) u$™ ) e (é2) (19)
ap (61,68) ap (G2, 0n) - ap(@n,ow) | | 4V I (é)

ou, em forma reduzida, Ku = f.

A solucdo deste sistema de equages (tnica de acordo com o teorema de Lax-Milgram)
fornece o vetor de coeficientes u = [ ugN} ugN )L u%\r) ]T e conseqiientemente u(V) a partir
de (1.6).

Resta analisar a gqualidade da solugdo aproximada obtida. Observa~se que dados,

ap (u,v) =1l (v) Vv eV

ap (u(m, v) =Il,(v) WweVy
obtem-se pela subtracio que,
a,,(u—u(m,v)=0 Yv € Vy

Portanto, no caso em que ap, ¢ simétrico?, vé-se que ul) & exatamente a projecio ortogonal de
u sobre Vy com respeito & norma® definida por ap (-,-). Assim, u(™) é a melhor aproximagdo
possivel em Vy medida nesta norma, ou seja

||u — u(N)”ap < JJu — vl Yo € Uy (1.10)

ap

Além disso, como {¢;};-, forma uma base de Schauder, entdo existem {QEN)}?OI tais que
e

ZQE.N}@ — u quando N — oo. Assim, a partir da relagio (1.10) tem-se,

i=x]

<

-

— 0  quando N — o0

N
% — Z agmqﬁi
i=1

ap
implicando que u™) = 4 quando N — .

E claro que a forma da matriz K e do vetor f depende da escolha da base {¢;};2, para
o espago V. Diferentes escolhas sdo possiveis, conduzindo a diferentes métodos numéricos. No
caso do Método de Elementos Finitos, adotado neste trabalho para a solugdo do problema
elastostatico, o dominio B ¢é divido em subdominios elementares B. e as funcoes da base sdo
polindmios por partes.

4UJma forma bilinear coerciva ¢ simétrica é um produto interno do espago V. Assim, sendo um produto interno,
se a{w, v} = 0, ¥v, entdo w = (.
SUma forma bilinear com estas caracteristicas define a norma [Jufl, = v/@p {u,u).
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1.3.3 Problema de Otimizacao
Modelo Matematico Geral

Apesar da forma bastante geral em que se pode apresentar um problema de otimizagao,
define-se um modelo matemdtico geral englobando um grande nimero de possibilidades, da
seguinte forma,

min f(p)
sujeita a
G(P) <0 i=12...,m (1-11)
hi(p)=0 j=1,2,...,p
sendopeR®, [ R — R, g R" —Reh; : R — R Vi, j € . Em geral, o interesse estd
em situacdes onde uma ou mais dessas fungdes sao nao-lineares.

Observa-se que f (p) é a fungdo objetivo do problema. As inequagdes g;(p) < 0 séo
chamadas restrigdes de desigualdade. Pode-se ter um niimero m qualquer de restrigdes de de-
signaldade, sendo simples observar que qualquer desigualdade pode ser colocada nessa forma.
Assumindo que o problema tenha alguma solucdo p* € R", as restrigdes nesse ponto podem ser
tanto satisfeitas na igualdade (restri¢es ativas) quanto na desigualdade (restri¢les inativas).
As equagdes h; (p) = 0 sdo denominadas restrigées de igualdade. Num problema de otimizagao,
deve-se ter sempre p < n. No caso de p = n, a Unica solugio possivel ¢ aquela obtida do sistema
de n equagdes e n incognitas. Se p > n o problema é sobredeterminado, podendo existir equagtes
redundantes ou inexistir solugao.

A regifo Q do dominio onde todas as restrigdes sdo satisfeitas simultaneamente é chamada
regido factivel ou de vigbilidade, ou seja,

Q={peR™g(p)<0,i=12,...,meh;(p)=0, j=1,2,...,p} (1.12)
Dessa forma, resolver um problema de otimizag@o significa determinar o ponto p* € 2

no qual f(p) tenha valor minimo. Se p* existir, denomina-se 0 mesmo como ponto de minimo,
ponto dtimo ou projeto dtimo no contexto de engenharia. ‘

E importante observar que uma vez reduzidos & forma padrio, todos os problemas de
otimizagdo se tornam semelthantes. Dessa forma, os mais variados problemas podem ser anali-
sados de maneira unificada.

Funcionais de Performance Estrutural

Nos problemas estruturais deste trabalho, os funcionais f, g; e h; séo escolhidos dentre os
seguintes:

Massa O funcional definindo a massa do corpo é dado por,
= /B 5(x) dv (1.13)

onde j(x) é o campo escalar de densidade do corpo.

Tensdo Define-se a funcdo de média m, (x} como uma fungio ndo nula apenas em uma regido
B, C B com integral unitéria sobre o dominio da seguinte forma,

i ={ VI xSE
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Considere um funcional de tensac G (T), T = T (u(x)}, envolvendo o critério de falha
relevante do problema, como tensdes principais, von Mises, Tresca, ete. Emn geral, utiliza-
se o seguinte funcional de tensdo média na regiao B, C B,

Jp. 6(T) dV
Jo, 4V

Deslocamento Considere o funcional de deslocamento resultante nos pontos do dominio G (u) =
lu (x)|. Define-se entdo o funcional de deslocamento resultante de um determinado ponto
como,

it = ]B G (T)m, (x) dV = (1.14)

s = }u(xk)i=fg(u)5(x——xk) 4V (1.15)
B

sendo xj as coordenadas do né onde o deslocamento precise ser controlado (x; poderia
ser, por exemplo, as coordenadas do né de deslocamento resultante maximo). Também se
pode definir o funcional de deslocamento de um determinado grau de liberdade,

s = fug ()] = fB s (|6 (x = xx) AV G (u) = Jug (x)]

Energia de Deformagdo A energia de deformacio de B sujeito ao estado eldstico [u, T, E] é
definida pelo seguinte funcional

s = %fBT(“) E(u) dV = -;-/Bc vus] . vuf v (1.16)

1.4 Implementacao

Apesar da metodologia de Programagio Orientada por Objetos ser indicada para o trata-
mento de programas extensos, ainda ha relativamente poucas aplicagées em engenharia. Isto se
deve parcialmente ao fato das primeiras implementacoes de linguagens orientadas por objetos
comprometerem seriamente a eficiéncia. Entretanto, linguagens como C++ tém performance
igual as linguagens procedurais tradicionais. Iisse trabalho visa apresentar os conceitos e os
resultados obtidos na aplicacido de orientagdo por objetos no desenvolvimento de um ambiente
de otimizaco estrutural em problemas lineares.

O desenvolvimento de programas em engenharia exige a necessidade de combinar o tra-
balho de um razodvel niimero de pessoas e a incorporacao freqiiente de novas técnicas. Na
programagio tradicional, existe grande dificuldade de conciliar produtividade e qualidade no
desenvolvimento de programas, pois a estrutura de dados subjacente do programa é manipulada
diretamente. As estruturas de dados exigidas para o armazenamento e manipulagio de dados
de maneira eficiente sao geralmente complexas e sua minima alteragio exige a revisdo de todo
o cédigo na procura de dependéncias. A programagio orientada por objetos introduz a carac-
teristica de encapsulamentc de informacgoes no desenvolvimento de tipos abstratos de dados,
realizado em C-++ através da construcdo de classes. O encapsulamento permite controlar a
visibilidade dos dados, impedindo o acesso direto & estrutura de dados subjacente. Neste caso,
acesso e manipulacdo dos dados somente sdo feitas por envio de mensagens, através da inter-
face ptblica formada por funcBes associadas aos dados. Essa caracteristica permite que sejam
implementadas estruturas de dados eficientes mantendo uma interface de utilizagéo simples.

Um ambiente de otimizacdo estrutural geralmente é desenvolvido através da incorporagao
de médulos de andlise de sensibilidade e de otimiza¢io a um programa de andlise estrutural
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j4 existente. A eficiéncia desse ambiente depende nao s6 da implementagdo de cada um dos
médulos, mas também da forma como tais médulos trocam informagdes durante o processo de
otimizagio. Através da formulagéo continua da anélise de sensibilidade, obtém-se um algoritmo
de calculo de gradientes, o qual ndo requer detalhes da implementagio do programa de anélise
estrutural. Tal algoritmo ¢ entdo implementado como uma classe, sendo o modelo de elementos
finitos do problema um dos dados dessa classe. Assim, tem-se acesso as caracteristicas de modelo
e da analise mantidos na memdria, ao invés da solugio usual de trocar informacdes através de
arquivos de dados. O algoritmo de otimizagio € implementado através da derivagio da classe
de analise de sensibilidade. Cada tipo de funcional de performance é implementado através de
heranca de uma classe genérica de funcionais. Assim, o acesso as fungdes de avaliagio ¢ feita de
maneira dnica, independente do tipo de funcional acessado. Isso também permite a incorporagédo
de novos tipos de funcionais sem exigir alteragoes.

1.5 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho foi desenvolver uma base de programas para a otimi-
zacio de pardmetros e de forma em problemas lineares, considerando exemplos de elasticidade
linear. Para isso, considerou-se como algoritmo de minimizagao o procedimento de pontos inte-
riores de Herskovits[17, 18, 19]. Para o calculo dos gradientes de funcionais envolvidos, partiu-se
da analise de sensibilidade continua desenvolvida em [31]. Foram empregados os conceitos de
programagio por objetos através da linguagem C++ para o desenvolvimento dos programas,
permitindo obter ganhos considerdveis em termos de eficiéncia, modulagio e portabilidade do
codigo.

O texto a seguir apresenta os principais pontos do trabalho. No Capitulo 2, considera-se
um revisio do problema de otimizag¢do e procedimentos numéricos para a solugdo do problema
de minimo [48], destacando o algoritmo de pontos interiores de Herskovits. Nos Capitulos 3 e 4,
abordam-se, respectivamente, as formulages continua da andlise de sensibilidade & pardmetros
e 3 forma. Finalmente, no Capitulo 5 tem-se aspectos da implementagdo de classes para os

algoritmos descritos. Os resultados da aplicagdo dos procedimentos séo apresentados ao final de
cada capftulo.



Capitulo 2

Métodos Numéricos para Otimizagao

Uma vez estabelecidos os funcionais de performance e as varidveis de projeto definindo o
problema de otimizagio, devem-se determinar as estratégias que permitarn determinar a solugao.
Assumindo que os funcionais do problema possuem derivadas continuas, as condigGes necessdrias
de Karush-Kuhn-Tucker estabelecem os requisitos a serem satisfeitos em pontos estaciondrios
de funcionais sujeitos a um conjunto de restricdes. Como os problemas praticos sdo geralmente
nio-lineares, de grandes dimensdes e implicitos das varidveis de projeto, € necessdria a aplicagao
de métodos numéricos de solugdo. Entretanto, como os problemas de otimizacao estrutural tém
caracteristicas que os tornam diferentes dos problemas provenientes da programagio matematica,
devem ser considerados critérios especificos para a escolha dos algoritmos.

Assim, o objetivo desse capitulo é estabelecer as condigdes de otimalidade, analisar as
caracteristicas de alguns métodos numéricos a partir de sua formulagio, apresentando um algo-
ritmo com um comportamento razodvel na solu¢io de problemas estruturais e implementar um
moédulo de otimizacdo de projetos. Deve-se deixar claro, entretanto, que a funcgio do mddulo de
otimizacio é apenas gerar um novo projeto a partir dos valores dos funcionais e gradientes no
projeto corrente. J4 os cdlculos destes valores sdo atribuigdes respectivamente dos médulos de
andlise e de andlise de sensibilidade, que serfio tratados posteriormente.

2.1 Condicgoes de Otimalidade

2.1.1 Condigoes Necessarias de Karush-Kuhn-Tucker

Apés formular o problema geral de otimizacio (1.11), deve-se analisar a existéncia ou nao
de soluctes. As condigdes que devem ser satisfeitas no ponto 6timo sdo chamadas condigdes
necessdrias de otimalidade. Em outras palavras, qualquer ponto que nao satisfaga as condigGes
de otimalidade ndo pode ser um ponto 6timo. Entretanto, as condigdes necessirias fornecem
apenas pontos candidatos a solugdo. As condigdes suficientes, por sua vez, fornecem subsidios
para julgar se os pontos candidatos sdo realmente solugdes do problema. Os pontos satisfazendo
simultaneamente as condicies necessérias e suficientes serdo possiveis solucbes do problema de
otimizacdo!. Entretanto, as condigdes de otimalidade permitem analisar apenas a existéncia de
minimos locais. A determinacio de uma solugio global é mais complexa, se baseando apenas
em estratégias computacionais pois ndo existe caracterizagfo matemdtica geral de pontos de
minimo global.

As condicdes de otimalidade podem ser aplicadas de duas formas:

1¥ntretanto, se as condigbes suficientes ndo forem satisfeitas ou ndo puderem ser aplicadas nio serd possivel
concluir se o ponto é ou ndo Stimo.

18
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1. Dado um ponto, as condicfes de otimalidade podem ser usadas para verificar se este é ou
ndo um candidato a étimo.

2. As condigdes de otimalidade podem ser resolvidas diretamente para determinar os pontos
candidatos a minimo.

A seguinte definigdo é usada no enunciado das condigdes de otimalidade.

Definicdo 2.1 Ponto Regular. Um ponto p* € ) (equacdo (1.12)) € dito regular se os vetores
gradientes das restrigdes de igualdade e de desigualdade ativas forem linearmente independentes
em p*.

Teorema 2.1 Condi¢des necessdrias de Karush-Kuhn-Tucker (primeira ordem). Seja

p* € § (1.12) um ponto regular que € ponto minimo de um problema de otimizagdo na forma
geral (1.11)

min f (p)
sujeita a
gi{p) <0 1=1,2,...,m
hj(p)=0 j=1,2,...,p
Logo devem ezistir multiplicadores de Lagrange A* € R™ e p* € RP tais que o Lagrangeano
do problema, definido por

L{p,A )= +ZA191 (p) + Zut ; F(@) +ATg(p)+u"h(p) (2.1)
=1

seja estaciondrio (VpL = O ) com respeito a p*, A* e p*, ou seja,

* P
%—afpj P, Zx*ag’;*:)+2 6ha;i’)mo i=1,2,...,n (2.2)
g (p*) <0 i=12,...,m (2.3)
Mg () =0 i=12..,m (2.4)
hi (p*) =0 i=1,2...,p (2.5)
e )
Ar>0 i=1,2,...,m (2.6)

As equagdes (2.2), (2.3}, (2.4) e (2.5) definem um sistema de n + 2Zm + p equagles e
n + 2m + p incégnitas: p* € R®, A" € R™, p* € RPe os m valores g; (p*) que também sdo
incognitas de (2.4). As condigtes de Karush-Kuhn-Tucker sdo resolvidas da seguinte forma:

1. Primeiro solucionam-se as equagdes (2.4), denominadas condigdes de ativagdo. Tais condi-
¢Bes sdo facilmente resolvidas anulando ora os multiplicadores A;, ora as fungbes g;. Este
procedimento fornece os diversos casos de solugio (2™ casos normais mais o caso trivial
onde A; = 0 e g; = 0) nos quais as equagdes (2.2), (2.3) e (2.5) serdo resolvidas. As
condigdes de ativagdo simplesmente fornecem todas as combinagoes possiveis de restrigoes
de desigualdade ativas e inativas®.

2Dle fato, estas condigbes apenas enunciam a conclusio de que somente as restrigiies ativas sao relevantes para
a solugso do problema. Contude, durante a formulagio de um problema geral de otimizagio, nunca se sabe o
priori quais restrigdes de desigualdade serdo ou ndo ativas, sendo portanto introduzidas mais restrigbes do que
necessario. Em problemas de menor escala, iss¢ pode ndo ser um problema grave, mas no case de problemas
de grandes dimensdes (tratados numericamente), de um total de vérias centenas de restrigdes, apenas algunas
dezenas serdo ativas na solugao.
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Figura 2.1: Significado geométrico das condi¢bes de Karush-Kuhn-Tucker

2. Resolve-se o sistema formado por (2.2), (2.3) e (2.5) para cada caso de soluc@o obtido no
passo 1. Deve-se observar que o sistema pode ou ndo ter solugao nestes casos.

3. Verifica-se a condicgio (2.6) para o conjunto de solugdes calculado no passo 2. Solugdes
com todos A} > 0 ndo podem se méximos locais.

As condigdes de Karush-Kuhn-Tucker tém um importante significado geométrico, como
ilustrado na Figura 2.1. Reescrevendo (2.2), tem-se,

m P
~Vpf (P*) =3 XVpg:(P") + 3 i Vphi (p¥) (2.7)

i=1 i=1
A equacdo (2.7) mostra que no ponto estaciondrio, o oposto do gradiente da fungdo objetivo
(direcdo de decréscimo maximo) é uma combinagdo linear dos gradientes das restrigdes ativas,
sendo os multiplicadores de Lagrange os coeficientes dessa combinagio. Assim, pode-se observar
que qualquer agdo no sentido de minimizar ainda mais a fungdo f viclaria necessariamente
alguma restricio. Dessa forma, f{p") é o menor valor possivel da fungio f(p) sujeita as

restrigoes impostas.

As seguintes consideragdes devem ser feitas acerca das condigoes necesséarias de Karush-
Kuhn-Tucker de primeira ordem [48}:

1. Os pontos satisfazendo as condigdes {2.2) a (2.5) podem ser restritos ou irrestritos. Os
pontos sdo irrestritos se ndo houver restricdes de igualdade e as restrigdes de igualdade
forem todas inativas. Tais pontos podem ser minimos locais, méximos locais ou pontos de
inflexdo.

2. Se houver restrigies de igualdade e as restrigdes de desigualdade forem todas inativas,
entdo os pontos satisfazendo as condigbes (2.2) a (2.5) sdo apenas estaciondrios. Podem
ser mfnimos locais, méximos locais ou pontos de inflex&o.

3. Se alguma restricio de desigualdade é nula e seu multiplicador é positivo de acorde com
(2.6), entdo os pontos satisfazendo as condicdes (2.2) a (2.5) nfo podem ser méximos da
fungéo objetivo. Tais pontos, entretanto, também podem ndo ser minimos do problema.
Isso vai depender das condigdes suficientes.
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2.1.2 Condigdes Suficientes de Otimalidade

A solucio das condigBes necessarias (2.2) a (2.5) fornece um conjunto de pontos candidatos
que devem ser analisados em busca dos pontos de minimo. Nesse sentido se coloca o teorema
de Weierstrass, que garante a existéncia de um minimo global para a fungdo f (p), se esta ¢
continua e a regifo factivel Q é fechada e limitada. Como vérios problemas distintos podem ser
formulados através de um modelo geral de otimizagio nio se pode garantir a continuidade da
funcio f (p) para todas as situagoes.

Entretanto, no contexto de problemas estruturais, onde as hipéteses de continuidade do
material sejam vélidas, funcdes envolvendo relagdes de grandezas como volume, deslocamento,
tensdo, fregiiéncia natural, propriedades de material e carregamento, apresentam continuidade
em alguma regifio do dominio R". Tal regido deve estar matematicamente bem definida por
restrigbes convenientes em um problema bem colocado. Além disso, ter um dominio {2 fechado
¢ limitado ndo representa uma dificuldade muito grande. Primeiro porque as restrigbes sdo da
forma g; (p) < 0 ou h; (p) = 0 permitindo definir uma regiao fechada e limitada. E ainda muito
comum incluir no conjunto de restrigdes um intervalo real fechado de valores que cada varidvel
de projeto pode assumir3, ou seja, Pimin < Pi < Pimax-

A partir dai, pode-se afirmar que um problema de otimizagdo bem definido respeita as
hipéteses do teorema de Weierstrass e assim, algumas das solugbes sdo minimos (locais ou
globais) do problema. Se o problema é de programagdo conveze, ou seja, todas as fungbes
envolvidas sdo convexas e definidas numa regido de viabilidade convexa, todo minimo local €
também um minimo global do problema. Mas como a hipdtese de convexidade é muito severa,
o teorema seguinte fornece condigdes suficientes menos exigentes para caracterizar um ponto de
minimo.

Teorema 2.2 Condicdes suficientes para problermas gerais de otimizagdo. Seja p* um
ponto satisfazendo as condigbes necessdrias de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker para um
problema geral de otimizagdo. Define-se a matriz hessiana do Lagrangeano do problema como

m P
VIL(p*) = V3f(p") + > AVigi(p") + Y wVahi (p*) (2.8)
i=1 i=1
Definem-se ainde diregdes vidveis ndo-nulas d, d # 0, como as solugoes do sistema formado
pelas equacbes (2.9) e (2.10).

Vohfd=0 i=1,2,...,p (2.9)

Vpegid=0 Vil<i<m | A>0 (2.10)

Vogtd <0  Vi1<i<m | A =0 (2.11)
Se

dTviL(p*)d >0 (2.12)

entdo p* € um ponto de minimo local isolado.

E importante notar que se a matriz V%L (p*) é positiva-definida, ou seja, a condigio (2.12)
é respeitada para qualquer d ndo-nulo, entdo p* satisiaz a condigdo suficiente para um ponto de
minimo local isolado, néo sendo necessdria nenhuma verificagdo adicional, segundo o teorema
seguinte.

Teorema 2.3 Condicdo suficiente forte. Seja p* um ponto satisfazendo as condigées ne-
cessérias de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker para um problema geral de otimizagdo.

3De fato, uma das preocupagies durante a formulagio de problemas reais de otimizacio é impor limites
explicitos & evolugio do processo de solugdo, com ¢ objetive de prevenir uma possivel divergéncia devido a
problemas numéricos.
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Logo, se a matriz hessiana do Lagrangeano do problema em p*, V?,L (p*) definida por (2.8), for
positiva-definida, entdo p* € um ponto de minimo isolado.

Entretanto, se VzL {p") ndo é positiva-definida, entdo nio se pode obter a mesma con-
clusfio. Neste caso, deve—se calcular d através de (2.9), (2.10) e (2.11), avaliando-se condigio
(2.12) em seguida.

Um caso freqiiente em algumas aplicagdes (como por exemplo em programagio linear)
ocorre quando o nimero total de restrigdes ativas {com pelo menos uma desigualdade) num
ponto candidato p* € igual ao nimero n de varidveis de projeto. Como p~ satisfaz as condigdes
(2.2) a (2.5), os gradientes das restrigbes ativas sdo linearmente independentes. Dessa forma, a
tinica solugio para o sistema (2.9) e (2.10) é a trivial d = 0, onde o Teorema 2.3 ndo pode ser
aplicado. Entretanto, como d = 0 ¢ a tnica solugdo possivel, ndo existem diregges vidveis na
vizinhanga de p* nas quais a fungio objetivo possa ser reduzida ainda mais. Assim, o ponto p*
é um minimo local do problema.

2.1.3 Significado dos Multiplicadores de Lagrange

A solugio do sistema de equagdes (2.2) a (2.5) fornece, além dos pontos candidatos a
minimo, os respectivos multiplicadores de Lagrange das restricoes em cada um desses pontos.

Os multiplicadores de Lagrange sdo importantes na andlise de pds-otimalidade, ou seja, na
andlise da solugio 4tima e suas relagdes com a variagao de alguns pardmetros da formulagao do
problema. Os multiplicadores de Lagrange fornecem informagio sobre a sensibilidade da fungéo
objetivo & variagio dos limites das restricdes. Se o problema foi resolvido na sua forma geral,
com ¢; (p) < 0 e h; (p) =0, isto é com os limites das restrigbes iguais a zero, os multiplicadores
podem ser usados para estudar o beneficio de se relaxar uma restrigao (adotar um limite maior
que zero) ou a penalizagio em torns-la mais severa (assumir um limite menor que zero). Neste
casos, tem-se, respectivamente, uma ampliagdo ou reducio da regifo factivel {2, facilitando ou
dificultando a obtengdo do minimo.

Considere a seguinte modificagio do problema de otimizagio original (1.11):

min f(p)
sujeita a
5 (p) < & i=1,2,..,,m (2.13)
hi{p)=b; =12,
onde & e b; sdo pequenas variagdes na vzzmhanga de zero. Naturaimente, a solug&o 4tima p* e
a funcdo custo do problema perturbado dependem dos vetores & e b, ou seja, p* = p* (5, b)
f=75e b) No entanto, a relagdo explicita de f em fungiio de & e b nio é conhecida. Contudo,

o seguinte teorema permite calcular implicitamente as derivadas parciais 8 f/0g; e 8f/8b;.

Teorema 2.4 Sensibilidade & variacdo das resiriges. Seja g;(p), i = 1,2,...,m e
hi(P), i =12,...,p, com duas derivades continuas. Seja p* um ponto regular que juntamente
com os multiplicadores ! e pf, satisfaz tanto as condigdes necessdrias de Karush-Kuhn-Tucker
(2.2) a (2.6) quanto as condigdes suficientes do Teorema 2.2. Se para cada g; (p) = 0, € verdade
que A} > 0, entdo a solugdo p* (&,b) do problema modifidado (2.13) ¢ uma fungo continua-
mente diferencidvel de b e & em alguma vizinhange de b= 0 e & = 0. E ainda,

of (p (0,0)) _ .

e =M i=12..m (2.14)
(0,0
UEON Ly aa o

Este teorema fornece os valores das derivadas implicitas da fungéo objetivo com respeito
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aos pardmetros do lado direito das restrigdes para o problema escrito na forma padrio (1.11).
Uma vez conhecidos estes valores, pode-se obter uma expansio em série de Taylor da funcio
objetivo em termos dos &; e b; e estimar suas variagdes se 0s limites das restrigtes forem alterados.

Empregando (2.14) e {2.15), a expansdo em série de Taylor de primeira ordem da fungéo
objetivo em torno de (€, b) = (0,0) ¢, , dada por,

f&by = f(o 0)+Zaf © 0)‘ Zaf(o Q)} (2.16)
7

0b;
= [(0,0) “Z/\?éi - Zu;bj
i J
Logo,
F(8DB) = F(0,0)=Af==> XN& - ub; (2.17)
i J
A partir da equagio (2.16), pode-se entender o significado da expressio (2.6). Se uma
determinada. restricio de desigualdade estd ativa na solugao, significa que a fungdo objetivo
nio pode assumir valores ainda menores sem violar esta restrigo. Assim, se tal restrigao for
relaxada tomando-se & > 0, expande a regido vidvel, permitindo obter mais pontos candidato a
minimo, com o possivel decrescimento da fun¢o custo. Assim, a funcdo objetivo deve ter uma
variacdo negativa em (2.17). Observa-se ainda em (2.17) que se A} < 0 entdo a relaxagio da
restrigio com & > 0 resulta num aumento no valor de f, o que é uma contradigao implicando
numa penalidade ao se relaxar o conjunto de restrigdes. Logo € necessério que A} > 0. No caso
de restri¢des de igualdade, entretanto, ndo se tem nenhuma relagdo. Por isso ndo hé nenhuma
exigéncia quanto ao sinal dos multiplicadores de Lagrange das restrigdes de igualdade.

Por fim, quanto maior o valor absoluto de um multiplicador de Lagrange, mais influente
é a modificacao da.respectiva restri¢do na variagio do resultado obtido. Além disso, o sinal do
multiplicador de uma restri¢io de igualdade informa o sentido de tal variagao.

2.2 Métodos Numeéricos — Conceitos Gerais

Apesar de fornecerem a base tedrica para a determina¢do de pontos de minimo em pro-
blemas genéricos, as condigtes de Karush-Kuhn-Tucker ndo fornecem um procedimento geral
aplicdvel a uma grande variedade de problemas priticos. Nesse sentido, a utilizagdo de ferra-
mentas numéricas da programacio matemadtica se torna necessdrio.

ARORA[14, 15] e VANDERPLAATS(5], no inicio da década de 80, demonstraram a neces-
sidade de dispensar atencdo especial as caracteristicas especificas dos problemas de otimizagio
estrutural. De fato, ndo é possivel relacionar a performance de um algoritmo em um problema
de programagdo matematica com o seu comportamento em problemas de otimizagéo de proje-
tos. A razdo é que problemas de programacio matematica consistem de fungdes explicitas, de
pequena dimensio e pequeno ntimero de minimos locais. Assim, os problemas de programagao
matematica sao em geral triviais em termos do tempo computacional de uma andlise. Dessa
forma, em tais problemas normalmente se utiliza uma combinagio de tempo de CPU, tempo de
preparacdo, facilidade de uso, ete., como aspectos principais de um cédigo. Conseqiientemente
um programa pode parecer muito bom mesmo exigindo centenas de avaliagbes da fungio obje-
tivo e das restricdes para resolver um problema de apenas trés ou quatro varidveis. O custo da
aplicacdo de tal c6digo em um problema complexo de andlise € proibitivo.

Isto sugere que, em problemas préticos de projeto, somente dois critérios sao significativos.
Em primeiro lugar, se o algoritmo e sua implementa¢ic sdo confidveis em atingir um minimo
aproximado a partir de um ponto inicial arbitrdrio. E segundo, se o programa realiza o menor
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niimero possivel de avaliagdes das fungbes do problema e de seus gradientes.

291 Forma Geral do Problema de Otimizagao Estrutural

Do ponto de vista de aplicagio, um cédigo de otimizagao ¢ utilizado juntamente com um
programa de andlise. No campo da engenharia estrutural, a técnica de andlise mais utilizada ¢
sem divida o método dos elementos finitos, tanto por sua precisdo quanto pela sua versatilidade.
Dessa forma, é interessante analisar as caracteristicas de um problema de otimizagdo cuja etapa
de anglise é feita via elementos finitos.

Pode-se reescrever o problema, geral de otimizagdo (1.11) para o contexto estrutural como,

min f (p,u(p)) |
sujeita a
g(pu(P)<0  i=12...m (2.18)
hj(p,u(p))mﬂ j=1725"~1p
com u satisfazendo a equacio de equilibrio de elementos finitos K (p) u = f (p). Observa-se que
p é o vetor das varidveis de projeto; u é um vetor de N deslocamentos nodais, sendo N o niimero
de graus de liberdade da discretizagio em elementos finitos da estrutura; K (p) é a matriz de
rigidez da estrutura; e f ¢ o vetor de carregamentos aplicados. Observe que a formulagdo (2.18)
é exatamente a mesma indicada em (1.11), sendo apenas enfatizada a dependéncia implicita em
relagio a u. '

O problema (2.18) tem as seguintes caracteristicas:

1. O problema ¢ geral, isto é, nenhuma hipétese ¢ assumida em relagéo a forma das funcgoes
objetivo e de restrigio. Apenas se exige que a primeira derivada exista em todos os pontos
de Q. Esta nio é uma restricio severa pois quantidades, tais como tensfes e desloca-
mentos, consideradas em problemas de otimizagio sao geralmente fungdes continuamente
diferencidveis das variaveis de projeto.

2. Como se pode observar em (2.18), as fun¢des f, g; e h; sdo geralmente implicitas nas
variaveis de projeto. Logo, f (p,u) depende do vetor de deslocamentos u que por sua vez
depende de p através da equagio K (p) u = f (p). Dessa forma, a avaliagio das fungdes e
de seus gradientes ¢ muito cara devido & essa dependéncia implicita.

3. O problema de projeto étimo ¢ altamente néo-linear e em geral ndo-convexo. Assim,
podem existir muitos minimos locais.

4. O problema é tipicamente de grandes dimensdes, ou seja, envolve geralmente grande
ntimero de varidveis e restrigoes.

Em resumo, o custo computacional de analise do projeto pode ser muito alta.

2.2.2 Convergéncia de um Algoritmo

Um algoritmo é classificado como globalmente convergente se alcanga um minimo local a
partir de um ponto inicial arbitrdrio. Fica evidente a partir dessa definicio que a convergéncia
global é uma indicagéo de robustez e confiabilidade, mas ndo de eficiéncia. Este critério é usado
como um ponto basico no estudo dos vdrios métodos e ndo deve ser confundido com o problema
de determinagdo de minimo global.

A convergéncia global é uma exigéncia importante porque permite utilizar o recurso da
otimizagdo com confianga. A implementacio numérica dos algoritmos devem também exibir
propriedades de convergéncia global.
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De acordo como o teorema de convergéncia global de Zangwill, apresentado em {49], as
trés principais exigéncias de um algoritmo globalmente convergente sao:

1. A seqiiéncia de pontos p'®) gerada pelo algoritmo deve estar contida em um conjunto
compacto,

2. Deve haver uma funcio de decréscimo para o algoritmo.

3. O algoritmo deve ser fechado fora do conjunto de solugGes.

A exigéncia 1 garante a existéncia de uma solugdo se o conjunto {2 for fechado e limitado?.
Isso é obtido se todas as funcdes do problema forem continuas. A exigéncia 2 significa que a
cada ponto gerado, o valor da funcdo de decréscimo diminui. Um progresso adequado de um
algoritmo em dire¢do a um minimo pode ser monitorado com a identificagio de uma fungéo de
decréscimo. No caso de problemas de minimizagdo irrestrita, a fungio objetivo é obviamente
a fungio de decréscimo do problema, mas em problemas sujeitos a restrigdes, diversas fungoes
de decréscimo tém sido usadas. A exigéncia 3 implica que o algoritmo deve ser tal que o vetor
diregdo de busca seja uma funcio continua das varidveis de projeto. Isto significa que uma
direcio de busca conveniente pode ser determinada a cada iteragao, ou seja, um decréscimo
em diregdo ao minimo pode ser mantido. Esta exigéncia também evita oscilagbes na fungio de
decréscimo.

As exigéncias anteriores sdo bastante razodveis para muitos problemas de mecénica estru-
tural.

2.2.3 Estado das Restrigoes em um Ponto

Considere as seguintes situagbes para as fungbes de restrigio de um problema de oti-
mizacao:

¢ Restricio Ativa. Uma restricdo estd ativa em um ponto p®) se tal restrigio é satisfeita
na igualdade, i.e, g; (p(’“)) = 0 ou hy (p(k)) = Q.

e Restricio Inativa. Uma restrigio de desigualdade est4 inativa em um ponto pt*) se tal
restricio é satisfeita na desigualdade, i.e, ¢; (p(’“)) < 0.

s Restricdo Violada. Uma restri¢io de desigualdade estd violada em um ponto p'*) se tem
valor positivo nesse ponto, g; (p{k}) > (0. Uma restricdo de igualdade estd violada se tem

o valor diferente de zero, h; (p(k)) # (. Observe que por estas definigdes, uma restrigio
de igualdade somente pode estar ativa ou violada em um determinado ponto p'®),

o-Restri¢do £-Ativa. Qualquer inequagio g; (p(k)) < 0 € dita estar e-ativa em um ponto
p¥} se g; (p(k)) < (), mas g; (p(k}) +& > 0, onde € > 0 é um nimerc pequeno arbitrario.

Uma restricio g-ativa para um ponto p*) significa simplesmente que p®) € Q, mas estd
arbitrariamente préximo do contorno de (3.

O conjunto formado pelas restricbes ativas, c-ativas e violadas é chamado de congunto
potencialmente ativo ou simplesmente de conjunto ative.

*Em espagos de dimensfo finita, um conjunto fechado e limitado é um conjunto compacto.
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I importante que num dado algoritmo, o conjunto potencialmente ativo do problema sofra
pouca ou nenhuma oscilagio. Em outras palavras, um algoritmo deve ser estavel o suficiente para
identificar rapidamente as restrigdes relevantes ao problema. Mais ainda, € muito interessante
que este algoritmo, apds um niimero pequeno de iteragdes iniciais, tenha a capacidade de apenas
utilizar o conjunto potencialmente ativo da iteragdo corrente em seus célculos.

Qualquer técnica que utilize apenas o conjunto potencialmente ativo nos calculos da i-
teracio (sendo portanto necessirio avaliar apenas os gradientes desse conjunto de funcoes) é
chamada de estratégia de restricdes potenciais ou estratégio de conjunio ativo.

Como afirmado anteriormente, em problemas de otimizagdo estrutural a parcela mais
significativa do custo computacional reside na avaliagdo dos funcionais e de seus gradientes.
Dessa forma, a eficiéncia de um método de otimizacdo para problemas estruturais depende
diretamente de sua capacidade de incorporar alguma estratégia de restrigbes potenciais [14, 48|.

2.2.4 Normalizagao das Restrigoes

As restricbes potencialmente ativas sdo utilizadas para calcular tanto a direcio de busca
quanto o tamanho de passo a cada iteracdo. Entretanto, diferentes fungdes de restrigido podem
ter ordens de grandeza bastante distintas. Por exemplo, num problema de mecanica estrutural,
restrigdes de tensdo tem ordem de grandeza muito superior daquelas de deslocamento. Se tais
restricoes fossem violadas, seria dificil avaliar comparativamente a severidade de tais violagdes.

Ao contrario, se as restrigbes nao forem normalizadas, o mesmo valor £ pode ser conve-
nientemente aplicado a todas as restriges, evitando-se também problema de condicionamento
numérico ac se fazer operagdes entre valores de ordens de grandeza muito diferentes.

Entretanto pode ser bastante dificil normalizar algumas restricées. Por exemplo, o limite
inferior de algumas restrigGes pode ser zero impedindo a normalizagao com respeito a esse limite,
ja que a divisao por zero € impossivel. Além disso, o processo de normalizaciio pode transformar
restrigdes lineares em nao-lineares, o que é bastante inconveniente. Nestes casos, diferentes
formas de normalizacdo devem ser aplicadas ou mesmo manter as restri¢des na forma original.
Daqui em diante todas as restrigoes serdo consideradas normalizadas.

2.3 Meétodos Numéricos — Algoritmos

Devide ao grande nimero de algoritmos de otimizagdo, torna-se importante considera-
los comparativamente, de modo a determinar quais os métodos mais eficientes, assim como as
caracteristicas mais interessantes que um algoritmo deve possuir. Os métodos discutidos a seguir
nio se baseiam em nenhuma estrutura especial do problema, como convexidade, podendo ser
aplicados a problemas genéricos de programacio ndo-linear. Dessa forma, métodos tais como
programagao geométrica, critérios fisicos de otimalidade e métodos que exigem interagao com
o usugrio durante o processo iterativo ndo serao considerados. Apesar de tais métodos serem
eficientes em situagdes especificas, ndo sdoc de propdsito geral o bastante para serem combinados
com programas de andlise de engenharia, em particular de elementos finitos.

Pode-se dividir os métodos de programagio matemadtica em duas categorias {14]:
1. Métodos Primais.

2. Métodos de Transformacdo.

Os métodos primais tratam diretamente o problema em sua forma original. Seréo discuti-
dos brevemente 0s métodos de programacio quadritica seqliencial, gradiente projetado, diregGes
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visgveis, critério de otimalidade, programacio linear seqiiencial e métodos de projegao. Os
métodos de transformacio convertem o problema original sujeito a restricbes em uma seqiiéncia
de problemas irrestritos.

A maioria dos métodos resolve o problema (1.11) gerando uma seqiiéncia {p(k)} dada por

p+D) = p#) g a®) (2.19)

onde o escalar ti, é 0 passo na iteracio k e d'®) é uma direcdo de decréscimo da fungdo de descida
@, tal que,

© (p("“)) < (p(’“)) ou @ (p(k) + tkd(k)) <y (p(k)) (2.20)
sendo t calculado de modo a impor um decréscimo adequado a ¢. Dai pode-se observar que

a auséncia de uma fungio de descida impede a determinagio conveniente do tamanho de passo
t:, ndo podendo ser garantido o decréscimo da fungdo de custo a cada iteragao.

2.3.1 Métodos Primais
Métodos de Programacio Quadratica Recursiva

Os métodos de programacio quadratica recursiva {72] empregam o método de Newton ou
métodos quasi-Newton para resolver diretamente as condigbes necessdrias de otimalidade. Tais
métodos se tornaram populares devido as suas caracteristicas de forte convergéncia. Assim,
podem determinar qualquer solugdo das equagdes (2.2) a (2.5), mesmo um ponto de méximo
local.

Por isso, ao invés de procurar qualquer solugdo do problema original, emprega-se uma
pequena variante desse método, originando um subproblema quadratico de minimizagdo, cujas
condices de otimalidade si0 as mesmas do método original, mas que tende a dirigir o processo
iterativo para solugbes melhoradas em relagdo a estimativa inicial. Dessa maneira, obtem-se
o subproblema de minimizagdo de uma aproximagio quadritica do Lagrangeano do problema
(1.11), sujeito a uma aproximagio linear das restriges a cada iteragdo k. Assim, este tipo de -
procedimento é também conhecido como método do Lagrangeano projetado ou Lagrange-Newton.
Este método determina tanto a solugdo primal quanto a dual (multiplicadores de Lagrange).

Um algoritmo genérico de SQP (Seguential Quadratic Programming) pode ser estabelecido
como,

Passo 1. Ajuste & = 0; estime um projeto inicial p?; os escalares £ € (0,1) e g > 0; e uma
matriz positiva definida Q©).

Passo 2. Resolva o subproblema quadrético em pt*);

min 1d7QWd + VS (p®)" + 7 (p%)

sujeita a
T
g (™) + Vgi (p™) " <0 ie T,
T
onde I é um subconjunto de I,, = {1,2,...,m}.

A solugio 6 d®, A% 48) onde AFle u{#)¢ o conjunto dos multiplicadores de Lagrange
associados as restrigdes do subproblema guadrético. Se “d(k)l; < &, entdo pare. Senio,
continue.
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Passo 3. Determine o tamanho de passo tg implicando num decréscimo da fungio de descida e
obtenha um novo passo a partir de (2.19).

Passo 4. Atualize ng41, Q*+1}- ajuste k = k + 1 e volte ao passo 2.

Varios métodos podem ser obtidos com diferentes escolhas da fungdo de decréscimo, es-
tratégia de busca linear e a incorporagio (ou nio) de alguma estratégia de conjunto ativo, de
modo que I seja apenas o conjunto das restri¢bes de desigualdade potencialmente ativas (as
restricoes de igualdade sempre sdo potencialmente ativas). Em geral, adota-se para a matriz
Q™ uma atualizagio quasi-Newton da matriz Hessiana do Lagrangeano V2L (p(k}) para obter
uma convergéncia superlinear.

A solucdo do problema de programagdo quadrédtica anterior pode ser expressa como d =
~ndg+d,, onde —dg é um vetor obtido pela projegio (com respeito a Q) do gradiente da funcao
objetivo no hiperpiano tangente as restricbes ativas e d. ¢ um vetor normal a esse plano. Em
outras palavras, como ~dg, é um passo de reducdo e d, € um passo de corregdo, a cada iteragado
se busca uma redugdo tanto na funcio de custo quanto na violagio as restrigdes. Nos algoritmos,
adota-se 77 == L.

Dessa classe de algoritmos pode-se citar o algoritmo de Han, nio utilizando nenhuma
estratégia de conjunto ativo, e o algoritmo de Pschenichny’s, incorporando essa estratégia e
sendo satisfatoriamente aplicado a problemas de otimizagio estrutural [14, 15, 186].

Métodos de Gradiente Projetado

O método de gradiente projetado de Rosen [49, 72} é um método de diregbes vidveis. Os
métodos de diregbes vidveis envolvem, em geral, a resolugido de um subproblem quadritico on
linear, necessarios para determinar quais as restri¢cdes do subproblema linearizado pertencem
ao conjunto ativo. A idéia bésica de Rosen, entretanto, é obter o conjunto de restricoes ativas
a partir de regras simples, determinando d de forma fechada, sem a necessidade de resolver
subproblemas quadraticos ou lineares. Isto significa que, ao invés de buscar a melhor diregdo de
busca considerando as restrigdes, determina-se uma dire¢do que ndo é tio boa, mas é mais ficil
de ser calculada.

Entretanto, como a avaliacio das fungbes e dos gradientes de um problema estrutural ¢é
bastante cara (sendo portanto a etapa de maior custo em termos de tempo), é melhor aplicar um
método de determinacio da diregdo de busca baseado na solugio de um subproblema linear ou
quadrético, obtendo a melhor dire¢do de decréscimo possivel, ao invés de implementar a filosofia
de gradiente projetado.

Considerando a decomposicio d = ~dg+d,, tem-se que ~dy é aplicado a partir de um
projeto viavel p®). Se t;, é um tamanho de passo nessa direcio, p**t1) = p®)—¢,d; é em geral
invidvel e deve ser sucedida por um seqiiéncia de passos de correcio d,. para se obter um préximo
passo viavel. Isso causa dificuldades de manter o decréscimo da fungio objetivo pois ao retornar
a regido vidvel, pode ser que f (p(k“)) > f (p(k)). E ainda, se as restri¢bes forem altamente
nio-lineares, tais passos de correcdo podem ser muito caros.

Além disso, devido & mudangas repentidas no conjunto ativo, nao se pode mostrar que o

método de gradiente projetado é globalmente convergente. Entretanto, modificar o método para
torné-lo globalmente convergente pode eliminar sua simplicidade.
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Métodos de Gradiente Reduzido

Os métodos de gradiente reduzido [49, 72| sdo baseados em uma técnica de eliminagio
de varidveis desenvolvida por Wolfe para resolver problemas de programacio nao-linear com
restrigées lineares. Sua generalizagio para tratar o caso de restricbes nio-lineares é conhecido
como método de gradiente reduzido generalizado. A idéia bésica € utilizar as restrigbes ativas
para fazer uma eliminacdo de varidveis. O problema ent@o se torna irrestrito nas varidveis
restantes. Tal método pode ser aplicado de duas formas: convertendo as desigualdades em
igualdades introduzindo varidveis de folga ndo-negativas ou aplicando uma estratégia de conjunto
ativo.

Este método se mostra essencialmente o mesmo do método do gradiente projetado se for
utilizada uma estratégia de conjunto ativo. Se o método for aplicado convertendo as restrigGes
de desigualdade em restri¢coes de igualdade, este método se mostra muito mais eficiente que o
método do gradiente projetado e globalmente convergente. Entretanto, convertendo todas as
restricdes em igualdades faz com que todas estejam ativas em cada iteraclo, exigindo a avaliagio
de toda as funcdes e de seus gradientes. Isto torna sua aplicagio invidvel para problemas
de otimizagdo estrutural de média e grande escala. Dessa forma, segundo BELEGUNDU e
ARORA[14], para resolver problemas de otimizagao estrutural nao é necessirio fazer diferenga
entre os métodos de gradiente projetado e gradiente reduzido.

Métodos de Direcées Vidveis ou Pontos Interiores

A idéia basica dos métodos de diregbes vidveis ou pontos interiores é, a partir de um projeto
vigvel, se mover para um projeto vidvel melhorado sem iteragir fora da regifo (2. Apesar da
maioria dos autores de programacio matematica [11, 49, 72] classificarem os métodos anteriores
como sendo de diregbes vidveis, pode-se observar que tais procedimentos incluem, na verdade,
etapas de correcido para eliminar ou minimizar a violaclo as restrigbes em cada iteragdo. De
fato, no caso da programacdo quadratica seqiiencial, ndo ha nenhuma exigéncia de viabilidade
no algoritmo (ou seja, sdo permitidas iteracOes invidveis), sendo a funcéo de descida responséavel
por avaliar a severidade das restrigoes. Os métodos de gradiente projetado e reduzido incluem
etapas de correcdo de projetos invidveis em cada iteragdo. Isso permite que haja iteragtes fora
da regido vidvel 2 (1.12).

Um algoritmo genérico de diregdes vidveis é o seguinte:
Passo 1. Estimar um projeto vidvel inicial p{®. Ajuste k = 0.

. - T
Passo 2. Determinar uma direcio de busca conveniente d®) tal que Vf (p(k)) d*) < 0é
T
minimo, respeitando Vg (p(’“)) d*) < 0 para as restricbes de desigualdade ativas e

Vh; (p(k))Td(k) =0 paraj=1,...,p. Se Hd(k}” < £, pare; p%) é uma solugéo.

Passo 3. Determinar ¢ tal que f (p(k} + tkd(k)) <f (p(k)), gi (p(k) + tkd(k)) <0e
hj (p(k} + tkd(k}> = 0. O novo projeto é dado por (2.19); retorne ao passo 2.

Diferentes algoritmos de busca linear podem ser utilizados no passo 3, sendo a regra de
Armijo[ll, 49] mais comumente empregada. No caso de estarem presentes apenas restri¢des
de desigualdade, é usual ser utilizado um termo de deflezdo da diregio de busca para dentro

T
de 2 na forma Vg (p{k)) d < 6;, onde 6; < 0. Isto impede que se obtenha uma direcéo
de busca quase tangente ao contorno de €, exigindo um passo ¢ muito pequeno, retardando a
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convergéncia. Existem entretanto dificuldades computacionais relacionadas principalmente ao
calculo dos fatores de deflexdo a cada iteracdo e & realizagao de uma busca linear restrita.

Os métodos de direcdes vidveis possuem duas vantagens significativas. Em primeiro lugar,
como todos os pontos da seqiiéncia gerada pelo método sdo vidveis, se 0 processo se interromper
antes de atingir a solucio (o que é muito provdvel nas aplicagdes praticas), o projeto final obtido
¢ sempre uma melhoria da estimativa inicial, podendo representar uma. solugdo aceitdvel para
o problema prético original. Segundo, em geral pode-se garantir que, se o método gera uma
seqiiéncia convergente, o projeto final é, aoc menos, um minimo local restrito do problema.

2.3.2 Meétodos de Transformacao

De maneira diferente dos métodos primais, os quais tratam o problema de otimizacao em
sua forma original, uma outra estratégia para abordar o problema de otimiza¢io com restrigGes
é converter o problema sujeito a restrigdes numa seqiiéncia de problemas irrestritos. Esta classe
inclui os métodos de penalidades, de barreiras e os métodos de Lagrangeano aumentado ou de
multiplicadores.

Os métodos de transformagdo resolvem, a cada passo, a fungio transformada irrestrita

¢ (p,ci) = f(p) +P(g(p), h(p),ck) (2.21)
onde ¢ é um vetor de pardmetros de controle da funcio de penalizagio P no passo k de
penalizacdo. A solugiio py do problema irrestrito do passo k € o ponto inicial do passo k+ 1. A
evolucio da seqiiéncia de vetores {ci} controla a seqiiéncia de problemas irrestritos.

SUMT’s

As Técnicas de Minimizacdo Seqiiencial Frrestrita (ou Sequential Uncostrained Minimiza-
tion Techniques — SUMT'’s) sio dividas em métodos de penalidades ou barreiras. Os métodos
de penalidades iteragem na regido irrestrita, aumentando a penalizacdo devido a violagao das
restricbes a cada passo. No limite, se atinge a regido vidvel. Os métodos de barreiras, ao
contrario, constroem uma "barreira 7 interior ao contorno da regido vidvel, impedindo que a
seqiiéncia de projetos se torne invidvel. A cada passo, a "barreira ” se torna mais proxima ao
contorno da regido vidvel, e dessa maneira pode-se saturar alguma restricdo. Entretanto, os
SUMT’s possuem uma série de caracteristicas indesejdveis, principalmente a falta de robustez
quando o valor das componentes de ¢ se torna muito grande. Neste caso, as fungoes de pena-
lidade se tornam mal-comportadas e ainda, a matriz Hessiana da fungdo transformada tende a
se tornar mal-condicionada quando ¢, —~ oc. Além disso, existe a dificuldade de selecionar a
seqiiéncia {cx} mais adequada, a qual depende do problema a ser tratado.

Métodos de Lagrangeano Aumentado

Nos SUMT’s existe a necessidade de fazer, no limite, o pardmetro de penalizagdo in-
finitamente grande para se obter a solugdo Gtima do problema original. E isto pode causar
dificuldades numéricas e efeitos de mal-condicionamento. Os métodos de Lagrangeano Aumen-
tado foram desenvolvidos como uma tentativa de se eliminar estes problemas. Nestes métodos,
ndo hé a necessidade de se controlar a seqiiéncia de pardmetros de penalizagdo tendendo ao
infinito. Dessa forma, introduzem-se fungdes de penaliza¢dio que recuperam a solugio 6tima
para pardmetros de valor finito. Tais fungdes siio chamadas de fungdes de penalizagdo exatas.
Mais ainda, assim como os SUMT’s sdo globalmente convergentes e ainda pode-se mostrar que
possuem taxas de convergéncia mais rdpidas.
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Tanto os SUMT’s quando os métodos de Lagrangeano aumentado usam estratégias de
conjunto ativo, pois somente as restrigbes potencialmente ativas precisam ser consideradas para
o cdlculo de ¢ e Vy. Contudo, a convergéncia global dos métodos de transformagdo somente
pode ser provada com a exigéncia de que cada subproblema irrestrito seja resolvido exatamente
e globalmente. Como na pratica os problemas somente podem ser resolvidos aproximadamente
e, em geral, em termos de minimos locais devido ao custo computacional, pode-se questionar a
convergéncia global de tais métodos. No caso do Lagrangeano Aumentado, entretanto, se alguma
regra de atualizagdo dos multiplicadores for adotada, a minimizagio exata do subproblema
irrestrito pode ser substituida por um vnico passo de minimizagio. Além disso, apesar da
eficiéncia no calculo de ¢ e Vi, deve-se tem em mente que é necessario resolver uma seqiéncia
de problemas de minimizagio irrestrita a cada iteragdo do método, o que pode ser muito caro
computacionalmente.

2.3.3 Comentarios

Baseado na discussdo anterior, as caracteristicas mais importantes de um algoritmo do
ponto de vista da otimizagio estrutural sao convergéncia global, eficiéncia e generalidade.

1. Como citado na Segio 2.2.2, um algoritmo globalmente convergente é confidvel, ou seja,
garante-se que uma solugao serd obtida a partir de qualquer ponto inicial.

2. Um algoritmo eficiente tem alta taxa de convergéncia e faz o menor nimero possivel de
avaliacdo das funcgdes objetivo, de restrigdo e seus gradientes a cada iteragao. Isso inclui
a incorporagio de estratégias de conjunto ativo, de modo que somente os gradientes das
funcoes potencialmente ativas precisem ser calculados no passo de determinagéo da diregio
de busca, alén de um método de busca linear com uma precisio satisfatéria, aliada a um
niimero minimo de avaliagdes das fungdes, isto é busca linear inexata.

3. Um algoritmo de otimizacio geral deve ser capaz de tratar qualquer problema que possa

ser colocado na forma padrao (1.11), sem impor qualquer restricio & forma das fungdes do
problema, além da sua continuidade.

Seria interessante também que o método fosse simples de ser usado. Isso significa néo
exigir o ajuste de um grande ndmero de pardmetros, o que muitas vezes nao somente exige
o conhecimento da estrutura matemadtica do algoritmo, mas também das caracteristicas do
problema. E claro, entretanto, que para um usudrio aplicar de maneira eficiente e confijvel
ferramentas gerais de andlise e projeto em engenharia, um razodvel conhecimento do problema
e das ferramentas matemadticas sempre serd necessario.

2.4 Método de Pontos Interiores de Herskovits

O método de Pontos Interiores de Herskovits [17] consiste de um algoritmo de pontos
interiores para otimizacio ndo-linear sujeita a restrigbes de igualdade e desigualdade. Devido &
sua caracterfstica de convergéncia global com taxa superlinear, demonstrada em [17, 18], e por
gerar uma seqiéncia de pontos vidveis, tem sido aplicado com sucesso em problemas estruturais
[19, 20, 21]. O método exige apenas a solugdo de dois sistemas lineares de mesma matriz (e
dimensdo n -+ m + p) para determinar a direcio de busca. .Além disso, como a seqiiéncia dos
muitiplicadores de Lagrange das restrigdes de desigualdade ¢ estritamente positiva, as diregoes
de busca sio sempre direcdes de decréscimo da fungdo objetivo [17]. No caso de haver apenas
restrigdes de desigualdade, ndo hé necessidade de nenhuma fungdo de penalizagéo.
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A versio bésica do algoritmo também nio exige nenhuma estratégia de restrigdes ativas
para eliminar varidveis. Entretanto, a partir de suas caracteristicas na solugao de problemas
pode-se propor uma forma de incorporar uma estratégia de restrigoes ativas com a finalidade de
aumentar sua eficiéncia.

2.4.1 Idéias Basicas

Para obter a direcdo de busca a cada iteracdo, este algoritmo de pontos interiores emprega
uma técnica iterativa de ponto fixo na solugao direta do sistema de equagbes, nas variaveis
primais ¢ duais, obtido das condigdes necessirias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (2.2),
(2.4) e (2.5). O algoritmo ¢ tal que as inequagdes (2.3) e (2.6) sao satisfeitas a cada iteragio
através de uma busca linear imprecisa, garantido a convergéncia para pontos necessarios.

A versao bésica do algoritmo serd apresentada para um problema sujeito apenas a restri-
¢oes de desigualdade, ou seja, o sistema néo-linear a ser resolvido é composto apenas por (2.2)
e (2.4). Neste caso, a busca linear também é realizada exigindo que haja decréscimo da funcao
objetivo a cada passo. Deve-se observar que, como a seqiiéncia de cada multiplicador de Lagrange
gerada pelo algoritmo ¢ estritamente positiva, o problema néo pode convergir para qualquer
ponto necessario, mas apenas para pontos dé minimo da fungio objetivo. Posteriormente, a
inclusao de restrigdes de igualdade sera apresentada como uma alteracio desse algoritmo original.

As seguintes hipGteses sdo assumidas para o problema (1.11):

Hipétese 2.1 Deve existir um mimero real a tal que o conjunto Q, = {p€ Q| f(p) < a} €
compacto e tem um interior 9.

Hipdtese 2.2 Cada p € Q) satisfaz (2.4).

Hipdtese 2.3 As fungdes f e gi sdo continuamente diferencidveis em (g € suas derivadas
satisfazem a condicdo de Lipschitz.

Hipédtese 2.4 Condicdo de Regularidade Para todo p € Q0. os vetores gradiente de res-
trigoes ativas sdo linearmente independentes.

Considerando a seguinte notacgio,

fp):R*— R Funcio objetivo

g(p): R" — R™ Vetor de restrigoes de desigualdade

G(p): ®* — R™*™  Matriz diagonal onde Gy (p) = gi (P) (2.22)
C(p): R® — R" Gradiente de f (p), ou seja, C; (p) = g—é (p)

A(p): R* — M7 Gradiente de g (p) , ou seja, A;; (p) = g%;- (p)

as condicbes necessarias de Karush-Kuhn-Tucker dadas por (2.2}, (2.3), (2.4) e (2.6) podem ser
reescritas como,

Clp)+AT(p)A=0 (2.23)
G(p)A=0 (2.24)
G <0 i=1,....m (2.25)
Aj >0 j=1,...,m (2.26)

Determinacgao da Diregao de Busca

As equacdes (2.23) e (2.24) formam um sistema nio-linear de n 4+ m equagdes e incognitas
da seguinte forma,

x(v')=0 (2.27)



2.4. Método de Pontos Interiores de Herskovits 33

onde

T
v={ P } x(v>=x<p,>~>={ N } (228)

Aplicando o método de Newton para determinar as rafzes de X, obtém-se a férmula itera-
tiva de ponto fixo,

X (v{")) {V(km - V{k)} = —x (v(k))

ou seja,
H (p® Ak AT (p®) (k1) _ (k) C (o™ + A (pE)T A%
A{gc)A (p(k))) G ((p(k))) l { z{kﬂ) _ ﬁ(k) } == { (p CZ (p(k}gi(k)) }(2.29)

tal que,

o A®); matriz diagonal ALY = A,

« H (p(’“) , ,\(k)): matriz Hessiana do Lagrangeano.
Introduzindo uma aproximagdo quasi-Newton para H, ou seja Q =~ H, e manipulando
(2.29) obtém-se, para Apl) == plh+l) _ plk)
Q*Ap® + AT (p(k)) Ak+HD = ¢ (p(k))
ARA (p(k)) Ap® L@ (p(k)) ARTD — g
Por simplificacio, o sistema (2.30) sera reescrito como,
{ Qdy + AT = -C

(2.30)

AAdg+GAg =0 (2.31)

Como este é um método de diregbes vidveis, deve-se evitar que alguma restricio se
torne ativa antes de se atingir a solugo. Para um ponto no contorno da regido 2, qualquer
direcdo de busca vidvel deve ser necessariamente tangente as restricbes ativas, exigindo um ta-
manho de passo tendendo a zero, o que reduz muito a taxa de convergéncia. Dessa forma,
HERSKOVITS[17] propds defletir dp para o interior da regido vidvel modificando (2.31) da
seguinte maneira,

Qd+ATA=-C 5 39

AAd + GX = —pAw’ (2.82)
onde w! € ®™ & um vetor de termos positivos, p é um escalar também positivo e X é a nova
estimativa de A. A idéia é alterar (2.24) para,

G (p) ApAw’=0
significando impor uma diminuicac da regido vidvel.

Existem virias formas de atualizar Aw’ a cada iteracdo, mas a regra geral deve ser tal
que Mw] cresga sempre que a restrigdo ¢ se aproxime de zero. Por sua vez, p deve ser definido de

forma que se anule na solugio. Supondo que se conhega w!, uma maneira eficiente de calcular
a direcao de busca defletida d ¢ introduzir o sistema,

Qd, + ATA, =0
{ AAd; + GA; = —Aw/ (2:33)
Pode-se mostrar que o vetor direcdo de busca d é dado pela soma [20],
d=dp + pdy (2.34)

como ilustrado na Figura 2.2. Observa-se que dg € um vetor indicando a diregio de decréscimo
de f (p), enquanto que p é o peso que controla a contribuicéo do vetor de deflexdo d; na diregao
final 4.
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Figura 2.2: Diregio de busca original dg, deflexdo pd, e diregdo de busca resultante d.

Ay d- ady @ +
i o ] H o
1 I H _

Figura 2.3: Relagio entre dg-Ced-C.

Como a deflexdo é proporcional a p, deve-se estabelecer algum limite para seu cdlculo, de
tal forma que d ainda seja uma diregdo de descida para f (p). Como, em geral, o decréscimo de
f (p) na diregdo defletida d é menor que nd diregao dg, ou seja,

d-C2>dyC
introduz-se entdo a constante ¢ € (0,1) de forma que
d-C<adpC a€(01) (2.35)

Como do-C £ 0, entdo também d - C < 0, conforme a Figura 2.3. Substituindo (2.34) em
(2.35) obtém-se uma expressdo para p,

dy-C + pd1-C < adp-C

(¢ — 1)dp-C
< S . .
= p< 4,.C se d;i-C>0 (2.36)
Na prética, adota-se
_ (O{ - 1) d{}C
p= 3.6 se d;:C>0 (2.37)

Para o« — 0, a deflexo é muito grande, o decréscimo € pequeno e a convergéncia muito
lenta. Entretanto, essa é a alternativa para problemas cujo contorno da regido viivel tenha
curvatura acentuada. Se a nio-linearidade do contorno for pequena, pode-se entdo adotar um
« préximo a 1. Em outras palavras, a controla a ineficiéncia méxima permitida na deflexdo da
diregao de busca original dg. Como {{do}{ — 0 na solugao®, também p — 0.

Em resumo, para calcular a direcdo de busca d a cada iteragfo, resolvem-se os sistemas
lineares de mesma matriz (2.31) e (2.33), ¢ em seguida (2.36) e (2.34). Demonstra-se que a
direcdo d calculada dessa maneira é uma dirego de decréscimo de f (p) [17].

SNum método de ponto fixo, p™*¥ — p*tY e dessa forma ||dof = ”p{k} — pl+t) H — 0. Assim, num processo
numérico de solucho é razodvel adotar Jdol| < £, £ € (0, 1) como um critéric de convergéncia, sendo { a precisio
exigida.
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Busca Linear

Uma vez obtida a direcio de busca d, deve-se determinar o tamanho de passo ¢ tal que o
novo projeto seja vidvel e f (p("“}) < f (p(k)). A convergéncia global do método é demons-
trada mesmo para busca linear imprecisa, ou seja, pode-se aplicar um procedimento de maior
eficiéncia global sem que haja problemas de convergéncia. Na busca linear imprecisa, exige-se
apenas a viabilidade de p aliada a algum decréscimo de f (p), realizando, no entanto, um ndmero
minimo de avaliagdes das fungdes e de suas derivadas. Um método de busca imprecisa utilizado
com sucesso é a regra de Armijo [49].

Em problemas sem restrigdes, a regra de Armijo é utilizada para impor apenas um deter-
minado decréscimo & funcdo objetivo, ao invés de determinar o passo que proporcione o maior
decréscimo possivel na dire¢iio de busca escolhida. Assim, dados v,n € (0,1), toma-se t; como
o primeiro elemento da seqiiéncia

(1, v, u2, 1/3, .- )
tal que
f (pW+ted) < £ (p*)) +ndTCWt (2.38)

Para problemas com restriges deve-se considerar também a exigéncia de viabilidade, ou
seja, ty também deve ser tal que,

% (p(k)—!-tkd) <0 i=1,...,m (2.39)
Esta regra de busca linear imprecisa é comprovadamente eficiente para problemas sujeitos
a restricdes. Entretanto, se o valor de ¢) for muito menor que a unidade, podem ser necessdrios
vérios passos da regra de Armijo, implicando em vérias avaliagGes das fungdes do problema.
Como discutido anteriormente, isso é invidvel para problemas estruturais, sendo necessédrio ado-
tar alguma modificagio para aumentar a eficiéncia da busca linear. EVSUKOFF[20! propds

aplicar linearizagdes das restrigbes seguidas de interpolages quadrdticas dos funcionais do pro-
blema para essa finalidade.

As solugdes de problemas de otimizagio de estruturas geralmente se localizam no contorno
da regido vidvel, com algumas restrigdes ativas. Assim, uma estimativa razodvel para t; pode
ser feita linearizando-se as restricdes na diregdo d(¥) em torno do ponto p**) e adotando o valor

que anula esta estimativa linear, como mostrado nas Figuras 2.4(a) e 2.5(a). Define-se entdo o
seguinte conjunto de retas,

ri(8) = dTVg (p¥) e+ (p®)  i=12,...,m (2.40)
Para evitar que se venha a saturar alguma restricio precocemente (antes que ||do| seja
suficientemente pequeno), diminuindo a taxa de convergéncia, na pratica nao se toma tx como o
valor tal que 7; (£) = 0. Ao invés disso, desloca-se o eixo g; (p(k)+td) ={( para g; (p(k)—{-td) =

Y (p(’“)), ~ € (0,1), de acordo com as Figuras 2.4(b) e 2.5(b). Logo, toma-se ¢ tal que

ri(t) = 79 (p(k}). Considerando entiio todo conjunto de restrigdes do problema, tem-se entdo
a expressdo da estimativa inicial £y para tg,

(v—1g (P(k))
=+ — mi .
o=t mln( T g (o) i=1,2,...,m (2.41)

Observa-se que o pardmetro v deve ser atualizado a cada passo de maneira que permita a
saturagio de restrigdes na solugfio. Assim a seqii€ncia desse parametro deve ser controlada para
que se anule apenas préximo & solugdo, ou seja, quando dpli = £, sendo £ a precisdo exigida.

Deve-se entio submeter a estimativa p(®+tod a (2.38) e (2.39), respectivamente condiggo
de decréscimo de f (p) e condigio de viabilidade. Avaliando as fungdes do problema em p®+tod,
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a(p) A 5{(t)

/
0 f {) i '
~e(p) i

a{p) 5(t)

{a) Estimativa com eixo original. (b) Estimativa com eixo deslocado.

Figura 2.4: Estimativa do tamanho de passo pela linearizagio das restrigoes. Fungao com crescimento
menor que a estimativa linear.

gip+td) gip+td)
&(p)! / 5(t) g(p)b : W /)
0 . t 0 ] t
el
/ /
(n) Estimativa com eixo originai. (b) Estimativa com eixo deslocado.

Figura 2.5: Estimativa do tamanho de passo pela linearizacio das restrigdes. Fungdo com crescimento
maior que a estimativa linear.
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entdo pode ocorrer uma das seguintes situagoes:

1. o ponto respeita (2.38) e (2.39});
2. o ponto viola a condigdo de decréscimo (2.38);
3. o ponto viola (2.39), ou seja, p®+tod viola algumas ou todas as restrigdes;

4. o ponto viola (2.38) e (2.39).

Na situacdo 1, a estimativa é aceita, ou seja, ty = fp ¢ pt+l= pk) 1, d: em consegiiéncia
a avaliacio de f e das restrigdes g; é vilida para o préximo passo. Na situagdo 2, usa-se a regra
de Armijo para obter a nova estimativa de passo t; = vig, avaliando f em p¥+t1d; toma-se
tr como o valor de t que minimiza a interpolagio quadrdtica obtida de f (p(k)), darc (p(k))

e f (p{k)m;»tld). Na situagio 3, avaliam-se as restricdes violadas em p*)+i;d, com t; = vty,
e toma-se f; COmO a menor raiz positiva das interpolacdes quadréticas obtidas de g (p(k}),

dTvg; (p(k)) e g (p{’“}—i—tld) para estas restrigdes. Na situagdo 4, toma-se tp como o menor
valor obtido dos dois procedimentos anteriores. Nas situacdes 2, 3 e 4, faz-se p*+1= p(F4t,d

e avaliam-se f e as restrigdes ¢; no novo ponto. Verificam-se novamente os critérios de aceitacio
do passo, repetindo-se as interpolacdes se necessario.

Atualizagoes

Com o novo projeto p*t1) j& determinado, pode-se retornar ao programa de anslise e
avaliar os gradientes C (p{k‘“)) e A (p(k“)) para o préximo passo.

Resta estabelecer regras para atualizar Q, A e w!. Diferentes algoritmos podem ser obtidos
de acordo com a maneira adotada para realizar esta atualizagdo. Deve-se porém, respeitar as
seguintes hipdteses:

Hipétese 2.5 Devem ezistir nimeros positivos Ar, As e € tais que 0 < A; < Ag poere todo ¢
e A; > A para qualquer i tal que g; (X) + ¢ > 0. Assim, todos os multiplicadores tém limite
superior mas somente os multiplicadores das retrigcdes potencialemie atives tém limite inferior
ndo-nulo.

Hipdétese 2.6 Devem existir mimeros positivos (1 e (2 tais que
GlaPf<d’Qd < Gl vde®r

Hipotese 2.7 Devem existir nimeros positivos wy € wg tais que wy < w} <wsg, F=1,2,...,m.

A matriz Q é uma matriz simétrica positiva-definida de ordem n e satisfazendo a Hipdtese
2.6. Pode-se tomar Q) igual a identidade ou adotar uma regra para estimar a matriz Hessiana
H (p,A). Uma estimativa quasi-Newton seguindo os mesmos procedimentos de algoritmos SQP
pode ser usado. Um exemplo € a regra BFGS com a modificagio de Powell para garantir que as
aproximagdes sejam positivas-definidas [48].

No caso das varidveis duais A;, a seguinte regra de atualizacio pode ser estabelecida,

A; = sup {)\{)i;ﬁ {|d0|}2] i=12....,m €>0 (2.42)

A regra (2.42) garante o limite inferior das varidveis duais da Hipédtese 2.5. Ocorre que
apés um numero finito de iteragdes, os multiplicadores das restrigbes ativas se igualam a Ag;.
E ainda, se as Hip6teses 2.6 e 2.7 forem satisfeitas, os A; obtidos pela regra (2.42) respeitam a
Hipétese 2.5 e portanto também tém um limite superior.
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Enquanto que a regra anterior funciona muito bem préxima da solugdo, longe desta é
interessante que a direcio de busca ndo aponte diretamente para nenhuma restricdo, mas que
se desvie do contorno de §2. Isto pode ser obtido aumentando-se o multiplicador das restrigdes
que estdo préximas de zero nos passos iniciais. Entdo define-se o pardmetro § € (0,1) e 6 > £
tal que se f|dol|® = §,

1

g (P)

De acordo com (2.32), a deflexdo de dg relativa a i-ésima restrigao é proporcional a w;.
Seria interessante incluir alguma informagdo de segunda ordem (curvatura) sobre as restricdes
para evitar que estas sejam saturadas antes da solugdo. Porém, em aplicagbes praticas de oti-
mizacio é muito dificil ter esta informagéo disponivel. Nestes casos, pode-se tentar algum tipo
de estimativa sendo entretanto dificil se estabelecer uma regra geral. As implementagdes apre-
sentadas em [20, 19] obtém resultados satisfatérios adotando wf =1 (i = 1,...,m), constantes,
em todas as iteragdes. Dessa forma, a deflexfo relativa a i-ésima restrigao é proporcional apenas
a A;. De acordo com a regra de atualizagio de A, o valor dos multiplicadores de Lagrange de
restrigdes préximas de estarem ativas tendem a ter valores maiores que os demais e portanto,
mantém-se o efeito desejado.

)\i_——“”

i=1,2,...,m (2.43)

2.4.2 Algoritmo Basico

A partir das consideracoes da se¢io anterior, pode-se apresentar um algoritmo bésico de
pontos interiores para problemas de otimizagio sujeitos apenas a restricoes de desigualdade.

Passo 1. Inicializagdo.
Assumir valores convenientes para os pardmetros o, £, v, n, v € {0,1) e p, ¢ > 0. Escolher
um projeto inicial vidvel, ou seja, pg € {1 e um conjunto de multiplicadores A; > 0
(i=1,...,m) por exemplo A; = wg;%-;. Escolher uma matriz real positiva definida Q de
ordem n X n como estimativa da matnz Hessiana do Lagrangeano. Na auséncia de maior
informacdo, pode-se assumir (Q = I como estimativa inicial.

Passo 2. Caleulo da Direcao de Busca.

1. Contruir a matriz R,

_| Q@ Af
R“[AA G}

e resolver os sistemas

RVO = bg e RV1 = b1

sendo
_J do _} ~-C oy _ o
we{f) we{ T e {R) {5
2. 85ed;-C>0,
m(aw——l)dg-C
- 4;-C

caso contrario

p=p
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3.

Calcular a direcdo de busca pela expressao,

d == dp+pdy
e ainda
A= Ag + pAg

Passo 3. Busca Linear,

1.

Passo 4.

Se fidoli> > € e

Cilculo da estimativa de tamanho de passo fp

A (r-Dg (p{k)) .
tp = min i=1,2,...,m

d’Vg: (p®)

A partir do sistema (2.32),

v () = 0O e)

evitando o cidleulo de m produtos escalares.

!

i

2

. Testar as condiges de decréscimo e a viabilidade de p*)-+tod,

f (P(k)-i-tod) <f (p(k)) +ndTC®)g,

g (PW+tod) <0 i=1,...,m

. Se as duas condicbes forem respeitadas entdo assumir p*t?) = p¥lited; ir para

o passo 4 e utilizar as avaliagbes f (p(k}—i—tgd) e g; (p("‘)-l-tod) para os cdlculos da
iteracao seguinte.

Se, entretanto, alguma condigio for violada nesse ponto utiliza-se a regra de Armijo
para obter uma nova estimativa, ou seja, t; = vip; se a violagio for na condigio de
decréscimo, toma-se £, como o ponto minimo da interpolagio quadritica de f, obtida

a partir de f (p(k)), dTck e (p("‘) +t1d); se a violagdo for na condicio de viabi-
lidade, toma-se iy comoe a menor raiz positiva das interpolacdes quadriticas obtidas
dos valores g; (p(’“)), d’vg; (p(’“)) e g; (p(k)mktld) das restrigbes violadas conside-
rando o eixo deslocado para (1 ) g; (p(k)); se a interpolago quadrética conduzir
a um ponto invidvel toma-se f; como a raiz da interpolagio linear entre g; (p(k})

e g (p(k)—}-t;d) para o eixo deslocado {1 — )¢ (p("")). Se ambas as condigbes de
decréscimo e viabilidade sfo violadas, toma-se ¢, como o menor valor entre as duas
estimativas anteriores. Verificam-se as condigbes de aceitagio do passo, repetindo-
se as interpolagdes até que sejam satisfeitas. Calcular p*+t!) = p® 44, d, avaliar

f (p(k‘“)) e g (p(k“)) para os calculos da iteracio seguinte e ir para o passo 4.

Teste de Convergéncia.
f (p®+0) — £ (p®)
f (p®)

> £ ir para o passo 5. Sendo encerre 0 processo,

sendo p¥*1) a solugdo étima obtida pelo algoritmo para o problema.

Passo 5.

AtualizagGes.

1. Calcular os gradientes C (p(k“)) e A (p(“‘l)) 00 novo ponto.
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2. Atualizar a matriz Q pela regra BFGS.
3. Se \dgli® > 6 entdo

senao

A; = sup [/\{}z’;e Eidoiig} 1=1,2,...,m

4. Se [|doll® < 7 entdo v = ||dy|i*.
5. k=k+1.

6. Ir para o passo 2.

2.4.3 Inclusao de Restrigoes de Igualdade

E possivel extender o algoritmo anterior para tratar o problema de otimizacio geral (1.11)
onde estdo presentes também restricoes de igualdade. As modificagdes no algoritmo basico
30 baseadas em duas idéias: modificagdo do problema original convertendo as restrigbes de
igualdade em restricoes de desigualdades e a aplicacdo de uma fungdo de penalizagio baseada
nos valores destas restrigdes convertidas, forcande que estejam ativas na solugdo do problema
modificado e assim recuperando a solugdo do problema original.

Em adicao a notagdo (2.22)} considere,
h(p) : R* w RP Vetor de restrigdes de igualdade 9.44
L(p):R® — RP*™  Gradiente de h(p}, ou seja, L;; (p) = g—% {p) (2.44)

Assim, as condigoes necessérias de otimalidade dadas por (2.2) a (2.6} podem ser reescritas
como, ‘

Cp)+AT(P)A+LT (p)p=0 (2.45)
G(p)A=0 (2.46)
h(p)=0 (2.47)
¢a(P)<0 i=1,....m i (2.48)
Ay =0 j=1,...,m (2.49)

(O algoritmo geral emprega uma técnica iterativa de ponto fixo de Newton na solugao
direta do sistema de equagdes nao-lineares formado por (2.48), (2.48) e (2.47) para obter a
direcdo de busca a cada iteragiio. Assim como no algoritmo bésico, a busca linear deve ser tal
que as inequagoes (2.48) e (2.49) sejam respeitadas a cada iteragio. Observa-se que as condigdes
necessarias ndo impoem nenhuma restricic ao sinal dos multiplicadores p; das restricbes de
igualdade.

Determinacao da Diregdo de Busca

Aplicando o método de Newton no sistema formado por (2.45), (2.46) e (2.47) tem-se a
seguinte férmula iterativa, com Ap® = pE+1) _ plk}

QW AP® + AT (p®) A+ £ LT (p®) u+1) = _¢ (p®))
A®A (p®) Ap® 1 G (p#) AG+) = 0 , (2.50)
L (x(k)) ap” =-h () |
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De forma simplificada,
Qdy + ATXg + LT py=-C
AAdy +GAg =0 (2.51)
Ldg = —-h
Como no algoritmo anterior, introduz-se o sistema
le + ATAl + LT}LI =0

AAd; + G = —AW! (2.52)
Ld}_ == —wE
e assim
d= do + pd1
Considere agora a seguinte fungdo objetivo penalizada,
P
p(P)=f(P)+_cjlh; (p)l (2.53)
J=l
onde ¢j > 0 (j=1,...,p). ImpOe-se uma penalizacio sempre que as fungdes h; (p) sejam

diferentes de zero, ou seja, para valores convenientes de c;, exigir decréscimo de ¢ (p) a cada
passo for¢a que as restri¢oes de igualdade sejam saturadas na solugdo. Dessa forma, ¢ (p) passa
a ser a nova funcio objetivo do problema.

Pode-se mostrar que (2.53) é uma fungao de penalizagio exata para valores ¢; suficiente-
mente grandes. Em outras palavras, existe um conjunto de c; finitos tal que o minimo de ¢ (p)
submetido apenas a restrigdes de desigualdade ¢ a solugado do problema original (1.11). Numeri-
camente é interessante utilizar este tipo de funcio de penalizagio, j4 que nao é necessario utilizar
seqiténcias de pardmetros de penalizacdo indo para infinito. Entretanto, (2.53) tem a desvan-
tagem de ndo ser suave quando as restricoes de igualdade se tornam ativas, sendo novamente
necessario evitar a saturagao das restrigoes.

Dessa forma, serdo considerados como "pontos interiores”, todos aqueles que pertencerem
3 regido vidvel extendida Q definida como,

Q= {peRg(p)<0,i=12...,meh;j(p)<0, j=1,2,...,p} (2.54)

Demonstra-se que a dire¢io de busca dy obtida de (2.51) é uma direcdo de decréscimo

de (2.53) desde que ¢; > {uo;| para todo 7 {17]. Logo, aplicando {2.36) juntamente com {2.53)
tem-se,

_ (Ci - 1) dg'V(p

= Tave

e assim d também ¢é uma direcdo de decréscimo de ¢ (p).

se d1-Ve>0 (2.55)

Nas implementacoes do algoritmo, aplica-se a seguinte regra para a determinagio dos
parametros de penalizacdo:

Se ¢; < 1.2 |,u{}j| entao ¢; = 2.0 !pgjl jg=1,...,m (2.56)

E ainda, como néo se impde nenhuma restrigdo ao sinal de ug; entdo o peso w¥ do sistema
(2.52), que deve ser estritamente positivo, ¢ implementado como,

wl=lpogl J=1,...,m (2.57)

Busca Linear

Aplica-se o0 mesmo procedimento de busca linear do algoritmo bdésico introduzindo as modi-
ficagbes necessdrias, ou seja, deve-se determinar um tamanho de passo que garanta o decréscimo
da funcio penalizada ¢ (p) e que os pontos gerados pelo algoritmo pertengam a Q.
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Atualizagoes

As estratégias de atualizagdo sdo mantidas inalteradas. Isso significa também considerar
as restrigoes de igualdade na atualizagao quasi-Newton de Q.

Como os sistemas (2.51) e (2.52) sdo independentes de u*} nio é necessdrio estabelecer
nenhuma regra de atualiza¢io para os multiplicadores de Lagrange das restrigdes de igualdade
para o funcionamento do algoritmo. Assim, na solugio, deve-se considerar u(*) = pg.

2.4.4 Algoritmo Geral

A partir das consideragoes da segdo anterior pode-se apresentar um algoritmo bésico de
pontos interiores para problemas de otimizagdo genéricos, sujeitos a restrigbes de igualdade e
desigualdade:

Passo 1. Inicializacao.
Assumir valores convenientes para os pardmetros «, &, v, n, v € {(0,1) e 5, € > 0.
Escolher um projeto inicial vidvel, ou seja, pyp € 2 e um conjunto de multiplicadores
X >0 (i=1,...,m), por exemplo, A; = “32%57' Escolher uma matriz real positiva defi-
nida Q de ordem n x n como estimativa da matriz Hessiana do Lagrangeano. Na auséncia
de maior informacio, pode-se assumir QQ = I como estimativa inicial.

Passo 2. Cdlculo da Diregao de Busca.

1. Contruir a matriz R,

Q AT LT
R=|AA G 0
L 0 o

e resolver os sistemas

R‘VU = b() € va = 3:)1

sendo
dy ~C d; 0
vp = ¢ Ag by = 0 vy < Ay bi=<¢ —A
Ho ~h i —H
2. Sed;-Ve >0,
_(a=1)do-Vyp
d1'V(,D

caso contrario
p=p

3. Calcular a direcio de busca pela expressao,

d = do+pds
¢ ainda
A= X+ ph

Passo 3. Busca Linear.



2.4. Método de Pontos Interiores de Herskovits 43

1. Calculo da estimativa de tamanho de passo iy

(v-1Dg(p®
té=min( ( ) i=1,2,...,m

d?Vg; (p*)

(v = 1) h; (p®
tg::min( ) (0%) i=1,2...,p

d"Vh; (p®)

to = min {¢{,t§ }
onde, a partir do sistema (2.51),

—phw! — g (p®) X,
dTVgi(p{"))= phw] )iz(pk))\tm—w—gi(p(k})

|

i

e

d"Vh; (p*)) = —pf = —plos|

evitando o calculo de m + p produtos escalares.

2. Testar a condicio de decréscimo e a viabilidade de pt®+¢yd,
o (p®+tod) < o (p™) +7d" Ve (p*) 1
P2 (p{’“)+t@d) <0 i=1,...,m
h; (p(k)+tgd) <0 j=1,...,p

3. Se as duas condigdes forem respeitadas entdo assumir p+t) = p®)4¢od; ir para o
passo 4 e utilizar as avaliagbes f (p(k)—i-tgd), gi (p(k)~+«t9d) e h; (p(’“)-l-tgd) calculos
da iteracdo seguinte.

Se, entretanto, alguma condicao for violada nesse ponto, utiliza-se a regra de Armijo
para obter uma nova estimativa, ou seja, f) = vig; se a violagio for na condicdo de
decréscimo, toma-se ¢;, como o ponto minimo da interpolagdo quadrética de , obtida

a partir de © (p(k)), dTve (p(k)) ey (p(k) +t1d); se a violagio for na condigio de
viabilidade, toma-se t; como a menor raiz positiva das interpolactes quadriticas ob-
tidas a partir dos valores g; (p(k)), dTvy; (p(k’)) e g; (p(k)—t-tld) considerando o eixo
deslocado para (1 — ) g; (p(k)) para restrigoes de desigualdade violadas ou A; (p("}),
dTVh; (p(k}> e hj (p(k)—i—tld) considerando o eixo deslocado para (1 — v} h; (p(k})
para restricdes de igualdade "violadas”®; se a interpolacio quadrética conduzir a um
ponto invidvel toma-se ¢, como menor a raiz da interpolacio linear entre g; (p®

e gi (p(k) +t1d) para o eixo deslocado (1 —y) g; (p(k}) ou h; (p(k)) e hj (p(k)+t1d)

para o eixo deslocado (1 —v) h; (p(k)). Se ambas as condicdes de decréscimo e viabi-
lidade sdo violadas, toma-se ¢ como o menor valor entre as duas estimativas anterio-
res. Verificam-se as condigdes de aceitagdo do passo, repetindo-se as interpolagbes até
que sejam satisfeitas. Caleular p*+D) = p®) ¢ d, avaliar f (p(‘““*“l}), gi (p(’”"l))e

b (p{k"“i)) para os célculos da iteragao seguinte e ir para o passo 4.

50 sentido de violagdo para a busca linear significa que o ponto esté fora da regiao vidvel estendida )
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Passo 4. Teste de Convergéncia.

f k1)) _ 7 (pl&)
Se [|ldol* > € e (p f()p(k)) (P )

sendo pt*+1) a solugio 6tima obtida pelo algoritmo para o problema.

> £ ir para o passc 5. Sendo encerre o processo,

Passo 5. Atualizagoes.

1. Calcular os gradientes C (p(k“)), A (p{k“)) e L (p(k“)) no novo ponto.
2. Atualizar a matriz Q pela regra BFGS.
3. Se ||do||® > 6 entdo

1

NETE®

i=1,2,...,m

Senaon
A =sup oselidol’]  i=1,2,...,m

4. Se ||dol® < 7 entdo v = ||dolf®.
5. k=k+1

6. Ir para o passo 2.

2.4.5 Parametros do Algoritmo de Herskovits

A execugao do algoritmo de Herskovits depende do ajuste de varios pardmetros. Apesar
do valor étimo desses parametros depender muito do problema tratado, é possivel estabelecer
algumas orientagdes baseando-se no significado de cada constante e nos resultados de alguns
testes:

e o: O pardmetro o € (0,1) controla a ineficiéncia permitida na deflexdo da diregao de busca
original dgp quando a direcdo de deflexdo dy ndo for uma dire¢do de decréscimo. Dessa
forma, quanto menor o valor desse pardmetro menor serd o valor da derivada direcional
d . C ou {(d-Vy); quanto maior, maior a declividade da direcdo de busca. Como citado
anteriormente, deve ser ajustado de acordo com o grau de ndo-linearidade do contorno
da regiao vidvel, evitando que as estimativas de passo fy obtidas por linearizagao das
restricbes ndo sejam seguidamente rejeitadas pelo critério de viabilidade. Isso resulta
em passos pequenos € na necessidade de um maior mimero de avaliagdes das fungdes de
restricdo, reduzindo a eficiéncia global do processo. Assim, um valor menor de o pode
resuitar na viabilidade de passos maiores.

e £ : O pardmetro £ > 0 indica a preciséo exigida para a solugio do problema, ou seja, é
usado como critéric de parada para o processo iterativo. Seu valor é comparado com 1do]?
e com a diferenca percentual entre dois valores sucessivos da fungio objetivo. Dessa forma,
deve-se avaliar o significado fisico da precis@o exigida, levando-se em conta as unidades
utilizadas.

e p: A constante p > 0 é utilizada quando a direcio d; também for uma direcio de
decréscimo da fungdo objetivo. Essa situacdo pode ocorrer nas primeiras iteragbes. Adota-
se, em geral, § = L.
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e v : O pardmetro v € (0,1) controla a diminuicdo das estimativas de passo na regra de
Armijo. Na busca linear dos algoritmos das segoes 2.4.2 e 2.4.4 este parametro é utilizado
apenas para fornecer um novo ponto para a interpolacido quadratica da fungio objetivo ou
das restrigdes violadas. Dessa forma, este pardmetro tem pouca influéncia na evolugdo do
processo iterativo. Valores de 0.8 ou 0.7 sdo geralmente utilizados.

e 11 : A constante € (0,1) é utilizada na regra de Armijo para determinar o decréscimo
minimo aceitivel da func¢do objetivo na busca linear inexata. Se n == ( entdo nenhum
decréscimo é exigido, ao passo que se nn = 1, exige-se um nivel de decréscimo que somente
pode ser atingido se a funcao objetivo for linear. Em problemas altamente néo-lineares,

em geral se utiliza valores de n préximos de 0 ji que a condicio de viabilidade costuma
ser muito restritiva.

e ~ : O pardmetro v € (0,1) é utilizado para evitar a saturagdo das restrigdes na etapa de
interpolacio linear. Seu valor é importante apenas nas iteragGes iniciais pois a certa altura
passa a ser atualizada pelo valor de ||dp||. Geralmente, toma-se proximo de 0 favorecendo
passos maiores.

e € : O pardmetro ¢ > 0 € utilizado na regra de atualizagdo das varidveis duais A; para
forcar seus valores negativos para zero mais rapidamente. Entretanto, como ndo ha um
procedimento fechado para essa atualizagfo, ndo hd uma regra para se estimar €. Na
implementacio de [20] é utilizado ¢ = 0.1, deixando claro que valores como 0.01 e 0.001
podem ser utilizados, dependendo mais uma vez das unidades utilizadas.

 § : O pardmetro § > 0 é um dos mais influentes na convergéncia do algoritmo pois
controla o tipo de atualizagdo das varidveis duais das restrigbes de desigualdade. Em
outras palavras, esse pardmetro julga se o ponto atual estd suficientemmente préximo do
contorno da regido vidvel. Seu valor depende muito do problema e das unidades, sendo
necessario avaliar como ||dg}® evolui ao longo do processo e a precisio exigida para a
solugao.

2.5 Estudo de Casos

A seguir, apresentam-se alguns exemplos da aplicagdo do algoritmo de minimizacio de
Herskovits.

2.5.1 Minimizacac de Volume de uma Viga — Restrigoes de Desigualdade

Busca-se, neste exemplo, a minimizagio do volume de uma viga de seglo transversal
constante (base b e altura h, como mostrado na Figura 2.6) submetida a um momento fletor
M =4 x 10* kN-mm e a um esforgo cortante V = 75 kN, mantendo seu comprimento fixo [48].
As condigbes de contorno da viga séio tais que as tensdes maximas de flexdo e cisalhamento sio,
respectivamente, 6M/bh® e 3V/bh. Exige-se que as tensdes ndo ultrapassem 10 MPa na flexiio
e 2 MPa no cisalhamento (restrigdes g1 e g2). Além disso, a altura h ndo deve exceder o dobro
da largura (restricio g3). ImpGem-se ainda os limites 10 mm < b,/ < 1000 mm (restrigdes g4 a
gr)-

Considerando densidade e comprimento da viga constantes, deve-se minimizar a area da
seclo transversal. As varidveis de projeto sio claramente b e h e a fungdo objetivo do problema
é a férmula que define a drea em funcdo das varidveis b e h, ou seja, f (b, h) = bh. As restrigbes
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Figura 2.6: Dimensdes b e h da segho trans- Figura 2.7: Curvas de nivel de f (b, h) = bh
versal retangular de viga. e regifio viavel {1 delimitada pelas funcdes g;.

g1 a gr tém a seguinte forma,
g1 (b,h) =6(4 x 10%) /bh% < 0.01 g4 (b h) = b < 1000.0
g2 (b, ) = 3(75) /bh < 0.002 g5 (b, h) = h < 1000.0
g3{b,h) =h < 2b geib,h)y=562>10.0
gr{b,h) =h > 10.0
Escrevendo o problema na forma geral (1.11) com as restri¢oes noa:malizadas fem-se,

min f (b, h) = bh g4 (b, ) = 10000 -10<0
sujeita & g1 (b,R) = 2—%%9—5 1.0<0 g5 (bh) = o — 1.0 <0
g2 (b, h) = il%ggil@— 100 gg{bh)=10- Iiggn
ga(bh) = £ —1.0<0 gr(bh)y=10- 2 <0

como citado anteriormente, a normalizacao das restri¢cdes é um meio de facilitar a comparacio
numérica entre as restrigdes (observe que todas as restrigbes sdo comparadas com o valor 1.0)
eliminando as diferengas entre ordens de grandezas provenientes das unidades utilizadas para
cada caracteristica fisica que precise ser controlada. Neste exemplo também pode ser observada
uma dificuldade introduzida pela normalizagio das restrigdes: a restriciio gs, antes linear, ao ser
normalizada torna-se uma restricio ndo-linear.

A solugac do problema ¢ qualquer ponto vidvel com a restri¢do gy ativa (linha A — B
da Figura 2.7), onde f(b,h) = 112500.000 mm?. Aplicando o algoritmo de Herskovits foram
obtidos 0s seguintes resuitados numéricos.

Solugao:

Pardmetros: o = 0.5, £ = 107" j=1.0, v =08, n1=02, v=0.1, ¢ = 0.1, 6 =0.1.

Ponto inicial: b = 500.0 mm, k = 900.0 mm.

Valor da funcdoc objetivo no ponto inicial: 450000.000 mm?.

Resultados:

@

Ponto détimo: b = 349.33386599 mm, h = 322.04149397 mm.
Valor da fungio objetivo no ponto &timo: 112500.00009745 mm?®.
Nimero de iteracées: 10.

Numero de total avaliagbes da fungio objetivo: 13.
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Tabela 2.1: Valor final das restricdes e multiplicadores Lagrange (restricbes de desigualdade).

Restr. valor final A valor final
g1 = -3.3755895e-01 A = 2.880719e-04
gz = -8.662604e-10 Az = 1.125047e+-05
ga= -5.390634e-01 A3 = 9,495071e-05
gs = -6.506661e-01 A4 = 1.000000e+00
g5 = -6, 770585e-01  As ==  1.600000e+00
ge =  -3.39333%+-01  As =  1.000000e+4-00
gr=  -3.120415e+01 A7 =  1.000000e4-00

Numero de avaliagoes das fungdes de restricao: 16.

Numero de avaliagfes dos gradientes das fungoes: 10.

A Tabela 2.1 mostra o valor final das restri¢gdes e dos multiplicadores. As Figuras 2.8(a),
2.8(b), 2.8(c) e 2.8(d) mostram a seqiiéncia de projetos gerados pelo algoritmo na regido Q, a
evolucio da funglo objetivo e das varidveis b e d durante as iteragdes.

A Figura 2.8(a) exemplifica como a deflexdo da diregdo de busca, evitando saturar res-
tricdes ndo-relevantes, aumenta a eficiéncia global da otimizagao. Observa-se que ao se desviar
da restricdo gs na iteracdo 4, o passo na direcdo de busca pode ser grande o suficiente para
se aproximar da restri¢do gz, fazendo com que o maior decréscimo da fungdo objetivo durante
O processo ocorresse nessa iteracio. Além disso, pode-se observar, nos demais graficos deste
exemplo, a convergéncia da solugdo a partir da iteracéo 6.

2.5.2 Minimizacdo do Volume de uma Viga — Restrigoes de Igualdade e
Desigualdade

Pode-se modificar o problema apresentado na Segdo 2.5.1 convertendo a restricio g3 =
h/2b— 1.0 < 0 numa restricao de igualdade (k). Colocando este novo problema na forma geral
(1.11) tem-se,

min f (b, h) = bh 94(b,h) = 5 —1.0<0
sujeita & gi(b,h) =224 —10<0  gs5(bh) =1.0- 325 <0
g2 (b h) = 1BXI 1 0<0  go(bh) =10~ 325 <0
g3{bh) = 55 —1.0<0
hi(bh) = £ —~1.0=0

A solugdo desse problema é o ponto A, intersecgio entre g2 e by {que sdo ativas na solugéo),
mostrado na Figura 2.7, ou seja, b = 237.17082451 mm e h == 474.34164903 mm. A dificuldade
deste problema consiste em atingir o ponto A sendo que nos pontos da linha A — B a fungéo
objetivo tem mesmo valor. A seguinte solu¢do numérica foi obtida.

Solucgao:

o-Pardmetros: ¢ =005, £=10"7, 5=10,v=08,0=02,v=0.1,e=01, § =0.1.
¢ Ponto inicial: & = 900.0 mm, A = 450.6 mm.
» Valor da funcio objetivo no ponto inicial: 405000.000 mm?.

@ Resultados:

Ponto étimo: b= 237.17108439 mm, h = 474.34215707 mm,
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Tabela 2.2: Valor final das restriges e multiplicadores Lagrange (restrigdes de igualdade e desigual-
dade).

Restr. valor final A valor final
gL = -5.5025503e-01 Ay = 1.000000e+-00
g2 = -2.166805e-06 Ag = 1.308915e-07
g3 = -7.62828%e-01 A3 = 1.000000e-+00
g4 = -5.256578e-01 Ay = 1.060060e-4-00
gs =  -2.27171le4+01 A5 = 7.457126e-07
gs =  -4.643422e+01 Jg = 7.281173e-07
hy = -2.468669e-08 ;= -4.564688e+04

Valor da fungfo objetivo no ponto étimo: 112500.244 mm?.
Nuamero de iteragoes: 35.

Nimero de total avaliagdes da fungao objetivo: 99.
Numero de avaliagdes das fungoes de restrigao: 93.

Nimero de avaliagbes dos gradientes das fungtes: 35.

A Tabela 2.2 mostra o valor final das restricoes e dos multiplicadores. A Figuras 2.9(a),
2.9(b), 2.9(c) e 2.9(d) mostram a seqiiéncia de projetos gerados pelo algoritmo na regido €2, a
evolucdo da funcio objetivo e das varidveis b e d durante as iteragoes.

Como se observa nas Figuras 2.9(a) a 2.9(d), a existéncia de restrigbes de igualdade faz
com que ¢ processo de solugio apresente oscilagdes nas iteragoes iniciais, antes de apresentar
um progresso direcionado para a solugao. Isto ocorre pois sdo impostas condigdes mais severas
a solucdo deste tipo de problemas se comparados a problemas com restricdes de desigualdade
apenas. Além disso, como a fungio de decréscimo nao ¢ apenas a fung¢io objetivo mas a penali-

zagao desta em relacdo A violagdo das restrigoes de igualdade, o valor da fun¢io objetivo pode
sofrer acréscimo.

2.5.3 Minimizacao do Volume de uma Viga Engastada

Uma viga engastada de secio transversal retangular e comprimento [ = 2 m estd submetida
a0 carregamento concentrado F == 100 kN em sua extremidade, como mostrado na Ifigura 2.10.
As propriedades do material da viga sdo o médulo de elasticidade E = 200 GPa ¢ a tensio normal
admissivel de o, = 250 MPa (g1). Devido &s condig¢des de contorno, a tensio méxima normal
na viga é 6FI/bh?%. As varidveis de projeto sdio a base b e a altura i da segiio transversal que
estao restritas aos seguintes intervalos: 0.04 m <5< 02me h <0.2 m (g2 a g4). Mantendo o
comprimento fixo, deve-se determinar a viga de menor peso que respeite as restrigges de projeto.

As restrigdes do problema sdo,

g1 (b, h) = 6(2) (100 x 10%) /bA% < 250 x 108 g3(b,h) =5 < 0.2

g{bh)=h <02 g4{b,h)=b>004

Colocando o problema na forma geral (1.11) com restrigdes normalizadas tem-se,

min f (b, h) = 2bh

sujeita & qu{bh)y=20EB_10<0 g3(bh)=56—-10<0
g2 (b,h) =5h—1.0<0 g (bh) =1.0~25b <0

A solucio desse problema é o ponto b = (.120 m e A = 0.200 m. Este ponto € a intersecgdo
entre g; € g3, ativas na solugdo, como ilustrado na Figura 2.11(a). A seguinte solu¢do numérica
fol obtida com o algoritmo de Herskovits.

Solugao:
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Tabela 2.3: Valor final das restrictes e multiplicadores Lagrange.

Restr. valor final A valor final
g1 = -3.815654e-05 A = 2.543094e-02
ga = -3.99815%-01 A2 =  1.000000e+400
g = -1.343418e-04 Az =  1.000000e+-00
gs = -2.000021e+00 Mg = 1.588382¢-07

e Parametros: a =095, £=10"% 5=1.0,v=08,7=02,v=01,e =01, § = 107%

Ponto inicial: & == 0.180 m, h = 0.170 m.

Valor da fungio objetivo no ponto inicial: 0.06460 m3.

Resultados:

Ponto 6timo: b = 0.12003683 mm, A = 0.19997313 mm.
Valor da funcéo objetivo no ponto étimo: 0.04800 m®.
Ntimero de iteragdes: 5. ‘

Numero de total avaliagdes da fungdo objetivo: 8.
Nimero de avaliagGes das funcgdes de restricio: 11.

Niimero de avaliagGes dos gradientes das funcoes: 5.

A Tabela 2.3 mostra o valor final das restricoes e dos multiplicadores. A Figuras 2.11(a),
2.11(b), 2.11(c) e 2.11(d) mostram a seqiiéncia de projetos gerados pelo algoritmo na regiéo €2,
a evolugdo da funcdo objetivo e das variaveis b e d durante as iteragoes.

2.5.4 Projeto Otimo de uma Mola

O problema consiste em projetar a mola de massa minima que suporte os carregamentos
de tragdo em compressdo sem falha do material {no critério da tensao de cisalhamento), satis-
fazendo, ao mesmo tempo, outras exigéncias de performance como deflexo minima, minima
freqiiéncia das ondas transversais e limites das varidveis. As varidveis de projeto do problema
s3o o didmetro médio da espira D, o didmetro do arame d e 0 ndmero de espiras ativas n,, como
mostrado na Figura 2.12 [{48].

Para formular o problema de projetc de molas helicoidais, os seguintes dados e notagoes
sdo definidos:

Niimero de espiras inativas ng = 2

Carregamento P =101bs

Médulo de cisalhamento i = 1.15 x 107 Ib/in®
Deflexao da mola Al

Deflexo minima Algpin =05 1in

Densidade do material P = 7.38342 x 10~* Ib-sec® /in*
Tensdo admissivel de cisalhamento 72 = 8.0 x 104 1b/in?

Limite inferior da freqgiiéncia transversal Wmin = 100 Hz

Limite do didmetro externo da mola D=15in

Uma mola scb tensfo ou compressic experimenta torgio. Dessa forma, impoe-se uma
restricic na tensdo de cisalhamento. Tem-se as seguintes expressdes para a mola:



2.5. Estudo de Casos

0.23‘.
02
G119t
410.13'*.
DRYES
Gi6r
91 0w 013 014 015 046 o e ez 00485~ i ] 3
& Heragdes
{a) Segiiéncia de projetos na regido {b) Valor da fungéo objetivo.
viavel, ’
02
0.195¢
) 919+
£0.185
| 0.18:
: B2t |
0'12; 1 2 3 /i g o n T 2 3 4
Heragdas fteragdes
(c) Variavel b. (d) Variavel h.

Figura 2.11: Processo de otimizagao do volume da viga engastada.

T g
D

I

Figura 2.12: Dimensbes D e d da mola.

52



2.5. FEstudo de Casos 53

~ - d*i
Relagdo carregamento/deflexao P= 3 D3na> Al
- . 8k.PD
Tensdo de cisalhamento T= —8?33_
4D —d)y  0.615d
~ - 7 k —
Fator de concentracdo de tensao = TID - 4d) + 5
e . . _d it
Freqiiéncia das ondas transversais W o= 5w Do 5!—3

Estas expressdes sio usadas para determinar os funcionais do problema:

Funcao Objetivo O problema consiste em minimizar a massa da mola (volume x densidade).
Como a densidade é constante, o problema se resume a minimizar o volume da mola

f(D:d:na) = ('na + 2) Bd2

Restricao de Deflexao E comum exigir que a deflexdo devida ao carregamento P seja no
minimo Aly,. Este tipo de restricio ¢ comum no projeto de molas, pois em muitas
aplicagoes, a fungio da mola ¢ fornecer uma forga de restauragio modesta enquanto outros
componentes realizagio grandes deslocamentos devido a fungdes cinmaticas. Assim, Al >
Alpin, ou seja, -

8D%n,
SZ 1 5 Almin
P

Restricio de Tensao Esta restrigio previne a falha do material no critério da tenséo de cisa-
lhamanto. Assim, deve-se ter 7 < 14, OU seja,

SmPD[(MD—@ Oﬁwd}<
*@ |@D—4d) D =

Restricao de Fregiiéncia Deseja-se também, evitar ressonancia em aplicagdes dindmicas. Res-
sondncia pode ser evitada tornando a freqiténcia das ondas transversais a maior possivel,
ou seja, w > wWhpin. A restricio é entdo,

d B
27 Dn, \| 25 = “min

Restrigdo no Didmetro Externo Devido a exigéncias construtivas, o didmetro externo da
mola é limitado. Logo,

D+d<D

Limites das Varidveis Devido & exigéncias préticas as varidveis podem assumir valores so-
mente dentro de uma faixa limitada, ou seja,

0.05<d4<020 0.25 < D <1.30 2<n, <21

Expressao de concentragio de tensdo de Wahl: relagio determinda experimentalmente para considerar altas
tensies em certos pontos de molas.
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Tabela 2.4: Valor final das restrigbes e multiplicadores Lagrange.
Restr. valor final A valor final

g1 = -1.450270e-03 A =  6.879232e+4-02
g2 = -3.087149e-05 Az =  2.47737%e+04
ga=  -3.956057e+00 Az = 2.527492e-01
g4 = -7.545542e-01 Ay = 1.326287e+00
g5 = -6.434158¢-04  As =  1.544348e-+03
gs =  -8.262732e+01  As = 1.556743e-02
gr = ~1.300760e+01 Ay = 7.687710e-02

A partir destes dados , pode-se expressar o problema na forma geral (1.11) com restri¢Ces
normnalizadas,
min f (D,d,n,) = (ng + 2) Dd?

sujeita & . ga(b,h) = P_‘%i_ 1<0
g1 (b,h) = 71%72;4 < g5 (b.h) = 1 = 5= <0
gﬁ(b’h):msgﬁ Ddfl—jd‘*)+51018d2-1§0 9 (&, h)_m"ﬁ%égg
g3 (b,h)=1— 1;2‘154 <0 g7 (b,h) = 1.0 - 0.5n, <0

£+
Este é wm problema com vérios minimos locais, sendo o minimo global correspondente a um

valor de 0.01270 para a funcdo objetivo do problema, com as restrigdes g; e gz ativas.
Solugao:

Parametros: a = 0.7, £ = 10"1°, 5=1.0, v =08,7=02,7y=01,¢=0.1,6 = 107,

e Ponto inicial: D =0.4 in, d = 0.06 in e n, = 20.0.

Valor da fungio objetivo no ponto 6timo: 0.03168

Resultados:

Ponto otimo: DD = (.31813658, d = 0.05003217, n, = 14.00760211.
Valor da funcio objetivo no ponto étimo: 0.01274790.

Nimero de iteragoes: 9.

Nimero de total avaliagbes da funcio objetivo: 16.

Niimero de avaliacdes das fungdes de restrigdo: 21.

Ntimero de avaliagbes dos gradientes das fungoes: 9.

A Tabels, 2.4 mostra o valor final das restrigdes. As Figuras 2.13(a), 2.13(b), 2.13(c) e
2.13(d) mostram a evolugio da fungio objetivo e das varidveis D, d e ng durante as iteragoes.

O resultado atingido corresponde a um minimo local do problema, com a restrigdo gp ativa.
Determinar o minimo global com este método requer a realizacio de vérias andlises, alterando-se
o ponto inicial, selecinando-se a solucéio onde a funcéo objetivo tenha menor valor.

2.5.5 Comentdrios

Acerca do comportamento do método nesse problemas os seguintes comentérios podem
ser feitos:



2.5. Estudo de Casos

#0,0.n

00125 2 3 s 8 [ A S B 5 & 7 & #
igragdes fteragdes
{a} Valor da funcao objetive. {b} Varidvel .

a.esar -
0,950 1 2 3 47 - g & 7 & 9 8 E
sragses
{c) Varidvel d. (d) Varidvel na.

Figura 2.13: Processo de otimizagdo do volume da mola.

55



2.6. Inclusido de Estratégia de Restrigoes Ativas 56

» O algoritmo atingiu a solugdo Gtima dos diversos problemas com sucesso.

e Apesar do método exigir o ajuste de um grande nimero de parémetrds, apenas 0§ pa-
rametros a, § e £ tém impacto significativo na eficiéneia do processo de solugdo. Como
citado anteriormente, a escolha dos pardmetros § e £ dependem diretamente das unidades
das varidveis de projeto, pois tanto o critério de parada do algoritmo quanto a atualizagao
das varidveis de projeto sdo comparados com o valor [|dp||. Esse foi o caso do exemplo na
Secdio 2.5.3, onde foi necessario adotar valores muito pequenos para 6 e &.

e O pardmetro § deve ser ajustado para que néo seja maior que [|dp| nas primeiras iteragdes,
permitindo que a seqiiéncia de projetos se desvie das restrigdes que nao serdo ativas na
solugdo. Um valor grande de £ também pode fazer com que o algoritmo se encerre pre-
cocemente, muito longe da solugdo do problema. Como « controla o peso da deflexao da
direcio de busca original, é interessante adotar valores pequenos quando o ponto inicial
estd distante da solugdo evitando que a seqiiéncia de projetos se aproxime de restrigoes
nao relevantes, reduzindo a convergéncia. Isso também é necessario em problemas com res-
trigdes de igualdade pois a fungio de penalizagio pode forgar uma saturagio das restri¢Ges
longe da solugdo;

o O resultado mais importante para avaliar a eficiéncia computacional de um algoritmo ¢
o maximo entre o ndmero de avaliagées da funcéo objetivo e o niimero de avaliacoes das
funcoes de restrigio. Isto porque as fungbes mais relevantes do problema geralmente sao
implicitas exigindo a solu¢iio de um sistema linear de grande dimensoes, e esse nimero
indica quantas vezes fol necessdario resolver este sistema linear.

¢ Enquanto que em problemas envolvendo apenas restrigoes de desigualdade héd decréscimo
da funcio -objetivo a cada passo, quando estdo presentes restrigdes de igualdade é exigido
decréscimo da fungdo objetivo penalizada, podendo haver entdo acréscimo do valor da
funcgdo objetivo original como pode ser observado na Figura 2.9(b).

e Os gradientes sdo avaliados uma vez a cada iteracso.

2.6 Inclusdo de Estratégia de Restricoes Ativas

Com o objetivo de aumentar a eficiéncia do algoritmo de Herskovits, pode-se incorporar
uma estratégia de restrigdes ativas semelhante a desenvolvida por LIM e ARORA[16}. A inclusio
de tal técnica requer pequenas alteracoes no algoritmo basico na etapa de atualizacdo da matriz
hessiana, determinacio da diregdo de busca e busca linear.

Nessa estratégia, determina-se, a cada iteragio, o conjunto de restrigoes e—ativas para
uma dado £ > 0. Sao utilizados somente os funcionais desse conjunto na atualizagdo da matriz
hessiana, nio sendo necessirio determinar os gradientes dos demais funcionais. Em seguida,
somente os funcionais ativos sdo utilizados na determinagio da dire¢do de busca. No algoritmo de
Herskovits, diminui-se a dimensao da matriz R, diminuindo o custo da determinacdo da diregéo
de busca. Observa-se que as restrigdes correspondentes aos limites das varidveis, cujos gradientes
ndo envolvem célculos adicionais para serem determinados, podem ser sempre mantidas no
conjunto ativo, fazendo com que todas as estimativas de projeto sejam mantidas dentro de
um conjunto fechado e limitado conhecido. Na etapa de busca linear, seria necessario apenas
modificar a interpolacdo quadrdtica das restrigdes pois, se alguma restricdo nao pertencente
a0 conjunto ativo for violada, a interpolagdo quadrdtica deve entdo ser feita a partir de trés
valores do funcional: o valor do funcional na iteragdo anterior, a estimativa por linearizagao e 2
estimativa pela regra de Armijo.
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Como os casos tratados neste trabalho tém moderado custo computacional, a imple-
mentacdo utilizada nio incorpora nenhuma estratégia de restrigbes ativas.



Capitulo 3

Analise de Sensibilidade em
Elasticidade Linear

Uma das consideragtes mais importantes na analise ou projeto ¢ a determinacao dos efeitos
da alteragio de algumas de suas caracteristicas (varidveis de projeto}, ou seja, a determinacio da
sensibilidade & variacdo de seus parimetros. Nesse capitulo se considera a andlise de sensibilidade
em problemas cujas varidveis ndo influenciam a forma do dominio do problema estrutural como,
por exemplo, problemas envolvendo propriedades geométricas de elementos estruturais simples
(4rea e momentos de inércia), propriedades de material ou espessuras étimas em problemas de
tensao plana.

Duas abordagens sfo possiveis: desenvolver as expressdes dos gradientes em relagio as
equacbes de sistemas j4 discretizados ou obté-las diretamente das equagdes do meio continuo, as
quais sdo entdo discretizadas para efeito de cdlculo.

Nos problemas de elasticidade linear estas duas abordagens sdo equivalentes tanto tedrica
quanto numericamente. Porém, a segunda op¢do apresenta como vantagens a obtencao de um
enunciado analitico das derivadas dos funcionais do problema, sem nenhuma discretizagao envol-
vida, além de uma certa independéncia em relacio ao cédigo de andlise. Observa-se ainda que
os problemas onde a forma do componente é considerada uma varidvel {anélise de sensibilidade
A variacio da forma) sfo formulados de maneira mais conveniente como problemas de dominio
contfnuo [31]. Logo, a formulagao continua permite que problemas de sensibilidade a pardmetros
e a forma possam ser tratados e implementados de maneira unificada.

Uma vez implementados os procedimentos de determinacao de gradientes, a técnica de mi-
nimizagio do Capitulo 2 pode ser aplicada na determinacdo de espessuras étimas em problemas
de tensdo plana.

3.1 Formulacao Discreta da Analise de Sensibilidade

Considere estruturas com nimero finito de graus de liberdade, comportamento eldstico do
material e pequenas deformacdes, ou seja, respeitando as hipéteses da elasticidade infinitesimal.
Tais estruturas podem ser trelicas, pérticos, estados planos e s6lidos tridimensionais discretizados
pelo Método de Elementos Finitos.

De acordo com a segio anterior, a solugio do problema discretizado envolve a solugio de
um sistema linear de equacdes da forma (1.9}, descrito de forma resumida como,

K(p)u=1(p) (3.1)
sendo u = u (p) e p o vetor das varidveis de projeto

58
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Os funcionais usualmente utilizados em problemas de otimizagdo estrutural podem ser
colocados na seguinte forma geral,

#(p) =G (p,u(p)) (3.2)

Este funcional depende tanto de forma explicita das varidveis de projeto quanto de forma
implicita, através da solugio u da equagdo de estado (3.1). O objetivo da andlise de sensibilidade
¢ determinar a dependéncia total deste tipo de funcional em relagdo &s varidveis de um projeto
parametrizado.

Uma variagao do funcional (3.2) é a seguinte,

. _ _9g oG 89 oG
P(p) = Vpy dp= 7p dp + v du = p -dp t3 (Vpu) dp
(8¢ r9G [ag T 86
= er (Vpu) ] vdp = Vi = |5+ (Ve )’ == (3.3)
- . G 0G . .
Na equagao anterior, os termos 5—5 € 5o podem ser determinados, j& que se conhece a

forma funcional de G. O problema reside em determinar Vpu.

Como u ¢ definido de forma implicita pela solugdo do sistema (3.1), sua derivabilidade em
relacio a p ndo é imediata. Admite-se no momento a existéncia desta derivada e adiante serdo
discutidos alguns aspectos envolvidos nessa operagio. Dois métodos, direto e adjunto, podem
ser empregados para calcular Vgu, conforme descrito a seguir.

3.1.1 Meétodo Direto

Considerando a existéncia de Vpu, define-se o vetor r, residuo de {3.1), como,
r=Ku—-f=20

Derivando em relacdo a cada componente p (k = 1,...,n) do vetor p de dimensio n, tem-se o
conjunto de equagoes,
or JK of du
e = e e —— K 2z () kxl,...,'n.
Opr  Opx  Opk Opk
Logo,
du of oK
= —=—u  k=1,...,n 3.4
opc  Ove Op ’ (34)
Resolvendo os n sistemas lineares de (3.4), obtem-se o tensor Vpu, pois cada solugao de
(3.4) fornece uma coluna de Vyu. Observa-se que uma vez fatorada a matriz K, obtém-se as
derivadas g—“— por substituigio. Apds determinar Vyu, basta utilizd-lo na expressdo (3.3) para
calcular a sensibilidade de ¥ em relagdo as varidveis de projeto.

Em resumo, o calculo do gradiente do funcional ¥ pelo método direto envolve os seguintes
passos:

) oK 0f a6 oG
1. Det , k=1,...,n)e o2
Determinar —— B’ Oox’ Bpr (k=1,...,n)e B
2. Calcular Vpu pela equagdo (3.4), através da sclugio de n sistemas lineares com mesma
matriz K,
f OK
Ou o E=1,...,n

P — e §
Opr  Ope  Opk
3. Calcular as componentes de Vi,

oY  0G Qg_ du

M _99 .9 9 3.5
Opr  Opr  Ou Opg (83)
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3.1.2 Meétodo Adjunto

Seja o vetor ¢ e RN e considere o produto escalar de ¢ por (3.4),

SR
Opk Opk Opx
Portanto,
Ju of K
Kig —— =g 2= ~¢-—u 3.6
Opx Opx Ipy, (36)
Comparando (3.6) com (3.5), pode-se calcular ¢ pela solugao do sistema,
oG
T = -2
Ki¢= 7a (3.7
Desta forma, a sensibilidade de 1 com respeito a p pode ser avaliada pela expresséo,
oy of K oG
— = — & U k=1,...,n 3.8
Ipx Ik O, Opx (3.8)

sendo necessdrio resolver apenas um sistema linear, independente do nimero de varidveis de
projeto. :

Em resumo, o cilculo do gradiente do funcional ¢ pelo método adjunto envolve os seguintes
passos:

. oK of 0G aG
1. Determinar 51;1;’ 515;:’ wé};; (k=1,....,n}e Ewe

2. Resolver o problema adjunto (3.7)

ag

T. _

K'e= du

3. Calcular as componentes de V1 através de (3.8),

Opx Opx Opr Ops B

3.1.3 Comparagao entre os Métodos Direto e Adjunto

A precisdo dos resultados obtidos pelos métodos direto e adjunto é equivalente {31]. Porém,
o nitmero de operacdes realizadas em cada caso pode diferir bastante. Para determinar qual dos
métodos anteriores é o mais eficiente basta comparar o nimero de sistemas lineares a serem
resolvidos, assim como e o nimero de vetores a serem armazenados e operados para a solugio
do problema.

No método direto, calcula-se todo o tensor Vpu, exigindo a solugdo de n (nmimero de
varigveis de projeto) sistemas lineares (de mesma matriz) de dimensdo N, independente do
ntimero de funcionais do problema. O método adjunto, por sua vez, resolve um sistema linear
de dimensdac N por funcional {também de mesma matriz). Como em otimizag8o o mimero de
funcionais ativos' é sempre menor ou igual a n para um projeto vidvel, o método adjunto serd
de forma geral mais eficiente. Principalmente se o algoritmo utilizado for capaz de reconhecer o
conjunto de restricdes potencialmente ativas.

Além disso, em muitos casos o niimero de varidveis de projeto é maior que o0 nimero

de funcionais cujos gradientes exigem procedimentos de andlise de sensibilidade para serem
determinados.

Do ponio de vista da otimizagio, apenas os funcionais ativos e violados sao relevantes. Portanto, somente é
necessario calcular a sensibilidade destes funcionais.
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3.2 Formulacdo Continua da Analise de Sensibilidade

No caso da formulacio continua, consideram-se as equagdes na sua forma original, dedu-
zindo-se analiticamente as expressGes de sensibilidade, as quais s@o resolvidas numericamente.
Observa-se que no caso discreto, determinam-se as derivadas tomando-se as expressdes na sua
forma. discreta. Ambas as formulagoes sao equivalentes para problemas lineares.

Considere, portanto, problemas elastostdticos lineares colocados na forma do problema
variacional {1.4).

Demonstra-se em [31] que as formas bilinear ay, {1, v) e linear [, {v} sdo diferencidveis com
respeito ao projeto p, mantendo w fixo. Da mesma maneira, v e Vu sao diferencidveis com
relagdo a p. Assim, sendo §p uma variagdo do projeto atual p, tem-se,

ap+rsp (U, ) — ap (u,v)

ép (u,v) = Dap (u,v) [6p] = ill% - w= Vpap (u,v) - 6p (3.9
ip (0) = Dip (v) Iop] = i 22 0 () _ gy (1) gp (3.10)
i (x,p) = Du Gt p) fop] = lim "SR IR ZUOP) _ gy ) gp @)

As expressoes anteriores representam as derivadas direcionais na diregdo ép ou ainda a
primeira variagio do cdleulo de variagbes. Como ap (u,v) € continua e ap (u,v), Ip {v) e 4 (x,p)
830 lineares em 8p, as equagdes (3.9) a (3.11) sdo denominadas derivadas de Fréchet.

Observe que a geometria de B nio depende dos parametros. Portanto, considerando apenas
condicbes de contorno homogeéneas, o espago V de solugdes cinematicamente possiveis é mantido
inalterado, ou seja, v = 0.

A maioria dos funcionais de performance estrutural pode ser colocada na seguinte forma
geral,

ye)= [ GwVup) & u=up) xeB (312)

onde G é um funcional continuamente diferencidvel com relagdo aos seus argumentos, podendo
representar, por exemplo, o volume ou um critério de falha estrutural numa regido de B. A
derivada direcional de (3.12) na diregao da reta p -+ t8p fica entdo definida por,

4§ (p) = Dy (p) [6p) = D {[Bg (u (%, p), Vu (x, D), p) dv} [6p] = Vot - 6p

Como B ndo depende das varidveis de projeto, a diferenciagdo pode ser tomada dentro do
integrando. Logo, empregando a regra da cadeia, tem-se,

¥ (p) = [ D{G(uix.p), Vu(x,p),p)} op] OV

$@) = [[(Gu-ii+Gou- Vit G- 6p) dV (3.13)

A seguir discutem-se os métodos direto e adjunto da formulagdo continua de andlise de
sensibilidade.

3.2.1 Meétodo Direto

Na expressdo (3.13), observa-se que o cdlculo de derivadas de funcionais dependentes da
solugio u, exigem o conhecimento de @ que, por sua vez, pode ser determinado a partir da
derivada total da equagho {1.4),

[ap (u,v)}' = [ZP (UH = é"‘P (u: ’U) + ap (’U;, U) = ip (U)
ap (1,v) = Iy (v) — ap (u,v) {3.14)
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A equagdo (3.14) d4 origem a um novo problema variacional de mesma forma bilinear
que (1.4), cuja solugéio é justamente a derivada do campo de deslocamentos #%. A partir dessa
solugao determina-se Vi, obtendo-se ¥ (p) a partir de (3.13). No entanto, os termos do lado
direito de (3.14) dependem da direcdo ép. Desta maneira, este procedimento nao é de interesse,
pois deseja-se obter expressdes explicitas para as derivadas em fungao de ép.

3.2.2 Meétodo Adjunto

Deve-se observar ainda que o problema colocado na forma (3.14) é de utilidade prética
limitada pois requer a solugdo analitica de 4 para que se possa calcular o gradiente V. Como
na maijoria dos casos & somente € conhecido em pontos discretos, introduz-se, a exemplo da
formulagdo discreta, um problema adjunto, possuindo as mesmas restrigdes em deslocamentos
do problema original, mas sujeito & um caso de carregamento dependente do funcional ¢ (p),
denominado carregamento adjunto. O objetivo € obter uma expressio explicita para 1) em termos
de &p; para isso utilizam-se os dois primeiros termos da integral do lado direito de (3.13).

Observa-se que os dois primeiros termos da integral do lado direito de (3.13) constituem
uma forma linear em % limitada,

19 () = [ (G i+ Gou Vi) dV
B
Considerando a forma bilinear ay do problema com varidveis adequadas, pode-se escrever
um novo problema variacional correspondente a 5;‘;*‘ (1), ou seja,

ap (¢,4) = / (Gt + Gy - V&) dV (3.15)
B

Como ayp, € simétrico, tem-se a partir de (3.14) e (3.15) ,
ap ("‘-:"1 g) =ap (g,{f,) = EP (g) - &P (u1 ‘;)
de onde se conclui que,

5% (i) = [ (G- + Gwu Vi) 4V = lp () = dp (1,9)
B

Substituindo a equagfo anterior em (3.13) tem-se a expressao da derivada do funcional

¥ (P)s

¥ (p) =l () = dp (u )+ [ G bp AV (3.16)
ot tomando-se (3.9) e (3.10),

$(p) = V60 = {VIp () = Vop (ws) + [ GpaV}-op

Assim, a determinacio de 1 (p) depende apenas do estado adjunto ¢. Para isso, define-se

o seguinte problema variacional,

Determinar o campo de deslocamentos ¢ tal que
ap (6,0) = f ,Gu v +G5u- V) &V WoeV (3.17)

Das propriedades de diferenciabilidade assumidas para G, o termo independente é um
funcional linear e continuo. Portanto, garante-se a existéncia e a unicidade do estado adjunto ¢
pelo teorema de Lax-Milgram {31].

Nesse caso, néc é mais necessario avallar Vi, devendo-se apenas resolver ¢ problema
adjunto (3.17) determinando . Observa-se, entretanto, que é necessario formular um problema
adjunte por funcional dependente de w.

Em problemas analiticos, p € um vetor cujas componentes podem ser escalares ou fungdes.
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Neste tltimo caso os produtos internos devem ser tomados dentro dos integrandos. Na pratica,
porém, as fungdes correspondendo a paradmetros do modelo sdo aproximadas por um subespago
de dimenséo finita, sendo entdo utilizade um conjunto finito de fungoes de forma. Isso significa

que as componentes de p sdo, na maioria dos casos de interesse, sempre escalares, ou seja,
p € R™.
Considerando isto, o algoritmo para o cdlculo de (3.16) é o seguinte:

1. Contréi-se o termo independente de (3.17).

2. Resolve-se o problema adjunto (3.17) determinando .

3. Determina-se o gradiente de ¢ da seguinte forma,

W _ Oy %% [ Yy ko (3.18)

v )
(Ve¥ = 8o Opx Ik “ B Opk

3.3 Estado Plano de Tensao

A formulac@o continua da andlise de sensibilidade serd aplicada ao problema de tensédo
plana. Considere um corpo que estd nas hipéteses de tensdo plana, ou seja, despreza-se a tensao
normal ao plano contendo o dominio B, a espessura do corpo é pequena se comparada as demais
dimensbes € os carregamentos nao dependem da coordenada normal & B. Logo, a partir de (1.4),
as formas bilinear ap, (-.) e linear I (-) estardo dadas por,

ap (1, v) = fs e (x) [T (u)-E(v)] d4 (3.19)
Iy (v) = /B e(x)[b(x) o] dA + fr e(0)[@ ] dL (3.20)

onde:

e e(x), X € B C R?, é uma fungfo escalar descrevendo a espessura do corpo.
e Os deslocamentos dos pontos do corpo sao fungbes de suas coordenadas no plano, ou seja,
T
u{x) = { uz (T,y) Uy (z,v) } .
e b é o campo vetorial de forcas de volume e @ o campo de forgas de superficie.
Na pratica, a espessura e(x) é aproximada por uma combinagao linear de fungdes de

forma, sendo as constantes dessa combina¢do as varidveis de projeto a serem otimizadas, ou
seja,

”
e(x) > pudr (3.21)
k=1
Sejam, entdo, as fungdes ¢; definidas como,

_}J 1 se xeb n _ " _
o (X) = { 0 se x¢B onde k{jl By,=8B kgl OB, NOB=08B (3.22)

Tais funcbes dividem o corpo em subregices By de espessura constante. Assim, os termos
(3.19) e (3.20) podem ser reescritos como,

ap(u,v)mz;:k/ T(u ) dA
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288,

lp(v)=épk{/3kb(x)-vdfi—i— q»-vdL}

De onde se conclui que,

9‘12 (1,v) = /B T (u)- E (v) dA (3.23)
&
c’ilp
. (0) = f b(x)-vdA+/ & vdL (3.24)
2NaBy,
Dessa. forma, a equagao (3.18) pode ser reescrita como,
(pr)kwf b(x)-¢ dA+] @-qu—f T(u) E(s) dA+ % (3.25)
By, T'2N8B; By 8

onde ¢ é a solugao do problema adjunto.

Observa-se que numa discretizacdo por elementos finitos, ap (u,v) = v-Kuelp{v) =f-v

Bap oK ~ Olp
e conseqiientemente?, —F (u,¢) =g ~——une = (¢)=¢- . Verifica-se que — ¢ a matriz
Fpi Opi. Opg Ok

dp

Pk
N x N formada pela mclusao das matrizes dos elementos da regido By, divididas pelo valor

da espessura pj, na matriz de rigidez giobal. Por sua vez, é o vetor N x 1 formado pela

A
inclusio dos carregamentos dependentes da espessura impostos na regido By, divididos pelo

valor da espessura pg, no vetor de carregamentos giobal. Nestes dois termos consideram-se que
as condicdes de contorno homogéneas foram aplicadas.

3.3.1 Determinagio de Gradientes

A seguir sdo desenvolvidas as expressoes dos gradientes dos funcionais definidos na segio
1.3.3 para o problema de estado plano de tensdo.

Funcional de Massa

O funcional definindo a massa do corpo é, de acordo com (1.13),

“ =Lﬁ(x)e(x> dA

Logo,
b= [ 50 8e dA (3.26)
Portanto,
¥ (p) = Zpk]p(w dA
k=1
i (p) = 3" om1 ] p(x) dA = Voy1 - 6p
k=1
(vpzp;)k_ J/ 5(x) dA (3.27)

2De fato, para problemas de lineares, a discretizagio das expressies da formulagao continua leva &s mesmas
expressoes da formulagao discreta.
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Discretizando o dominio em elementos triangulares com sistema local de referéncia & — 7, por
exemplo, tem-se,

O Y N R o
( p'(ybl)k O Eek Pey, ot o e 4EdT
sendo p., e Je,, respectivamente, a densidade do material e ¢ Jacobilano do elemento.

Observa-se que n3o hé a necessidade de formular um problema adjunto pois este funcional
é independente de u.

Funcional de Tensao

Considerando o funcional de tensdo (1.14), sua expressao de sensibilidade € dada por,
do= [ 167 (- T@]m (e(x) d4 (3.28)

Neste caso, aplicando (3.17), tem-se o seguinte problema adjunto do funcional 5,
Determinar o campo de deslocamentos adjunto < tal que

ap (6, v) = ] () T@]m (x) dA  HweV (3.20)

Pode-se, por exemplo, escrever o funcional de tensdo % em relagio a tenséo equivalente de von
Mises como,

T!"2(13)z-/BC".VPVI m, dA — g(T(u))=0'VM

1/2 - .
sendo que ovy = {02 — 0504 + o2 + 372 define a tensdo equivalente no caso de tensdo
¥ Y Ty
plana. Assim,
1 20, — oy 6Ty
g,T ('LL) - QGVM [ 67‘:1:3; 20’y — oy

Se B, coincide com o elemento e de maior tensdo de von Mises ponderada pela area, tem-se que,
para elementos triangulares no sistema local de referéncia § - 7,

fBr oy e(x) dA 1 /1 ri-i .
P2 (P) = fBr c(x) d4 = ';1‘;‘/0 /0 ovy detJ, dédp (3.30)
sendo A. = [y Jo " detJ, d€d7 a drea deste elemento.

Considerando uma discretizacdo em elementos triangulares, o carregamento adjunto é
entdo obtido da seguinte expressio,

1 3 1—1j 3
é G () T@)me(x) dA = 7= [ [ gagy - DBv dot I, déd

1 i 1-7 _
= = fﬁ /0 BID%g,y detJ. didij-v
€

1 T
sendo gagj = — [ 20, —0y 20y — 0y 121 ] - B é a matriz operador de deformagéo; e D

o tensor de elasticidade de Hooke. Em resumo, o carregamento adjunto nos nés do elemento e
é fornecido pelo vetor

1 gl _
= [ [ BTD gy detd. dfd (3.31)

Deve-se observar que quanto mais refinada a malha, o valor da tensio média no elemento
e se aproxima do valor de tensdio méxima do modelo. Se este funcional for uma restrigao da
otimizagio de uma estrutura, pode-se entao tomar o valor de tensao admissivel préximo da tensdo
admissivel do material em questio. Em contrapartida, em malhas onde o elemeno e tenha drea
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relativamente grande, deve-se compensar o efeito de média no valor da tensao admissivel. Isto
pode ser observado nos exemplos do final desse capitulo.

Apesar da influéncia do tamanho do elemento no valor do funcional e no valor méximo
admissivel (mesmo que o resultado da andlise de elementos finitos seja satisfatorio), a escolha
deste funcional em termos de tensdo média se justifica, pois a tensdo nodal maxima pode ocor-
rer em nds engastados, onde a aplicagdo de carregamentos adjuntos ndo forneceria nenhuma
informacao para o calculo de gradientes. Jd o elemento de maior tensao média apresenta de-
formacio, e portanto, pelo menos algum grau de liberdade livre onde aplicar o carregamento
adjunto.

Funcional de Deslocamento

O funcional {1.15) tem a sensibilidade descrita por,
ds () = [ ()8 (x—x) dA (3.32)

Aplicando (3.17) tem-se o seguinte problema adjunto do funcional ¥,
Determinar o campo de deslocamentos adjunto ¢ tal que

ap (5,0) = ] Gu(-lmy (x) dA YoeV (3.33)

Neste caso,

_ 1 U (Xk)
G 0) = o) { uy (1) }

que é o préprio carregamento adjunto no né.

Se este funcional for definido em relacio a um determinado grau de liberdade, entéo

é } se ug (xg) > 0 0 } se uy (%x) >0

G () = onGoylu)= b

-1

0 } se ug (%) <0 _2 } se Uy (X)) <0

3.4 Derivabilidade da Solugido da Equacao de Estado

Nas secdes anteriores admitiu-se a existéncia da derivada de u com respeito &s varidveis
de projeto p. Serdo consideradas agora as condigbes para esta existéncia.

Para um dado projeto p, assumem-se como hipdteses que a forma bilinear ap (u,v) =
v - Ku seja continua, coerciva e limitada e a forma linear I, (v) = £ - v seja continua. Dessa forma
respeitam-se as condigdes do teorema de Lax-Milgram, garantindo-se a existéncia e a unicidade
da solugdo do problema variacional (1.4). A proposigio seguinte estabelece as condigdes para a
existéncia da derivada da solugio da equacdo de estado.

Proposi¢do 3.1 Se ap e iy satisfazem as hipdteses anteriores e as aplicagbes p v ap e pr—lp
sGo continuamente diferencidveis em p, logo p — u(p), solugdo de (1.4) € continuamente
diferencidvel, sendo . dada por

ap (4, v} = Ip (v} — ap (2, )

Esta proposicdo pode ser enunciada de maneira analoga para o caso discreto.
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Figura 3.1: DimensGes e carregamento do disco.

3.5 Estudo de Casos

3.5.1 Disco Sujeito a Pressoes — Sensibilidade & Variacao da Espessura

Considere o disco de pequena espessura sujeito a pressbes nas superficies interna e externa,
de acordo com a Figura 3.1. A solugiio analitica deste problema em termos do deslocamento
radial u (r} tensdes radial o, e tangencial g, é dada pelas seguintes expressées [76],

o e (e
Grm01_CQ/T2 G’tZCl"f-Cg/?“z

onde E e & sdo, respectivamente, o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material.
Por sua vez, as constantes Oy e (y sfo definidas como,

C ——3;“ féTiz"forg C __i (fi"‘fo)?"z?Tg

1= 2 2 2= R
b1 Ta L 1 s — T3

sendo py, 75 € T, & espessura e 0s raios interno e externo do disco; f; e f, os carregamentos
distribufdos nos perimetros interno e externo do disco. Assim pr; = fi/p1 e pro = fo/p1, onde
pr; € a pressdo interna e pry, a pressdo externa. Os seguintes valores numéricos foram adotados,

E=21x108kN/em?® 1 =2cm  f; =100 kN/cm

7 =103 ro=8cm  f,=10kN/cm

p =1 cm

considerando ainda u, = 0.0005 cm e o = 1500 kN/cm? como valores maximos admissiveis em
deslocamento e tensao equivalente.

O problema foi discretizado utilizando elementos lineares (malhas 1 e 2 — Figura 3.2)
e quadraticos (malhas 3 e 4 — TFigura 3.3) de tamanho médio constante e com refinamento
adaptavel.

Para o funcional 15 de deslocamento resultante méaximo (1.15), os valores obtidos analitica
e nwmericamente sdoc mostrados na Tabela 3.1. Pode-se observar nesses resultados que quanto
mais adequada for a malha para a andlise de elementos finitos, mais precisos sdo os valores
obtidos para o funcional de deslocamento ¥z e sua derivada.

A Tabela 3.2 mostra os resultados obtidos para o funcional de tensdo equivalente de von
Mises. As duas primeiras colunas fazem a comparagdo entre o valor pontual maximo analitico
dessa tensio e os valores maximos de tensio nodael em cada uma das malhas. Como esperado,
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{a} Malha 1: Elementos lineares com ta-
manho médio constante.

{b) Malha 2: Elementos lineares com re-
finamento por andlise adaptavel.

Figura 3.2: Malhas de elementos lineares.

{a} Malha 3: Elementos quadréticos com
tamanho médio constante.

{b} Malha 4: Elementos gquadriticos com
refinamento por andlise adaptével.

Figura 3.3: Malhas de elementos quadréticos.

Tabela 3.1: Solugio analitica e resultados numéricos do disco para o funcional ¥3(p1) e sua derivada

em p; = 1.
| | Ya(p1)/ua —1 | Erro% | (dis/dp1) /ua Erro% |
Analitico —{.7676190 — —0.2323810 —
Malha 1 —{.7684886 0.1132854 —{.2315119 0.3739979
Malha 2 ~{).7680394 0.0547668 —{3.2319730 0.1755737
Malha 3 -0.7679410 0.0419479 —{3.2320576 0.1391680
Malha 4 —0.7675882 0.0040124 —0.2324100 0.0124795
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Tabela 3.2: Solucio analitica e resultados numeéricos do disco para tensfio nodal méaxima e para o
funcional 13 € sua derivada em p; = 1.

B | osmax/oa—1 1 Erro% talp1)/aa — 1 Erro% | (dya/dp1) foa | Erro% |
Analitico -{(.8891167 - —(.8891167 — —0.1108832 e
Malha 1 —-{.8949121 0.6518104 —0.8048121 0.6518154 —0.1050603 5.2513816
Malha 2 -().8026842 0.4012409 —(}.8926842 0.4012409 -0.1073265 3.2076094
Malha 3 -(1.8905253 0.1584481 —{).8988823 1.2108197 ~0.1601086 9.7170717
Malha 4 —0.8805874 (0.0520384 —(,8981857 1.0200011 —0.1017961 8.1952000

os resultados mais precisos sio obtidos com a utilizagio de técnicas de refinamento e elementos
de maior grau. As colunas seguintes mostram o efeito de se utilizar o funcional ¢ (1.14), de
méxima tensdo de von Mises ponderada no dominio do elemento, como estimativa da maxima
tensdo nodal de von Mises. Observa-se que em algumas situagdes (como nas malhas 1 e 2), o
funcional ¥ é uma boa estimativa da tensio nodal maxima. Nestes dois casos, a tensdo nodal
méxima coincide com o valor do funcional i3 devido as caracteristicas do modelo, do elemento
linear (tensdo constante) e ao pequeno tamanho dos elementos. Entretanto, nas malhas 3 ¢ 4,
onde os resuttados da técnica de elementos finitos sdo mais precisos, ocorrem os maiores erros
dos valores de v e sua derivada em comparagio com a solugdo analitica de tensio pontual
méxima. Isto ocorre pois as malhas de elementos quadraticos apresentam elementos de maior
tamanho maiores, se comparadas a malhas de elementos lineares, para atingir o mesmo nivel de
erro no deslocamento. Além disso, elementos quadraticos apresentam variago linear da tensao,
reduzindo o valor da tensdo ponderada no dominic do elemento.

Esse resultado mostra que ao utilizar o funcional ¢y como restri¢do na otimizagio da
espessura do disco, o valor méximo admitido para a tens@ic ponderada no elemento deve ser
ajustado de forma a manter a tensdo nodal médxima abaixo do valor admissivel do material.
Assim, em um problema de otimizagdo, que envolve uma seqiiéncia de solugbes do modelo de
elementos finitos, a matha de elementos quadrdticos com refinamento mostrada na Figura 3.3b)
conduzirad ao resultado mais preciso, desde que o valor o, seja ajustado corretamente {observar
os resultados das Tabelas 3.4 e 3.5).

3.5.2 Otimizacio da Espessura do Disco
Deslocamento Absoluto como Restrigao

Considere o problema de minimizar a massa do disco do exemplo com a restrigio funcional
de se manter o deslocamento radial méximo menor ou igual a u, = 0.0005 cm. Foi aplicada ¢
método de pontos interiores de Herskovits descrito no Capitulo 2 com as constantes o = 0.8,
n=02¢e=01¢=107,6=01 5= 10,v =08, v = 0.1 e espessura inicial p; = 1.0
cm. A Tabela 3.3 apresenta os resultados para cada uma das malhas utilizadas no exemplo
anterior, mostrando os valores da espessura Otima pj fine © respectivos erros relativos & solugdo
analitica, o nimero de iteracdes do método de Herskovits, o nimero de andlises do modelo de
clementos finitos e o niimero de solugdes de problemas adjuntos. Em todos os casos foram obtidos
resultados satisfatérios, sendo que o resultado mais preciso foi obtido com a malha de elementos
quadriticos com refinamento (malha 4). A Figura 3.4 mostram a evolugio da espessura e do
volume do disco utilizando esta iiltima discretizagao.

Tensio Equivalente de von Mises como Restricao

Utilizando a restricdo funcional de se manter a tensdo pontual mdxima menor que 1500
kN/ em?, otimizou-se a espessura do disco do exemplo anterior. A Tabela 3.4 mostra os resultados
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Tabela 3.3: Espessuras Stimas do disco obtidas com o deslocamento radial méximo como restrigéo.

[ o final Erro% Tteracoes | Andlises MEF | Problemas Adjuntos |
Analitico | 0.23238005 — - — e
Malha 1 0.23151532 | 0.37250472 6 17 6
Malha 2 0.23196448 | 0.17921865 6 17 6
Malha 3 0.23205941 | 0.13836762 6 15 6
Malha 4 (1,23241573 | 0.01496680 6 17 6
22 1 2 3 [ 5 & W FEE 4 5 &
Iraragdes iteragdas
(a} Evolugdo da espessura do disco nas {b) Evolugdo do volume do disco nas
iteragdes. iteragoes.

Figura 3.4: Iteragdes de otimizagio da espessura do disco (Malha 4 — restrigdo no deslocamento
resultante).

obtidos com as malhas 1 a 4 para o valor o, = 1500 kN/ em? como valor maximo da tensao média
nos elementos. Observa-se que os resultados das duas dtlimas malhas mostram a necessidade
de se ajustar o limite nestes casos, como discutido na secdo 3.5.1. Na Tabela 3.5, onde foram
utilizados os valores o, = 1500 kN/cm? para as malhas 1 e 2, o, = 1370 kN/ cm?® para a malha
3 e o, = 1380 kN/cm? para a malha 4, os valores méximos de tensdo nodal sio mantidos abaixo
de 1500 kN/cm?. Assim como no funcional de deslocamento resultante, resultados mais precisos
s3o obtidos com a malba mais adequada para a andlise. Os gréficos da Figura 3.5 mostram a
evolugdo da espessura e do volume do disco com a malha 4.

3.5.3 Avaliacao Numérica da Andlise de Sensibilidade

No caso geral, a avaliacio da andlise de sensibilidade somente pode ser feita de maneira
numérica, comparando seus resultados com os obtidos por técnicas de diferencas finitas. Con-
sidere, por exemplo, o componente mostrado na Figura 3.6 sujeito as condigdes de contorno da

Tabela 3.4: Espessuras Gtimas do disco obtidas com a tensao equivalente de von Mises como como
restrigio (¢, = 1500 kN/em? para todos os caso; oapax: tensio nodal méxima da andlise).

[ | “pifinal |  Erro% oamax | Iteragoes | Analises MEF | Problemas Adjuntos |
Analitico | 0.11088332 e 1500.000 e — —
Maiha 1 0.10511012 | 5.20655406 | 1499.682 5 14 5
Malha 2 0.10733739 | 3.19789306 | 1499.699 5 i4 5
Wialha 3 0.10014411 | 9.68514471 | 1639.755 5 14 5
Malha 4 0.10183929 | 8.15634893 | 1626.277 5 14 L}
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Tabela 3.5: Espessuras étimas do disco obtidas com a tensfo equivalente de von Mises como como
restricao (¢, = 1500 kN/cm? para as malhas | e 2, ¢, = 1370 kN/cm? para a malha 3 e o, = 1380
kN/cm?® para a malha 4; oy ax: tensdo nodal maxima na andlise}.

I | pifinal | Erro% | omax | lteragoes | Andlises MEF | Problemas Adjuntos |
Analitico | 0.11088332 — 1500.000 — oo —
Malha 1 0.10511012 | 5.20655406 | 1489.682 ) 14 5
Malha 2 0.10733739 | 3.19780306 | 1499.609 5 14 5
Malha 3 0.10963828 | 1.12283795 | 1497.759 5 14 ]
Malha 4 0.11068734 | 0.17674435 | 1496.277 5 i4 5

B o+ e e s e e
45¢
40
35
§3
2
18 \
10 \\
B 5 o e i~ *
3 4 5 ] 1 z 3 4 [
fteragdes Meragfas
{a} Evolugio da espessura do disco nas {b) Evolugio do volume do disco nas
iteragoes. iteragdes.
Figura 3.5: Iteractes de otimizacdo da espessura do disco (Malha 4 — restrigio na tensfoc de von
Mises)
1
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Figura 3.7: Condigdes de contorno do problema.



3.5. Estudo de Casos s

Tabela 3.6: Derivada da funcio ¥2/0, — | em relagio a espessura {(p; = 2). Célculo por diferencas

finitas (MDF) com diferenga & frente de 0.1% e por andlise de sensibilidade (AS).
[ MDF | AS Erro% |

((dya/dpy) Jaa | —0.46885000 | —0.4693323 | 0.1028687 |

Figura 3.7.

Tomando-se uma espessura constante p; em todo o dominio, a avaliagio se resume & com-
paracao direta dos escalares obtidos por diferengas finitas (MDF) e por andlise de sensibilidade
(AS). Para os valores numéricos abaixo,

E=21x106kN/em? $#=03 o,=2500kN/em®* p;=2cm
e aplicando a diferenga & frente com 0.1% de variagao, os resultados obtidos para o funcional

de tensdo de von Mises ponderada sdo mostrados na Tabela 3.6, onde se observa uma diferenca
de 0.10% em relacio ao resultado obtido por diferengas finitas.

Suponha que o componente seja dividido em subregides cujas espessuras possam variar
independentemente. Nesse caso, a informacéao da variagao é vetorial, sendo necessario estabelecer
critérios para avaliagdo da precisio dos gradientes obtidos por andlise de sensibilidade. TSENG
e ARORA[37] apresentam os seguintes procedimentos de verificagao:

¢ Erro relativo da maior componente. Pode-se comparar, componente a componente,
o gradiente obtido por diferencas finitas e o resultado obtido pela analise de sensibilidade.
Existem, contudo, dificuldades para aplicagio dessa avaliagio, especialmente quando exis-
tem grandes diferencas entre os valores absolutos das componentes do gradiente. O menor
valor absoluto pode estar muito influenciado pelo ruido numérico e portanto, um grande
erro no menor componente pode néo significar um gradiente impreciso. O erro relativo da
major componente em valor absoluto pode ser usado para comparar os gradientes,

S
L (o),

Erropca% = 1001 — =55
(V’(,bMDF)i

~é a maior componente em valor absoluto calculado pela andlise de sensibi-

onde (V?,Z)AS )
T
lidade e (V?,!)M DF ) a componente correspondente calculada por diferengas finitas.
1
¢ Produto interno normalizado. Esse produto é definido por,

V,¢,AS . V’I,DMDF

PIN =
[VAS| v PE|

Geometricamente é o cosseno do angulo entre os dois vetores. Logo, a proximidade entre
esse valor e 1 é uma medida da precisio alcangada. Assim,

Erropyy =1— PIN

Dividindo o componente da Figura 3.6 em duas subregides de espessuras p; € pp, mostradas
na Figura 3.8, sdo obtidos os resultados da Tabela 3.7, mostrando os erros relativos de cada
componente do vetor gradiente. Ainda que para a componente dy/8p1, o erro relativo seja
elevado, segundo os critérios acima obtém-se,

e Erropyca% = 0.1601043,

e Erropsy = 8.39 x 10719 {e erro de 0.1601040% no mdédulo do vetor gradiente).
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Figura 3.8: Divisio em 2 subdominios.

‘fabela 3.7: Derivadas parciais do funcional va/0, — 1 em relagdo s espessuras py e pp em (2,2).
Célculo por diferengas finitas (MDF) com diferenca a frente de 0.1% e por andlise de sensibilidade (AS).

[  MDF AS |  Erro% |
(Oipa/0p1) [oa | 00000500 | 0.0000304 | 64.473684
(2 /p2) foa | —0.479250 | —0.4800173 | 0.1601043

3.5.4 Otimizacao de Espessura de um Componente - Divisao em subdominios

Com o objetivo de reduzir ao méximo o volume do componente do exemplo anterior, o
dominio original foi subdividido em 2, 3 e 4 subdominios (Figuras 3.9a) a 3.9d)) cujas espessuras
podem variar de maneira independente. A Tabela 3.8 mostra os resultados obtidos com cada
parametrizagio e o niimero de iteragdes e andlises do modelo de elementos finitos.

Um maior nimero de subdominios permite que espessuras maiores sejam mantidas apenas
em regides de maior tensdio, diminuindo a espessura nas demais. Entretanto, o aumento do
niimero de varidveis de projeto torna o problema de otimizagfio mais complexo, exigindo um
niimero maior iteragdes para atingir a solugdo. Uma das causas dessa maior complexidade € a
possibilidade de que ocorram discontinuidades no gradiente da fungdo 1, devido & oscilagdes
do local de ocorréncia da tensdo méaxima, exigindo passos pequenocs, reduzindo a convergéncia
em algumas iteracoes.

Os graficos das Figuras 3.10 e 3.11 trazem a seqiiéncia dos valores da fungao objetivo
(volume) e das varidveis de projeto em parametrizagio. Pode-se observar, como ponto positivo
dos algoritmos empregados, que ndo ocorrem oscilacbes dos valores da fungio objetivo e das
varifveis de projeto do problema. A Tabela 3.9 mostra os projetos étimos obtidos.

A Figura 3.12 traz a distribuigdo final da tensfio de von Mises em cada caso. Com o maior
ntmero de subdivisdes, observa-se um aproveitamento mais racional do material.

Tabela 3.8: Resultados da otimizacio com cada parametrizacio.

{ | Volumejina: | (¥2/0a = 1), | Iteragdes | Andlises MEF |
Original 657.01802580 | —1.606058¢e — 05 2 2
2 Subdominios | 593.48351327 | ~6.302077e — 06 7 17
3 Subdominios | 571.83410367 | —1.716869% — 06 16 52
4 Subdominios | 512.41437110 § -7.006431e — 05 20 81
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O = 0 0 =_19

{a) Componente original. {b) Diviséo em 2 subdominios.
— | O O
Q 3 2 H ) ! q 2 i
(c) Divisio em 3 subdominios. {d) Divisdo em 4 subdominios.

Figura 3.9: Compenente original de espessura tinica e divisbes em subdominios de espessuras indeper-
dentes.

Tabela 3.9: Projetos 6timos obtidos com cada parametrizagio

[ Parametrizagio | N P2 P3 ! Ps Volume |
QOriginal 1.80233091 — — e 657.01902580
2 Subdominios | 0.77780732 | 1.77758153 — —_— 593.49351327
3 Subdominios | (.78662093 | 1.78196663 | 1.38799162 —_ £71.83410367 |
4 Subdominios | 0.75572807 | 1.28249003 | 1.79727401 | 1.28239267 | 512.41437V110
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{c} Divisao em 3 subdominios.

(d) Divisdo em 4 subdominios.

Figura 3.10: Seqiiéncia das varidveis de projeto (espessuras) em cada parametrizagio do problema.

750

700

650

Volume

600

550

T Y T

Original

2 Subdorninios
3 Subdominios | |
4 Subdorninios

%+ X0

5 10

15
lterages

Figura 3.11: Evolugio do volume do componente em cada parametrizacio do problema.
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(d) Divisiio em 4 subdominios.

Figura 3.12: Tensoes de von Mises do projeto 6timo em cada parametrizagio.



Capitulo 4

Analise de Sensibilidade a Mudancga
de Forma

No capftulo anterior o vetor p parametrizava caracteristicas do corpo eldstico que nao
afetavam 2 geometria do dominio B. Existem situagdes, entretanto, em que nado apenas tais
parametros, mas o proprio dominio B, sdo varidveis do problema, exigindo a avaliagdo de fun-
cionais e suas sensibilidades em relagdo & variacio da forma de B.

Sera adotada a formulagio continua para o desenvolvimento das expressdes de sensibilidade
3 mudanca de forma, em conjunto com o método adjunto no caso de funcionais que dependam
da resposta da equagio de estado.

A formulacio continua da analise de sensibilidade & mudanga de forma se baseia na de-
finicdo de uma transformagéo descrevendo a variagio do dominio em torno do dominio original.
Esta transformagio é descrita por um campo de velocidades, usado na determinagao da derivada
material do funcional, ou seja, sua derivada total. Os enunciados de sensibilidade dos funcionais
si0 mantidos como integrais de dominie, pois o método de elementos finitos fornece uma melhor
qualidade de resultados no interior do dominio.

O campo de velocidades é definido univocamente no contorno pela parametrizagao ado-
tada para o mesmo. Nesse trabalho, adota-se uma parametrizagdo em NURBS (Non Uniform
Rational B-Splines), pois fornecem um enunciado simples e preciso para a descrigio de formas
geométricas usualmente empregadas em modelagem geométrica. O campo de velocidades no
interior do dominio é definido de forma a tornar eficientes das integrais de dominio.

Por 1ltimo, estes conceitos sio empregados em exemplos de cilculo de sensibilidade e
otimizacio.

4.1 Conceitos Gerais

Os corpos tém a propriedade fisica de ocuparem regides no espago euclidiano pontual £.
Apesar de nenhuma dessas regides poder ser intrinsecamente associada a0 corpo, convenciona-
se adotar uma dessas regides, denotada por B, como configuracdo de referéncia, associando os
pontos do corpo com suas posigbes em B. Assim, o corpo B é formalmente uma regido regular
do espaco euclidiano, sendo os pontos x € B chamados pontos materiass.

Um movimento X7 (x,7) de um corpo B ¢ uma funcio de classe C3 tal que
X7: Bx R—E&

(x,7) — x"

(4.1)

onde, para um T fixo, tem-se uma transformacio injetora suave. Nessa transformagao, X7 =

7
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Figura 4.1: Movimento como umna seqiiéncia de deformacées.

X" {x,7r) éa posigdo do ponto x no tempo 7, enquanto B, = X7 (B,r) é a regiio ocupada pelo
corpo em 7. Para cada 7 fixo, X" (x,7) representa uma deformagao de B. Logo, um movimento
é uma familia uniparamétrica de deformagbes em funcéo do pardmetro 7, como ilustrado na
Figura 4.1.

Define-se ainda a trajetdria T de um ponto X € 3 como o conjunto de posigbes assumidas
por x ao longo do tempo originadas pelo movimento, ou seja,

T = {(x",7) |x" € Br,7 € R}

Como X™ é um mapeamento injetor para todo 7, existe transformagéo inversa X{-, 7} =
X7 (O] X (¢, 7) : By — B tal que

X" (X{x",r),7)=x" XX (x,7),7)=x (4.2)

Logo, dado (x7,7) € 7, entdo x = X (x7,7) é o ponto material que ocupa o lugar X" no tempo
T.

Qualquer campo associado com o movimento pode ser expresso em fun¢do do ponto ma-
terial e do tempo (descricdo material) ou como fungio da trajetéria (descrigdo espacial). Por
exemplo, dado o campo material (x,7) — @ (x,7), define-se sua descrigdo espacial ¢, como

&, (x",7) =X, T),T)

Da mesma forma, tem-se a descricio material ¥,, do campo espacial (x7,7) — ¥ (x7,7)

Vo, (x,7) =¥ (X" (x,7),7)

Dado um campo material ® (x, 7), denota-se

d(x,7) = g;(b (x,7)

como a derivada material em relacdo ao tempo, ou seja, a derivada com respeito a 7 mantendo
o ponto x fixo. Analogamente,

Ve (x,7) = Vi (x,7)
é o gradiente com respeito a x mantendo 7 fixo, chamado de gradienie material de &.

Para um campo espacial ¥ (x7,7), a derivada espacial em relagdo ao tempo (derivada em
relacdo a 7 mantendo X" fixo) é dada por

a
‘I'-I ‘I", —_ __'____‘I; XT,
(7, 7) = =¥ (<7 7)
Por sua vez, o gradiente com respeito a x” para um 7 fixo (gradiente espacial) é expresso
como,
grad ¥ (x7,7) = Vyer ¥ (x7, 7)

O divergente de um campo vetorial ou tensorial também pode ser definido em termos
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Figura 4.2: Variagao do dominio B para B,.

materiais ou espaciais, sendo denotados, respectivamente, por Div e div.
Também pode ser definida a derivada material no tempo de um campo espacial ¥ como,
b= [(Tn)], = ¥ O (1), 7)] (43
x=X(x7,7}
sendo na verdade a derivada total do campo em relagio ao tempo 7. Observa-se que ¥ representa
a derivada em relagio ao tempo de ¥ mantendo o ponto material fixo. Dessa maneira, para
calcular ¥ toma-se a descri¢gio material ¥,,, determina-se a derivada no tempo e retorna-se a

descri¢do espacial. Verifica-se ainda que a derivada material no tempo é comutativa com as
transformagOes material e espacial, ou seja,

(8), = @ = (9), = (o) =
Pela regra da cadeia obtém-se que, no caso de um campo escalar T,

=0 +V,grad ¥ (4.4)

Se ¥ for um campo vetorial,

¥ =¥ + (grad ¥}V, (4.5)

O campo vetorial espacial V, (x7,7) é definido como a descrigdo espacial da velocidade,
J T a T T v

Ve (x™,7) = 5:;)(5 = g_;-)( (X{x",7),7)=X"(X(x",7),7) (4.8)

4.2 Variacao da Geometria do Dominio de um Problema Elastico

Como mencionado anteriormente, num problema de otimizagdo de forma, as varidveis de
projeto estdo associadas a forma do dominio B do problema. Desta maneira, torna-se necessério
definir um mapeamento entre os dominios original B e aquele obtido a partir de uma certa
variagio de B indicada como B,. Para isso, considera-se a definicdo de um movimento dado em
(4.1), ilustrado na Figura 4.1.

Como a transformagio X7 (x,7) é suave e continua, toma-se a seguinte expansao na vizi-
nhanga de 7 = 0,

X {x,7)=X" (x,O)+T§7—:XT(X,D)+o(T“) n=23,...

Desprezando os termos de ordem superior o (7") tem-se,

xT=X"{x,7)=x+7V(x) xebB (4.7)
onde, a partir de (4.6), V(x) = V,(x7,7)|,_o- O campo vetorial suave V (x) é denominado
velocidade de mapeamento de projeto. A transformacho (4.7), ilustrada na Figura 4.2, serd
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empregada para obter variagdes do dominio B pelo campo de velocidades V (x)}, sendo o novo
dominio indicado por Br = X" (B, ) com contorno 98, = X" (0B, 7). Logo,

m{XTe§R3:VxEB,mex+TV(x},x0=x} (4.8)
9B, = {x" € R :¥x € 9B,x" =x+7V (x),x xo =X} (4.9)
Em cada 7, X7 {-,7) é uma transformagcdo injetora de B para B, possuindo inversa X {-,7} :

B, — B tal que as relagdes em (4.2) sao validas.

A tranmsformacdo XT é tal que em cada configuracio B., pode-se definir um problema
elastostatico linear andlogo a (1.1),

E=E@)=1 (gra,d u” + gradTuT)
T =T (u") = C[ET] (4.10)
divT"+b™" =0
com condigdes de contorno,
uT =0 x, €L
Tn=®" x, el | (4.11)

onde OB, =T0Ullul?e I“G N I‘l N I’2 @, sendo I'? uma regifo do contorno sem condigdes
especificadas. Aplicando residuos ponderados ou o principio dos trabalhos virtuais obtem-se,

/ T W) Ew) dV = / T (W) nv” dA + f b7 dV (4.12)
B, 8B, B-
Considerando as condiges de contorno (4.11), chega-se ao seguinte problema variacional,
Determinar v tal que
ag, (W, u") =Iig. (v7) VU €V, (4.13)
onde V; é o espaco das solugdes cinematicamente possiveis para o dominio B;.

Assim, a partir de (4.10) e (4.12), as formas bilinear e linear do problema elastostatico sado
dadas por

ap, (uT7) = f T (") -E(v") dV (4.14)

Is, (v) = f B dA + / b dV - (4.15)
2

Portanto, u” ¢ a soluciio da equagio de estado do problema elastostdtico linear no dominio B5;.
Sera adotada a seguinte notagio simplificada para o problema variacional (4.13),

=B ag, (W) =lg (V)= (W) =17 (v7) (4.16)
onde, na configuragio de referéncia,
r=0—=By=8B: ag(uw) =) —aluv)=1{v) (4.17)

Como a cada 7 tem-se um problema variacional diferente, sua solugo no dominio B, é o
campo vetorial espacial u” = u” (x7, 7).

A derivada material no tempo de u, pode ser obtida como mdxcado em (4.3), estando a
diferenciabilidade de uT demonstrada em [31]. Portanto,

= (u;,‘)s = Eu? (Xr (x,7),7)

Empregando (4.5) obtém-se,
4" (x7, ) =u” (x7,7) + (grad uT) V, (x7,7) (4.18)

x=X(x" 1)

9 . : : :
onde u™ (x7,7) = g—u" {x7,7) é a derivada espacial de " com respeito a 7 mantendo x” fixo.
T



4.3. Sensibilidade de Funcionais Definidos num Dominio Varidavel 81

Avaliando (4.18) em 7 = 0, tem-se que,

47 (X T g = w7 (X7 o + (grad uT) V, (7, 7)

i (x) = u (%) + (Vu) V (x) (4.19)
sendo @t (%) = @ (x7,7)|,_g e ¥ (x) = u” (x7,7)|,; 0 gradiente espacial grad u” se reduz a sua
representagio material Vu na configuracio de referéncia B, ou seja, Vu (x) = grad u” (x7,7)|,_¢-

O campo vetorial espacial 47 tem a seguinte descrigao material,

um (X7, 7y =" (X (xX,7),T) =ul (%, T) = ur (%, 7)

QO gradiente material de 4™ é dado por,

Vul, = (grad v7),, F = (grad u"),, = Vul,F~! = Vo, F~! (4.20)
sendo F o gradiente material de X7, ou seja, '
F=VX =1+7VV(x) (4.21)

A seguinte relagio ¢ valida para a derivada do determinante de F [32]:
(det F) = (detF) (V,),, (4.22)

Observa-se que nio é possivel obter % (x) a partir de (4.19) pois a forma funcional de u"
nido é conhecida.

Considerando a transformagio X, (x,7) dada em (4.1) e um campo escalar continuo ¢ em
B, = X, (B,7), entdo a seguinte relacio é valida {32}
/ o (x7) dV = fg o (Xr (x,7)) det F (x) dV = / om (x) det F (x) dV (4.23)
Br B

Além disso, de forma geral, sendo ¢ e w, respectivamente campos escalr e vetorial, vem
que [32]:

div {(pw) = p divw+w:Vp (4.24)
As expressdes (4.22), {4.23) e (4.24) serdo empregadas na préxima sec¢io.

4.3 Sensibilidade de Funcionais Definidos num Dominio Variavel

Considere, inicialmente, um funcional do tipo
o = /B G (x) dV (4.25)
onde f7 é um campo escalar espacial suave. Sua derivada material de tempo é a seguinte,
: d d [T
T = e ) dV = det F dV
=g [ o) av= 2 [G e

Empregando (4.23) pode-se expressar esta derivada no dominio original B, sendo possivel
passar a derivacéo para dentro da integral, pois o dominio de referéncia B é independente de 7.
Logo,

f— f Gom (x) det F dV = / (G (x) det ) dV = / Gon (x) det F + Gm (x) (det F) dV
T JB B B
Substituindo (4.22) na equacgdo anterior, ocbtem-se,
f (G+G divV,) detFav
B Tt
Avaliando esta derivada na configuracgdo inicial 7 = 0 e utilizando (4.5), obtém-se,

p=[¢+aDvVav=[g+V.VG+GDIN VAV (4.26)
B B
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onde ¢ (x) = %QT (x7) o edetF = det{(I+7VV (x)),; = 1. Como este funcional inde-

pende da solugdo da equagio de estado, nio sdo necessarias informagdes adicionais para o cdlculo
da sua sensibilidade.

Considere agora um funcional )™ com a seguinte forma genérica,
o = /B G (", VuT) dV (4.27)

onde u” é a solugdo do problema variacional (4.13). Logo, empregando um procedimento andlogo
ao anterior, a derivada material no tempo é dada por,

. d d
i o= E;f&g(u?,vu*) dv = a;fsg(u,,,vuf) (det F) dV’
- fB (G (ur, Vuy) (detF)] aV

— fB (6 +6div V,) (detF) av = fB (G'+V, - grad G + G divV,)_ (detF) dV

Para 7 = 0,

;o dyT ; .

b= =f G'+GDivV +V.VG dV
dT 7=} B

A partir de (4.26) e da regra da cadeia determina-se que ¢’ = G, 1’ + G v..- Vu'. Portanto,
qj,mjg[g,u-u%g,w-vu’ + G DivV] dei«fV-VQ v

B
Substituindo (4.19) na equacgio acima,

P = f [Gu i+ Gy Vit+ -Gy - VuV — Gy -V (VuV)| dV
B

+ /B [G DivV + V- V] dV (4.28)

Entretanto, observa-se que,
V. VG=V-[VuIG, + 7 (Vu)T Gvu] = VuVGy + V (Vo) V-G v

Substituindo as relacdes anteriores na equagso (4.28), tem-se,

i = / (G i+ Gvu-Va] dV + /B [G DIvV — G gy - VuVV] aV (4.29)
B

Como através de (4.24) tem-se G DivV +V-VG = Div(GV) e pelo teorema da divergéncia
Jg Div(GV) dV = [5GV -n dA, a partir da equagdo (4.28), obtem-se,

d = /B (Gu-tt+ Gy Vi) dV — f (G- (VuV) +G vy V(VuV)] dV

+ - GV -ndA (4.30)
sendo n o vetor normal unitdrio a 98.

As expressdes (4.29) e {4.30) sdc equivalentes do ponto de vista analitico. Na prética,
porém, deve-se analisar se o método numérico utilizado para resolver a equagio de estado obtém
melhores resultados no contorno ou no dominio. Através do método de elementos finitos, por
exemplo, sd0 obtidos resultados mais precisos no interior do dominio em comparagao com os
resultados do contorno. Nesse caso opta-se por utilizar a expressio (4.29) [34].

Em resumo, a sensibilidade do funcional 3 é descrita pelo seguinte enunciado,

Y=Yy U+ Pou Vi+ oy (4.31)
onde v, envolve os termos das expressoes (4.29) e (4.30) em fungao do campo de velocidades.
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Novamente o enunciado da sensibilidade do funcional envolve os termos ¢ e Vii, os quais
néo sio conhecidos analiticamente. O estudo da sensibilidade da equac8o de estado do problema
fornece meios para empregar o enunciado (4.31) na determinacgdo da sensibilidade deste tipo de
funcional.

4.4 Sensibilidade da Equacao de Estado

A derivada material em relacdo ao tempo da forma bilinear (4.14) é expressa como,

d d
a" () = E—?—_—L @ (grad u",grad v") dV = i fB(I) (VUTF”i,VUTF“l) detF dV

- f [@ (Vi F~, Vo, F ) det F] av
B
onde empregaram-se as expressoes (4.20) e (4.23), passando a integragio para o dominio original
B.
A partir dai, usando (4.5) vem que,

& (U W) = fB (b+o divV,) detF dV = fs (®+V, - grad & + @ divV,) (detF) dV

Parar =0,
la (u,v)] = ;1—_&7 (u",w")

Na equagio (4.32) tem-se,
& DivV = C [VuS] Vo DivV

_ / 4V . VP + & DivV dV (4.32)
=0 B

v.ve = {C|vf]. (v} v+ {cC [(vvw®] - v’} v
= C [vus] (VVuV)E + C [(vvuV)S] VoS
& = C [Vu’s] Vo + C [VUS] A varel
= ¢[vif] - vo¥ - C[V(VuV)’] - V¥ ~C [vu®] - v (Vo)
= C[vef]- ¥ - [(VWVWWV)S} Vo - C[Vuf] - (VVuV4TevV)*

observando que v = v’ + (Vv}'V = 0, pois 0 espago V néo depende de 7.
Dessa forma, a partir de (4.32) tem-se,

fa(uy)] = fB C[V’us] Tu® dV +
+ /B € {Vus} V¥ DivV
~C[(vuvv)®] - vef - [vu] - (Vv V)l av (4.33)

Assim como na secdo anterior, a equagio (4.32) também pode ser reescrita convertendo a
integral do ltimo termo para uma integral de contorno. Logo,

[a(uv)] = J{S C[vif] - vof v
- ]B {c[vvuv)] - v + C[va] - v (99V)°} av

o (c[vef] - %)V -nav (4.34)
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Em qualquer uma das formas, entretanto, tem-se que,
o ()] = a (i) + af (w) - (4.35)
Para a forma linear (4.15), obtem-se pelo mesmo procedimento,

. d.| e . . .
i) = Tmﬁ—fs(b—i—bDwV)-vdV+-/;2(‘i’+‘i’ (V=n)Dwn)-vdA (4.36)

Deve-se observar que o pardmetro T ndo tem significado flsico, tendo sido introduzido
somente para descrever matematicamente a variagdo do dominio geométrico do problema em
torno da posicdo original. Assim, pode-se afirmar que pardmetros fisicos do problema indepen-
dem diretamente de 7, dependendo somente da variagao espacial. Logo,

=0 b=b+(Vb)V=(Vb)V
Além disso, ob§erva-se que o termo @ estd relacionado apenas a V: se $ ¢ independente
da superficie, ® = 0; se $ é dependente da orientagdo da superficie!, & = & (V) pois as

coordenadas dos pontos da superficie sdo lineares em 7. Logo, [(v) envolve apenas termos
realcionados a V, ou seja,

[(v) =1y (v)

Assumindo que o problema variacional (4.13) é satisfeito para ¥, pode-se determinar 4
através da relagdo,

a (%) = ly (v) — ay (wv) (4.37)

4.5 Meétodo Adjunto

De modo semelhante ao cdlculo da sensibilidade & variagdo de pardmetros distribuidos, a
formulagdo de um problema adjunto permite eliminar a dependéncia direta das equagdes (4.29)
e (4.30) em relagdo A & e V4. Seguindo o procedimento apresentado no Capitulo 3, uma equagéo
adjunta é introduzida substituindo-se 4 em (4.29) e (4.30) por um deslocamento virtual v € V.
Igualando-se a soma dos termos envolvendo v & forma bilinear (4.14), dé-se origem ao seguinte
problema variacional edjunto em 7 =0

Determinar ¢ tal que

a(s,) =/Bg,u-v+g,vu-vv &V eV | (4.38)

Este problema é idéntico ao problema adjunto (3.17), sendo ¢ o estado adjunto. Esse fato
é bastante vantajoso tanto do ponto de vista da implementagao computacional, quanto para o
calculo simultdneo da sensibilidade 4 pardmetros e & forma.

Considerando ¢ como deslocamento virtual em (4.38) obtem-se,
a(s) = [ 1Gu- i+ Gwu- Vil dV

B
Avaliando a identidade (4.37) para v = ¢,

a(is) =1y (c) — ay (ug)
e, a partir da simetria da forma bilinear,
f[G,u i+ Gu Vi dV =1y (¢) - ay (ug)
B
Logo, a sensibilidade do funcional ¥, dada em (4.29), pode ser escrita como,

b =1 (<) — dly (usg) + L G DVV — Gy - VuVV dV

IEste é 0 exernplo de carregamentos relacionados & pressao, que sac sempre normais & superficie, ou carrega-
mentos reiacionados a fendmenos de atrito, que sdo sempre tangentes a esta.
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Substituindo as expressoes (4.14) e (4.15), obtém-se,
b = /[(Vb)V-§+b-g DivV] dV+f2 [@'+(V®)V -5+ &< (V-n)Divn] dA
B r

+ [B —{c[vuf] - v6¥ DivV — C[(VuvV)*] - ws¥ - C [V - (Veu V) ) av
+ fB G DivV = G.vy - VuVV] dV (4.39)

Uma vez resolvido o problema adjunto (4.38), a expressao (4.39) permite obter a sensi-
bilidade do funcional ¥ para uma variagdo do dominio descrita pelo campo de velocidades V.
Observa-se que o problema variacional (4.38) tem a mesma forma bilinear de (4.13) em torno
da configuragdo de referéncia (+ = 0).

Suponha que os pontos do contorno 13 sao especificados por um vetor posigio x (p) € RY,
onde p € R™ é o vetor com n varidveis de parametrizacio. Uma vez que o vetor p €R" tenha
sido definido, as expressdes de andlise de sensibilidade podem ser expressas em termos de uma
variacio 6p. Para isto considera-se,

p’=p+7ép (4.40)
onde p” define o contorno 88;. O campo de velocidades no contorno € entdo definido como,
d dp”
V(%)= —[x" (p7)] = Vpx (p) = Vpx(p) ép (4.41)
dr o=t} =0

Cada coluna de VX (p) expressa a contrzbuigiio de uma varidvel de projeto no campo de
velocidades. Dessa forma,

3:1:1

o
brs

dpx
8$§

Ak
para o caso geral de problemas tridimensionais.

ox
V(x),, = 71()?“5?& = 6pk,

Considerando que o campo de velocidades tenha sido definido no interior do dominio B
respeitando as hip6teses de continuidade exigidas, a sensibilidade dos funcionais dependentes da
solugiio da equacio de estado pode ser expressa em fungdo das varidveis de projeto, ou seja,

Y = Vpy - 6p
A componente k do gradiente do funcional v em relagao as varidveis de projeto € obtida
a partir da seguinte expressio,

(Vp¥), = fs{(vm?i c+b- qugx——} v

Jp Opk
+f {8@ +———-(V‘§') ¢+ B¢ (—?—x——-n)Divn} dA
Opy, Opk

—f{c[ 5] e Dswg?‘:}dv S
+f{ {(vw——;) }-V@S-%C[Vu - (vgv%’:) }dV

. ox Bx |
+ fB {g Divg ~Gou- vuvé-»:} v (4.42)

O célculo do gradiente do funcional em relagdo as varidveis de projeto segue entao os
seguintes passos:

1. Constréi-se o termo independente de {4.38).
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Figura 4.3: Camada de contorno definida por maltha auxiliar isoparamétrica.

2. Soluciona-se o problema adjunto do funcional, obtendo-se a varidvel adjunta ¢.

3. Aplica-se a expressio (4.42) parai=1,...,n.

4.6 Campo de Velocidades

Numericamente, o campo de velocidades V ¢ definido de maneira univoca no contorno pela
parametrizacao adotada para 8. Contudo, ndo existe uma regra geral para a definigio do campo
de velocidades no interior do dominio, podendo-se empregar diversas técnicas [33, 36, 35, 77, 78].
Qualquer que seja o método utilizado, entretanto, as seguintes exigéncias matematicas devem
ser respeitadas {78]:

» os campos de velocidades devem ter a mesma regularidade do campo de deslocamentos e,

e devem depender linearmente da variagfo dos pardmetros que controlam a geometria.

A primeira exigéncia surge da prépria expressdo de sensibilidade (4.39), sendo respeitada
apenas utilizando-se as fungdes de forma de deslocamento para representar os campos de veloci-
dades. A segunda se deve & formulacio da andlise de sensibilidade, na qual a derivada material
do campo de deslocamento  depende linearmente do campo de velocidades. Como os coeficien-
tes de sensibilidade fornecem derivadas de primeira ordem dos funcionais de performance em
relagdo ao pardmetros de projeto e dependem linearmente do campo de velocidades, o campo
de velocidades deve depender linearmente dos parametros de projeto.

Dentre as diversas abordagens de definigdo do campo de velocidades, pode ser citado o
método de camada de contorno (boundary layer approach) apresentado por Seong e Choi [33].
Seu objetivo é apresentar um balanco entre precisio e eficiéncia no cdlculo da sensibilidade
de funcionais. Neste método, define-se um campo de velocidades nao-nulo apenas em regides
do dominio adjacentes as superficies parametrizadas do contorno. Isso evita que as integrais
precisem ser realizadas em todo dominio B.

Nesse método, dada uma regido parametrizada do contorno, a porcido do dominio com
velocidades ndo nulas é constituida por uma camada de elementos de uma malha grossa isopara-
métrica hexaédrica, como ilustrado na Figura 4.3. Através de esquema de interpolacao entre as
velocidades conhecidas no contorno e a velocidade nula assumida para a outra extremidade da



4.6. Campo de Velocidades 87

cuprva paralpetrizada camiada de conforno

/

Figura 4.4: Camada de elementos no contorno utilizada na defini¢do do campo de velocidades.

camada de elementos isoparamétricos, determina-se o campo de velocidades nos nés da malha
fina utilizada para andlise. A exigéncia de dependéncia linear é respeitada utilizando-se uma
interpolacéo linear nesse caso.

Qutros autores tém empregado uma variacdo desta técnica, na qual a mesma malha utili-
zada na analise é usada para definir o campo de velocidades, evitando-se a necessidade de definir
a camada de contorno isoparamétrica hexaédrica. Adota-se uma camada de contorno com a es-
pessura de um elemento, como mostrado na Figura 4.4, gerando a malha a cada alteragio da
geometria. Este procedimento tem a vantagem de ser ao mesmo tempo eficiente e simples de
ser utilizado em um processo automatizado de otimizagdo, pois utiliza a informacéo obtida da
geracio automatica de malhas, tendo conduzido a resultados satisfatérios, ainda que néo seja a
abordagem mais precisa {21]. Entretanto, pode-se controlar a qualidade da malha a cada etapa
de geragdo, estimando o erro da andlise por elementos finitos ou da andlise de sensibilidade [70].

Neste trabalho, emprega-se esta tltima abordagem na analise da sensibilidade e otimizacao
de forma de dominios bidimensionais com contornos parametrizados por curvas NURBS.

4.6.1 Controle da Geometria por NURBS

Nos dltimos anos, curvas e superficies genéricas tiveram impacto significativo no projeto
auxiliado por computador. Em particular, curvas e superficies de Bezier se tornaram bastante
populares devido a sua flexibilidade no controle de geometrias. Este tipo de formulagio tem
sido desenvolvida desde os anos sessenta, sendo as B-splines racionais ndo-uniformes (NURBS -
Non Uniform Rational B-Splines) a inovagdo mais recente {79, 80].

Ag curvas NURBS fornecem uma forma matematica simples e precisa capaz de representar
as formas analfticas comuns ~ linhas, planos, curvas cdnicas incluindo circulos, curvas de formas
livres e superficies quadraticas ou ndo — usadas em gréficos de computadores e sistemas de CAD.
Neste trabatho, as geometrias sdo descritas através de NURBS por apresentarem caracteristicas
bastante eficientes para otimizagao de formas estruturais como, por exemplo, a possibilidade
de controlar as tangentes dos pontos extremos da curva e seu nivel de oscilagdo. Isso permite
a obtencio de formas suaves e simples de serem construidas. Além disso, como tais curvas
ficam contidas em um poligono de controle claramente definido, pode-se evitar a obtengdo de
geometrias degeneradas durante o processo automatizado de otimizagio.

As curvas NURBS sao definidas por um poligono cujos vértices correspondem a um con-
junto de pontos de controle e os respectivos pesos de cada vértice, como ilustrado na Figura
4.5. As coordenadas de um ponto de uma curva desse tipo definida por g pontos de controle de
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Figura 4.5: Curva NURBS.

coordenadas X; = {Xj1, X2, X3} e pesos 3; sdio dadas por

q
x(r) =Y X;Nj (r) | (4.43)
=1
COIN ’
Njx (r) = f"————%———m~ (4.44)
Z BiNgy ()
i=1

O conjunto {ij (7‘)} ¢ a base de NURBS associada a uma base {Nj, (r)} de B-splines. Por sua

vez, os valores J; sdo pesos associados aos pontos de controle (vértices do poligono que define a

curva) como uma quarta coordenada em adigdo as demais coordenadas fisicas. A equagéo (4.43)

define uma func¢éo racional, na qual o numerador e o denominador sdo polindémios de ordem ¥,

isto é, polindmios de grau x — 1. A quantidade adimensional r é o parametro interno da curva.
A base B-spline {Njy ()} pode ser calculada pela férmula recursiva de Cox-deBoor [80],
Nj1 (T) w }., i _<__ 2 S Kitl

Nj(r) = 0, nos demais casos

T —8i) Nsp_1 (7 Kiok —T)Niqp1 (7
Njk(r)x( J) 3 ()+(J+ ) j+ ()’ k:Q:‘--rX
Kijrk—1 = Kj Kogtk = Kj41
onde os termos x; sdo os elementos do vetor de nés & e tem dimensdo q + x.

As caracteristicas das curvas NURB que as tornam interessantes para aplicagbes de oti-
mizacio estrutural sao:

1. a curva fica contida dentro do maior poligono convexo formado pelos pontos de controle;

2. as tangentes dos pontos inicial e final da curva sdo definidas, respectivamente, pelo primeiro
e pelo 1ltimo lado do poligono;

3. a funco (4.43) possui derivadas continuas até a ordem x — 2 em toda extensio da curva.

Além disso, como as fungées B-splines {V}, (7)} tém a seguinte propriedade,

q
Z NiX (?“) =1
izl
as NURBS siao idénticas a B-splines nio-racionais no caso dos pesos serem todos unitarios.
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As NURBS podem ser controladas variando-se o nimero e a posi¢do dos pontos de controle
X;, o valor dos pesos 8;, alterando a ordem x e alterando o vetor de nds k. Sac de interesse
para a otimizagdo de formas estruturais a variacao das coordenadas dos pontos de controle da
curva ¢ dos pesos.

Em resumo, o contorno OB é parametrizado utilizando NURBS, sendo as coordenadas dos
pontos de controle da curva e seus respectivos pesos, as varidveis de projeto p que controlam a
geometria do dominio. S3o utilizadas fungbes B-splines Ny {r) de ordem 3 neste trabalho.

4.6.2 Definicao do Campo de Velocidades

Considere o campo de velocidades no contorno (4.41) e a defini¢Bo de uma curva NURBS
dada em (4.43). Quando a varidvel p; é uma coordenada { (! = 1,2,3) do ponto de contrale j,
ou seja, pr = X, observa-se que o gradiente de (4.43) em relagdo &s coordenadas de um ponto
de controle é definido pelas préprias fungdes de interpolagao:

3}{ BX ol
g% _ = N .
or 9%y ix (4.45)
onde A .

ij (’1") 0 0
ol .. 2 _ ¥ 3
Fh={ 0 No=1 Nyt b K3 =4 0

0 0 Ny (7)

Quando a varidvel p; é um o peso do ponto de controle j, ou sgja, px = wy, tem-se que
gx gx 1 -
—_—= = X - N
6pk 8,83 ﬁj I v X (T)] ix (T) (446)

O campo de velocidades nos nds do contorno pode ser determinado a partir das expressoes
(4.45) e (4.46). Considera-se, entdo, a camada de contorno formada pelos elementos adjacentes a
curva parametrizada, assumindo nula a velocidade dos nés que ndo estao no contorno, definindo
assim o campo de velocidades.

4.7 Gradiente dos Funcionais de Performance Estrutural

As expressoes anteriores podem ser aplicadas a funcionais usuais de performance estrutu-
ral, como funcionais de massa, energia de deformagéo, tensio e deslocamento.

Funcional de Massa : o seguinte funcional define a massa do corpo B; durante a variagdo de
sua geometria,

= /B ) av (4.47)
De (4.26) é obtida sua sensibilidade em relagio & variagdo do dominio,

Py = fB[V-v5+ﬁDivv1 dv
ou sgja,

o = J{SDiv (FV) dV = /83,5\7-11 dA (4.48)

A componente k do vetor gradiente ¢ dada por,

(Vo) = jg Div (ﬁ%) = (ﬁ%) n dA (4.49)
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Funcionais de Tensaoc e Deslocamento : estes funcionais dependem da solucdo da equagao
de estado do problema e sua sensibilidade pode ser obtida pelo método adjunto. Como
observado anteriormente, para um dado funcional seu carregamento adjunto é o mesmo
tanto para problemas de otimizagio de pardmetros como de forma. Assim, podem ser
aplicadas as mesmas defini¢des de funcionais de tensfo e deslocamento do Capitulo 3 e
seus respectivos carregamentos adjuntos.

Funcional de Energia de Deformacio : a energia de deformacio do corpo B, sujeito ao
problema elastostdtico (4.10) é definida pela expressao,

1
ba=3 [ C|(erad u)®] - (grad w) v
B:
A sua sensibilidade é definida como
Uy = / C [vas] VS dV - ] C [(WVV)S] VS AV + = / C [vus} VS 4V
B B 2/8
Substituindo (4.34) e (4.36) na expressao anterior com v = u, obtém-se,
m:/ {(Vb)V.u+b uDivV} dV +
B
fz (&4 (V®)V-u+®u (V n)Divn} di+
HE
f {c [(Vuv V)] v — Lc[vus] - v } v
B 2

Devido a forma do funcional ¥4, nfo é necessdrio resolver o problema adjunto para deter-
minar sua sensibilidade.

4.8 Condigoes de Regularidade

Durante a realizacio das operagdes de derivagao, assumiu-se que os operadores e varidveis
sio regulares o suficiente para tornéd-las vélidas. As consideragdes sobre a transformagéo (4.7)
que permitem transportar as expressoes definidas no dominio transformado B, para o dominic
de referéncia B sao apresentadas em [21].

O dominio B deve ser Cy-regular {(contorno fechado, limitado e C*-regular por partes), com
k > 1 para problemas de segunda ordem e k£ > 2 para problemas de quarta ordem. O campo
de velocidades V (x), que deve ter a mesma regularidade do campo de deslocamentos e ser
definido numa vizinhanca do fecho de 3. Assim, para 7 suficientemente pequeno, o mapeamento
X" é uma transformagfo injetora com inversa continua. Nesse caso, prova-se que o espaco de
Sobolev considerado na solugio por elementos finitos € preservado na transformagio. Eventuais
singularidades das equagdes de estado e adjunta se localizam no contorno, tendo pouca influéncia
em expressoes discretizadas no dominio.

4.9 Estudo de Casos

A seguir sdo apresentados resultados da otimizagdo de forma de 3 problemas eldsticos
bidimensionais com elementos lineares. Para os dois primeiros casocs, ao se gerar uma nova malha,
efetuou-se um refinamento aplicando o estimador de erros Zhu-Zienkievicz[71]. os resultados em
termos de tensdo nodal consideram uma técnica de ajuste por minimos quadrados.
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Figura 4.6: Dimensoes [cm] e condigdes de con- Figura 4.7: Modelo parametrizado da chapa.
torno da chapa com mudanga de sego transversal.

4.9.1 Chapa com Mudanga de Segao

Neste exemplo, tem-se uma chapa sob tragio apresentando uma mudanga de segao trans-
versal, como mostrado esquematicamente .na Figura 4.6. As constantes de material sdo E =
2.1 x 108 kN/cm® e & = 0.3 sendo a tragio F, = 175.127 kN/cm . Observa-se que a forma
dessa mudanca de secao pode ocasionar altos niveis de tensdo, sendo de interesse determinar
uma geometria mais eficiente para 0 componente.

Um modelo geoméirico para analisar este problema € mostrado na Figura 4.7 considerando
3 simetria na diregio longitudinal, onde a regiio do contorno correspondente a mudanga de segio
transversal é definida por uma B-spline de terceira ordem com quatro pontos de controle. Sdo
consideracdas como variaveis de interesse as coordenadas dos pontos de controle internos da curva,
indicados por cp; e cps na Figura 4.7, totalizando 4 varidveis (cp;z, ¢pyy, CPa, cpay). A teusdo
méxima de von Mises ocorre na regido adjacente a curva parametrizada. Define-se como objetivo
da andlise minimizar o valor do funcional de tensido 1 (1.14), modificando-se as coordenadas
iniciais dos pontos de controle cp; (32.63734800, 15.56171800) e cp2 (25.85452800, 20.49467800),
tendo como restricdes apenas os seguintes limites superior e inferior de cada varidvel,

30.0000000 < cp;z < 38.0000000

12.2000000 < cpyy < 16.0600000
23.5000000 < cpyz < 27.0000000
<

18.0000000 cpoy < 22.0000600

O algoritmo de Herskovits foi aplicado na solugdo numérica do problema anterior com 4
iteracoes, exigindo 22 andlises de elementos finitos distribuidas nas iteragées conforme mostrado
na Figura 4.8(a). Obteve-se como solugio,

cp; (30.25878349, 13.04664418) cp, (23.63328712, 19.98500496)

A evolugio do valor da fungéo objetivo na seqiiéncia das iteragdes € mostrada da Figura
4.8(b). As Figuras 4.9 e 4.10 mostram, respectivamente, as malhas de elementos dos projetos

inicial e final. Por sua vez, as Figuras 4.11 e 4.12 ilustram os resultados de tenses nodais de
von Mises em cada caso.

4.9.2 Chapa com Furo

Considere uma chapa quadrada com um furo central sujeita as condicbes mostradas na
Figura 4.13. As constantes de material sdo E = 3000 kN/cm? e & = 0.3 enquanto as tragdes
laterais sdo F; = 15 kN/cm ¢ F, = 30 kN/cm. A Figura 4.14 mostra a parametrizagio do
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contorno da chapa sob tragdo com furo gua- As setas indicam as varidveis do problema.

drado.

problema considerando a simetria, que consiste na definicdo das lados do furo como uma B-
spline de ordem 3 e cinco pontos de controle. As varidveis de projeto sdo a coordenada z de
cpo, as coordenadas z e y de cp1, cpz e ¢p3 e a coordenada y de ¢py totalizando 8 varidveis.
Neste problema o objetivo é determinar a geometria que minimiza a energia de deformagao ¥4
{1.16), estando-se sujeito ao seguintes limites superior e inferior em cada varidvel,

0.24900 < cpgz < 0.40000  0.10000 < cpyy < 0.30000

0.31200 < cpyz < 0.40000  0.32000 < cpzz < 0.43760

0.06000 < cp;y < 0.18000  0.18000 < cpgy < 0.40000

0.31200 < cpyz < 041000 0.18000 < cpyy < 0.40000

O algoritmo de Herskovits foi aplicado na solugéo numérica do problema em 19 iteragdes,
exigindo 21 anédlises de elementos finitos, distribufdas conforme o gréfico da Figura 4.15(a). A
evolugio do valor da funcdo objetivo na seqliéncia das iteracbes é mostrada da Figura 4.15(b).
As Figuras 4.16(a), 4.16(b), 4.16(c¢), 4.16(d) ilustram, respectivamente, a geometria inicial, as
formas alcancadas nas iteragdes 10 e 15 e a geometria final.

4.9.3 Projeto de um Componente

Dado o projeto inicial de um componente mostrado Figura 4.17, sujeito as condigdes de
contorno da Figura 4.18, o objetivo é minimizar seu volume através da alteragao da geometria,
tendo como restrigdes o deslocamento méximo na direcdo y e o nivel de tensio. A parame-
trizacio adotada para o problema é mostrada na Figura 4.19, onde 3 curvas do contorno foram
definidas como B-splines de terceira ordem e as coordenadas de 6 pontos de controle determinam
a geometria do componente. O vetor de varidveis de projeto p é entdo composto de 12 varidveis
de acordo com a Tabela 4.1.

Inicialmente, verificam-se a precisdo dos gradientes dos funcionais de volume, desloca-
mento méaximo na direcio y, energia de deformagio e tensdo de von Mises méaxima para esta
configuraco inicial, aplicando os conceitos de avaliagio numérica de gradientes da Segao 3.5.3
aos resultados das Tabelas 4.2 a 4.5.

O gradiente do funcional de volume (Tabela 4.2} apresenta 11.3311742% de erro no critério
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Tabela 4.1: Varidveis de projeto para o conmponente,

[ Varidvel | Significado i Varidvel | Significado |
m cp: / curva 1 / coordenada x pr cpy / curva 2 / coordenada z
D2 cp1 / curva 1 / coordenada y s cpz / curva 2 / coordenada y
P3 cpg / curva 1 / coordenada Pa cp1 / curva 3 / coordenada x
pe cpa / curva 1 / coordenada y Do c¢p1 / curva 3 / coordenada y
s cp; / curva 2 / coordenada z P11 cpa / curva 3 / coordenada z
Ps ¢py / curva 2 / coordenada y P12 cp: / curva 3 / coordenada x

Tabela 4.2: Funcional de volume: comparagio entre os gradientes determinados pelo método de andlise
de sensibilidade (AS) e por diferencas finitas com diferenga central ajustada para manter a topologia da
malha original (MDF ).

1 [ Vot (ASY [ Vi (MDF.) | Erro% |
& op: 0.5636614 0.8966444 | 37.1400809
i/ Opa 18.6407777 29.6532048 | 37.1373926
&/ Opa 0.8466538 0.8230422 2.7564555
B/ Opa 27.9995635 27.2499909 2.7507261
inp/ Ops 0.5636616 0.8066528 | 37.1371394
By/0ps | —18.6407TT77 | —29.6531509 | 37.1372975
8 /8pr 0.8466535 0.8240055 2.7485253
By /Bps | —27.9995635 || —27.2507150 2.7479958
O /Ope 2.1290012 1.9751850 7.7874326
A /Bpre | 11.3343909 11.2724100 0.5498468
O/ Opa 2.1290012 1.9751850 7.7874326
/A1 | ~11.3343009 11.2724100 0.5498468
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Tabela 4.3: Funcional de deslocamento maximo na diregao y: comparagao entre os gfa.dientes determi-
nados pelo método de andlise de sensibilidade (AS) e por diferencas finitas com diferenca central ajustada
para manter a topologia da maiha original (MDF.}.

l Vot (AS) || Vo (MDF) | Erro% |
M/ Om —-(0,0006115 —{).0006653 8.0835073
NG/ Opa —0.0199030 —0.0231571 14.0524368
B /0pa —6.6005379 —0.0001743 | 208.5847368
8%/Ops | ~0.0171168 || —0.0086182 | 98.6126582
&/ Eps -(.0005813 —0.0006347 8.4166302
[/ Ops 0.0188955 06.0217203 13.0413603
ay [ Bpr —0.0005013 —0.0001450 | 245.8335443
S fOps 0.0158969 0.00754560 i 110.6944997
e/ Opg ~(L.0012684 —0.0011450 107772926
dy/8pe | ~0.0017370 -(.0020800 15.5288462
8w /0pn | —0.0012606 -0.0011350 110660793
O /8p1a 0.6017059 (0.0020500 16. 7853659

Tabela 4.4: Funcional de energia de deformagio: comparacio entre os gradientes determinados pelo
método de anslise de sensibilidade (AS) e por diferencas finitas com diferenca central ajustada para
manter a topologia da malha original (MDF,.).

T Vot (AS) || Vet (MDF.) Erro% |
9¢]0pr | —0.5615628 ~70.6052861 7.2235775
B¢ /0ps | —18.2738532 || ~20.9182333 12.6415080
By 8ps | —0.4788265 ~0.1136560 | 321.2946563
S /Ops | —15.2032020 ~7.0730182 | 114.9464572
By /dps | —0.5075574 —0.5441597 6.7263931
B/ Ops 16.4718109 19.0063574 13.3352562
Bpfopr | ~0.4197197 ~0.0763385 | 449.8136896
&/ Ops 13.2313084 5.6127400 | 185.7370625
A/Bps | —1.2045720 —1.1647400 11.1468654
8% /pio | —1.7983408 —2.1649350 16.9332659
¢ip1n | —1.2780532 —1.1376200 12.3444736
By /s 1.6128734 1.9731350 | - 18.2583351

Tabela 4.5: Funcional de tensio de von Mises mdxima: comparagho entre os gradientes determinados
pelo método de analise de sensibilidade (AS) e por diferencas finitas com diferenca central ajustada para
manter a topologia da malha original (MDF,).

] ! Vet (AS) || Vpy (MDF,} Erro% |
S /o ~78.7672884 ~8.4082403 826.8658666
P /0ps | 1063.4240662 || —321.0086048 431.2758756
S/ Ops 170.0732919 1.1349853 | 14884.6247998
S /Opy 826.3410465 —11.2909364 7418.6228306
b/ Bps —8.8754226 -24.9839417 64.4754910
&/ Ops 283.7915625 305.1763106 7.0070374
oy /Opr —6.9233392 0.5796422 1294.4159998
M/ Ops 203.7412981 47.7750250 326.4598461
&y /Bpg —30.9734462 —20.7812300 49.0452081
& /Bpe | —42.7572638 —78.0263950 - 45.2015388
S /Opr | —31.8074108 —18.5084350 71.0219747
Gafr [ Bpsa 86.1511334 95.6489450 9.9298655
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do produto interno normalizado e 15.0678962% de erro no valor do médulo desse vetor. Isto
estd associado ao erro em torno de 37% das derivadas parciais em relagiio as varidveis pi, p2, ps
e pg (ponto de controle cp; das curvas 1 ¢ 2). Como o erro nas demais componentes estd bem
abaixo deste valor e a sensibilidade do funcional de volumne nao envolve grandezas relacionadas
A resposta estrutural do componente, pode-se concluir que esta imprecisao pode estar associada
alguma inadequago do campo de velocidades para os cdlculos de sensibilidade deste funcional em
relagio & estas varidveis no projeto imicial. Nesse sentido, considerando a malha de elementos
da Figura 4.21(a), pode-se observar que a camada de contorno tem forma bastante regular
{praticamente paralela ao contorno), exceto na regido adjacente ao ponto de controle cp; nas
curvas 1 e 2.

O gradiente do funcional de deslocamento (Tabela 4.3) apresenta 6.3545994% de erro
no produto interno normalizado, com 6.6261071% de imprecisdo em seu modulo. O gradiente
da energia de deformacdo (4.4) tem erros de 7.0040527% e 7.0019635% no produto interno e
no modulo do vetor. Nos dois casos, entretanto, as derivadas parciais em relagio as varidveis
pa, pa, P7 € Ps (ponto de controle cps das curvas 1 e 2) apresentam erro elevado. Como o
procedimento de célculo dos dois gradientes é diferente (o funcional de deslocamento utiliza o
método adjunto e o segundo nio pois é calculado diretamente) e os erros em cada componente sac
muito semelhantes, esta imprecisao deve estar associada principalmente a espessura da camada
de contorno na regido adjacente ao ponto de controle cpj das curvas 1 e 2.

Apesar disso, a precisio alcangada nos gradientes dos trés funcionais anteriores € satis-
fatéria para a aplica¢do em otimizagio estrutural, como atestam os resultados desse exemplo.

O funcional de tensao ¥; dado por (1.14), porém, somente fornece resultados precisos para
as varidvels associadas a pontos de controle préximos ao elemento onde ocorre o valor méximo de
tensdo devido a forma do seu carregamento adjunto, que deforma praticamente apenas a regiao
préxima a esse elemento, de forma que a solugdo do problema adjunto ¢ dominado por erro
numérico nas demais regides do dominio. A grande imprecisdo do gradiente desse funcional,
para a maioria das varidveis, pode ser observada na quarta coluna da Tabela (4.5). Estes
resultados mostram que se torna invidvel utilizar este funcional neste problema de otimizagdo.

Baseando-se nos resultados de precisio dos gradientes de funcionais de performance,
adotam-se os funcionais de deslocamento miximo na diregdo y (valor maximo admissivel de
0.25 cm) ¢ energia de deformagio {valor méximo admissivel de 200 kNem) como restrigdes &
otimizagdo do volume do componente.

O volume foi minimizado em 17 iteraghes, exigindo 24 andlises de elementos finitos dis-
tribuidos conforme a Figura 4.20(a), tendo a restricdo de energia de deformagéo ativa na solugao.
A evolugdo do volume é mostrado na Figura 4.20(b). As Figuras 4.21(a}, 4.21(b), 4.21(c) e
4.21(d) ilustram, respectivamente, a geometria inicial, as formas alcangadas ao final da primeira
e da sétima iteracao e a forma final. As tensdes nodais de von Mises em cada caso sdo mostradas
nas Figuras 4.22(a), 4.22(b), 4.22(c) e 4.22(d).

4.10 Discussao dos Resultados

A partir dos resultados anteriores observa-se que grande parte do sucesso da andlise se deve
3 escolha dos funcionais de performance mais adequados. O funcional de tensao i3 dado por
(1.14), por exemplo, somente fornece resultados satisfatérios se as varidveis utilizadas tiverem
grande influéncia em seu comportamento.

No exemplo da Secio 4.9.1 a tensdo mdxima ocorre sempre na regido tangente a curva
parametrizada, tornando o funcional bastante sensivel a qualquer variagio das coordenadas dos
pontos de controle. J4 na Secic 4.9.3, poucas varidveis tém grande influéncia no valor deste
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Figura 4.21: Geometria obtidas no processo de otimizagao.
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funcional, tornam sua utilizagdo invidvel, como observado na Tabela (4.5).

Isto se deve tanto & possibilidade de mudanga do elementos de ocorréncia da tensdo
méxima, pois o funcional considera a sensibilidade no valor da tenséo tomada no elemento
de tensdo méxima da tensdo corrente, quanto A forma do carregamento adjunto deste funcio-
nal, que deforma apenas a regido adjacente ao elemento de tensao maxima. Portanto, o estado
adjunto na maior parte do dominio pode sofrer muita influéncia de imprecisoes numéricas.

Em termos do procedimento global de otimizagado, observa-se que a maior parcela do
decréscimo na funcio objetivo é atingida nas primeiras iteragdes, fazendo com que resultados
préticos possam ser obtidos com menor custo. [sto pode ser comprovado no exemplo da Secéo
4.9.3 onde, do total de 24 analises, 12 sdo realizadas somente nas 5 ltimas iteragoes, que causam
decréscimo bastante pequenc no volume do componente.



Capitulo 5

Implementagao dos Algoritmos de
Andlise de Sensibilidade e
Otimizacgao

Uma das maiores preocupagées no desenvolvimento de programas ¢ adotar procedimentos
que garantam produtividade e, ac mesmo tempo, confiabilidade e qualidade aos programas
produgzidos. Isso envolve a adogao de ferramentas aumentando a mantenabilidade do cddigo
(facilidade em testd-lo, corrigi-lo e atualizd-lo). Neste sentido, o aumento da modulagio do
programa e da reutilizagao de cddigos (aproveitamento total ou parcial de codigos ja existentes
em novas aplicacdes) sio algumas das solucbes visando direcionar a pritica da programacao na
direcido das metas anteriores.

A programagio orientada por objetos tem se tornado uma das mais importantes tec-
nologias para o desenvolvimento de programas. Este paradigma tem grande potencial para
aumentar a produtividade e a mantenabilidade da programagao, pois uma das mais importantes
caracteristicas das linguagens orientadas por objetos é fornecer ao programador recursos para
estruturar, ordenar e modular o cédigo.

Na programagdo orientada a procedimentos tradicional existe uma separagdo intrinsica
entre estruturas de dados e procedimentos que manipulam tais dados. Em outras palavras, pri-
meiro desenvolve-se a estrutura de dados necesséria ao tipo de aplicag@o a ser desenvolvida. Em
seguida, implementa-se um conjunto de procedimentos necessdrios para o tipo de problema a ser
tratado. Como tais funcdes ficam dependentes dos tipos de dados manipulados, a possibilidade
de reutilizacdo de cédigos diminui. Por sua vez, grande parte das estruturas de dados pode
ser diretamente acessada e manipulada pelos procedimentos, aumentando o risco que alguma
alteragio indevida cause perda de informagdes relevantes. Além disso, qualquer necessidade de
alteragdo da estrutura de dados requer a revisio de grande parte do programa em busca de
possiveis dependéncias.

De fato, c6digos procedurais de aplicagdo profissional (milhares de linhas de cédigo) sdo
freqilentemente instdveis sob pequenas alteragdes, ou seja, revisGes de pequenos problemas po-
dem originar um grande ntmero de efeitos colaterais. Quando o codigo é maior que um certo
limite (10° linhas de c6digo), as téenicas procedurais parecem atingir seu limite. A complexidade
e a implementagdo tornam os projetos extremamente diffceis e caros, e em muitos casos o custo
de manutencdo se torna maior que o custo de desenvolvimento. A programagéo orientada por
objetos tem sido largamente aceita entre desenvolvedores de programas e grandes corporagoes,
pois suas técnicas permitem a construgdo de programas extensos (até dezenas de milhdes de
linhas de c6digo), estdveis e mais confidveis.
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A programagio orientada por objetos é baseada no desenvolvimento de tipos abstratos
de dados, permitindo agrupar, numa mesma entidade, um conjunto de dados e métodos que
manipulam tais dados. Em C++, os tipos abstratos s3o implementados a partir do conceito
de classe, constituindo-se na unidade fundamental a partir da qual uma varidvel deste tipo,
denominada instancia ou objeto, pode ser criada. B possivel controlar a forma de acesso aos
dados e métodos de um tipo abstrato definindo-se, por exemplo, se o acesso é restrito apenas a
classe ou ao longo de todo o programa.

Na programacio procedural, os procedimentos sio a unidade basica de modulagio, en-
quanto que na programagado orientada por objetos as unidades basicas sio os tipos abstratos.
A dinamica de funcionamento de programa passa entdo a ser vista como a interacio entre os
diversos objetos definidos. Como os dados sdo protegidos da manipulagio externa, estas in-
teragdes sdo efetuadas pela troca de mensagens, as quais sao interpretadas pelos objetos que as
recebem de acordo com as suas caracteristicas, executando entdo uma determinada agiio. Como
conseqiiéncia, esta técnica fornece uma estrutura que se assemelha muito & organizagio das
abstracdes matematicas dos modelos fisicos geralmente aplicados no meio cientifico, tais como
operadores, matrizes, vetores, dentre outros.

No ambiente de engenharia, o desenvolvimento de programas exige a combinagio de tra-
bathos de um nimero razodvel de pessoas e a incorporacio freqiiente de novas técnicas. Além
disso, as estruturas de dados exigidas para manipular e armazenar grandes os volumes de dados
(necessarios para a descri¢do dos modelos fisicos) de maneira eficiente sao geralmente complexas
e de dificil utilizagdo. Deve-se ressaltar também que essa classe de programas ¢ aplicada na
andlise, simulagdo e projeto de componentes e sistemas, onde a obtengao de resultados precisos
e de forma eficiente é um requisito bésico. Em outras palavras, o ambiente de desenvolvimento
de programas para engenharia se caracteriza pela necessidade de revisao e atualizacio freqliente
de cédigos complexos, sendo fundamental a garantia da confiabilidade.

A aplicagio da programacio orientada por objetos no contexto de engenharia tem sido
relativamente pequena. Isto se deve parcialmente ao fato das primeiras linguagens orientadas
por objetos comprometerem seriamente a eficiéncia. Entretanto, linguagens como C++ tém
performance igual as linguagens procedurais tradicionais, permitindo a construgdo de codigos
também altamente eficientes. Deve-se ressaltar ainda que um grande volume de cédigo, escrito
em linguagens procedurais, estd disponivel. A migracao destes programas para uma linguagem
orientada por objetos é na maioria dos casos invidvel técnica e economicamente.

Por iltimo, deve-se considerar a elevada taxa de crescimento da sofistica¢do dos sistemas
computacionais nas suas capacidades de processamento, armazenamento, troca de informacdes
e interagao com os usudrios. Os desenvolvedores de programas também devem estar atentos
A incorporagdo das possibilidades oferecidas por processadores de grande capacidade numeérica,
computagao paralela, arquiteturas cliente-servidor e alta capacidade grafica, visando a produgéo
de aplicagdes que permitam o tratamento de um espectro maior de problemas praticos de maneira
mais fécil e eficiente. Devido as suas caracteristicas, ndo é nenhuma surpresa que a programagao
orientada por objetos realmente facilite a simulagio e a visualizacdo de fenémenos fisicos, explo-
rando completamente as possibilidades de tratamento de informagGes resultantes da andlise de
sistemas complexos (visualizagio cientifica, multimidia, realidade virtual, etc.}, possibilitando

aindo o emprego de arquiteturas e caracteristicas dos processadores e redes de computadores
atuais.
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5.1 Caracteristicas Principais da Programagao Orientada por
Objetos

A metodologia de programagao orientada por objetos consiste em definir e implementar
hierarquias de tipos abstratos de dados. Em C++, a implementacdo de tais estruturas é feita
através da construcdo de entidades auto-suficientes denominadas classes. Como dito anterior-
mente, esta é a estrutura através da qual podem ser agrupados conjuntos de dados e métodos. A
classe ¢ entdo a definicio do tipo. Por sua vez, um objeto dessa classe é uma varidvel (insténcia)
desse tipo. Assim, os objetos sdo declarados como varidveis de tipos abstratos definidos pelo
usudrio (Matrix, Vector, Nodes, FEModel, etc.) da mesma maneira como sdo definidas varidveis
de tipos pré-definidos da linguagem (int, double, char, etc.). Por exemplo, o cddigo a seguir
define os objetos b e u da classe Vector, além da instincia A da classe Matrix:

Vector b, u;
Matrix A;

Supondo que o método GaussSolver, para a solugdo de equagoes da forma Au = b, seja
implementado na classe Matrix e que os pardmetros A, u e b estejam adequadamente inicializa-
dos, o seguinte comando resolve o sistema de equagoes:

A.GaussSolver{(u,b);

A programagao orientada por objetos é baseada nos principios de abstragio, encapsula-
mento, modulacdo e heranca. Todas as linguagens desse tipo apresentam recursos baseados
nesses conceitos, sendo suas definigdes independentes da linguagem adotada. Contudo, detalhes
especificos de implementagdo serao abordados considerando a linguagem C++, utilizada nos
programas desenvolvidos neste trabalho.

Abstragao

Abstracdo ¢ um termo usual para qualquer cientista ou engenheiro interessado em modelagem
de sistemas fisicos. Consiste da extracao das caracteristicas mais importantes do sistema, for-
necendo uma generalizagao adequada e desprezando os detalhes irrelevantes. A abstragio na
programacio orientada por objetos significa determinar as caracteristicas que devem definir os
objetos de uma classe, diferenciando-os de objetos de outros tipos.

Em outras palavras, a abstragio significa definir a interface publica da classe, ou seja,
como seus objetos vio ser acessados ou interagir com os demais objetos. Podem ser aplicados
03 mais diversos niveis de abstracio, desde a reproducio fiel de caracteristicas de objetos reais
até a definicio de classes puramente abstratas. Uma abstragfio eficiente fornece uma interface
ptiblica simples e concisa, independentemente da estrutura interna da classe, e, a0 mesmo temo,

genérica o suficiente para que os objetos da classe possam ser aplicados em uma ampla variedade
de casos.

Encapsulamento

Dado um objeto, procedimentos externos e demais objetos do programa podem nao conhecer
ou acessar sua estrutura interna. A programagao orientada por objetos tem a capacidade de
ocultar a estrutura interna dos objetos, deixando visivel apenas os componentes de sua interface
piiblica. Este mecanismo é denominado encapsulamento ou ocultamento de informagdo.

Toda a interacdo com os objetos é efetuado através de mensagens. Quando um objeto
recebe uma mensagem, executa a método associado, atuando sobre a sua estrutura interna.
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Dessa forma, o encapsulamento ndo permite o acesso direto aos dados dos objetos, o qual pode
ser feito somente através do conjunto de métodos definidos na interface piblica da classe.

Assim, a organizagio dos dados, a estrutura, posigio fisica de meméria e detalhes de
implementagiio sdo invisiveis ao codigo que utiliza o objeto. Além disso, se a interface publica
for mantida inalterada, a implementacio interna dos métodos pode ser modificada (atualizada,
reimplementada de maneira mais eficiente, estendida, etc.) com total independéncia do restante
do c6digo. Dessa maneira, as modificagbes podem ser feitas em nivel mais localizado, diminuindo
o tisco de efeitos colaterais indesejados. Em resumo, o encapsulamento dos dados de um objeto
proporciona confiabilidade nos resultados e facilidades na manutencao.

Em C++, existem trés niveis de acesso: public, protected, private. Os componentes da
classe situados no nivel public podem ser acessados externamente, ou seja, formam a interface
piiblica. O nivel protected engloba dados e procedimentos acessados somente pelos métodos
da classe e de classes derivadas desta {ver a defini¢io de heranga). Os componentes classificados
como private somente podem ser acessados pelos metodos da prépria classe, sendo invisiveis
inclusive para as classes derivadas.

Modulagao

Modulagdo permite que um sistema possa ser decomposto em um conjunto de médulos fraca-
mente dependentes. Com a utilizagdo dos recursos anteriores de abstracio e encapsulamento,
um programa pode ser construido de forma que o funcionamento se dé através da interaggo de
objetos pouco acoplados, facilitando a atualizacio e a detecgdo de erros. Entretanto, para cada
sistema existe um nivel adequado de modulagao, acima do qual pode haver queda na eficiéncia
e dificuldades no gerenciamento do cédigo. De fato, um dos principais aspectos da programagao
orientada por objetos é a definicio dos mdédulos descrevendo o problema a ser codificado.

Heranca

Dada uma classe, a mesma pode ser utilizada para construir subclasses, herdando as carac-
teristicas (dados e métodos) da classe antecessora através do recurso de derivagdo de classes.
Dessa forma, as classes podem ser definidas formando uma estrutura hierdrquica. Ao se des-
cer nesta hierarquia, tem-se a especializagio da informacdo. Indo para os niveis mais altos,
verifica-se uma maior generalizagdo ou abstracao.

O conceito de heranca diminui a quantidade de cddigo a ser elaborado durante a imple-
mentacdo, pois médulos ji existentes, testados e confidveis podem ser aproveitados em situagdes
novas através de classes derivadas, tornando a reutilizacdo, aliada ao encapsulamento de in-
formacfes, uma prética segura e confidvel, reduzindo o tempo de desenvolvimento.

Polimorfismo

Através do polimorfismo, objetos de uma familia de classes recebendo a mesma mensagem, cada
um respondem de maneira particular, através de seu préprio método. Por exemplo, a mensagern
+ pode ser interpretada como uma concatenagio de caracteres para a classe String ou como
adi¢io para a classe Matrix.

A combinacic de heranca e poliformismo permite alguns resultados interessantes. Uma
estratégia bastante utilizada ¢ a defini¢io de classes base altamente genéricas, onde alguns
métodos, denominados virtuais, nio séo necessariamente definidos neste nivel bdsico. Objetos
de tais classes também, denominadas virtuais, tém apenas a fungdo de representar um conjunto
de objetos mais especializados a serem definidos posteriormente. Por exemplo, considera-se uma
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classe virtual genérica FiniteElement representando todos tipos de elementos finitos. Como
dados, tem-se partdmetros comuns a todos os elementos, tais como niimeros de nds e graus
de liberdade. Métodos para o cléculo de matriz de rigidez, de massa, tensoes e deformagoes
sio declarados como virtuais nesta classe. A implementagao especifica é feita nas subclasses de
FiniteElement,

Assim, durante o cdlculo das tensdes, o método a ser executado depende do tipo de ele-
mento considerado durante a execugdo. Para que isto seja possivel, declara-se um apontador
para a classe base, no caso FiniteElement, ¢ dependendo do nome do elemento usado no
procedimento NewElement, diferentes métodos com o mesmo nome, no caso GetStress, serao
executados pelo programa. Tem-se entdo o seguinte codigo:

FiniteElement *pFE = NewElement (FEName);
pFE~>GetStress();

De forma geral, um ponteiro para um objeto da classe base pode também apontar para
qualquer objeto de uma classe derivada. Assim, um objeto da classe base age como representante
dos objetos das classes derivadas. Dessa forma, pode ser construido um cddigo que decida o
conjunto de métodos a serem executados somente em tempo de execugdo, dando origem a um
programa genérico que pode facilmente incluir novas caracteristicas pela inclusio de novos tipos
derivados.

A aplicagdo dos conceitos anteriores para programas de engenharia tém conduzido a re-
sultados bastante satisfatérios [21, 61, 62, 79, 81, 82, 831, De forma geral, é implementada a
estrutura mais adequada a manipulagao e armazenamento dos dados do problema, considerando
as exigéncias acerca da eficiéncia no acesso e economia de memoria. Entretanto, a complexidade
dessa estrutura fica, do ponto de vista da utilizacgo dos objetos, oculta pela interface piiblica da
classe. Em outras palavras, pode-se combinar a estrutura de dados mais apropriada e eficiente,
independente de sua complexidade, com uma interface de utiliza¢io simples e préitica.

Qutro aspecto importante, devido aos conceitos de modulagdo, heranga e encapsulamento,
¢ a possibilidade de combinar com mais facilidade e rapidez os resultados dos trabalhos de
determinado grupo de pessoas em um dnico cddigo, dando origem a um sistema que possibilita,
além do acesso eficiente & varias tecnologias, a sua utilizacdo combinada. Claramente esse
sistema pode dar origem a resultados de maior valor agregado que uma série de programas
estanques e isolados.

Em geral, engenheiros e cientistas utilizando as praticas tradicionais de programacio tém
como principal objetivo a obtengdo de resuitados para trabalhos especificos, nao havendo a
preocupacio de desenvolver cédigos para o uso de terceiros. Neste sentido, nao é necessdrio se
concentrar suficientemente na implementagdo de estruturas de dados eficientes, devido nfo so-
mente & dificuldade de implementacgao, mas tarmbém & forma direta e complexa de sua utilizacdo
em linguagens procedurais. Por exemplo, apesar de grande niimero de problemas de engenharia
darem origem a sistemas de matrizes esparsas de grandes dimensdes, procedimentos eficientes de
alocacdo, armazenamento e solugio de tais sistemas ndo sdo muito empregados, mesmo sendo
geralmente cédigos de dominio piiblico. Soma-se a isto a dificuldade de combinar os programas
procedurais tradicionais. Esses dados mostram que na pratica os programas produzidos no meio
académico utilizando conceitos de orientagdo por objetos tendem a ser ndo somente de maior
confiabilidade, mas também mais eficientes numericamente.

Deve-se deixar claro, contudo, que a utilizagio dos recursos de orientagdo por objetos
em programas de cdleulo numérico devem estar subordinados ao balango entre a facilidade
de administragio do cédigo (manutencgio e atualizagio) e a eficiéneia. Um programa altamente
modular e encapsulado nio terd uma aceitacio razodvel pelos usudrios se sua eficiéncia numérica
for muito baixa. Dessa forma, é importante ser criterioso na aplicagdo da derivagao de classes,
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Figura 5.1: Niveis de organizacio das classes de elementos finitos.

procurando, por exemplo, alcangar cédigos de facil estensibilidade, mas evitando hierarquias
de classes de vérios niveis. A razdo é que quando um objeto recebe uma mensagem, procura-
se o método correspondente & mensagem. Caso nao seja achado, a procura continua na classe
antecessora, repetindo-se o processo até o método ser localizado, implicando num custo adicional
e gasto de tempo.

Pode-se citar a implementacio dos tipos de elementos, como classes derivadas de uma
classe virtual genérica FiniteElement. Dessa forma, todas as manipulagdes de elementos finitos
sao implementadas independentemente do tipo de elemento utilizado, sendo o tipo especifico de
elemento a ser empregado na andlise definido apenas durante o tempo de execugéo do programa.
Além disso, novos tipos de elementos podem ser introduzidos sem que o cédigo original precise
ser alterado. Nesse caso, tem-se apenas um nivel de hierarquia.

A mesma observacdo pode ser feita com relagdo aos tipos de materiais (isotrépicos, or-
totrépicos, etc.) e no caso da andlise de sensibilidade e otimizag8o estrutural, na implementagio
dos funcionais.

Em resumo, utilizando os recursos de abstragio e encapsulamento de informagdes, deve-se
ter como objetivo combinar a estrutura de dados mais apropriada para o problema (imple-
mentacdo interna da classe) a uma interface piiblica simples e concisa, sem, entretanto, compro-
meter a eficiéncia numérica do programa em favor apenas da simplicidade.

5.2 Classes para Elementos Finitos

Os algoritmos de andlise de sensibilidade e otimizagdo foram implementados utilizando
um conjunto de classes para andlise linear estdtica por elementos finitos isoparamétricos desen-
volvidas previamente [61] e revisadas no inicio do trabalho. Estas classes estdo organizadas nos
4 niveis seguintes, ilustrados na Figura 5.1:

Nivel 1 : Compreende o conjunto de classes definindo as estruturas de dados empregadas nos
demais niveis. Tem como objetivo gerenciar a alocagio dindmica de memdria. Compre-
ende as classes Matrix, SymmetricMatrix, SymmetricSkyline, SymmetricSparse,
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Figura 5.2: Utilizagao convencional de um programa de andlise.

Vector, String e Array.

Nivel 2 : Neste nivel estao presentes as classes relativas a estruturas bédsicas do modelo de ele-
mentos finitos. Compreende as classes Node, DefinitionDOF, EliminatedDOF, Pre-
cribedBC, Equations, Geometri¢Properties, ElasticMaterial, ElasticIsotropic-
Material, FiniteElement, PlaneStressTriangular, TriangularShapeFunctions e
TriangularGaussLegendre.

Nivel 3 : As classes desse nivel consistem de conjuntos das classes dos niveis anteriores, orga-
nizando as informacgoes das caracteristicas do modelo de elementos finitos. Compreende as
classes Nodes, DOFBoundaryConditions, MaterialArray, FiniteElementGroup,
FiniteElementGroups e LoadCase.

Nivel 4 : Neste nivel estio as classes de armazenamento de todos os atributos do modele de

elementos finitos e solugiio do sistema de equagGes. Compreende as classes FEModel e
FELinearSolver.

Observa-se que foram utilizados procedimentos do sistema ACDP [84] para o tratamento
de erros, gravagao € recuperacio de dados em disco.

5.3 Implementacao da Analise de Sensibilidade e da Otimizagao
Estrutural

5.3.1 Caracteristicas do Problema de Otimizacao

Na grande maioria dos casos, o desenvolvimento de um programa de otimizagio estrutural
evolui a partir de um programa de andlise estrutural j4 existente. A utilizagdo de um programa
de analise segue, em geral, as cinco etapas ilustradas na Figura 5.2, ou seja,

1. defini¢do de um projeto especificando as dimensbes relevantes;

2. geragio do modelo de elementos finitos, definindo atributos como malha, materiais, condigoes
de contorno e carregamento;

3. andlise e obtengao dos resultados (eventualmente redefinicdo da discretizagfo para reduzir
erros);

4. julgamento dos resultados;
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FEModel | NewSalier |
/ FENonLinearSolver
FELinearSolver
" NewSolver

Figura 5.5: Hierarquia das classes FEModel e FELinearSolver.
5. redefinicdo do modelo.

Por mais recursos que se possa incorporar ao programa de andlise estrutural, é impossivel
eliminar a necessidade de interagao intensiva com usudrio nas etapas 1, 2, 4 e 5 quando este
médulo é utilizado de maneira isolada. A introdugio do conceito de funcionais de peformance
tem o objetivo de fornecer recursos para que a etapa 4 seja realizada de maneira mais objetiva.
A introdugdo de um modulo de avaliagio de funcionais e gradientes é mostrado na Figura 5.3.

A inclusio de um algoritmo de otimizagdo visa automatizar o ciclo anterior, direcionando
o trabalho do analista na definicio do projeto (parametrizagio) e na definigdo dos funcionais
de performance mais adequados. Este tdltimo estdgio é ilustrado na Figura 5.4, podendo-se
observar:

e um programa de otimizagio estrutural pode ser obtido a partir da incorporagio de recursos
de andlise de sensibilidade e otimizagio a um programa de andlise jd existente;

e o processo de otimizagio ¢ caracterizado pela intensa troca de informagoes entre as diversas
etapas e conseqiientemente entre os diversos médulos do programa (solver, otimizador,
gerenciador de funcionais). Assim, a performance global do processo depende da eficiéncia
numérica do programa de andlise, convergéncia do algoritmo de otimizac¢io, nimero de
andlise requeridas e eficiéncia na troca de informagdes entre os médulos;

¢ o algoritmo de otimizagho somente manipula varidveis de projeto, valores de funcionais e
gradientes, sendo independente (do ponto de vista numérico) de como siio organizadas as
estruburas anteriores;

» a estrutura que realiza a avaliagfio dos funcionais e seus gradientes constitui uma interface
entre o programa de andlise e o algoritmo de otimizagio, devendo ser capaz de acessar
as informagdes relevantes do modelo e o0s recursos de solugdo de sistemas do mddulo de
anslise {para a solugdo dos problemas adjuntos) e, ao mesmo tempo, manté-las protegidas
de acessos indevidos.

A partir dessas conclusdes, sdo definidas as caracteristicas necessdrias as classes e a maneira
como seus objetos devem interagir.

5.3.2 Modelo de Elementos Finitos

O médulo de andlise usado na implementagio dos procedimentos de otimizacdo estrutural
estd definido na classe FEModel e em uma classe derivada chamada FELinearSolver. A classe
FEModel reine a estrutura de dados e métodos que descrevem um modelo de elementos finitos:
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class FEModel

{

protected:
DefinitionDOF DOFs;
Nodes Coozds;
LoadCases LCases;
FEGroups Groups;
MateriaiArray Materials;
Equations DOFEq;
DOFBoundaryConditions BC;

public:
void Read(FILE #File);
void Print(FILE #*File);

//graus de liberdade
//coordenadas nodais
//casos de carregamentos
//grupos de elementos
//tipos de materiais
//equacoes

//condicoes de contorno

//le arquivo de entrada
//imprime dados

//funcoes de acesso aos dados

};
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Os dados sdo objetos de um conjunto de classes definindo nés, graus de liberdade, casos de
carregamento, grupos de elementos, materiais, propriedades geométricas, equagses e condigdes de
contorno, equagdes e casos de carregamento. Os métodos piblicos sdo constituidos por fungdes
de alocacdo, leitura, impressio de dados e fungdes de acesso aos métodos de cada um desse
objetos. Como a mesma estrutura do modelo de elementos finitos pode ser utilizada para uma
variedade de tipos de andlise, o solver proprieamente dito ¢ definido como uma classe derivada
da anterior, permitindo que outros tipos de andlises possam ser incorporados, compartilhando

a estrutura de FEModel através do recurso de derivagdo, conforme descrito na Figura 5.5.

A classe derivada FELinearSolver destina-se & andlise de problemas estruturais lineares

estaticos:

class FELinearSolver: public

{
protected:

FEModel

SymmetricSparse GlobalMatrix; //matriz global do problema

Vector Load, U;

void SetMatrix();
void SaveSolution2D():

public:
void Solver();

};

//vetores de carregamento e solucac

//constroi matriz global
//salva resultados

//executa analise

Os dados sfio matriz de rigidez armazenada empregando uma classe para matriz [61], além
dos vetores de carregamento e solucdo como instancias da classe Vector. A interface publica se
resume ao método Solver() que realiza a andlise de elementos finitos:

char *DataFile = "modelo.fem";

//declara nome do arquivo de dados

FELinearSolver Modelo(DataFile); //declara objeto a ser analisado
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Figura 5.6: Hierarquia das classes de funcionais.

Modelo.Solver(); //analise

Recebendo esta mensagem, o objeto Modelo executa os métodos internos de leitura dos
dados do arquivo modelo.fem, construgido da matriz de rigidez e do vetor de carregamentos,
solucdo do sistema e preparagio dos dados para visualiza¢o.

5.3.3 Funcionais

As exigéncias para a implementagio dos funcionais de performance sdo as seguintes:

1. a estrutura deve permitir que novos tipos de funcionais possam ser incluidos exigindo
apenas alteragdes localizadas, sem influir na estrutura principal do programa;

2. a escolha do conjunto de funcionais a serem utilizados em cada andlise, dentre os tipos
disponiveis, deve ser feita apenas em tempo de execugdo do programa;

3. cada tipo de funcional j4 dever conter seus métodos de andlise de sensibilidade em sua
estrutura interna, simplificando a sua utilizagao.

A solugdo que permite satisfazer esse conjunto de exigéncias é a definicio de uma classe
virtual genérica PerformanceFunctional, a partir da qual todos os tipos especificos de fun-
cionais de performance sdo derivados, como mostrado na Figura 5.6. A estrutura béasica dessa
classe ¢ a seguinte,

class Performanc¢eFunctional

{
protected:

String FuncName; //nome do funcional

double TestVal; //valor de teste

virtual void WriteAdjointLoad(FELinearSolver &Model) = 0;
public:

virtual double Eval{FELinearSolver &Model) = {;

virtual veoid Gradient(FELinearSolver &Model, Vector &Grad) = 0;
}

Como se trata de uma classe destinada principalmente a definigdo de métodos, o conjunto
de dados é simples, consistindc apenas de um nome, usado na impressac de informagoes, além
de um valor de teste, pois funcionais usados como restrigdes sédo usualmente comparados com
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valores maximos ou minimos. A interface publica da classe é formada por fungbes virtuais, as
quais sao implementadas somente nas classes derivadas de acordo com o funcional especifico,
declarando os métodos de avaliagio do funcional, determinacdo de seu gradiente e construgao
do carregamento adjunto para a andlise de sensibilidade. Na declaragio desses métodos também
se observa como a programacio orientada por objetos permite definir uma estrutura de cédigo
muito préoxima da estrutura de solugio do problema. Como os funcionais de performance sao
entidades definidas sobre o modelo matematico do projeto, torna-se uma decisio natural definir
métodos que tenham como argumento um objeto da classe FELinearSolver.

A partir desta classe, sdo derivadas as especializacoes dos diversos tipos de funcionais
da Figura 5.5, necessirios ao tratamento do problema de otimizagdo estrutural: funcional de
volume na classe VolumeFunctional; funcional de maxima tensdo ponderada de von Mises dado
em (1.14) na classe MaxVonMisesFunctional; funcional de deslocamento resultante dado em
(1.15) na classe AbsDispFunctional; funcionais de deslocamento absoluto nas diregées = e y
nas classes UXDispFunctional e UYDispFunctional; funcional de energia de deformacac dado
em (1.16) na classe StrainEnergyFunctional. Por exemplo, para o cdlculo do funcional de

deslocamento resultante segundo a equagfo (1.15) com 0.05 como valor maximo admissivel,
escreve-se, '

AbsDispFunctional ResMax(0.085); '
double res = ResMax.Eval(Modelo);

O calculo de seu gradiente € feito da seguinte forma,

Vector Grad;
ResMax.Gradient (Modelo, Grad);

para variaveis nao-relacionadas & forma do dominio e
ResMax.Gradient(Modelo, Grad, Velocity);
para variaveis de forma, sendo Velocity o vetor de campo de velocidades nos nés.

Os métodos Gradient acessam internamente os procedimentos de construgio do carrega-
mento adjunto e solugao do problema adjunto.

Como todas as classes de funcionais descendem de uma mesma. classe base, o acesso aos
objetos que os implementam pode ser feito utilizando somente ponteiros para objetos da classe
PerformanceFunctional, sendo, portanto, independente do tipo especifico de funcional aces-

sado. O tipo de funcional pode ser definido somente em tempo de execugio via, por exemplo,
arquivo de dados.

5.3.4 Gerenciador de Funcionais

A classe FunctionalManager visa automatizar a utilizacdo dos funcionais de performance
nos problemas de andlise estrutural, proporcionando, ac mesmo tempo, uma troca eficiente de in-
formacoes entre o solver e a estrutura de funcionais. Nesse sentido, essa classe agrupa como dados
um ponteiro para PerformanceFunctional (funcio objetivo), uma estrutura FunctionalArray
{(array de ponteiros PerformanceFunctional) correspondendo aos funcionais de restricdo, um
array com o campo de velocidades, um objeto FELinearSolver, correspondendo ao modelo
de elementos finitos, as dimensoes do problema de otimizacdo, varidveis armazenando os va-
lores dos funcionais e seus gradientes, um objeto DesignVariablesDefs com a definigio das
varidveis € um objeto BoundaryLayerVelocity para determinagdo do campo de velocidades.
Como métodos tem-se aqueles para avaliagao dos funcionais e seus gradientes. Essa classe tem
a seguinte estrutura bésica: '

class FunctionalManager
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Figura 5.7: Hierarquia das classes FunctionalManager e Optmization.

{
private:
PerformanceFunctional  *0bjFunc; //funcao objetivo
FuncticnalArray ConstrSet; //array de funcicnais de restricao
Array<double> Vi; //velocidades de projeto
protected:
FELinearSolver Model; //modelo FE a ser otimizado
long n, m, p; ) //dimensoes
double f; //valor da funcao objetivo
Vector X, //valores das variaveis de projeto
G, //wvalor do vetor de restricoes
Lambda, //multiplicadores de Lagrange
C; //gradiente da funcaoc objetivo
Matrix XLimits, //limites das variaveis
A; //gradiente dos funcionais
DesignVariablesDefs Variables; //definicao das variaveis de projeto
BoundaryLayerVelocity VelocityField; //determinacao da velocidade
public:
void Eval(); //avalia funcionais
void Derivative(); //determina gradientes
};

Como um dos objetivos dessa classe é constituir uma interface entre o solver e o algoritmo
de minimizacio em um cédigo de otimizagio estrutural, os funcionais sio mantidos inacessiveis
para classes derivadas, pois os algoritmos de minimizagio devem acessar somente os valores dos
funcionais e de seus gradientes e ndo as estruturas de dados e métodos que permitem a sua
obtencio.

Supondo que o modelo e o conjunto de funcionais relevantes para a andlise tenham sido
definidos pelo usudrio, respectivamente nos arquivos de dados DataFile e FuncFile, as seguintes
linhas de cédigo determinam a avaliagdo dos funcionais e gradientes:

FunctionalManager Modelo(DataFile, FuncFile);
Modelo.Eval();
Modelo.Derivative();

A mensagem Eval internamente executa a anslise de elementos finitos para o objeto Model
que é entdo acessado pelos funcionais. Da mesma forma, Derivative determina a execugdo dos
procedimentos necessérios a determinagio dos gradientes, inclusive os procedimentos de andlise
de sensibilidade se necesséario.
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5.3.5 Algoritmo de Minimizagao

A classe Optimization implementa o algoritmo de minimizagdo de Herkovits discutido
no Capitulo 2. Para ter acesso direto aos valores dos funcionais e gradientes foi definida como
uma classe derivada de FunctionalManager, como pode ser visto na Figura 5.7. Além disso,
essa opgio permite que a mesma classe de otimizagdo seja utilizada para diferentes tipos de
anslise, dependendo da parte privada da classe FunctionalManager, nao necessariamente uma
analise por elementos finitos (os exemplos dos Capitulos 2, 3 e 4 foram obtidos com a mesma
implementacdo da classe Optimization). Foi definida a seguinte estrutura bésica,

class Optimization: public FunctionalManager

{
protected:
//variaveis auxiliares

void SearchDirection(); //deétermina direcac de busca

void LinearSearch(); //busca linear

void Update(}; //atualiza dados
public:

int Iterate(); //iteracao do algoritmo
};

Os dados dessa classe consistem apenas de varidveis auxiliares utilizadas nos célculos in-
termedidrios do algoritmo de otimizagio. Os métodos internos principais consistem das fungoes
SearchDirection e LinearSearch, implementando respectivamente os procedimentos de deter-
minacio da diregio de busca e de busca linear, além da fungéo Update que atualiza os valores do
algoritmo para a proéxima iteragio. A interface piblica dessa classe consiste apenas da fungio
Iterate, realizando uma iteracio do algoritmo, retornando 1 em caso de convergéncia e 0 caso
contrario. Para aplicar o algortimo basta executar esta fungdo em um loop condicional, até que
haja convergéncia ou um limite de iteragdes seja atingido.

Deve-se ressaltar que durante o processo de otimizaclo, a troca de informagOes entre os
diversos médulos que compdem o cddigo é feita com as varidveis mantidas em meméria, sem
recorrer a troca de arquivos de dados em disco. Da mesma forma, a preparagio de dados para
visualizagio é feita somente na iltima analise.

5.4 Otimizacado Estrutural e Andlise de Sensibilidade Orienta-
das por Objetos

A préticas tradicionais de programagio sdo, em geral, barreiras ao aumento de eficiéncia
dos programas de otimizagio. Isto ocorre pois, ao se incorporar médules de andlise de sen-
sibilidade e programagio matemdtica, a um programa de andlise estrutural ja existente, toda
a comunicagio é feita através de troca de arquivos de dados. De outra maneira, uma maior
integragiio entre os novos mddulos e o programa de andlise exigiria nao s6 a reimplementacéo de
parte do cédigo de analise, mas também o acesso direto as suas estruturas de dados. Essa opgao,
além de aumentar o tempo de desenvolvimento, exige que se conhega detalhes da implementagéo
do cédigo de analise.
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A utilizacdo dos recursos de programagioe orientada por objetos, discutidos neste capitulo,
permitem a integragio eficiente entre os diversos mddulos de um programa de otimizagdo sem
comprometer a independéncia dos médulos e a seguranca dos dados.

Em primerio lugar, a incorporagao dos recursos de avaliagdo de funcionais e seus gradien-
tes 4 analise de elementos finitos foi feita declarando-se uma instdncia da classe para analise
de elementos finitos, previamente desenvolvida e testada [61], como um dado da classe. Esta
instancia, através de sua interface piblica, disponibiliza todos os métodos de andlise estrutural
por elementos finitos, como construgio e solugio de sistemas, e métodos de acesso aos dados
do modelo e resultados da andlise, mantidos em memoria, durante a avaliagio dos funcionais e
andlise de sensibilidade. Ao implementar o algoritmo de programagao matemética como uma
classe derivada da anterior, o programa de otimizacao herda as mesmas caracteristicas.

Dessa forma, elimina-se o overhead associado & troca de arquivos, n&o sendo necessario
para isso reimplementar partes do cédigo de analise estrutural ou acessar diretamente sua es-
trutura de dados. Os conceitos de orientagao por objetos permitem entdo atingir eficiéncia e
confiabilidade em programas de otimizagao estrutural e andlise de sensibilidade.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas Futuras

A partir das discussoes e resultados dos capitulos anteriores podem ser apresentadas as
seguintes conclusdes acerca da andlise de sensibilidade e otimizagao em problemas lineares:

e & indispensével considerar as caracteriticas dos problemas estruturais na escolha e imple-
mentagdo de algoritmos eficientes de programacao matematica para problemas estruturais.
Nesse sentido, o algoritmo de Herskovits se mostra bastante adequado para esta classe de
problemas devido & alta taxa de convergéncia. Além disso, por ser um método de ponto
interior, fornece uma solugdo vidvel mesmo gue nao haja convergéncia no processo ite-
rativo. Permite ainda incorporar uma estratégia de restrigoes ativas para aumentar a
eficiéncia global do processo iterativo. Sua desvantagem estd na necessidade de um ponto
inicial vidvel, o que pode se tornar diffcil na presenga de grande niimero de restrigoes ou
mesmo restricds complicadas, exigindo a utilizagao de procedimentos numéricos para a sua
determinagao [67]; :

s como se pode observar nos exemplos de otimizago estrutural dos capitulos anteriores,
a maior parcela do decréscimo na funcio objetivo é atingido j4 nas primeiras iteragGes.
Isso permite que solucdes razodveis para casos praticos possam ser obtidos a um custo
relativamente baixo, limitando-se o nimero de iteragbes ao minimo necessario para se
obter um decréscimo satisfatério na funcdo objetivo;

e funcionais de performance estrutural podem ser definidos sem associagdo a topologia da
malha de elementos. Isso fornece a flexibilidade de manipular apenas modelos geométricos,
permitindo gerar novas malhas durante a otimizagao;

» a utilizacio de curvas de Bezier, B-splines ¢ NURBS na descrigio de geometrias para
otimizacio de forma ndo exige nenhuma restri¢io adicional para se evitarem geometrias
degeneradas, além dos limites méximos e minimos de cada varidvel, os quais sao restrigbes
lineares;

e -com o refinamento da malha de elementos finitos, em geral, o erro da solugdo do problema
estrutural cai mais acentuadamente que o erro associado & determinagao numérica de
gradientes. Isto sugere a necessidade de determinar estimativas de erro da malha para o
caleuio da sensibilidade, obtendo-se a discretizagio mais conveniente {70};

e deve-se ter atencdo especial na escolha das varidveis de projeto e funcionais de performance
mais convenientes para anslise. Os resultados de sensibilidade relativos & varidveis com
pequena influéncia no funcional tendem a ser dominados por erros numericos;
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a abordagem adotada para a determinagio dos campos de velocidades de projeto se mos-
trou bastante eficiente. Primeiro porque sao considerados campos de velocidades nao-
nulos apenas nos elementos adjacentes ao contorno parametrizado, ndo exigindo, por-
tanto, procedimentos numéricos adicionals para a determinacao de velocidades no interior
do dominio. Como conseqiiéncia, as integrais de dominio somente sao avaliadas nesse con-
junto de elementos. Essa abordagem, apesar de apresentar resultados satisfatérios, pode
apresentar imprecisdes em alguns casos, pois um campo de velocidades ndo-nulo em uma
regido com espessura de apenas um elemento pode ndo ser sempre a opgao mais conve-
niente em termos da preciio. Em tais situagdes torna-se necessario aplicar outros métodos
de calculo de campos de velocidades [78];

a utilizacdo do paradigma de orientagdo por objetos permite obter um programa de oti-
mizacio estrutural com énfase na eficiéncia na troca de informagdes entre os médulos de
andlise estrutural, andlise de sensibilidade e programacio matematica, sem a necessidade
de reimplementar o programa de analise por elementos finitos original. Dessa forma, pode-
se efetivamente aumentar a produtividade e a qualidade dos programas produzidos com
a utilizagdo de tais conceitos. A linguagem C++ permite que os recursos de orientagio
por objetos sejam empregados mantendo-se a eficiéncia numérica, tornando possivel obter
programas melhores em termos de utilizagdo e manutengio se comparada as linguagens
procedurais tradicionais.

Como atividades a serem desenvolvidades a partir dos resultados desse trabalho podem

ser citadas:

revisdo das classes de andlise de sensibilidade e otimizagdo e integragao em um ambiente
interativo grafico;

incorporagao de uma estratégia de restrigoes ativas & implementacao do algoritmo de Hers-
kovits;

incorporar novos funcionais de performance estrutural ao programa, principalmente outras
opgoes de funcionais de tensao;

estudo de um estimador de erro para a andlise de sensibilidade;

consideracio de métodos alternativos para determinagéo do campo de velocidades.
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Apéndice A

Métodos de Newton e Quasi-Newton

A.1 Solucao de Sistemas de Equagoes pelo Método de Newton

Seja x (v) = 0 um sistema homogéneo de equages n., ndo-lineares, x : R — R0,
onde todas x; (i == 1,...,ne,) tém derivadas continuas. O método de Newton para a solugo
desta classe de sistemas de equagoes nao-lineares consiste do seguinte procedimento iterativo de
ponto fixo,

Tx (V) Avi® = —x (v(?) VD = (k) Ay

até que ”Av(k)“ < € > 0 arbitrdrio

Dermonstra-se a convergéncia do método para os casos onde det [Vx (v)] # 0, Vv # 0 [49].

A.2 Meétodo de Otimizacao de Newton

O método de otimizagio de Newton consiste na solugio do sistema de equagdes (2.2) a
(2.6), obtido das condigdes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (Teorema 2.1), pelo método
de Newton para equagdes ndo-lineares. No desenvolvimento a seguir, considera-se que todas as
funcoes tém derivadas continuas até segunda ordem e que os gradientes de todas as restrigoes
sao linearmente independentes nos pontos de solugdo.

Considere o problema de otimizagdo na forma geral (1.11)

min f(p)

sujeita &
gi(p<0  i=1,2,
hi(p)=0 Ji=12,...,p

O Lagrangeano do problema é definido por (2.1},

L{p,Ap) =Ff(p)+ Zz\zgz (p) +th (p) = f(p) + A'g(p) + n"h(p)
d==1

onde p € R™ sfo as varidveis de projeto, sendo A€ R™ e pu ¢ RP sdo multiplicadores de Lagrange
do problema. As condicdes de Karush-Kuhn-Tucker determinam que L seja estaciondrio (VL =
0) com respeito a solugdo (p*, A", u*), ou seja,

P

oL 8f(p)+z)\*3gz(p)+z LOhi (p™) _

= { j=12,...,n
apj ap,? i1 Op; apj

gi{p’) <0 i=1,2,...,m
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Mg (pH)Y=0 i=12...,m

hi (p*) =20 1=12,...,p
AT =0 i=1,2,...,m
Considerando a notagao
f(p): R —R Fungio objetivo
g(p): " — K™ Vetor de restrigdes de desigualdade
G (p): ®® — R™*™  Matriz diagonal onde G;; {p) = g: (P)
C(p):R" —R" Gradiente de f(p), ou seja, C; (p) = —gg; (p)
A (p): R? —m RN Gradiente de g {p), ou seja, Ay (p) = gg;- (p)
hi{p): R* — R? Vetor de restricdes de igualdade
L{p): R* — RF*" Gradiente de h(p), ou seja, Ly (p) = 5—;—;—;& (p)
Hp, A\, u) = VL Matriz Hessiana
tem-se o sistema de equagdes x (v*) = 0 onde,
C(p*) + A (") A"+ L7 (p*) " p
x (V) = G(p*) A" V=4 A
h(p*) 2
sendo
H(p,A\pu) AT(p) L7 (p)
Vx(v)=| AA(p} G(p) 0
L(p) 0 0

Aplicando o método de Newton para determinar a solugo v* de x (v) = 0 tem-se,

H (pm, AB), g8} AT (p{k)) LT (p(k)) p®HD) _ p®)
AR A (p(k)) G (p(k)) o AEHD k) L =
L (p®) 0 0 ptrt) — o

c(p®)+A (puc))T A®) 4 LT (p®)) o)
=— G (p®) A®

o)
H (p®, A%, u®) AT (p0) LT (p®) | ¢ e _ pio
= AFA (p{k)) G (p(k}) 0 AGk+D) =
L (p(k)) 0 0 ple+D)
(")
= - 0 (A1)

(o)

A solugo do sistema linear (A.1) fornece os multiplicadores de Lagrange para a proxima
iteracdo Ap®), sendo que, na versio original do método, p*+1) = ptk) + Ap(k). Contudo, me-
Thores resultados sdo obtidos a solugio do sistema (A.1) for considerada a etapa de determinagéo
da direcdo de busca linear da iteragdo, sendo seguida por um procedimento de busca linear con-
veniente de acordo com a fungdo de decréscimo adotada. Nesse caso, p*+1) = p*) + 1, Ap®),
onde t; é o passo determinado na busca linear.
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A.3 Métodos Quasi-Newton

Foram desenvolvidos vérios procedimentos de aproximagio numérica da Hessiana a partir
de informacdes de primeira ordem. Tais procedimentos usam o gradiente do Lagrangeano em
dois pontos e a mudanca no projeto nos algoritmos de atualizacio da aproximacio da matriz
hessiana H. Os métodos que utilizam estes procedimentos sdo chamados métodos quasi-Newton.

A.3.1 Regra BFGS de Aproximacao da Hessiana

A regra BFGS com modificagido de Powell (para evitar problemas de singularidade e in-
determinacgao na regra BFGS bésica) é desenvolvida a seguir.

Determinam-se os seguintes vetores e escalares,

stk = tkAp(k) vetor
z(F) = HF)gF) vetor

y® = VL (p(km} AR p(k}) YL (p{k), Ale) u“‘)) vetor

9y == s(k) . y{k) escalar
Jg = stk . gk : escalar
f =1 se 9; > 0.2, sendo 8 = 0.80y/ (J2 — ¥1) escalar
wik) =gy 4 (1~ g)z® vetor

Pq = stk . wik) escalar

que sfo, em seguida, aplicados na atualizacio da aproximacdo Q da matriz hessiana H na
iteracdo k + 1 da seguinte forma:

1 T i T
(k+1) . iR+ — k) L DR Ry L 2 k) (LK)
H = Q = QY + 1%w (w ) 192z (z ) (A.2)



Apéndice B

Interpolacoes

Métodos de busca linear de ordem zero! podem exigir muitas avaliagdo dos funcionais
para determinar o passo na diregio de busca. Portanto, podem ser ineficientes em aplicagdes
priticas. Ao invés de fazer uma série de estimativas das fungoes pode-se fazer uma interpolagao
polinomial de um nimero limitado de pontos. Esta idéia pode ser aplicada tanto na determinagao
do minimo da fungio objetivo na diregio de busca corrente quanto na determinagao de um passo
vidvel nessa dire¢io. Apesar de ser possivel utilizar polindmnios de maior ordem, em muitos casos
sio obtidos resultados satisfatérios em termos de precisdo e eficiéncia com polindnios de segunda
ordem apenas.

B.1 Interpolacao Quadratica

Pode-se interpolar uma fungio ¢ (t) de uma varidvel por uma curva quadrética conhecendo
seu valor em dois pontos e sua derivada num deles ou seu valor em trés pontos. Considere a
seguinte curva de segundo grau na varidvel £,

@ (t) = ao + a1t + agt? (B.1)
Caso 1 No primeiro caso, sao conhecidos ¢ (0), ' (0) e y (t1). Logo,

aw=00) a1=¢(0) ar=¢t)/t]—¢(0)/12—¢(0) /8 (B.2)

Caso 2 No segundo, sio conhecidos ¢ (0), ¢ (£1) e ¢ (t2). Dessa forma,

t1)—{0 1 —a(0 —
a=p(0) a= ?L..llﬂﬁi.,l —apt;  ap = O {ﬁﬁ(tz)ta e(0) _ aﬁ(tz)h w(ﬂ)} (B.3)

B.2 Busca Linear com Interpolagao Quadratica

Considerando o Caso 1 na interpolagio dos funcionais, a interpolagio quadratica pode ser
usada para minimizar a funcéo objetivo ou para determinar um passo vidvel na diregao de busca.
Assume-se nas secoes seguintes que a dire¢io de busca é uma diregdo vidvel de decréscimo.

*Métodos de busca linear de ordem zero determinam uma nova estimativa como uma porcentagem da anterior.
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B.2. Busca Linear com Interpolagao Quadratica 128
B.2.1 Minimizagao da Funcao Objetivo

Deve-se determinar o passo t;, que respeite a condigao de decréscimo de Armijo f (p(k)-i-tkd) <
f (p{k)) + ndTV fk), | para uma direcio de busca d. Suponha que se conhega uma estimativa
inicial de passo t;. Faz-se ¢ (t) = f (p(’“)ﬁ«fd), seguindo o algoritmo:

1. Determina-se ¢ (0}, ¢’ (0) e ¢ (t1).

2. Calculam-se os coeficientes de (B.1) de acordo com a (B.2).

_ - ~ 1 _
3. Se f (p(’“)+td) < f (p(k}) + pdTV L, sendo T = —2—a; entdo tp = ¢ e termina o
Processo. a2

4. Sendot; =tep(t)=f (p(k}+t_d). Retorna ao passo 1.

B.2.2 Determinagao de um Passo Viavel

Deseja-se determinar o passo i que respeite a restricdo ¢; < 0. Suponha que seja
conhecida uma estimativa inicial de passo £, invidvel, ou seja, g; (p(k)+t1d) > 0. Faz-se

w(t) =g (p(’“)—!-td), seguindo o algoritmo:
1. Determina-se ¢ (0), ¢’ (0} e ¢ (£1).
2. Calculam-se os coeficientes de (B.1) de acordo com a (B.2).
3. Sey; (p(k)-i—t_d) < 0, sendo T a menor raiz positiva de ¢, entdo t; = f e termina o processo.

4, Sendoti =tep(t)) =g (p(k)—i—fd). Retorna ao passo 1.



