A
oY

UNICAMP

Jorge Luis Suzuki

Aplicacao do Método dos Elementos Finitos de
Alta Ordem hp em Hiperelasticidade com Dano
Isotropico

32/2013

CAMPINAS
2013

i



A
a¥

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

Jorge Luis Suzuki

Aplicacao do Método dos Elementos Finitos de
Alta Ordem /p em Hiperelasticidade com Dano
Isotropico

Orientador: Dr. Marco Licio Bittencourt

Dissertacdao de Mestrado apresentada a Faculdade de Engenharia Mecanica da Universidade
Estadual de Campinas, para a obten¢do do titulo de Mestre em Engenharia Mecénica, na Area de
Mecanica dos Sélidos e Projeto Mecanico

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FI-
NAL DA DISSERTACAO DEFENDIDA PELO ALUNO
JORGE LUIS SUZUKI, E ORIENTADO PELO PROF. DR
MARCO LUCIO BITTENCOURT.

AL TAUAT
ASSINATURA DO ORIENTADOR
CAMPINAS

2013

il



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca da Area de Engenharia e Arquitetura
Rose Meire da Silva - CRB 8/5974

Suzuki, Jorge Luis, 1987-

Su99a Aplicacao do método dos elementos finitos de alta ordem hp em
hiperelasticidade com dano isotrépico / Jorge Luis Suzuki. — Campinas, SP : [s.n.],
2013.

Orientador: Marco Lucio Bittencourt.
Dissertacao (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Faculdade de
Engenharia Mecanica.

1. Método dos Elementos Finitos. 2. Mecanica do dano continuo. 3.
Deformagéo e tensao. . Bittencourt, Marco Lucio,1972-. Il. Universidade Estadual
de Campinas. Faculdade de Engenharia Mecéanica. lll. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em inglés: hp-FEM analysis of coupled hyperelasticity and damage
Palavras-chave em inglés:

Finite element method

Continuum damage mechanics

Deformations and stresses

Area de concentracdo: Mecanica dos Sélidos e Projeto Mecanico
Titulacao: Mestre em Engenharia Mecéanica

Banca examinadora:

Marco Lucio Bittencourt [Orientador]

Pablo Andrés Mufnoz Rojas

Carlos Henrique Daros

Data de defesa: 25-02-2013

Programa de Pds-Graduacao: Engenharia Mecanica



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE PROJETO MECANICO

DISSERTACAO DE MESTRADO ACADEMICO

Aplicacao do Método dos Elementos Finitos de
Alta Ordem hp em Hiperelasticidade com Dano
Isotropico

Autor: Jorge Luis Suzuki
Orientador: Dr. Marco Lucio Bittencourt

A Banca Examinadora composta pelos membros abaixo aprovou esta Dissertaggo:
I

| w&@&aw
P’ri)f. Dr. Marco Licio Bittencourt, Presidente
DPMIFWP

rloleenrique Daros
NICAMP

k

Prof. Dr. T?blo Andrés Mifioz Rojas
DEM/CCT/UDESC

Campinas, 25 de Fevereiro de 2013.



Dedicatoria

Dedico este trabalho a memoria de meu avo, Félix Heiden (24/01/1933 - 16/01/2013).

vii



Agradecimentos

Ao meu orientador, Prof. Dr. Marco Liicio Bittencourt, pela oportunidade oferecida, dedicagcao
constante, paciéncia e amizade.

A minha familia, pelo apoio incondicional em todos os momentos, pela motivacdo, ajuda psicold-
gica e muitas vezes financeira.

A minha companheira e namorada, Leticia, que ha 5 anos faz parte da minha vida, e que mesmo
com barreiras geogréficas, ndo deixou de me apoiar e ter paciéncia com o meu trabalho.

Aos amigos e ex-companheiros de republica Allan Dias e Luan Franchini, por inimeras discussoes
produtivas sobre os mais variados temas possiveis e pela amizade prolongada.

Aos amigos, companheiros e ex-companheiros de trabalho Caio Rodrigues, Carlos Mingoto Jr, Fa-
biano Bargos, Felipe Furlan, Gilberto Valente, Jaime Delgado, Jaime Izuka, Oscar Rojas e Paola
Gonzalez, pela convivéncia didria de trabalho, colaboragdo e importantes momentos de descontra-
céo.

Ao Dr. Alexandre Souto, pela colaboracdo nos assuntos do olho humano, a doutoranda Yue Yu, da
Universidade Brown, pela ajuda no "destravamento”, e ao Prof. Dr. Pablo Andrés Muifioz Rojas,
por importantes contribui¢des ao progresso deste trabalho.

Ao 6rgdo financiador CNPq, pelo fundamental apoio financeiro.

X



Xi

Toda a nossa ciéncia comparada com a
realidade, é primitiva e infantil - e, no
entanto, é a coisa mais preciosa que temos.

Albert Einstein



Resumo

SUZUKI, Jorge Luis. Aplicacao do Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem em hiperelas-
ticidade com dano isotrépico. 2013. Dissertacdo (Mestrado). Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

Este trabalho apresenta uma implementa¢do em ambiente C++ da teoria do Dano em Meio
Continuo para hiperelasticidade sob regime compressivel e quasi-incompressivel. Para o caso
quasi-incompressivel, uma formula¢do mista (u/p) é tratada com um procedimento de projecdo
local da pressao hidrostatica. O dano é um escalar que dependente da maxima deformacgdo atin-
gida. Para a validacdo dos métodos implementados, sdo realizados estudos de convergéncia através
da imposicao de solucdes analiticas, variando a ordem de interpolacdo e o nimero de elementos.
Também € analisado o comportamento da tensdo através de ciclos de carregamento, para a observa-
cdo da perda de rigidez progressiva sob os efeitos de dano. A formulagcdo implementada contorna o
problema de travamento de malha, sendo que de maneira geral, solu¢cdo é melhor aproximada com

o aumento do grau polinomial combinado com o aumento do nimero de elementos.

Palavras-chave: Mecanica do Dano em Meio Continuo, Hiperelasticidade quasi-

incompressivel, Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem.
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Abstract

SUZUKI, Jorge Luis. HP-FEM analysis of coupled hyperelasticity and damage. 2013. Dissertacao

(Mestrado). Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

The objective of this work is the application of the high-order hpFEM to the analysis of
hyperelastic materials coupled to isotropic damage. A mixed (u/p) formulation with a pressure
projection procedure is used in conjunction with the ApFEM to overcome the volumetric locking.
The isotropic damage model introduces a scalar variable that evolves coupled with the maximum
attained strain. It is based on the equivalent stress concept, by applying a reduction factor over the
stress tensor. A cyclic loading test was performed to reproduce the Mullins effect. Convergence
analyses were made for a compressible and a quasi-incompressible material imposing analytical
solutions. Both materials presented a spectral convergence rate for the p refinement using smooth
solutions. In the case of quasi-incompressibility, the material showed locking-free characteristics,

but the approximation errors were higher compared to the compressible case.

Keywords: High Order Finite Element Method, Mixed Methods, Continuum Damage Mechanics,
Volumetric locking.
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1 INTRODUCAO
1.1 Motivacao

A Figura 1.1 ilustra as principais partes do olho humano, destacando-se a retina, a cordide,
a esclera (esclerdtica), a fovea e o nervo 6tico. A retina é a camada mais interna, responsavel pela
conversao da luz em energia quimica. Esta ativa o nervo 6tico, que conduz as informagdes para
o cérebro. A fovea, localizada na regido central da retina, possibilita uma visdo mais precisa para
atividades como a leitura. A cordide € situada entre a retina e a esclera, e possui uma rede de vasos
sanguineos que promovem a vasculariza¢do da retina. Na parte mais exterior € situada a esclera,

constituida de fibras de coldgeno, acomodando os tecidos mais internos (Davson e Perkins, 2011).

ligamentos -~

Figura 1.1: Principais partes do olho humano (Frota, 2004).

Os casos de miopia crescem progressivamente no mundo. A alta miopia € uma das principais
causas de muitos casos de cegueira em paises em desenvolvimento (Shih et al., 2008). No entanto,

a sua ocorréncia difere dependendo da raga e pais considerados (Ikuno e Tano, 2009).

A alta miopia, caracterizada por graus de dioptria > —6, 0D, € associada com o alongamento
progressivo do globo ocular. Se tal alongamento for excessivo, vdrias complicacdes podem ser de-
senvolvidas. Clinicamente, essas complicagdes incluem vasos sanguineos esticados, crescente peri-
papilar temporal atréfica, inclinagao do disco 6tico, estafiloma posterior, fissuras (lacker cracks) na

membrana de Brunch, dreas de atrofia na regido pigmentada da retina e na coréide, hemorragia su-



bretinal e neovascularizagao coroidal (Shih et al., 2008). O impacto da retinopatia midpica na visao
¢ de importante destaque, pois é comumente bilateral e irreversivel, além de que frequentemente
afeta os individuos durante seus anos produtivos (Shih et al., 2008). A maior parte dos estudos
realizados relatam que os efeitos posteriores na visdo, provocados pela alta miopia, sdo associados
com a neovascularizac¢do coroidal. No entanto, ha varios tipos de degeneragdao macular em miopes,

variando os progndsticos visuais apresentados (Shih et al., 2008).

Estudos desenvolvidos por Hayashi ef al. (2010) em 806 olhos de 429 pacientes indicaram
que tais complicacdes, comprometendo a regido macular associadas a miopia, tendem a se desen-
volver em aproximadamente 40% nos casos de alta miopia (Hayashi et al., 2010). A relagdo entre a
degeneragdo da retina, de acordo com o comprimento axial do olho em diferentes graus de miopia,
também foi estudada por (Martin Sdnchez e Roldan Pallarés, 2010), com 200 olhos de 124 paci-
entes. Concluiu-se que o maior nimero de casos de degeneracdo foi encontrado para comprimento
axial entre 25-27 mm (entre 3,0-10,0D), e na faixa de 29-30 mm (mais de 15,0D).

A Figura 1.2 apresenta um resultado de exame de tomografia (Ikuno e Tano, 2009), mostrando

as diversas camadas da retina, da cordide e da fovea.

Figura 1.2: Tomografia para medicao da espessura de uma retina (Ikuno e Tano, 2009).

A espessura da retina € definida como sendo a distancia entre a membrana interna e a linha
externa hiper-refrativa do epitélio retinal (RPE) (a), enquanto que a espessura da coréide é definida
como a distancia entre o RPE e a superficie escleral hiper-refrativa (Ikuno e Tano, 2009). A févea
pode ser identificada pela Figura 1.1. Com tais consideragdes, obtiveram-se dados das espessuras

da retina e da esclera nas regides da fovea, temporal, nasal, superior e inferior (Ikuno e Tano, 2009).

No que se refere a modelos computacionais para andlise do olho, alguns trabalhos foram

2



encontrados. Suas abordagens tangem modelos constitutivos e geométricos, focando a andlise de
tensoes e deformagdes no olho humano. Estas foram induzidas por variagdao da pressdo intraocular
(IOP), ou até mesmo por lesdes externas provenientes de impactos (Power et al., 2001; Power,
2001; Genest, 2010; Bendre, 2009; Rangarajan et al., 2001). Um modelo de elementos finitos
nao-linear para andlise do impacto de airbags de helicopteros sobre 6culos de visdo noturna foi
desenvolvido por Power (2001). Outro modelo quantificou o deslocamento relativo entre a fovea e
regides de neovascularizac¢do coroidal em cirurgias de translocamento macular (Tillier et al., 2005).
Tal processo cirtirgico € feito a partir do dobramento (infolding) da esclera. Estudos em busca da
influéncia da pressdo intraocular sobre o nervo 6tico também foram efetuados (Norman et al.,
2010). O escopo, nesse caso, foi a conex@o entre a resposta biomecanica das regides proéximas do
nervo 6tico com o glaucoma. Outros autores simularam o processo de deformacao do cristalino nos
processos de acomodacdo da visdo (Liu et al., 2006). Estudos dos efeitos da IOP também foram
realizados em olhos de frangos (Genest, 2010), através de miopia induzida com a colocagdo de

oculos translucidos.

Em relacdo a retina, efetuou-se o modelamento de um olho humano infantil e foram ana-
lisados os efeitos das for¢cas dindmicas, com o propdsito de levantar riscos de hemorragia (Hans
et al., 2009). Realizou-se o modelamento da retina, fovea, esclera, cordide e disco 6tico, variando
a reologia do material (elastico, bilinear, hipereldstico) e a pressdo intraocular (Bendre, 2009).
Observou-se a concentracdo de tensdes na regido do tecido proxima a borda retina-févea, onde

comumente ocorre a neovascularizagao (Quaranta et al., 2000).

Apesar da quantidade de trabalhos desenvolvidos, estes ndo foram confrontados com casos
reais. A importancia de tal comparacdo € a obten¢do de resultados confidveis, que permitam uma
extrapolacdo do modelo, com o intuito de prevenir determinadas patologias. Por exemplo, eleva-
das solicitacdes mecénicas na regido da févea, como relatadas por Bendre (2009), podem levar a
degeneracdo macular. No entanto, ndo houve simulacdo do desenvolvimento da degeneracao ma-
cular em si, mas de suas possiveis causas. De fato, a simulag@o de tecidos conjuntivos e artérias é
complexa, por se tratar de uma composi¢do de estruturas biolégicas com reologia ainda ndo bem
caracterizada. No entanto, ha patologias que, apesar de envolverem alteragdes bioquimicas, sao es-
sencialmente causadas por esforcos mecanicos, ou que podem ser convenientemente simplificadas

para um problema puramente mecanico, como o rompimento e o descolamento da retina.

O descolamento de retina é uma séria condi¢do patoldgica, que pode eventualmente levar

a perda total de visdo caso nio seja tratado imediatamente (Baino, 2010). E classificada em trés



tipos, dependendo do mecanismo patogénico envolvido: regmatogénico, tracional e exsudativo. No
descolamento regmatogénico, o fluido contido na cavidade vitrea preenche o espaco sub-retinal
através de um rompimento por toda a espessura. No tracional, a retina € mecanicamente levantada
como resultado dos efeitos de tracdo no humor vitreo. O caso exsudativo é causado por vazamento
de fluido de vasos sanguineos devido a doencas inflamatdrias. O curso do processo de descolamento
pode variar, sendo desde pequenos descolamentos localizados auto-regenerativos, até um rapido

descolamento total com grande quantidade de rupturas (Baino, 2010).

Em termos de mecénica computacional, o descolamento causado por mecanismos regma-
togénico e tracional pode ser simulado, pois os fendmenos envolvidos sdao predominantemente
mecanicos. Portanto, o comportamento mecanico da retina pode ser simulado por ferramentas nu-
méricas e computacionais, como o Método dos Elementos Finitos, aplicado em um modelo cldssico
de hiperelasticidade. O tratamento da degradacado do tecido, ou seja, a perda de rigidez associada,
pode ser quantificada através de um parametro localizador da Teoria de Dano em Meio Continuo,

indicando as regioes criticas da retina.

1.2 Hiperelasticidade

A hiperelasticidade € a extensao do comportamento linear eldstico para o campo de grandes
deformagdes. Tal comportamento € usualmente associado aos elastdmeros, como a borracha e po-
limeros vulcanizados. Estes materiais apresentam um alto nimero de ligagdes cruzadas de dtomos
de carbono, possibilitando grandes deformagdes, com a reorganizagao das cadeias, tendendo a um
alinhamento na direcao da forca aplicada e possibilitando que o material retorne a configuracao ini-
cial ap6s a remogio dos esforcos (Callister, 1999). E intrinsicamente ligada 2 incompressibilidade

(preservagao do volume no processo de deformacao).

Tecidos bioldgicos também possuem reologia semelhante. O comportamento hipereldstico
também é chamado de pseudoeldstico, pois deriva do comportamento viscoeldstico, porém sem
a dependéncia do tempo. Além disso, o sistema é conservativo, pois nao hd perda ou ganho de

energia.

Os primeiros modelos desenvolvidos foram o Neo-Hookeano e o Mooney-Rivlin, com a pro-

posta de fungdes de energia baseadas nos invariantes da deformacao (de Souza Neto et al., 2008). O



modelo de Ogden foi desenvolvido em meados da década de 80, baseado nas direcdes principais, e
permite maiores valores de deformacdo (Ogden, 1997), podendo alcancar até 700% (de Souza Neto
et al., 2008). Os desenvolvimentos mais recentes envolvem o material de Fung, que apresentou bom

ajuste para tecidos bioldgicos (Fung, 1993).

Esses materiais comecaram a ser amplamente utilizados em conjunto com o Método dos
Elementos Finitos (MEF), e vérias alternativas foram desenvolvidas para resolver os problemas re-
sultantes da incompressibilidade. A formula¢do mista (u/p) foi introduzida por Sussman e Bathe
(1987), fazendo consideracdo a pressao hidrostitica como variavel, juntamente com os deslocamen-
tos. Uma contribui¢do muito importante no que se refere a ordem de interpolacao de tais varidveis
¢ a condi¢do inf-sup, desenvolvida por Brezzi e Fortin (1991) e amplamente discutida por Bathe
(1996).

1.3 Teorias de Dano Continuo

De acordo com Lemaitre (1996), o dano nos materiais € um processo fisico continuo, que
leva a ruptura dos mesmos. A mecanica do dano € o estudo dos mecanismos envolvidos nessa
deterioracdo, quando os materiais sdo submetidos a algum tipo de carregamento. A Mecanica do
Dano em Meio Continuo (MDC), de acordo com Freitas (2010), € o ramo da mecanica dos sélidos
em meio continuo, onde € possivel formular modelos constitutivos capazes de descrever a degra-
dacdo interna de solidos. O conceito de dano foi introduzido através dos trabalhos pioneiros de
Kachanov (1958) e Rabotnov (1969). O primeiro trabalho desenvolveu um modelo de dano para
materiais carregados uniaxialmente sob fluéncia através da defini¢do de uma varidvel escalar. J4
Rabotnov (1969) considerou a diminui¢do da drea resistente do material devido a insercao dos de-
feitos, dando sentido fisico a varidvel de dano, além de introduzir o conceito de tensdes efetivas, a

partir da diminui¢do da drea resistente do material.

No contexto do dano hipereldstico, Mullins (1969) identificou experimentalmente que a bor-
racha sofre um considerdvel amolecimento, conforme um ciclo de carregamento € aplicado. Este
efeito € chamado de Efeito Mullins. O primeiro modelo de dano a introduzir tal efeito foi o de
Gurtin-Francis (Gurtin e Francis, 1981), com uma abordagem uniaxial de simples implementagao.
Uma modifica¢do de tal modelo foi proposta por de Souza Neto et al. (1994b), com uma gene-

ralizacdo para trés dimensdes. Outra formulacdo também foi elaborada por Simo (1987), baseada



no principio da equivaléncia das tensoes, e utilizando uma analogia com a plasticidade para defi-
nir uma superficie de descricdo do dano. Ainda no mesmo trabalho, o modelo fenomenolégico foi

estendido para um material viscoelastico.

1.4 Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem (MEF-AO)

O MEF-AO ¢ basicamente dividido em duas versdes: p e hp. Na versdo p, a reducdo do
erro de aproximacao € alcancada com o aumento do grau polinomial de interpolagdo. Esta vertente
comegou a ser desenvolvida no final da década de 70 (Szabé e Mehta, 1978). Ja a versao hp constitui
a combinacdo do aumento do grau polinomial com o aumento do nimero de elementos da malha,
e foi desenvolvida por Babuska (1988). Essas versdes foram estudadas nas duas ultimas décadas, e

mostraram-se superiores a versao A em um nimero significativo de problemas préticos.

A principal caracteristica do MEF-AO € apresentar uma taxa de convergéncia exponencial
para problemas com solucao suave, diferente dos métodos de baixa ordem, nos quais o erro diminui
com um fator fixo (Yosibash et al., 2007; Karniadakis e Sherwin, 2005). Além disso, pode-se
trabalhar com elementos de maior razio de aspecto e problemas de travamento numérico em placas,
cascas € materiais quasi-incompressiveis podem ser evitados usando formula¢cdes com expansoes
de ordem adequada (Yu et al., 2012). Por outro lado, tém-se matrizes elementares maiores, mais

densas e com maior nimero de condicao.

O MEF-AO tem sido aplicado a muitos problemas transientes, incluindo Mecanica dos Flui-
dos, Eletromagnetismo, Anélise Estrutural, Metalurgia do P9, plasticidade, contato e identagdo em
metais (Dong e Yosibashi, 2009; Heisserer et al., 2008; Karniadakis e Sherwin, 2005; Yosibash
et al., 2007; Konyukhova e Schweizerhof, 2009).

Recentemente, tem-se tornado comum a simulag¢do de grandes problemas transientes nao-
lineares (Holzer e Yosibashi, 1996), da ordem de milhdes de varidveis e que envolvem modelos
mecanicos mais complexos. Nesse contexto, as ndo-linearidades podem induzir o travamento de
solugdo, a qual tem sido tratada com sucesso pelo MEF-AO (Duster e Rank, 2001; Yosibash et al.,
2007; Yu et al., 2012). Também demonstrou-se que o aumento do custo computacional pode ser

tratado e convenientemente contornado fazendo uso de computacdo paralela.



1.5 Objetivos

A andlise computacional do olho humano € de crescente interesse, e tem sido estudada com
maior énfase desde meados da década de 90. Foram realizados estudos de diversos mecanismos
do olho humano, bem como suas interacdes com a estrutura ocular, gerando novos horizontes no
contexto médico. No entanto, ainda ha diversos fatores clinicos associados que devem ser estudados

para maior compreensao.

O objetivo deste trabalho é implementar um modelo de material hipereldstico quasi-
incompressivel e efetuar um acoplamento com um modelo de dano 3D. Isto permite a investigacao
dos efeitos de dano no MEF-AO. Posteriormente, sera possivel construir um modelo virtual de olho

humano com o proposito de simular os efeitos e as patologias de retina causadas pela miopia.

O material quasi-incompressivel utilizado foi o de Mooney-Rivlin. Para contornar o problema
da incompressibilidade, foi aplicada uma formulagdo mista no contexto do MEF-AO. Também
foi utilizado um material compressivel Neo-Hookeano. O modelo de dano foi implementado nos
dois materiais, sendo que no caso do material de Mooney-Rivlin o modelo foi desacoplado entre
parcelas deviatérica e volumétrica. Testes de validagdo foram realizados através da imposicao de
solugcdes analiticas conhecidas para avaliar o comportamento do erro de aproximagao efetuando

refinamentos do tipo h, p e hp.

As implementacdes computacionais foram feitas no cédigo hp? FEM em C++, que vem sendo
desenvolvido no grupo de pesquisa do Prof. Dr. Marco Lucio Bittencourt nos dltimos anos, junta-
mente com uma versdo em MATLAB. As bases de interpolacdo com polindmios de alta ordem
foram implementadas no c6digo C++ nos trabalhos de Bargos (2009) e Valente (2012). A formu-
lacdo de grandes deformagdes foi inicialmente implementada por Augusto (2012) em MATLAB.
Neste trabalho migraram-se para C++ os operadores elementares para grandes deformacdes, bem
como o solver de Newton-Raphson. A classe do material hipereldstico Neo-Hookeano também foi
migrada da versio MATLAB, enquanto que do material de Mooney-Rivlin, a migracao ocorreu de

uma versao anterior em C++ (Silva, 2003).

A principal contribui¢do deste trabalho para a base de programas foi a implementagdo do
procedimento de projecdo da pressao hidrostatica apresentado na Sec¢do 3.10, bem como a imple-

mentagdo do modelo de dano apresentado no Capitulo 4, ambos usando o MEF-AO.



1.6 Organizacao do texto

A organizacdo do texto é a seguinte. No capitulo 2 sdo apresentadas algumas medidas de
deformacdo e tensdo utilizadas neste trabalho. O capitulo 3 é focado em hiperelasticidade, com a
introducao dos materiais Neo-Hookeano compressivel e de Mooney-Rivlin quasi-incompressivel.
Em seguida, é apresentada a formulacdo para grandes deformacdes e quasi-incompressibilidade,
utilizando o procedimento de projecdo da pressdo hidrostatica (Chen e Pan, 1996). O capitulo 4
apresenta a formulag@o de Simo (1987) para o tratamento do dano isotrépico e que descreve o efeito
Mullins. Por fim, os resultados obtidos para a validacdo do c6digo computacional implementado

sdo apresentados, seguidas pelas consideracoes finais do trabalho.



2 MEDIDAS DE DEFORMACAO E TENSAO

A descricdo do movimento em um meio continuo pode ser feita de duas maneiras (Bitten-
court, 1999; Gadala et al., 1984):

* Descricao material: Também conhecida como descricdo Lagrangeana, esta fixa o referencial
a uma particula, sendo definida uma configuracdo de referéncia em um dado instante de

tempo ¢.

* Descri¢do espacial: Também conhecida como Euleriana, € muito utilizada na Mecanica dos

Fluidos, sendo o referencial fixo em uma coordenada espacial.

No contexto de aproximacao, trata-se a descricao material de trés maneiras: Quando o refe-
rencial € considerado no instante #(, tem-se uma posi¢ao inicial X, e a descri¢ao é chamada Lagran-
geana total. Definindo x como sendo a posi¢do ocupada por X em um instante ¢, caracterizando
uma mudanga de configuracdo ja convergida, esta € chamada descri¢do Lagrangeana atualizada.
Por ultimo, caso a posi¢do x seja tomada em um instante de tempo caracterizando uma mudanca

de configuracdo ainda ndo convergida, tem-se a descri¢do Lagrangeana corrente.

As descricoes Lagrangeana atualizada e corrente sdo comumente confundidas com a espacial
em muitos trabalhos cientificos (Gadala et al., 1984). Ao longo deste trabalho, denotam-se grande-

zas em configuragdo inicial por letras maidsculas, e em configuracao corrente por letras mindsculas.
2.1 Tensor gradiente de deformacao

A Figura 2.1 apresenta um corpo em um estado indeformado [,, com pontos materiais P e

@ suficientemente préximos. A posicdo de () em relagdo a P é dada pelo vetor elementar
dX =Xg — Xp. (2.1)

Apds uma mudanca de configuragdo, os pontos ) e P do corpo em seu estado 3 sdo ¢ e p, que

sdo relacionados com a configuracdo inicial através do seguinte mapeamento, dado pela equacdo



de movimento ¢
x, = ¢ (Xg,t), x, =0 (Xp,t). (2.2)

Seu vetor elementar €, por sua vez,
(2.3)

A posicao de um ponto material qualquer do corpo no instante de tempo ¢ pode ser descrita da

X5, X3

Xo, X, \(i X

Figura 2.1: Deformacdo de um corpo em um meio continuo (Bittencourt, 1999).

seguinte maneira
x(X,t) =X+u(X,t), (2.4)

sendo que u € seu vetor deslocamento. Define-se entdo o tensor gradiente de deformacao,
F=— (2.5)

que efetua uma transformac¢do da configura¢do indeformada para a configuracdo deformada. To-

mando o gradiente de (2.4) em relagdo a coordenada X e usando a definicdo (2.5), tem-se
F =Vou(X,t)+1, (2.6)

sendo Vu(X, ) o tensor gradiente de deslocamentos e I o tensor identidade.
2.2 Teorema da decomposicao polar

De acordo com Bonet e Wood (1997), o tensor gradiente de deformacgdo apresentado pode
ser decomposto de maneira tinica como o produto de um tensor ortogonal R, representando uma

rotagdo de corpo rigido, e um tensor simétrico positivo-definido U, que representa uma deformacao
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pura, de tal forma que
F =RU. 2.7)

U é um tensor Lagrangeano, pois a deformacao € aplicada sobre a configuracao original do corpo.

2.3 Medidas de deformacao

2.3.1 Tensor de deformacao de Cauchy-Green

O tensor gradiente de deformagdo pode ser considerado como uma medida de deformacao de
um corpo. Porém, o mesmo carrega informacdes de rotagdo rigida juntamente com os alongamen-
tos, conforme a Equacdo (2.7). Define-se entdo o tensor de Cauchy-Green a direita (Bittencourt,

2009),
C =F'F = U'RTRU = UTU, (2.8)

caracterizando uma medida independente da rotacao de corpo rigido, pois a matriz R é ortogonal, e

portanto o produto RTR = I ndo contribui para o resultado. Os invariantes do tensor C, denotados

como [y, I5 e I3, sdo dados por
[1 = trC,
(2.9)

I, = wC? - u?C,
13 = J2:detC

Devido a formulagdo com desacoplamento deviatérico/volumétrico que serd apresentada no capi-

tulo 3, define-se a forma deviatdrica do gradiente de deformacao

F = (det F)"'/°F = J~/3F, (2.10)

de tal forma que det (F) = 1 e F = J~'/3F. Portanto, a forma deviatrica do tensor de Cauchy-

Green a direita é
C = J 2B, (2.11)

e dos invariantes ~
TR =1L, (2.12)
L = J3L =1L, '

11



Lembrando que o terceiro invariante ndo € apresentado em forma deviatdrica, pois € uma grandeza

puramente volumétrica.

2.3.2 Tensores de deformacao de Hill

Os tensores de deformacdo de Hill sdo genericamente definidos como

E=—(U"-1), (2.13)

m

sendo m > 0. Aplicando o limite m — 0 através da regra de L’Hopital, tem-se o tensor de defor-
macoes logaritmico,
EXY =1og U, (2.14)

também conhecido como natural ou de Hencky. Impondo-se m = 1, obtém-se o tensor de defor-
macgoes de Biot,
EP=U-1, (2.15)

e com m = 2 o tensor de deformacdes de Green-Lagrange

E=_(U'U-I)=-(U*-1), (2.16)

DN | —
DN | —

onde foi usada a propriedade de simetria de U. Considerando o teorema da decomposi¢ao polar, a

expressao para o tensor de deformacgdes de Green-Lagrange pode ser reescrita na seguinte forma

E:%(FTF—I) =_(C-1). (2.17)

N | —

2.4 Medidas de tensao

2.4.1 Tensao de Cauchy

Conforme Bonet e Wood (1997), considere a Figura 2.2. Tem-se um corpo deformavel em
um instante de tempo ¢, dividido em partes R; e Rs. E necessdrio avaliar a acido dos esforgos

aplicados por Ry sobre R,. Para isso, considera-se um elemento de drea Aa com normal unitdria
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X;
Figura 2.2: Vetor de tracdo em um processo de deformacio (Bonet e Wood, 1997).

n, na vizinhanga do ponto p. Sendo Af a forca resultante, tem-se um vetor tracio t correspondente

a n, dado por

t(n) = Jim = (2.18)

Os vetores t e n devem satisfazer a terceira lei de Newton, e portanto,
t(—n) = —t(n). (2.19)
Define-se entdo o tensor de tensdes de Cauchy o, que relaciona t e n, da seguinte maneira

t =on. (2.20)

2.4.2 Segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff

O segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff (Bonet e Wood, 1997) € definido por
S=JFToF ! (2.21)

Este tensor € energeticamente conjugado com o tensor de deformacdes de Green-Lagrange, ou seja,
o produto interno entre os mesmos resulta em uma quantidade de trabalho por unidade de volume no
estado material. Ambos sdo tensores Lagrangeanos, pois referem-se a configuracao indeformada.
Mais detalhes em relag@o a dedugdo dos tensores apresentados podem ser encontrados nos trabalhos
de Bittencourt (2009), Crisfield (1998) e Bonet e Wood (1997).
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3 HIPERELASTICIDADE

3.1 Incompressibilidade

O comportamento incompressivel € idealizado, referente a materiais que ndo alteram seu
volume quando submetidos a um processo de deformacdo. No entanto, os materiais em geral per-
mitem uma certa compressibilidade e portanto sofrem pequenas deformagdes volumétricas, sendo
pertinente tratd-los de maneira quasi-incompressivel (de Souza Neto et al., 2008). Na elasticidade
linear isotrépica, por exemplo, os médulos de cisalhamento e compressibilidade se relacionam da
seguinte maneira (Hughes, 2000) . -

+v
G 3(<1—2y))’ SR
sendo que, quando v — 0, 5, tem-se K /G — o0, 0 que indica maior suscetibilidade a deformagdes

de forma do que de volume. A Figura 3.1 apresenta tal tendéncia, com o aumento abrupto do termo

K

- a medida que o coeficiente de Poisson se aproxima de 0, 5.

100

90

80

70

60

50

K/G

. |
20 l
0 /

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 3.1: Razdo K'/G em fung¢do do coeficiente de Poisson.

3.2 Travamento volumeétrico

Tratando-se da modelagem computacional pelo Método dos Elementos Finitos, o niimero
de restri¢des internas na incompressibilidade aumenta consideravelmente, tornando o problema de
dificil tratamento numérico. As formulacdes convencionais baseadas nos deslocamentos sofrem um

fendmeno numérico chamado de travamento.
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Para exemplificar uma situacao de travamento no contexto geométrico, considera-se a Figura
3.2, que apresenta uma malha de elementos finitos triangulares lineares. Para a incompressibilidade

em elasticidade linear, tem-se para um elemento com dominio €2, (Hughes, 2000)

/ div u dQ° = 0, (3.2)

Qe

sendo u os deslocamentos nodais. A condi¢do (3.2) impde que ndo ha variagdo das dreas dos ele-
mentos. Observando-se o elemento 2 em (a), verifica-se que para a conservagdo da area, a Unica
direcdo de deslocamento admissivel do né A € a vertical. J4 para o elemento 1 em (b), tal desloca-
mento s6 é admissivel na direcdo horizontal. Pela continuidade global dos deslocamentos, a inica
condicdo admissivel para o né A € uy = 0. Estendendo a andlise para os nds adjacentes, verifica-se
que o mesmo ocorre para o né B, bem como para todos os outros nés da malha. No caso quasi-
incompressivel ocorre 0 mesmo fendmeno, porém com u = 0, sendo possivel com que a malha

deforme, mas ainda com uma forte tendéncia ao travamento.

NSNN\\§

NSNNN\§

Figura 3.2: Malha com travamento volumétrico no dominio(Hughes, 2000).

Para elementos com tal tendéncia, podem ocorrer desde erros modestos até grandes erros
para a solucao dos deslocamentos. No entanto, mesmo que haja uma aproximacao razodvel para os

deslocamentos, a natureza do problema leva a grandes erros nas tensoes (Bathe, 1996).

Uma formulacdo livre de travamento € capaz de estimar os deslocamentos e tensdes de ma-
neira precisa, mesmo com a imposicao de altos valores para o médulo K considerado, dando con-

fiabilidade a formulacao e ao elemento finito utilizado.

Virias técnicas para contornar o travamento numérico no MEF foram desenvolvidas, desde
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a década de 80. No contexto de pequenas deformacdes, a integracdo seletiva é uma abordagem
utilizada em materiais eldsticos incompressiveis, cuja idéia € separar o funcional de energia em
uma contribuicdo deviatdrica e outra volumétrica, sendo a segunda sub-integrada afim de dimi-
nuir a rigidez volumétrica (Hughes, 2000). O método B-bar € outra alternativa (Hughes, 2000) e
visa a decomposicdo aditiva da matriz de deformagcdo B em partes deviatérica e volumétrica. A

deformacdo volumétrica é entdo projetada em outro espaco de funcdes de forma.

Tratando-se de grandes deformacdes, o0 método F-bar (de Souza Neto et al., 1994a) realiza
a decomposi¢ao multiplicativa do gradiente de deformac¢do em partes deviatdrica e volumétrica, de

maneira que a parte volumétrica € projetada em outro espaco de func¢des de forma.

Apesar das técnicas descritas contornarem com sucesso o travamento, necessita-se de uma
formulacdo mais versétil para o MEF de Alta Ordem em hiperelasticidade. O F-bar, por exemplo,
ndo possui formulacdes em alta ordem e o B-bar é oneroso para o tratamento de grandes deforma-

coes, pois a decomposicao € realizada na deformacao.

Uma formulagio mista (u/p) com a proje¢do da pressdo hidrostdtica p (Chen e Pan, 1996) é
utilizada neste trabalho. A ideia basica € uma decomposi¢dao do funcional, novamente, em partes
deviatdrica e volumétrica. A parte volumétrica contém o termo referente a pressao, que € assumida
descontinua na fronteira dos elementos. E realizada uma condensacdo estdtica e a pressio é proje-
tada localmente em um conjunto de fun¢des de forma com grau de interpolagdo menor que aquele
usado para u. A principal vantagem deste tratamento € que ndo € necessdrio resolver a pressao
globalmente, mas sim localmente. Isso facilita a implementa¢do em um cédigo computacional que
trata puramente de deslocamentos. O esfor¢o computacional envolvido € menor do que os métodos
que tratam a pressao globalmente (u/pc), pois o nimero de graus de liberdade das matrizes globais

nao aumenta.

Por questdes de estabilidade algoritmica, utiliza-se uma relag@o apropriada entre os graus de
interpolagdo para u e p (Yu et al., 2012). Quanto a precisdo da solug@o aproximada pelo Método
dos Elementos Finitos, a consisténcia da formulagdo, e a alta ordem de interpola¢do contornam o

travamento da solugdo.
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3.3 Descricao material e isotropia

Um material isotrépico possui um comportamento constitutivo idéntico em qualquer dire¢ao
material. Assim, deve-se utilizar uma relacio entre a funcdo de energia de deformacgdo W e C que
seja independente de qualquer eixo coordenado. Também levando em considera¢do a homogenei-

dade do material, ¥ torna-se fun¢do somente dos invariantes de C, ou seja,
W(C) = W(]1a12a13)7 (33)

sendo /1, I, e I3 os invariantes de C. A expressdo da energia de deformagao também pode ser
manipulada em funcdo do tensor de deformagao E, porém os invariantes de C devem ser utilizados.

O segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff pode ser obtido através da seguinte expressao

ow oW

Por sua vez, o tensor constitutivo do material € dado por

¢ y¥5 05

5C ~ OB (3.5)

3.4 Material Neo-Hookeano compressivel

De acordo com Belytschko e Liu (2000), o material Neo-Hookeano € uma extensdo da lei de

Hooke para grandes deformacgdes. Sua funcao de energia de deformacao é
A 9 1
W(C) = §(an) — plnd + iu(trC —3), (3.6)

sendo A e . as constantes de Lamé da teoria linear dadas por

FE
B= 20+ 0) (3.7)
A= vE (3.8)

(1+v)(1—20)
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O segundo tensor de Piola-Kirchhoff é expresso por
S=AnJC'+pu(I-C). (3.9)

Fazendo uso da Equacdo (3.5), obtém-se o tensor constitutivo,

C=XC'®C " +2(u—AnJ)Z, (3.10)

sendo 5C-1
Z=- : 11
5C (3.11)

A expressao na forma indicial, na descri¢do Lagrangeana total, é
Cijre = AC Ot + (G Ct + G O (3.12)
3.5 Material de Mooney-Rivlin
Para o estado puramente incompressivel, a fun¢do de energia de deformag¢do do material
hiperelastico de Mooney-Rivlin é dada por (Crisfield, 1997)

W([l,IQ) :Al(] ([1 —3)—|—A01 (12—3), (313)

sendo Ajj e Ag; os parAmetros materiais, e /1 € I o primeiro e o segundo invariantes de C, respec-

tivamente. Para consisténcia com a elasticidade linear, tem-se
G=2(Ap+ Ap). (3.14)

Como descrito na Se¢ao 3.1, uma pequena compressibilidade pode ser considerada, e entdao a Equa-

¢do (3.13) pode ser reescrita na forma quasi-incompressivel como (de Souza Neto et al., 2008)

W (L, I, J) =W (I, L) + W (J), (3.15)
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com

W (I, L) = A (LT =3)+ Ay (ILJ* - 3), (3.16)
W(J) = % (J—1)%, (3.17)

representando as energias de deformacdo deviatdrica e volumétrica, respectivamente. O Jacobiano
J é relacionado com o terceiro invariante de C (Equacdo (2.9)). Esta regularizacio introduz o mé-
dulo de compressibilidade K a componente volumétrica (de Souza Neto et al., 2008). A relacio de
K com outros parametros na elasticidade linear é dada pela Equagdo (3.1). Observa-se na Equacdo
(3.15), que quando J = 1 ndo hé variagao de volume e portanto a incompressibilidade € recuperada.

A pressdo hidrostética € definida como

oW
= —. 3.18
P="77 (3.18)
A partir da Equacgdo (3.17), tem-se
p=K(J—-1). (3.19)
Uma outra relacdo comumente encontrada na literatura (de Souza Neto et al., 2008) é
p=KlnJ, (3.20)
que resulta na seguinte energia de deformacao volumétrica
~ K
W) == (InJ)*. (3.21)

No entanto, a formulac¢do adotada neste trabalho exige do material, para a simetria da matriz tan-

gente, que
OPW
- =K,
0J?
constituindo uma relagdo linear entre a pressao hidrostética e o Jacobiano (Chen e Pan, 1996), e

(3.22)

portanto a Equagdo (3.19) sera utilizada.

O segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff é obtido através da derivada da funcdo de

energia de deformagdo em relagdo ao tensor de Cauchy-Green, ou seja,

S == 2A10J72/3I -+ 41401:]74/3 ([1]: - C)
2 4
+ (—§A1011J‘2/3 — §A0112J_4/3 + Jp> c (3.23)
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sendo as contribui¢des deviatérica S e volumétrica S dadas, respectivamente, por

S = 24,0 T +4A0, 7743 (I,1 - C)
2 4
+ <—§A1011J—2/3 — §A0112J‘4/3> c ! (3.24)

S =JpC". (3.25)

E conveniente, para o equacionamento que serd apresentado na Sec¢do 3.7, particionar o tensor de

elasticidade da seguinte maneira

C=C+C'+C? (3.26)
com ~

<l oS

C - 2%, B

¢ o= e, (3.27)

5 -10
¢z = 2JC' %,

O termo C é entdo puramente dependente dos deslocamentos. J4 os termos C* e C2 sdo obtidos atra-
vés da aplicagdo da regra da cadeia, sendo que C2 acopla a pressao hidrostatica aos deslocamentos

através de uma derivada.
3.6 Principio das Poténcias Virtuais

A poténcia total W para a formulacio abordada (Chen e Pan, 1996), na descricdo Lagrange-
ana total é
W = Wiy — We = / Wds) + / WAL — W, (3.28)
Q Q

sendo Wy a poténcia externa. Os termos referentes a poténcia interna W, estdo separados em

contribui¢des deviatdrica e volumétrica.

A partir da aplicacdo do Principio das Poténcias Virtuais (PPV) a Equagao (3.28), em relacio
ao movimento, tem-se um estado de equilibrio ¢, para uma dada velocidade virtual cinematica-

mente admissivel v, de tal forma que

W (¢,0V) = 6Wing — 6Wexe = 0. (3.29)
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A poténcia interna o Wi, é

Wi = / S : 0EdQ + / S : §EdS, (3.30)
Q Q

ed Wext ¢ a poténcia externa dada por
Wy = / f-ovdQ + / t - ovdl, (3.31)
Q r

sendo f as forcas de corpo e t as forcas de superficie.

Para o tratamento da quasi-incompressibilidade, o funcional de poténcia € perturbado da

seguinte maneira (Bonet e Wood, 1997)

. . . . _ - 1
Wy = Wipt — Wt — Wi = / WdQ) + / WdQ — Wy — / ﬁpQ dQ, (3.32)
Q Q

Q

sendo que o médulo de compressibilidade K atua como um parametro de penaliza¢do, de maneira
que W, — W a medida que K — oo. A derivada direcional do funcional perturbado em relacdo

as pressoes admissiveis op € (Bonet e Wood, 1997; Yu et al., 2012)

/(J— 1)6pdQ) = %/p(Sde, Vop € L2, (3.33)
Q Q

sendo L? o espago de fungdes quadraticamente integraveis de Hilbert. Percebe-se que a defini¢io
acima leva a Equacdo 3.19. A medida que K tende a valores suficientemente altos, tem-se J ~ 1,

ou seja, ocorre a condi¢ao de incompressibilidade e tem-se entdo a definicao do funcional misto.
3.7 Forma linearizada do Principio das Poténcias Virtuais

A forma linearizada do PPV é dada pela derivada direcional de o W na dire¢do de dv para um

incremento Au (Bonet e Wood, 1997), ou seja,

DSW (¢, 6v) [Au] = D6Wine (¢, 0v) [Au] — DéWexe (¢, 6v) [Au]. (3.34)
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Como a poténcia virtual externa é assumida como independente da deformacao, tem-se
DéWes (¢, 0v) [Au] = 0. (3.35)
Portanto, a forma linearizada da Equagao (3.29) € (Bonet e Wood, 1997; Yu et al., 2012)
DOW (6,6v) [Au] = / (5+5) : [(Vorrw)" voiv] o
Q
</l
Q

FT (Voov) + F (Voiv) }T: ((:+(:) [FT (VoAu) + F (VoAu) ]dQ.

l\D\i—‘
l\.')\r—t

(3.36)

Fazendo o uso da separacdo do tensor constitutivo definido nas Equagdes (3.26) e (3.27), é conve-
niente reescrever a expressao (3.36) como

DW (¢, 6v) [Au] = / (S +S) : [(voAu)T voav} dQ

n [FT (Voov) + F (Voév)T}T : (é n él) : [FT (VoAu) + F (VoAu)L| d0

N |

1
2

+

SENSE S

BFT (Voov) + F (Voév)T} : JCAp dS. (3.37)

O termo Ap é o incremento de pressdo dado por
1
Ap=KJCT: [FT (VoAu) + F (VoAu)”| (3.38)

que surge da derivada direcional da termo 87’ de C2 na dire¢do de Au.
3.8 Funcoes de forma

As fungodes de forma N, (§) utilizadas para a interpolagdo das grandezas cinematicas uni-
dimensionais sdo construidas em bases nodais com polindmios de Lagrange h; (). Tais fungdes
sdo associadas a um conjunto de pontos nodais. Nos casos em que as expansdes polinomiais sdo
decompostas em modos internos e de fronteira, os pontos nodais devem incluir os pontos extremos
do dominio considerado. Ademais, a escolha dos pontos € livre, apesar da escolha dos pontos in-

fluir na estabilidade da aproximacdo e no condicionamento do sistema. O uso de pontos nodais de
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Gauss-Lobatto-Legendre produz uma expansao eficiente, sem as oscilacdes observadas em pontos

igualmente espacados (Karniadakis e Sherwin, 2005).

Dada uma ordem polinomial P, tem-se n = P + 1 pontos nodais & (0 < b < P). Em uma

dada direcdo &, a expressdo para os polindmios de Lagrange para um dado ponto a é,

_ k(€= &)

— . 3.39
(o — &) (5-39)

Ny (§) = hy (€)

Para elementos hexaédricos, a construgiio das fungdes de forma para os n = (P + 1)® n6s é

feita da seguinte maneira (Bittencourt, 2010)

Na(&,n,¢) = b (O)h] )i (¢), a=1,--n. (3.40)
3.9 Discretizacao local em elementos finitos

Definidas as funcdes de forma, estas sdo utilizadas para a interpolacdo das grandezas cinema-
ticas e da pressdo. Utilizando elementos isoparamétricos, a discretizagao das coordenadas materiais

X da configuragao inicial da geometria é dada por

X =) Ni(&m¢)X,0uX =NIX,, (3.41)

a=1

sendo n o nimero de nds de um dado elemento e X, as coordenadas nodais na configuragdo original

(indeformada). As coordenadas na configuracdo atual sdo interpoladas como

X:ZNa (&,n,0)x, oux:foa, (3.42)

a=1

com X, as coordenadas nodais atualizadas. Os deslocamentos nodais sdo interpolados da mesma

maneira

u=> N, (&n,()usouu =N} u, (3.43)

a=1
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As velocidades virtuais sdo

ov = Z N, (£,1,¢) 0v, ou 6v = N jv,, (3.44)

a=1

sendo que 0v, sdo as velocidades virtuais nodais. Os incrementos de deslocamento também sdo
interpolados:
n
Au=> "N, (£n,¢) Au, ou Au = N} Au,, (3.45)
a=1
sendo Au, os incrementos de deslocamentos nodais. A forma discretizada do tensor gradiente de
deformacdo € definida a partir da derivada das coordenadas espaciais em relacdo as coordenadas

materiais, de acordo com a Equacao (2.5). Logo, a sua forma discreta é

F =) x,8VN, (3.46)
a=1
O tensor de Cauchy-Green a direita, definido na Equagdo (2.8), possui a seguinte forma discreti-
zada,

C=F'F=) (x,-x) VoN, ® Vo ]Np. (3.47)

a,b=1

3.10 Projecao local da pressao hidrostatica

O termo da pressao hidrostatica foi introduzido na se¢@o 3.5 como p. Nesta secdo, 0s termos
sdo denotados no dominio do elemento. Portanto, p® € a pressdo hidrostdtica no elemento, e p©* é
a projecdo da pressdo hidrostdtica no elemento. E importante também denotar a ordem de interpo-
lacdo dos deslocamentos como O,,, com fun¢des de forma IN associadas. A ordem de interpolagio
da pressdo € O,, com funcdes de forma Q. O nimero de fung¢des de forma para o deslocamento €

denotado por Vg, enquanto que o nimero de fungdes de forma para a pressdo € Ny.

Considera-se a aproximacao de p° (X), nas coordenadas da configuragio indeformada, pelo
Método dos Minimos Quadrados, a partir da combinacdo linear de uma sequéncia de fungdes,
Q={0Q:(X), Q:(X), ..., Q, (X)} em L2 Portanto, deseja-se determinar p® = [p$, pS, ..., p¢]
que minimiza

¢ (p°) = [Ip° — QP°[I3 (00 (3.48)
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O termo p® — Qp° € definido como um residuo R
R =p° — Qp°. (3.49)

Dessa maneira, com o uso do Método dos Minimos Quadrados, tem-se o seguinte problema de

J||R||? /8R2

— = dQ¥ = 0. 3.50

op° op° ( )
Qe

projecao

Aplicando a derivada no residuo, chega-se a

P / (—Q"p" + Q"Qp*) d9° =0, (3.51)

Qe

que resulta na seguinte equagao matricial,
Mp*© = F¢, (3.52)

sendo M* a matriz de projecdo elementar e F¢ o vetor de forca elementar, definidos, respectiva-

mente por
M¢ = / QT Q a0y, (3.53)
Qe
F¢ = / QT pe dne. (3.54)
Qe

Por fim, realiza-se o produto entre os coeficientes p® obtidos e as funcdes de forma avaliadas nos

pontos de integracdo, para obter a pressao projetada nos pontos de integragdo do elemento:
P =Qp° = Q(M°) ' F° (3.55)

A matriz elementar de projecdo, também conhecida na literatura como matriz de massa (Karniada-

kis e Sherwin, 2005), possui dimensao Ng X N;:

mu -0 TANg
M= | c i | my = / Q.Q; ds. (3.56)
Qe

MNeg1 -+ MNeNg

25



O vetor de forga possui dimensdo IV, e € dado por

F= Uﬁe Qup© dlY", er Q2p© dQ2°, - - 7er QNﬁpe dQe]

(3.57)
= K [fge Qi(J — 1) dQ°, [ Qo(J — 1) dQ°, -+, [ Qug(J — 1) dQe] .

Da mesma maneira, deve-se também projetar o incremento da pressao hidrostatica Ap, definida na

Equacao (3.38). Portanto, deve-se minimizar

¢ (Ap°) = ||Ap° — QADP?||7, (e (3.58)

Aplicando o problema de projecdo da Equacdo (3.50) para Ap®, tem-se

2 / (—KJQTC‘% F' (VoAu) +F (VoAu)T] + QTQApe) dQ° =0, (3.59)
Qe

resultando em

— KK{ + M°Ap® =0, (3.60)
e, portanto,
Ap® = (M) ' KA, (3.61)
sendo
K’ = / JQTC'Byy, dQ°. (3.62)
Qe

O termo By, refere-se a matriz de deformagao nao-linear de Green dada por

1
Byt = 5 [FT (VoAu) + F (VoAu)" |, (3.63)

com a seguinte forma matricial para um estado geral de tensdes

bii oo bz oo e bigene
B&l=1: . & o (3.64)
boi -+ bes o0 o0 beaxne
Em notacdo indicial,
1
Cij = FriFy;j, (3.66)
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81’2‘
0xX;

Fy; = (3.67)

A matriz By, possui, neste caso 6 linhas devido ao uso da notacdo de Voigt, bem como 3 x N¢
colunas, de acordo com o nimero de funcdes de forma para a interpolagdo dos deslocamentos
utilizado. A matriz K7 possui ordem 3N,; x N, organizada em N x Ny blocos, sendo cada bloco
uma matriz 3 x 1 (K7);(i=1,--- | Ng,j=1,--- N;):

(Kp)ia - (K;)I,Nﬁ
K, = : : ; (3.68)
(K )axnen = (Kp)axne,Ne
3
1 [/ ON; ON;
e _ —1 2 2 e _
(K3)ijm = Z /‘]Qjckl 5 (a—Xkal +kaza—Xl) dQ*, m=1,2,3. (3.69)

kd=13e

Realizando o produto entre as fun¢gdes de forma (QQ para a pressdao em um dado ponto de integracdo

e os coeficientes Ap“ obtidos, tem-se o incremento da proje¢do da pressido no elemento, ou seja
Ap™ = KQ (M) (K2)" Au’, (3.70)

O Algoritmo 3.1 apresenta o procedimento computacional da projecao da pressao hidrostatica p©*.

Algoritmo 3.1 Procedimento de projecdo da pressao hidrostatica no elemento.

1. Calcular a pressdo acoplada aos deslocamentos p°® (Equagdo 3.19) em todos os pontos de

Gauss;
2. Montar a matriz de proje¢do M do elemento, com o grau de interpolagdo da pressdo O,;
3. Montar o vetor F¢ do elemento, também com grau O,;
4. Resolver o sistema linear (3.52) para encontrar os coeficientes p®;

5. Resolver o produto Qp® para encontrar a pressao projetada nos pontos de Gauss.
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3.11 Discretizacao da equacao de equilibrio

Lembrando a Equacdo (3.29), que representa a poténcia virtual total realizada por uma forca

residual r, tem-se

5W(gb,5v):/S:EdQ—/f-éde—/t-évdF. (3.71)

Q Q r

Introduzindo a discretizacdo definida na Sec¢ao 3.9, pode-se reescrever a expressao (3.71) para um
elemento como
—fe

SW(p,Nov,) = ovl (fe, —f2,) = 0. (3.72)

a int

Como a equacdo do PPV deve ser satisfeita para qualquer velocidade virtual nodal cinematica-
mente admissivel Jv,, os termos de equilibrio discretizados sdo expressos por uma forga residual

elementar R¢ dada por

R =1, —f,. (3.73)
O termo £;, € a forca interna elementar discretizada,
e = / B, (S, +8.) d2, (3.74)
Qe
e f7,, é a forca externa elementar discretizada, dada por
£, = /NfdQ + /NtdF. (3.75)
Qe re

Os termos S, e S, sdo as formas vetoriais deviatérica e volumétrica da tensdo, respectivamente,

escritas em notagdo de Voigt como
_ S
Sy = |S11 S22 Sss 512 Sus s (3.76)

- ~ - - - - - T
S, = [Su1 S S S12 Sus S - (3.77)
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3.12 Discretizacao da equacao de equilibrio linearizada

A aplicagdo da discretizacdo elementar na forma linearizada das poténcias virtuais (Equacao
(3.34)) resulta em
DSW* (¢, Nov,) [NAu,] = dvi K¢ Au,, (3.78)

sendo K¢ a matriz de rigidez tangente do elemento dada por

K¢ = K° 4+ K° + K, (3.79)
com as seguintes matrizes
R — / (BITB, + BY, DByy) d, (3.80)
Qe
K¢ = / (BUTTBU +BNLTf)lBNL> dqe, (3.81)
Qe
K™ = K (K%' (M) (K9). (3.82)

z

Deve-se observar que a matriz K € simétrica, e possui tamanho 3N¢ x 3N/, para um problema
- S | : <
3D. Os termos D e D! sdo as formas matriciais de C e C , respectivamente. Sua forma na notac¢do

de Voigt para um estado geral de tensdes produz a seguinte matriz de ordem 6x6

Ciinn Cizz Ciss Cinz Cinis Cries
Ca222 Coa3z Coziz Coziz Cazos

C3333 Caztz Cs313 Cszos

D= . (3.83)
Ci2i2 Ciz1z Ciazs

sim. Ciz13 Cises

C2323_
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A matriz B, opera os tensores de tensdo, constituindo o termo de rigidez geométrica de dimensao

9x9. Logo,

ON1
0X1
ony
0Xo
oNy
X3

o O o o O

ON1
0X1
ON;
0Xo
oNy
0X3

o O O O O

0

oNy
0X1
ON7
0Xo
ON1
0X3

ONo
0X1
oNy
0Xo
oNy
X3

o O o o O

ONg
0X1
ON>
0Xo
oN,
0X3

o O O O O

0

ONy
0X1
ONo
0Xo
ON>
0X3

ONye
X,
9X>

ONye

(3.84)

J4 as matrizes T e T sdo dadas pelo produto de Kroenecker entre as matrizes de tensoes e identidade

como

o L]

(3.85)
(3.86)

Para um estado geral de tensoes, tais matrizes possuem dimensdo 9x9 e podem ser denotadas como

K

812
S22

sim.

S13
Sa3
533

0

0

0
St

0
0
0

812
522
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Sll
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Sl2
S22

o O O o O

S13
Sa3

S33 |
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3.13 Equacao de Newton-Raphson e procedimento de solucao

Considerando uma solugio teste ¢, (Bonet e Wood, 1997), a equagcdao de Newton-Raphson €
dada por
DSW (¢, 6v) [Au] = —0W (g, 6v) . (3.88)

Na forma discretizada, tem-se
ov, K, Au, = —0v, R, (3.89)

Como as velocidades virtuais sdo arbitrarias, tem-se a forma final incremental
t
KgAug = —-Ry, (3.90)

sendo que K; ¢ a matriz rigidez tangente global do sistema, e R, o vetor de forca residual global.
Os termos v, e Au, sdo as velocidades virtuais globais e incrementos de deslocamento globais,

respectivamente.

O método de solu¢ao de Newton-Raphson € utilizado para resolver a forma incremental da
Equacdo (3.90). De acordo com Bonet e Wood (1997), € possivel obter uma solugdo direta para os
deslocamentos a partir de um determinado valor de forca externa aplicada. No entanto, se os deslo-
camentos forem muito grandes, pode haver dificuldades de convergéncia. Portanto, é conveniente

considerar

l
foe = Y AFL, (3.91)
=1

sendo Af,,; um dado incremento da forca externa, e [ o nimero total de incrementos de carga.
Quanto maior for /, mais facil se torna a convergéncia, sendo que no caso de problemas de hi-
perelasticidade a solucdo final é independente da maneira como tais incrementos sdo aplicados. O

Algoritmo 3.2 apresenta o procedimento de Newton-Raphson para um dado passo de carregamento.

31



Algoritmo 3.2 Procedimento de Newton-Raphson para um dado passo de carregamento.

1.

Baseado em u conhecido para a iteracdo k, efetuar o procedimento da projecio da pressdo
apresentado no Algoritmo 3.1;

. & L .. ~1
Atualizar as tensdes S, bem como a parte volumétrica do tensor de elasticidade C com a
pressao projetada p®*;

. Atualizar as matrizes de rigidez (Equagdes (3.80), (3.81), (3.82)), e a for¢a interna do ele-

mento (Equacao (3.74));

Montar a matriz de rigidez global e o vetor residuo global, e resolver a Equacdo (3.90) para
Au’g€ , fazendo uso de um método de solucao para sistema linear;

. Atualizar os deslocamentos: u}*! = u} + Au};

Verificar o critério de convergéncia. Caso seja satisfeito, incrementar o passo de carrega-
mento. Caso contrario, retornar ao passo 1.
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4 DANO EM MEIO CONTINUO

Este capitulo descreve alguns aspectos da natureza do dano. Em seguida, € introduzido o
efeito Mullins e apresentada a formulacdo de dano hipereldstico com a sua lei de evolugdo e a
relacdo constitutiva. Por fim, sdo apresentadas as equacdes na forma algoritmica, para a atualizacao

consistente das tensdes com as equagdes constitutivas.

4.1 Natureza fisica do dano

De acordo com Lematitre (1996), a natureza do dano € distinta entre diferentes materiais.
Nos polimeros e borrachas, o dano ocorre devido a quebra de ligagdes entre as longas cadeias
moleculares. Nos materiais compostos laminados, o dano € caracterizado pela delaminacao, que é

a perda de adesao entre a fibra e a matriz.

Muitos tecidos conjuntivos sio arranjados de maneira semelhante aos materiais compostos,
e 0s mecanismos de dano ainda nao sao bem conhecidos. No entanto, sabe-se que em ligamentos,
o dano ocorre a partir da plastificacdo e do rompimento de componentes fibrosos, bem como pela
degradagdo biomecanica da matriz extracelular devido a liberacdo de protease (que realiza a quebra

de ligagdes proteicas), associada com a necrose (Provenzano et al., 2002).

Nas ceramicas, ocorre a perda de coesdo entre as inclusdes e a matriz na escala micrométrica.
De maneira semelhante, no concreto ha perda de coesdo entre os agregados e o cimento, sendo
um fator importante a quantidade de dgua utilizada. Nos metais diteis o dano é caracterizado pelo
nucleamento de microtrincas decorrente do acimulo de discordancias no processo de deformacgao
plastica (Lemaitre, 1996). Por fim, na madeira, o ponto fraco onde ocorre o dano € na jun¢do da

celulose, sendo que o mesmo se propaga na interface das fibras.

4.2 Efeito Mullins em materiais hiperelasticos

Quando elastomeros e tecidos bioldgicos em geral sdo carregados, 0s mesmos sofrem um

efeito de amolecimento chamado efeito Mullins (Holzapfel, 2000). Considere a Figura 4.1, que
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representa hipoteticamente um ensaio uniaxial ciclico. O processo inicia-se a partir de um estado
indeformado 0 e segue o caminho A. O descarregamento no ponto 1 leva ao caminho B, retornando
ao ponto 0'. A drea entre as curvas A e B representa a dissipacdo envolvida no processo. Se o
carregamento for reaplicado, o caminho agora passarda por B e D. Da mesma maneira, o caminho
C € a curva resultante, caso o descarregamento seja efetuado no ponto 2, resultando em maior

degradacdo interna do material.

>

€

Figura 4.1: Efeito Mullins em materiais hipereldsticos (Holzapfel, 2000).

A partir da descri¢do da Figura 4.1, verifica-se que para um dado nivel de deformacao, a ten-
sdo nos caminhos B e C € menor do que no caminho de carregamento primério A-D. De maneira
geral, o efeito Mullins € caracterizado pela redugdo da rigidez do material submetido a deforma-
cdo, sendo que tal reducdo depende somente da maxima deformacdo atingida (Holzapfel, 2000).
Ap6s virios ciclos de carregamento, o material encontra-se "condicionado"”, pois o continuo amo-
lecimento causado pelos ciclos de carregamento leva a um estado saturado, ou seja, em regime

permanente, as curvas de tensao do material quase coincidem.

4.3 Modelo de dano hiperelastico isotrépico

O desenvolvimento fenomenoldgico aqui apresentado € baseado em Simo (1987). Outros
detalhes sobre esta formulagdo sao encontrados nos trabalhos de Holzapfel (2000) e Chagnon et al.
(2004).

'Em casos préticos, ocorrem pequenas tensdes residuais, e portanto as curvas de descarregamento nio retornam
completamente ao ponto 0, ocorrendo uma histerese. No entanto, os modelos idealizados ndo consideram tais tensoes,
nem efeitos de temperatura e de viscosidade.
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4.3.1 Variavel de dano e aspectos termodinamicos

Considere um material, caracterizado por uma energia de deformacéo deviatérica WP (E),
submetido a um processo de deformagdo com dano. O ponto de partida consiste em definir uma

func¢do de energia de deformacdo modificada,
WP (E,D) = (1- D)W (E), 4.1)

aplicada em W, pois o dano é uma grandeza deviatérica’. O termo (1 — D) é o parAmetro de
reducdo de energia introduzido por Kachanov (1958), e D uma varidvel escalar de dano (devido a
isotropia), definida por

0<D<1. 4.2)

D = ( caracteriza um material ainda virgem e DD = 1 um valor mdximo de dano, quando uma regido
do corpo esta totalmente danificada e ocorre a separacdo do material. Tal valor maximo caracteriza
uma energia de deformacdo WP = (0. Deve-se constatar que D = 1 ndo é necessariamente um valor
de dano critico D.. Tal valor critico varia entre diversos tipos de materiais aplicados em problemas
de engenharia, para diferentes abordagens da teoria de dano continuo. A presente abordagem possui

as seguintes caracteristicas:

* O dano evolui isotropicamente, e é somente fun¢do da mdxima deformacao equivalente atin-

gida até o presente instante de tempo;

* A evolucdo do dano € um processo irreversivel, e ndo depende das condi¢des de carrega-
mento. Logo, os esfor¢cos compressivos danificam o material tanto quando os esforgos trati-

VOS;

* A degradacgdo do material ocorre gradativamente, eventualmente atingindo um estado de sa-
turacdo. No limiar da saturacdo pode ser definido um dano critico D. do material, caracteri-

zando a ruptura.

2No caso de modelos com acoplamento entre as partes deviatérica e volumétrica, como o Neo-Hookeano compres-
sivel, o fator de redugdo (1 — D) da Equagdo (4.1) é aplicado sobre W, ao invés de W
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Em relacdo aos aspectos termodindmicos (de Souza Neto et al., 2008), considere o primeiro prin-

cipio da termodindmica, expresso matematicamente pela seguinte equacio
pé=S:E, (4.3)

descrevendo, para a abordagem em questdo, que a taxa de energia interna (¢) por unidade de volume
deve ser igual a poténcia devido as tensdes. O segundo principio postula a questdo da irreversibili-

dade da producio de entropia (s), dada pela seguinte inequago
ps > 0. (4.4)

E introduzido um termo de energia livre de Helmholz por unidade de massa v, que relaciona a

energia interna com a entropia da seguinte maneira:
Y =e—0s, 4.5)

sendo ¢ a temperatura. Para combinar as Equacdes (4.4) e (4.5), leva-se em conta que a energia de

deformacdo e a energia livre de Helmholz se relacionam da seguinte maneira
WP = py, (4.6)
chegando-se a inequacao de Clausius-Duhem
SPE-WP >o. 4.7)

O termo do lado esquerdo da equagdo representa a energia dissipada por unidade de volume. Os
efeitos de temperatura e fluxo de calor ndo sao considerados. A taxa de energia interna é obtida

através da aplicacdo da regra da cadeia

_owP (D,E)D N OW?P (D,E)

D (E. 4.
W oD OE (48)
Substituindo a Equacdo (4.8) em (4.7), obtém-se
OWP(E, D) . - .
- Y7/ D= > .
55 D=W (E)D >0, (4.9)
OW (E)
D j—
S = (1-D) = (4.10)



A Equagio (4.9) expressa a natureza dissipativa do dano, e W (E) é termodinamicamente conjugada
com D, pois WP /0D = —W (E). A Equagio (4.10) é também conhecida como tensdo aparente,
que surge do conceito de tensdes equivalentes, introduzido primeiramente por Kachanov (1958), e
ilustrado na Figura 4.2 para um caso uniaxial. Um corpo danificado no estado (a) com tensdo inicial
o e area inicial A € considerado no estado equivalente (b), com os defeitos removidos, constituindo

uma 4rea efetiva A” com tensio efetiva 63 o dada por

—D
Oerr =

i-D) 4.11)

Estado (a) Estado (b)

Figura 4.2: Defini¢do das tensdes equivalentes (Freitas, 2010).

4.3.2 Critério de dano

E utilizada uma medida de deformacdo equivalente (;, que se relaciona com a energia de

deformacio elastica através de

> TU(E(1)), (4.12)

G =1\/2W (E (1)), (4.13)

sendo E () o tensor de deformagdo de Green-Lagrange em um pseudo-tempo ¢ qualquer do pro-

cesso de deformagdo. Define-se ;" como o médximo valor de ¢; até o tempo ¢, ou seja,

G = MaXie(—oo ] 2W (E (t)). 4.14)
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Logo, tem-se a mdxima energia de deformacdo atingida até o presente momento ¢ do processo de

deformacdo considerado. A avalia¢do do dano € feita a partir da seguinte fung¢do de dano

X (E(t), ") =/ 2W(E(t) - ¢" <0, (4.15)

que define uma superficie de dano ilustrada pela Figura 4.3. Tal superficie cresce isotropicamente

com a deformacao. A derivada da fun¢do de superficie de dano (Equagao (4.15)) em termos de taxa

x=0

x<0

(€N

oy . .
= —=:E=N:E 4.16
sendo N a normal a superficie de dano
ox (1 1
A —— ). 4.1
oF > (Cs fn> @1

Para um estado particular de deformacao, tém-se 4 possiveis situacdes:

O estado de deformagdo nao € maximo, e a inequagdo y < 0 € satisfeita (sem evolucdo do

dano);

O estado de deformacio é maximo (xy = 0) e estd em uma direcdo de descarregamento,

proveniente de um estado danificado (N : E < 0);

O estado de deformacao € mdximo (y = 0) e estd em uma direc¢do neutra (N : E = 0);

O estado de deformagdo € maximo (xy = 0) e estd em uma dire¢do de carregamento de um
estado danificado (NN : E > 0).
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Os trés primeiros casos correspondem a situagdes fisicas nas quais o dano ndo evolui, e o dltimo
caso representa uma nova deformacdo maxima, de maneira que o parametro de dano aumenta.
Portanto, se y > 0, tem-se um estado fora da superficie de dano, que ndo estd definido pelas
Equacoes (4.15) e (4.17). Isto significa que estd ocorrendo uma evolu¢@o de dano, e a superficie

deve ser regularizada, para que a relacdo x = 0 seja satisfeita.

4.3.3 Leide evolucao

A seguinte lei € utilizada para a evolug¢do do dano ao longo do tempo

) h : sex=0eN:E> 0,
0 senao
sendo que h ({) = —dg(¢) /d¢ é a derivada de uma funciio de cariter exponencial g (¢), intro-

duzida inicialmente por Simo (1987) para polimeros elastoméricos altamente preenchidos, dada

por
1—e ¢/

¢/a

sendo § € [0,1] e a € [0,00) parAmetros dependentes do material a ser utilizado. A notagdo de

g(Q)=p+01-p) ; (4.19)

taxa apresentada na Equacgdo (4.18) refere-se a um pseudo-tempo, pois indica uma dependéncia do
histérico de deformacdes. O gréfico de g € ilustrado na Figura 4.4, com variagdo dos parametros
a e 3. Verifica-se que o valor assintético da fungdo é regido por 3, sendo o parametro responsavel
pelo limite de saturacdo do dano. J4 o parametro « influencia na taxa de crescimento da curva até
o valor assintético de /3 (Figura 4.5). De maneira geral, quanto menor o valor de 3, maior o valor
de saturacao de dano e maior a perda de rigidez do material. Quanto menor o valor de «, maior € a

taxa de crescimento de g.

4.3.4 Relacao constitutiva

Fazendo a consideragdo de que h (D, ¢;) independe do dano, pode-se reescrever a expressio

(4.10) como
oW (E)

S” (1) = 9(¢") g

(4.20)
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(a) Variacao de a. (b) Variagdo de f3.

Figura 4.4: Funcdo de evolugdo do dano em termos da deformacao equivalente.

e considerando a Equacdo (4.24), relaciona-se o fator de redugdo de tensdes com a funcio de
evolucdo de dano da seguinte maneira,

(1-D)=g(¢"). (4.21)
Fazendo o uso da regra da cadeia em termos de taxa temporal

o8P

S R ©) 4.22
IE (4.22)

e aplicando a regra do produto

4.23
0E? o OE OE (4.23)
obtém-se a relacao constitutiva para o modelo de dano
. g m_—i—g/(f)S@S :E, se y=0 e N:E>0
S°(1) = ot €T * (4.24)
g(¢")C - E, senao.
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Figura 4.5: Derivada da funcdo de evolu¢iao do dano em termos da deformacgdo equivalente.

sendo

—(/a
7 =0-0) = -z 0-c)]. (4.25)

Ao comparar as Equacdes (4.15), (4.24) e (4.18), percebe-se que quando ndo ha evolucdo de
dano, utiliza-se a fun¢@o de redu¢do g com a mdxima deformacdo atingida (;", aplicada ao termo
constitutivo C. Ja quando ocorre a evolucio do dano, deve-se aplicar a funcdo derivada h = g’

como fator de reducgdo nas tensoes.

O moédulo tangente algoritmico que resulta da Equacdo (4.24) é simétrico. O produto de
Kroenecker que surge entre as tensdes € escrito na forma matricial através da notagdo de Voigt, e é

dado pela seguinte matriz 6x6 para um estado geral de tensdes

_511511 S11522  S11Ss3 S11S12 S11Sis 511523_
S92525 520533 S22512 520513 S2253
S33S33  S33S12 S33S1s Ss3 S

S12512 S12513 S12593

sim. S13513 S13523
5123523_

(4.26)

w

&
W
I
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4.3.5 Algoritmo de dano

Um algoritmo de dano com as equagdes devidamente atualizadas € necesséario para a cor-
reta atualizacdo das tensdes e da varidvel de dano, bem como para ter consisténcia algoritmica no
método de Newton-Raphson. Este procedimento foi verificado comparando o médulo tangente im-
plementado com o obtido pela aplicag¢do de diferencas finitas no vetor de for¢a interna, e levou a

taxas de convergéncia quadraticas no método de Newton-Raphson.

As equagdes de acoplamento do dano sdo descritas para um intervalo de tempo [t,, t, 1],
e considera-se que o material é carregado ou descarregado monotonicamente em tal intervalo.
Sdo apresentadas a seguir as equagdes na forma algoritmica, com desacoplamento deviatd-
rico/volumétrico. Estas equacdes também sdo vdlidas para materiais compressiveis, porém os ten-

sores s@o calculados com as expressdes acopladas.

* Tensor deviatérico de Cauchy-Green a direita

Co1 = det F,2°Coy. 4.27)

Invariantes de C,,

L1 =J P, Doy =J Y300 (4.28)

Deformacgao equivalente

Cng1 = \/ 2W 1. (4.29)

Xnt1 = Gor1 — G < 0. (4.30)

Superficie de dano

Funcgdes de evolugao do dano

1 — e_Cn+1/a

Gn+1 (Goy1) = B+ (1= P) m, 4.31)
€7<n+1/0¢ Q
Gri1(Gng1) = (1= 5) — (1 —e /ey (4.32)
Cn+1 <n+1
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Variavel de dano
Dn+1 - 1 - §n+1. (433)

Segundo tensor de Piola-Kirchhoff

SP = Gn1Sn (4.34)

Maoédulo tangente, sem evolug¢do do dano

szc—ll—l = gn+1]:_)n+1 (435)

Modulo tangente, com evolugdo do dano

=/
D¢y = Gns1Dpir + qu_:%sn—&-l ® Sp1 (4.36)
t

O Algoritmo 4.1 apresenta os passos do procedimento de atualizacdo das tensdes e dos termos
constitutivos.

Algoritmo 4.1 Atualizacdo de tensdes e do mddulo tangente eldstico com dano.

1. Dados F,+1, (;", gn € D,, (estado inicial ou ultimo passo de carga), calcular C,,;, e seus
invariantes.

2. Calcular a energia de deformacio deviatérica W, 1;

3. Calcular a deformagao equivalente (,,.; e a superficie de dano x;, 1.
Se xn+1 < 0 Entao

Passo sem evolugdo de dano:

gn—l—l - gn

_ _
D7 = Gn+1Dnga
Senao

t
CnJrl - Cn-l-l

~ =/ Q Nyed
Calcular g, 11, g5, 41 € Snt1,€ DYy

4. Atualizar as tensdes S2,

43



5 RESULTADOS

A formulacgado apresentada no capitulo 3 foi implementada em C++ no cédigo de Elementos
Finitos de Alta Ordem hp? F EM, que faz uso de Programacdo Orientada a Objeto (Valente, 2012).
Sao realizados 3 testes a partir da imposi¢do de solucdes analiticas conhecidas. As solucdes sdo

construidas a partir equacdo de balanco de momento linear
—dive — pf =0, (5.1)

sem consideracdes dindmicas. Através da imposi¢do de um campo de deslocamentos u, € possivel
obter as medidas de deformacdo, e fazendo o uso da relagdo constitutiva, calcular as tensdes. Com
o uso da Equacdo (5.1), as forcas de corpo f e o campo de tragdo t (do termo da divergéncia das

tensoes) sao obtidos.

O teste 1 tem como objetivo validar a implementagdo para tratamento de quasi-
incompressibilidade, conforme descrito no capitulo 3. O teste 2 objetiva a captura do efeito Mullins,
bem como a validagdo de um material Neo-Hookeano compressivel com dano (Capitulo 4). Ja o

teste 3 estende a aplica¢do do dano ao material quasi-incompressivel de Mooney-Rivlin.

Todos os testes utilizaram fungdes de forma da familia de Lagrange, bem como pontos de

integracdo de Gauss-Legendre e pontos de colocacdo de Gauss-Lobatto-Legendre.

5.1 Malhas Utilizadas

Todos os testes utilizaram um dominio hexaédrico, definidoem 0 < X, Y, Z < 1 m e ilus-
trado na Figura 5.1, com a face X = 0 engastada. A geometria é discretizada fazendo o uso de
diversas malhas com elementos finitos hexaédricos, ilustradas na Figura 5.2. Nos casos de refino p,
utilizou-se somente um elemento (Figura 5.1). Para os problemas de quasi-incompressibilidade, o
refino h é feito com graus de interpolacio dos deslocamentos O,, = 2 e 3. Nos problemas compres-
siveis, onde ndo € considerada a pressdo hidrostatica p na formulacdo, o refino h é efetuado com

interpolagdo linear dos deslocamentos.
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Figura 5.2: Malhas de elementos hexaédricos utilizadas. (a) 8 elementos, (b) 27 elementos, (c) 64

elementos, (d) 125 elementos.
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5.2 Teste 1 - Material quasi-incompressivel de Mooney-Rivlin

O propésito deste teste € a validacio da implementacdo do problema de quasi-

incompressibilidade. O teste de validacao foi efetuado com o seguinte esquema de interpolagcao
0,=0,—1, (5.2)

sendo O, e O, as ordens de interpolacdo dos deslocamentos e da pressdo, respectivamente. Esta
relac@o possui a melhor estabilidade algoritmica, independente da ordem de interpolacdo dos des-
locamentos (Yu et al., 2012).

A seguinte solu¢do suave € considerada

Uy = 0,
us = Asin(BX), (5.3)
us = 07

com as seguintes propriedades materiais:
Aip= Ao =1,0 Pa, K =1,0 x 10® Pa.

A partir da solu¢do imposta, calcula-se a medida de deformacdo e com a equacdo constitutiva

determina-se o. Substituindo o em (5.1), determinam-se as forgas de corpo

f o 2A2B3 Sin(?BX)(QAOl +A10)

= = 3
f2 = 2AB2 SID(BX) (A(]l + AIO) . (54)
fs =0

Substituindo o na expressao das condi¢des de contorno em termos do vetor tensdo t = on,

determinam-se as tracdes superficiais correspondentes, ou seja,

( t = my 24212 cos(B)g)Q(QAm-‘rAlo) — Ny [QAB COS(BX) (A01 + Alo)]
¢ _ 2A2B2 COS(BX)2(2A01+A10)
t ’ (5.5)
— ny ABcos(BX) [2 (A1 + Aro) + (2A232 COS(B)?Q(QAOHAIO))}
\ t?) = 07
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A relagdo entre as propriedades resulta em um coeficiente de Poisson de aproximadamente 0, 4996.
A primeira etapa do teste consiste em validar a implementagdo para pequenos deslocamentos, fa-

zendo
A=0,0001m, B=1,

que caracteriza up ~ 0,000084 m em X = 0 m. Para verificar a convergéncia com refino p, utiliza-
se uma malha de 1 elemento, variando o grau polinomial de 2 a 9. A normas L? e L* do erro sdo

calculadas em todo o dominio, respectivamente, como

E1L2 = /(uanalitico - uapro:r)2 an (56)
Q
EWLOO - max’uanalitico - uaprox‘; (57)

sendo Ugpalitico @ SOlugdo analitica € g0, a solucdo aproximada para os deslocamentos. A Figura
5.3 apresenta os erros obtidos em ambas as normas para cada direcdo dos graus de liberdade.
Percebe-se uma diminui¢do abrupta do erro, que se torna praticamente nulo a partir do grau de

interpolagao 8.

Norma do erro (u)

Grau polinomial (O,)

Figura 5.3: Norma do erro nos deslocamentos para pequenas deformacdes, teste 1.

A seguir, as mesmas propriedades materiais sdo utilizadas para validar o problema com gran-
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des deformagdes, mas mudando os parametros da Equagao (5.3) para

_ s
A=0,1m* B=—,
2

caracterizando um deslocamento us ~ 0,1 m em X = 1 m. O método incremental apresentado na

Equacio (3.91) foi utilizado, com o carregamento total dividido em 10 passos iguais.

Foi efetuado um refino A com malhas de 1, 8, 27, 64 e 125 elementos hexaédricos e ordem
de interpolagdo dos deslocamentos O, = 2. O refino p foi realizado com uma malha de um ele-
mento, variando O,, de 2 a 9. A Figura 5.4(a) apresenta os resultados das normas dos erros para os
deslocamentos. A Figura 5.4(b) apresenta uma comparagao entre os erros para us, efetuando refina-
mentos p e h. No caso do refino h, sdo utilizados graus de interpolagdo 2 e 3 para o deslocamento.
Percebe-se uma natureza algébrica de convergéncia para os refinamentos h, sendo que a ordem de
grandeza do erro € muito maior comparada com os resultados obtidos para o refino p, para um
mesmo ndmero de graus de liberdade. Tal comportamento € de fato esperado para problemas com
solucdo suave (Yu et al., 2012; Szab6 e Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin, 2005).

g 102 4
102 3 1
103 a2 10% 4455
10% L 104 4 N
5 ; . ] E'\El\
10 10% 1
S 0% L = \\
o E W 10 o
5 107 E o ) *
o FE 107 ~e
© 10°® £ 2
E 4g¢ L2 o8
510 e oo 10 & Refino p
10710 L W 109 4 —=— Ref!no h, O,=2
" E —e— Refino h, O,=3
10 E q
12 : 107
10 < é \\
13 3 10" o
10 : E \
1074 4 T T T T T T 10712
2 3 4 5 6 7 8 9 102 10° 10*

Grau polinomial (O,) Numero de graus de liberdade
(a) Normas L? e L do erro para u1, us, us. (b) Norma L? do erro para us, refinamentos h

ep.

Figura 5.4: Erros nos deslocamentos para grandes deformagdes, teste 1.

O campo de deslocamentos uy € ilustrado na Figura 5.5, com a geometria deformada em
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escala 3:1. Voltando a Equacao (5.3), verifica-se que as solucdes analiticas impostas para u; € ug
sdo nulas. Portanto, a solucdo aproximada nessas direcdes ja caracteriza uma diferenca entre os
deslocamentos para cada coordenada do dominio. As Figuras 5.6 e 5.7 ilustram essa diferenga para
up € ug, respectivamente. H4 bastante oscilacdes para (a), que efetua refino p com 1 elemento. As
maiores diferencas estdo presentes nas arestas, onde os deslocamentos sdo maiores. Ja para os casos
(b) e (c), com 8 e 27 elementos, respectivamente, as diferencas foram maiores nas arestas e vértices

dos elementos. O caso (d), para 125 elementos, foi o que apresentou as menores oscilagdes.

As tensoes foram recuperadas nos nds dos elementos a partir do valor médio das areas dos
elementos vizinhos. A maior tensao principal o, foi calculada e comparada com a solugdo analitica.
A Figura 5.8 apresenta o campo de tensdes no dominio com um elemento e O,, = 4. Jd a Figura 5.9
apresenta o perfil das tensdes ao longo de X, para a aresta Y = 0, Z = 0. No caso do refino p com
um elemento, houve boa aproximacio com O, = 5. Com 27 elementos ja houve boa aproximagao

com O, = 3, indicando que os efeitos de malha também devem ser considerados.

gy 05

Figura 5.5: Geometria deformada com a solucao para us, teste 1.
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(b) 8 elementos, O, = 3.

x10°
2

10 v

®
(¢) 27 elementos, O, = 3.

10 v

®
(d) 125 elementos, O, = 2.

Figura 5.6: Solucao para os deslocamentos u;, teste 1.
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®
(¢) 27 elementos, O,, = 3.

x10°

. 05
r~ 05 Y 0
0 05
0 1

05 05

10 v

b
(b) 8 elementos, O, = 3.

x10°

10 v

®
(d) 125 elementos, O, = 2.

Figura 5.7: Solucao para os deslocamentos w3, teste 1.
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Figura 5.8: Solugdo para a tensdo principal o, teste 1.
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Figura 5.9: Tensdo principal oq na aresta Y =0, Z = 0, teste 1.

5.3 Teste 2 - Material Neo-Hookeano compressivel com dano

O objetivo deste teste € identificar o efeito Mullins em um material Neo-Hookeano compres-
sivel, bem como aspectos de convergéncia com a inser¢ao do dano. Conforme descrito na sec¢ao
4.2, o efeito Mullins € caracterizado pela perda de rigidez progressiva do material, conforme os
carregamentos aumentam e novos valores de deforma¢do maxima sdo atingidos. Para tal, a mesma

geometria da Figura 5.1 € utilizada, sendo a face X = 0 engastada.

Para o teste do efeito Mullins, trés ciclos de carga/descarga de ¢, = 35, 50, 75 Pa sdo aplica-

dos na face X = 1. As propriedades materiais sao
E =1000 Pa, v=20,3, «a =0,5, 5 =0,3. (5.8)

Utiliza-se uma malha com um elemento e ordem de interpolacdo O,, = 1 e a maior tensdo principal
¢ analisada em um dado ponto de integracdo. A Figura 5.10(a) apresenta a maior tensao princi-
pal para o segundo tensor de Piola-Kirchhoff e relacdo a maior deformacdo principal de Green-
Lagrange. Ja a Figura 5.10(b) apresenta a maior tensdo principal de Cauchy em relacdo a maior
deformacdo principal de Almansi. Observa-se uma perda progressiva de rigidez, que € evidente nas

curvas de descarregamento. Além disso, a linha priméria de carregamento é a mesma para os trés
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ciclos, uma vez que o dano depende somente da maxima deformacao atingida.
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Figura 5.10: Efeito Mullins na maior tensdo principal o; em um ponto de Gauss, teste 2.

Em seguida, para verificar a convergéncia com o aumento da ordem polinomial, € utilizada

uma solug@o analitica, obtida através da Equacdo (5.1), inserindo o dano na rela¢do constitutiva,

sob a condicdo de que o carregamento € aplicado monotonicamente. A solu¢do definida para este

teste é

U

U2

us

(5.9

que € suave e caracteriza um deslocamento u; ~ 0,84 m em X = 1 m. Da mesma maneira que

no teste 1, sabe-se a priori que para solucdes suaves o refino p acarreta em uma queda exponencial

do erro, e o refino ~ uma diminuicao algébrica. As cargas de corpo, bem como o campo de tragdo

nao sdo apresentados aqui, devido ao tamanho excessivo das expressoes obtidas. Os parametros de

dano utilizados sao,

a=1,0,8=0,3.
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A Figura 5.11(a) apresenta os resultados para a norma L? do erro nos deslocamentos em todo o
dominio. Percebe-se que a inser¢do do dano para a solugdo (5.9) ndo alterou a natureza da conver-
géncia com o aumento do grau polinomial, mantendo sua caracteristica espectral, com oscilacdes
para O, > 7. A Figura 5.11(b) apresenta um comparativo entre os refinamentos h e p. No caso do
refino h, utilizaram-se as malhas com 8, 27, 64 e 125 elementos da Figura 5.2. Para o refino p, foi

utilizada a malha com um elemento da Figura 5.1.
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(a) Norma do erro para uy, ug, us. (b) Norma do Erro para u;, com refinamentos
he p.

Figura 5.11: Norma L? do erro em fungdo da ordem de interpolagdo O, (a), € em termos do nimero
total de graus de liberdade (b), teste 2.

O campo de deslocamentos e da maior tensdo principal o; sdo ilustrados na Figura 5.12.
As tensoes e o dano foram recuperadas nos nés a partir do procedimento de ponderacdo de areas
dos elementos vizinhos. Foi efetuado um refinamento p com um elemento, analisando o compor-
tamentos de o, e do dano na aresta Y = 0, Z = 0. Os resultados sdo ilustrados na Figuras 5.13
e 5.14, comparando-se a solucdo analitica com a solu¢do aproximada nos nds de uma malha com
um elemento, para as ordens de interpolacdo 3, 4 e 5. Verifica-se que houve boa concordancia dos

resultados em relag@o a solugdo analitica.
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Figura 5.12: Campos de deslocamentos e tensdo ¢; para um elemento com O,, = 3, teste 2.
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Figura 5.13: Solucdo aproximada para a maior tensdo principal o; ao longodaarestaY = 0, Z = 0,
teste 2.
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Figura 5.14: Solugdo aproximada para o dano na aresta Y = 0, Z = 0, teste 2.

5.4 Teste 3 - Material de Mooney-Rivlin quasi-incompressivel com dano

A primeira etapa deste teste consiste em reproduzir o efeito Mullins, seguindo o mesmo
procedimento do teste 2, com t; = 1,2,3 Pa aplicados na face X = 1. As propriedades materiais

e de dano sao
Ajg=Ap =1,0Pa, K =1,0x10* Pa, « =1,0, =0, 3. (5.11)

Utiliza-se uma malha com um elemento e ordem de interpolacao dos deslocamentos O,, = 3, sendo
a tensdo principal o, analisada em um dado ponto de integracdo. A Figura 5.15(a) apresenta a maior
tensdo principal para o segundo tensor de Piola-Kirchhoff em relagdo a maior deformacdo principal
de Green-Lagrange. J4 a Figura 5.15(b) apresenta a maior tensdo principal de Cauchy em relacao
a maior deformacdo principal de Almansi. Observa-se um comportamento de redugdo das tensoes

semelhante ao teste 2.
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Figura 5.15: Efeito Mullins na maior tens@o principal em um ponto de Gauss, teste 3.

A préxima etapa consiste em uma andlise de convergéncia com os efeitos de incompressi-
bilidade e dano. O esquema de interpolacdo da pressao e dos deslocamentos da Equacgao (5.2) foi

utilizado. A mesma solucao suave da Equacdo (5.3) € imposta, com
A=0,25m, B=1,0,

caracterizando um deslocamento us; ~ 0,21 em X = 1. Os carregamentos ndo sdo apresenta-
dos, devido ao tamanho das expressoes obtidas. Foram efetuados 10 passos de carregamento. As

propriedades materiais e de dano sdo as mesmas da Equagdo 5.11.

E realizado um refino 4 com malhas de 1, 8, 27, 64 ¢ 125 elementos hexaédricos da Figura
5.2, considerando uma ordem de interpolagdo O, = 2. Dois refinamentos p foram efetuados. O
primeiro utilizou uma malha com um elemento, variando a ordem O,, dos deslocamentos de 2 até
9, e consequentemente a ordem O,, da pressdo de 1 até 8. O segundo refinamento p € feito com uma
malha de 8 elementos, com O,, de 2 até 6 € O, de 1 até 5. A Figura 5.16 apresenta os resultados
obtidos para a norma do erro em todo o dominio. Observa-se que para o problema considerado, a

inclusdo do dano nao dificultou a convergéncia dos deslocamentos, em relacdo ao teste 1. A norma
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L? do erro estagnou em torno de 107! para os refinamentos do tipo p. As Figuras 5.17 e 5.18
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Figura 5.16: Norma L? do erro em fungdo do grau polinomial (a), € em termos do niimero total de
graus de liberdade (b), teste 2.

apresentam as distribuicdes da maior tensdo principal e do dano, respectivamente, nos nds da aresta
Y =0, Z = 0. De maneira geral, a inclusdo do dano dificultou a convergéncia da tensdo, com
aproximacgdes nao tdo boas se comparado com o teste 1. Ja a solucdo para o dano teve melhor

aproximacao com a solucao analitica.
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Figura 5.17: Solugdo para a maior tensdo principal o1 na aresta Y = 0, Z = 0, teste 3.
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Figura 5.18: Solucdo para o dano na aresta Y = 0, Z = 0, teste 3.

As distribuicdes da tensdo o; e do dano no dominio analisado s@o apresentadas na Figura

5.19, para uma malha de 27 elementos e O, = 3.
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Figura 5.19: Distribui¢cdes da maior tensao principal (a) e dano (b) para o teste 3.
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6 CONCLUSAO

Um modelo hipereléstico quasi-incompressivel de Mooney-Rivlin foi apresentado, imple-
mentado em um c6digo de Elementos Finitos de Alta Ordem e validado. O modelo de dano isotro-
pico 3D também foi implementado, validado em um material Neo-Hookeano compressivel, e no

material quasi-incompressivel de Mooney-Rivlin.

De maneira geral, a imposic¢ao do efeito de quasi-incompressibilidade nao prejudicou o tra-
vamento dos deslocamentos, mas levou a erros maiores para as tensdes nodais se comparado a um

problema de hiperelasticidade compressivel.

A implementacdo do dano no material Neo-Hookeano compressivel possibilitou uma 6tima
convergéncia dos deslocamentos, tensdes € dano com o aumento da ordem de interpolacdo. Além
disso, o efeito Mullins foi reproduzido com sucesso, indicando perdas de rigidez sucessivas com o

aumento dos carregamentos, sendo a dependéncia dada pela maxima deformacao atingida.

A inclusdo dos efeitos de dano em quasi-incompressibilidade também possibilitou a reprodu-
cdo do efeito Mullins, e levou a boa convergéncia do erro nos deslocamentos e sem travamento de
malha. Em relagdo ao dano, houve boa aproximacdo com a solu¢@o analitica, da mesma maneira
que no teste do material compressivel. Novamente, os erros de aproximacao para as tensdes foram

os maiores, devido ao efeito de quasi-incompressibilidade.

Um fator importante a ser considerado € a analise do mesmos exemplos, porém testando fun-
¢des hierdrquicas de Jacobi. Para tal, algumas implementacdes no hp? F M ainda devem ser feitas

no contexto do mapeamento da geometria em grandes deformacdes, utilizando bases ortogonais.

As dificuldades de convergéncia do solver de Newton-Raphson para grandes deformagdes em
quasi-incompressibilidade foram contornadas com o particionamento dos carregamentos externos,
e foi possivel obter uma taxa de convergéncia quadratica. No entanto, deve-se ter o devido cuidado
com o tamanho dos incrementos, pois estes devem ser suficientemente pequenos para que nao

ocorram oscilagdes significativas na solugao.

Em relacdo ao dano, o modelo fenomenoldgico apresentado prevé dois mecanismos de danifi-

cacdo observados experimentalmente: A perda progressiva da rigidez com dependéncia na maxima
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deformacio atingida e a saturagdo da varidvel de dano. Para estimar um possivel estado critico,

deve-se ter um valor limite de dano inferior ao limite imposto pelo parametro /3.

As formulagdes apresentadas neste trabalho também foram recentemente implementadas em

contexto 2D, em estado plano de deformagdes, mas ainda devem ser realizados testes de validagao.

6.1 Trabalhos futuros

Ha diversas atividades que podem ser desenvolvidas a partir do trabalho realizado. Primeira-
mente, serdo testados problemas clédssicos da literatura (placa fina com furo, placa sob extensdo).
Em seguida, a implementacdo de um modelo axisimétrico para grandes deformagdes, bem como

um carregamento dependente da deformacao.

O codigo terd entdo capacidade de reproduzir alguns exemplos em elementos finitos do olho
humano (Bendre, 2009). Isso possibilitard, com a consideracdo do dano, que os parametros sejam
calibrados previamente através de dados de ensaios uniaxiais com retinas porcinas, disponiveis na
literatura (Bendre, 2009), e entdo com dados de comprimento axial e espessura de retina, prove-
nientes de pacientes humanos. Nesta etapa do projeto haverd uma parceria com o Dr. Alexandre
Souto, que fornecerd os dados de tomografias necessarios. A possibilidade de obtencdo de dados
experimentais com o uso de olhos de individuos post-mortem também nao € descartada. Com a de-
vida calibragdo, os efeitos de degradagdo da retina poderao ser reproduzidos computacionalmente,

auxiliando o diagndstico prévio de casos em alto risco de descolamento de retina.

Em termos de desempenho computacional, tem-se como foco um trabalho conjunto no grupo
de pesquisa para a paralelizacdo do hp?F'EM em MPI, bem como outras técnicas, como a monta-
gem das matrizes elementares através de produto tensorial (Vasquez, 2004). Resultados positivos
foram obtidos no trabalho de Valente (2012) para matrizes de massa estruturadas e ndo-estruturadas.
Durante o curso de mestrado do autor deste trabalho, foram realizadas implementacdes de matrizes
de rigidez lineares 2D e 3D, para malhas estruturadas e ndo-estruturadas através do mesmo proce-
dimento. Tem-se também, portanto, a intencdo de estender a formulacio para as matrizes de rigidez

nao-lineares apresentadas na formulacao deste trabalho.
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