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Resumo

DOVAL, Paulo Cesar Marques. Andlise de estabilidade de placas de materiais compdsitos
laminados usando o método dos elementos de contorno. Campinas, 2013. Tese de Doutorado, Fac-

uldade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas.

Este trabalho apresenta um método de elementos de contorno para a andlise de estabilidade
de placas de materiais compdsitos laminados. A formulacdo do método proposto ndo necessita de
discretizacdo do dominio, nem de solug¢des particulares para a solucao do problema. Isto torna a
formulacao proposta diferente das formulagdes de elementos de contorno existentes, aplicadas a
andlise de estabilidade estrutural. O método € aplicado a um problema importante em engenharia
computacional, que € a estabilidade de placas de materiais isotrépicos e de compdsitos laminados.
O desempenho € avaliado através de comparacdo com os resultados de elementos finitos e
resultados analiticos, mostrando boa concordancia com os mesmos.No entanto, a vantagem em
relacdo ao método dos elementos finitos, especificamente, em andlise de estabilidade de placas
de materiais compdsito laminados, € que se torna um problema de autovalor com um nimero
reduzido de graus de liberdade, uma vez que somente 0 contorno € poucos pontos internos sao

necessarios na discretizacdo do problema.

Palavras-chave: Métodos dos elementos de contorno, método da integragdo radial, placas,

materiais compdsitos laminados, estabilidade de placas.

Xiii



Abstract

DOVAL, Paulo Cesar Marques. Stability analysis of composite laminates plates by the
boundary element method. Campinas, 2013. Doctoral Thesis, Faculty of Mechanical Engineering,

University of Campinas.

This work presents a boundary element method to the analysis of buckling plates. Neither
domain discretization, nor particular solutions are necessary in the proposed formulation. This
becomes the proposed formulation different from the existent boundary element formulations
applied to structural stability analysis. The method is applied to an important problem in com-
putational engineering that is the stability of perforated and non perforated plates of composite
laminate materials. The performance is assessed through comparison with finite element re-
sults. The proposed formulation agrees quite well with finite element. However, the stability
analysis is a much smaller eigenvalue problem if boundary elements are used instead of finite ele-

ments, provided that only the boundary and fewer internal points are necessary in the discretization.

Keywords: Boundary element method, radial integration method, composite materials, stability
analysis, thin plates.
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1 Introducao

1.1 Historico

A primeira equacdo que descreveu satisfatoriamente a flexdo de uma placa foi determinada
por Navier em 1823, conforme citado em Timoshenko e Gere (1961), com a rigidez a flexao
definida em termos de uma unica constante eléstica e a exigéncia de trés condi¢des de contorno
naturais, definidas por Poisson. Foi Kirchhoff (1850), no entanto, que trinta anos mais tarde, estab-
eleceu as hipoteses fundamentais da teoria de placas finas, a partir da expressao da energia potencial
da placa inclinada e aplicando o método do trabalho virtual para obter a equacao diferencial de pla-
cas, com rigidez a flexdo definida em termos do médulo de Young e coeficiente de Poisson. Além
disso, ele percebeu que as trés condi¢des de contorno naturais propostos por Poisson, eram incom-
pativeis com a natureza da quarta ordem da equacao diferencial e reduziu-as em duas condi¢des de
contorno naturais. Esse "paradoxo das condi¢des de contorno de Poisson-Kirchhoff", para usar a
expressdo de Reissner, s € plenamente entendida quase um século depois (REISSNER, 1944). Em
1883, St-Venant apresentou as equagdes diferenciais de uma placa plana carregada em compressao

no seu préprio plano.

Somente mais tarde, no século XX, as placas finas e o estudo de sua estabilidade eldstica
ganharam particular interesse em fun¢@o do uso extensivo de estruturas de paredes finas e do cresci-
mento das indudstrias nas dreas de engenharia mecanica, aerondutica e naval. Embora, mais tarde,
muitos trabalhos tenham sido desenvolvidos no estudo de placas finas, as solucdes das equagdes
obtidas como resultado dos trabalhos pioneiros descritos acima, mantiveram a sua validade. Assim,
a equagdo de Navier, tal como apresentado por Kirchhoff e as equacdes de von Karman, ainda sao

consideradas eficientes e precisas nas teorias de deflexdes de placas.

1.2 Estabilidade de placas

Uma placa submetida a cargas no seu plano permanece em estado de equilibrio estavel
até que uma carga critica, chamada de carga de flambagem, seja atingida, na condi¢do de que a
carga seja aplicada em incrementos suficientemente pequenos, de modo que quaisquer desvios de-

vido a perturbacdes dindmicas sejam amortecidos (BUDIANSKY, 1974). Ao atingir a carga critica



ocorrem instabilidades que podem, porém, conduzir a um equilibrio estdvel depois da flambagem
(pos-flambagem). Nesse caso tem-se a presenga de grandes deslocamentos - deslocamentos muito

maiores que a espessura da placa - e uma andlise ndo linear se faz necessdria.

A teoria de placas de Kirchhoff prevé a carga e o modo de flambagem, mas nao consegue
descrever o caminho de equilibrio apds a flambagem. Por outro lado, a teoria de grandes deflexdes
e as equagdes de Von Karman simulam a trajetoria de equilibrio estdvel e prevé a deformacao inicial

na pos-flambagem. As duas teorias, no entanto, partem das mesmas hipéteses fundamentais.

Devido a pequena espessura da placa, em relagdo as suas duas outras dimensdes, a andlise
tedrica pode ser reduzida de um problema de valor de contorno eldstico tridimensional a um prob-
lema de duas dimensdes, assumindo distribuicdes simples de deslocamentos e tensdes ao longo da

espessura.

A teoria de placas de Kirchhoff é uma extensdo em duas dimensdes da teoria de viga de
Bernouilli, desprezando-se o efeito das deformacgdes por cisalhamento e assumindo que secodes
planas permanecem planas apds a flexdo, com o plano médio da placa tomado como neutro. Além
disso, as deflexdes sdo assumidas como sendo muito menor do que a espessura, garantindo a apli-
cacdo dos principios da elasticidade linear. Esta teoria resulta em uma equacao diferencial de quarta
ordem, conhecida como equacdo de Navier, como fun¢do do deslocamento do plano médio. Ela
consegue descrever o comportamento de uma grande variedade de condi¢des de carregamento e de

geometria.

A flambagem ocorre quando se tem carregamentos de compressio ou cisalhamento aplicados
no plano da placa, que induzem, além de deslocamentos no plano (deslocamentos de membrana),
deslocamentos devidos a flexdo. Ao atingir a carga critica, se a espessura da placa € muito pe-
quena, a resisténcia a flexdo torna-se desprezivel e a rigidez a flexdo da placa se aproxima de zero.
Deflexdes nesse caso, e depois da flambagem em geral, deveriam ser da mesma ordem, se nao
maior, do que a espessura da placa. Nesse caso, as deformacdes do plano médio da placa nao pode-
riam ser desprezadas. As equacdes de Von Karman levam em conta este acoplamento entre flexao
e membrana devido as grandes deflexdes, assumindo um comportamento ndo linear da relagdao

deformacdo-deslocamento.

Embora as teorias de placas de sexta ordem de Reissner (1944) e Mindlin (1951), que levam

em conta as deformagdes de cisalhamento, serem bem mais completas do que as de quarta ordem,

2



a utilizacdo desta dltima se justifica em vérias aplicagdes praticas.

1.3 Modelos experimental e numérico

As solugdes exatas das equacgdes para pequenos deslocamentos de uma placa carregada em
seu proprio plano existem apenas para uma classe muito limitadade de condi¢cdes de carga e de
apoio. Solugdes aproximadas sdo usadas na maioria dos casos da andlise de estabilidade estrutural
de placas. A maneira mais direta de se prever o comportamento de placas é através de modelos
experimentais, mas talvez a menos econdmica. Somente os experimentos podem confirmar as pre-
visdes de resultados analiticos e/ou numéricos e simular o comportamento real de uma placa. No
entanto, o alto custo financeiro aliado as dificuldades técnicas, principalmente a simulacdo das
condicdes de contorno e as técnicas de medi¢do, reduzem o potencial da modelagem experimental,

sem, obviamente, tornd-los imprescindiveis.

Solug¢des analiticas aproximadas que descrevem o comportamento de problemas fisicos ainda
tém sido pesquisadas e utilizadas na pratica. Conforme descrito em Timoshenko e Gere (1961), em
1891, Bryan usou o método da energia para encontrar tensdes criticas em uma placa simplesmente
apoiada e comprimida. Mais tarde, o método de Rayleigh para vibracao de sistemas eldsticos foi de-
senvolvido e aplicado a problemas de estabilidade de placas. Alguns resultados foram obtidos para
as varias condi¢des de apoio e de carga. Alfutov e Balabukh (1967) propuseram um outro método
para a determinagdo da carga critica que nao requer a determina¢do da distribui¢do de tensdes de
membrana que € substituido, na equacao de energia, através de um sistema de tensdes estaticamente
equivalente. Com as equagdes acopladas de Von Karman, varias aproximagdes analiticas também
sdo possiveis em grandes deflexdes. Berger (1955) desacoplou estas equacdes desprezando o se-
gundo invariante das deformacdes no plano médio. Nowinski e Ohnabe (1958) indicam que esse
pressuposto, e os resultados decorrentes, apresentam bons resultados com o contorno fixo, mas se

tornam ineficientes caso contrario.

O método das diferencgas finitas tem sido aplicado com bastante sucesso para problemas de
estabilidade de placas. O método é bastante simples e versatil. Contudo, ndo € sempre facil de
se programar, e algumas condi¢des de contorno podem ser dificeis de representar. Além disso,
problemas sérios de modelagem surgem normalmente em extremidades livres e com a presenga de

furos. O método dos elementos finitos € hoje a mais popular ferramenta de andlise estrutural em



projetos de engenharia. A generalidade dos seus conceitos e a precisdo de suas previsdes em re-
lagdo aos métodos anteriores tornaram-no particularmente atraente para os projetistas, engenheiros
e pesquisadores. Algumas desvantagens existem, no entanto, e podem trazer problemas graves em
muitas aplicacdoes do método: a precisdo dos resultados em alguns casos ndo é muito boa, espe-
cialmente em regides de concentracdo de tensdo; o custo computacional requerido por problemas
nao lineares e de dominio infinito € muito alto. Além disso, a geracdo da malha é dificil quando
as formas ndo sdo as usuais e concentracdes de tensdes estdo presentes como, por exemplo, em

problemas de mecanica da fratura.

Potencialmente poderoso e relativamente novo, o método dos elementos de contorno, por
outro lado, introduziu dois conceitos tteis no campo da mecanica computacional: o primeiro é que
a geometria de um corpo pode ser completamente definida apenas por sua superficie de contorno em
vez de seu volume; e, o segundo conceito € que as solu¢gdes fundamentais conhecidas para dominios

infinitos podem ser usadas para obter resultados altamente precisos para dominios finitos.

Na prética, normalmente, os engenheiros de projeto fazem uso de ensaios dinamicos ou es-
taticos e/ou recorrem a métodos numéricos para se prever a estabilidade de um componente ou
sistema estrutural como um todo. Entre os varios métodos numéricos existentes, os mais populares

sao o método das diferencas finitas e 0 método dos elementos finitos.

Nas solucdes baseadas no método das diferencas finitas, a placa é dividida em células com-
postas por nds nos quais a deflexdo w € desconhecida. A diferenciacdo de w € obtida através de
diferencas diretas e a equacao diferencial que governa o problema é entdo satisfeita nesses nés. Um
sistema de equagdes simultaneas é obtido e resolvido para o campo de deflexdes nodais. Embora
de precisdo razoavel, o método das diferencgas finitas nem sempre € ficil de se programar. Além

disso, pode se tornar altamente impreciso quando se tem concentracdes de tensao.

O Método dos Elementos Finitos consiste em dividir o dominio de integra¢do do problema
em um numero discreto de regides pequenas de dimensdes finitas denominadas elementos finitos.
A este conjunto de regides dd-se o nome de malha de elementos finitos. Os elementos sdo ligados
entre si por pontos nodais denominados de nds. Cada elemento tem um numero determinado de
nds, que podem ser externos, os que materializam a ligagdo com os demais elementos, ou internos.
A localizacdo dos nds nos lados e dentro do elemento pode variar, dependendo do tipo de elemento
usado. Ao invés de procurar-se solugdes aproximadas tratando-se o problema globalmente, como é

feito por métodos aproximados tais como o Método de Rayleigh-Ritz e o de Galerkin, considera-
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se cada regido ou elemento isoladamente, o que possibilita a escolha de fun¢des mais simples
para representar o comportamento aproximado local nesta regido. As incégnitas do problema sdao
expressas em funcdo de valores nodais que sdo relacionadas através de funcgdes de interpolacio
(polindmios no caso do MEF) vdlidas para cada regido ou elemento. Estes polindmios podem ser
de grau 1 ou de ordem superior (quadréticos, cubicos), o que fornece uma maior flexibilidade ao

método.

Na Mecanica das Estruturas as incognitas sdo em geral deslocamentos ou tensdes, mas em
outros problemas de Engenharia podem ser temperaturas, velocidades, pressoes, corrente elétrica,

etc.

Em funcdo da generalidade de seus conceitos, a precisdo dos resultados e os aspectos pro-
gramaveis, o0 método se tornou a ferramenta mais comumente utilizada em instituicdes de ensino,
pesquisa e escritérios de engenharia. Aperfeicoamentos na eficiéncia computacional e precisdo dos
resultados ainda sdo objetos de muitas pesquisas. O método ainda apresenta dificuldades de mode-

lagem de superficies livres e em locais de concentra¢io de tensdo e meios infinitos.

Finalmente, pesquisas experimentais de problemas de estabilidade de placas ainda tém sido
bastante expressivas e, se bem projetadas e monitoradas, é contudo a ferramenta de pesquisa mais
confidvel. Além disso, € possivel de se obter: curvas de carregamento; largura efetiva, Hoff (1938) e
Winter (1947); flambagem secundéria onde transi¢des repentinas para modos mais elevados ocor-
rem, Stein (1959), Uemura e Byon (1978); efeitos de condi¢des de contorno no plano, Uemura
e Byon (1978) e Yamaki (1961); e, efeito de excentricidade de carga, Walker (1964), Rhodes e
Harvey (1975). Tais resultados tém servido como base para comparagdo com métodos analiticos e

numeéricos.

Os resultados obtidos por métodos experimentais, analiticos e programas de elementos finitos
serdo usados nesse trabalho para comparagdo e validagdo dos resultados obtidos na formulagdo do

método dos elementos de contorno.

Uma vez formulada a teoria de estabilidade de placas como problema de valor de contorno e
as equagOes diferenciais com as correspondentes condi¢cdes de contorno, essas equagdes podem ser

transformadas em equacdes integrais e o método dos elelmentos de contorno pode ser aplicado.



1.4 Método dos elementos de contorno

O método dos elementos de contorno € baseado na solu¢do numérica de equacgdes integrais,
em vez das equacdes diferenciais que governam o problema em consideracdo. Apenas integrais
sobre o contorno devem aparecer nas equacoes, o que reduz o nimero de dimensdes do problema
e leva a um conjunto reduzido de equagdes e a uma quantidade menor de dados requeridos para a
computacdo. As solucdes fundamentais do problema siao usadas como func¢des de ponderacdo na
integracdo. As condi¢des de contorno sdo consideradas no processo de solu¢do numérica e nenhuma

consideracgdo € feita no interior do dominio do corpo em estudo.

Uma quantidade significativa de trabalhos tedricos com equagdes integrais que descrevem
problemas de estabilidade estdtica e dindmica tiveram inicio no comeco do século XX. Foi Fred-
holm (1903) quem primeiro apresentou as equacgdes integrais de problemas de elasticidade linear.
Ele enunciou o problema de existéncia e unicidade das solugdes dessas equacdes, conhecido como
teorema de Fredholm. Uma série de trabalhos de autores russos (KUPRADZE, 1965; MUSKHEL-
ISHVILI, 1953; MIKHLINI, 1957; SMIRNOV, 1964), nas décadas de 1950 e 1960, proporcionaram
um melhor entendimento dessas equagdes integrais. Nesses trabalhos os problemas de elasticidade
plana foram resolvidos usando as equagOes integrais singulares e potenciais complexos. O método
de solugdo era indireto, uma vez que as incégnitas do problema néo tinha significado fisico. Rizzo
(1968) e mais tarde Cruse (1969), aplicaram o método direto para os problemas préticos. Depois,
Jaswon e Symm (1977) também utilizaram o método indireto, mas com abordagens orientadas para

computadores.

A figura 1.1 representa uma evolucdo cronoldgica do método dos elementos de contorno
(MEC).

No MEC, as integrais de dominio podem aparecer nas equacoes integrais devido as forcas de
corpo. Como resultado do esfor¢o de pesquisas para se eliminar as integrais de dominio da equagao
integral, surgiu o método da reciprocidade dual (MRD), que tem se apresentado como uma das
técnicas mais eficientes para transformar as integrais de dominio em integrais de contorno. Tal
método foi primeiramente desenvolvido para resolver problemas elastodinamicos por Brebbia e
Nardini (1983) e mais tarde foi aplicado a problemas dependente da varidvel tempo (WROBEL
et al., 1986A,B). Kamiya e Sawaki (1988) propuseram uma solu¢@o de reciprocidade dual para

problemas de flexdo de placas apoiadas em fundacdes eldsticas. Tang (1987) combinou o método
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Jaswon e Symm(1963)
- Problemas Potenciais (2D)

Equacdes integrais FI;IJ'blluzzo (%%tS)dj;"T.'A. C;']“)SC (1969)
(Fredholm, 1903) oblemas elastodinamicos (2D)

BEMI surgiu nos anos 1980...
EEE L N

Solucdes numéricas das P. K. Banerjee (1975)
Integrais de Contorno - atribuiu 0 nome " método dos elementos de contorno".
(inicio dos anos 60) (disputado por outros autores)

F. J. Rizzo (1964, paper 1967)
- Problemas de Elasticidade (2D)

Figura 1.1: Evolucdo do MEC

com ténicas da série de Fourier para transformar as integrais de dominio de uma série de problemas

em integrais de contorno.

A partir do final da década de 90, o Método da Reciprocidade Dual e, posteriormente, o
Meétodo da Integracdo Radial, tiveram grande contribuicdo com os critérios previstos no trabalho

de Partridge (2000) para selecao de fun¢des de aproximacao.

A eficiéncia computacional do método dos elementos de contorno (MEC) estd bem consoli-
dada nos dias de hoje, principalmente, devido a reducao da ordem do sistema final de equagdes, da
simplicidade da malha e da boa precisdo dos resultados para dominios infinitos e regides de concen-
tracdo de tensdes. Nesses casos, 0 método tem apresentado grandes vantagens em relag@o a outras
técnicas numéricas. Tem-se uma vasta bibliografia publicada na drea (BREBBIA E DOMINGUEZ,
1989; DOMINGUEZ, 1993; KANE, 1993; ALIABADI, 2002; WROBEL E ALIABADI, 2002).

1.5 Estabilidade de placas usando o método dos elementos de contorno

As solugdes fundamentais para problemas de estabilidade de placas sao dificeis ou até mesmo
impossiveis de serem encontradas. E por esse motivo que as solucdes fundamentais de flexdo de
placas sao usadas como solu¢des fundamentais desses problemas. Como consequéncia, as integrais
de dominio aparecem na formulagdo, o que pode resultar na solu¢do de um problema combinado
contorno-dominio. Neste caso, 0 método retém as suas principais vantagens no que diz respeito a

precisdo e eficiéncia computacional, mas perde a sua principal caracteristica que € a inexisténcia



de integrais de dominio.

A primeira solugao integral do problema de flambagem linear de placas € atribuido a Niwa
et al. (1974). Eles usaram uma aproximagao indireta para solu¢do de problemas de flambagem de
placas uniformemente carregadas em seu plano. Mais tarde, Bezine (1983), e em seguida, Costa
e Brebbia (1985) usaram o método direto para obter a formulagdo geral do problema. A imple-
mentacdo numérica requer uma discretizagdo do dominio em trés curvaturas como incognita em
cada n6 do dominio. Syngellakis e Cherukunnath (1987) eliminaram as curvaturas da integral de
dominio e apresentaram uma solucio que requer um modelo de deflexdo no dominio. Alguns tra-
balhos apresentaram solucdes de problemas de grandes deflexdes pelo método dos elementos de
contorno considerando ndo-linearidades induzidas principalmente por cargas laterais (KAMIYA E
SAWAKI, 1982; KATSIKADELIS E NERANTZAKI, 1985). Tanaka (1983) apresentou uma formu-
lacdo integral de forma incremental das equagdes acopladas de Von Karman. Elzein e Syngellakis
(1989) consideraram o problema de placas com imperfei¢cdes, carregadas no seu préprio plano e

usou elementos do dominio (células) de alta ordem para obter as aproximagdes das curvaturas.

No caso de andlise de placas anisotrépicas, algumas aplicagdes do MEC comecaram a surgir
na década de 80. Wu e Altiero (1981) apresentaram a solucdo fundamental anisotrépica para placas
numa aplicagdo do método indireto dos elementos de contorno. A mesma solucdo fundamental
foi usada por Shi e Bezine (1988) e Rajamohan e Raamachandran (1999) na andlise de placas
anisotrépicas pelo método direto dos elementos de contorno e pelo método de simulagdo de carga,
respectivamente. Na mesma linha dos trabalhos anteriores, Albuquerque et al. (2006) apresentaram

uma andlise de flexdo de placas em compdsitos laminados.

Atualmente, as duas alternativas para se tratar as integrais de dominio em problemas de es-
tabilidade de placas sao o método dos elementos de contorno de reciprocidade dual (BREBBIA E
NARDINI, 1983) e o método da integracao radial (GAO, 2002; ALBUQUERQUE et al., 2007).
Nestas formulagdes sdo usadas as solucdes fundamentais de placas para uma parte da equagdo gov-
ernante do problema, sendo que a parte restante sdo consideradas forcas de corpo. As integrais de
dominio provenientes das forcas de corpo sdo transformadas em uma soma de integrais de contorno.
A primeira aplicacdo do método dos elementos de contorno de reciprocidade dual (MRD) para o
tratamento de problemas dindmicos em materiais anisotropicos foi proposta por Schlar e Partridge
(1993) para problemas estaciondrios tridimensionais e por Albuquerque et al. (2002) para prob-
lemas transientes bidimensionais. Além destes trabalhos, 0 MRD também foi usado para andlise
materiais anisotropicos por Albuquerque et al. (2003a,b, 2004) e Kogl e Gaul (2000, 2003).
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1.6 Descricao do presente trabalho

Este trabalho apresenta uma formulacgdo original do método dos elementos de contorno para
a andlise de estabilidade de placas isotrépicas e anisotropicas. Na formulacido proposta para o
método, ndo se faz necessaria a discretiza¢do do dominio, como € o caso quando se usa células, nem
as solugdes particulares das equagdes diferenciais, como acontece no caso do método da recipro-
cidade dual. Isto torna a formulagdo proposta diferente das formulacdes existentes de elemento de
contorno aplicado a analise de estabilidade estrutural. O método € aplicado a um problema impor-
tante em engenharia computacional que € a estabilidade de placas perfuradas ou ndo perfuradas.
O desempenho e a precisdao dos resultados numéricos apresentados no presente trabalho € anal-
isado pela comparagdo com resultados experimentais, analiticos € numéricos obtidos na literatura
e com resultados numéricos obtidos usando-se o método dos elementos finitos. A formulagdo do
método de elementos de contorno para o caso de andlise de estabilidade de placas isotrépicas e
anisotrdpicas se resume em um problema simples de autovalor e se constitui em grande vantagem
se comparada ao método dos elementos finitos. Além disso, somente 0 contorno € poucos pontos

internos sio necessdrios na discretizacdo do problema.

O presente trabalho € disposto em 6 capitulos.

No Capitulo 2 € apresentada a teoria da flexdo em placas finas (placas de Kirchhoff).

No Capitulo 3 € € apresentada a teoria cldssica de estabilidade de placas, bem como as
equagdes diferenciais que descrevem o problema de flambagem linear de placas carregadas em
seu plano. As solugdes desses problemas sao formuladas como um problema de valor de contorno,
comegando pelas hipoteses de Kirchhoff e os problemas de estabilidade de placas isotropica per-
furadas e ndo perfuradas, bem como sao apresentados resultados numéricos obtidos com as rotinas
implementadas para diferentes condi¢des de contorno e sdo feitas comparagdes com resultados

analiticos e numéricos disponiveis em literaturas.

No Capitulo 4 € descrita a formulacdo do método dos elementos de contorno para elasticidade

plana, considerando o material como anisotrépico.

No Capitulo 5 € apresentada uma andlise de estabilidade de placas finas anisotrépicas com

e sem furo, bem como a sensibilidade do método ao nimero de pontos de integracdo, para placas



anisotrépicas com furo. Também € estudado o comportamento dessas placas para diferentes excen-
tricidade do furo. Sdo apresentados os resultados numéricos obtidos com as rotinas implementadas

e sao feitas comparagdes com resultados analiticos e numéricos, quando disponiveis em literaturas.
Por fim, no Capitulo 6 sdo apresentadas as consideragdes finais e conclusdes obtidas através

da anélise dos resultados apresentados. Também sdo citados temas do presente trabalho que ainda

demandam pesquisa.
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2 Placas de Kirchhoff

2.1 Teoria da Flexao em Placas Finas

As placas sdo elementos estruturais limitados por duas superficies planas e paralelas Figura

2.1 distanciadas entre si por uma espessura t.

Z

Figura 2.1: Placa Fina.

No caso da dimensdo da espessura ser muito menor que as dimensdes das superficies planas
limitantes, as placas sdo designadas por placas finas. O plano equidistante das superficies planas
externas € designado por plano médio da placa. Considerando as propriedades do material, uma
placa pode ser anisotrépica, com diferentes propriedades em diferentes direcdes, ou isotrdpica,
com propriedades iguais em todas as direcdes. Dependendo de sua espessura, uma placa pode
ser considerada fina ou espessa. Neste capitulo, serd desenvolvida a formulagdo do método dos
elementos de contorno para placas finas isotropicas. A teoria de flexdo em placas finas estd baseada

nos seguintes pressupostos:

1. Os pontos pertencentes a normal ao plano médio da placa antes da deformacado permanecem

normal a superficie média fletida.

2. A tensdo normal o, na dire¢do normal ao plano médio é desprezivel.
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2.2 Relacoes basicas para placas finas

Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos ja definidos. A Figura 2.2 mostra
este elemento com um estado de tensdes agindo nele e uma forca distribuida aplicada em sua

superficie.

Figura 2.2: Tensdes em um elemento de placa

Integrando as componentes de tensdo ao longo da espessura da placa podemos definir os

momentos e forcas (Figura 2.3):

t/2

My :/ o.2dz, 2.1)
—t/2
t/2

My :/ oyzdz, (2.2)
—t/2

12



Figura 2.3: Forcas e momentos em um elemento da placa

Do equilibrio de for¢cas e momentos, podemos escrever:

9z  Oqy

D7 + B +g=0,
Oomy, — Omy, e =0
Ox dy v
om, — Omy, B
oy or T 0
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2

onde as unidades de forga distribuida g é dada em N.m™“, o momento m é dado em N.m e o

esforco cortante ¢ é dado em N.

Considere as posig¢des inicial e final de um elemento da placa dado por abcd paralelo ao plano
médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distancia z do plano

médio (Figura 2.4).

av
Vo+—d
+ G Y
au
U+ —dy
LY N !‘ay
< > =
A d’"
Y d C
A
b r
d—"' F'y
a’ z
P 3 Vo + —g; dx
Vo
Y ¥ Y
a b
el d;\' |l -
Uuo + -”]i dx
ax
>
X

Figura 2.4: Deformacdo em um elemento da placa.

Assumindo que, durante a flexdo da placa, os pontos a, b, ¢ e d, movem-se para a’, b/, ¢ e
d’, chamando as componentes de deslocamento u € vy do ponto @ nas dire¢oes x e y (Figura 2.4),

respectivamente, o deslocamento do ponto b na direcao = é dado por:

B~ by =+ i 2.9)
ox

Entdo, o incremento do comprimento dx na direcdo x € dado por:
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ou

Adxr = —dx, (2.10)
ox
e a deformagdo na direcao x é dada por:
Adr  Ou
= —— = —. 2.11
© dx ox @11

Da mesma forma, podemos escrever:

e, = g_Z’ (2.12)
ou Ov

A Figura 2.5 mostra as posicoes inicial e final de uma secao da placa, paralela ao plano zz,
que contém os pontos a, b, n; e no. A rotacdo do elemento any, inicialmente na posi¢ao vertical,
¢ igual a g—t’; (Figura 2.5). Entdo, o deslocamento do ponto na direcdo x, a uma distancia z da

superficie média pode ser escrita como:

U= —7— (2.14)

v=—2—. (2.15)

Substituindo as equacdes (2.14) e (2.15) nas equagdes (2.11), (2.12) e (2.13) pode-se escrever:
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0w
Ex = _ZW ZRg,
0w
Ey = —2,’a—y2 Z/ﬁ]y7
0w
Yy = _QZ@x—ay = ZRgy- (216)
onde kg, Ky € Ky S0 as curvaturas da placa dadas por:
82
K e
— &
Ky = — 8—;2“ (2.17)
&%w
Kay 2(%081/

As tensdes nas placas podem ser determinadas a partir da Lei de Hooke:

v (51 + l/€y>,

o, = U(ey + ve,), (2.18)
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Toy = GVay-

Onde:

E = médulo de elasticidade longitudinal;
v = coeficiente de Poison;

GG = médulo de elasticidade transversal;

Sendo:

E
2(1+v)

Substituindo-se, nas expressdes das componentes de tensio,(2.18), as componentes de defor-

macao (2.16), obtém-se:

E J*w

Op =

0*w

11— 1/2<8x2
E J*w

O'y:

Vo )%

9*w

Ty

_1—1/2(8y2 *

2G

y(?a:Q )7

0*w

Oxdy =

(2.19)

Substituindo em (2.1), (2.2) e (2.3), os valores das componentes de tensdo por suas expressoes

2.19, obtém-se:

0w
e =D (a—

17
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2 2
my = —D (a_w + ua—w> 2.21)

Oy? 0x?
*w
o —my, = -D(1— 2.22
m Y my ( V) 3x3y ( )
onde D = 5

Substituindo as equacdes (2.20), (2.21) e (2.22) nas equacdes (2.7) e (2.8), pode-se escrever:

0 (0w J*w

& = ~Dy- <_a:c2 +_8y2)’ (2.23)
0 (Pw *w

W = Py, (3902 " 0y2>

(2.24)

Isolando ¢, e ¢, nas equacdes (2.7), (2.8) substituindo seus valores em (2.6), usando as

equagdes (2.20), (2.21), (2.22), tem-se a equacdo governante de flexao de placas finas, dadas por:

O*w 0w 0w g
-2 =—= 2.25
ox4 0x?0y? * oy* D 2.25)
que também pode ser dado por:
AA(w) = —Z (2.26)
D

onde:
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A=_—+— (2.27)

€ o operador laplaciano.

2.3 Transformacao de coordenadas para momentos e forcas cortantes

As componentes de tensdo o, € 7,5, tensdes normal e cisalhante, respectivamente, estao rela-

cionadas com as tensoes o, 0, € T, POr:

0, = 0ycosia+ oy sin? o + 2T,y SIN (x COS @, (2.28)

2o —sina). (2.29)

Tns = (0, —0y)sinacosa + 74, (cos

onde « é o angulo entre os eixos n € .

As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos z e y, podem agora
ser reescritas em um sistema de coordenadas genérico n, s (PATVA, 1987). Os momentos fletores

referentes as direcdes n e s sdo dados por:

M, = mycos®a + my sin? o + 2myg, sin o cos (2.30)

Mps = (M, —my)sinacosa + my,(cos* a — sin® ). (2.31)

Similarmente, ¢,, a forca cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:
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qnds = gzds cosa + gyds sin o, (2.32)

ou

(n = Gz COS (¥ + @y SIN . (2.33)

Com o objetivo de resolver a equagdo diferencial da placa dada por (2.25), € necessdrio a
imposi¢do das condicdes de contorno para o deslocamento w e sua derivada g—ﬁj. Kirchhoff (1950)
mostrou que as condi¢des de contorno da forga cisalhante ¢, € momento volvente m,,; podem ser

escritas como uma tnica condi¢do dada por:

VnZQn+

(2.34)

A outra condi¢@o de carregamento no contorno € 0 momento 77,.
2.4 Formulacao integral

Usando o teorema de Betti (KANE, 1993), podemos relacionar dois estados de tensao-

deformacgdo de um material linear como:

/S;O';(jEide:\/QUij{fzde. (235)

Escrevendo o lado direito da equacao (2.35) na notagdo de von Karman, temos:

/ €AY = / (008s + 0yl + 0265 + TayVay + TozVax + Tyz7y) dS2. (2.36)
Q Q
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Desconsiderando as tensdes normais a superficie média da placa, a equacdo (2.36) é escrita

como:

/ €AY = / (%82 + oye, + Txy'y;y) ds. (2.37)
Q Q

Substituindo as equacdes (2.16) e (2.19) na equacgdo (2.37), pode-se escrever o primeiro termo

da integral do lado direito da equacdo (2.37) como:

. E J*w OPw . Pw*
/QUI%CZQ B /Q L - V2(8x2 * V@yg) O0x?
E 0w 0w w* *w Pw*

102
+ 1 —1/2(8332 +V8y2) oy? + Gaxayaxﬁyz

ds. (2.38)

Integrando (2.38) ao longo da espessura da placa, tem-se:

0w *w  O*w* 0w *w 0*w*
2E5d) = | D D
/Qoa‘r [ (8x2+]/8y2>8a:2 + (3x2+yﬁy2>8y2
O*w* *w* o*w*
Q—— T, Y om,, S aa.
/Q(mﬂﬁ 5 T o T )
(2.39)

+2D(1 —v)

Pw O*w*
27l d
0x0y 0xdy

Para obter as equagdes do método dos elementos de contorno, € necessario transformar as
integrais de dominio em integrais de contorno. Considere duas fung¢des f(x) e g(z). A derivada de

seu produto pode ser escrita como:

=l F @) = =5 2 g(w) + L (@), 240
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Usando a propriedade de derivacdo (2.40) na equagdo (2.39), pode-se escrever:

.0y 0 ow* ow* Om,
/anade = —/Q [8x (mx o ) ~ o7 2 1 dSQ. (2.41)

Usando o teorema de Green ((KANE, 1993)), a equacao (2.41) pode ser escrita como:

/ etdQ = — mxaaicos adr + [ 20me 4o (2.42)
Q

Aplicando a propriedade de derivacdo (2.40) no segundo termo do lado direito da equacio
(2.42), tem-se:

/azazdﬂz —/mx
Q r

Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

ow* o ( ,0my L0%my,
pe cosowil“—i—/Q L‘?—x <w o ) —w 927 } dS). (2.43)

ow* om, 0*m,
/ 0E,d) = / —mgcl cosa + w*ﬂ cosa | dl' — / w”* m dsQ. (2.44)
Q r afﬂ 31’ Q 31‘2

Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:

ow* om 0*m
o,ed) = / (—m ——sina + w*—~sin a> dl’ — / w* YdQ, (2.45)
/Q o r ! oy dy Q dy?
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/ S / ow” Cos Our sina + <Oy sin a+
Ty Yoy A2 = — Mgy —— COS AU — Mgy —— SIN Q¢ + W ina
Q v'Vay r Y 0y Y Oz Ox

2
w”* Oy cosa | dl' — / 2w* O My dsd. (2.46)
Q 0x0y

Assim, a equacao (2.37) € escrita como:

. ow* ow* | ow*
aijeide =— My —— COS O + My —— SIN O + My —— COS A+
0 r O dy dy

ow* . . Oomy, — Omy, . Omy  Omyg,
mxy%sma) dF+/Fw {(cosoz o + dy )(sma dy + o )] dl’

0?m 0?m, P?m
* 42 =l Y1) do. 2.4
/Qw ( 0x? * 0xy * 0y? )d 247)

Substituindo as equacdes (2.7) e (2.8) e usando a equagdo (2.33), a equacgdo (2.47) pode ser

escrita como:

* *

. ow* ow* .
az-jaide = — My —— COS ¢ + My —— SN & + My —— COS -+
0 T Ox dy dy

mwyaa% sin a) dar +/w*qndF+ /ng*dQ. (2.48)
r

Da relagdo entre dois sistemas de coordenadas (z,y) e (n, s), tem-se:
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ow*  Jw* ow*

9 — on cosa — 95 sin «,
ow*  ow* ow*
;g); = 8117; sin o + au; Cos Q. (2.49)

Substituindo as equacdes (2.49) na equagido (2.48), tem-se:

/ -4€*dQ——/ My COS v aw*cosa—aw*sina +
QJU CA S on 0s

. ow* . ow* ow* . ow*
my, Sin & sin « + Cos Qv | + Mgy COS sin o« + cosa | +
on S on s
ow* ow*
Mgy SID ¢ v cos o — o sina | | dI' + / w*q,dl’ + / qw*dS2. (2.50)
8” 68 r Q

Depois de algumas manipulacdes algébricas, a equacao (2.50) pode ser reescrita como:

ow*
/ aijsjde = — / { (mw cos? o + my sin? o + 2M g,y SIN (v COS a) +
Q T 371

aais [mxy (0052 a — sin? a) + (m, —m,) sin o cos a] } dl' +
/ W gdl’ + / gw*dQ. (2.51)
r Q

Substituindo as equagdes (2.30) e (2.31) na equacdo (2.51), tem-se:

/ ;€A = —/ (mn%in + mns% - qnw*) dl’ + / gqw*dSQ. (2.52)
Q T Q
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Calculando o segundo termo, usando integracao por partes, da primeira integral do lado dire-
ito da equacdo (2.52), temos:

L2 om
- / " ¥ dl (2.53)
T 85

I'1

a *
/mnsidf = My W"
r 83

onde I'; e I'5 s@o as coordenadas dos extremos do contorno onde a integracao estd sendo realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto €, a fun¢@o que descreve a curva de contorno
e suas derivadas sdo continuas, o primeiro termo do lado direito da equacao (2.53) desaparece. No

caso onde hé cantos, a equagdo (2.53) pode ser escrita como:

ow* e om
ns dl' = — Rc- Z - - *dF, 2.54
JEES T L & 234
onde
R., = mf{si — My (2.55)

e 0s termos w,, M.’

ns;?

m,s. S0, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos depois

e antes do canto ¢ da placa (Figura 2.6), N, € o ndmero total de cantos no contorno (PAIVA, 1987).

Das equacdes (2.52) e (2.54), pode-se escrever:

ow*  Om Ne
eldQ = LW — My, —— “Ew* ) dl R.w “dQ). 2.56
[ouein= [ (o -2 i S [ s

i=1 Q

Das equacdes (2.56) e (2.34), tem-se:
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y
Z .
AN
AN
AN
\\

N P S

\ < n
~N\TI'=s i/ _
b __J _____ - mnsi
L Jud
y 4 /4
n +
mnsi
Figura 2.6: Canto ¢ do contorno da placa.
ow* e
0;65:d) = / (Vnw* - mn—) dl’ + R.w. + / qw*dSQ. (2.57)
/Q Y r on 121 "o Ja

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obter a equacdo (2.57), o lado esquerdo

da equacdo (2.35) pode ser escrito como:

ow Ne
;i€ dSd = Viw —my,— | dT R} w,, *wdS. 2.58
Laljgj /F( nw mnaﬂ) +ZZI clwz—i_/ggw ( )

Substituindo as equacdes (2.57) e (2.58) na equacgdo (2.35), pode-se escrever:
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ow* Ne
* —my,— | dl’ W *dQ =
/F<Vnw My, o ) d +;Rclwci+/ﬂgw d

Nc
/ Viw — mza—“’ dl+> " Riw,, + / g wds). (2.59)
r on —~ 7 Ja

A equacdo (2.59) relaciona dois estados de um material eldstico. Para aplicar esta equacao
para resolver problemas de flexao, precisa-se considerar um dos estados como conhecido e o outro
como o estado que queremos analisar. Para obter a equacdo integral de contorno, o estado conhecido

€ ajustado para que a integral de dominio dada por 2.60, seja nula:

/ g wdS? (2.60)
Q

Usando as propriedades da func@o delta de Dirac 6(P, @), de forma que ¢* = J§(P,Q), a
integral (2.60) € escrita como:

/Q 5(P.Q)u(P)dAP) = w(Q), 2.61)

onde () é o ponto onde a carga € aplicada, conhecido como ponto fonte, e P € o ponto onde o
deslocamento € observado, conhecido como ponto campo. O estado correspondente a um material
linear sob carregamento de uma fun¢do delta de Dirac é conhecido como um estado fundamental
e as varidveis da equacdo (2.59) relacionadas a este estado (w*,V,* e m)) sd@o conhecidas como

solu¢cdes fundamentais, as quais s@o calculadas analiticamente a partir da equacao (2.25).

Considerando o estado * como o estado fundamental, a equacao (2.59) pode ser escrita como:
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Ko@)+ [ V@ PP - my@. Py arr

[ @.p - m@

/ b(P)w*(Q, P)dS. (2.62)
Q

(QP} +ZRCZ 1(Q,P) +

A equacido (2.62) € a equacdo de placas finas para deslocamentos em pontos do dominio da
placa. Esta equacdo fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio da placa a partir das
cortantes equivalentes (V},), momentos de flexdo na dire¢do normal (m,,), reacao de canto (R,,),

deslocamentos (w) e rotagdes em relagdo a normal (Ow/dn) conhecidos no contorno.

A constante K € introduzida para se considerar que a funcdo delta de Dirac pode ser aplicada
no dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a fun¢do delta de Dirac € aplicada em um ponto
onde o contorno é suave, entdo K = 1/2. As varidveis da equagao (2.62) sdo deslocamentos w(P),

rotagdes d’g( ) momentos m,(P), e forcas V,,(P). Para uma dada condi¢do de contorno, algumas

destas varidveis sdo conhecidas e outras desconhecidas. Para se ter um nimero de equacdes igual
ao numero de varidveis desconhecidas, € necessario escrever a equacao integral correspondente a
derivada do deslocamento w(()) em relagdo ao sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto
de origem, isto €, o ponto onde o delta de Dirac do estado fundamental € aplicado. As dire¢des
dos eixos deste sistema de coordenadas sdo coincidentes com as dire¢cdes normal e a tangente ao
contorno no ponto de origem. Para problemas de flexdo em placas isotrdpicas tem-se que a equagao
integral de contorno escrita em termos de quatro valores de contorno bdsicos, isto €, deflexdo w, in-
clinac@o da normal Ow/dn, forga cortante V;, e momento fletor m,,. Em um problema bem colocado

dois destes quatro valores sdo incognitas do problema e dois sdo condi¢des de contorno conhecidas.

Pode-se verificar que num problema de flexdo em placas isotrépicas hd sempre duas incog-
nitas a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a solucdo do

problema requer que uma segunda equacgdo seja estabelecida.

A segunda equacdo integral de contorno € obtida da derivada da equacao (2.62) em relagdo a

direcdo n; normal ao contorno no ponto fonte e também corresponde a solucdo do bindrio unitério.
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Esta equacdo € dada por:

3oy [ NS5 @ Putr) - QP )| ) +
oR* w* w*
Z Q. Phue(P) = [ {5 @ P w55 @.p)| are) +
Cl ow*
ZRQ Q P) + /Q b(P) . (Q, P)ds2. (2.63)

Encontra-se na literatura formulagdes de elementos de contorno que usam apenas a equagao
(2.62). Neste caso, os pontos fontes sdo os nés do contorno e um niimero igual de pontos externos
ao dominio do problema (RAJAMOHAN E RAAMACHANDRAN, 1999).

2.5 Solucao fundamental de deflexao para uma carga pontual

A solu¢do fundamental € a resposta a aplicagdo de um carregamento unitario pontual em
um meio eldstico infinito cujas propriedades eldsticas sdo as mesmas do componente que se quer
analisar. No caso particular de placas, a solucao fundamental é dada pelo deslocamento w em um
ponto P qualquer do dominio, chamado de ponto campo, devido a aplicagdo de uma carga unitaria

¢ em um ponto () qualquer, chamado de ponto fonte (Figura 2.7).

YA P (JC,‘ })

Q(xo > J”o )

“y

Figura 2.7: Solucdo fundamental
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A solugdo fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas € calculado fazendo o

termo ndo-homogéneo da equacdo diferencial (2.25) igual a uma forca concentrada dada por uma

func¢do delta de Dirac 0[z — x(q),y — y(q)], isto é:

AAw* = 6[x(p) — z(q), y(p) — y(q)],

onde A € o operador diferencial:

0? 0?
e o

A solucao fundamental do deslocamento transversal € dada por:

onde

p =z —2)" + (y — o),

x e y sdo as coordenadas do ponto campo P, xq € yy sdo as coordenadas do ponto fonte (),

2.6 Elementos Quadraticos

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

Uma vez que é muito dificil encontrar solucdes analiticas gerais para as equacoes integrais

de contorno (2.62) e (2.63), torna-se necessario o uso de solu¢des numéricas. Quando solugdes

numéricas sdo usadas, o contorno é aproximado por elementos discretos. Estes elementos discretos

sdo chamados elementos de contorno.
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Considere a Figura 2.8 onde o contorno de uma placa é aproximado por uma série de seg-
mentos (elementos de contorno) I';, cujo nimero e forma s@o escolhidos para representd-lo ade-

quadamente.

Figura 2.8: Dominio bidimensional dividido em elementos de contorno.

A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos chamados nds ou pontos nodais
e os valores das variavéis associadas a eles sdo denominados valores nodais. Os deslocamentos e
esfor¢os ao longo de cada elemento serdo aproximados por fun¢des polinomiais em funcao das

quais € definido o nimero de pontos nodais do elemento.

Visando aumentar a convergéncia dos resultados para a formulacao apresentada aqui, foram
implementados os elementos quadraticos, os quais sdo os mais simples capazes de representar
qualquer contorno curvo. Como a formulacio tem integrais com integrandos singulares, estas in-
tegrais precisam ser calculadas no sentido de Cauchy, no caso de singularidades fortes, ou no sen-
tido de Hadamard, no caso de hipersingularidades. A integracdo no sentido de Hadamard requer
a continuidade de Holder nos nds. Devido a esse fato, os elementos descontinuos sao fortemente
indicados. Neste trabalho sdo usados os elementos quadriticos descontinuos para representar os

elementos fisicos e os elementos quadraticos continuos para representar os elementos geométricos.

Nos elementos quadréticos, os deslocamentos e as for¢as podem ser representados como:
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w | NP o NP 0 NP0 w® (2.68)
Bu o NP o NP o NP |) n® '

{Vn }: [Nél) o NP o NP o0 ] v 269

- 0 NY 0 NP o NO|] m®

o

m®

Nos elementos quadriticos descontinuos os nds sdo colocados em £ = —2/3, & = 0e { =

+2/3, como mostrado na Figura 2.9. As fun¢des de forma sdo dadas por:

Elemento
Real

Coordenada Isoparamétrtica ]

1 2 3
@ ® S —

1 V 0 23 1 &

Elemento Intrinseco

Figura 2.9: Elemento quadratico descontinuo.
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9 3
N = §<§§—1>; (2.70)
NP = (1—26) (1+;€>; (2.71)
9 3
N 5(?&1), 2.72)

onde £ € a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 2.9).

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadrética e é representada por

coordenadas nodais na forma:

Ly
e
ol [ NP o0 NP0 NP0 ¥ 073
s o NY o NP o NP|) ! '
e
2
3
)
porém, utilizando as funcdes de forma para elementos quadréticos continuos dadas por:
m _ 1
N = e 1) (2.74)
NP = (1-¢%); (2.75)
3 _ 1
N = 55 (E+1). (2.76)
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2.7 Equacao matricial

Com o objetivo de calcular as varidveis de contorno desconhecidas, o contorno I' é dis-
cretizado em NV, elementos de contorno quadraticos e as varidveis de contorno w, dw/dn, m, e V,,
sdo interpoladas ao longo de cada elemento. Tomando um né d como o ponto fonte, as equacdes

(2.62) e (2.63) podem ser escritas na forma matricial como:

w®D )
ow (i,1)
w@ N, (4,d) (3,d) (3,d) (3,d) (i,d) (i,d) on i 9
1 I hit” his” hig’ hig higo hig w(Z’ )) B
id id id id id id w (0,2 =
2] s [ S| LAY B5Y hGY nGY ng? Y || %
onq w(i,3)
ow (1,3)
\ On )
( VTSLl) 3
mg’l)
Ne id id id id id id 0,2
Z Qj(u ) 952 ) 953 ) 954 ) 955 ) 9§6 ) Vn( ) i
id id id id id id 0,2
i—1 951 ) 9&2 ) 953 : 954 : 955 : 956 : 51 :
751‘,3)
mﬁf’?’)
\ )
N (3,d) Ne (4,d) (d)
R 4 c , P
(@) 1 (@) 1
; w, + s R, + . 2.77)

Os termos da equagdo (2.77) sdo integrais dadas por:
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872,1
%
hs? = / N® = gr
T; 5711
hh = / N@ WV g
T; (971
gD = [ NWy*dr,
T
g5? = [ N®uwdr,
I

=— / NSm*dr,
T

Q) _ _/ N
r;

Wi =~ [ N
r;

Wy == [ N
I

Wi = [
r;

W = [
I;

@m*dr,

G mdr,

9 1
q ’

@9 g
nq ’

(@%dn

i) _ _ [ N0 op
912 /Fl on )

i,d
9%4 )= / N
r;
gie” = / N
922 = / N
924 / N
_ / N
r;
(3,d) _ awcz
< 877/1 ’
; OR},
R(Z,d) Cc1
2 anl ’
8w
P _
2 0711

ow*
@ Z_4r
on

(€) il Ow* dr,

m_0 9m,
(9n1 877, ’

(2 a 5mn

—=dl’
8n1 871 ’

(3 0 9my,

dl’
ony On

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)



sendo o contorno I' dado por:

I = Z r., (2.93)

onde, N, é o numero de elementos.
O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equacgdo (2.77) requer o uso do

jacobiano, ja que as funcdes de forma sdao expressas em termos da coordenada adimensional e as

integrais sdo resolvidas ao longo do contorno I'.. O jacobiano desta transformacgado € dado por:

dzi\? dzs\?  dl,
. ¢ (o) s () e o.om

Assim:

dr, = J(£)dE. (2.95)

A equacdo matricial (2.77) tem duas equacdes e 6N, + N, varidveis desconhecidas. Para
se obter um sistema linear soluciondvel, o ponto fonte é colocado sucessivamente em cada no
do contorno (d = 1,...,6N,) bem como em cada né de canto (d = 6N, + 1,...,6N, + N,). E
importante notar que enquanto ambas as equagdes, (2.62) e (2.63), sdo usadas para cada né de
contorno (fornecendo as primeiras 6N, equacgdes), somente a equacdo (2.62) € usada para cada

canto (fornecendo outras /N, equacdes). Entdo, a seguinte equagdo matricial € obtida:

H R][w.,) [ C
H' R/ W, - (el o4

onde, wy,, contém o deslocamento transversal e a rotagdo de cada né de contorno, Vy,, contém a

{ V,, V. }+{ I;’” } (2.96)
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forca cisalhante e 0o momento torsor de cada n6 de contorno, Py, contém a integral de dominio para

cada n6 de contorno, w. contém o deslocamento transversal de cada canto, V. contém a reacdo de

canto para cada canto, P. contém a integral de dominio para cada canto. Os termos H', C’, R’ e

G’ sdo matrizes que contém os respectivos termos da equagao (2.77) escritos para os N, nés de
1 " 1" " ~ . , . . .

contorno. Os termos H , C', R* e G sdo matrizes que contém 0s respectivos primeiros termos

da equacao (2.77) escrita para os N, cantos.

A equacio (2.96) pode ser reescrita como:

Hw = GV + P, (2.97)
onde,
H R
H— , (2.98)
H// R//
Wi
W = { } : (2.99)
W
G C
G = : (2.100)
G// C//
A\
V:{ b } (2.101)
V.
Py,
P:{ b } (2.102)
P,

Para resolver a equacgdo (2.97) € necessdrio levar em conta as condi¢des de contorno.
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2.8 Transformacao das integrais de dominio em integrais de contorno

A aplicagdo do método dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que a solucao
fundamental para o problema em consideracdo seja conhecida. Essa solucdo fundamental deve
levar em conta todos os termos da equacdo governante de forma a obter uma formulagdo onde
apenas o contorno ¢é discretizado. Quando isso ndo for possivel, os termos ndo considerados na
obtencdo da solu¢do fundamental produzirdo integrais de dominio que preferencialmente, devem
ser transformadas em integrais de contorno. A primeira alternativa é fazer a transformacdo exata
da integral de dominio em integral de contorno. Pérem, isto s6 € possivel quando os termos nao
considerados sao funcdes apenas da geometria (carregamento distribuido, por exemplo). A segunda
alternativa € transferir os efeitos da integral de dominio para o contorno usando-se o método de
elementos de contorno de reciprocidade dual ou da integracdo radial. Estes procedimentos sdao
mais gerais e podem ser empregados para quaisquer termos. No caso deste trabalho, as integrais
de dominio provenientes da carga distribuida serdo transformadas em integrais de contorno por

transformacao exata.

Como pode ser observado nas equacdes (2.62) e (2.63), ha integrais de dominio na formu-
lagdo devido a carga distribuida no dominio e aos termos de inércia. Estas integrais podem ser
calculadas por integragdo direta, através de células, na drea €2, (veja Figura 2.1). Contudo, a for-
mulacdo dos elementos de contorno perde seu principal atrativo que € a discretizacdo somente do
contorno. Neste trabalho, as integrais de dominio oriundas das cargas distribuidas sdo transfor-

madas em integrais de contorno por uma transformacao exata.

Considere a placa da Figura 2.1 sob um carregamento g aplicado em uma drea €2,,. Assumindo
que o carregamento ¢ tem uma distribui¢do linear (Ax + By + C') na drea (), a integral de dominio

pode ser escrita como:

J

gw*dS) = / (Az 4+ By + C)w” pdpd®, (2.103)
Qg

9

ou
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/ gw*dQ:// (Az + By + C)w* pdpd®, (2.104)
Qq 9Jo

onde, r € o valor de p em um ponto do contorno I';.

Definindo F™* como a seguinte integral:

F* = / (Az + By + C)w”* pdp, (2.105)
0

pOdC-SC €screver:

/ qw*d) = / F*df. (2.106)
Q, 0

Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 2.10), a relagdo entre o comprimento do

arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI’, pode ser escrito como:

cosa = d_1%> (2.107)
5
ou
a0 = 22%ar. (2.108)
T

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitdrios n e r, indicados na (Figura

2.10), podemos escrever:

n.r

df = —dr. (2.109)
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Figura 2.10: Transformagdo da integral de dominio em integral de contorno.

Finalmente, substituindo a equacdo (2.109) na equacdo (2.106), a integral de dominio da

equacdo (2.62) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

J

F*
gw*sz/ —n.rdl. (2.110)
Fg r

g

Sabendo que

xr = pcosb (2.111)
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y = psin. (2.112)

Seguindo um procedimento similar para obter a equacdo (2.105), o termo de dominio da

equacao (2.63) pode ser escrito como:

ow*

de, (2.113)

onde

*

" ow
= Az + B
G /D( T+ y+(])@n1

pdp (2.114)

Embora neste trabalho as cargas de dominio sdo consideradas como linearmente distribuidas,

o procedimento apresentado nesta se¢ao pode ser estendido para outras cargas de ordem superior.

O ultimo termo da equagdo (2.63) pode ser transformado de uma integral de dominio para

uma integral de contorno, seguindo um processo similar. Entdo:

2, %
/ 988;”2 dQ = / H*db, (2.115)

onde

2, %

w
92 pdp (2.116)

H*:/ (Az + By + C)
0
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3 Estabilidade de placas isotropicas

3.1 Introducao

Neste capitulo serd descrita a teoria classica de estabilidade de placas. O comportamento das
placas em flambagem serd primeiramente apresentado. Também serdo apresentadas as esquacoes
diferenciais que descreven o problema de flambagem linear de placas carregadas em seu plano,
comegando pelas hipdteses de Kirchhoff. Os problemas de estabilidade de placas para pequenas
deflexdes serdo formulados como um problema de valor de contorno. Também serd apresentada,
uma formulacdo de elementos de contorno para a andlise de estabilidade de placas isotrépicas sem
discretizacdo do dominio. O problema cléssico de flexdo de placas e as formulacdes de elasticidade
plana, conforme visto nos capitulos anteriores, serdo utilizados e as integrais de dominio, devidas
as forcas de corpo ndo uniformes, serdo transformadas em integrais de contorno usando o método
de integracao radial. As formulacdes apresentadas ndo requerem nem a discretizacdo do dominio,
nem as solucdes particulares do problema em questao. Os resultados numéricos de uma placa fina
sem furo e com furo retangular sdo apresentados para avaliar a precisdo do método. Os coeficientes
de flambagem, calculados utilizando a formulagdo proposta, serdo comparados com os resultados

obtidos pelo Método dos Elementos Finitos implementado no programa ANSYS.

3.2 Teoria Linear

No que se segue, as equacdes diferenciais que regem o comportamento de uma placa ho-
mogénea sdo estabelecidas assumindo-se que o material € eldstico e as relacdes deformagdo-
deslocamento sdo lineares. A carga € aplicada nas extremidades da placa, numa direccao paralela
ao seu proprio plano. Assume-se, também, que ndo ha cargas transversais e os efeitos das forcas de

corpo e tensdes térmicas sao despreziveis.

O sistema de coordenadas adotado € o cartesiano de coordenadas zyz. A placa mostrada
na Figura 3.1 tem dominio (2 e superficie de contorno I'. A dimensdo da placa na dire¢do z € a
espessura da placa h, considerada pequena comparada as outra duas dimensdes. A origem do eixo

z é tomado no plano médio indeformado da placa.
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Figura 3.1: Placa plana carregada em seu plano médio

A teoria de placas de Kirchhoff assume que as se¢Oes planas permanecem planas apds a
deformacdo e as secdes originalmente normais ao plano médio indeformado, permanecem normais
apos a deformacao. Distor¢des devidos a deformacdes por cisalhamento sdo desprezadas. Além
disso, as tensdes normais o, € as tensdes cisalhantes o, e 0, sdo consideradas muito pequenas
comparadas as outras componentes de tensdo. A deflexdo transversal w é considerada pequena
quando comparada a espessura da placa e as deformagdes de alongamento no plano médio da placa
sdo também despreziveis. Assumindo essas hipéteses simplificadoras, pode-se aplicar as relagdes

lineares de deformacdo e deslocamentos.

——l=

N
o

_1
by _

Figura 3.2: Deformacgdo de uma se¢do no plano xz
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A Figura 3.2 mostra um corte da secdo da placa no plano xz. As trés componentes de desloca-
mentos u, U, € u, sao aproximadas segundo Timoshenko e Gere (1961) e Dym e Shames (1973).
Em fungdo da pequena espessura da placa, u, é considerado constante ao longo da espessura da

placa. Nesse caso, a deflexao w do plano médio da placa descreve o deslocamento w,:

uz(2,y,2) = w(z,y) 3.1)

Dois componentes de deformagdo u, e u, sdo considerados: os deslocamentos u,, € s

devidos ao alongamento € u,, € U, devidos a flexdo.

Uy = Ugs + Ugp

Uy = Uys + Uyp (3.2)

O efeito do alongamento € devido a a¢do da carga no plano da placa. Os deslocamentos u,; €

u,s podem novamente ser assumidos como constantes ao longo da espessura.

Considerando a acdo da flex@o e a hipétese de que as se¢des planas permanecem planas, a
linha ab é deformada em a’l’, sofrem um translagio na vertical e uma rotagdo. Assim, wuy;, € Uy

podem ser expressas por:

w(z,
)
ow(z,y)
= = (3.3)

O campo de deslocamento u,, u, € u. pode agora ser descrito em termos dos pardmetros de

deformacgdo do plano médio:
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U/I<J],y,21) = uﬂ?s(xuy> - Z%‘Z‘,y}

ow(z,y)
Uy(% Y, Z) = Uys(l‘; y) - Za—y

u, = w(z,y). (3.4)
As equacdes lineares que relacionam deformacao e deslocamentos sdao dadas por:
Oy
€xx =
ox
Ou,
€py = —
vy ay
1 (Ou, = Ouy
oy = = — . 3.5
Tey =5 (83/ * 83:) (3-3)

Derivando-se duas vezes €,,, €,, € Y4y, respectivamente, em relacdo a y, x € x e y € combi-

nando essas trés equacdes, obtem-se a seguinte equacgao diferencial:

D%e D€,y 0%y
= -2 =0. 3.6
Oy? 0x? 0x0y 0 (3:6)
Rearranjando as equagdes 3.5 e 3.4, obtém-se:
Ouglry)  FPw(zy)
Con = ox o
__Ou(ey)  Puley)
Y oy y*
_ 1 (Ougs(m,y) | Ouys(z,y) Pw(z,y)
Tor = 5 ( gy os *oxdy G.7
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As equagdes que relacionam tensao e deformacao para um corpo eléstico isotropico sdo dadas

pela lei de Hooke. Nas equagdes que se seguem o, 0., € 0, $30 assumidos como zero € as

deformagdes sao dadas por:

1
€xx = E (U:E:v - Vayy)
1
Cyy = I (=VO + 0yy)
1+v
Yoy = Tgry

De outra forma, expressando as tensdes em termos de deformacdes, tem-se:

E
Opy = T2 (€a + VEyy)
E
Oyy = 1_ .2 (—V€wz + €yy)
E
Ogy = 1+ V'ny-

(3.8)

(3.9)

Como no estado plano de tensdes, € mais conveniente se trabalhar com tensdes resultantes,

conforme mostrada na Figura 3.3. As tensOes resultantes para o estado generalizado de tens@o sao

obtidas integrando-se ao longo da espessura da placa.

h/2
h/2

Nyy :/ oyydz
—h/2
h/2

Ny :/ Oy
—h/2
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Os esforgos cortantes (), e ), € os momentos fletores M,,, M,, e M, sdo definidos como

Se segue:

T Nyx
[4
Nyy

(3.11)

(3.12)

Myy

“«t—

Z
Myx Qy

Qx

Figura 3.3: Forcas, momentos e esfor¢cos cortantes no plano

As equacdes de equilibrio para um elemento de placa infinitesimal s@o dadas por:
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00 1z N 004y N 00, _0

ox y 0z
doy, Odoy, 0oy,
ox + oy * 0z 0
0o., 00, 00,
pr— . .1
o + Dy + ER 0 (3.13)

Supondo que o, € 0, sdo iguais a zero em z = £h/2 e que ndo ha esfor¢o cortante aplicado

na superficie da placa e que o, € muito pequena quando comparada com outras tensoes, as relacoes
podem ser expressas em termos das for¢as no plano, integrando as duas primeiras equacdes da

equacdo 3.13 ao longo da espessura da placa, tem-se:

ONg  ON,
+—5-=0

ox oy
ONyy,  ONy,

— = 0. .14
ox + dy 0 (3.14)

As equagdes 3.14 podem ser usadas para se obter a distribuicao de tensdes de membrana no

dominio da placa. Facilmente demonstra-se que as equagdes 3.14 sdo identicamente satisfeita pela

seguinte defini¢ao devido a Foppl (TIMOSHENKO E GERE, 1961):

O’°F
Ner = By
0’F
N,, = —
v 0xdy
0*F
Nyy — W

(3.15)

Uma vez obtida a equacdo para as tensdes de membrana, vamos manipular a tltima equacio
3.13 para encontrar as relacdoes que descrevem a flexdo na placa. Primeiramente, através da com-
binacdo da equacdo 3.12 com a equagdo 3.7 e 3.9, e escrevendo os momentos de flexdo em termos
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dos parametros de deformagdo do plano médio da placa. Os termos de alongamentos . € ;s
desaparecem durante o processo de integracdo e somente a deflexdo w do plano médio da placa,

aparece nas expressoes finais:

0%w 0%w
Mz = =D (a— %)
FPw w
= =0 (v + o)

(3.16)

_ __ER®
onde D = m
Multiplicando a equacdo de equilibrio na dire¢do z, equacdo 3.13, por z e integrando ao longo
da espessura da placa, obtém-se a seguinte equacio (considera-se que nenhuma forca cortante é

aplicada na superficie da placa).

OMy, — OMy,
Q, = + 1
* ox oy 317

Da mesma forma, para a equacao de equilibrio na dire¢ao y, equagdo 3.13, tem-se:

0, = MMy | OMyy

ox Jy

(3.18)

Entdo, pode-se combinar as equacdes 3.17 e 3.18 com a equacgdo 3.16 para expressar (), e
(), como fung¢do de w:
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Q.- D (83w PPw )

or3 + 0x0y?
P, o)

@=-D (axmy + oy? G-19

Integrando a terceira equacdo de equilibrio 3.13 ao longo da espessura e aplicando as

equacdes 3.17 e 3.18, obtém-se:

0*M, 0*M. 0*M 0*w 0%w 0w
=42 Y YW 4 Nypy— + 2N,y ——— + N,y——
0x? + 0x0y * 0y? + 0x? * Y 0x0y Ny oy?

= 0. (3.20)

Assim, substituindo as equagdes 3.16 na equacgao 3.20, obtém-se a equacao conhecida como

equacao diferencial de Navier, modificada para levar em conta as cargas no plano.

9*w 9*w 9*w
o—— + 2N, —— + N,
0x? * Y 0x0y +

4,
DV w—Nx yya—yQ.

(3.21)

A equacdo 3.21, combinada com as correspondentes condi¢des de contorno, as quais veremos
a seguir, pode ser usada para solucdo de problemas de estabilidade de placas finas.
A carga critica de flambagem ¢ definida como a menor carga que aplicada a estrutura causa

uma configuracdo de instabilidade em flambagem. O fator de flambagem ¢é definido como um

parametro adimensional da seguinte forma:

A= ——0u, (3.22)
T

onde a € a largura da placa e o, € a tensdo critica resultante.
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3.3 Condicoes de contorno

As equagdes diferenciais descritas acima ndo podem ser resolvidas sem se estabelecer as
condig¢des de contorno que envolvem o problema. Dois tipos de condi¢des de contorno devem ser

consideradas: condi¢des fora do plano e condi¢des no plano.

3.3.1 Condicoes de contorno fora do plano

As trés condigdes de contorno mais comuns a serem consideradas sdo: extremidades fixadas;

simplesmente apoiadas; e, livres:

Extremidades fixas

Na condi¢do de extremidades fixas, tanto as translagdes transversais como as rotagdes em
torno dos eixos paralelos as faces, ficam restritas. As condi¢des de contornos, nas extremidades

dessa placa, podem ser expressas como:

w = 0;
ow

0. 2
. 0 (3.23)

Extremidades simplesmente apoiadas

Na condi¢do de extremidades simplesmente apoiadas, as translacdes transversais ficam re-
stritas, mas pode haver rotagdes em torno dos eixos paralelos as faces. Nesse caso, ndo pode haver
momento de flexdo em torno desses eixos. As condi¢cdes de contornos, nas extremidades de uma

placa simplesmente apoiada, podem ser expressas como:
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Pw 0w

onde, D € a constante de rigidez j4 definida anteriormente.

~ 2 .~ .
Como w = 0 entao ngi; = 0 e as condicdes podem ser escritas como:

w = 0;
0*w
oz = 0. (3.25)

Extremidades livres

As condicdes de extremidades livres apresentam algumas dificuldades. Intuitivamente, € es-
perado que a for¢a cisalhante (),,, o momento fletor M,, e os momentos transversais M,,; devam ser

zero. Estas condi¢des de contorno foram usadas por Poisson (1829).

Contudo, como as equagdes diferenciais em w sdo de quarta ordem, somente duas e nao trés
condi¢des de contorno podem ser encontradas. Essa inconsisténcia deve-se ao fato de que as secoes
planas permanecem planas. Kirchhoff (1850) foi o primeiro a perceber essa inconsisténcia e propds
uma contra¢do das condi¢des de contornos de dois esfor¢os cortantes € 0 momento tranversal em

apenas uma condi¢do. A interpretacdo fisica de tal contracdo foi apresentada por Kelvin e Tait
(1883).

Uma vista de uma aresta livre, assumida paralela ao eixo y, por uma questdo de simplici-
dade, € mostrada na Figura 3.4. A suposi¢do de que a se¢do plana permanece plana faz com que a
linha ab permaneca reta depois da deformacao. A suposi¢do de que as secdes normais ao plano mé-
dio indeformado, permanecam normais apds a deformacao, implica em que a linha ab permaneca

perpendicular a linha a'b'.

53



a ,I,Ph
I PnTPy \
' —>T
!
|
|
|
|

A\
X
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Figura 3.4: Contrac¢@o da condi¢do de contorno M,

Como a linha ab ndo distorce, a distribui¢do de tensdo o, € linear e 0 momento torgor M,
pode ser substituido por um conjugado £ F},, como representado na Figura 3.4. Além disso, como
a linha ab ndo rotaciona com respeito a linha a'b’, é possivel substituir 4P, por um sistema equiv-
alente de forgas verticais P, atuando em uma distancia infinitesimal Az, onde P, = i]VAI—"J:. Dessa
forma, € possivel substituir o momento M, ao longo do comprimento x da superficie. O elemento

diferencial A P que resulta da aplicagdo de um bindrio de for¢a agindo na linha ab sera:

OM,,

AP =~ Ox

Somando-se a contribuicdo de AP ao cortante () e substituindo = e y por uma notagdo mais

geral usando n e s, tem-se:

Se a forga vertical resultante V,, € assumida ser zero, juntamente com o momento fletor M,
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as duas condi¢des de contorno, em termos da varidvel w, podem ser escritas como:

0*w 0*w
M, =2~ 42— —
" On? + 0s? 0
03w 03w
_ 2 ) — - = 2
Vn on? al >8n882 0 (3.26)

Para uma placa eldstica isotrOpica temos apenas duas constantes eldsticas independentes,
a saber: o médulo de Young E e o coeficiente de Poisson v. A constante de cisalhamento G é

determinada a partir de £ e v,como:

E

Nesse caso, o coeficiente de rigidez a flexdo € definido por:

EhR?

D:m.

(3.28)

3.4 Formulacao do problema

Basicamente, o problema cldssico de flambagem é um problema geométrico nao linear de-
scrito por um conjunto de trés equagdes diferenciais que podem ser desacoplados e linearizados,
no caso de cargas criticas eldsticas. Na auséncia de for¢as de corpo, as equagdes que descrevem a
flexdo de placas sdo dadas pelas equacdes 3.14 e 3.21, onde w € o deslocamento na dire¢ao nor-
mal a superficie da placa; D € a constante de rigidez da placa; V;; sdo os componentes de tensdo;

1,7 =1,2com1 = xe?2 = y. Amesma notacdo se aplica a outros indices ao longo deste trabalho.
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3.4.1 Equacoes integrais de contorno

A determinagdo das resultantes de tensdo no plano do dominio € o primeiro passo para a
solucdo do problema de flambagem de placa. A equacdo integral de contorno no plano para deslo-
camentos, obtida pela aplicacdo do teorema da reciprocidade de Green na equagdo (3.14), é apre-

sentada em vdrias literatura, como por exemplo, em Aliabadi (2002).

Esta equacdo ¢ dada por:

@+ [

4@ Phu(Pyar(P) - / w(Q, P)tu(P)T(P), (3.29)

r

onde t; = N;;n; € a for¢a de superficie no contorno da placa no plano x — y € n; € a normal ao
ponto no contorno; P é o ponto campo; () é o ponto fonte, e 0s asteriscos denotam as solucdes
fundamentais. A constante c;; € introduzida a fim de se levar em conta a possibilidade de que o

ponto () pode ser colocado no dominio, no contorno, ou do lado de fora do dominio.

As resultantes de tensdo no plano em um ponto () € () sdo escritas como:

aN(@ + [ Siy(QPu(PYI(P) = [ Diu(@. Pia(P)ar(p), (3:30)

r

onde D;;; € S;x; sdo combinagdes lineares das solugdes fundamentais da elasticidade plana. Devido
as concentragdes de tensdao na geometria, no caso de placas com furo, as resultantes de tensio sao

nao-uniforme ao longo do dominio.

As equacgdes de flambagem de placa sdo derivadas das equacdes de flexdo de placa, conforme
visto. Os fatores criticos de carga s@o introduzidos nas equagdes como fatores de multiplicacdo de
forgas de corpo ou cargas transversais. As cargas criticas de flambagem sao cargas para as quais as

placas sofrem, repentinamente, deformacdes considerdveis no sentido transversal devido as cargas
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aplicadas no plano da placa. A relacdo entre a carga aplicada e as cargas criticas sdo dadas pelo

fator de carga critica A (Apéndice B) pela equacio seguinte:

N§ = AN (3.31)

onde N;; sdo as tensoes criticas resultantes, obtidas quando a carga critica € eplicada.

A equacdo integral para a formulacdo de flambagem de placa, obtidas pela aplicacdo do

teorema da reciprocidade de Green na equacdo (3.21), é dada por:

[v;@, Pyw(P) — m?(Q. P)M] ar(P)

Ku(@+ [ s

I
N.

FYRQ P, (P) = 3 Ro(Pht (. P)

=1

. ow*
+ [ [P @ P (P G @.p)] are)
r
0w 0w 0w
A N Npz—== + Nyy—=—= + 2Npy——— | | d?] , 3.32
| o (i + M+ 2 ) o o
onde % € a derivada direcional, na dire¢cdo do vetor n que € normal ao contorno I'; m,, e V,

sdo, respectivamente, o0 momento fletor normal e o esfor¢co cortante equivalente de Kirchhoff no
contorno I'; R, € a reacdo nos cantos do contorno; w_, é o deslocamento transversal dos cantos; A
¢ o fator de carga critica; a constante K ¢ introduzida a fim de se levar em conta a possiblidade
do ponto () poder ser colocado no dominio, no contorno, ou fora do dominio. Como na equacao

anterior, os asteriscos representam as solu¢des fundamentais do problema proposto.

Como pode ser visto, a equagdo (3.32) tem uma integral de dominio que contém curvaturas

desconhecidas no dominio w;; dada por:

. 0w 0*w 0w
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Como proposto por Syngellakis e Cherukunnath (1987), tais integrais podem ser transfor-

madas em outras integrais que contenham somente deflexdes, em vez de curvaturas. Assim,

, 0 ow ow , 0 ow ow
to o (0 ) o () o

B / o ONgg Ow N ONgy Ow N ONgy Ow N ONyy Ow
Q or Ox oxr Oy dy Ox dy Oy

] Q. (3.34)

A segunda integral do lado direito da equagdo (3.34) € zero devido as equacdes de equilibrio

(3.14). Assim, a primeira integral pode ser reescrita como:

o | . ow ow g | . ow ow
= o (e 0wy )| gy [ (5 ) oo

ow* ow ow ow* ow ow
— —(N,,— + N, — — |\ N,,— +N,,— Q. .
/Q[(?I ( ST g”yay)Jr Ay < Vo yy3y>]d -3

Como proposto por Elzein (1991), a primeira integral da equacao (3.35) pode ser transfor-
mada em integral de contorno pela aplicagdo da primeira identidade de Green e a segunda integral

pode ser escrita como uma soma de trés outras integrais:

. ow ow . ow ow
Id = /F w (Nxx% + Nzya—y) dr —w <ny% + Nyya—y) dy:| dl’

0 ow* ow* 0 ow* ow*
- /Q {— KN“% * nya—y) w} "oy KM% * Nyya?) ”} } e

ox
{aNma_u ONgy Ow*  ON, Ow* 0N, 8w*] i

Or Ox or Oy Oy Ox dy Oy

82 * 82 * 32 *
Now e 49N, 2% 4 N, Y
X

5007 ] dq, (3.36)

Y ayg
A primeira integral do lado direito da equagdo (3.36) € uma integral de contorno e pode

58



ser expressa em termos de tracdes no contorno ¢,, € t;. A segunda integral pode ser transformada
em integral de contorno, usando-se a primeira identidade de Green. A terceira integral € zero em
func¢ao das equacgdes de equilibrio (3.14). Entdo, I; pode ser, finalmente, expressa como uma soma

de integrais de contorno e uma integral de dominio da seguinte forma:

Ii =1, + g, (3.37)
onde
I, = /w* O, ow dF—/w*tiwidF (3.38)
r an 88 r ’
c

O?w* OPw* O?w*
Ly = Npyp——— +2Nyy—— + Nyy—— | d) = N;w* .dS2 3.39
= fo [P v+ M| a0 = [ 639

Dessa forma, substituindo as equacdes (3.37), (3.38) e (3.39) na equacdo (3.32), tem-se:

dw(P)

V@ Pyo(P) - (@7 5 ar(

Kw(Q)+ | s

r
Nc Ne

Y RL(Q P, (P) = > Re (P (Q, P)
i=1 i=1

ow*

+ [ [P @ p) - )5 @.p)| drep)

+A [/ wNjw?; d€) + /tiw*wyi dF] ) (3.40)
Q r

Uma segunda integral € necessaria a fim de se obter a formulacio de elementos de contorno

para flambagem de placas. Esta equacao € obtida derivando-se a equacdo (3.40) em relacdo a di-
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recdo normal ao ponto fonte (). Esta equagao é dada por:

KS—Z(QH 5@ pte) - i)™ ar

OR* Ne Ow*

+Z Q. Pw, (P) =) Re(P)—

i=1 i=1

(@, P)

+ [ [ 8B ) 22 . arie)

a *
+A [/ wN;, ;U]dﬂ /F gimwvidl“], (3.41)

onde ( ) &

0.

€ a derivada com relacdo a dire¢do do vetor m que € normal ao contorno I' no ponto fonte

Para se evitar a introducdo de derivadas de deslocamentos transversais como incégnita nas

equagdes (3.40) and (3.41), é usada a seguinte aproximagao:

NNE

J=1

onde ¢; € a fun¢@o de forma usada na aproximacdo das varidveis fisicas (w, 22, V.., m,), NNE é

b d 9
o niimero de nés no elemento fisico, e w?) é o valor nodal de w no né j.

Integrais de dominio surgem na formulagdo devido a contribui¢do das tensdes no plano, na

direcdo para fora do plano. As equagdes integrais de dominio das equagdes (3.40) e (3.41) sdo

dadas na forma:

I:/wv*dQ (3.43)
Q

onde

60



para a equagdo (3.40), e

. ows;

para a equacgdo (3.41).

O dominio pode ser discretizado em células como proposto por Syngellakis e Elzein (1994).
No entanto, nesse caso, 0 método dos elementos de contorno perde sua principal caracteristica que
¢ a discretizacao apenas do contorno.

Para transformar essas integrais em integrais de contorno, € considerado que os deslocamen-

tos tranversais w serd aproximado sobre o dominio {2 como uma soma de M produtos das funcdes

de aproximacio f,, e coeficientes a se determinar -y,,, isto é:

M
w(P) = Ymfm (3.46)
m=1

para funcdes de aproximagdo de base radial somente, ou

M
w(P) = Ymfm+az+by+c (3.47)
m=1
com
M M M
m=1 m=1 m=1
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para funcdes de aproximacgdo de base radial combinadas com fun¢des aumentadas por polindmios.

Nesse ponto, considera-se que a for¢a de corpo € aproximada, por conveniéncia, pela equacao

(3.46), e a integral de dominio (3.43) pode ser escrita como:

[ /ﬂ w(PY*(Q, P)dS = f:%, /Q £ (Q, P)AS, (3.49)
m=l
ou
I= Z%n / Fm0™(Q, P)pdpdo, (3.50)
ou
M r
I—mZ:lym/e/O Fm0*™(Q, P)pdpds, (3.51)

onde 7 € o valor de p em um ponto do contorno I'.

Definindo-se F,,,(()) como:

— [ (@ Plod. (3.52)
0
pode—se escrever.
M
I=) m / F,.(Q)ds. (3.53)
m=1 0
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Considerando-se um angulo infinitesimal df da Figura 2.10 e as relacdes entre o compri-
mento do arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', descritas em 2.8 e usando as
propriedades do produto interno dos vetores unitdrios n e r, ambos também representados na Figura

2.10, pode-se escrever:

a0 = 2 ar. (3.54)

Substituindo a equacao (3.54) na equacdo (3.53), a integral de dominio (3.43) pode ser escrita

como uma integral dada por:

1= "m / d m(Q)n.rdF, (3.55)

ou, na forma matricial:

gt
g
I= [ I8 @n.rcﬂ‘ Jr B@Qy par .. & FMT@)n.rdF ] .2

T

M
(3.56)

Para computar 7,,, € necessdrio considerar o deslocamento transversal w em M pontos do
dominio e do contorno. No caso desse capitulo, esses pontos serdo os nés do contorno e alguns

pontos internos. Assim, a equacao (3.46) pode ser escrita como:

w = Fr, (3.57)

e 7 pode ser tomada como:
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v =F b, (3.58)

Substituindo (3.58) na equacao (3.56), tem-se:

I=| 2 Qnydr [, 2 Qnydr . [, 24 pdr | F'b
(3.59)

Escrevendo a equagdo (3.59) para todos os pontos fontes, isto €, para todos os nds do contorno

e pontos internos, chega-se a seguinte equagdo matricial:

I =RF 'w = Sw, (3.60)

onde S = RF ', I é um vetor que contém o valor de I nos pontos fontes ), ¢ R é a matriz que
contém os valores das equacgdes integrais (3.59) quando essa equagao € escrita para todos os pontos
fontes ().

Dessa forma, precisa-se determinar os valores de N;; em cada ponto de integracdo. No en-
tanto, tem-se somente os valores de /V;; nos nos e pontos internos. Os valores de V;; nos pontos de

integracdo com coordenadas (x,y) é determinado por:

Nij(z,y) = f(xay)lxMF_lMxMNz‘jMxM- (3.61)

onde N;,, . ,, € a matriz que contém os valores de V;; determinados para todos os nds € pontos

internos € M € a soma do nimero de nds com o nimero de pontos internos.
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3.4.2 Equacao matricial do problema

Considerando todas as for¢as de corpo que aparecem nas equagdes (3.40) e (3.41), o vetor P

para essas equacdes ¢ dado por:

pl pl pl
Sbb sz’ Sbc

Wp
Sk Sk Sk
P = g g2 gl w; (3.62)
ib ii ic
WC

pl pl pl
Scb Sci S

onde o indice sobrescrito da matriz S representa o tipo de equacdo que estd sendo utilizada, pl
representa a primeira equacao da placa, dada pela equacao (3.40) e p2 representa a segunda equagao
da placa, dada pela equacgao (3.41). Na matriz S, o primeiro indice subscrito representa a localizacao
dos pontos fontes (b se os pontos fontes estdo em uma parte suave da fronteira, ¢ se eles estdo no
dominio e ¢ se eles estdo nos cantos). O segundo indice subescrito mostra onde estdo as forcas de
corpo que sao multiplicados pelos termos da matriz S. Para o segundo indice, as mesmas letras do
primeiro indice subescrito sdo usados e com os mesmos significados. O vetor do lado direito tem
valores nodais de w que representa o deslocamento na direcdo transversal. Os indices subescritos
no vetor do lado direito indicam a localizacdo de nds, onde os deslocamentos sdo computados

(contorno suave, ponto interno, ou canto).

Finalmente, se o contorno I' é discretizado em elementos de contorno e as equacdes (3.40) e

(3.41) sao ecritas para todos os pontos fontes, a seguinte equagao € obtida:
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1 1 1 1
Hgb 0 ch Vi Gib ch
p2 p2 p2 p2
Hy,, 0 H, w. b= Gy, Gic Po
1 1 i - 1 1
H 1 W G" G? p
ib ic ib ic c
HY o0 HP | C leli el
cb cc cb cc
1 1 1
sy st SP
bb bi be
P2 Qp2 Qb2 Wb
S SP« S
)\ bb bi be
et g g [V W
ib i ic
W

srhosrl o gpl

Cct cc

(3.63)

onde H e G sido matrizes de influéncia do método dos elementos de contorno; o vetor v contém
deslocamentos transversais e rotacdes dos nds (ndo somente deslocamentos transversais como o
vetor w). O Vector p contém as reacdes nos nés do contorno da equagdo de placa. As integrais
de dominio, devidas a ¢;’s sdo transformadas exatamente em integrais de contorno usando os pro-
cedimentos descritos por Albuquerque et al. (2006). E importante notar que os termos que vém da

equagao (3.38) estdo incluidos na matriz H.

A equacio (3.63) pode ser escrita em uma forma mais concisa:

Hv = Gp + ASw. (3.64)

Finalmente, colunas de zeros podem ser introduzidas na matriz S tal que a equacdo (3.64)

pode ser reescrita como:

Hv = Gp + ASv (3.65)

onde S é a matriz S com colunas de zeros nas posi¢cdes que multiplicam o grau de liberdade de

rotacdo, isto é, a derivada do vetor w em relagdo a dire¢ao normal ao contorno.
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3.5 Funcoes de aproximacao

A funcao de aproximacao usada nesse trabalho € a funcdo de base radial denominada fungao

spline de placas, dada por:

fm = R*log(R), (3.66)

¢ usada como uma fun¢io de aumento dada pelas equacdes (3.47) e (3.48). Tem sido demonstrado
em muitos trabalhos que essa funcdo produz excelentes resultados em diferentes formulacdes tais
como Partridge (2000); Golberg et al. (1999).

3.6 Problema de autovalor

As cargas consideradas nas equagdes lineares de flambagem sdo apenas aquelas relacionados

com as tensdes no plano [V;; e forgas de superficies ¢; que sdo multiplicados pelo fator de carga
ow
b 8n b

tomados como zero. Dividindo-se o contorno em I'; e I's (Figura 3.5), a equacdo (3.65) pode ser

critica X. Todos os valores conhecidos de w M, v,, W, R (condi¢des de contorno) sao

escrita como:

I'y: u;g:%%&:()

['o: Vi = Myp=0

Figura 3.5: Representagdo do dominio com graus de liberdade.
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Vi B Gi1 G2 P1
Va2 G21 Ga2 P2
_ S11 Sl2 Vi (3.67)
S21 S22 Va2 ’

onde I'; representa a parte do contorno onde os deslocamentos e ou as rotagdes sdo zero e [’y
representa a parte do contorno onde o momento fletor ou forgas de superficies sdo zero. Os indices

1 e 2 representam os contornos I'; e I's, respectivamente.

Como vy = 0 e pz = 0, aequacdo (3.67) pode ser escrita como:

Hisve — Gup1r = >\512V2a
Hyovy — Goipr = Agszz (3.68)

ou,

Hv, = ASv,, (3.69)

onde, He 1\7[, sao dados por:

T
I

Hjs — G2:1G11 Hyo,
Sos — G21G1'S1a. (3.70)

)
I

A equagdo matricial (3.69) pode ser reescrita como um problema de autovalor:
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Avy = —va, 3.71)

onde,

A =HS, (3.72)

Uma vez que A é ndo-simétrica, os autovalores e autovetores da equagdo (3.71) podem ser

encontrados usando-se procedimentos numéricos padrao para matrizes nao-simétricas.

3.7 Resultados numéricos

3.7.1 Analise de placas sem furos

A fim de verificar a exatiddo do método proposto, uma comparacao com os resultados exis-
tentes na literatura sobre flambagem de placas retangulares sem furos e com furos sera realizada.
Os resultados apresentados por Purbolaksono e Aliabadi (2009) e El-Sawy e Nazmy (2001) sdo

usados para avaliar a precisdo do método proposto.

Os resultados numéricos sao apresentados em termos do parametro adimensional de flam-

bagem, definido por:

N.,.a?
m2D

K., = (3.73)

onde, N, € a carga critica de flambagem e a a dimensao da placa.
Inicialmente, a formulagcdo proposta € aplicada a anélise de problemas de flambagem de

placas retangulares sem furos submetidas a cargas de compressido (Figura 3.6) com diferentes

condicdes de contorno, tais como: todas as extremidades fixas (CCCC); todas as extremidades
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simplesmente apoiadas (SSSS); duas extremidades fixas e duas simplesmente apoiada (CSCS) e

(SCSC); duas extremidades simplesmente apoiadas, uma extremidade livre e uma extremidade fixa

(FSCS); e, uma extremidade livres e trés simplesmente apoiadas (FSSS). A placa retangular sem

furo € discretizada em 28 elementos de contorno quadraticos descontinuos e 49 pontos internos ao

dominio; a relagdo entre o comprimento a e a espessura h da placa é de a/h = 100.

lado 4

AAEAARRREAR:

lado 3

lado 1

lado 2

ERRRRRARAAL:

a

Figura 3.6: Modelo de placa sem furo
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Figura 3.7: Discretizagdo do modelo

Os parametros de carga critica /(.. obtidos a partir do método da integracdo radial (MIR),

implementado na formulacdo de elementos de contorno, para placas sem furo, sdo apresentados na

Tabela 1.
Tabela 3.1: Coeficiente de flambagem K .. para placa sem furo
Caso | Contorno | K. MEF) | K.,,(MRD) | K., (MIR) | K. (Analitico)
condigdes
1 CCCC 10,39 10,14 10,12 10,07
2 SSSS 4,01 4,00 4,02 4,00
3 CSCS 7,80 7,68 7,79 7,69
4 SCSC 6,88 6,78 6,79 6,74
5 FSCS 1,72 1,71 1,74 1,70
6 FSSS 1,42 1,43 1,46 1,44

3.7.2 Analise de placas com furos

A formulacio € aplicada a andlise de flambagem de placas retangulares com furos e simples-

mente apoiadas, sujeitas a cargas compressivas em seu plano, as quais produzem um campo nao
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uniforme de tensdes no dominio. A razdo entre o comprimento a e a espessura h da placa é de
a/h = 100, e a razdo entre as dimensdes do furo e o comprimento da placa é b/a e c¢/a (figura
3.8). Na discretizacdo da malha foram utilizados 46 elementos de contorno quadraticos descon-
tinuos, sendo 28 elementos no contorno externo da placa e 18 elementos no contorno interno, na
discretizagdo do furo. Os pontos internos foram distribuidos de acordo com a razdo de aspecto do

furo.
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a
Figura 3.8: Modelo de placa com furo Figura 3.9: Discretizagdo do modelo
Os parametros de carga critica K., obtidos a partir do método da integragdo radial (MIR),

implementado na formulacdo de elementos de contorno, para placas com furos, sdo apresentados
nas Tabelas 3.2 e 3.3.

Tabela 3.2: Coeficiente de flambagem K, para placa com furo quadrado

b/a | c¢/a | K. (MEF) | K. (MEC) | Diferenca (%)
0 0 4,00 4,00 0,00
0,10 | 0,10 3,80 3,76 1,00
0,20 | 0,20 3,45 3,40 1,45
0,30 | 0,30 3,20 3,15 1,50
0,40 | 0,40 3,00 2,91 3,00
0,50 | 0,50 2,92 2,75 5,80
0,60 | 0,60 2,87 2,65 7,70
0,70 | 0,70 2,85 2,60 8,70
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Tabela 3.3: Coeficiente de flambagem K, para placa com furo retangular.

b/a | ¢/a | K. (MEF) | K.. (MEC) | Diferenca (%)
0 0 4,00 4,00 0,00
0,25 | 0,10 3,50 3,57 2,00
0,25 | 0,15 3,35 3,43 2,40
0,25 | 0,20 3,30 3,38 1,15
0,25 | 0,25 3,30 3,35 0,90
0,25 | 0,30 3,35 3,41 1,80
0,25 | 0,35 3,40 3,50 2,94
0,25 | 0,40 3,60 3,65 1,39
0,25 | 0,45 3,82 3,92 2,62
0,25 | 0,50 4,23 4,35 2,84
0,25 | 0,55 4,75 4,88 2,74
0,25 | 0,60 5,60 5,90 5,36

3.8 Discussao dos resultados

3.8.1 Placa sem furo

Como pode ser observado na Tabela 3.1, os resultados obtidos com a formulagdo do método
dos elementos de contorno, usando o método da integracao radial (MIR) para transformar as inte-
grais de dominio em integrais de contorno, para o caso de problemas de estabilidade de placas sem
furo, apresentam boa concordancia com os resultados obtidos em trabalhos de outros pesquisadores
que utilizaram o método dos elementos finitos, bem como algumas solu¢des analiticas disponiveis
e reportado em Purbolaksono e Aliabadi (2009).

3.8.2 Placa com furo quadrado

A figura 3.10 apresenta a variacdo do coeficiente de flambagem (/(..) com a dimensdo nor-
malizada do furo (b/a) para uma placa quadrada de dimensdo a e com um furo quadrado no centro

de dimensao b.

A comparagao entre os resultados obtidos com a formulacao proposta estd em concordancia

com aqueles apresentados por outros autores que utilizaram o método dos elementos finitos para
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o mesmo estudo, como por exemplo, o trabalho de El-Sawy e Nazmy (2001). A concordancia é
melhor quando a relagdo b/a é menor ou igual a 0, 4. A razdo para esta diferenca nio foi investi-
gada. Uma hipétese € devido ao método dos elementos finitos usar formulagdes onde o efeito da

deformacdo por cisalhamento € considerado (modelos de placas de Reissner-Mindlin).

E mostrado que para um aumento no tamanho do furo o método proposto é consistente com

a previsdo de baixos valores para K.
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Figura 3.10: Comparacdo entre o MEC e o MEF - furo quadrado

3.8.3 Placa com furo retangular

A figura 3.11 mostra a variagdo do coeficiente de flambagem K .. com a dimensdao normal-
izada do furo (c/a), para uma placa quadrada de dimensao a, com um furo retangular central de

largura fixa igual a 25% do lado da placa e comprimento varidvel y.

Como pode ser observado, com furos retangulares com valores de ¢/a maiores que 0, 25, um
aumento na maior dimensao do furo, causa um aumento no coeficiente de flambagem. Isso ocorre
em fungdo de que o aumento da razdo de aspecto da parte da placa, em ambos os lados do furo,
faz com que essas partes se tornem dominantes. Os resultados estdo de acordo com o previsto em
Shakerley e Brown (1996). Tal efeito pode ser percebido na forma do primeiro modo de flambagem,

mostrado nas Figuras 3.12 e 3.13.
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Figura 3.11: Comparacgdo entre o MEC e o MEF - furo retangular

3.9 Conclusoes

Nesse capitulo foi apresentada uma formulagdo do método dos elementos de contorno ape-
nas com a discretizacao do contorno, para andlise de estabilidade de placas retangulares isotropicas,
com campos de tensdao uniformes, no caso de placas sem furo, e campos de tensdo nao-uniformes
(concentragdes de tensdes), no caso de placas com furo. As integrais de dominio foram trans-
formadas em integrais de contorno pelo método da integracdo radial. Percebe-se que a formu-
lagcdo apresentada possui grandes vantagens sobre o método da reciprocidade dual, uma vez que é
muito mais f4cil de se implementar numericamente. A formulagdo apresentou excelentes resulta-
dos quando comparada com resultados analiticos e numéricos, utilizando o método dos elementos
finitos implementado no programa ANSYS, com elementos do tipo "Shell-4", de seis graus de
liberdade por né e com uma malha composta de elementos com tamanho equivalente a 80 divisdes

no contorno externo da placa e 50 divisdes no contorno do furo.
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Figura 3.12: Primeiro modo de flambagem (¢/a = 0, 6)

Figura 3.13: Primeiro modo de flambagem (c¢/a = 0, 50)
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4 Meétodo dos elementos de contorno para elasticidade anisotropica

4.1 Introducao

Este capitulo descreve a formulagdo do método dos elementos de contorno para elasticidade
plana (formula¢do de membrana) considerando o material como anisotrépico. Esta formulacdo ja
foi apresentada nos trabalhos de Sollero (1994) e Albuquerque (2001). Entretanto, para facilitar
a compreensdo do texto e homogenizar a nomenclatura utilizada neste trabalho, grande parte da

formulagd@o é novamente descrita aqui.

4.2 Elasticidade anisotropica

Considerando um elemento infinitesimal dentro de um dominio €2, conforme visto no Capi-

tulo 3, o equilibrio de forcas pode ser expresso por:

o4 + b = 0. 4.1)

Por sua vez, o equilibrio de momentos resulta em:
Uij = O-jia (42)
onde o;; é o tensor de tensdes e b; é o vetor de forcas de corpo.
O vetor de forcas de superficie ¢; em um ponto no contorno I' de um dominio €2 é expresso

na forma:

tz' = 04Ny, (43)

onde n; € o vetor normal do contorno I' no ponto.
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Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sdo assumidos como in-
finitesimais. O tensor de deformagdo, considerando deslocamentos infinitesimais, pode ser escrito

como

e = = (g + upk) 4.4)

1
2

Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformagdes
ndo podem ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condi¢des de compatibilidade

e integrabilidade. A equa¢do de compatibilidade é dada por:

Eijkl T Eklij — Eikgl — Ejlik = 0 4.5)

que no caso bidimensional € reduzida a forma

€11,22 T €22,11 = €12,12- (4.6)

No caso de material eléstico linear, a relacdo entre o tensor de tensdes com o tensor de defor-

macoes € escrita, na sua forma mais geral, como

0ij = CijkiChis 4.7)

sendo o coeficiente de linearidade C;j;; um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido como

tensor de constantes eldsticas. Devido as restricdes de simetria tem-se que

Cijt = Cjiikt, Cijit = Cijik- (4.8)

A condig¢do para a existéncia de uma fun¢do energia de deformagdo também requer que
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Cijir = Chiji 4.9)

Estas consideracdes reduzem o nimero de constantes eldsticas de 81 para 21. Como a direcao
das tensdes principais ndo coincidem necessariamente com a direcdo das deformacdes principais,

apenas 18, das 21 constantes sdo independentes Lekhnitskii (1963).

Considerando as 21 constantes eldsticas, a equacdo (4.7) pode ser reescrita na forma matricial

como

( 3 B T ( 3\
o11 Cinn Crizz Cuszz Criez Ciz Crine €11
022 C’1 122 C’2222 02233 02223 C12213 C12212 €22
o33 | | Cuss Caaz Csazz Cazaz Csziz Chane €33 (4.10)
023 Cl 123 C’2223 C’3323 02323 02313 02312 2523
013 01113 C’2213 C’3313 C’2313 C11313 C11312 2513
L 012 ) L Clll2 C’2212 C3312 C12312 C11312 01212 1\ 2512
A equagdo (4.7) também pode ser expressa na forma
€ij = SijkiOkl (4.11)

onde S, € um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido as
mesmas razdes do tensor de constantes elasticas, possui 21 elementos, dos quais apenas 18 sdo

independentes.

A equacdo (4.11) pode ser escrita na forma matricial como
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e [ Sin Sz Suss 291 2Sms 252 | [ on )
€22 Stizz Sozaz Saozz 252903 259213 259212 022
g3 | _ S1i33 S2233 S3333 253323 253313 253312 033 4.12)
2e93 251123 289203 253303 459303 452313 452310 023
2e13 251113 259213 253313 459313 451313 451312 013
| 2612 ) | 251112 252012 253312 452312 451312 451212 | | 012

Usando a notagdo tensorial reduzida, proposta por Lekhnitskii (1963), a equagado (4.12) pode

Ser escrita como

4 3\ r 1 ¢ )
€1 a1; Aaiz2 Q13 A4 Q15 QA6 01
€9 Q12 Ag22 Q23 A24 Q25 A2 02
€3 13 Ag3 (33 A34 A35 A36 03
= (4.13)
€4 Q14 Q24 A34 Q44 Q45 Q46 04
€5 Q15 Q25 G35 Q45 55 As6 05
L €6 ) | Q16 26 (36 (46 (56 Qee | | O6 )
onde
( A 4 )\
€1 €11
€9 €22
€3 €33
=4 (4.14)
4 2823
€5 2813
2
\ €6 J \ 12
€
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4 A 4 A
o1 011
02 022
L= (4.15)
04 023
05 013
\ 96 J \ 012 Vs

Os coeficientes elédsticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia como
Lekhnitskii (1963)

a11 = 1/E1 a2 = V12/E1 = —V21/E2
a13 = —V31/E1 = —V13/E3 a4 = 7723,1/E1 = 771,23/G23
ais = N32,1/Er = M32/Gas aie = Mo/ En

ag = 1/E, Q93 = V3p/Ey = —113/ E3
Q24 = 7723,1/E2 = V23,3/G23 Q25 = 7731,2/E2 = 772,31/G13
Q26 = 7712,2/E2 = 772,12/G12 a33 = 1/E3 (4.16)

asq = 7723,3/E3 = 773,23/G23 ass = 7731,1/E3 = 773,31/G13
ass = M23/Bs =n312/G12 ass = 1/Go3

g5 = (32,23/Go3 = Co331/G13  ass = Ci2,23/Gaz = (23,12/G12
as5 = 1/G13 as6 = C12,31/G13 = C31,12/G12
Ae6 = 1/G12

onde Ej sdo os modulos de elasticidade longitudinais, ou médulos de Young, referindo-se aos
eixos x, G;; sdo os moédulos de elasticidade transversais, ou médulos de Coulomb, para os planos
definidos pelos eixos z;x;. Os coeficientes v;; sdo chamados coeficientes de Poisson. As constantes
njk,; sdo denominadas de coeficientes de influéncia miitua de primeira espécie que caracterizam
extensoes nas dire¢des dos eixos principais, produzidas por tensdes tangenciais agindo nos planos
principais. As constantes 7); j;, sao os coeficientes de influéncia mutua de segunda espécie, que ex-
pressam deformagdes tangenciais nos planos principais, causadas pelas tensdes normais atuantes
nos planos principais. Por fim, (;;; sdo os coeficientes de Chentsov, que caracterizam as defor-

macoes tangenciais em planos paralelos aos planos principais de elasticidade, causadas por tensdes
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tangenciais que atuam em outros planos, paralelos aos planos principais de elasticidade.

Em estado plano de tensdo (03 = 04 = 05 = 0), um material pode ser descrito usando-se
somente seis constantes eldsticas independentes. Desta forma, a equagdo (4.13) pode ser escrita

como

&1 ail aiz2 Aaie 01
€2 = Q12 Q22 Q26 02 (4.17)
€6 Q16 Q26 Qg6 06

Substituindo as equacgdes (4.4), (4.7) na equagdo (4.1), obtém-se a equacdo de equilibrio

escrita em funcdo dos deslocamentos

Cijriugj +b; =0 (4.18)

O tensor tensdo pode ser escrito em termos de fun¢des F'(x1, z5) chamadas fungdes tensdo
de Airy (LEKHNITSKII, 1963) dadas por

o1 = Fao+U

oy = Fu+U (4.19)
012 = —F,12,
onde U/ € uma fungdo potencial na qual
U;=b (4.20)

Substituindo as equagdes (4.19) na equacao constitutiva (4.17) e entdo na equacdo de com-

patibilidade (4.6), resulta na equacdo diferencial para fungdes tensdo F'(xq, z5)
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a1 F 9200 — 2a16F 1220 + (2a12 + ae6) Fl1122 — 2026 F 1112 + a2 F 1111 =

—(a12 + ax)U 11 + (a6 + ae)U 12 — (—a11 + a12)U 22 (4.21)

No caso da auséncia de forgas de corpo a equacao (4.21) pode ser escrita como

a11F 9200 — 2a16F 1220 + (2a12 + aes) Fl1122 — 2a26F 1112 + a22F 1111 = 0

(4.22)
Criando o operador diferencial
0 0
Ay = — — ppg— 4.23
= By 2 oz, (4.23)
aplicando este operador na fungdo tensdo F'(x1, x2) na forma
A1A2A3A4F = O (424)
e expandindo a equacdo (4.24) tem-se
Fo99 — (papeopuspea) Frooo + (fafte + papapin fta + fofts + flafis
+uspta) Fa1oo — (paprapis + paphofia + o1 fiafia + poftspta) F 1112
+(pa proptspea) Fr11 =0 (4.25)
As equacdes (4.22) e (4.25) serdo idénticas se i1, 2, 13 € 14 forem raizes da equagao
anpt — 2a160” + (2a12 + ags) p* — 2ag61t + age = 0 (4.26)
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As raizes da equacgdo (4.26) sdo sempre complexas ou imagindrias puras,

(g € fix) conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).

Criando-se a variavel

ijiCl—l-/le'z j21,2

tem-se que

0 0 d

8 s 0 T @

Exigindo que a fung¢do tensdo seja real, tem-se

F(Il,l’g) = QRG[Fl(Zl) + FQ(ZQ)]
Introduzindo a notagdo

dF;(z;)
C;Tjj = U;(2),

ocorrendo aos pares

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

onde a convencdo de soma ndo é empregada em j, e substituindo a equacio (4.29) na equacao

(4.19), obtém-se as componentes de tensao

o1 = 2Re [M%‘I’gl)(zlwr#g‘l’él)(zz)}
o = 2Re | (z) + 01)(z)]

o1, = —2Re [,ul\llgl)(zl) + /12\1151)(22)}
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onde \I/§-1) representa a primeira derivada de V.

Substituindo a equacgdo (4.31) na equacgdo (4.17) e entdo na equacao (4.18), desprezando-se

os movimentos de corpos rigidos e integrando, obtém-se

up = 2Re [q11V1(21) + q12¥2(22)]

U9 = 2Re [(]21\1/1(2’1) + QQQ\DQ(ZQ)] (432)

onde

2
a1 py + a1z — Aief;

(4.33)
Qiaft; + Qoo /1t; — g

qi; =

¢ a matriz de parametros complexos.
Uma vez que as condi¢des de contorno sejam conhecidas, determina-se a fungdo tensio,
dada pelas equagoes (4.19) com derivadas dadas pela equacio (4.30), que satisfaga estas condic¢oes,

determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas equacdes (4.32), e tensdes, dados
pelas equagdes (4.31).

4.3 Formulacao integral

Integrando a equac@o (4.1) ao longo da espessura do laminado, as tensdes o;; se tornam

densidade de forga NNV,;, ou seja:

Nij,j + bz - 0, (434)

onde b; representa a densidade de forca aplicada ao longo da espessura.
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Assumindo-se uma fung¢do vetorial continua u;, que representa o deslocamento de um estado
elasto-estatico definido sobre um dominio €2, como sendo uma func¢ao peso residual da equacdo de

equilibrio (4.34), tem-se:

Q Q

Pela regra de derivagdo do produto de duas funcdes tem-se:

(Nijui) ke = Nijpu; + Nijugy, (4.36)

Pode-se escrever u; ; COmMo a soma de um tensor simétrico € um anti-simétrico, da forma

U5 = 5(%] + U]z) + 5(%] - U’]z) = &j; T wy; (4.37)

sendo que £7; e w;; representam os tensores deformac@o (simétrico) e rotagdo (anti-simétrico), re-

spectivamente, do estado eldstico ” * 7.

Substituindo (4.37) em (4.36) tem-se

(Niju;) ; = Nijjui + Nijei; + Nijwy; (4.38)

sendo NV;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico € nulo.

Desta forma, a equagdo (4.38) torna-se

Nijju; = (Niju;) ; — Nije; (4.39)

i/ i

Substituindo a equacdo (4.39) na equacao (4.35) tem-se
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Q Q Q

Pelo teorema de Green tem-se:

Q T r

onde

Substituindo (4.41) em (4.40), tem-se

Q r Q

Partindo-se da equacido (4.1) como sendo a correspondente ao estado u; e a fun¢do de inter-

polacdo da equacdo (4.35) como sendo u;, obtém-se, de forma andloga a anterior

Q r Q

Pelo teorema reciproco dois estados de um mesmo corpo podem ser relacionados por

Niei; = Nyjej;. Desta forma, igualando-se as equagdes (4.44) e (4.43), tem-se

/ tiurdl + / wibidQ = / trugdl + / ;b dS) (4.45)
r Q T Q

A equacdo integral (4.45) relaciona dois estados quaisquer de tensdes. Para que se possa tratar

problemas de elasticidade em meio continuo, serd adotado que um destes estados € conhecido, e o
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outro se deseja determinar. No caso de elementos de contorno, o estado conhecido € o chamado
estado fundamental que corresponde a resposta de um corpo infinito a uma carga concentrada
unitiria em um ponto X’. A representacdo matematica de uma carga concentrada unitaria é dada

pelo delta de Dirac que € definido como

I(x—x') =00 se x =X
d(x—x)=0 se X #x/ (4.46)
[ o(x—x)d2=1

A razdo da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a fungdo delta de Dirac reduz

o numero de integrais de dominio, pois esta possui a propriedade

/Qf(x)é(x —x)dQ) = f(x') (4.47)

para um dado ponto x’ € .

Considerando o estado ” %7 como sendo o estado fundamental de um problema estatico livre

de forcas de corpo (b; = 0), a equagido (4.45) pode ser escrita como

T Q T Q

onde v, e t;, representam respectivamente deslocamentos e forcas de superficie na dire¢do
k, num ponto x, devido a uma forca concentrada unitdria aplicada de forma estdtica num ponto
x’ numa direcdo i. Por serem solucdes do estado fundamental, v, e ¢}, sdo chamadas solu¢des

fundamentais de deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente.

Devido a propriedade (4.47), a equacdo (4.48) pode ser escrita como
U + / thudl = /u;‘ktidf - / biu,.dS) (4.49)
r r Q
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Considerando que as forcas de corpo b; sdo nulas, pode-se escrever:

uk—i-/tfkuidf‘: /ufktidF (4.50)
T T
4.4 Solucoes fundamentais anisotropicas

Para se obter as solucdes fundamentais estéticas para problemas bidimensionais em materiais

anisotropicos, o dominio ) serd mapeado num plano complexo, usando a seguinte mudanca de
o 7! + Mlxl

z’:{ }}:{ ! ; (4.51)
25 T + Moy

g—J AL _ ) Tt 4.52)
29 T1 + H2aT2

onde /i, sdo raizes complexas da equacdo (4.26), x) e z/, sdo as coordenadas do ponto fonte

variavel

(ponto de aplicag¢do da carga concentrada unitdria) e x; € z2 sdo as coordenadas do ponto campo

(ponto de obten¢do da resposta devido a aplicagdo da carga unitaria).

Se for considerado um contorno fechado I' ao redor do ponto fonte e se forem usadas as

forcas de superficie definidas pela equagado (4.3) e as tensdes definidas pela equagao (4.7), tem-se

/tldF = ZRG[[/Ll\Pl + ,UQ\IJQH,
r
/thF = 2Re[[\111 + \IJQH (4.53)
r
onde os colchetes duplos representam o salto na fun¢@o para um contorno fechado ao redor do
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ponto fonte. Se o contorno " engloba z’, entdo o resultado das equagdes (4.53) serdo diferentes de

Zero.

As solugdes fundamentais em um plano anisotrépico infinito podem ser encontradas usando-
se a func¢do tensdo de Airy resultante das forcas de superficie fundamentais, dadas pelas equagdes
(4.53), e a equacao de equilibrio de forcas (4.1) considerando forcas de corpo e efeitos de inércia
nulos.

A funcdo tensdo de Airy para um ponto carregado na direcdo x; pode ser representada por

V,x. Como as equacdes integrais de contorno (4.53) possuem sinais opostos a carga aplicada, ela
pode ser expressa para um ponto fonte como

QRe[[ul\Ifﬂ + lLQ\I’iQH = —01,

As equag0es (4.54) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z’, tomando

Uy, = AgeIn(z — 7) (4.55)

onde A;; sdo constantes complexas. Usando propriedades de fungdes complexas, pode ser mostrado

que para qualquer contorno fechando o ponto z’

In(z — 2') = 2mi. (4.56)

Usando as equacdes (4.54), (4.55) e (4.56), podem ser obtidas duas equacdes para as con-
stantes desconhecidas A,
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A —Ajg + A — Ay = dia/ (271)

p1An — ﬂy‘_lu + poAin — ﬂQAz‘Q = —0;1/(2mi) (4.57)

As duas outras equagdes necessdrias para se determinar A;; resultam da exigéncia que os

deslocamentos tenham valores tnicos, ou seja

[[ui]] =0 (4.58)

Usando as equagdes de deslocamentos (4.32), a equagdo (4.55) e a equagdo (4.56), a equacao

(4.58) pode ser expandida como

1l — @ An + q2Aie — G12Ain =0

QQlAil - Q_QIA’ZI + QZ2A12 - q22Ai2 =0 (459)

Escrevendo as equacdes (4.57) e (4.59) na forma matricial, tem-se

M1 __ﬂl |25) __ﬁg Ajl _ - j1/<2’ﬂ'i) (460)
i1 —q911 q12 —4q12 Aj2 0
21 —Ga1 Q22 —qao Ajo 0

que € suficiente para se encontrar as constantes complexas A;;. No caso de materiais isotrépicos a
equacao caracteristica (4.26) se torna biquadrada com duas raizes iguais a ¢ e duas iguais a —:. Estes
valores tornam o sistema de equacdes (4.60) singular. Por causa disso ndo € possivel o uso de mate-
riais isotropicos para comparar esta formulacdo com a formulagdo isotrépica que utiliza a solugdo

fundamental de Kelvin. Para fazer esta comparacdo serdo usados materiais quase-isotrépicos, ou
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seja

EQ :E1+€gE (461)
sendo que
e <107%E, (4.62)
e
E,
Gipg=—7"—— 4.63

As solugdes fundamentais para deslocamentos sdao obtidas inserindo a fun¢do tensdao dada

pela equacdo (4.31) nas equacdes de deslocamentos (4.32). Desta forma, tem-se

uj(2',z) = 2Re[ginAji In(21 — 27) + ginAjo In(22 — 23)]. (4.64)

Similarmente, as solu¢des fundamentais para forcas de superficie sao obtida pela substituicao

da equacdo (4.55) nas equagdes de tensdo (4.31) e usando a equacio (4.3)

. 1 1
tij(z/’ z) = 2Re —(21 — Zi)gﬂ(,ulnl —ng)Aj + —<22 — Zé)ga(ugnl —ng)Ajs (4.65)
onde
H1o 2
o 4.66
g J] [ 1 1 ] ( )

€ ny sao as componentes do vetor normal externo.
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Note que tanto a solu¢do fundamental de deslocamentos quanto a de forcas de superficie
sdo singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solu¢do fundamental de
deslocamentos a singularidade € fraca (Inr). Ja no caso da solug¢ao fundamental de forcas de super-
ficie tem-se uma singularidade forte (1/r). As formas como estas singularidades serdo tratadas é

mostrada na se¢do 4.7.

4.5 Equacoes integrais singulares

A equagdo integral (4.50) foi escrita para um ponto do interior do dominio. Uma vez que o
ponto fonte € interno, a equagdo contém apenas integrandos regulares. Considere agora o limite da
transi¢do quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operagdo pode ser implementada colocando
o ponto fonte no contorno e diminuindo o dominio do problema por uma regido semi-circular,
com contorno I'} e raio €, centrado no ponto fonte, conforme mostrado na Figura A.1. Com esta

configuracdo, o contorno completo € dividido em duas partes, na forma

I=lim(@ =T, +T7) (4.67)

e—0
onde € € o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I'. A equacao

(4.50) é, entdo, reescrita como:

w4+ 1lim | tjudl =1lim | wjt;dl (4.68)
e—0 | R e—0 |

A integral do lado direito da equagdo (4.68) contém um integrando de singularidade fraca da
ordem In(1/r) e € integravel como uma integral imprépria. A integral do lado esquerdo tem uma
singularidade forte, de ordem 1/r, que pode ser regularizada com o primeiro termo da expanséao de

Taylor em torno do ponto fonte, ou seja
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Figura 4.1: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regido semi-circular.

lim [ t}; u;(z) dl’

e—0 N O o

u;(z ) lim [ ¢ dT" +

e—0 s

lim [ tju;(z) dl
e—0 T,

(4.69)

Assumindo que os deslocamentos sdo continuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado
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direito da equacgdo (4.69) € integravel e desaparece no processo de limite. O segundo termo da
equacdo representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z")u;(z’), no qual A;;(z’) é uma
constante que depende da geometria local e das constantes elésticas. Finalmente, o terceiro termo
do lado direito da equacdo resulta numa integral imprépria que € calculada no sentido do valor

principal de Cauchy. Portanto, quando ¢ — 0, o ponto fonte tende ao contorno e, no limite, a



equacdo (4.68) pode ser escrita na forma

r

onde f representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;;(z") é

dado por 6ij + A;;(z’), no qual ¢;; representa o delta de Kronecker.
4.6 Formulacao dos elementos de contorno discretizada

Para se obter a solucdo do problema elasto-estatico, o contorno € dividido em elementos
de contorno. Nesta etapa do trabalho, serdo utilizados apenas elementos quadraticos (3 nds por
elementos) descontinuos (elementos cujos nds das extremidades ndo sdo compartilhados com os

elementos vizinhos).

Nesta formulag@o serd mais conveniente trabalhar com vetores do que usar notacao indicial.

Desta forma tem-se:

u= qbu(i)
t = pt® (4.71)

sendo que as varidveis em negrito representam vetores de dimensdes 2N, onde /N é o nimero de
nés, u® e t() representam os valores nodais dos deslocamentos e forcas de superficies, respectiva-
mente, ¢ € o vetor de funcdes de forma, u e t representam os deslocamentos e tensdes ao longo do

elemento, respectivamente.

Considere que o dominio tenha sido dividido em N E elementos de contorno. Substituindo

as equacdes (4.71) na equacdo (4.70), tem-se
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NE
11 J_ J
cul + ; {]{”;Fqbdl“} u Z {/F UqbdQ} t (4.72)

Chamando
/Ud)dF =G 4.73)
r
e
][Tgbdf =H 4.74)
r;
tem-se
N N
> HY =) GO (4.75)
j=1 j=1
ou, na forma matricial
Hu = Gt (4.76)

4.7 Integracao no espaco

As fungdes de interpolacdo no espago utilizada neste trabalho (fun¢des de forma) sdo as
funcdes de forma quadraticas. Essas fun¢des permitem o modelamento de elementos curvos e sdo

especialmente indicadas para problemas onde se tem altos gradientes.

Os deslocamentos e as forcas de superficies sdo representados em um elemento quadratico

descontinuo como:
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( ugl) 3\
)
¢« (2 (3) 2
" (U d) 0 d) 0 d 0 ug) —gzﬁu(") 4.77)
- - 1 2 3 2 - :
s 0 0y 0 o 0 o] w
e
1
(3)
( Y2 )
( tgl) )
"
e9) ©) (3) (2)
N ho et (4.78)
- - 1 2 3 2 - :
t 0 ¢ 0 o 0 o)) &
+3)
1
(3)
\ ty J
onde uz(-n) e tz(") sdo os valores nodais de deslocamentos e for¢as de superficies, respectivamente, e

¢ sdo as fungdes de forma quadraticas descontinuas ja definidas no capitulo 3 como:

9 3
W _ 5(55_1); (4.79)
@ _ 3 3.\,
4 = (1 25) (1+2§), (4.80)
9 3
o _ 5(§5+Z)' (4.81)

onde ¢ € a coordenada adimensional ao longo do elemento.

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadrética e é representada por

coordenadas nodais na forma:
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0 oM 0 4@ o o9 W (=

C

]f ﬁ(l) ¢(2) ¢(3) (3)
c 0 c 0 c 0 a

porém, utilizando as funcdes de forma para elementos quadréticos continuos dadas por:

4 = EE-1); (4.83)
o = (1-8); (4.84)
4 = e+, (4.85)

onde ¢ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento.

Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:

1
oo ][t7k¢(3)dr_ ][t;k¢<a>, Jlde (4.86)
F]' -1
. . ! 1
GY = /ufm(’)dFZ/ up oV | dg (4.87)
T. —1

J

onde | J| representa o médulo do Jacobiano da transformagdo (x;, z3) — &, e é dado por Brebbia e
Dominguez (1989) e Kane (1993):
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A [dn\ () 158
== () () A

onde dxy/d¢ e dxy/d€ sdo obtidos derivando-se as equagdes (4.82) em relagdo a &.

Integrais singulares da ordem O(Inr) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura de
Gauss com uma transformacao de varidveis cibica, conforme proposto por Telles (1987), que can-
cela exatamente a singularidade logaritmica. Uma outra possibilidade € o uso da quadratura loga-
ritmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest(1966). De acordo com este método, os termos

incluindo singularidades logaritmicas podem ser integrados por:

1 N
= [0 (g) f0as= Y wrte), (4.89)

onde N € o nimero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integracdo &; e o fator
peso w; podem ser encontrados nas literaturas Stroud e Secrest (1966) e Brebbia e Dominguez
(1989).

Neste trabalho, os termos ndo singulares das matrizes H e G sao integrados utilizando-se
quadratura de Gauss padrdo com 10 pontos de integracdo. Os termos singulares de G s@o do tipo
In(r) sendo integrados usando quadratura logaritmica de Gauss com 10 pontos de integrac@o. J os
termos singulares de H sdo do tipo 1/r e precisam ser calculados no sentido do valor principal de
Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta singularidade € através de consideracdes
de corpos rigidos, tal como descrito em Brebbia e Dominguez (1989). Assumindo que um corpo
rigido tenha todos os seus pontos do contorno deslocados de um valor unitirio e que nao existam
forgas de corpo (b; = 0) na direcdo de um dos eixos de coordenadas, as forcas de superficie em

qualquer ponto do contorno deste corpo deve ser zero. Desta forma, a equagdo (4.76) torna-se

Hv?=0 (4.90)

onde v? é um vetor que para todos os nés tem deslocamentos unitdrios ao longo da direcdo g e zero

na outra direcdo. Para satisfazer a equacdo (4.90) tem-se
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N
Hy=—Y Hy;  j#i (4.91)
j=1
sendo 7 par ou impar.

O termo da diagonal da matriz H € igual a soma de todos os outros termos fora da diagonal

correspondentes ao grau de liberdade em consideragao.
4.8 Calculo dos deslocamentos e densidades de forcas em pontos internos

O tensor de tensdes para um ponto no interior do dominio {2, obtido derivando-se a equacio

(4.49) neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito como

r r

onde Si;; € Dy;; sdo combinagdes lineares das derivadas de T;; e U,;, respectivamente.

O tensor Sy;; € dado por

Si1; Qu Q12 Qs t1ja
Sagj ¢ =— | Q2 Qan Qo by (4.93)
Son; Qs Qs Qo | 5 (t2+135)

onde j = 1, 2. As derivadas de ; sdo obtidas pela equagdo

(21— 2

,)QRkQQjQ(,UQTLl - nQ)AiQ (4.94)

(22 — 2

1
t;.kj’k = —2Re —)QRkIle(Mlnl_n2)Ai1+

onde
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Rkl =

1 1
M1 2

Da mesma forma Dy,;; pode ser calculado como

Dllj Qll Q12 QlG U’Tj 1
Doy =—| Qu Qn Qx Uzj,z
1
D Q16 Q26 Qoo 3 (uijo +us;y)

sendo que as derivadas de u;; sdo dadas por

1 1
ul . = 2Re | ——Rp1qj1Ain + ——— Riaqj0 A;
ij,k o2 k14514141 o — 7 k2q5241i2
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5 Estabilidade de placas anisotropicas

5.1 Introducao

Um entendimento sobre a estabilidade de componentes estruturais submetidos a cargas com-
pressivas tornou-se particularmente importante com o advento de materiais compdsitos de alta
resisténcia utilizados como componentes de grandes projetos estruturais de engenharia. Tal fato
resultou em componentes mais otimizados do que aqueles utilizados anteriormente em projetos
de engenharia. A andlise flambagem de painéis em compressao em materiais compdsitos também
é particularmente importante em estruturas aeronduticas, espaciais, navais e automobilisticas. E
comum em estruturas aeronduticas e espaciais se fazer pequenos furos em placas para permitir a
passagem de cabeamento e roteamento através deles e, normalmente, a colocagdo preferida nao
¢ central. Os furos sdo normalmente circulares de forma a minimizar problemas de concentracao
de tensdo resultante, mas, por vezes, é necessdrio fazer furos retangulares com cantos vivos ou

arredondados.

Placas estruturais construidas com esses tipos de materiais, bem como membros delgados,
podem falhar quando submetidos a cargas de compressdo em seu plano. Em alguns casos, estas
falhas ndo sdo, por compressao direta, mas por deformacdo lateral. Este trabalho apresenta uma
formulacdo de elementos de contorno para investigar o aparecimento de instabilidade de placas
quadradas perfurados de compdsitos laminados, com extremidades simplesmente apoiadas e sub-
metidas a compressao axial. As tensdes causadas pelas cargas externas sdo calculados pela formu-
lagdo de elasticidade plana anisotrépica do método dos elementos de contorno, conforme apresen-
tada no Capitulo 4. Estas tensoes sdo introduzidas como for¢as de corpo na formulacdo classica
de placas. As integrais de dominio, devidas as forcas de corpo, sao transformadas em integrais de

contorno usando o método de integracdo radial, apresentado no Capitulo 3.

A formulacdo do método dos elementos de contorno para elasticidade plana anisotrépica foi
desenvolvido por Sollero (1994) para problemas de mecanica da fratura e elasto-estético e estendida
a outros problemas na pesquisa de Albuquerque (2001). A formulacdo de elementos de contorno
para a teoria classica de placas anisotropicas foi desenvolvida por Albuquerque et al. (2006), e
estendido a outros problemas no trabalho de Reis ef al. (2011) . A formulacdo para a andlise da

estabilidade de placas finas de compdsito laminado com furo foi desenvolvida por Doval et al.
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(2011).

A principal contribuic@o deste capitulo € analisar o efeito da razao de aspecto e da excentri-
cidade de furos na anélise de estabilidade de placas finas de compdsito laminado sujeitas a cargas

no seu plano, utilizando o método da integracdo radial nas formulagdes de elementos de contorno.

Uma outra contribui¢do importante, € o estudo feito para avaliar a sensibilidade do método
de integracdo radial em relacdo ao nimero de pontos de integracdo para a formulacdo de placas
finas de compdsito laminado, com um furo quadrado central a placa. O foco principal desta andlise
€ um estudo sobre o nimero de pontos de integracido necessarios para se obter resultados com boa

precisdo para a formulacdo proposta.

Alguns exemplos numéricos sao analisados e as cargas criticas, modos de flambagem e coe-

ficientes de flambagem sdo calculados para varias razdes de aspecto e exentricidades do furo.

5.2 Formulacao do problema

Basicamente, o problema cléssico de estabilidade de placas € um problema geométrico ndo
linear descrito por um conjunto de trés equacdes diferenciais que podem ser desacopladas e lin-
earizadas, no caso de cargas criticas eldsticas. Das equagdes de equilibrio, vistas nos Capitulos 3
e 4, deduz-se a equacdo diferencial que representa o deslocamento na direcdo transversal ao seu

plano. Essa equacdo € dada por:

O*w M M 9*w *w
Dyy— +4Dy——— +2(D Dgg)—————= +4Dog—— + Dyy—— = 5.1
154 + 4116 0530y +2(D12 + 66)8:6283/2 + 419 BRI + Doy ay q(z,y), (5.1)

onde: x e y € o deslocamento nas dire¢des x e x; w representa o deslocamento na dire¢do normal
ao plano da placa; ¢(x,y) é a forga de corpo; D11, Daa, Deg, D12, D16, € Dog sd0 0s coeficientes de

rigidez em flexdo para uma placa anisotropica.

A formulacao do problema de elasticidade anisotrépica encontra-se detalhada no Capitulo 4.

104



5.3 Resultados numéricos

5.3.1 Placa anisotrépica sem furo

Esse caso foi considerado apenas para validar o método proposto para anélise de estabilidade
de placas anisotrdpicas, considerando os resultados analiticos disponiveis em Lekhnitskii (1968) e
numéricos, usando o método dos elementos de contorno com células, disponiveis em Shi e Bezine
(1990). Fez-se uma andlise de uma placa fina quadrada de grafite/epoxi, com as seguintes pro-
priedades: razdio entre o comprimento a e a espessura h da placa igual a a/h = 100; médulos
de elasticidade £y = 181 GPa and E5; = 10,3 (G Pa; coficiente de Poisson v = 0, 28; mo6-
dulo de cisalhamento Gy = 7,17 GPa. As andlises foram feitas nas condi¢des de contorno de
extremidades simplesmente apoiadas (SSSS), duas apoiadas e duas fixas (CSCS) e extremidades
totalmente fixas (CCCC) e para diferentes condi¢des de cargas distribuida em duas extremidades
opostas nas dire¢des x e y. A malha de elementos de contorno usada nesse caso € constituida de
28 elementos quadraticos descontinuos no contorno e quarenta € nove pontos internos distribuidos
uniformemente. As figuras 5.1 e 5.2 mostram a configuragdo geométrica e o modelo de elementos

de contorno da placa, respectivamente. Os resultados sdo apresentados na Tabela ??.
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Figura 5.1: Configuracido geométrica
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Figura 5.2: Modelo de elementos de contorno

Tabela 5.1: Parametro de carga critica /., para uma placa anisotrépica sem furo

Caso | Condigdes Carga K., K., K.,
de contorno (RIM) | (SHI, 90) | (Analitico)
1 SSSS N; = -1 ] 130,82 - 129,78
2 SSSS No=—-1 1| 71,53 71,36 69,46
3 CCccC Ny =—1 ]493,70 | 481,21 -
4 CCccC Noy=—1 | 168,37 | 168,16 -
5 CSCS N, =-1 116147 | 163,24 162,03
7 CSCS Ny =—1 | 146,47 | 143,89 141,33
8 SSSS Nip = —11 417,44 — —

5.3.2 Placa anisotrépica com furo

Aqui € considerada uma placa perfurada do mesmo material (grafite/epdxi) e, portanto, com
as mesmas propriedades fisicas, também submetida a uma carga compressiva distribuida em ex-
tremidades opostas. Foram analisadas vérias condi¢cdes de posicionamento do furo na placa, bem

como sua razdo de aspecto.
Antes da andlise das condi¢ds de posicionamento e razdo de aspecto do furo, foi feito um

estudo para avaliar a sensibilidade do método de integracdo radial em relagdo ao niimero de pontos

de integracdo para a formulagdo de finas placas perfuradas de compdsito laminado, com um furo
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quadrado central a placa. O foco principal desta andlise ¢ um estudo sobre o nimero de pontos de

integracdo que sdo necessarios para obter resultados com boa precisao para a formulacio proposta.

Os resultados numéricos sdo apresentados nas secdes subsequentes em termos do parametro

de carga critica K., dado pela equacao:

K. = (5.2)

onde, N, é a carga critica, a é o comprimento da placa e D3 é a rigidez em flexdo da placa (D3 =
D12 —|— 2D66)-

5.3.3 Sensibilidade do método ao niumero de pontos de integracao

Para esse estudo sdo usadas trés malhas distintas com elementos de contornos quadraticos
descontinuos, a saber: malha 1, tem 12 elementos no contorno externo e 12 elementoss no contorno
interno (furo); malha 2, com 20 elementos no contorno externo € 12 no contorno interno; e, malha 3,
com 28 elementos no contorno externo e 12 no contorno interno. Todas as malhas tiveram 48 pontos
internos, uniformemente distribuidos. As figuras 5.3 e 5.4 apresentam um esquema da configuragcao

geométrica da placa e do modelo de elementos de contorno.

Os resultados para o parametro de carga critica de flambagem em fun¢do da malha e do

nimero de pontos de integracdo sdo mostradaos na Tabela 5.2

Tabela 5.2: Parametro de carga critica K., para a placa de compésito laminado com furo quadrado

Malha Pontos de integraciao

4 8 12 16 20 24 26 30

1 25.89 | 116.85 | 144.66 | 134.59 | 125.11 | 118.25 | 118.25 | 118.25
61.43 | 100.28 | 113.58 | 110.22 | 114.66 | 114.66 | 114.66 | 114.66
3 67.88 | 96.08 | 101.55 | 107.18 | 112.02 | 112.20 | 112.20 | 112.20

A figura 5.5 ilustra a sensibilidade do método com os nimeros de pontos de integracdo e

refinamento da malha.
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Figura 5.3: Configuracdo geométrica da placa

Como pode ser observado na Tabela 5.2 e Figura 5.5, os resultados obtidos a partir da formu-
lagdo proposta, convergem com os resultados apresentados por Doval et al. (2011), a medida que
se aumenta o refinamento da malha; portanto, nas futuras andlises serd utilizada a malha 3 com 24

pontos de integragdo na formulacdo do método.

5.3.4 Carga critica para diferentes posicoes e razoes de aspecto

Nesse item, foram analisadas varias condi¢des de posicionamento do furo na placa, bem
como sua razdo de aspecto. A malha de elementos de contorno usada nesse caso € constituida de
44 elementos quadraticos descontinuos, sendo 28 elementos de igual comprimento no contorno
externo e 16 elementos no contorno do furo. As Figuras 5.6 e 5.7 apresentam, respectivamente, a

configuracdo geomética da placa e um modelo de malha de elementos de contorno utilizada.
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Figura 5.7: Modelo de elementos de contorno (28 elementos no contorno externo, 16 elementos no

contorno interno € 66 pontos internos)

Os resultados apresentados nas Tabelas 5.3 e 5.4, referem-se as andlises de flambagem de
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uma placa anisotrépica quadrada com um furo retangular em diferentes posi¢des no interior da
mesma. As andlises foram realizadas usando o método da integracao radial nas formulacdes de
elementos de contorno. Na tabela 5.3, as razdes d/a e e/a variam de acordo com o posicionamneto
da placa e as outras duas razdes valem c/a = 0,25 e f/a = 0. Ja na Tabela 5.4 as razdes c/a e
f/a variam de acordo com o posicionamneto da placa e as outras duas razdes valem d/a = 0,25 e
e/a=0.

Tabela 5.3: Pardmetro de carga critica (¢/a =  Tabela 5.4: Pardmetro de carga critica

0, 25) - maior dimensdo do furo perpendicular ao  para(d/a = 0, 25) - maior dimenséo do furo

eixo da carga paralela ao eixo da carga

Razao d/a | Razdo e/a K., Razao c/a | Razao f/a K.,

0,25 0,00 112,32 0,25 0,00 112,32
0,25 0,10 112,61 0,25 0,10 102,84
0,25 0,20 114,88 0,25 0,20 104,72
0,25 0,30 115,08 0,25 0,30 129,58
0,30 0,00 102,94 0,30 0,00 102,94
0,30 0,10 96,33 0,30 0,10 104,02
0,30 0,20 90,11 0,30 0,20 106,10
0,30 0,30 98,20 0,30 0,30 112,81
0,40 0,00 95,44 0,40 0,00 95,43
0,40 0,10 93,07 0,40 0,10 89,91
0,40 0,20 87,94 0,40 0,20 84,29
0,40 0,30 81,62 0,40 0,30 97,02
0,50 0,00 83,69 0,50 0,00 83,69
0,50 0,10 64,45 0,50 0,10 89,91
0,50 0,20 54,78 0,50 0,20 88,03
0,50 0,30 40,66 0,50 0,30 94,16
0,60 0,00 72,54 0,60 0,00 72,55
0,60 0,10 60,80 0,60 0,10 84,78
0,60 0,20 52,70 0,60 0,20 86,26
0,60 0,30 37,90 0,60 0,30 91,79
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Com base nos resultados mostrados nas figuras 5.8 € 5.9, é importante observar que o com-
portamento das placas anisotrdpicas € bastante diferente do comportamento das placas isotropicas
analisadas no Capitulo 3 e também apresentado por Brown et al. (1986), EI-Sawy e Nazmy (2001)
e Shakerley e Brown (1996), principalmente, para furos retangulares centrais, com o cargamento
perpendicular a maior dimensdo do furo. Percebe-se que para as mesmas condicdes geométricas,
de carregamento e apoio, os valores do coeficiente da carga de flambagem das placas anisotrépicas

sdo, consideravelmente, mais elevados do que aqueles das placas isotropicas.
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Figura 5.8: Eixo da carga perpendicular a maior dimensao do furo
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Figura 5.9: Fixo da carga paralelo a maior dimensao do furo

5.4 Discussao dos resultados

5.4.1 Eixo da carga perpendicular a maior dimensao do furo

Os resultados apresentados na Tabela 5.3 e Figura 5.8 mostram que a medida que a excen-
tricidade da perfuracdo a partir do eixo central aumenta, uma diminui¢do do fator de carga de
flambagem é observado. A medida que a perfuracio se aproxima do centro da placa, no entanto,

um aumento do fator de carga de flambagem € observado.

A medida que a menor dimensdo da perfuracdo aumenta, o fator de carga de flambagem
diminui. O aumento da razao de aspecto da parte da placa de ambos os lados do furo, teoricamente,
deveria diminuir a carga de flambagem, isso estd consistente com os resultados. Com o aumento da
maior dimensao do furo, este efeito € mais pronunciado, e pode ser esperado uma vez que propor¢ao

ird tornar-se maior.

Com uma perfuracdo central, um aumento da maior dimensdo da perfuracio faz com que o

coeficiente de carga de flambagem diminua, diferentemente do que ocorre com as placas isotropi-
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cas. Temos o mesmo comportamento quando a perfuracdo € posicionado excentricamente, o fator

de carga de flambagem diminui com o aumento da maior dimensao.

As figura 5.10 e 5.11 mostram o primeiro mode de flambagem de uma furo descentralizado

com carregamento perpendicular a maior dimensao do furo.

Figura 5.10: Vista de perfil do primeiro modo de Figura 5.11: Vista de topo do primeiro modo de
flambagem com d/a = 0,50 e e/a = 0, 20. flambagem com d/a = 0,50 e e¢/a = 0, 20.

5.4.2 Eixo da carga paralelo a maior dimenséao do furo

Os resultados apresentados na Tabela 5.4 e Figura 5.9 mostram que, quando a maior di-
mensdo do furo € paralelo ao eixo da carga, o comportamento do primeiro modo de flambagem
¢ bastante diferente daquele quando o eixo de carga € perpendicular a maior dimensdo do furo,
descrito acima. A carga aplicada a placa é predominantemente conduzida pela grande quantidade

de material remanescente, e o efeito de condi¢des de contorno € predominante maior.

A medida que a excentricidade da perfuragdo aumenta, uma diminui¢do no fator de carga
de flambagem € observado. Para altas excentricidades de perfuragdo, a placa pode ser considerada
como uma faixa larga e outra estreita. A placa do lado estreito ndo flamba tdo facilmente como
a placa lateral larga, pois a tensdo de compressdo tende a ser conduzida pelo lado mais largo da
placa. Esta combinag¢do pode causar a falha global da placa em fatores de carga de flambagem mais

baixos. A medida que a perfuragao é movida para o centro, a carga torna-se mais uniformemente
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distribuida e a carga de flambagem do material aumenta de cada lado.

As figura 5.12 e 5.13 mostram o primeiro mode de flambagem de uma furo descentralizado

com carregamento paralelo a maior dimensao do furo.

Figura 5.12: Vista de perfil do primeiro modo de Figura 5.13: Vista de topo do primeiro modo de
flambagem com ¢/a = 0,50 e f/a = 0, 20. flambagem com ¢/a = 0,50 e f/a = 0, 20.

5.5 Conclusoes

Este capitulo apresenta uma andlise do desempenho do método da integracao radial, con-
siderando sua precisdo, quando utilizado numa formulagdo de elementos de contorno para a andlise
de instabilidade de placas de compdsitos laminados com campos de tensao nao-uniformes. As in-

tegrais de dominio s@o transformadas em integrais de contorno pelo método de integracdo radial.

Este resultado faz com que este método seja muito apropriado para o tratamento desses tipos
de problemas, apesar do custo computacional, em fun¢do do nimero de pontos de integracdo
necessdrios, ser elevado. As vantagens inerentes ao método, quando comparado com o método
dos elementos de contorno de reciprocidade dual e com células, sdo: ndo é necessério se calcular
solugdes particulares nem tampouco se discretizar o dominio em células e € facil de ser implemen-
tado.
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6 Conclusoes

6.1 Consideracoes finais

Este trabalho apresentou uma formulacdo do método dos elementos de contorno para anélise
de problemas de estabilidade de placas finas isotrdpicas e anisotropicas de materiais compdsitos.
As formulagdes do método dos elementos de contorno para a anélise de problemas de estabilidade
de placas de materiais isotropicos e anisotropicos foram obtidas usando solucdes fundamentais da

elasticidade plana e a teoria de Kirchhoff.

Inicialmente, resolve-se o problema de elasticidade plana, calculando os deslocamentos e as
forgas de superficie. Entdo, calculam-se as densidades de forga, a partir dos deslocamentos e forcas
de superficies. Estas densidades de forcas sdo entdo consideradas na formulacao de estabilidade de

placas finas.

As vdrias integrais de dominio presentes na formulacao de estabilidade de placas sdo transfor-
madas em integrais de contorno usando o método da integracdo radial. O problema € transformado
em um problema de autovalor e autovetor, onde os autovalores do sistema estao relacionados a

carga critica, enquanto que os autovetores representam os modos de flambagem.

O uso do método da integragdo radial em problemas de flambagem de placas finas de com-

posito laminados representa uma das principais contribuicao deste trabalho.

Pode-se perceber que quando se analisa placas com furos, os resultados sdo satisfatorios,
porém, um numero elevado de pontos de integracdo e pontos interno sao necessarios. Nesse caso,
o custo computacional do método € alto em decorréncia do nimero de integrais numéricas que

precisam ser calculadas, bem como do grande nimero de pontos de integragdo.

Mesmo possuindo um ndmero elevado integracdes a serem feitas, em funcdo do tipo de prob-
lema analisado, o método da integracdo radial mostrou-se bastante adequado, principalmente para
problemas de estabilidade de placas anisotropicas com furo, pois além de permitir que as funcdes
de aproximacao sejam escolhidas livremente, ndo ha a necessidade de se calcular as solu¢des par-

ticulares, o que em alguns casos de placas finas anisotrépicas pode ser muito dificil ou até mesmo
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impossivel de se determinar.

Como propostas para trabalhos futuros sugere-se, a extensao do método para problemas nao-
lineares (grandes deflexdes), a problemas de estabilidade de perfis em I, T ou H, com almas vazadas
e o desenvolvimento de procedimentos para tornar menor o custo computacional do método da

integragdo radial.
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APENDICE A Formulacgio de elasticidade plana isotrépica

A.1 Equacoes de Equilibrio da formulacao de elasticidade plana isotropica

Considere um elemento infinitesimal como mostrado na Figura 2.2, obtido a partir de um
dominio {2 submetido a um carregamento genérico. Nesse caso, o equilibrio de forcas pode ser

escrito como:

+0, =0 (A.1)

+b,=0 (A.2)

+0,=0 (A.3)

que também pode ser escrita como:

0ij.j + bz =0. (A4)

Por sua vez, do equilibrio de momentos resulta que

0ij = Oji, (A.5)

onde, 0;; € o tensor de tensdes e b; € o vetor de forgas de corpo.

O vetor de forcas de superficie ¢; (Vetor de Cauchy) em um ponto no contorno I' de um

dominio {2 é expresso na forma
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tz‘ = 04Ny, (A6)
onde, n; € o vetor normal do contorno I' no ponto.
Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sdo assumidos como in-

finitesimais. O tensor de deformacao pode ser escrito como:

1
Epl = 5 (U + k) (A7)

Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformagdes
nao podem ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condi¢cdes de compatibilidade

e integrabilidade. A equagdo de compatibilidade é dada por:

Eijkl T Eklij — Eikgl — Ejlik = 0 (A.8)

, que no caso bidimensional € reduzida a forma

€11,22 T €22,11 = €12,12- (A.9)

No caso de material eléstico linear, a relagdo entre o tensor de tensdes com o tensor de defor-

macoes € escrita, na sua forma mais geral, como:

Oi5 = Aaijgkk + 2H5ji (AIO)
onde,
E
= — A.l1
H= 1) (A.11)
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A= —"(1-2) (A.12)
A.2 Formulacao integral

Assumindo-se uma fung¢do vetorial continua v, que representa o deslocamento de um estado
elasto-estatico definido sobre um dominio €2, como sendo uma fungdo peso da equacdo de equilibrio
(A.4), tem-se:

Q Q

Pela regra de derivagdo do produto de duas funcdes tem-se:

(oiu;) k = Oijpu; + oijugy, (A.14)

Pode-se escrever u; ; COmo a soma de um tensor simétrico € um anti-simétrico, da forma

sendo que £;; e w;; representam os tensores deformac@o (simétrico) e rotagdo (anti-simétrico), re-

spectivamente, do estado eldstico ” x 7.

Substituindo (A.15) em (A.14) tem-se

(0iju;) j = 0ijju; + 0ijEf; + o3y (A.16)

sendo o;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico € nulo.
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Desta forma, a equagdo (A.16) torna-se

OijjUi = (Uzaui)u 0ij€i;

Substituindo a equacdo (A.17) na equagdo (A.13) tem-se

_/O—i]'g:de—i_/(o—iju:),de"‘/biU:dQ:O
Q QO Q

Pelo teorema de Green tem-se:

/(O’Z]U:)JdQ: /(Uzjuf)njdfz /tﬂj:dF
Q r r

onde

ti = O'ijTLj

Substituindo (A.19) em (A.18), tem-se

/Uz‘jefde:/tiude+/biu;‘dQ
Q r Q

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

Se partirmos da equagdo (A.4) como sendo a correspondente ao estado u; e a fungdo de

interpolacdo da equacgdo (A.13) como sendo u;, obtém-se, de forma andloga a anterior

Q r Q

(A.22)

Pelo Teorema Betti dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por 05,5 =
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0j¢;;- Desta forma, igualando-se as equagdes (A.22) e (A.21), tem-se

r Q r Q

A equacdo integral (A.23) relaciona dois estados quaisquer de tensdes. Para que se possa
tratar problemas de elasticidade em meio continuo, serd adotado que um destes estados é conhecido,
e o outro se deseja determinar. No caso de elementos de contorno, o estado conhecido € o chamado
estado fundamental que corresponde a resposta de um corpo infinito a uma carga concentrada
unitdria em um ponto x’. A representacdo matemadtica de uma carga concentrada unitdria é dada

pelo delta de Dirac que € definido como

i(x—x') =00 se x =X
I(x—x)=0 se X #x/ (A.24)
[ 0(x —x)dQ =

A razdo da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a funcao delta de Dirac reduz

o nimero de integrais de dominio, pois esta possui a propriedade

/Qf(x)é(x —x")dQ = f(x) (A.25)

para um dado ponto x" € (.

Considerando o estado ” x” como sendo o estado fundamental de um problema estatico livre

de forgas de corpo (b = 0), a equacdo (A.23) pode ser escrita como

r Q r Q

onde Uy e T}, representam respectivamente deslocamentos e forgas de superficie na direcio &, num
ponto x, devido a uma for¢a concentrada unitéria aplicada de forma estatica num ponto x’ numa di-
recdo ¢. Por serem solucdes do estado fundamental, U;;, e T}, sdo chamadas solu¢gdes fundamentais

de deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente.

131



Devido a propriedade (A.25), a equacdo (A.26) pode ser escrita como

r r Q

Esta equacdo também € conhecida como Identidade de Somigliana e permite obter os valores
dos deslocamentos u em qualquer ponto P do dominio 2 do problema, considerando-se que os
valores de deslocamentos u; e forgas de superficie ¢; no contorno da geometria e as forcas de corpo

b; sdo conhecidos.

Considerando que as forcas de corpo b; sdo nulas, pode-se escrever:

r I
A.3 Solucoes fundamentais

Para um estado plano de tensdes as solu¢des fundamentais para os deslocamentos e forcas de

superficies sao dadas, respectivamente, por:

1 1
Ul'j(X, Z‘) = %(1 — V) (3 — 4V) lOg E(SU + R}iRJ (A29)
-1 OR
Ej(X, JZ) = [(1 — 21/)(57;]‘ + QRJ‘RJ]— — (1 — QV)(RJTLZ — R}jni) (A30)

Ar(l1—-v)R on

Note que tanto a solu¢do fundamental de deslocamentos quanto a de forcas de superficie
s@o singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solu¢dao fundamental de

deslocamentos a singularidade € fraca (Inr). J4 no caso da solu¢@o fundamental de forcas de super-
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ficie tem-se uma singularidade forte (1/r). As formas como estas singularidades serdo tratadas é

mostrada na secio A.6.

A.4 Equacoes integrais singulares

A equacdo integral (A.28) foi escrita para um ponto do interior do dominio. Uma vez que o
ponto fonte € interno, a equacdo contém apenas integrandos regulares. Considere agora o limite da
transi¢do quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operacdo pode ser implementada colocando
o ponto fonte no contorno e diminuindo o dominio do problema por uma regido semi-circular,
com contorno I'7 e raio €, centrado no ponto fonte, conforme mostrado na Figura A.1. Com esta

configuragdo, o contorno completo € dividido em duas partes, na forma

Figura A.1: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regiao semi-circular.

' =lim (I — T +T7) (A31)

e—0
onde € € o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I' (Figura A.1).

A equagdo (A.28) é, entdo, reescrita como:

w +lim [ Tywdl =lim [ Upt;dDl (A.32)
=0 Jr_r 417 €0 Jr—r 417
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A integral do lado direito da equagdo (A.32) contém um integrando de singularidade fraca da
ordem In(1/r) e é integravel como uma integral imprépria. A integral do lado esquerdo tem uma
singularidade forte, de ordem 1/7, que pode ser regularizada com o primeiro termo da expansio de

Taylor em torno do ponto fonte, ou seja

e—0 [T +T* e=0 J«

€

ui(z,) lim [ T}; dI" +

e—0 I
lim [ Tyu;(z) dT (A.33)
e—0 T,

Assumindo que os deslocamentos sdo continuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado
direito da equacdo (A.33) € integravel e desaparece no processo de limite. O segundo termo da
equagdo representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z")u;(z’), no qual A;;(z’) é uma
constante que depende da geometria local e das constantes eldsticas. Finalmente, o terceiro termo
do lado direito da equacdo resulta numa integral imprépria que € calculada no sentido do valor
principal de Cauchy. Portanto, quando ¢ — 0, o ponto fonte tende ao contorno e, no limite, a

equacgdo (A.32) pode ser escrita na forma

r

onde f representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;;(z’) é dado

por dij + A;;(2'), no qual J;; representa o delta de Kronecker.
A.5 Formulacao dos elementos de contorno discretizada

Para se obter a solucdo do problema elasto-estatico, o contorno é dividido em elementos

de contorno. Neste trabalho, serdo utilizados apenas elementos quadraticos (3 nds por elementos)
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descontinuos (elementos cujos nds da extremidades nao sdo compartilhados com os elementos

vizinhos).
As fungdes de interpolacdo no espaco utilizada neste trabalho (funcdes de forma) sdo as
fungdes de forma quadraticas. Fungdes de forma quadratica permitem a modelagem de elementos

curvos e sao especialmente indicados para problemas onde se tem altos gradientes.

Os deslocamentos e as forcas de superficies sdo representados em um elemento quadratico

padrdo como:

NO o N® o NO® (2)
u:{ul}:[ YU Nu™ (A.35)

¢ NO o0 N® o NGO g t@
t:{l}:[ ! — Nt™ (A.36)

) o 4™

onde ui" .~ sd@o os valores nodais de deslocamentos e for¢as de superficies, respectivamente, e

N sao as funcdes de forma quadraticas definidas por:
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N = %5(5—1> (A.37)
N® = 1_¢ (A.38)

NG %5(5“) (A.39)

onde ¢ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura A.2).

Considere que o dominio tenha sido dividido em N E elementos de contorno. Substituindo

as equagoes (A.35) e (A.36) na equacdo (A.34), tem-se

NE NE
cu' + > { ][TNdr} w=>" { / UNdQ} t (A.40)
j=1 (/T j=1 (/T
Chamando
/ UNdI' =g (A41)
r;
e
][TNdI‘ —h (A.42)
Ly
tem-se
N N
Y HY =D GO (A.43)
j=1 j=1

ou, na forma matricial
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Hu = Gt (A.44)

Aplicando as condi¢des de contorno, obtém-se;

Ax=Db (A.45)

A.6 Integracao no Espaco

A geometria do elemento pode também ser considerada quadrética (elementos isoparamétri-
cos) e, neste caso, ser representada pelas coordenadas nodais e as fungdes de forma N, ou seja
(Figura A.2):

A ;
n @ @G
1)/ o | | L &
) —_2 ¢ -
\(\\
..\ 3) g
\\/ //

A\

)
)
NO o N® o NO® (2)

X = { o } _ [ xl) — Nx™ (A.46)
)
)
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Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:

1

g — lekdep_ ][lezv@mdg (A.47)
r; -1

GU)  — /UlkN(J)dF:/ Usz(])U\df (A.48)
T —1

J

onde | J| representa o médulo do Jacobiano da transformagdo (z1,zs) — &:

dr de\?  [de\2) "
|J|=d—€= (d_g) +<d—§) (A.49)

onde dx,/d e dxo/d€ sdo obtidos derivando-se as equagdes (A.46) em relagdo a €.

Integrais singulares da ordem O(Inr) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura de
Gauss com uma transformagao de varidveis cubica, conforme proposto por Telles (1987), que can-
cela exatamente a singularidade logaritmica. Uma outra possibilidade € o uso da quadratura loga-
ritmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com este método, os termos

incluindo singularidades logaritmicas podem ser integrados por

11 1 d¢é = 3
- (g) e S wif(©). (A.50)

onde /N € o numero de pontos de Gauss.

Neste trabalho, os termos ndo singulares das matrizes H e G sdo integrados utilizando-
se quadratura de Gauss. Os termos singulares de G sdo do tipo In(r) sendo integrados usando
quadratura logaritmica de Gauss. J4 os termos singulares de H sdo do tipo 1/r e precisam ser cal-
culados no sentido do valor principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta

singularidade € através de consideracdes de corpos rigidos. Assumindo que um corpo rigido tenha
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todos os seus pontos do contorno deslocados de um valor unitdrio e que ndo existam forc¢as de corpo
(b; = 0) na dire¢@o de um dos eixos de coordenadas, as forgas de superficie em qualquer ponto do

contorno deste corpo deve ser zero. Desta forma, a equagao (A.44) torna-se

Hv?=0 (A.51)

onde v? é um vetor que para todos os nés tem deslocamentos unitarios ao longo da dire¢do g e zero

na outra direcdo. Para satisfazer a equacdo (A.51) tem-se

Hi=—) Hy  j#i (A.52)
sendo 7 par ou impar.

O termo da diagonal da matriz H € igual a soma de todos os outros termos fora da diagonal

correspondentes ao grau de liberdade em consideragao.
A.7 Calculo dos deslocamentos e tensdoes em pontos internos

O tensor de tensdes para um ponto no interior do dominio {2, obtido derivando-se a equacao

(A.27) neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito como

T T

onde Si;; € Dy,; sdo combinacdes lineares das derivadas de T;; e U,;, respectivamente.
A.8 Tensodes no contorno

Para se calcular o tensor de tensdes em um dado né do contorno, considere um né em que as

direcdes dos vetores tangente e normal ao contorno ndo coincidam com as direcdes dos eixos ge-
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ométricos (Figura A.3). Neste n6 é criado um novo sistema de referéncia x z, possuindo direcoes
que coincidam com os vetores tangente e normal ao contorno neste nd. Escrevendo os deslocamen-

tos e as forgas de superficies neste sistema local tem-se

t = Ut (A.54)

Figura A.3: Tensdes no contorno.

No sistema local tem-se a seguinte relagdao

/ oy
099 = 1y

oy, =t (A.55)

A deformacgio €', pode ser calculada, sabendo que
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1
€11 = _(U,m + U,11> = “/1,1

2
duy  du) d€

1= o= A.56

1T e T de da) (A.56)

Usando geometria diferencial na equagdo (A.56), pode-se notar que a dire¢do local x| €

tangente ao comprimento infinitesimal de arco ds dado por

dz\° daty)\”
(%)*(%)ﬁ

_ (A.57)

ds = \/dz'® +dab® = \/

ds
d§

Um pequeno movimento ao longo de s corresponde a um pequeno movimento em . Isto

permite com que x’ na equacio (A.56) seja substituido pela equacio (A.57), ou seja,

oo dudg
1 d¢ ds
d /
ey = 7%%J‘1 (A.58)

Sendo

3
U = ZN(i)ugi)
=1
duy 2LANG
€ 2 e "

n=1

(A.59)
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onde N sdo as fungdes de forma. Pode-se entdo obter a deformagio

3 .
dAN® .
7 Wl gt (A.60)

I JE—
€11 =

n=1

Das relagdes tensdo-deformacgdo, para um estago geral de tensdes, tem-se

2 \ - 1 3\
/ / / / / / / /
0-11 11 12 13 14 15 16 611
/ / / / / / / /
022 BZl BQQ 323 24 325 BQG 622
o / / / / / / el
33 o 31 32 33 34 35 36 33
o - / / / / / / e (A61)
12 41 42 43 44 45 46 12
/ / / / / / / /
013 B51 BSQ 353 B54 B55 B56 613
/ / / / / / / /
[ 023 | | De1 Doz Des Dea Des Des | | €23 )

onde Bj; sdo as componentes da matriz de rigidez escritas no referencial local.

Na equacdo (A.61), para um estado plano de tensdes, tem-se trés incognitas o', €5y, €15, que

agora podem entdo ser determinadas.

Por dltimo, as densidades de forca tem que ser escritas no referencial global z; 25, ou seja

011 011
-1
gy ¢ =T Thy (A.62)
!
012 012

onde T é a matriz de transformacao de coordenadas.
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APENDICE B Carga critica de flambagem

B.1 Introducao

A carga critica de flambagem € aquela naqual uma placa sofre deformagdes repenti-
nas considerdveis. Ela pode ser obtida a partir da solu¢do de um problema de valor de contorno,
na forma da equacdo diferencial 3.21, sujeita as condi¢Oes de contorno descritas na secdo 3.3. A
formulacao integral deste problema nao é um problema puramente de autovalor. Uma vez as inte-
grais de dominio contém tensdes no plano, essas nao podem ser facilmente reduzidas a integrais
de contorno. No entanto, a solucao do problema de flambagem por elementos de contorno torna-se
eficiente em funcdo da precisdo inerente do método. Além disso, a técnica do método da integracao
radial, usado para transformar as integrais de dominio em integrais de contorno sem necessidade
de discretiza¢do do dominio, tem apresentado excelentes resultados, principalmente em problemas
de estabilidade de placas anisotropicas. Neste capitulo, contudo, apresentar-se-4 uma solucdo de
elementos de contorno direta com discretizacdo do contorno e dominio. Um sistema de equacdes
algébricas de problema de auto valor € resolvido e o valor minimo do fator de carga )\, isto é, o
fator de carga de flambagem, bem como o modo de flambagem correspondente (fundamental) serao
obtidos.

B.2 Formulacao integral de contorno

A equagdo de Navier descrita no Capitulo 3 serd reescrita com as correspondentes condigdes

de contorno:

DV*w = N\ L (Nug, W05 ) (B.1)

onde
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0w 0w *w
L Na y Wha - Nzx_ N:c N,
( B, W ,8) o2 + yaxgy—i_ yyayg

Nygy Nyy € Ny, sdo as correspondentes tensoes de membrana relativas as tragdes no contorno
T, eTse )\ € o fator de carga.

As seguintes condi¢des de contorno devem ser satisfeitas:

B.2.1 Contorno completamente restrito

Na condi¢ao de extremidades fixas, tanto as translagdes laterais como as rotagdes em torno

dos eixos paralelos as faces, ficam restritas. As condi¢des de contornos, nesse caso, podem ser
expressas como:

(B.2)

B.2.2 Contorno simplesmente apoiado

Na condicdo de extremidades simplesmente apoiadas as translagdes laterais ficam restritas,
mas pode haver rotacdes em torno dos eixos paralelos as faces. Nesse caso, pode haver momento de

flexdo em torno desses eixos. As condicdes de contornos, nesse caso, podem ser expressas como:

w = 0;
0w
S0
on?

(B.3)
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B.2.3 Contorno livre

As condi¢des de contorno de extremidades livres € representada pelas equacdes diferenciais:

0*w N Vﬁzw 0
on? 0s?
PPw Pw
on3 +(2- V)8n852 =0 B4

O termo w,,p representa a derivada parcial de w em relagdo a 3 e a, simultaneamente.

A equacdo integral de contorno pode ser deduzida a partir das seguintes solu¢des fundamen-

tais:

u(Q) = —lInr (B.5)

us(Q) = 8% (2Inr+1)cosa (B.6)

onde r € a distancia entre o ponto fonte P e o ponto campo () e « o angulo entre o vetor r € uma
direcdo arbitraria, usualmente tomada como a direcao normal ao contorno no ponto P, conforme

representado na figura B.1.

Uy € ug possuem a seguinte propriedade;

V4u = (Sp (B7)

onde ¢p é a fungao delta de Dirac, definida como:
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Figura B.1: Sistema de coordenadas curvilineas no contorno da placa

5P(Q)={O se P # Q}

1 se P = @

As solucdes fundamentais u, e u, definidas na equagdo B.6, utilizadas na formulacdo do
problema de tensdes planas € dividida pela rigidez em flexdo da placa e serd usada aqui nesse
capitulo novamente. Como foi definida, u; é proporcional a deflexdo do ponto campo () de uma
placa infinita sujeita a flexdo, devida a ac@o de uma forca transversal unitaria concentrada no pontp
P e uy € proporcional a deflexdo do ponto () devido a um momento unitirio no ponto P em torno
do eixo que faz um angulo a com a dire¢do PQ, como representado na figura B.1 Timoshenko e
Gere (1961).

Multiplicando a equagdo B.1 pela funcdo por u (u; ou us) e integrando sobre o dominio 2,

tem-se:

/ uDViwdQ = \, / UL (Nug, W,ap ) dS (B.8)
Q Q

A identidade de Rayleigh-Green para placas, levando em conta as descontinuidades nos can-

tos da placa pode ser escrita como:
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D /Q (uV*w — wV*u) dQ = /F [Vn(u)w - Mn(u)%Mn(w) —uVn(w)| dl'

£S5 [ (M) — u (M1, (@))]

onde:

V,.: esforco cortante equivalente; M,,: momento fletor; M,,;: momento torcor; /N.: nimero de

cantos; e, f |1L : descontinuidade dos cantos.

Combinando as equagdes B.9 e B.4, usando as propriedades da func¢do delta de Dirac expressa

na equacao B.7, obtém-se:

CZ(UJ) + Mg =1+ Jp (B.9)

onde:

Id:/uL(Nag,me)dQ
Q

/F [Vn<u>w - Mn(u)%Mn(w) — uVn(w)|dl

i=1

Jy= 3" [w (Ms|*) = (|M]ns(w)[T)]

N

Iy

As defini¢des de c e Z foram dadas na secdo 3.2.
A integral de dominio I; B.9 contém curvaturas d*w /dadf3 que sdo incégnitas na formulagdo.

O trabalho de Syngellakis e Cherukunnath (2004) transformou a integral de dominio /; em outra

integral de dominio que contém deflexdes desconhecidas ao invés de curvaturas, da seguinte forma:
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, 0 8 ow , 0 ow ow

B /w* {aNm ow any a_w ONy, 0w | ON,, 0w
Q

dr Or = Oz Oy Oy Ox oy 8%} dt (B-10)

A segunda integral do lado direito desaparece aplicando as equagdes de equilibrio (3.14). A

primeira integral pode ser reescrita como:

ol . ow ow a | . ow ow
e o [ (5 ey )y o (o 055 o

ow* ow ow ow* ow ow
— —(N,,— + N_.,— — |\ N,,— + N, — Q B.11
/Q[ﬁx < ”ax+ ””yay)+ dy ( my8x+ yy(‘?y)]d ( )

Ao aplicar a primeira identidade de Green, a primeira integral pode ser transformado em uma
integral de contorno. A segunda integral pode ser reescrita como a soma de outras trés integrais de

dominio:

—

w ow . ow ow
/{w < ——l—nya—y)dx—w (nya +Nyy8 )dy] dI’

ow* ow* 0 ow* ow*
- [ g (e + 2 ) o] = 5 (9 ) ] o
ONyy Ou 8ny ow* 0Ny, ow*  ON,, Ow*
/ [ ox (’h or Oy + Oy Ox + Jy O ds

d*w* O*w* d*w*
N,,—— +2N_,,—— + N,,——— | df) B.12
+/Qw { " Ox? + Y 0xoy + Ny Oy? } ( )

A primeira integral do lado direito da equacdo (B.12) é uma integral de contorno que pode
ser expressa em termos de forcas de superficie no contorno 7}, e T;. A segunda integral pode ser
transformada em integral de contorno usando a primeira identidade de Green. Finalmente, a ter-

ceira integral desaparece por causa das equagdes de equilibrio (3.14). Desta forma, /; € finalmente
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expressa como a soma de uma integral de contorno e outra de dominio, ou seja:

Ig = I + Iqy

onde

ow ow ow* ow*
I = Ny—+Ts— | —w | T, —— +Ts— r
! /F{w(nanjLS&s) w(n8n+sas>]d

*w* *w* Pw*
1y, = Nypy——— +2Nyy—— + N, —— | df}
dw /Qw [ gz T 2N dzdy N y? }

A equacido B.9 pode ser reescrita como:

cZ(w) + My + Mgy = Ig+ I

B.3 Problema de autovalor

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

O método da integracdo gaussiana serd adotado para avaliar as integrais de contorno [, e I;

e a integral de dominio /4,, utilizando, respectivamente, Ny, € Nyq pontos de Gauss. As formas

discretizadas das equagdes [, e I; e I, sdo:

Nbe

n [g—n} | 3™ 6y () — NZ o [vn<w>Jk}

J k=1
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At 3u ou] <

J k=1
N, N,
~ —~ 0¢x
* T Z o { } i [UTS]] k=1 a_wk}
Npe Nne
0*u o
Z‘J’Z ( x:pa D) +2Nzyax—ay yyay ) Zgbkwk (B.lS)

J k=1

A notagdo [E]; indica o valor de E no ponto de Gauss j e (wy); 0 peso correspondente. Nas

integrais I; e I, N, representa o nimero de nds por elemento no contorno, exceto para superficies

ow
n

nimero de nés no dominio. As singularidades ocorren quando o ponto fonte estd colocado dentro

livres, onde w e sdo calculadas usando o modelo de dominio. Na integral /4, /V,,. representa o

do elemento a ser integrado. Tais integrais sdo avaliadas analiticamente.

Se o ponto fonte € colocado nos nés do contorno, duas equacdes com u; € us podem ser
usadas para cada n6. Um sistema de N, equagdes € obtido, onde N, = 4(Ny. — Ny.) para o caso
de elemento de contorno linear descontinuo e, N, = 2(/Ny. — Ny, ), no caso de elemento constante,
onde Ny, € o numero de elementos na superficie livre. O sistema de equacOes pode ser escrito

como:

([Bs] + A [Bg]) {buw} = ([D1] + A [D1]) {w} (B.19)

onde {b,,} € um vetor que contém N, termos desconhecidos no contorno, tais como, %, M, (w)

ou V,(w) e {w} é um vetor que contém as deflexdes do dominio para Nz, nés do dominio. O
vetor [Bs] de ordem N.x N, resulta da integral [, e do termo ¢Z(w), quando este ndo é zero.

O vetor [Bg] de ordem N ,xN, resulta da integral /;. Contudo, os termos de I; e I, que contém

as varidveis w e g—“’ sobre uma superficie livre, contribuem na formagéo da matriz [D;] e [D,] de

ordem N ,xNy,, em vez de [By] e [Bs], visto que essas duas varidveis sdo escritas em termos do
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dominio. [D;] contém somente essas contribui¢des e é identicamente nula quando a placa ndo tem

superficies livres. [Ds] contém as contribuicdes das integrais I; e Iy,.

As equagdes B.19 representam um sistema de N, equacdes com N, + Ny, incdgnitas,
além do parametro desconhecido A. Esse sistema ndo pode ser resolvido sem que se estabeleca
um numero adicional de equagdes equivalentes a Ny,. Essas equacdes podem ser obtidas ao se

colocar o ponto fonte P sobre os Ny, ndés do dominio e escrevendo a equacdo B.16 com u = u;.

Assim, um outro sistema de N, equacgdes € entdo obtido:

([B7] + A[Bs]) {bw} = ([Ds] + A[Da]) {w} (B.20)

As matrizes [By|, [Bs], [Ds] e [Dy] sdo obtidas da mesma forma que as marizes [Bs], [Bg),
[D1] e [Ds], respectivamente, exceto o termo ¢Z(w) = w, que contribui para a matriz [Ds] e ndo

para a matriz [B7], em func¢@o do ponto fonte estar no dominio e nao no contorno.

As equacdes B.19 e B.20 podem agora serem transformada em um problema de autovalor,

com N,z Ny, equagdes com A como incognita:

[CIH{U} = c{U} (B.21)

onde

(B.22)

> =

{U}—{‘;”}

(B.23)
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_ | [Bs] —[D]
[A] = B, _[H,] (B.24)
_ | —[Be] [Dy]
[B] = B D] (B.25)

O sistema de equacdes B.21 representa uma forma cldssica de um problema de autovalor.
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