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RESUEQ

Apresenta-se, neste trabalho, um estude tedrico-experimental
do comportamento dindmice de uma estruturs reticulada, parte integran-
te de um lmplemento Agricola. Az matrizes de rigidez {K] e massa [N}
da estrutura - Brago do Pulverizador Agricela- 30 cobtidas pelo Hétodo
dos Elementeos Finitog, utilizando-se um "software” implementado em um
nicreocomputador, A solugBo do preoblema de autovalores/aubtovetiores
{(frequéneias naturais o modop prdéprios}) & cbhbtida pelo Hetodo Iterativo
da Poibnecia. Alédm disso, os parfmetros modais {(frequéncias naturals,
modos prdéprics e fatores de amortecimento) da estrutura real s3%0 esti-
" mados, experimentalmente, através de um "software” de Andlise Modal,
Finalmente, uma compara¢do entre os resultados. obtidog no modelamento
todrico & no teste experimental & feita mostrande~se, gue as aproxima-

cBes usadas no modelamento s%0 sabtisfatdrias.



ABSTRACT

A numerical-gxperimental investigation of the dinamic beha-
vior of a frame is presented. The stiffness and masg malrices of the
structure (Sprayer Booms) eare obtained by means of the finlte element
method, using a software package implemented in a microcomputer, The
solution of the eigenvalue/eigenvector problem is given by ihe power
method., The nodal parameters (natural frequencies, modes shapes and
damping factor) of the real structure are obtained using =a software
for modal analysis. Results that were obtained in the theorical mo-
delling are compared with the experimental test showing that the ap-

proximations used in the modelling are suitable.
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i IBTRORUCAQ

Has dltimas ddécadaz ag inddstrias mec8nicas Liveram e, ainda,
continuam tendo um crescente avango tecneldgico, fazendo com que a
gqualidade e o.desempenho de seus produtos, de forma gerel, estejam
constantemenie sendo melhorados. Entre as vdrias causas deste avango,
pode-~se citar como principais fatores os seguintes:

- A necessidade de se atuer com velocidades de operagdo mais
altas, visando um rendimentc melhor;

- A necessidade de se ter uma relacdo custos/beneficico maior,
fazendo com gue ar egtruturas sejam mais leves e mais complexasn;

- A& concorrdncia direta entre empresag, que exige uma reduglo
de custos sem comprometimento do produto final;

Para manter este avanco, tornou-se necessdrio, tanto na and-
lise dos prqjetos J#& concebidos, como na confecglBo e/cu olimizaglo de
novos projetos, levar-se em conta o comportamente da estrutura mecini-
€2 nos Ccasos en que axisﬁe selicitac®o dindmica;

Gom o advento dog computadores pessoais, ferramentiass de csl-~
culo de grande capacidade e custeo relativamente baixe, mdétodos tradi-

cionais utilizados na formulagde de problemas dindmicosg, tais como o



HeETODD DO5S ELEMERTOS FINITOS e ANKLISE HODAL, comegaram a ganhar maior
popularidade. Pode-se afirmar que estesg métodos de andlise foram res-
ponsdveis, em grande parte, pelo avango tecno-cientifico da indistria
aeroespacial no tocante a andlise de sistemas esiruturais.

Hoje em dia ¢ bastante comum que as divisUes de pesquiga e

desenvolvimente de [irmas de porte médlo dominem a tédcnica de andlise

estrutural pelos métodeos acima citados. Ho Bragil, infelizmente, esta
af irma¢do ainda exclui a #rea de projetos de mdguinas agricolas, que
Lem~se mostrado carente emr recursos técnicos e humanes, Homem Helo

/227 mostra esta realidade em seu livro "Pricridade Agricola: Sucesso
ou Fracasse 77, fazendo uma avaliagdo da produgdc agriceola no Brasil e
demonstrando que a produglo por habitante de alimentes bésicos conmo
arroz, feijd%co, milheo, mandioca e bkatata, sofreu, no periodo de 1977 a
1984, reducio scentuada por raziies tecnicas e polfticas, apesar das
grandes dinens@es de terras ainda cultivdveis no pafs. Uma das formas
de se sumentar egta produglo de alimenios seria a aplicegdo de grandes
investimentos no campe, inclufndo-se af as questBes agrérias @ a meca-
nizac¥o. Enquanto o problema agrdrio exige uma atitude politica, a
mecanizacdo necessita gque se tenha no pafs pessoal esgpecializadoe en
méAgquinas ¢ implemsntog agrfcelas tanteo na inddstria como nap institui-
¢3es de pesguisa.

Do ponto de vista de desempenho de mdquinas e implementos
agrfcoiaé, algumas tentativas nacionais podem ser aqui c¢itadas, tais
como ©og trabalhos de Segeren /30/, e HNejfa /21/ que estudaram o com-
portamento dindmico do torque na tomada de poténecia de um trator e a
relagdo da for¢a de corte o torgue em lavouras de cana de agugar, resg-
pectivamenie. Ambos os trabalhos, foram desenvolvidos em atividades

interdisciplinares entre a Faculdade de Engenharia Agricola e o Labo-



ratério de Projetos Hecinicos do Departamento de Engenharia HNecénica
da UNICAMP.

D estudo que se propfe aqui, entretanto, viga o comportamento
din8mico estruturai,.na mesma linha dos trabalhos de Verdonck /7367 e
Hation /247 que estudaram ¢ comportamentoe dindmicos de aspergidores.

Neste trabalho apresenta-se, com © apoico da empresa JACTO
5.A., um estudo dos problemas din8micoz de pulverizadores do tipo:
"Sprayer Booms”. Estes pulverizadores tém, normalmente, uma viga ou
estrutura reticulada, que serd definida comoe brage do pulverizador,
montalia sobre uma sugpensdo articulada.

A figura 1.1 mostra o pulverizador "COLUNBIA” a ser analisa-,
do. Sendo um pulverizador de grande aceitacdo no mercade interno e
oxterno, elo & constitufdo dos bragog de pulverizagdo, de uma carrela
contenao um tangue com capacidade de 2 wmil litros, montada diretamentie
em um eixo vom duas rodes, e em operagio € acoplada a um trator. Os
bragos de pulverizagdo, estrulura reticulada, possuen 7,5 metros de
envergadura cada & estdo montados em uma suspensdo gue viga absorver
parte das excitagBes transmitidas pelo terreno quande da operagdo do
pulverizador em campo. Ao longo dos bragos estZo distribufdos o bi-
cog de pulverizagdo, 0 acionamento do #ulvarizador ¢ feito atraves
da tomada de'poténcia {TDP) do trator usando-se um £ixXo cardd.

Como © pulverizador opera em diferentes Lipos de solo, ele
sofre diferentes niveis de excitaglo, que podem causar falhas em de-
terminados componentes, como por exemplo: quebra por fadiga dos bra-
cor, que estio conatantemente submetidos a esforgos aleatérioé. Outre
problema ¢ a deflex¥o sofrida pelos bragos, que acarreta irregularida-
des na aplicac¥o dos defensives. A dosagem ideal deog defensivog, de

uma maneira geral, posgsui uma faixa de variagdo muilto estreita e a
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aplicagl3o concentfada ou dilufda do mesmo afeta diretamente o bom ren-
dimento dss colheitas,

Estes problemas s3o razoavelmente diffceis de serem solucio-
nados, pols o5 mesmos apresentam-—se correlacionados com as caracter{s-
ticas dasifarcas de excitacgio. Propfle-se como primeiro passo para se
estudar estes problemas a determinacdv das caracterfsticas din3micas
prépr}aslda estrutura: freguéngias naturaig e modos proéprics de vi-
brar.

Neste tabalhe pretende-se nHo 56 obiter experimentaimente os
parimetros da estrutura como também modeld-la nmatemeticamente utili-
ando~se o mdtodo dos slementeos finitos, método este surgido na década
de cinquenta no campo da andlise estrutural com os irabalhos cléssicos
de Argyris /01/ @ Turner et allii /35/.

Jd nos anog sessénta o modelamento por elementos finitos teve
um grande crescimento com a introdug¥o de nevos elementos (viga, pla-
cas, cascas, s¢lidos, etc.) o, de umé maneira geral, o método foi re-
finado: discutiu~se quais os tipos de estruturas pediam ser modeladas,
gque tipos de elementos seriam convenientes no nedelamento, come  apro-
ximar as vdrias condi¢8es de contorno, #tc.. No entanto, as dificul-~
dades com a entrada de dados e qualidade dos processadores, aliadas ao
alto custo de processamento, limitavam a aplicac¥o do método.

Nog anos setenta, o surgimento de novo§ slementoes, aliados a
melhoria dos algoritmes de solugBo, bem como & nethoria nos sistemas
de pré e pds—processamento dé dados, e o barateamento dés comput adores
conduziram 3 reduc3¥o nos custos dos modelamentos por elementos finitos
FQ37. Desta forma, nestes Ultimos anos, este método foi  amplamente
difundido para a andlise de sistemas contfnuos ja que ele preoporciona

una boa aproximag3c dow sistemas reais, sendo conveniente & computagdo



digital, em funcio das sus versatilidade, rapidez e eficibfncia.

As caracter(gsticas do sistema e a verificaglo do modelamento

estrutural serd feita, uti}izand0wse o método da Andlise Modal, que
comegou 2 ganhar popﬁlaridade com o advento do "Tracking Filter” usado
para a anéliée dag funcgber de transgferdncia & a implementacdo do algo-
rftmé da transformada de Fourier réapigde gque permite medir a resposta
em frequéncia em uma peguena fracgdo de tempo,

O trabalho pretendé megtirar o desenvolvimento tedrico ¢ expe-
rimeﬁtai dos métodos a sorem utilizados no mode }amento do brage, apli-
cando—-se a Lteoria apresentada,

Ho capitulo dols apresenta-se uma das técnicas do método dos
elementos finitoé calculando-~se as matrizes de massa [Mlp, e rigidez
[Kipy de um olemento de viga, e posteriormente mostra-se como obier as
matrizes de rigidez (K] e massa [M} da estrutura completa. A solug¥o
do problema de aulovalores/autovetores (frequéncias naturais e modos
préprios de vibrard, utilizando~se o meétodo iterativo "da poléncia,
também ¢ discubida,

0 capftulo trés apresenta uma introduclo da andlise modal,
analisando~=ze uma estruture simpler, viga livre-livre. A formulaglo
dotalhada da Andlize MNodal, inclusive o= cuidados a serem tomados tam-
bém s30 discutidos.

O modelamento do brago do pulverizador por elementos finitos
2 2 andlise modal da sstrutura real s3o apresentados no capftulo qua-
tro. Heste capftulo procede—se, ainda, uma discuss3o des resultados
em conjunto com um.taste de varredura em fregquéncia.

Ko capftule cinco comenta-se o trabatho, apresentando-zne ail-
gumas sugesifes para a sua continuagHo.

Os apéndices | e 11 apresentam a Formulsglo matemdtica usada

-



para o cédleulo da Sérte/Transformada de Fourier, e aiguns' comentarios
do programa de Andlise Modal, respeclivamente, Finaimente® no apéndi~-

ce 1[Il mostra-se a listagem dos programas usados no nodelamento por

elementos Finitos.

Figura 1.1: Pulverizador COLUMBIA



2 ERINCIPIOS DE EHERGIA EM HMECANICA ESTRUTURAL

2.1 CLASSIFICACXO DAS ESTRUTURAS E SEUS CARREGAMENTOS

Az estruturas em engenharta s3o classificadag a partir de vé-
rios critérios. Um destes critérios, talvez o mais comnum, & baseado
na configuracio geomdtrica de seus elementos e ne carregamento da ez~
trutura. Elas podem ainda ser classgificadas cémo lineares ou nlo
lineares dependende das equaglez que governam o comportamento destas
serem lineareg ou n3o /32/.

Us carregamentos, por sua vez, podem ser classificados como
sende espacialmente discretos ou distribufdos. Em alguns casos, quan-
do a regi3o de aplicag¢¥o & pequena, o carregamento distribufde &
aproximade por um carregamente discreto com boz precig%o, 86 havendo
uma pequena diferenga nas proximidades do ponto de aplicagHo da cargs.
Dependendo da variag¥o no tempo dos carregamentos pode-se também
clasgificd-los em:

Carregamentos estaticos;

Carregamentos dindmicos.

Hegte trabalho serd dada um2 maior énfase aog chamados carre-



ganentos dindmicos, unas vex que eles induzem vibragBes na estrutura e
# levam, normalmente, a um estado de tensBes o deforma¢Bes majcores do
que os produzidos por um carregamento estidtico de mesma magnitude
/Q57,

Duas diferentes aproximac@es de carregamentos dinfmicos entre
outras, podem ser feitas para a avaliag3o da resposta estrutural:

~ considerar-ge o carreganento como determinfstico;

- considerar—-ge o carregamente n3o determinfstice.

Us carregementos determinfaticog, qus ser%c abordadog neste
trabalho, podem ser subdivididos em periddicos e n¥oc periddicos. En-
quanto os carregamentos periddicos, originados por exemplo de: desba-
lanceanento mecénico ou magnético podem ser representadoE como a soma
de uma série de componentes harménicas (série de Fourier), oz carrega-—

mentos ndo periddicos podem ser analisados pela transformada de Fou-

rier.

2.2 METODOS DE DISCRETIZACXD

2.2.1 MASSA CONCEKRTRADA

Ha andlise din3mica de uma estrutura as forcas inerciais
est¥o enveolvidas diretamente na formulaglo da equagde diferencial do
movimento do sistems. No caso da estrutura mostrada na figura 2.1.a3 a
massa esta distribufda continuamente ao longo da viga. Desta forma, o

desiocamento e suas derivadas devem ser definidog para cada ponto a0
longe do eixo longitudinal para que se tenha completa informagZfio sobre
as forgas inerciais que estio presentes na estrutura, ou se@ja: a and-
lige deve ser felta em termos de uma equagio diferencial parcial. Por

outro lado 2 massa poderd ser concentrada em pontos discretos (figura



2.1.b} e isto sinmplifica o problema anslftice, pots as forgas de
ingrcias, fI’s, serdo desenvolvidas apenas para estes‘ pontos  de
maggas, ou sgeja, o8 deslocameniosg e ag  aceleragiies ado definidos
apenag para og pontos discretos.
Por exemplo, no sistema mostrado na figura 2.1.b, as massas
concentradas estdo limitadas a se moverem somente na diregHo vertical.
Ent3o, o sistema possui 3 graus de liberdade. O numero de graus de
liberdade de uma estrutura é definide como sendo © menor numero de
componentes de deslocamentos generallzados linearmente independentes
necessdrio para retratar todos os efeltos dag forgas agindo sobre uma
estrutura. Desta forma, para o caso mais geral onde 2 estrutura reti-
culada ¢ deformada no espago, cada massa possul 6 graus de liberdade e

o sistema da figura 2.1.b pessui 18 graus de }iberdade.

al | _ )

5

Forgas de Ingr¢ias

Figura 2.1: 2) Viga continua sob um carregamento dinfmico

b} ldealizag¥o de massa concentrada




10

A idealizag¢¥o por mbasesa concentrada d# bons resultados quandeo
2 estrutura tem boa parte da massa concentrada enm poucos ponteca dis-
cretos /05/. Sua vantagem reside no fato da matriz ds massa [M] da
estrutura ser diagonal, o que acarreta grandes facilidades computagio-

nais.

2.2.2 DESLGCRHEHTG.GENERALIZADO

Em estruturas com massa uniformemente distribufda a reduglo
do numeroc de graus de liberdade do sistema pode ser dada tambén pelo
uso de coordenadas generalizadag. Egte procedimento & baseado na
supogi¢do de que a deflex¥o da estrutura pode ser expresza come uma
combinagdo linear de uma série de modos de deslocamentos especi{ficos.
Estes modos constituem um tipo especifico de componentes de coordena-

das generalizadas da estrutura. A formulag3o completa deste método &

mostrada em 05/ e 7327.

2.2.3 K£TODO DOS ELEKERTOS FIKITOS

Este € um terceirc método usado para expregsar o deslocamen-
tos de uma dada estrutura em termos de um numero finito de deslocamen-—
toz e/ou defloxBes nodais.

0 primeiro passo para a idealizag¥o de elementos finitos &
subdividir em um nimero apropriado de elementos (de mesmo tamanho ou
de tamanhos diferentes) a estrutura enm andlise, onde a conexiio {real
ou fictfclal entre os elementos ¢ denominada ponto nodal, cujos deslo~
camentos constituem os desliocamentos nodais da estrutura.

A deflex¥o completa da estrutura pode ser, entdo, oxpressa em
fung3o destes deslocamentor e/ou deflexBes ncdais por meioc de um con-

Junto de funglies apropriadas, as chamadas funcg®es de interpol agio,
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que, em princi{plio, podem mer qualsquer funges que n¥o causem descon-
tinuidade entre os elementos vizihhas, e gatisfacgam as condigles de
movimento de corpe livre do elemento, imposto peleos deslocamentos no-
daig correspondentes, A figura 2.2 mostra um exenplo t{pico, para
elementos unidimensionais, da aproximago de elementos finitos onde
s%0 mostrados as fungSes de interpolaglo associadas com og 2 graus de
liberdade do ponto nodal 3. Uma andlise mais detalhada do exemplo &

mostrada em £05/.

e o ! ® 203 ® 4 @ 508
: - I I i i 1 }
) LY ! | : A :
; i [ i t
O ! | L
°' B- i o
| H
. t i
‘;_; i § }
: .. | i

Figura 2.2: a) Elementos discretizados
k) Deformacfo associada a um deslocamento nodal

¢) Deformagio associada a uma deflexio nodal

A utilizacHo de deslocamentos generalizados en elementos

finitos apresenta algumas vantagens:

- 0 nuymero de deslocamentos nodais desejado ¢ obtido

dividindo-ge a estrutura em um numero de elementos conveniente;
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- A fungBo de interpolaglo egcelhida nermaimente ¢ a mesma
para cada slemento, o0 que facilita a computagHo.

Em geral, a aproximac3o por elementos finitos caracteriza-se
poOr  BEr  um procedi#ento bastante eficlente para expressar OF
desiocamentos de qualquer ponto de uma estrutura arbitrdria por meio

de um conjunto finito de deslocamentos generalizados nodais.

2.3 FORNULACXO DA EQUACXD DO HOVIMENTD

Um dos ohJetivo# da andlige dinf@mica esgtruturs]l & a avaltacHo
dos deslocamentos generalizados ne dominic do tempo de uma dada estru-
tura sob oz efeitos de um carregsmento dln&mico‘ Em alguns casos, uma
andliise aproximada envolvendo apenag alguns graug de |iberdade & sufi~-
cientemente preciga para problemas de sngenharia. Desta forma, o pr&w
blema reduz-se & determinag¥o dessag componentes selecionadas de des-

iccamento.

Embora a equa¢3o do movimento de um sistema din8mico possa,
en principic, ser formulada de varias maneiras para um meamo prdblema,

existe uma formulag¥o mais conventente para cada classe de problema.

2.3.1 PRINCYIPIQ DE D ALEMBERT
A eguagdo do movimento de um sistema dindmico ¢ dada pela ex~

pressdo da segunda lei de Hewton :
P(t) = dsdbt ( (M1 Reed ) [2.1.al

onde P(L) ¢ o vetor resultante das forgas aplicadas e R(L) ¢ o vetor

posig8o da massa [MI. Para uma vasta classe de problemas, a massa




{#] n%o varia com o tempo e a equaglo (2.1.a) & escrits como
P(L) = [M] R(b), [2.1.b]

onde (.) significa diferencia¢3o com relac%o ao Ltempo. A equag¥o

(2.1.b) pode ser escrita, ainda, como
P(t) ~ [H] R(t) = © [2.1.¢c3

que asgume um somatdrio de forgas nulo, se ¢ segundo termo do lade esg~
querdo da equag¥o 2.1.¢ 4 tratado como forga. Esta forca fictfcia &
conhecida como for¢a de tndrcia, e permite estasbelecer um estado arti-
ficial de equiifbrio. Este estado de equilfbrio que possibilita o
tratamento de um problema dinSmico como um problema estitico &€ conhe-
cido como o principio de D'Alembert que & resumide por Fonseca /F13/
como; "0 sistema formado pela reuniZo das forgas de inércias e daz
forgas exteriores realizam equilfbrio a cada instante”. Este princi-
pio & usado principalmente na formulag3o da equag¥3o do movimento de
problema2s simples, & sua principal vantagem é tratar o szistema como en

equilibrio estético.

2.3.2 PRIBCIPIO DO TRABALHC VIRTUAL

Este nétodo & usado para a formula¢fo da equaglo de movimento
de estruturas complexas, onde o equilfbrio de todas as forgas stuando
gobre o siatema.pode ser diffcil de ser expresso matematicamente. 0
principic do trabalho virtual pode ser resumido como: "Se um sistena
em equilibrio, sob ag¥o de um conjunto de forgas, 6 submetido & um

deslocanento virtual, isteo ¢, algum deslocamento, §V, compativel com
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ag restrices do gistema, o trabalho total, UT, produzido pelag for-

gag, F, é nulo”:
W, = F . ¥V = 0 {2.21

A mator wvantagem do uso desta formulag3o & que as contribuigles do
trabalho virtual produzidas pelo deslocamento virtual de cada grau de

liberdade s3o quantidades escalares, as quais s¥0 somadas algebrica-

mante.

2.3.3 PRINC(PIO DE HANILTOKN

Este princlpic ¢ uéado principalmente na formulaglo da equa-
¢%c do movimento de estruturas complexas e, come no principio do tra-
balho virtual as dificuldades em se expressar o equilfbrio direto das
forcas stuantes (quantidades vetoriais) s¥o evitadas utilizando as va-

riagBes das quantidades escalares, quer sejam energia cinética e po-

tencial . O principio de Hamilton, € um dos principios varlacionais
mais usados e pode ser expresso como: "A variag¥o da energia cinélica

(T} e potencial (U) somadas 2 variag¥o do trabalho (W, . 3 produzido

pelas forgas n¥o conservativas durante um intervalo de tempo t; 2 t, &

nula”.

Cftr mT -~ Uddt +{"2s8__dt = 0 £2.33
tl . £ e . ‘

0 principio de Hamilton também pode ser usado para a formula-

c¥o de problemas estdticos. HNeste caso a energia cindtica ¢ nula e a




equagdo (2.3) reduz-se B,
U - Wued = 0 [2.43

que # o princfpio da minima energia potencial, amplamente usado en

andl ise estitica.

2.3.4 EQUARXO DO HOVIMENTO DE UM SISTEHMA SIMPLES.

Algumas estruturas podem ser repregentadas come um sistema
de um grau de liberdade onde cada uma das grandezas ffglicas, aszin
como as forgas externag, »3c assumidas concentradas eoem um simples
elemento. Se as propriedades do sistema s%c fais que o movimento pode
ser representado por uma wnica coordenada, muitas vezes & poasivel ob-
ter uma solug3o exata da equagdo do movimento desta estrutura. Ho en~-
tanto, se a estrutura possui mais de um grau de liberdade e esta &
aproximada para um sistema com um udnico grau, a solug¥o da eguag¥o do
movimento serd apenas uma aproximac¢¥o do verdadeiro comportamento
dinémico da estrutura. & qualidade desta aproximag3o depende de
alguns fatores, tals como: geomeitria do sistema , variacdo no tempo do
carregamento, propriedades de rigidez, massa e outros. 4 grande
desvantagen desta aproxima¢¥o estd na dificuldade de se avaliar a exa-

tid3c dos resultados obtidos.

Ha maijoria dos mistemas, a resposta din3mica n¥o pode ser ob~
tidas por um modelo simples de um grau de liberdade e o comportamento
do sigtema deve ser representado em termos de male de uma componente
de desglocamento . A tf{tulo de i{lustragio, & feito ¢ desenvolvimento
da equagi3o do movimento para um sistema de vdérios graus de 1iberdade,

quer seja, a viga mostrada na figura 2.3.

15
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PR St ~ e
T ¥ 1 F "

Figura 2.3: a) Discretizag®o da viga

k) Conjunto de compeonentes de deslocamento

f1 movimento da estrutura é assumido como definido pelos des~

locamentos do conjunto de pontos discretos sob a viga: v by, v, (L),
N AL Em principio, estes pontos podem ser localizados arbitfam
riamgnte na estrutura; na prética, eles devem ser assoclados com algu-
mas caracterfsticas fisicas ou geométricas para se ter uma boa defini-
c3o da forma da deflex¥o. Quante mator o numeroeda pontos discretos
assunidog melhor é a aproximag¥o do verdadeiro comportamente din8mico
da estrutura. Em alguns casos, excelentes resultados s%c obtidos com
dois ou trés graus de liberdade apenas.

Por gimplicidade a viga da figura 2.3 mostra apenas uma com-

ponente de deslocamento associada com cada ponto nodal da viga, porénm,
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deve-se notar que outras componentes podem gmer agsocliadag com cada
ponto, como por exemplo, a rotag3o av/ix

A equacHo do movimento do sistema da figura 2.3 ‘é formul ada
expresgando-se 0 equilibrio das forg¢as efetivas associadas com cads
grau de liberdade. Em geral quatro tipos de forgas est%o envolvidas
no equil{brio: o carregamento externo P(L), as forgas eldsticas Fp. as
forgas inerciais PI e ag forgas dissipativas (amortecimento) Fy. Para
cada um dos varios graus de liberdade, o ®quilfbrioc dindmico pode ser

exXpresso por:

£10% F1p% 5= Py (0,

= pn(t),

al nD nk

Emr forma matricial

FI + FD + FE m P{t}. [2.53

Cada forg¢a associada ao movimento ¢ expressa de maneira conveniente em
termos de um coeficiente de influéneia apropriado. Congtdere-ge o
ponte 1, as componentes da forga eldstica atuando neste ponto da es-

trutura dependen geralmente do deslocamento de todos pontos da estru-




tura. Desta forma:

onde n ¢ 0 numere de graus de liberdade da estrutura. Os cveficientes
k.. s8%0 os coeficientes de influéncia de rigidez definidos como:

B

kij = for¢a correspondente 3 coordenada { devido um desloca-
mento unitédrio na coordenada J, quando os demaig deslocamentos si¥o nu-

iog {vide /29/).

Em forma matrictal, a relac¥o dag forgas elédsticas & definida

por:

FE = {K1 V, [2.61]

na qual a matriz dos coeficientes (K] de ordem nxn, € a matriz de ri-
gidez da estrutura e V ¢ um vetor dos desliocamentos da estrutura.
De maneira semelhante, assumindo-se um tipo de smortecimenio

viseose define—-se os coeficientes de amortecimento ¢ . Quanto as

ij
forgag inerciais, eatasltambém s8¥0 expressas por um coeficiente, o
coeficiente de massa mys que estabelece a relagZo entre a aceleragio
das coordenadas de dealocamenﬁo e as forgas de inédrcia resultantes.

Desta forma, a equaglo do movimento, para um sistema com muitos graus

de liberdade na forma matrici?l, pode ser expresga por:

(M1 ¥ + [C1 ¥ + (K1 V = PCb). £2.73
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2.4 CALCULO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ (K] E HASSA [MJ DE UNA

ESTRUTURA

Considerando-sge que o objetivo deste trabalhe é determinar o
compartamentd dindmice de estruturas reticuladas, o Lipo de elemen£0
mais conveniente para esta classe de estrutura & o elemento de wviga.

Degta Forma, as matrizes de rigidez [K] e massa (M] s3oc inicial-
menite determinadas para um elemento de viga sujeito a um carregamento

qualquer, cujo esquema, é mostrado na figura 2.4.

Figura 2.4: Elemento de viga

Em principio, os coeficientes de rigldez agsoctiades aocs deg-

locamentos nodais podem ser obtidos pela aplicag¥o direta da defini~

c3%o. A matriz de rigidex da viga, figura 2.4, ¢ de orden 12w12. Se a

direc3e dos eixos escolhidos coincide com oB eixos principais da segldo
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transversal da vige, a matriz de rigidez pode ser subdividida em sub-
matrizes de ordem 2Zx2 e 4x4. Degde gue o planos fietoreg Xy @ Xz
s¥o coincidentes com os eixes principais da seglo da viga e, o eixo Ox
colincide com o centrdfde da mesma, todos os esforgor atuando sobre 2la
podem sger divididos em grupos {esforgog fletores, torgores e axials)
gue poder#o ger analigadog independentemente.

A figura 2.5 mostra uma sttuag¥o particular da viga ds figura
2.4 so0b solicitag¥o de esforcos de flex¥o apenas e a fung¥o desloca-
mento  Pix), Para vigas sob esforéas de flex3o, a fungfo de i(nterpo-
lac#o Yi{x} deve ser de classe Cl no minimeo 705/, caso contréario niop
é possfvel a formulac3o cldssica por elementos finitos pois a mesna
nidc satisfaris todas as condi¢Bes de contorno essenciais. 0O polindmio
de Hermite do 32 grau, usado para o casc em andlise, gsatisfaz estag

condicBes /05/, gue neste exemplo assume a seguinte forma;

Pplx) = 1 - 3x/LYE4 20(x/LD5
Polx) = x(1 - x/L)?
ba(x) = 30x/LY - 2(x/LY,

Yux) = x/L{x/L = 1),

H
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0 deslocamento da viga, figura 2.5 pode, ent3o, ser dado em termos das

fungBes de interpolaglo:

Vi) = wlfx} V1+ wifx) V,+ ...+ $u(x} V., [2.8]
&
wix}
- 0 ]
7%
L J
— X !

[ Gq ¥ Yyl

Figura 2.5 : a) Viga sob esforgos de flexio
) Deslocamento devido a um carregamento unitario

¢} Deflex¥o devido a um carregamento unitdrio

onde oz graug de liberdade mostrado s¥co relacionadosg como segue:

V4] \'%
v 5]
b -
b Vh
Vl: 8
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0s coeficientes de rigidex kij do elemen@o podem ser obtidos através
do princfpio do trabalho virtual. Aplicando- se um deslocamento vir-
tual na extremidade g do elemento, como mnostrade na figura 2.6, e
igualando-se o trabalho UE produzido pelas forgas externas ao traba-

iho UI produzido pelas forgas internas lLem-se:

P (2.9)

Gy tx 1 tx 1 Ov,y

vz:en'i

Figura 2.56: Viga sob deslocamento de rotacHo

real e translagdo virtual
Enquanto o trabalho externo & dado por:

SQE = pg 3va = kl? 5u1,. [2.103
pots 6UE ¢ produzido apenas pelas componentes da forga P J& que o=
deslocamentos virtuals para todas outras componentes nodais 830 nulos;

o trabalhe internoc , &U é dado pelas deformagdes virtuais corres-

I P

pondentes aos deslocamentos virtuais sofridos pela viga da figura 2.6,

ou Feja:



sU. = [ ofeav = [ (M/1) y S(S/EY 4V,
1 v v
U, = fv(E!f[)Bz/szﬁv) vy &MNy/IEY 4V ,
fu; = zji‘nx) Py (xd P () dx Sv, . [2.141

Da equag¥o (2.9} Lenm—ge:
L 11 1
Ki,= E [710x) §y () Py (%) dx. [2.121
o .
Para a viga em analise,
R1.= ENL (12w/0 - 671D (6317 - 4/Lddx = BEI/L.
&
Pela anadlise da equaglo (2.12) conclui-se que a mesma pode ser gene-
ralizada para

k. =PE 160 T (x) gt (%) dx. (i, g=1,2,...4) [2.131
13 o) 1 3

Substituindo-se $i{x)‘s e resolvendo-se 3 integral da equagio £2.133,
determinam-~se todos os coeficientes de rigidez da viga mostrada na fi-

gura 2.6 sob flex%¥o (desprezando-se os efeltos da forga cortantel:
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12
(k] . EIz]6L 4L} gin
£
2 L' j-12 -eL 12
2 2
6L  2L°  ~eL 4L

Da coeflicientes de rigidez para os esforgos de flex3e no plano xz sg¥o

obtidos por formulagBo idé&ntica, ou seja:

12

2
1 Bl 41, mim
[Klp = —-
¢ L ~12 &L 12

2 2

~&BL 2L 6L 4L

Por uma formulac%o egemelhante 2 desenvolvida anteriormente, determi-

nam~se as expressfes para avalla¢lo dos coeficientes de rigidez para
esforgos de traglo/compress3o e torg3o, equagBes (2.14) e (2.10), res-

pectivamente,

K =fPaco B oo ¥k dx (2.141
TIG“OX lx jx ' .

- b ' :
Ko ~j°J<x> G gitx) yix) dx . [2.151

As funglBes V(x)'s pertinentes as expresaBes (2.14) e (2.15) s¥%o de

primeira ordem. Desta forma, as fun¢Bes de interpolagio podem ser de

classe C°:

Y (%) 1 - =/L ,

/L

Py (2D




De coeficientes de rigidez para os esforgos de
press3o e torg¢lo s¥%o determinados, ent¥o, substituindo-se

V.ix) nas expressfes (2.14) e (2,153

CE A y J G

(K1, = —— —
T/c L=t 1 T L -1 1
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trag¢3o/com~

Piix) =

A matriz de rigidez do elemento, flgura 2.4, & obtida, ent3o, super~
pondo as submalrizes £K3f1' [Kifz{ {KJTZC e [K]T convenientemente:
(eaL’
o 12E1,
O O 12E1,
0 0 o  cJf simétrica
2
0 0 -6ELI, O  4ELI,
0 EELI, O o 0  4EL1,
xj.. oL FEALY 0 o © o o AEL’
. ]EL - 2
L} ¢ -12E1, © 0 0 -BELI; O 12EI
0 © ~-12El, O 6ELly O 0 0 12El
0 o o -cJU2 0 0 o o 0o gJi?
- 2 2
0 0 6ELI, © 2ELI, O 0 O E&ELly O 4ELI,
0 BEIL O © o 2E1, O -8ELI, © O 0O 4EL],

08 coeflicientes de rigidez para uma viga uniforme (desprezan-

do o efeitog deo forcas cortante) 830 gxatos em se tratando de andlise

estdtica (cargas nodais}, peis as fungBes de interpolag3o

usadag

gHo



26

ag verdadeiras. No entanto, para anilise dinf&mica, usando~se ag mes-
mag fun¢Bes de interpolac¢¥o, determinam-se apenas valores aproximados
dos coeficientes de rigidez, muito embora os resuitados para a viga
completa sejam muite bong, guando a mesma € dividida em um nmimero su-

ficiente de elementos.

Apés os coeficientes de rigidez dos elementos da estrutura
terem sido avaliados em um sistema de coordenadas colncidentes com o8
eixos principais dos elementos (sistema de coordenadas locall, estes
s¥0 transformados para um sistema de coordenadas global, f& que as ri-
gidezes dos elementos estruturais devem ser expressas em um sistema de
coordenadas comum a2 toda a estrutura. Apds a transformag3o de coorde-
nadas, a rigidez da estruturs completa ¢ obtida superpondo-se os coe~
ficientes de rigidez de cada elemento convenlentemente. Por exemplo:

-~ Umé estrutura qualquer & dividida em n elementos e os ele-
mentos J, k, e | est¥o conectados no mesmo nd i da egtrutura. A i~
gidez da mesma, naquele ponto, & dada somando~se a rigidez de cada

elemento naquele ponto:

Kiifestrutura} = Kii(el. JItK, . (el K}+K; tel. 13, [2.16]

A barra sobre o simbolo de rigidez de cada eleménto, expressio (2.16),
indice que eles foram transformados do sistema de coordenadas local

para o sistema de ccordenadas global.

Os coeficientes de massa s3o avaliados por uma formulag3o se-
melhante 3 usada na avallag¥o dos coeficientes de rigidez onde os po-
lindmios de interpolag¥o s¥o os mesmos usados na determinag¥o dos coe-
ficientes de rigidez /729/. A matriz dos coeficientes de massa deo

elemento de viga da figura 2.4 ¢ dada por:
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2.5 SOLUCXO DA EQUACXO DO MOVIHEKNTO LIVRE
A squagio do movimento livre sem amortecimento ¢.dada por
(M1 V + (K1 V=0 [2.171

A solugXo desta equa¢Bo pode ser obtida admitindo-se uma solucio  har-
mBnica, o que leva a um problema algébrico, explfcito de autovalores e
auvtovetores, cuja solug¥o pode ser obtida pelo método iterativo da po-
téncia, método de Jacobi, etc., onde os antovalores representam ag
frequéncias naturais e os autovetores os modos proépricos de vibrar da
egstrutura 702/, /20/.

Oz métodos iterativos da poténcia direto e inverso sde wmuito
usados na soiug%o de problemas de vibrag3o quando existe Interesse
apenas nas frequéncias e modos mais baixos ou mals altos, Quandeo to-~
dos os modos s3o desejados, outros métodos 8%0 mais aconselhados potis
o5 mesmos normalmente requerem um ndmero menor de operaglies aritméti-
cas /34/. Em contrapartida, o processo iterativo tem uma boa conver-
géncia se as frequéncias nio estdo préximas umas das cutras, e & de

facil implementac®p computactional.

2.5.1 H£TODO DA POTSHCIA
A soluglo da equagldo (2.17) corresponde & solug¥o de um pro-
blema de autovalores/autovetores. Desta forma, um autovalor W .

r

{r=1,2, ....,n) assgociado ao autovetor Xr do sistema gatisfaz a mesnma:

z
EX1 X = W (M1 X.. [2.183
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Os autovalores . s¥o ordenados de forma que

| wr ' < ! mr+1’

Sendo (Kl e [H]l reaie e simébtricas prova-se que o8 autovalo-

res e os autovetores s%o reais e gque os autovetores s¥o linearmente
independentes 20/, se (K] e/ou [M] forem positivo-definidas. Dezta
forma, & possfvel definir um vetor V, do espago vetorial V que seja

uma combinacie linear dos auvtovetores Xr‘

8
v, =} a X . [2.193
r

A solu¢gBo da equa¢¥o (2.17) & dada, entdo, por:
- arbitra-se um vetor V, a direlta da equagio e determina-se
up vetor V, a esquerda. O vetor V, & normalizadoe e substitufdo a di-

reita da equagio e determina-se um vetor Vv, a esquerda da mesma, € as-—

gim sucessivanente

(M1 V

)

(K1 v,

K1V,

H
—
4
|
«

b

Quando p tende a infinito Vp tende ao primeiro modo proprio X,, e w; 3

primeira frequéncia natural do sistema. Isto pode ser demonstrado co-



mo segue:

~Seje a p-ésima lteragdo da eguagdo (Z.173:

(K3 V,,; = [H} V,

Expresgando VP em fungdo de V

[K] V,= [MI Vg,

[K1 V= M1 ( oy X4+ a, X v ... +a X h

(K] Vi= oplM) X+ a,IH] X+ ... + o [H] X
i
-1 -1
Vy= a1(K3 [MI X,+ ... + o [K} (M} X_,
Vi= (a1/ul) X+ ...+ (o /w?) X
£ I n

[KI Vo= [HI V,,

K1 Vo= IM) ( Coy/0D X+ (p/0)) X+ o0 + (o /ol) X 3,

- r

Vo= tag/wiP) X+ (ap/wiP) X+ L.+ (o / m;P3 X

General izando—-se :
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V, = RN ¢ . L2.201
P By
r=1 wrp

Fatorando-se a equaglo (2.20) tem-se:
Zp 2 p
vV, o= (1/wiPyla X, + ) Coy/e 3 P o X ).
r=2
Para o, * 0 e p suficientenmente grande

. 2
v, = (1/w Pyla,X,+ €3,

onde € & um vebor gque tende ao vetor nulo no limite ( p ~+~ =), ou

sejas
He v = (1/wiPra.X,. (2.21)
p*}m
Desta forma, a p-ésima iteragdo fornece ¢ Pprimeiro autovetor
associado ao primeirp autovalor w;. A eguagdo vetorial (2.21) €& sa-

tisfeita para todas componentes do vetor X,. Para o i~ésimo elemento
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Lem~se:

Him v o= (aasoiPrag x, g, [2.223

] el -~

_ 2(p+1) .

Lim vy, 4= (17wl P7000y X, g, £2.23]

P -+ W
Dividindo-se & expressfio (2.22) por (2.23) chega-se ao valor da pri-
meira frequéncia:

w = .

1 lim Up,ifvpéfl,l

p—'}-'.m

A velocidade de convergénceia deste método depende basicamente
de dois parametros:

1 ~ Quanto maior a magnitude do autovalor dominante com rela-
¢Ho s primeiro autovalor subdominante mais rédpida ¢ a convergéncla;

2 - Quanto maior a magnitude de «, com reléco a o malg &=
pida & a convergéncia;

0 célculo do segundo modo ¢ obtido subtraindo-se do vetor
combinac3ce linear dos modos a percentagem do primeiro modo. Isto @

feito usando a propriedade de ortogonalidade existente entre os modos

72G7,



3 TECHNICAS EXPERINENTALR

3.1 INTRODUCAC

Na anidlige experimental do comportamento din8mico de estrutu-
ras mecAnicas, costuma-se, na grande maloria dos problemas, medlr as
varidvels de itnteresse dos ststemas na forma de sinais elétiricoes e
analisg~los como tais. A convers3o das varidvels em ginais elétricos
4 feita através de tranesdutores. Dentro da drea de vibragdo os mals
utilizados gXo: acelerdmetros, células de carga, vibrdmelros, sensores

de deglocamento,

Uma das vantagens de se transformar as varidvels fisicas em
sinaig elétricos estd no fato de alguns ingtrumentos conseguirem ava-
jiar og ginais elétricos com melhor propriedade. Erstes sinais poden
ser considerados no domfnio do tempo, ou no dominio da frequéncia, Ja
que estes dois domfnios g%0 matematicamente intercambidvels entre si,
e a mudanca de um domfnio para o outro muitas vezes torna a solugdo
diffcil de um problema no domfnio do tempo, uma solug¥o nulto simples

no dominico da freguéncia.
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3.2 TIPOS DE DQEIRID

3.2.1 DOMINIOQ DO TENPO

0 dominto do tempo pode ger definido como o registre da va-

riac%o de algumas varidveis do sistema real com relagfo zo tempo. Por

exemplo, seja o sinal de excitag¥o de um sistema composto por uma soma

de senos, conforme figura 3.1:

Amplitude

Tempao

Figura 3.1: Sinasl composto por uma eoma de genos

3,2.2 DOMINIC DA FREQUEECIA

Em meados do século passado, o Bar¥o JEAN BAPTISTE JOSEPH

FOURIER (matemdLico francés 1768 ~ 1830) mogtrou que grande parte das

formas de ondas {(sinais) existentes podiz ser representada por uma so-

ma de fung¢fes harmdnicas., A filgurs 3.1 mostra como isto =e dé, ou se-




Ja, tomsndo-ge a amplitude, frequéncias e fage de cada onda senoidal
corretamente, & possfvel gerar uma forma de onda {ginal) de fornma
tdéntica ao ginal de interesse para a analise.

0 domfnio da frequéncla é comumente definido como sendo o re-
gietro da variagZo de algumas grandezas do sietema em analise com re-
lag%o & frequéncia. O gréfico da figura 3.2 mesgira o espectro da fre-
quénclia do sinal gerade pela soms de duss ondas senoidals moctradag

anteriormente.

§
A
R
2
B
£
L3
Frequéncra
Figura 3.2: Domfnio da frequéncia
0 gréfice tridimenstenal, filgura 3.3, mostira a relagio exig-
tente entre o dominio do tempo e domfnio da frequdncia . A passzsagen do

dominio do tempo para o domfnio da frequéncia & fetta através da =érile
de Fourier (ginalg periddicos) e transformada de Fourier (sinals n#o

periddicos). Halores detalhes s¥o apresentados no apéndice 1.
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3.2.2.1 INTRODUCKO A ANALISE HODAL
G modelamento do comportamento din3mico por andl ise modal &

muite conveniente quando ha interesse na andlise do fendmenco dinBmico

dag estruturas. Para o entendimentc da mesma, seja uma estrutura me-
cénica simples, viga de ago, livre-livre, mosirada na figura 3.4.
£
£
o
4 2 3 4 5 3 7 8 g ui& ]
460mm
ﬁ6§

Figura 3.4: Viga livre livre

Excitando-se convenientemente a viga, em gualquer ponto da
mesma, observa-se gue esta vibra em uma dada frequéncia que lhe € ca-
racter(stica. A figura 3.5 mostra o sinal da resposta da estrutura.
ne domi{nio do tempo, uma compogig¢do de virios senos amortecidos da vi-
ga excltada com uma carga impulsgiva.

Transformando-se¢ © sinal da resposta da viga, do domfnio do
tempo para o domfnio da frequéncia, figura 3.6, observa-se a existén-
cia de alguns picos de amplitude no espectro do mesmo. Cada um deste
picos corresponde a um mode de vibrar da estrutura associade a uma da-
da fregquéncia. Para a viga em andlise o primeiro modo & mostrade na
figura 3.7. J4 a segunda harmfnica & a responsével pelo segundo modo

moegtrado na figura 3.8,



38

codmaq op ojuimop) osindmi W B BIRINJIISE BP eqsodsey :¢-g =anbig

o 038 -0t
cang oosa nooz 00S T aacﬁ ao.m 0
i T - _
il 1 , r
4 }
]
¥ 4
» 1 . N 1 N L ‘ T z
< | | |
V
\
1 t 1 1 b4

o
u
) S B

H
i
i




39

(grougnbsay ep orujwop) osindwl wn ' Buanineyss ep ejsodsey g'g euanbry

NI™T ZH g OF
goez nooa oossl [ al=T) GOk T pozt oot dog 00g mmmu anw 8

¥

:
:
;




40

Jelqia ap opow opunbeg :g-g eanbiy

JBIQla 9P OPOW OJIawWidd /g BJNG1 4




41

Para e determinar a vibragio total de uma estruturs, deve-se
medir a vibrac%¥o em varios pontos desta. A figura 3.9 mﬁstra algunsg
pontos de medidas para a viga e suas respostas em frequéncia.

Ubservando~-se os picos da fung3o de resposta em frequéncia
{ressondncias) conclui~se que os mesmos ocorrem todos para as mesmas
frequéncias, indepsndentemente do ponto de excitacdo (medida). O uni-
co parimetro que varia com o ponto de excitagBo € a amplitude de res-
sonfincia e a fase de c¢ada modo, apesar desta dltima ndo estar clara
.naﬁ figuras,

Experimentalmente dependendo do numero de modos desejados e
da faixa de frequéncia, alguns poucos pontos de medida s3o suficiente
para se determinar a forma dos modos de vibrar de uma dada estrutura.

0 gréfico tridimensional, figura 3.10, mostra uma relaglc de coorde-
nadas espaciais que permite visualizar como os modos prdprioa da es-~
trutura se comportam. O griafico mosira ac longo do eixo longltudinal
da viga os ptcoes de amplitude ressonantes de algumas fungfes de res-
posta em frequéncia para cada ponto. A envoltdrla dos plcos de ampli-
tude das fun¢Bes de resposta em frequéncia em cada ressondncia fornece
a forma de vibrar de cada modo se a estrutura possuir baixa densidade
modal. Observa—-se gue a figura 3.10.c representa exatamente o primel-

ro modo de vibrar da viga, como j4 foi mostrado na figuras 3.7.
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Figura 3.9: a- Fun¢g®o de Resposta em Frequ&ncta para a medida &

b- Func3o de Resposta em Frequéncia para a medida 10
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Um dos objetivos da andlise modal € determinar a forma e mag-
nitude da deformag3o dap estruturas em cada modo {(frequ&ncial) de ma-
neira que estes resultados fornegam os subsfdios necese4rios para a
concepcdo efou otimizagdo de projetos.

Por exemplo, a viga em andlise tem um deslocamento muito
grande no meio gquando excitada proximo da primeira ressgonancia. Isto
pode ser conclufde visualizando-se os modos de vibrar da mesma. Fara
reduzir esta amplitude (deslocamento) uma solugdo seria aumentar o
amortecimento do material da viga. Isto acarretaria a reduglo da am-
plitude de vibragido da mesma.

Salienta-se gue na andlise modal, n¥o hd perda de informagfles
sobre o comportamento da estrutura, e cada modo de vibrar é caracteri-
zado por sua forma, frequéncia e amoriecimento. Hoe entanto, existe
um ajuste de curva da resposta em frequéncia medida experimentaimente'
3 uma fung3o analftica {(ver secio 3.4.2) onde os efeitos de rufdos e
pequenos erros experimentais existentes nos sinaisg s% minimizados
16/,

A figura 3.11 mostra a fung¥o de resposta em frequéncias medi-

da (2) e a fung¥o analftica ajustada (b) para o ponto (4) da viga.
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-1, B ~

-8, O

Figura 3.11: a) Sinal medido

by Sinasl ajustado

3.3 IDENTIFICACKO DOS PARAMETROS MODAIS ESTRUTURAILS

0 fenBmeno de vibrag¥o & um problema ewistente nas maquinasg &

estruturas e pode causar a falha destas. Por isto, as medidas expe-

rimentaig das caracterfsticas de vibrag¢ido das maquinas e estruturas

estdc se tornando cada vez mais importantes. Basicamente existem dois

tipos de medidés de wvibragio:

a. medida do nivel de vibrag3o das estruturas ou de seus componentes
gquando em operagio normal ou em condl¢Bes severas de operagio;

b. determinag¥o das propriedades de vibragHo da esgtrutura cu de seus
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componentes em teste de laboratdrio.

0 primeirc tipo de medida envolve uma gravag¥o ocu uma andlise
em tempo real dos nfveis de vibrac3o 2 gque estd submetida ﬁma maquina
em operag3o. Por exemplo : a medida dos nfveis de wvibragde de uma
maquina agrfcola operando em campo. Heste caseo, a mdquina ou OB
componentes desta est¥o sujeitos a vérios tipos simultinesos de
excitacfies e a regposta medida, neste tipo de teste, & uma resposta
que leva em considerag3o todos os tLipos de excitaglesn.

Ho segundo tipo de medida a estrutura em andlise vibra de

maneira controlada, com uma excitag¥o conhecida. Heste tLeste &
possafvel medir embos, a excitac¥o e 8 resposta e, desta forma,
determinar as propriedades de vibrag3o da estrutura em andlise, por

dois processos distintos:

1. Excitando-se a estrutura em vadrics pontos simultaneamente
com frequéncias proximas do modo desejado.

2. Excitando-se a estrutura em um Unico ponto.

0 prineiro método consiste basicamente em igolar cada modo de
vibrar da estrutura. Isto & feito controlando-se a frequéncia de ex-
citacHo e a distribuig®o das forgas de excitagdo de maneira que a ve-
locidade de diferentes pontos da estrutura estejam em fase ou antifase
com as forgas de excitacZo. No entanto, este método n¥o &€ conveniente
no caso de estruturas com os modos fortemente acoplados.

0 segundo processo, ¢ um método de facil inplementag3o onde a
estruturs & excitada em um Unico ponto e a fun¢¥o de resposta € medida
para os varios outros pontos da estrutura inclusive o de sxcita¢do. A
relacfo em frequéncia entre a excitagl¥o e a resposta da estrutura &
feita por mobilidade em deslocamento, velocidade ou acelerag3c para

cada ponto de medida da estrutura.
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Recentemente, numerosos trabalhos de andlise modal tém sido
desenvolvidos no sentido de itdentificar as caracterfsticas dindmicas
dag estruturas. Ewing /127 mostra algung destes trabaihos, tanto
utilizando o método dos modos isolados como o método proposto no  se-

gundo procegsgo degcerito acima,

Saliente-se que, para uma frequéncia de excitag¥o prdxima 2

frequdncia de ressonincia do modo de vibrar iseolado, o comportamento
das estruturas linearee € similar ao de um sistema com um uUnico grau
de liberdade. Desta forma os parfmetros modais (frequéncla natural,

modo préprio e amortecimento) sio facilmente estimados. J& qguando a
estrutura possul duas ou mais frequénclas de ressonfncia muito préxi-
‘mas torna-se diffcil itdentificar os modos. Neste caso, Miramand /237
propBe um método wspecifico para este tipo de problema.

A excitag3o das estruturas pode se dar por diferentes formas:

excitag¥o harmdnica, impulsiva, varredura em frequéncia, etc. 127,
Neste trabalho serd usado apenas o método da excitag¥do impuisiva enm
um Unico ponto e a resposta medida nos varios outros. A estimativa

dos parimetros modais é feita através de um ajuste de curvag usando-se
o estimador dos minimos guadrados /15/. A opg3c por este metodo
deu-ge em funcio do mesmo ser perfeitamente aplicével paraz o tipo de
estrutura que se pretende analilsar, e pela disponibilidade de um
"FOURIER ANALYSER SYSTEMS HP 5451C” que possui um “sofware” de andllise

modal operando com sinal de excitacdo do tipo impulsivo.
3.4 PARAMETROS MODAIS E FUNCXO DE RESPOSTA EM FREQUENCIA

0 sistema de equagBes que governa uma dada estrutura linear é

dado por um conjunto de equagles diferenciaig lineares com coeficien-
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tes constantes., 0 amortecimento do sistema pode ser considerado como,
vigceso, esgbtrutural, histerdtico, ebtc.

A equag¢io do movimento de uma estrutura submetida a uma forgsa
de excitag¥o externa considerando~se apenas o amortscimentoc vigcoso &

dada pela equacio (2.73:
M3 ¥V + £C3 V + LK1 V = P. [2.73

0 movimento do sistema pode ser descrito através de n varia-
veis independentes, Desta forma, ¢ zistema possui n graus de liber-
dade onde cada grau de liberdade estd associado a um deslocamento 1li-

near ou angular Vs do ponto j.

Para sistemas conservativos, com forgas externas nulas, a

equagdo (2.7) torna-ge:

M1 ¢ + (K1 V = O, {3.13

Por uma transformagfo, V = [9?] X, com base no2 modos proé—
prios, &€ possfvel diagonalizar as matrizes (Kl e IM] utilizando-se das
propriedades de ortogonalidade entre os modos /720/. Os elementos X,
530 as chamadas coordenadas generalizadas modais do sistema e a matriz
[$] de ordem nxn & a matriz modal do sistema, onde cada coluna da ma-
triz [$] & constitufda por um vetor modal ¢j do gistema, Desta for-

ma, a eguagdo (3.1) torna-se:

[N (93 X + [KJ] [$) X = 0O, [(3.2.al
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Pré-multiplicando-se a equagdo (3.2.a) por t?i1Tten-se:
(038 tH1 91 ¥ + 0¥ kI 23 X =0, © [3.2.b3
ou seja /237,
m, | {Xb+ | K Xp= 0 . 3.2.c3

0g parimetros mj, kj (4=1,2,...,n> %0 ag chamadas wmasgsa e
rigidez generalizadas modais do sistena, respectivamente. Desta for-
ma, a solugBo da equagdo (3.1) em coordenadas modals &€ obtida resgol-

vendo-se uma simples equag¥o diferencial da forma
m., X, + K, x. = 0 . £3.31]

Apés o sistema ter sido resolvide, em coordenadas generalizadas
modais, retorna~se 30 sistema de coordenadas fisicas através ds trans-

formagBo X = L[] V.
Para sistemas n3o conservativos com forgas externas de ewxci-
taclo nulas a equaglc (2.7) & dada por:

[HI V + [C) ¥ + [K) V = O, [3.41

A solug¥o particular da equagio (3.4) & sssumlda ser da for-

na S237

v = ¢ o5t = conmplexo




S0

Subgtituindo~se v na equacglo (3.4) tem-se:

(82[M] + & (CI + [K1) ¢ = O. . £3.5)
A soluc¥o da equagHfo (3.5) fornece n valores complexos de s = - Ej+i§j
{j = 1,2,...,0) e n vetores comnplexos ¢j, onde @5 & o modo natural do

sistena dissipativo.
a~) MATRIZ [C} £ DIAGONALIZAVEL

Quando a matriz [Cl pode ser diagonalizada com base nos modos
préprios conservativos da estrutura, a solug¥o da equagdo (3.4 pode

ser dada com base nos modos proprios do sistema. Gaughey /14/ mostra

que

.vl -
(01 [HIC LK1 = (K1 (HITIC3

"¢ condigBo necessdria e suficiente para gue a matriz [Cl possa ser
diagonalizada. Para este caso o modo préprio do sistena dissipativo
pode ser associado ac modo préprio do sistema congervativo e a equagdo

{3.5) pode ser desacoplada na forma /23/
Fm, + 8¢, +k, =0 . {3.61

s parémetreos mj, c, e kj {j=1,2,...n) s%o massa, amortecimento e ri-
gidez generalizados, respectivamente. Para sistemas com amortecimento

subcritico a equagio (3.6) possul duas rafzes complexas conjugadas, a
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saber:
g,= ~g, /2m, + (i Vg kK, m, - ¢2)/2m,, {3.7.a3
1 J 3 J 3 ] 1
H o= ~¢. /2m, ~ (1 VQ k. m. — &2)¥/2m, . [3.7.k]
J J J ] ]
A solugZo particular da equa¢¥Bo (3.4) pode zer dada por:
-8B ,
v = 3l o8tz ¢! o 3t elQJt £3.8]
onde
Bj = cj/Z-mj & a razdo de amortecimento
=
Qj ==\/§ kjm‘ - c§/2 ms é a frequéncia natural amortecidada do
sistena.

RIGIDEZ DINAMICA E RECEPTANCIA

Seja um sistema com n graus de liberdade sob a ag8c de uma
combinac3oe de forgas sencidais de mesma frequéneia w . Para o v—eggimo

grau de liberdade com fase Gr, em notagdo complexa, tem-se:

P (t) = ( p el®t+8) [3.91

A resposta deste sistema a um carregamento constante & harménica e de
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mesma frequéncia & ou seja:

V(e = (v, eilutdly ’ [3.101
Subat ttuindo-ge ag equagles (3.3) e (3.10) em (2.7) temspe:

(- M3 + fw [CI + [KIY V =P . [3.11.2a3
Em umza notagfo mals compacta tem—se:

23 v =P . [3.41.0]

A matriz complexa [Z1 é definida come a rigidez dinlmica do sistemn e
-1
a matriz [HI = {ZY & definida como a receptlncia. Entdo, a regpoata

para o sistema excitado com uma forga F & dado por:

¥ = [HKl P . £3.123

Os elementos hk2 da matriz [H] s%o calculadog invertendo-se a matriz
[Z3, ou seja:

hyy = (-1 ¥R cofatorizid/(det 1213

Neste caso os elementos hyp s30 fracBes de onde ¢ denominador € um
polindmio de ordem 2n e o numerador um polindmio de ordem 2n-2 /097,

7285,
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RECEPTANCIA KHODAL

Para uma melhor familiar!zacﬁo.com a terminclogia emnpregada
considere-se um sistema de dois graus de liberdade. De conformidade

com a equag3o (3.11.a) a equag¥o do movimento do sistema torna-ge

_—_ + | + b= [ 3,131

WMoy Magf LV Ca1 B LV Kyw Kol (V2 P

Como a matritz [C] pode ser diagonalizada com base nos modos préprios,

uzando—-se a transformacZo V = [9] X, ent¥o a equagdo do movimento do

sistems Ltorna-ge:

m i Q| ixy < O l{x K O |2 @ipr& ,@i P2

- w2 +iw + = . [3.14.al

0 My (% 0 Cad 12 O Ko j{% o) 3 p,t ol P
onde @i k-ésimo elemento do medo J.
Reordenando-se a equacdo (3.14.a) tem—se:

—wzml + 1w gy + Kk, 0 »®y &
= L. 13.14.b3

o} - wn,+ i we + k Ry »2 3 |p,

Pala transformac8o X = £¢J’1? ¢ possivel transformar-se a equag®o
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{3.14.b) para o sistema de coordenadas ffsicas novamenlie:

-wimyti i o1tk 0 o1 _ o3 vy ‘I‘i Cb; Py
= -, [3.15.al
0 ~w® mptiw ¢ vk, oy 32 v, $2 93] ip,
1 -1
;o3 vy - w? mytiwey tky 0 93 03 P1
= , [3.15.b3
1 : :
b, 2 Ve o w® - myviwe,tk, @i @i o
vyl 1ol el st myrine iy ) 0 a1 93] {p,
= £3.15.c3
V2 S 0 17¢~w?m,Hiwe, vk ) |92 o2 1P,
. ol ol Py . 9t of Py 31 o1 P, . o9z P, [3.16.3]
1= . - ——— % —
: mm2m1+iwci+k1 - ¥ my +1iwe, Ky wim +iwey+ky  wimptipc,+k
1o 2 g2 1 a1 2 g2
¢, 97 P 9 0 P ¢; 92 P, e @7 P, [3.16,b1
V2= T2 ) + z ; + = . + ,
—wimy+i cytky ~W maritc, vk wimptive, vk, Wim, +ing, ik,

Desta forma, para uma

posta para o ponto um

forca de excitagBo p no ponto dois (23 3 res-

(1) ¢ dada por

£3.171]

my + i

J

o bae

(o 9l p s cj+ Kj).

fin Pt R
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General izando-ge a equagido (3.17) para n graus de liberdade tem-se:

- S I .
v, = . { P5 @2 pg)/( wimg + lwe,+ kJ). [3.181

LI s Eom ]

A receptiincia entre o ponto de excitacdo £ o o ponto de medida k e da-

da pela razio de vy por pg , Ou seja;

i = = LS —w%m, + T .
hkiilm) Vk!pg ggi { @k 2)/{ w mj iwc3 kJ) £3.191

b-) MATRIZ [C] HXD E DIAGOHALIZAVEL

Quando a matriz [CJ n¥o pode ser desacoplada com base nos mo-
do préprios conservativos, existem alguns métodos especials para ge
determinar os modos do sistema. Ewins /12/ descreve alguns destes mé-
todes. Duncan propéa um nétodo baseado na formulag¥o de vetor de es-

tado /723/7.

Reescrevendo—se equagfo (2.7) na forma de estado, tem-se:

[cl M1 v [x1 codliv P
+ = (3.20.al
EM1  [O) v 01 ~LHMI] |V o

A eguagidc (3.20.2) pode ser reescrita na forma compacta

[AJ Y + [Bl1Y =P, £3.20.b]
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onde

v {(Ccy M3 (Kl ({01 P

1t

e

g s
[}

Y o= ' CAld , {Bl

#

v (M1 [O] (o1 ~L[H3 0

Desprezando-ge © termo do lado direito da mesna e assunindeo-s& uma |0~

jug%o da forma Y = Yoeht para a equag¥o (3.20.b) tem-se:

[A] {AYoe“} + £B1 {Yoe“ y =0 £3.21.2)

(CA1 > + (B1} Y =0 . [3.21.b)

A equagio (3.21.h) €& um problema padr#o de autovalores/autovetores, e
como & matriz [Ml & pomitiva definida, 3 matlriz IA) & inversivel.

Desta forma, re Y sHo solugles do problena de antovalor

[ET Y = Y /7A, £3.223

onde

-1
[El = ~LAl [B} .

Asgim, existem n pares complexos conjugados de mﬂmvdﬁmeski
e n pares conplexos conjugados de autovetores ¢d (y=1,2,...,n) pars o

gistema de equagdo (3.222:
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H

¢, + idjy,

>
L
H
0
tmd
]
.
e

L]

0 termo %j representa a freguéncia natural amortecida, enquanto o ter-
me Cj & o coeficiente de amoritecimento do sistema.

Prova-ge que oz autovetores ®j’$j s30 ortogenais em relag¥o
as matrizes [A] e [Bl parz autovalcres Aj distintos 720/, sendo possi-
vel, ent¥e, diagonalizar o sistema de equagles (3.20). Como no caso
anterior, assumindo-~ge uma excitag¥o harmdnica, oblém-se a solucHe do
problema, primeiramente, em coordenadas generalizadas medais ©, poste-

riormente, & felta a transformagdo para o gigtema de coordenadas

fisicas.
FPara uma forga P =P efth a equaFﬁo £3.20.b) torna-se;
jw [A1 Y + I[BY Y =P , £3.23.al
{iw [AY + [BI} Y = ; . £3.23.b]
Ffetuando-se a transformagdo ¥ = {(¢1 Z tem-se:
{iw [AJ + [(BI1XE®1 Z2 = P . {3.24]

T
pré~multiplicando-se a equac¥o (3.24) pela matriz (¢} tem—~se a eguagio
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degacoplada:

iw] a.| + | b, zh= | oT|4{Ps. [3.25]

0 vetor ¥ ¢ obtido a partir da squag¥o (3.25) do seguinte modos

Y = ¢ 141w a. + b. P i4PL. {3.263

Para os gistemas em gque a matriz fEl .-sd possuil aytovalores

conp lexos nostra-se /34/ que a matriz de autovetores [¢1 & da forma:

£Yl (93
31 =

CgIL AT [PICAD

A matriz [A] ¢ uma matriz diagonal de ordem nxn contendo apenas os au-
tovéieres com parte imagindria positiva.e [yl & uma matriz de orden
nxn contendo oz autovetores complexop associados a cade autovalor da
matriz LA,

Desgta forma, o vetor reszpesta, U v v 5ﬁ de um gistema de dois
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graus de liberdade é dado por:
v, S O ol Y2 1/ (iwa+b 1) o 0 0
vol b vz oo 0 1/ Civa 5+b ;) 0 o
4 b
v LRVE D SR ED W L W K 0 o 1/¢iwa,~b,? 0
3 LA TR T SRR Tl IR B | 171
.{.-2‘ Azwé_kijg ;\zwél;\zg}% ] Q 0 O 1/ Ciwaz-be
[ 1 g0 1, gla 1 [P
if)1 ¢2_ ¢1 1 xibz 2 1
T s wiay ¥Eh,) (P, _i
1 1 1 1
wl wz t1’1}‘1 $2Rz ¢
2 2 2 2
L Tl 2 $1k1 wﬁli‘ .O.
wlkifi Py Q’lw’l Py 11’ ‘l’l P, l{iit.f)ipl P93 P, Yyiud P wiw%pz ﬁd}g_pzlj’s_:E?J
v - ¥ ==t s — -+ = pend
3 iwal+b ima +b lwa +b iwaszg ima1+b1 iwa +b imal+b1 ngaz+b2
— e —— |
N wzwz w;wim +w 2p2p w;w; P, +w§w§ P, wlmlp wgwg p, £3.28]
' ] - T T —
? AN 1*by 103, b iwa, +b, iwa,+b, maa «%bl iwa, +b,

+b iva +§ iwﬁ

Desta forma, para uma forga p, de excitag3o neo ponto 2,

ra ¢ ponto 1 & dada por

v i
oo
j .

pa)/(tua + b + "

a resposta pa-

pz)/ (103 + Ej> [3.29]

A
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Generalizando-se equag3io (3.28) para n graus de liberdade Lem-se:

= { 3 5 . =3 =3 v vy
Vi wk lﬁg p,ﬁ,\ )f_(iﬂ)aj‘f' bj) + lj)k 1[12, pg‘ )/(iwaj* bj} [3.3013

LR e e

A recept@ncia entre o ponto de excitacdo £ @ o ponto de medida k & da-

da pela razlo de vy por pp , ou sejas

£}
- - i i -3 =] -
hyg (1) v /Py JZMI €y ypr/ivas b o+ (Fj, )/ Uwa,+ b [3.313

3.5 IDENTIFICACKRO DOS PARAKNETROS HMODAIS

Os par3meiros modais podem ser estimados através do estimador
dog mf{nimos guadrados, Neste caso, visa-se estimar os melhores valo-
res dos par8metros da equagdo analftica {3,193, (3.31) com relagHo A
fung®o de regposta em frequéncia Hm(iw) madida no mistema em anilise.

Se oz parfmetros da fungdo enalftica H{iw), os quais fornecen

um melhor ajuste, sHo &:, @ﬂe @% (j= 1,2,...,n} ent3o & possivel

escrever uma express3o do erro para cada frequéncia u:

- Cru* o), ody - [3.3
E, H Gu* ), 9, 000 - Heliw ) 23

Expressando~se O erro como um egcalar tem-se;

- B  Tieen® o3 w3y L g *x o3 o3 4 . )
& 3= Ek'Ek = (H(iwnu¢k,¢£ 3} Hm(iwl3l EH(imn,@k,¢£ ). Hm{i @)l [3.331
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Como a soma dos erros para todo o intervalo de frequéncia a

ger analisade ¢ dada pela somatdria dos erros em cada intervalo, tem-~
se
m ) m ) . . . .
5wl el =% wotHG, 8, 8 - Ha(iw] (Heie® L0, o) 9- HmGiwd1, £3.343
el kW Tk el k n 2 n’ k' £ .

onde m ¢ mimero de Frequéﬁcias de ressonlneis e W & uma fungio de

ponderacdo aplicada para cada ponto que vai linearizar a fungdo erro

/157,

Qg valores Stimoz dos parinetros w:, ¢i . @% s8o estimados
minimizando-se a fungdo erro. Isto & feito derivando-sea expressﬁé
{3, 34) em relac¥o avcs pardmeliros m; ,¢£ . ®£ e igualando-s® a zZero.

Desta formas obtém—se um conjunto de equagfes com  OS parimetros

desconhecidos, w:, @i ’ @i g, se a func3o H(iw) & uma fungdo linear
de w:, Qi , QE ent¥c esta & resoclvida, fornecendo a melhor estimativa
dos par3metros m: ,Qﬂ ; @i . Goyder /15/ mostra a formulacHo

completa para este tipo de ajuste de curvas € unm diagrama de blocos
mostrando os passos a serem seguidos na estimetiva dos parimetros
modaig.

A caracterfstica fundamental do teste modal & que a matfiz
H(iw) completa pode ser obtida a partir de uma dnica linha e/cu coluna
desta /31/. Isto pode ser facilmente observado nas equagles (3.15) e
(3.16). Desta forma, medindo-se uma linha e/ou coluna de Hmiiy ) e,
fazendo~se o ajuste da fun¢¥e hliw) a fungdo hm{iw) estima-se a linhsa
esou coluna de H(iw). A partir da linha e/ou cocluna estimada & possi~-

vel determinar-se 2 matriz H{iw) completa, wutilizando-se da relaglo




(3.317.

Neste trabalho os pardmetroe modais da estrutura s¥o determi-
nadeos utilizando-se de um "software” de andlise modal parte do gistena

“FOURIER ANALYSER SYSTEMS HP~3441C”. A formulag¥o analftica utilizade

no "software” ¢ gemeihante A mostrada nes ftenz anteriores e a

est imativa dos par@metros modais ¢ feita através do estimador de

minimos quadrados. O algorfimo utilizado no sistema & de natureza
iterativa, exiginde, asgim, uma estimativa inicial dos par3metros
(feita automaticamente pelo sistema ou via terminall. A estimativa

inicial da freguéncia & obtida pela magnitude dos pices da fungde de
resposta em frequéncia., Ja a estimativa inicial do amortecimente e do
resfduo ¢ obtida por umas formulag¥o analftica para um sistema com um

grau de liberdads, 0 ap&ndice 1] epresenta algumas informaglies sobre

¢ programa a ser utilizado.
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4 MDDELAMENTQ TEQRICQ E EHSAIQ EXPERINENTAL

4.1 HODELD TESRICO

a objetivo do modelamento estrutural idealizado ¢ a obtengZo
de um modelo matematico da estrutura, congiderande-a composta de
elementos discretos, o majs equivalente possivel & estrutura contfnua.

0 modelo equivalente é uma aproximagdo da estrutura real contendo um

nimero finito de graus de liberdade.

Agquelas estruturas ja congtitufdas dJde elementos discretos

conectados entre gi, tais como treligas, vigas etc., nde apresentam
dificuldades na sua representacﬁc como modelo discreto. Ja nas
estruturas contfnuas com contornos de geometria complicada, a

represent.ac8o exata do sistema por meios de elementos discretos n3o @&
posgivel de ser obtids. Hestes casos pode-se assumir uma
distribuicfic de deslocamento (Hodelos de Deslocamento) ou uma
‘distribui¢io de tens¥o (Modelos de Tensdo) ou deslocamentos e tengles
simultaneamente (Modelos Hibridos e Mistos) nos elementos para se
pbter ¢ modelo aproximado da estrutura. A distribuicio de

deslocamente ou tensio nos elementos deve ser tal gque, 3 medida que o#
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elementog v3o se tornando menores, o modelo aproximado tende &
representacio exata do sistema continuo,

As propriedades eldslicas e inerciais dos olenentos e,
posteriormente, da éstrutura devem ser determinadas previamente, para
ge proceder é andlise estdtica ou dind8mica do sistena.

A base para 8 obten¢3o das propriedades de rigidez  Inercia
de um elemento estrutural idealizade ¢ a equivaléncia entre asp
energiaz de deformacio e cinsdtica do sistema contf{nuo as do modelo
discreto equivalente. Para ilustrer este natodo tomar-se-d o elemento
de viga, figura 2.4, come parte da egtrutura conplexa wmestrada na
figura 4.1. Assumindo-se que O comportamento do elemente pode ser
representado por 6 deflexSes o b rotagBes, como mostrade na figura,

ent¥o & possivel determind-lo supondo um desliocanento

vV = (vx . vy ' vz}
no elemento. O deslocamento, V, & expresso em termos do deslocamento
digereto U= (Vy,.... & ¥,y por meio da equagio matricial

v = kal U, ‘ (4.13
onde lal = [af{x,y,2?] & uma matriz, cujos elementos s¥o fungBes das

coordenadas (%, ¥, Z}.
A energia total de deformag3o pode ser obtida utilizando-se,

convenientements, a relagic tengdo~deformacio, e a deformacdo unita-

rias em cada ponto do gistemas

g = [l U, - £4.23
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onde [bl = Ibi(x,y,2}] & obtida diferenciando-ge a eqﬁaczo {4.1) com
relacio as coordenadas x, ¥, € =z & combinando-as convenientemente,
Utilizando;sa o princi{pio do trabalhe virtual, o principio ds
D Alembert e, igualando-se a energia de deformag¥c ao trabalho virtual
obtém-se a equacdo do movimento do elemento, ja deduzida anteriormente

na segdc 2.3.4:
(M1 V + [K) V = P . [4.33

A equac3o (4.3) é a equag¥o do movimento de um elemento
idealizado, desconsiderando—se .as forgas digsipativas. Haioresg
detalhes da formulag¥o desta equagSo s%¥o fornecidos em /297 .

Az matrizes de rigidexz iKIEL e masza {HJEL para o slemento de
viga e, consequentemente, a montagem dag matrizes de rigidez {K} @
masga [M1 da estrutura complexa formadas pelos elementos conectados e

a nomenclatura utilizada no método dos elementos finitoes foram

apresentadas no capftulo 2.

4.1.1 MODELAMERTO ESTRUTUEAL

A formulagBo matemética desenvolvida nos capftulos preceden-
tes foi voltada para a andlise de estruturas reticuladas, ostrutura
esta que representard o brago do pulverizador mostrado na figura 4.1.
pPretende-se estudar seu comportamento din8mico, através de um modela~
mento tedérico pelo método dos elementos finitos. Posteriormente, serd

feito um estudo experimental da estrutura real para se avaliar o mode-

lo tedrice proposto.
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Figura 4.1: Brago do Pulverizador Coiumbia

Preliminarmente, a estrutura fei aproximada a un modelo
discreto composto de elementos de viga. 0 modelo foi proposto com
bagse nas condi¢les de funcionamenio da m&quina em campo, ou seja:
permitiu-se deslocamento de todos os pontos da estrutura com excegdo,
dos pontos de conex¥o entre o© brago e 2 suspens3ce articulada da
carreta,

No modelamento estrutural utilizou-se de um softwasre de
elsmentog finitos constitufdo de 3 (trés) programas base, START, ADIHA
e EIGENV, vide apéndice 11], desenvolvidos no Laboratdrip de Projelos

Mec8nicos (GEPROM? da Universidade Estadual de Campinas (UNICANMPY.
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4.1.2 DISCRETIZACXO DA ESTRUTURA REAL

Ha .discretizacﬁo do brago do pulverizador, inicialnente
considercou-se (15} nds e (23) elementos de viga numerados conforme
mostra a figura 4.2, 0Os ndés foram escolhidos coincidentes com os@
pontos de conex3o entre o0s elementos. Algumas aproximag¢Bes foram

necesssdrias para se conseguir repregsentar a egtrutura como um conjunto

de slementos discreteos de viga.

1. Congiderou—se os elementos (15) , (17) como elementos de viga;
»,. Agsumiu—-se uma transmigsslo de movimento nos nds, (8), (9) (1Q) e
(11> como se os vinculos fossem perfeitos:

3. Congiderou~se o engaste doz nds (1), (2} como perfeitamente

rigido.

-

Figura 4.2: Discretiza¢3c do Brago do Pulverizador

gemn a2 bagse de fixagio.

Com as hipdteses inicials acima conslderadas, foi possivel

representar a estrutura contfnua por um modelo de elementos discretos
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conectados entre si com 90 graus de liberdade. Os graus de liberdade
estde associados aocs nés dos elementos seguindo a mesma notag¥o uttli-
zada na geclo 2.4, onde o néd 1 possul os seils primeiros graus' de
| iberdade da estrutura e assim sucessivamente. Congiderando-se que
os nés (11, (2) n¥c sofrem deslocamento (condigBes de contorno Homog8-—
neas} a estrutura fica reduzida a um modelo com 78 grauz de

liberdade.

s célculos das matrizes de rigidez [KJ] e massa [M] e, poste-
riormente, das frequéncias naturals e modog proprios de vibrar da es-
trutura foram feitog utilizando-se de um micro computador HP SB43A.

A tabela (4.1) mostra as trés primeiras frequéncias naturais
da estrutura‘e Boug respéctivos vetores modais. As figuras 4.3, 4.4,
mostram, respectivamente, ¢ primeiro segundo modo de vibrar da es-
trutura. Nesta ansdlise, as frequéncias mais altzs, acima de 30 H=z,

n3c foram computadas visto que a estrutura real n3c opera com frequén-

cias acima desses valores /27/.
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Tabela 4.1l: Frequéncias Naturais e Modos Proprios
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Modo em Flexao

|
|
|
|
|
|
I
i

frequencia 1.2435 E+00 [Hz]
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Figura 4.3: Primeiro modeo de vibrar da estrutura

Modo em Flexao

Figura 4.4: Segundo modo de vibrar da estrutura
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4.1.3 HODELO HELHORADOQ

Em um gegundo pasgo, o modelo inlcial foir aprimeorado visando-
ge com isto uma melhor aproximagfo do modelo com a estrutura real.
Heste novo nmodelo leru—ae em conta a base‘de fixac%o da esgtrutura,
fgto porque a masma serié énaaiaéa experimentaiMente nestag condi¢des,
ver figura 4.5, e acrescentou-ge algums elementoé de.massa concentrada

Ag maesas concentradas noeg nds (5), (8), (113, (133, (15) e
(173 foram consideradés para computar og efeitos das massas dos bicos
de pulverizag3o e conexBes de soldas que est¥o distribufdasg discreta~
mente ao longo do'braco do pulverizador. Um elemento de mola fol, tam-
bém, acrescentado ac sistema. Este elemerito substitul os efeltos da
barra de tra¢¥o (m¥o francesa) que mantém o brago do pulverizador

aberto guando & miquina estd em operag3o, wver figura (4.1).
> 4 | P d

s 8 110 (o Dl 15 2 : 2
%
> . ¥ 2 @ = 17
" O] &) @ éa (] €3 U] ) &) SRTIS X

&

Figura 4.5: Dlacretizagio do brago do Pulverizador e da base

Og resultados obtidoe para © nove modelo 530 maahrgdos a
seguir. As tr8z primeiras f{requéncias naturalsg e o8 respectivos
vetores modats da estrutura eat%o na tabela (4.2}, Ja =as figuras
(4.6 ), (4.7) nogtram, respectivamente, o primeiro e segundo modo de

vibrar da egtrutura.
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Modo em Flexao
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Figura 4.6: Primeiro modo de vibrar da estrutura

Modo em Flexao

L_‘ frequéncia 5.8062 E+00 {Hz]!

Figura 4.7: Segundo modo de vibrar da estrutura
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4.2 ASPECTOS PRATICQS -~ TESTE EXPERIMENTAL

No capftulo trés, apresentou-~gse o desenvolvimento matemdtico
utilizado na ané!ise.moda! experimental. J3 nas segbes 4.1.2 & 4.1.3,
obteve~ge 08 resultados tedricos do compertamento da estrutura em and-
lige. Estes resultados tedricos, obtidos pelo método dos elementos

finitos, caracterizam o comportamento dinfmico tedrico da estrutura

real, que é avaliado e utilizado no teste medal (na andlise experimen-
ta}l da estrutura real). 0O teste modal da estrutura real servird para
avaliar 0 modelo tedrico propeosto e, congequeniemente, gerar novos

subsidios para umz melhor aproxXimatg¥o do modelo proposto com o real.

U teste experimental consiste basicamente na obteng3o dos pa-
rimetros modais estruturais através de uma andlise modal. 0 equacio-
namento matemdtico para a obtencHo dos parmetros modairg fol desenvol-
vido no capftuleo 3, restando a abordagem dos aspectos técnicos e pra-
ticos para a obtencdo das medidas utilizadas no teste modal.

Ha andlise modal, como citade anteriormente, hd dois tLipos
basicos de medidas de vibracZo:

1. Aquele em que nede-se um parimetro {(normalmente o nivel da respos-
tal,
2. Aguele em gue ambos, entrada (excitag¥ol} e safda (respostal slc me-

didosg.

Neste trabalho as medidas gerdo do segundo tipo em que ambos,
resposta e excitac¥o, s¥o medidas simultansamente, Desta forma, a re-
lagHo entre sles pode ser utilizada para avaliaglo das propriedades
do zistema diretamente dos parimetros nedidos experimentalmente.
Nesta categoria de andlise algumss aproxima¢fes sg¥o usades /12/7, ja

descritas na seglo 3.3, que & referida como "Método de um Unico Ponto
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Ge Excitacdo”. HNeste método, a excitag®o & feita em um dnico ponto e
ag medidas {(resportagl) 8o obtidaz nos demais pontos, inclusive no
ponto de excitagHe,

Do ponto de vista experimental, oz pontos onde s¥o feitas as
medidas podem ser guaisguer pontos ao longo da estrutura, no entanto
estes pontos de medidas ou excitag3o devem ser convenlentemente esco-
lhidos. A medida da excitagdo e resposta pare os pontos escolhidos 8
normalmente referida como medida de inertincia (4107, /il/, /12/ e

F1977.

4,2.1 BISTEMA BXSICO DE MEDIDA DA MOBILIDARE ESTRUTURAL
Experimentalimente, as medidag de mobilidade envolvem algumas
variantes espécfficaa:
- Mocanismo de excitagdo;

~ Sistema transdutor (medig¢¥o dog varios pardmeblros de Iinteresse),

~ Um analisador (obteng¥o e processamento das informa¢liexs deseja~

dagl.

A figura 4.8 mostra o esquema da montagem dos equipamentos

utilizados no siptems de medida, incluindo-se a estrutura.
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ESTRUTURA

ok \ﬁ | | =

TRANSDUTOR
EXCITADOR DE SAIDA
TRANSDUTOR
~Z_ . DE ENTRADA

e ' CONDICIONADORES
7 ok siais

o o
0.2l s HP 5451C
] FOURIER
ANALYSER
OCILOSCORIO

Figura 4.8: Esquema dos equipamentos utilizados no teste experimentsal

Us principais itens da cadeia de medig3o sHo discutidos a se-
guir,
a., MECANISNQ DE EXCITACKOD
No ensaio experimental utilizou-ge um sinal do tipo impulsi-
vo. 0O mecanismo de excitac¥o utilizado foi um martelo instrumentado

impactande a estrutura. A escolha deste tLipo de excitag¥o deu~se pe-
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los motivos expostos na se¢do 3.2 no entanto, & interessante degcrever
sobre a escolha do "martelo mals adequado” para a excitagdo da es-
trutura em andlise.

A colis%o dé dois corpos rigtdos origina uma onda de tens3o
cauzada peio.impacte intcial, a qual propaga com uma velocidade finita
do ponto de contato enire os corpos para o meio, e este fendmeno pro-
duz uma vibra¢3c na estrutura. 0 tratamento matem&tico para este érom
blema envolve sofisticados métodos analfticos de andlise de propagagdo
de onda, além de ser de diffcil implementac¢io. B, J. Thernhill et
alli 733/ faz uma andlise aproximada para este problema. A teoria
utilizada é linear e a estrutura lmpactada ¢ caracterizada pela medida
da fungBo de resposta em frequénclia para os pontos de jmpacto. Heste
trabalho Th&rnhili estuda a relag¥o existente entre a massa de impacto
{martelo) e a massa da estrutura além da relagdc entre =2 rigidez do
martelo e a rigidez da estratura estabelecendo -az condig®es Stimas pa-
ra cada casQ.

Na escoplha do martelo para o teste ndo foi feito um modela-
mento tedrico estabelecendo z relacio dtima entre a rigidez de impacto
e a rigidez da estrutura, no entanto, utilizou-se os resultados obli-
dos por Thornhill para estabelecer uma relag¥o Stima de magsa e rigi~
dez entre o martelo e a estrutura através de um método empirico. Hes-
ta etapa do trabalho diversos tipos <de material foram utilizadoé para
teste, O grifico 4.9 mostra a resposta para o contabto entre duas su-
perficies de ago e o gré&fico 4.10 entre uma gsuperficie dde borracha

com uma superffcie de ago, respectivamente.
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Figura 4.10: Fung¥o de Resposta em Frequéncia (contato borracha/ago)
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0 grdfico 4.10, como se pode observar, & a que representa a
fungldo de resposta com menor nfvel de rufdo e excitando preferencial-
mente ag baixag frequbnecias, ou seja: © martelo adequado para este ca-
so. HNa escolha do material da ponta do martelo, além das propriedades
fisicas jd citadan, levou-se em conta também a geonetria da mesma.

0 martelo para excitar s estrutura é de ago com uma massa de
0.5 Kg # uma ponta de borracha conforme mostrado na figura 4.11. A
pessoa que excita a estrutura deve conhecer os pontos convenientes pa-
ra bater, diregdo de excitacio, além de gaber, ¢ clars, a melhor ma-
neira de faz@-la. Estes requigitos foram conseguideos avaliando-se ©
nodelo tedrico da estrutura, brago do pulverizador e da experiéncia

adquirida através de Ltestes experimentais em estruturas simples.
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b. TRANSDUTOR

Existe uma grande variedade de apareihos ¢ equipamentos para
a avaliacg¥o das forgas de excitago e resposta de Interesse das médgqui-
nag ¢ equipamentog, .Na sua grande maioriaz esltes eqgquipamentos utilizam
transdutores piszoelétricos. No caso em andlise, o8 transdutores do
tipo acelerdmeiro ndo interferem na massa da estrutura, podendo ser
utilizados sem maiores problemasg.

A escolha do tipo de trensdutor gerou algumas dificuldades,
no teocante a faixa de freguéncia, j& que o8 aceler8mentros trabalham
normalmente com frequéncias altas. Este entrave fol conteornado com o
uso <de acelerdmetros inerciais, do tipo 4380 da Bruel & Kjaer, indica-

dos para medidas de frequencia de 0.1 Hz a 10 KHz, figura 4.12-c.

¢. AMPLIFICADOR - CONDICIGHNADOR
A escolha destes aparelhos estd fortemente relacionada & es-
colha do tipo de transdutor utilizado, @ deve atender aos reguisitos
do mesmo. Como a faixa de frequéncia & inferior a 100 hz utilizou;se
um condicionador "Condicltioning Amplifier Type 2626" da Bruel & Kjaer

que permite analisar frequncias nesta faixa sem maiores problemas.

d. ANALISADOR
Ele tem a finalidade de medir os wviarios sinaie captados pelos

trangdutores para com igto avaliar os niveis dasg forcas de excitacdo e

resposta da estrutura, Eles s3o de vérios tipos e a escolha de um ou
de outrc estd relacionada com o0 Lipo de excitago a ser usada. Oz
doig tippe mais comuns de analisadores si3o; "Fourier Analyser” e

“Freguency Response Analysers”. No entanto, as mesmas fun¢Bes de res-

peosta podem ser conseguidas com um filtro de banda estreita regulavel,
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um volt{melro, um medidor de fame além, é claro, de uma grande dispo~-
nibilidade de tenpo e paciéncia.
No ensalo do brago do pulverizador, utiliizou-se um "FOURIER

ANALYSER SYSTEMS HP 5451C", figura 4,12-d.

Figura 4.12: a- Brago do Pulverizador mostrande as barras de tragdo




Figura 4.12; b- Detalhes da fixa¢¥3o dos bragos e instrumentos usados

Figura 4.12: c- Detalhes dos acelerdmetros e martelo
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Figura 4.12: d- Sistema "35451C FOURIER ANALYSER"

4.2.2 UTILIZAQAO DO SOFTWARE PARA A ANALISE DU BRACO DO PULVERIZADOR

Os peontos de excitac¥o da esitrutura foram escolhidos coinci-
dentes com ©s nés, figura 4.2, e o ponto de captag@¥o da resposta fol
gscolhido como sendo o nd (14 da figura 4.2, tendo em vista ser este
ponto da estrutura o gue apresenta maior deslocamento guandoe a mesma
esgt.d vibrando. Isto pode ser cbservado analisando-se os modos obti-
dog teoricamente {(grificos 4.3, 4.4, 4.6 & 4.7

& partir dag condicBeos e consideragles feitas nos itens ante-
riores pagsou-se para ag medidas dag fun¢fer de resposta em frequén-
cia. U sinal de excitécﬁo. impulgo, foi ajustado para excilitar op oo~

dos de baixa freguéncia e ay respostas foram mantidas em niveis ade~

guadog.’



Os gréficos, figuras (4.13) & (4.14), mostram o sinal de
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As fungBes de resposta em frequéncia da estrutursa para os
pontos de excitago (2}, (3) s%0 mosgtradas nos griéficos 4.15, 4.16,
com excitac¥o e resposta medidas na direg¥o horizontal, J& os grafi-
cog 4.17, 4.18 mostfam as funcBes de resposta em freguéncia para os
mesmos pontos de medidag, com excitagdo e respesta medidas na dire-
30 vertical.

O grafico tridimensional, figura 4.19, mostra a relagio entre
ag varias fun¢les de respostas em frequéncia para o bracgo do pulveri-
zador, excitagdo e resposta na direg¥o vertical,

Feitas todas as medidas, passou-se para a fase de anilime dos
par@metros medidos, terceiroe passo do programa de anilise modal.
Nesta etapa surgiram algumas dificuldades, isto pela prdépria complexi-
dade e versétilidade do programa j& citado anteriormente, ou seja:

- definir a melhor regposta para ajustar as fungBes analfticas;
- ajustar o nivel de rufdo "threshold” do sinal;
~ analigsar a func¢io erro .,

O grafico, figura 4,20, mostra a2s curvas das fung®es de res-
posta em frequdncia medida (2a) e ajustada (b) para o ponto de medida,
né (23 . Neste caso, a excitacdo e resposta foram medidag na direcio
horizontal.

0 gréfico 4.21 mostra as fungBes de resposta em frequéncia
medida (a) o ajustada (b) para © mezmo ponto de medida anterior, sendo

a excitac¥o e a resposta medidas na diregaso vertical.
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0 quarto passo do programa permitiu estimar a frequéncia na-

tural e fator de amortscimento, tabelas 4.3,

Hodo diregdo horizontal direcdo vertical
freq. iHz] fator de amort.[l/1 | freq. [Hz] fator de esmort.[/]
1 1.6 .62 3.2 .33
2 6.4 16 7.8 ‘ 70
3 18.3 i.éG 11.8 .78
4 22.1 2.70 24.3 _ 2.28

Tabela 4.3: Resultados da andlise modal.

No iltimo passc do programa & possivel vigualizar-se na tela

a animac¥o dos modos de vibrar da estrutura. As figuras 4.22 e 4.43

mostram o primgiro modo de vibrar da estrutura observado do plano ho-

rizontal & de um ponto qualquer do espage.
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4.3 ANKLISE DE RESULTADOS

Gz resultados obtidos ne modelamento tedrico, por elementos
finitog, tabelas 4.1'a 4.2, mostraram—se bastante razodveis, no aspec-
to qualitativo, Isto pods ser obgervade analisando-se oz modosr proé-
prios de vibrar da estrutura (bragoe do pulverizador?, figuras 4.3,
4.4 , 4.6 ¢ 4.7, o8 quaig mostram o modos de vibrar de wuma viga em
balango 707/. (utro aspecto que vem reforgar a qualidade destes re-
sultadeos Bd0 os planos de vibragdo da estruytura, plano =z (de menor
rigidez) para o primeiro e segunde modo, e plano xy (de maior rigidez}
para o terceiro modo. Jdéd no aspecto quantitative, estes est3o sujei~
tos a algumas distorg¢fes, visto que a estrutura possul amortecimento
nH%o computado nos calculos Ledricos. Além disso, o8 pontoes de fixa-
cHo da estrutura, nde (1} e 23, n3o sBc perfeitamente rigidos como
considerados, € a distribuigtdo de massa na estfntura ndo & uniforme.
Finalmente, ressgalte~se a incerteza nos cdélculos das propriedades geo-
métricas dos elementos, visto que alguns destes possuem geometria ir-
regular e foram aproximades por elementos com geometria regular. Esg-
te tipo de aproximagBo & evidenciado nos elementos (15} e (i7), da fi-
gura 4.2, o quais foram aproximados por elementoz de viga simples.

Os resultades experimentais  obtidos por Andlise Modal, le—
vando-ge em conta o amortecimento da estrutura conforme exposto no
item 3.4, mostrados na tabela 4.3 e graficos das figura 4.22, 4.23,
foram bastante animadores, pois estes confirmaram de certa maneira os

regsultados tedricos obtidos.

Saliente-se gque © aspecto gqualitative dos resulltados experi-
mentais s%0 de boa qualidade. Isto pode ser confirmado com um ensaio

de varredura em frequéncia reaslizado utilizando-se um excitader hi-
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dradl ico.

g bragos do pulverizador foram montados seobre um pist3oc hi-
draidlico, como mostrado na figura 4.24, e a excitaglo, aggim Ccomo @
medida da resposta do sistema, foram feitas na dire¢3ce vertical. A

faima de varredura ugsada feol de 1 a 30 Hz,

Figura 4.24: Pist¥%c Hidradiico - Sistema HMTS,.

0 grafico da figura 4.25 mostira a fun¢fo de resposta em fre-
quéncia oblida por andlise modal e pelo teste de varredura em freguén-
cia. Como se pode observar as frequéncias de ressonfincia obtidas pe-
los dois mélodo estBo prdximas. Estes resuitados podem ser comparados
ievando-se om conta as condigBes de contorno da estrutura.,

A tebela 4.4 mostra os resultados obtidos no modela2mente por
Elementos Finitos, Andlise Modal e no Teste de Varredura em Frequén-

cia.
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As diferengas existentes entre os resultados est3o associa-
dag, n¥%o g6 cvom oz mobkivos expostos anteriormente, condig8c do fiwxa-
¢80, aproximac¥o de geometria, prab}emas de ajuste de curvaes, mas
principalmente, com.as caracterfsticas fisico/geométricas da prdpria
estrutura pois esta n¥o apresenta um comportamento perfeitaments 1i-
near e os modos de vibrar s¥o espaciais, ou seja, a estrutura n3e vi-
bra em planos independentes. Isto fica claro, observando-ze o primei-
ro modo de vibrar da esirutura, figura 4.22, onde a estrutura vibra no

plano xz mag apresenta uma pequena torgio.

Us modos de vibrar n¥o planares, devem ser associadog ac fato
da estrutura real possuir um amortecedor no brago de tracio, que ndo
fol modelado. Este talvez seja um dos'principais motivos pelo fato
dasg Frequ@néias horizontais tedricas serem aproximadas por baixo em
relac¢3o as frequéncias naturais obtidas experimentalmente. Um estudo

detalhado deste fendmeno & apresentado em /26/, /37/.
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5 COHCLUSXQ E PLEBSPRCTIVAS

Neste trabalho estudou-se preliminarmente ¢ comportamento di-
némico de maquinas e implementos agricelas, tentando-se, tambén, nor~
tear os caminhos para a andlise dinSmica de estruturas do tipo reticu-~
ladas: vigag, pdriicos, greihas e treligas. Estas estruturas podoen
ser analisadas de "maneira iterativa” objetivando-se,com isto, uma me-
lhoria final do sistema em andlise. Ho itém 4.1.3 observa-se gque os
modos de vibrar da estrutura em anélise aparentam ser mais realfsticos
no modelo melhorado, aldm das frequénciag naturais calculadas estaren
mais préximas das frequéncias obtidas experimentalmente.

A nivel nacional, quase n¥o s¢ tem visto trabalhos direcio-
nades para a andlise de miquinas e equipamentos agrfcolasg. Desta for-
ma, espera-se que este Lrabalho seja uma peguena contribuic¢¥o nesta
drea.

Como perspectivas futurag espera-se delerminar os nivels de
tonsdes que atuam nos elementos &, assim, definir os eslementos wmais
solicitadeos para uma possivel reavaliagdo do projeto, visando com isto
um melhor desempenho do pulverizador em campo.

Apresentam-se as seguintes sugestiBes para a continuidade des-
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te trabalho:

'3} Proceder o levantamento do solo dag regi¥es onde © Pulve-
rizadoer vai operar, oblendo-se um "especiro do terreno” pera gque @e
possa estabelecer a.interacﬁo entre ¢ terreno e o pulverizador &, des-
ta forma, obter as informacles necessdrias a respeito das frequéncias
e niveis de excitagfo do mesmo;

P} Como uma etapa seguinte, proceder a otimizagdo da estru-
tura, ou seja, estsbelecer as caracteri{sticas mec3nicas $timas de de-
terminados componentes, melhorando, assim, seu funcicnamento e, prin-
cipalmente, reduzir os niveis de deformacdo dos bragos, Jd gue as
grandes deformag¢lies 5830 responsdveis, entre outros fatores, pela depo-
sigdo n¥%o uniforme da selugdo 4dguasinseticida  (fungicidal) esobre as
culturas e,nessa depogig8o irregular leva 3 concentrag¥o ou 3 diluigdo
da solugio aplicada em determinadas dreas da cultura, afetando assim o
hom rendimento das colheitas;

c) Efetuar um essbtudo cinemdtico o dindmico entre a carreta e
a estrutura dos bragos, estabelecendo a suspensdc adequada para a di-

minuig¢Hce da transmiss®o dos esforgos para a estruturaj;
d} Estudo din8mico da carreta com amoriecedores passivos e/ou

ativos para verificer a diminuig¢3co da transmiss¥o da excitagdo.
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APERDICE I

1.} Série de Fourier

Todo sinal periddico x(t) que satisfaga ag condigBes de Di-

ritchlet, ocu seja:

ST/2
) I Ix(L) 1 db < ®
T2

mdmero finito de discontinuidade em um perieodo T;

nimero finito de méxinmos @ minimos locais em um perfodo T;

pode ser expandido em uma série trigonomeélrica infinita, a chamada sé-

ries de Fourier.

x(t) = a /2 +£~1£ancos(nwot} + b,sin(nwgt) ] [1.13

onde Qam 29/T , e og Lermog a, @ bh =30 obtideos utitlizando~se dag se-

guintes proprisdades trigonoméiricas

T/2
1. J cas(mwot} gintnw, t) dt, = 0 Bz n
~T/2
:'IT/(JJO m = n
T/2
2. j sin(nu t) sin(nu t) dt, = O m e n
-T2

i

T/, m = n
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3. f”z comlmu,t) aintnuw,t) dt. =0 mz n
/2 |

Hultipliteando-ze a exprezsgio (l.1) por gin(mmot) e 1ntegrando

~ge no perfode, -T/72 a T/2, tem-ge:

Lm ®{t) sininw,t) db =

T/2 a T/2 @ ' )
?? atnlmw,tl *xLnggzlgﬁ cogi{n, t} + b, gininu,td]lsininu,t) dt;
T/2 /2 :
Jf x{t) ginlnu t) dt = by I_/ zininw,t) ein(ne,t) 4ty
T/ 2 T/ 2
T/2
b, =2/T Lszxft) gin{nu,t) dt n= 1,2,....n [1.23

analoganente

T/2
. = E/Tf #(t) cos(nuw t) dt n= 0,1,...,n [1.31
n /2 ©

As expressles (1.2) e (1.3} 855 as chamadag fdrmulaz de Euler

ou Euler-Fourier,
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Na zndlige de sinalg € convenlente formular a série de Fou~

i
Zinw,t
rier na forma exponencial., Como e ©" pode ser representado por

rinw t ' " v
a % = comlniiy b) + 1 aind{nugt? 1= v -1

¥

& pogafvel egcrever a expreggdo (1.1) na forma

gy com(nwot) + bosinlnuwt) = (a, - b,)/2 et 4 (a, + b, /2 e Mot
Sels
{a, ~ib }/2 = a, , {a, +ib)/2 = %y e a /2 =0,
e rearranjando-ge as expresgsdes x(tL) e o, Lem-se:
x(ty =) O et [1.43
—_
T/2 ~ing. .t
a, = i/'i‘j- w(ty 00t g¢ [1.5]
~T/2

A equagBo (1.5) ﬁode ger interpretada como s transformads do
sinal periddico, x{t), do dominico do tempo para o domfnto da frequén-
cta (sérle de Fourfer ou espectro de frequéncial), enquanto a equaglo

(I.4) transforma o sinal do deminio da frequéncia para o domfnio do

tempo.




109

A representag¥o gréfica da série de Fourier é o chamado ez~
pectro de frequdncia de raijas, Para construir ¢ espectro associa-ge
a cada cpeficiente &, a fregquéncia (nw,) correspondente ao termo da

serie.

1.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

A transformada de Fourier pode ser considerada como um ”1imj-
te formal” da sdrie de Fourier quando o perfodo T tende a infinito

/257, Subsgtituindeo-se a equagdoe (1.3) em (1.4) Ltem-sgse:

. G Tf?. . .
x(t) =] [1;’1‘[ e e 1Rt dt} o ot
S 772
kS T/2 —~inw_t ing .t
x(t) =) buw U ity o Mot gy e "ot . [1.63
e LT/2

Ne limite, quando T +® a egquagdo (1.6) pode ser escrita co-

mo s
= = i £ i t
x (L) =J {J_f[ %{t) g o dt &  dw. [i.73

Analisando-se a equaglo ({.7) conclui-se que esta, ag=sim como
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a geérle de Fourter, possui um par de transformadas

N ing t
x(t) = j oy e ™o dw, [1.8]
fr ]
a, = -L-Im x(t) e Wt dt.. €1.9]
an

A equagio (1.8) & a chamada transformada de Fourter direta e
a equagdo (1.9) & a transformada de Fourier inversa.
0 desenvolvimento matemdtico detalhado pode ser encontrado em

Churchill /04/.
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APENDICE 11

I1.1 (HFORMACSES SOBRE O PROGRAMA UTILIZADD

A anﬁlise modal & feita com baze na fun¢g3e de transferéncia
entre a excita¢do do sistema ou entrada o a resposta da estrutura ou
saida. A func3o de transferéncia pode ser obtida corretamenie com o
sistema "5431C FOURIER ANRALYSER”, s, a partir da fungio de

transferéncia estimada ¢ perfeitamente possivel estimar os parimetros

modals do sisten com uma boa precis¥o. Deve-se ressaltar ainda, que o
sistema apresenta resultados numdricos bastante precisos, quando os
dados analisados descrevem um movimento de estruturas lineares e, que

esta precis%é dog resultados depende, basicamente, da experiéncia do
usudrio ne manuseio do programa, principalmente, no passo de identifi-
cacgdo.

0 "software” de andlise modal & subdividido em cinco (5) seg-
mentog operacionais: Setup, MHeasurement, Hodal Identification, Print e
Display. A figura 11,1 mostra o diagrams de fluxeo dos viarios passos

do programa.

No Setup step, o usudrio entra com os dados que descreveram
um dado experimente. Estes dados.sﬁo: o ndmero de fungBes de transfe-
réncia que serd medido, enderegamento para armazenamento dag mesmas na
unidade de disco do sistema, tamanho do bloce (128, 2556, 512, 1024,
2048 e 40967, 7display” da fung¥o de transferéncia (escala linear ou
logaritimical, sensibilidade dos transdutores e ganho dos anplificado-

a8 .
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MEASUNEMENT

MEASUREMENT DATA

|
!

BDE IDENT.

' SETUR MODAL BATA

MODE SHAPE DATA

Figura I1.1: Diagrama de fluxo dos vérios passos

do programna de Andlise MHodal

No Measurement step, €. feita a aguisigido das fungles de
transferéncia. A configuragio do programa permite {azer dois tipos de
excitagdo: impulsiva ou aleatdria. HNeste passo, ox dados medidos por
outros métodog (varredura em seno, pseudo aledtoriol que est¥o armaze~
nados no disco do sistema podem entrar no pregrama de andlise modal,

No terceiro passo MNode Identificalion step os parametros das
fungdes de transferfncia s¥o identificadoeos através de um ajuste de
curvas, no caso, pelos minimos gquadrados. Este passao permite uma gama
snorme de controle do grocasso do identificaglo. Esta flexibilidade
no ceontrole do processo exige do usuirio experiéneia e habilidade no

ajuste dag curwvas,.



113

Apde terminado o Hode ldentification step, paessa-se para o
Print step o qual permite registrar o resultados no console.

Por dltime o Display step mostra a forma dos modos em uma
tela animada. Os mddos poden ser representados em um sistema de coor-

denadas retangulares ou cilindricas.

I1.2 RESOLUCAD DC SISTEHMA

h convergbneia do algerf{tmo na identificagdo dos parimetros
depende primeiramente do espagamento existente entre oz modos prdéximos
¢ do valor dop seus respectivos amortecimentos.

e o ameortecimento, que determina a largura das curvas de
resgondncia, & suficientemente pequenc enire dois modeos prdximos, o
sistema podé identificd-los quando suas frequéncias centrals estio se-
paradas apenas por doils pontos de dados. Isto pode ser observado na

figura 11.2.

t:l I:j FREQUENCY INCREMENT (Af)

Figura 11.2; Resoluglo do Sistema.

Quando o amortecimento sumenta & necessdrio gue os modos aeg-
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tejam mais distantes em frequéncia para que o sistema identifique-os e
em alguns casos torna-se impossivel dizer guantos modos est3o contri-

buindo para um pico de ressonfincia /17/.







