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Resumo

Paiva, Seila Vasti Faria de, Andlise de Trincas Interfaciais em Bimateriais Anisotropicos usando
o Método dos Elementos de Contorno, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 2006 105 p. Dissertacdo (Mestrado).

Nesta dissertacdo é apresentada uma andlise de problemas da mecanica da fratura eldstica
linear em estruturas bimateriais anisotropicas. Utilizando o método dos elementos de contorno é
possivel calcular os fatores de intensidade de tensdo em problemas planos (2D) devido a presenca
de trincas interfaciais entre as laminas que compdem o material. A estrutura pode estar submetida
a carregamento em modo I ou modo misto. O problema € modelado usando-se a técnica de sub-
regides para descrever cada um dos diferentes subdominios, representado por cada material. Na
interface das sub-regides, em que o dominio € dividido, sdo impostas condicdes de equilibrio de
forcas e continuidade de deslocamentos, exceto na regido que corresponde a trinca. O
comportamento singular apresentado pelo campo de tensdes préoximo a ponta da trinca €
modelado com elementos de ponto a um quarto com singularidade de for¢cas de superficie. Sao
apresentados exemplos numéricos de problemas com carregamentos no plano. Foi também
apresentada a andlise de convergéncia de malhas, mostrando uma pequena dependéncia da
discretizacdo mesmo quando malhas pouco refinadas foram usadas. Alguns dos exemplos t€ém

correspondentes na literatura, os quais foram utilizados para comparacdo com os resultados

obtidos. Observou-se uma boa concordancia na comparagao dos resultados.

Palavras Chave

- Anisotropia, Materiais compostos, Mecanica da fratura, Método dos elementos de contorno.
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Abstract

Paiva, Seila Vasti Faria de, Analysis of Interfacial Cracks In Anisotropic Bimaterials using the
Boundary Element Method, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade

Estadual de Campinas, 2006 105 p. Dissertacao (Mestrado).

This thesis presents an analysis of problems of linear elastic fracture mechanics in
anisotropic bimaterial structures. Using the boundary element method, it is possible to evaluate
stress intensity factors in plane problems (2D) due to the presence of interfacial cracks between
the laminae that constitute the material, when the structure is submitted to a mode I or in mixed
mode loading. The problem is modeled using the subregion technique to describe each one of the
different subdomains, represented by each material. On the interface of subregions, which the
domain is divided, conditions of tractions equilibrium and displacements continuity are imposed,
except in the corresponding crack region. The singular behavior presented by the stress field near
the crack tip is modeled by traction singular quarter point element. Numerical examples of
problems with in-plane loading are presented. Mesh convergence analyses are also presented,
showing little dependence on the discretization even when coarse meshes were used. Some of
these examples have correspondents in literature, that were used for comparisons with the

obtained results. A good agreement in the comparisons of results was observed.
Key Words

- Anisotropic materials, Composite materials, Fracture mechanic, Boundary element

methods, Interfacial cracks.
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Capitulo 1

Introducao
1.1 Generalidades

Um material compésito € formado pela associacdo de dois ou mais materiais quimicamente
distintos chamados fases que, quando vistos numa escala macroscopica, apresentam uma

interface bem definida entre si.

A utiliza¢do de materiais compdsitos tem sido alvo de constante evoluc@o nos ultimos anos,
principalmente devido a vantajosa combinacdo entre propriedades mecanicas e densidade, o que
torna esses materiais mais apropriados para uma vasta gama de usos. Inicialmente, a utilizagao
destes materiais estava restrita a indudstria aeroespacial. Atualmente, devido aos avangos
tecnoldgicos, foi possivel diminuir os custos de matérias-primas e de processamento e estender a
utilizacdo dos compositos a diversos ramos industriais tais como militar, construcdo civil,
automobilistica, eletroeletronica, maritima e materiais esportivos. Mais recentemente, estes
materiais estdo sendo utilizados para resolver problemas especificos em alguns novos e

importantes nichos, como por exemplo, a fabricacdo de préteses.

Quando comparado com outros materiais utilizados em engenharia, os compdsitos sao os
que apresentam a maior rigidez especifica (relacdo entre rigidez e densidade) e resisténcia
mecanica especifica (relacdo entre resisténcia mecanica e densidade). Como qualquer outro
material de constru¢cdo mecanica, os compdsitos também estdo sujeitos aos esfor¢os decorrentes
dos carregamentos que lhe sdo aplicados, as falhas dos processos de fabricacdo, de

envelhecimento e desgaste da estrutura. Se uma estrutura de compdsito possuir uma trinca, por



exemplo, sua resisténcia mecanica serd reduzida devido ao aumento expressivo nas tensdes e

deformacdes do material perto da ponta da trinca.

Com o aumento do nimero de projetos com materiais compdsitos, surgiu a necessidade de
se calcular tensdes e deformagdes em estruturas anisotropicas. Neste trabalho serd considerada
uma chapa bimaterial anisotrdpica, contendo uma falha decorrente da ndo adesdo perfeita na

interface dos dois materiais constituintes. A este tipo de falha chamamos trinca interfacial.

Com o desenvolvimento das indudstrias automotiva, aerondutica, aeroespacial e naval,
aumentou-se a preocupacdo com o estudo de estruturas trincadas. Mesmo com toda a
preocupacdo com a qualidade, a fabricacdo de um componente mecanico estd sujeita a defeitos.
Estes defeitos podem estar presentes na matéria-prima utilizada, surgir durante o processo de
fabricacdo ou surgir devido ao sobrecarregamento da estrutura. Depois que os componentes
fabricados entram em funcionamento, pode ocorrer a propagacdo ou crescimento do defeito, o
que pode comprometer sua utilizacdo ou até mesmo inutilizd-los. Os problemas de trincas na
interface de um composito constituido de materiais dissimilares tém uma importancia muito
grande na prética e t€ém sido analisados por diversos pesquisadores. Mediante estas necessidades,

surgiu a grande motivagdo para a realizac@o deste trabalho.

Os problemas de trincas interfaciais sd@o analisados no escopo da mecanica da fratura,
usualmente conduzidos por técnicas experimentais, analiticas ou numéricas. Neste trabalho sera
utilizada a abordagem numérica pelo Método de Elementos de Contorno (MEC) para a
determinacdo dos Fatores de Intensidade de Tensao (FIT). O MEC € uma técnica numérica
moderna que tem crescido consideravelmente nas ultimas duas décadas e tem se mostrado um

método apropriado para a modelagem de estruturas contendo trincas.

1.2 Descri¢do do presente trabalho

O objetivo do presente trabalho foi implementar uma formulacdo de elementos de contorno

para andlise do fator de intensidade de tensdo interfacial em chapas bimateriais anisotrépicas.



A formulagdo foi implementada em um programa computacional, usando o software
Matlab. No programa foi implementada uma formulagdo do MEC para anélise elastoestdtica em
bimateriais anisotrépicos contendo ou ndo uma trinca na interface. Foram utilizados os elementos

quadraticos continuos, elementos de ponto a um quarto e a técnica de sub-regioes.

O Capitulo 2 apresenta uma definicdo mais detalhada dos materiais compdsitos. Essa
definicdo estd relacionada com os materiais constituintes, suas caracteristicas, classificacdo
quanto ao tipo de reforco, etc. S@o apresentados as caracteristicas dos materiais compdsitos e seu
comportamento mecanico, bem como sua aplicacdo, vantagens e desvantagens. Os tipos de falhas

que podem ocorrer na estrutura dos materiais compositos também sao apresentados.

No Capitulo 3 ¢é feita uma breve introdu¢do ao comportamento mecanico dos materiais
anisotropicos. Em seguida, é feita uma revisdo da teoria da elasticidade aplicada a materiais
anisotropicos, com base na teoria da elasticidade linear classica. Por fim, é mostrada a obtencao

das equagdes constitutivas de uma lamina.

O Capitulo 4 traz uma sintese da mecanica da fratura onde sdo apresentados os modos ou
modelos de fratura. Com base nestes modelos, sdao classificados os diversos mecanismos de
fratura de materiais compésitos. Também é apresentado um resumo de um teste basico para
avaliagcdo da integridade de um compdsito. Por fim, € feita uma introducdo a mecanica da fratura

eléstica linear anisotrépica e ao cdlculo dos fatores de intensidade de tensdo.

O Capitulo 5 apresenta a formulagdo do MEC para meios anisotropicos. O elemento de
contorno quadritico continuo e a formulacdo de sub-regides. Inicialmente € introduzida a
formulacdo integral de contorno, seguida das solucdes fundamentais anisotropicas. Os tipos de
elementos de contorno sdo apresentados. Sdo detalhados os elementos quadraticos continuos e os
elementos de ponto a um quarto com singularidade de forca de superficie. Por fim, é apresentada

a formulacdo de sub-regides.



No Capitulo 6 s@o apresentados os resultados numéricos obtidos pela implementagdao da
formulacao anisotrépica. Neste trabalho sdo apresentados cinco problemas que mostram o célculo
do fator de intensidade de tensdo em chapas bimateriais isotrépicas e anisotrépicas. Os resultados
numéricos sdo comparados com resultados encontrados na literatura e apresentam uma boa

concordancia.

Para finalizar, no Capitulo 7 estdo as conclusdes finais e as sugestdes para trabalhos futuros.

1.3 Revisao Bibliogréfica

Sih et al. (1965) apresentaram uma formulagdo na qual as equacdes gerais para 0s campos
de tensdao na ponta da trinca em corpos anisotropicos foram derivadas fazendo uso de uma
aproximacao de varidveis complexas. Os FIT sdo definidos e avaliados diretamente a partir das
fun¢des de tensdo. Também mostraram que a singularidade de tens@o presente na ponta da trinca

em um corpo anisotropico é da ordem de rV2

Rice e Sih (1965) estudaram problemas planos de trincas em meios dissimilares e
apresentaram o método da varidvel complexa combinada com autofun¢des de expansdo que
podem ser aplicadas para formular os problemas de planos elasticos dissimilares acoplados
contendo trincas ao longo da interface. Os autores apresentaram solugdes em forma fechada para
problemas extensionais. Os resultados apresentados por Rice e Sih sdo também discutidos em
conexdo com a teoria da fratura de Griffith-Irwin. Esta teoria mostra que os fatores de intensidade
de tensdo na ponta da trinca podem ser avaliados prontamente para uma fung¢do potencial

complexa.

Rice (1988) revisou os conceitos da mecanica da fratura eldstica linear para trincas na
interface entre dois solidos dissimilares. Mostrou que valores semelhantes do FIT complexo K
para dois corpos trincados implicam em estados similares na ponta da trinca. Assim, as condicdes
para o crescimento da trinca podem ser dados em termos do K atingindo um valor critico

representado num plano complexo.



Smith (1988) comparou trés métodos para calcular os fatores de intensidade de tensdo de
valores nodais proximo a ponta da trinca. Dois métodos foram baseados nos deslocamentos € o
terceiro foi baseado nos valores de for¢a de superficie. Smith obteve bons resultados usando uma
regido unica para problemas de trinca simétricos. O exemplo de modo misto mostrou que o

método de forga de superficie € preciso e € menos sensivel para a malha local.

Tan e Gao (1990) introduziram os elementos de ponto a um quarto quadraticos na andlise
de problemas de trincas interfaciais em chapas bimateriais isotrépicas utilizando o método dos

elementos de contorno.

Tan e Gao (1992), na seqii€éncia, determinaram os fatores de intensidade de tensao, K ; €

K, , para analisar trincas interfaciais em corpos bimateriais axissimétricos e, posteriormente, em

componentes ortotropicos.

Cho et al. (1992) propuseram um método para determinar os fatores de intensidade de
tensdo para uma trinca interfacial em materiais dissimilares anisotropicos através da extrapolacdo
dos resultados numéricos de tensdo ou deslocamentos em pontos distantes da ponta da trinca.
Com esta técnica conseguiram evitar tanto os erros numéricos como o problema de singularidade
oscilatéria. O método proposto pode ser aplicado tanto usando o método dos elementos finitos
como o método dos elementos de contorno. Cho et al. apresentaram alguns exemplos utilizando o

método dos elementos de contorno.

Yuuki e Xu (1994) mostraram a implementa¢do de um programa do método dos elementos
de contorno para analisar materiais dissimilares e trincas interfaciais baseado na mecénica da
fratura interfacial. Na andlise do método dos elementos de contorno com uso da solugdo de
Kelvin tida como a solucao fundamental, o dominio é dividido em duas sub-regides e o contorno
de cada regido precisa ser discretizado. Quando utilizaram a solucdo de Hetenyi nao foi
necessdrio discretizar a interface, pois esta satisfaz a condi¢dao de contorno perfeita para as juntas

compostas de dois materiais isotropicos, desde que a interface seja em linha reta.



Ang et al. (1996) mostraram a utilizacdo do método dos elementos de contorno para
determinar os fatores de intensidade de tensdo e as taxas de liberacdo de energia de deformacdo

para trincas interfaciais em materiais ortotrépicos.

De Paula e Aliabadi (1997) mostraram que os fatores de intensidade de tensdo complexos
para trincas interfaciais em bimateriais ortotropicos sdo obtidos usando uma integral de contorno
independente do caminho e do deslocamento da abertura da trinca. A técnica proposta foi
aplicada para trincas interfaciais em materiais dissimilares isotropicos e ortotrépicos. Foram

apresentados diversos exemplos para demonstrar a exatidao do método.

Chen e Hsu (1997) apresentaram solucdes analiticas para campos de tensdo e deslocamento
de duas chapas anisotropicas semi-infinitas formando um compd@sito bimaterial com uma trinca
interfacial. Entre os véarios modelos matematicos que representam trincas reais, o modelo de
trinca onde as duas faces estdo no mesmo plano (“thin cut”) é de interesse especial, uma vez que
requerem métodos matemadticos simples no seu estudo. Entretanto, este modelo ndo reflete
algumas das propriedades de uma trinca real, em particular as trincas assimétricas. No modelo
matematico proposto pelos autores foi levada em conta uma trinca interfacial em forma de bolha,

onde as duas faces da trinca sdo constituidas por curvas e, portanto, ndo estdo no mesmo plano.

Pan e Amadei (1999) apresentaram uma formulagdo do método de elementos de contorno
para a andlise de problemas da fratura eldstica linear em bimateriais anisotrépicos. Nessa
formulacdo a equacdo integral de deslocamentos € aplicada apenas no contorno ndo trincado, € a
equacao integral de forca de superficie € aplicada somente em uma das faces da trinca. A funcdo
de Green completa para bimateriais anisotrépicos foi também derivada e implementada na
formulacao integral de contorno. Com isso, a discretiza¢do ao longo da interface pdde ser evitada
exceto para a parte correspondente a trinca interfacial. Foi introduzido um elemento especial na
ponta da trinca para que o comportamento exato dos campos de tensdo e deformacdo pudesse ser

obtido.



Shen et al. (1999) mostraram problemas de trincas interfaciais em chapas laminadas
anisotropicas em estado de deformacdo plana. Assumiu-se que cada ldmina do laminado foi
idealmente colada. Todas as laminas foram consideradas arbitrariamente anisotrépicas, podendo
ser analisados problemas com simetria isotrOpica, ortotropica ou transversalmente isotrdpica,

usando materais compdsitos ou homogéneos.

Liu e Xu (2000) utilizaram o método dos elementos de contorno para analisar trincas
interfaciais em bimateriais isotrépicos. Também analisaram trincas interfaciais curvas localizadas

entre a matriz e a fibra de materiais compdsitos refor¢cados com fibras.

De Paula e Vecci (2002) analisaram o comportamento de trincas interfaciais entre materiais
compdsitos com propriedades diferentes usando o método dos elementos de contorno. O material
composito considerado € uma estrutura laminada construida pela superposi¢ao de laminas finas, e
cada uma delas com fibras em uma direcdo especifica. A consideracdo de materiais com
propriedades diferentes resulta em um fator de intensidade de tensdao complexo associado com
uma trinca interfacial eldstica. O deslocamento relativo entre as faces da trinca, obtidos na andlise
numérica com o método dos elementos de contorno, é a grandeza bdsica usada no método de
deslocamentos de abertura da trinca para desacoplar os componentes do fator de intensidade de

tensao complexo.

Paiva et al. (2003) apresentaram um procedimento para andlise de problemas da mecanica
da fratura eléstica linear em chapas bimateriais isotrépicas usando o método dos elementos de
contorno. Este procedimento foi extendido, posteriormente, para chapas bimateriais anisotrépicas

(Paiva et al., 2004).

Liu et al. (2004) apresentaram um outro método para a obten¢do do fator de intensidade de
tensdo em modo misto para trincas interfaciais em uma tira bimaterial infinita, considerando os
dois materiais anisotropicos. Foi desenvolvida uma solu¢do de deslocamentos para a tira infinita

anisotrépica bimaterial.



1.4 Realizacdes e contribuicoes

Este trabalho segue a linha de pesquisa de andlise de trincas em materiais anisotrépicos
usando o MEC. Ele dé seqiiéncia ao estudo de trincas interfaciais iniciado com o trabalho de
Paiva (2000).

No trabalho anterior foi realizada toda a implementacdo do MEC para andlise de
componentes bimateriais, contendo uma trinca na interface entre os dois diferentes materiais

isotrépicos (figura 1.1).

bt ettt Interface

Material A
Ejp=Eya=EA = Isotrépico

Trinca interfacial

———
Material B Mater%al A — Isotr(’zpi.co
E g=Esp=Ep - Isotrépico Material B — Isotrépico
Material A 3 Material B
EAa#Esp

ERREERRNE

Figura 1.1: Exemplo de material analisado com a fomulagao isotrdpica existente.

Neste trabalho foi estudada toda a formulagdo anisotrépica com o propdsito de estender a

formulacao anterior para os laminados bimateriais anisotrépicos (figura 1.2).

it ot bbb e
Vaun

Material A - Anisotrépico

Trinca interfacial

Eaa
Eia Material A == Anisotropico
Eia¥ E2a

Material B —— Anisotrépico
Material B —— Anisotrépico
Eon Eip# Ezp

Eis Material A = Material B

EEREARER

Figura 1.2: Exemplo de material analisado com a fomulagdo anisotrépica implementada neste trabalho.

A implementacdo computacional foi realizada sobre a implementacdo anterior,
aproveitando a estrutura das funcgdes existentes (entrada de dados, formatacdo dos dados,
esquema de integracdo, etc), e substituindo as fungdes de aplicacdo tipicamente isotrdpicas por

novas fungdes anisotrépicas (figura 1.3).



dad_xxx

'

compute_material

— f_interf

v — f face

formata_dad_q [€—

<«— f _pt_trinca

\ 4

2

pre-processamento

mostra_geo .
-£€0-4 < f trinca

A 4

mostra_cdc_q

— f forma

— l 4— jac_e_norm

calc_HeG_q |€—

<4— gh_nsing q [« sol fund_aniso

\ 4

aplica_interf

4— gsing q [« sf_nsing_aniso

A 4
aplica_cdc

A 4

gauss_eli

analise

A 4
reord_DeT_q

I

k0 aniso

-

mostra_def

pos

Figura 1.3: Diagrama de blocos do programa ELAST_BIMAT para materiais anisotrépicos.



O programa ELAST_BIMAT pode ser dividido em trés moddulos bdsicos: pré-
processamento, andlise e pds-processamento (figura 1.3). O pré-processamento € constituido de
cinco etapas bdsicas:

i Definicdo dos dados do problema. Em DAD_XXX os dados de entrada do
problema, tais como geometria, malha de elementos de contorno, condi¢des de
contorno e discretizacdo sao definidos pelo usudrio através de um arquivo texto.

il. Geracdo das matrizes das propriedades do material. Na rotina
COMPUTE_MATERIAL sao calculadas as propriedades eldsticas anisotrpicas de
cada material que constitui o componente a ser analisado.

iil. Formatacdo dos dados de entrada. Em FORMATA_DAD_Q os dados de entrada,
que tem forma amigdvel para o usudrio, sdo transformados num novo conjunto de
dados definido de forma a ser utilizado de forma mais rdpida e eficiente durante a
andlise. Durante a formatacdo de dados, F_INTERF automaticamente descobre os
elementos que estdo na interface, sobre as quais as condi¢des de continuidade de
deslocamentos e equilibrio de for¢cas de superficies devem ser aplicadas. Ainda
nessa etapa, F_PT_TRINCA encontra a ponta da trinca e F_FACE e F_TRINCA
estabelecem os parametros para aplicagdao dos 3 elementos de ponto a um quarto na
ponta da trinca e para a discretiza¢do usando variacdo incremental do comprimento
dos elementos a partir da ponta da trinca. A razdo dessa variagdo incremental pode
ser ajustada conforme a necessidade, tendo sido usada nesse trabalho uma razao de
1:2.

iv. Visualizacdo da geometria. A geometria do problema e a malha sdo apresentadas
graficamente ao usudrio em MOSTRA_GEO_Q.

V. Visualizacdo das condigoes de contorno. As condi¢cdes de contorno de
deslocamentos e forcas de superficie impostas sdo apresentadas graficamente ao
usuario em MOSTRA_CDC_Q.

Nesse ponto o pré-processamento estd concluido e a andlise € iniciada. A anélise pode ser

dividida nas seis etapas descritas a seguir:

A Montagem das matrizes H e G. Em CALC_HEG_Q sao montadas as matrizes de

influéncia H e G, que descrevem o comportamento do problema em estudo. Para
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il.

iil.

.

Vi.

isso s@o necessarias as funcdes de forma calculadas em F_FORMA. Em
JAC_E_NORM sao calculados o Jacobiano e o vetor normal. GH_NSING_Q ¢
responsavel pelo célculo das integrais & e g, dadas pelo produto entre fungdes de
forma, Jacobianos e solucdes fundamentais, quando o ponto fonte ndo se encontra
no elemento sobre o qual a integracdo estd sendo feita. A solu¢do fundamental é
calculada em SOL_FUND_ANISO. G_SING_Q ¢ responsavel pelo célculo da
integral singular, que ocorre quando o ponto fonte pertence ao elemento que estd
sendo integrado. Nesse caso a solu¢do fundamental € dividida em duas partes, uma
ndo singular, calculada usando Gauss padrio, e outra singular, calculada usando
Gauss logaritmico (Paiva, 2000). SF_NSING_ANISO calcula a parte ndo singular
da solu¢do fundamental.

Aplicacdo das condicdes de continuidade de deslocamentos e equilibrio de
Jorcas. As condi¢cdes de continuidade de deslocamentos e equilibrio de forcas na
interface sdo aplicadas em APLICA_INTERF, onde as colunas da matriz G,
referentes aos elementos da interface, cujas forcas de superficies sdo
desconhecidas, sdo transferidas para a matriz H, sendo obtido o sistema de
equagoes a ser resolvido.

Aplicagcdo das condicoes de contorno. Em APLICA_CDC as condi¢des de
contorno do problema sdo aplicadas através da permutacdo de colunas entre as
matrizes H e G, gerando como resultado a matriz A e o vetor f do sistema linear a
ser resolvido.

Resolucdo do sistema linear. Em GAUSS_ELI o sistema linear € resolvido através
do método da eliminagdo de Gauss.

Reordenacdo da solucd@o. A solucdo obtida é reordenada em um vetor com os
deslocamentos nodais e outro com as forcas de superficie em cada elemento,
através de REORD_DET_Q.

Calculo do fator de intensidade de tensdo. Em KO_aniso é calculado o fator de
intensidade de tensdo, numericamente e analiticamente, nos casos em que isso seja

possivel.

Uma vez finalizada a andlise, tem-se inicio o pés-processamento, do qual faz parte a:
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Apresentacdo da geometria deformada. A geometria deformada obtida pela andlise de
elementos de contorno € apresentada por MOSTRA_DEF. Os deslocamentos nodais sdo
multiplicados por um fator de ampliagdo e somados as coordenadas nodais iniciais do problema,
resultando na posi¢do nodal apresentada para a visualizagdo.

O conjunto de fungdes implementadas no programa ELAST_BIMAT é mostrado em
destaque no diagrama de blocos da figura 1.3.

A grande contribui¢do deste trabalho foi justamente a implementagao destas fungdes. Isso
agregou uma funcionalidade a mais ao programa de andlise de trincas interfaciais, tornando-o
mais geral que, com isso, pode ser usado para estudar um nimero maior de problemas. Um dos
grandes atrativos € a possibilidade de aplica-lo na analise de trincas em laminados compositos,

um dos materiais de grande interesse da atualidade.
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Capitulo 2

Materiais Compositos
2.1 Introdug¢do

Este capitulo apresenta uma defini¢do mais detalhada dos materiais compdsitos. Essa
definicdo estd relacionada com os materiais constituintes, suas caracteristicas, classificacdo
quanto ao tipo de reforco, etc. S@o apresentadas as caracteristicas dos materiais compdsitos e seu
comportamento mecanico, bem como sua aplicacdo, vantagens e desvantagens. Os tipos de falhas

que podem ocorrer na estrutura dos materiais compdsitos também sao apresentados.

2.2 Definicdo e generalidades

Os materiais compésitos ndo sao recentes. Eles sdo conhecidos desde a antiguidade. Os
antigos Chineses, Israelitas e Egipcios ja fabricavam materiais compdsitos misturando palha em

tijolos de argila para melhorar a sua capacidade estrutural.

Um material compdsito pode ser definido como qualquer material que apresenta em sua
composi¢do dois ou mais materiais ou fases constituintes distintas. Essa definicdo, a principio,
incluiria uma grande parte dos materiais, tais como acos, ligas metdlicas, pldsticos e ceramicos.
Por isso, segundo Agarwal e Broutman (1990), consideram-se compdsitos apenas os materiais
que também atendam aos requisitos abaixo:

e (s constituintes devem apresentar propriedades fisicas significativamente
diferentes. No caso de compdsitos estruturais, a relagdo entre a resisténcia mecanica
dos constituintes deve ser superior a 5;

¢ Uma das fases deve estar em forma de fibra, placa ou particula macroscépica;
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e Deve existir uma clara distincao entre as fases e uma interface bem definida;

® A fragdo volumétrica de cada uma das fases deve ser superior a 10%.

A estrutura do material compdsito € geralmente constituida por uma ou mais fases
descontinuas imersas em uma fase continua. A figura 2.1 mostra um material compdsito com
matriz epOxi refor¢ada por fibras de vidro, em corte transversal as fibras (fase descontinua). Pode-

se distinguir claramente a fase continua da fase descontinua.

Figura 2.1: Fase continua (matriz) e descontinua (refor¢o) em material composito.

A fase descontinua dos materiais compdsitos estruturais apresenta as seguintes
caracteristicas:
¢ Geralmente é mais resistente e mais dura que a fase continua e por isso costuma ser
chamada de reforco;
e Apresenta alta resisténcia a tracdo e alto mddulo de elasticidade;

e Tem a fungdo estrutural, ou seja, resistir ao carregamento.

O refor¢o se apresenta nas formas de fibras longas ou curtas, placas ou particulas de

dimensdes macroscépicas. Os materiais mais utilizados s@o vidro, carbono, kevlar e boro.
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A fase continua, chamada de matriz, apresenta as seguintes caracteristicas:

¢ E mais ductil que o reforco;
e Transfere o carregamento para as fibras e suporta carga de compressao e impactos;
e Tem a fungdo de manter as fibras unidas e protegé-las do meio ambiente;

® Assegura a forma final da estrutura.

Os materiais mais utilizados na fabricacdo das matrizes de materiais compdsitos sdao as
resinas epoxi e poliéster.
2.3 Classificacdo dos materiais compodsitos

Os materiais compoésitos podem ser classificados de acordo com a forma geométrica de seus

reforcos, uma vez que estes sdo os responsaveis pela resisténcia final do composito.

| Materiais Compésitos |

Compdsitos Compésito
com com
Reforgo por Fibras Reforgo Particulado
I I
[ ] [ ]
Compdsitos Compédsito Particulas Particulas
de de com com
Camada Simples Mltiplas Camadas Orientacéo Aleatéria Orientagéo Preferencial
I I—I—I
[ 1
Reforgo Reforgo Laminados Hibridos
de de
Fibras Continuas Fibras Descontinuas
Reforco Reforco Orientagdo Orientagdo
Unidirecional | | Bidirecional Aleatéria Preferencial

Figura 2.2: Classificacdo dos materiais compdsitos.

A figura 2.2 mostra essa classificacdo e nota-se que os materiais compoésitos dividem-se em
dois grandes grupos: os compdsitos refor¢cados por fibras e os compésitos refor¢cados por
particulas. As fibras sdo caracterizadas por apresentarem um comprimento muito maior que as
dimensdes transversais, enquanto as particulas apresentam dimensdes caracteristicas com valores

proximos. As fibras dividem a carga com a matriz de uma forma muito mais eficiente que as

15



particulas, e de forma geral, as particulas sdo eficientes no aumento da rigidez, mas nao

apresentam boa eficiéncia no aumento da resisténcia mecanica.

O material compdésito particulado € considerado de orientacdo preferencial quando as
particulas de reforco apresentam uma pequena diferenca em uma das dimensdes e o processo de
fabricacdo induz uma orientacdo preferencial dessas dimensdes caracteristicas. Nos outros casos,

os compositos particulados sdo considerados de orientacdo aleatdria.

Os compositos reforcados por fibras podem ser classificados como compdsitos de camadas
simples ou de multiplas camadas. Os compdsitos de camadas simples sdo constituidos de vérias
camadas de fibras, todas com a mesma orientacdo. O compoésito apresentado na figura 2.1 é um

exemplo deste tipo de material.

Os compdsitos de mdaltiplas camadas, que sdo os mais empregados em aplicacdes
estruturais, apresentam varias camadas de fibras com orientagdes varidveis. Estes podem ser
classificados como laminados (mesmos materiais constituintes em cada camada) ou hibridos

(camadas com materiais diferentes).

As fibras de reforco podem ser continuas (longas) ou descontinuas (curtas), sendo que a
determinacdo do comprimento da fibra deve ser feita em comparagdo com as dimensdes do
composito. Num compdsito de fibras continuas, pode-se admitir que a carga é diretamente
aplicada sobre as fibras, e as fibras paralelas ao carregamento sdo as estruturas que efetivamente
suportam as cargas sobre o material. Quando as fibras estdo todas alinhadas em uma s6 dire¢ao, o
compdsito € classificado como unidirecional. Esse tipo de compdsito € bastante resistente na
direcdo das fibras e geralmente fraco na dire¢do perpendicular a elas. Se além da disposi¢ao de
fibras em uma certa dire¢do, o material apresentar fibras alinhadas em uma segunda direcao, o
composito € classificado como bidirecional. O segundo reforco pode ser colocado na direcdo
perpendicular as fibras, reforcando a direcdo mais fraca do compésito. Dessa forma, o compdsito

bidirecional apresenta resisténcias semelhantes em duas direcdes perpendiculares.
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2.4 Caracteristicas mais importantes dos materiais compositos

Os materiais compdsitos possuem duas caracteristicas que podem ser consideradas as mais
importantes, que sdo: anisotropia controldvel e alta resisténcia especifica. A anisotropia
controldvel significa que a razdo de propriedades em diferentes direcdes pode ser variada com
facilidade. Por exemplo, a razdo da resisténcia longitudinal pela resisténcia transversal para um
composito bidirecional pode ser alterada, mudando-se a fracdo volumétrica das fibras em cada
direcdo. Essa caracteristica € importante na aplicac@o estrutural de materiais compdsitos porque
possibilita a fabricacdo de um material com propriedades melhores nas direcdes em que as
solicitacdes mecanicas serdo mais criticas. A resisténcia especifica € uma propriedade dada pela

razdo entre a resisténcia mecanica e a densidade de um material.

O gréfico da figura 2.3 mostra que compdsitos fibrosos podem apresentar maior resisténcia

especifica que ligas metélicas estruturais.

Resisténcia especifica

Ago
Aluminio
2024-T4
Aluminio
6061-T6
Epoxi-Fibra
de vidro
Epo6xi-
Kevlar49
Epoxi-Fibra
de carbono
Epoxi-Fibra
de boro

Figura 2.3: Resisténcia especifica de ligas metélicas estruturais e materiais compositos
bidirecionais.

Observa-se que a resisténcia especifica utilizada no grafico é a razao entre o limite de

resisténcia a tracio (O, ) e a densidade do material.
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2.5 Aplicagdes

Atualmente os compositos reforcados com fibras sdo rotineiramente usados nas mais
diversas aplicagOes: aeroespaciais, automobilisticas, na construcdo civil, em plataformas
marfitimas, contéineres e tubula¢des, na fabricagdo de materiais esportivos e de lazer, na

fabricacdo de artigos de seguranca e defesa, de aparelhos eletronicos e eletrodomésticos.

Um exemplo da aplicacdo de compdsitos em aeronaves ¢ mostrado na figura 2.4. A maior
parte da estrutura primdria do Boeing 787 serd fabricada com compdsito refor¢ado com fibras de
carbono. Nenhuma outra aeronave usou materiais compdsitos em tal escala. Por exemplo, na
fabricacdo do Boeing 777 é empregado cerca de 12% de materiais compdsitos e 50% de aluminio.
O Boeing 787 conterd apenas 20% da estrutura em aluminio. Os materiais compdsitos
corresponderdo a aproximadamente 100% da superficie do 787 e 50% de todo o material usado

na construcdo da aeronave.

Figura 2.4: Aplicacdes de compdsitos no B777 e B787.

A utilizacdo de materiais compdsitos tem crescido muito nos dltimos anos devido as suas
caracteristicas de alta resisténcia mecanica aliada ao baixo peso especifico, o que vem ampliando
seu campo de aplicacdo. Além da industria aeroespacial que foi uma das primeiras a utiliza-los,
outra inddstria que vem aumentando sua utilizacdo € a automobilistica. J4 nos anos 50

compodsitos de fibra de vidro e epdxi comecaram a ser utilizados pela Citroen na fabricagdo do
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D-19 com uma produg¢do anual de 70.000 veiculos e também pela General Motors na fabricacao

do Corvette, com uma producio anual de 10.000 veiculos (Nabarrete, 1998).

Nos anos 60 comecaram a ser introduzidos os primeiros compdsitos em avides de
passageiros. A principio eram usados compdsitos de fibra de vidro em painéis. A partir de 1980 o
Airbus A310 passou a utilizar “spoilers”, lemes para estabilizadores verticais e outras partes
estruturais fabricados com compésitos reforcados com fibras de carbono que representam cerca
de 8% de contribuicdo no peso estrutural total da aeronave, enquanto no A320 essa contribui¢do é

de 12% chegando a 16% no A340 (Hilgert, 1994).

Na Alemanha ja se projetam cabines de locomotivas feitas totalmente de compdsito
reforcado com fibras de carbono em matriz epdxi, reduzindo seus pesos para cerca de um terco

em comparagao com as fabricadas em aco.

No Brasil a indudstria automobilistica faz uso maci¢co de compdsitos na construgdo de
autopecas como pdara-choques, capds, e até cabines para as linhas de Onibus e caminhdes. Além
das vantagens ja citadas em termos de peso e resisténcia, as cabines de compdsitos t€ém ainda
outros pontos positivos: sdo mais silenciosas que suas concorrentes em aco, gracas as melhores
propriedades de absorver sons dos materiais compdsitos e, ao contrario das fabricadas com ago,

nao apresentam corrosao.

2.6 Vantagens e desvantagens

Os compdsitos reforcados com fibras ja t€ém se firmado como excelentes materiais de
constru¢do mecanica. Um exemplo € a substituicdo das ligas de aluminio convencionais por
compdsitos reforcados com fibras de carbono, que superam as propriedades mecanicas das ligas
de aluminio em cerca de trés vezes, em aplicagdes aeronduticas. Além disso, a fabricacdo de
qualquer componente em compdsito consome muito menos energia que a fabricagdo do mesmo
componente em aluminio uma vez que um quilograma de material compdsito requer somente um

sétimo da energia necessdria para a produ¢do do mesmo componente usando aluminio. Outra
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grande vantagem dos compdsitos sobre os metais mais comumente utilizados é que estes ndo

sofrem corrosio.

Por outro lado componentes fabricados com compdsitos t€m alguns inconvenientes: a
matéria-prima em si € mais cara que a maioria dos metais comumente utilizados o que eleva o
preco do componente; a reparacdo de pecas danificadas é mais dificil; apresentam niveis de
qualidade muito baixos ao serem reciclados. Infelizmente, os materiais compdsitos, quando
danificados, apresentam ainda um outro problema: embora componentes fabricados com
compositos sejam capazes de absorver energias de impacto consideravelmente maiores que
similares fabricados com metais, quando falham apresentam uma fratura fragil, isto é, falham sem
aviso. Assim, um impacto forte pode separar a matriz da fibra sem produzir sinais externamente
visiveis. Isso aponta, posteriormente, para uma falha de um componente aparentemente intacto,
ao contrario daqueles fabricados com metais, que ao serem submetidos a impactos se deformam,

0 que, em termos de seguranca, € interessante, pois possibilita a detec¢do visual da falha.

Um grande problema enfrentado pelas companhias aéreas € a manutencdo de suas
aeronaves. Embora o material laminado normalmente permaneca ndo danificado exteriormente,
finas camadas se separam umas das outras no interior do material. Granizo ou pdssaros batendo
contra aeronaves sao, algumas vezes, suficientes para iniciar esse processo. Infelizmente, nestes
casos, a peca inteira deve ser trocada, encarecendo a manutencdo do equipamento. Entretanto a
troca da peca € necessdria apenas nos casos em que o componente ¢ de muita responsabilidade,
pois, pelo lado da indistria automobilistica, ¢ muito comum a execucdo de reparos em partes de

componentes com grande Sucesso.

2.7 Modos de falha e de fratura em materiais compositos

Em materiais compositos refor¢ados por fibras, que sdo considerados os mais utilizados em
aplicacdes estruturais, podem surgir falhas internas muito antes de ser possivel observar alguma
alteracdo do comportamento ou das caracteristicas macroscopicas do material. As falhas em

compositos podem ser melhor expressas em termos de danificagdo sobre uma area ou volume.
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Em geral os processos de fratura em compdsitos sao complexos. Estudos realizados em varios
sistemas compositos tém mostrado que, durante a fratura, diversos mecanismos podem ocorrer
simultanea e cumulativamente. Existem quatro modos principais de fratura ou falha que podem
ocorrer na estrutura de materiais compd@sitos:

e Separagdo entre fibra e matriz (descolamento);

* Trincamento da matriz;

e Separagdo de laminas (delaminagdo);

¢ Rompimento das fibras.

2.7.1 Separacio entre fibra e matriz

Esse modo de falha também € conhecido como descolamento (do inglés “debonding”).
Geralmente é provocado por tensdes de cisalhamento, que surgem quando a forma de
carregamento tende a “puxar’” as fibras para fora da matriz. A figura 2.5 mostra esse tipo de falha
em um composito de matriz epoxi reforcado com fibras de vidro. A trinca pode ser evidenciada

entre a matriz e duas fibras.

gt ra’ : : \ ; 1

Figura 2.5: Separagdo entre fibra e matriz em compdsito.
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2.7.2 Trincamento da matriz

Esse tipo de falha é provocado por carregamentos perpendiculares a direcdo das fibras de
reforco, de forma que uma trinca se propaga entre as fibras, danificando a matriz do material

compdsito, que € o componente menos resistente. O trincamento da matriz € mostrado na

figura 2.6.

Figura 2.6: Trincamento da matriz.

2.7.3 Separacao de laminas

Também conhecido como delaminagdo, esse modo de falha é o mais critico existente em
materiais compositos, pois € a falha que exige menor quantidade de energia para ocorrer. Existem
véarios estudos realizados e algumas normas para a determinacdo da tenacidade a fratura na
delaminagdo, uma vez que esse modo de falha é um ponto fraco dos materiais compdsitos. A
delaminacdo decorre de uma propagacdo de trinca entre duas ladminas ou camadas de um
compdsito, provocada por um carregamento excessivo na dire¢do perpendicular as laminas. A
figura 2.7 mostra a delaminagdo ocorrida em um material compdsito de matriz epdxi refor¢cado

por fibras de vidro.
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Figura 2.7: Falha de compésito por delaminagao.

2.7.4 Rompimento das fibras

Esse modo de falha ocorre pela carga excessiva aplicada na dire¢do das fibras. Apds o
rompimento das fibras, geralmente ocorre o descolamento entre fibra e matriz. A figura 2.8
mostra a superficie de fratura em um compdsito de matriz epdxi reforcado com fibras de vidro,
onde podem ser vistas fibras rompidas arrancadas da matriz e cavidades de onde foram

arrancadas fibras.
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Figura 2.8: Rompimento de fibras.

A resisténcia a fratura interfacial para materiais compositos reforcados com fibra é a

caracterizacdo da resisténcia isolada mais importante de seus componentes mecanicos.
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Capitulo 3

Equacoes constitutivas e de equilibrio para materiais
anisotropicos

3.1 Introdugdo

Neste capitulo é feita uma breve introducdo ao comportamento mecanico dos materiais
anisotrépicos. Em seguida, é feita uma revisdo da teoria da elasticidade aplicada a materiais
anisotropicos. Este trabalho faz uso da teoria da elasticidade linear cléssica, a qual é baseada em
duas suposicdes de linearidade: linearidade fisica e geométrica. A primeira assume que a equacao
constitutiva dada pela relacdo tensdo-deformacao € linear. A segunda assume que as deformacgdes
podem ser representadas linearmente em termos de gradientes de deslocamentos conforme o
tensor de deformacdo infinitesimal de Cauchy. Também € mostrada a obtengdo das equacdes
constitutivas de uma lamina. As formula¢des matemaéticas presentes neste capitulo serdo usadas
nos capitulos posteriores, quer seja na obtencdo da formulagdo do método dos elementos de
contorno, quer seja na comparagao com resultados numéricos obtidos a partir das formulagdes

propostas.

3.2 Comportamento mecanico

Uma vez que esta dissertacdo apresenta andlises de problemas envolvendo tanto os
materiais com comportamento mecanico isotropico como aqueles com comportamento mecanico
anisotropico, cabe aqui uma descricdo onde fiquem patentes as diferencas bdsicas entre as
propriedades de cada um deles. Essas diferencas podem ser explicadas por meio das suas

respostas aos carregamentos de tragcdo e cisalhamento (Staab, 1999).
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Considere trés corpos de prova, sendo o primeiro fabricado com material isotrépico, o
segundo com material ortotrépico e o terceiro com material anisotropico.

Um carregamento uniaxial em tracdo no corpo de prova isotrépico causa um alongamento
na direcdo do carregamento e uma contragdo na dire¢do transversal, enquanto que os angulos

entre dois lados adjacentes nao sofrem nenhuma mudanca (figura 3.1).

Figura 3.1: Comportamento mecanico de um material isotrépico.

Da mesma forma, a distor¢do causada por um carregamento de cisalhamento puro altera os
angulos entre lados adjacentes sem causar alteracdo alguma nos comprimentos. Além disso,
quando a direcdo do carregamento aplicado € alterada, a resposta do material permanence
constante. Isto €, carregamentos iguais, aplicados em diferentes dire¢des, causam alteragdes
iguais nos comprimentos e angulos. Portanto, conclui-se que o comportamento dos materiais
isotropicos € independente da direcdo do carregamento, que tensdes normais causam apenas
deformacdes volumétricas e que tensdes de cisalhamento causam apenas deformacgdes
geométricas.

No corpo de prova anisotrépico existe, tipicamente, um acoplamento entre alongamento e

deformacdo de cisalhamento, segundo o qual o carregamento uniaxial em tragdo causa altera¢des

tanto nos comprimentos como nos angulos (figura 3.2).

Figura 3.2: Comportamento mecanico de um material anisotrépico.
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Da mesma forma, um carregamento de cisalhamento puro também resulta em alteracdes
tanto nas dimensdes lineares como nas angulares. Além disso, quando o carregamento € aplicado
em diferentes direcdes seus efeitos sdo alteragdes desiguais em comprimentos e angulos. Ou seja,
o comportamento dos materiais anisotrépicos € dependente da dire¢cdo da aplicacdo do
carregamento.

A resposta de um material ortotrépico em geral, é similar & do material anisotrépico, ou
seja, é dependente da direcdo da aplicacdo do carregamento. Carregamentos de tracdo ou de
cisalhamento provocardo tanto alteragdes em comprimentos quanto em angulos. Entretanto, em
casos especiais, quando os carregamentos sdo aplicados em algumas direcdes especificas, a
resposta do material € similar a dos materiais isotrépicos nos quais tensdes normais causam
apenas deformacdes volumétricas e tensdes de cisalhamento causam apenas deformagdes
geométricas (figura 3.3). Estas dire¢cdes com comportamento especial sdo os eixos de simetria do

material.

Figura 3.3: Comportamento mecanico de um material ortotrépico.

Os materiais ortotrépicos tridimensionais, geralmente, t€m trés eixos de simetria
perpendiculares entre si. Os compdsitos unidirecionais sdo materiais ortotrépicos nos quais as
direcdes longitudinais e transversais sdo eixos de simetria. Devido a essa caracteristica os
compositos unidirecionais também sao chamados de transversalmente isotropicos. Em geral os

compdsitos laminados apresentam comportamento ortotropico ou anisotropico.
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3.3 Elasticidade anisotrdpica

Considerando um elemento infinitesimal dentro de um dominio €2, o equilibrio de forcas

pode ser expresso por
Por sua vez, o equilibrio de momentos resulta em

G, =G (32)

onde O;; € o tensor de tensdes e b; ¢ o vetor de forgas de corpo, ii; € o vetor de aceleracdes que

corresponde a segunda derivada do vetor de deslocamentos U; em relagdo ao tempo T.

O vetor de forgas de superficie em um ponto no contorno I' de um dominio €2 & expresso

na forma
t;=0yn;, (3.3)
onde 7; € o vetor normal do contorno I" no ponto.

Em elasticidade linear, considerando pequenas deformacdes, o vetor de deslocamentos e
suas derivadas t€m componentes com valores da ordem de 107. Portanto, considerando pequenas

deformacdes, o tensor de deformagdo pode ser escrito como

1
€u = 2 (”k,l oy ) (3.4)
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Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformacdes
ndo podem ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condicOes de

compatibilidade e integrabilidade. A equagao de compatibilidade € dada por

€im T €y —€uwjt —€ju =0 (3.5)

que no caso bidimensional é reduzida a forma

€122 TE€n11 =€12 (3.6)

No caso de material eldstico linear, a relacdo entre o tensor de tensdes com o tensor de

deformacdes € escrita, na sua forma mais geral, como

G,; =Ci €y, (3.7)

sendo o coeficiente de linearidade C jki um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido

como tensor de constantes eldsticas. Devido as restri¢des de simetria tem-se que

Cits =Cirs  Cipg =Cii (3.8)

A condic¢do para a existéncia de uma fungao energia de deformagdo também requer que

Cijkl = Cklji (3.9

Estas consideragdes reduzem o nimero de constantes eldsticas de 81 para 21. Como a
direcdo das tensOes principais ndo coincide necessariamente com a direcdo das deformacgdes
principais, apenas 18, das 21 constantes eldsticas sdo independentes (Lekhnitskii, 1963). A

equacdo (3.7) pode ser escrita na forma matricial como
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O Cllll C1122 C1133

G Ciizy Coyp Copss
O3z | Ciizs Craz Cigss
Gy Ciis Crpz Ciap

Gi3 Ciiiz Couiz Ciaps

Oz _C1112 C2212 C3312

A equacdo (3.7) também pode ser escrita na forma

€ =S O

(3.10)

(3.11)

onde S ijki € um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido as

mesmas razdes do tensor de constantes eldsticas, possui 21 elementos, dos quais apenas 18 sdo

independentes.

A equagdo (3.11) pode ser escrita na forma matricial como

€n Sllll 51122 S1133
€2 Sl 122 S2222 S2233
€33 S1133 52233 S3333

2¢,; 28113 28005 283y
2€,; 281113 28013 283313
26, 281112 28p»n 28k

30

2S1123
2S2223
253323
4S2323
4S2313
452312

2Slll3
2'52213
2S3313
452313
451313
451312

2S1112
2S2212
2S3312
452312
4S1312
4S1212_

(3.12)



Usando a notacdo tensorial reduzida, proposta por Lekhnitskii (1963), a equagdo (3.12)

pode ser escrita como

€ A Gy Gz Ay G5 G || O
€ Ay Ay Ayz Ay dys Ay | |0y
€3 _| %3 Gy dxz Ay d3s g O3
€4 (g Gyy G3q gy Qys Gy | |04 (.13)
€s a5 dpys d3zs dys dss  dsg | |Os
€6) LGe a6 YG36 G4 Gse  Aes | |Og
onde
N
€ €n
& €»
&(_) %3
&, 26, (3.14)
Es 2¢€,,
&6 126, |
€
o] [on)
) O
O3(_)033
o Oy | - (3.15)
Os O13
O P
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Os coeficientes eldsticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia como

(Lekhnitskii, 1963)

a; =1/E, ay, =), /E ==,/ E,

a3 ==y, /E == ;3 E; a4 =7723,1/E1= 771,23/G23
as :7732,1/E1 = 771,32/G23 6 =7712,1/E1

ay =1/E, (y3 =V3 [ Ey == 0y, [ E;

Ay =7723,1/E2 = 7)23,3/G23 ays =7731,2/E2 = 772,31/G13
% =7712,2/E2 = 772,12/G12 az; =1/ E;

a3y =7723,3/E3 = 175,23 /G23 ass =7731,1/E3 = 773,31/G13
36 =7712,3/E3 = 773,12/G12 a4, =1/Gy;3

Ay5 =632,23 /G23 = §23,31/G13 g6 = 612,23 /G23 = §23,12/G12
ass=1/G; Asq = §12,31/G13 = 63112 /G12
ags =1/Gy (3.16)

onde E; sio os médulos de elasticidade longitudinais, ou médulos de Young, referindo-se aos
eixos X, G,-j sdo os modulos de elasticidade transversais, ou médulos de Coulomb, para os
planos definidos pelos eixos X; X ;. Os coeficientes V;; sdo chamados coeficientes de Poisson.

As constantes T j ; sio denominadas de coeficientes de influéncia mitua de primeira espécie
que caracterizam extensoes nas direcdes dos eixos principais, produzidas por tensdes tangenciais
agindo nos planos principais. As constantes T]; j sdo os coeficientes de influéncia miitua de
segunda espécie, que expressam deformagdes tangenciais nos planos principais, causadas pelas
tensdes normais atuantes nos planos principais. Por fim, Q,-j, x sdo os coeficientes de Chentsov,

que caracterizam as deformacOes tangenciais em planos paralelos aos planos principais de
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elasticidade, causadas por tensdes tangenciais que atuam em planos outros, paralelos aos planos

principais de elasticidade.
Em estado plano de tensao ((5 3=0,4=0;5 =0) , um material pode ser descrito usando-se

somente seis constantes eldsticas independentes. Desta forma, a equacdo (3.13) pode ser escrita

assim
€ ay a4 G | | O
€)= Qrn Ay Ay |10y (3.17)
€6 Qg dys dgg | |Og

Em estado plano de deformagao (63 =—1/a4; (4130, + 0530, + A3,0¢),0, =05 =€, =0) a

equacao (3.13) pode ser escrita como

(] By B Bi| o

& =B Ban By |02 (3.18)
€6 Bis Bas Bes | [O6

onde

a;3d ;3

B=a;— (i, j=1,2,6) (3.19)

dss

Substituindo as equagdes (3.4), (3.7) na equagdo (3.1), obtém-se a equacdo de equilibrio

escrita em funcao dos deslocamentos
Cij Uy, o + P =0 (3.20)

onde

D; Zp(bi _l:ii) (3.21)

€ o termo que contém todas as forcas de volume.
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O tensor tensdo pode ser escrito em termos de fungdes F (Xl s Xp ) chamadas fungdes tensao

de Airy (Lekhnitskii, 1963) dadas por

0 =Fyp+U
Op=r; +U (3.22)
Cpp=—Fp
onde U ¢ uma funcdo potencial na qual
U:=p; (3.23)

Substituindo as equacdes (3.22) na equacdo constitutiva (3.17) e entdo na equacdo de

compatibilidade (3.6), resulta na equagdo diferencial para funcdes tensido F’ (xl , xz)

apF g =2a16F 190 +(2ay, +age) 10 —2056F 115+ a0 F =

(3.24)
—(apy+an)U 11+ (ag+ay)U 1, —(=ay +ap)U 5,

No caso da auséncia de for¢as de corpo a equagdo (3.24) pode ser escrita como
ayF oy =2a16F 150+ (2ayy +age) F i1 —2a56F 12 Han F =0 (3.25)

Criando o operador diferencial

J 0

A =——Uu, —
k ox, My ox, (3.26)

e aplicando este operador na fungio tensio F (X, X, ) na forma

A A A F =0 (3.27)
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e expandindo a equacgdo (3.27) tem-se

F op0 = (WMo 3 ) F 1pop + (g + B GR + s+ oy + R ) Fo)

3.28
— (LMo y oy sy + R ) F oy + (LR ) Fy =0 (:28)

As equagdes (3.25) e (3.28) serdo idénticas se M, o, 3 €, forem raizes da equacdo

app* =2ay61° + (205, + a66)H2 —2ay+ay =0 (3.29)

As raizes da equacdo (3.29) sdo sempre complexas ou imagindrias puras, ocorrendo aos
pares (ll k €Ek) conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).

Criando-se a variavel

Zp =X X, k=12 (3.30)
tem-se que
A0 L 0 d
k ax2 k axl dz, (3.31)

Exigindo que a func¢ao tensdo seja real, tem-se

F(x;,x,)=2Re[F|(z,)+F,(z,)] (3.32)
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Introduzindo a notagao

dFk (Zk)

=¥, (z;), ,
de k\Lk (3.33)

onde a convencio de soma nio é empregada em K, e substituindo a equacdo (3.32) na equagio

(3.22), obtém-se as componentes de tensao

G, =2Re lﬁhzqﬁ(l) (z))+ “%‘Pz(l) (25) J
6,,=2Re [‘Pl(”(zl)+‘{'2(”(z2)] (3.34)

G,=—2Re [HI‘PI(D (z))+ P«z‘Pz(l) (z5) ]

M o .
onde lPk representa a primeira derivada de lPk .

Substituindo a equacdo (3.34) na equacdo (3.17) e entdo na equacdo (3.20), desprezando-se

os movimentos de corpos rigidos e integrando, obtém-se

u, =2Re[q,,¥,(z;)+q,,¥,(z,)]

u, =2Re[q,'¥)(z))+ ¥, (z,)] (3.35)

onde

2
| anMy tapn —agly
9k = (3.36)
Ay +ay |l — ay

¢ a matriz de parametros complexos.
Uma vez que as condi¢des de contorno sejam conhecidas, determina-se a fun¢do tensao,

dada pelas equagdes (3.22) com derivadas dadas pela equacdo (3.33), que satisfaca estas
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condic¢des, determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas equagdes (3.35), e
tensoes, dados pelas equacdes (3.34).
3.4 Equacdo constitutiva de uma lamina

Se for considerada apenas uma lamina, na qual as fibras imersas numa matriz estdo
alinhadas unidirecionalmente (figura 3.4), esta lamina é ortotrépica e sua relacdo tensdo

deformacdo € dada por

(ST O, 0Opn 0 €1

Cpr={0n On 0 [E€p (3.37)
O 0 0 204 (€12

onde Q,-j sdo as componentes do tensor de rigidez, ou seja

Q= [Qij ] = [aij ]_1 (3.38)

ibra
Matriz

Figura 3.4: Lamina Ortotropica.
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Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de rigidez podem ser

escritas como

0, =E /(1_V12V21) O /(1_V12V21)
Ogs = Gy Q16 = Q26 =0 (3.39)

O =V E /(1_V12V21):V12E2 /(1_\’12\’21)

Sendo a lamina ortotrdpica, esta fica completamente caracterizada com quatro constantes
elasticas: os modulos de elasticidade longitudinais E, e E,nas direcOes 1 e 2, respectivamente, 0
modulo de elasticidade transversal G,, e a razdo de Poisson V,,. A quinta constante eldstica, V,,

pode ser determinada pela relac@o constitutiva, devido a simetria da matriz Q

Vo By =V,E, (3.40)

Muitas vezes os eixos principais da lamina (x,x,)ndo sdo coincidentes com os eixos do
laminado (X, X, ). Quando isto ocorre, a relagdo constitutiva para cada 1amina individual deve ser

transformada para o eixo de referéncia do laminado (figura 3.5) para entdo se determinar a relagao
constitutiva. Para que esta transformacao seja feita, basta que os tensores de tensdo e deformacao

sejam multiplicados pela matriz de transformacao, ou seja

G 1 G
6 pn=Ti0 (3.41)
C'p G
€] €11
€ n=Teyp (3.42)

€ n €
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onde O ij € € ij sao tensores de tensao e deformagﬁo, respectivamente, escritos no sistema de

referéncia do laminado, O ; ; e € ;; sdo os mesmos tensores escritos no sistema de referéncia da

lamina e T € a matriz de transformacao dada por

m n 2mn
T=| n* m?> -2mn (3.43)

—mn mn m2 —n

sendo

m = cos0 (3.44)
n=senb (3.45)

A matriz inversa T"' pode ser obtida pela substituicio do 4ngulo positivo 0 , conforme

figura 3.5, pelo Angulo negativo — 0. A equacdo constitutiva pode ser escrita na forma

C 1 , 1€ 11

s, _ -1 -1 s,
G =T Q(T ) € 2» (3.46)
G €

(3.47)
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multiplicando-se as matrizes da equacdo (3.46) tem-se

G Qi On Ol €
C pni=10n 0On 0Ox|€ » (3.48)
G O O Dos | 1€ 12

onde

0, =0, cos’ ¢9+2(Q12 + 2Q66)sen2 6 cos® 6 +0,, sen” 6

0, =0, sen’ ¢9+2(Q12 + 2Q66)sen2 6 cos® 6 +0,, cos* 6

0, =0y, +0Q,, — 40 sen” O cos’ 0+Q12(sen2 0 +cos* 0 )

O =(0), + 0y —20,, 2045 )—sen? 0 cos? O + 0y sen® -+ cos* 0) (3.49)
Qm =(Q11 -0, - 2Q66)sen000s3 0+ (Q12 -0, +2Q66)(sen3 6 cos 0)

§16 :(Qll - Q12 - 2Q66)Sen0COs3 0+ (Q12 - Q22 + 2Q66)(SCHHCOS3 0)

A matriz Q é completamente preenchida sendo que das seis constantes eldsticas que

governam o comportamento da lamina, duas, Qg ¢ Oy, sdo combinacdes lineares das outras

quatro. No sistema de coordenadas transformado, a ldmina ¢ dita geralmente ortotrépica, e a

matriz Q é parecida com a matriz Q dos materiais totalmente anisotropicos

(Qm #0, §26 * 0). Quando se tem Qs = O»¢ = 0diz-se que o material é especialmente

ortotrépico.
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X2

Figura 3.5: Sistemas de coordenadas da lamina (x;x,) e do laminado (x,X,).
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Capitulo 4

Mecanica da Fratura
4.1 Introdugdo

A fratura em materiais sélidos estruturais, tais como madeiras, metais ou compositos €
geralmente iniciada por alguma falha do tipo trinca ou entalhe, a qual é causadora de altas tensoes
em seu entorno. A ocorréncia de trincas em pecas ou componentes gera elevados custos, pois sua
presenca aumenta o tempo e os esfor¢os despendidos na manutencao e reparo de componentes, €
que, se negligenciada, pode levar a fratura do componente e consequentemente a falha da

estrutura, que pode até colocar em risco vidas humanas.

Uma vez que é quase impossivel estar livre da ocorréncia de trincas, € interessante estudar
seus mecanismos e propor procedimentos para quantificar e prever o comportamento de
estruturas trincadas sob condi¢des de trabalho. As trincas podem estar presentes como pequenas
falhas no estdgio de manufatura do material, podem surgir durante a fabricacado do componente ou

podem ser resultado de danificacdes por fadiga, impacto, corrosio, etc., da estrutura final.

Normas e procedimentos sistematicos para caracterizar trincas e seus efeitos e para prever
se, e quando, elas poderdo comprometer a seguranga durante a vida operacional da estrutura sio
objetivos de estudo de um ramo da engenharia, chamado mecéanica da fratura que tem surgido
como valiosa ferramenta para andlises de projetos e para estabelecer niveis de tolerancia aos
danos e defeitos presentes no material. A presenca de uma trinca em uma estrutura normalmente
induz altas concentracdes de tensdo na ponta da trinca. A mecanica da fratura prové meios pelos

quais o campo de tensdes na ponta da trinca, bem como as deformacdes eldsticas podem ser
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caracterizadas. Sua principal fungdo € a caracterizacdo e predicdo do fator de intensidade de

tensao.

A mecanica da fratura pode ser dividida, basicamente, em cinco categorias de acordo com
as caracteristicas do material estudado. Os materiais que apresentam comportamento linear
eldstico, ndo dependente do tempo, nos quais as deformagdes plasticas na ponta da trinca sdo tao
pequenas quando comparadas com as dimensdes da trinca que podem ser desprezadas, sao
estudados no ambito da Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL). Os materiais que
apresentam comportamento ndo dependente do tempo, nos quais as deformacdes plésticas ja ndo
podem ser desconsideradas sdo objetos de estudo da Mecanica da Fratura Elastoplastica (MFEP).
Os materiais que apresentam comportamento dependente do tempo podem ser enquadrados na
Mecanica da Fratura Dindmica, Mecéanica da Fratura Viscoelastica ou na Mecanica da Fratura

Viscoplastica.

O enunciado fundamental da Mecanica da Fratura Eléastica Linear postula que o
comportamento da trinca (quando ocorrerd o crescimento instdvel da trinca) é determinado,
unicamente, pelo valor do fator de intensidade de tensdo. No caso de carregamento ciclico, o fator
de intensidade de tensdo indica o qudo rdpido serd esse crescimento. Na mecanica da fratura
elastica linear as deformagdes ndo eldsticas na vizinhanca da ponta da trinca devidas a
concentracdo de tensdo sdo consideradas pequenas quando comparadas com o comprimento da

trinca e outras dimensdes caracteristicas (Banerjee, 1994).

4.2 Modos de fratura

A modelagem do comportamento da ponta da trinca faz uso de trés modelos primarios de
deformacdo de corpos trincados de acordo com o tipo do carregamento aplicado ao componente.
Estes trés modelos sdo caracterizados por trés movimentos cinematicos independentes das
superficies inferiores e superiores da trinca uma em relagcdo a outra e sdo mostrados na figura 4.1.
Eles sdo referenciados como modo de abertura, modo de tracio ou modo I, quando as duas

superficies sdo separadas por for¢as que as puxam em sentidos contrdrios devido a tensao normal;
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modo de escorregamento, modo de cisalhamento no plano ou modo II, quando uma das
superficies da trinca escorrega sobre a outra ao longo da linha da trinca (dire¢do x;) devido as
tensdes no plano e modo de rasgamento, modo de cisalhamento fora do plano ou modo III,
quando uma das superficies da trinca escorrega sobre a outra em direcdo perpendicular a linha da

trinca (direcdo x3) devido aos esforcos cortantes (Hertzberg, 1996).

= gé' fg'

Modo 1 Modo II Modo 111

Figura 4.1: Os trés modos primdrios de carregamento de um corpo trincado.

Diz-se que um problema de fratura € plano se os deslocamentos e tracdes forem funcdes
apenas de x; e x,. O problema € dito em modo misto quando estdo presentes mais de um modo
de carregamento. Neste trabalho serdo tratados apenas problemas planos e, quando for dito em
modo misto, significa que o carregamento possui modos I e II. O modo III ndo serd considerado

neste trabalho.

4.3 Fratura em material compdsito

O objetivo da andlise dos mecanismos de fratura € a predicao do carregamento critico para
o inicio do crescimento de uma fratura em um corpo contendo uma trinca de um certo tamanho e
sob um conjunto de cargas aplicadas. Nos materiais compdsitos a aplicagdo dos mecanismos de
fratura tem esbarrado em muitas dificuldades. Isto acontece porque a fratura nestes materiais é
fortemente dependente da ordem de laminagdo, orientagdo das laminas e relagdes constitutivas

(Kim e Dharan, 1989).
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A resisténcia do material compdésito depende do estado de tensdo-deformagao-danificagao
que € caracterizado pela fracao das fibras rompidas (razdo entre o nimero de elementos rompidos
pelo total dos elementos estruturais) e pelo comprimento relativo (razdo entre o comprimento
médio dos descolamentos pelo comprimento total das fibras) em um volume V definido. Por
exemplo, o compdsito danificado da figura (4.2.a) e o volume com partes eliminadas da

figura (4.2.b) sdo equivalentes.

descolamento ruptura fibra eliminada

Figura 4.2: Volumes equivalentes

Os compositos laminados de fibra de alta resisténcia e rigidez com matrizes de polimeros
de alta dureza, por exemplo, sdo superiores aos metais tradicionais em muitos aspectos,
principalmente devido as suas caracteristicas de alta resisténcia e rigidez especifica. Estas
caracteristicas t€ém considerdvel interesse comercial desde que oferecam uma vantagem de peso
considerdvel sobre os materiais convencionais, o que ¢ um resultado muito natural numa estrutura
na qual estas propriedades estdo disponiveis no plano do laminado. Porém o mesmo ndo ocorre
nas outras direcOes, para as quais a resisténcia e rigidez caem a valores proximos as
caracteristicas da matriz. No projeto de estruturas é conveniente, € muito interessante, explorar
estas propriedades no plano em que estdo disponiveis. Entretanto, o maior problema destes
materiais € que algumas formas de carregamento induzem falhas de delaminacdo entre as
camadas do material, e descolamento entre a fibra e a matriz, que sdo freqiientemente os fatores
limitantes da estrutura (Williams, 1987). Uma das grandes desvantagens dos compdsitos
laminados € exatamente essa tendéncia a delamina¢do. Em compdsitos formados por matrizes

frageis a delaminacdo pode se propagar ainda mais rapidamente quando comparada com trincas
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perpendiculares ao plano do laminado. A nucleagdo e crescimento da delaminacao pode reduzir

consideravelmente a rigidez e a tensdo de compressao dos compdsitos.

Uma maneira de aumentar a resisténcia a delaminagdo dos compdsitos € aumentar a
resisténcia da matriz. Entretanto isto pouco contribui para um aumento da resisténcia se a adesao
entre as fibras e a matriz ndo é muito boa, pois a resisténcia a fratura interlaminar € altamente
dependente deste fator. Assim algumas formas alternativas de aumentar a resisténcia a fratura
interlaminar sdo: aumentar a adesdo por meio de um tratamento superficial da fibra por meio de
alteracdes quimicas e modificagdo da secc@o da fibra de cilindrica para triangular, quadrada,
hexagonal ou até em forma de estrela, com o objetivo de se ter uma maior drea de contato entre as
fibras e a matriz (Sih, 1987). Em condic¢des de carregamento de trag¢do transversal, por exemplo, a
qualidade da interface fibra-matriz pode influenciar o surgimento e propagacdo de trincas de
delamina¢do. Um exemplo sdo os compodsitos de fibras naturais em matrizes sintéticas que
normalmente apresentam um tratamento quimico superficial que € incompativel com uma boa
adesdo. Alteragdes na superficie da fibra podem ser feitas para melhorar esta situa¢do, porém ha
restrices de ordem econdmica que ndo podem ser desprezadas. E necessdrio que isso seja
considerado no desenvolvimento de uma nova estrutura, uma vez que € muito comum a falha na
interface fibra-matriz, isto é, quando a fibra impregnada em uma resina ndo se rompe mas

simplesmente se descola da matriz e desliza para fora do envelope adesivo (Allan, 1986).

A delaminagdo geralmente ocorre nas regides com maiores concentracdes de resinas, entre
as camadas de um laminado e podem surgir como defeitos de fabricacdo ou podem ser criadas
devido a coalescéncia de pequenos vazios na interface, ou devido a impactos de objetos estranhos
durante a vida do componente, ou devido a campos de tensdes peculiares proximos a
descontinuidades geométricas da peca como arestas livres, furos, degraus, trincas transversais ou

juntas coladas (MIL-HDBK-17, 1997).

Tanto a delaminacdo quanto o descolamento podem ser vistos como trincas interfaciais, a
primeira como trinca na interface entre duas ldminas e o segundo como trinca na interface fibra-
matriz. A resisténcia a fratura interfacial para materiais compositos reforcados com fibra € a

caracterizacao da resisténcia isolada mais importante de seus comportamentos mecanicos.
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A qualidade da interface fibra-matriz influencia o surgimento e propagacdo de trincas de
delaminacdo. A resisténcia ao crescimento da trinca tem sido caracterizado pela tenacidade a
fratura ou pela taxa critica de liberacdo de energia, sob modos I, II, IIl e condi¢des de
carregamento em que estes aparecem combinados. As condi¢des de carregamento em modo I sdo
usadas como um teste bdsico para avaliar as propriedades de adesdo fibra-matriz. Uma viga
engastada ¢ um dos tipos de corpos de prova mais usados para a determina¢do da taxa critica de
liberacdo de energia Gi. devido a sua geometria simples e apresentar um crescimento de trinca
estdvel em carregamento sob controle de deslocamento (Ricards et al., 1996). A figura 4.3 mostra

um corpo de prova proposto pela ASTM (D5528) para o ensaio de uma viga engastada em modo L.

Lo

Figura 4.3: Corpos de prova para ensaio de delaminagdo conforme ASTM D 5528.

Uma trinca interlaminar inicial € introduzida em uma chapa de compdsito laminado
unidirecional colocando-se um filme de material antiaderente de espessura de 40 um entre as
camadas (Ricards et al., 1996). Na figura 4.3, ay € o comprimento do filme usado para introduzir
a pré-trinca de delaminacdo em modo 1. b, h, [ e outras dimensdes sdo dadas pela norma. Dois
blocos de aluminio sdo colados em cada lado do laminado em dire¢ao paralela a trinca por meio

dos quais a carga € aplicada.

4.4 Mecanica da fratura eléstica linear anisotropica

z

Um dos principais objetivos da mecénica da fratura € a determinacdo dos campos de

deslocamentos e tensdes na ponta da trinca. Estes campos podem ser determinados analiticamente
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através da escolha de funcdes tensdes complexas que satisfacam as descontinuidades impostas

pela trinca. Sih et al. (1965) propuseram as seguintes funcdes tensdes
_ ] (2) P
‘P(Zj) = +(P(Zj) (j=12) @.1)

1
onde @ (Z j )( ) sdo funcgdes do tipo

(P(Zj)(l): YAz —z9)" (1=1,2; j=1,2) 4.2)
n=0

Escrevendo em coordenadas polares, tem-se

10
z;—z¢=re' (4.3)

onde 7 ¢é a distancia radial da ponta da trinca e O angulo entre o vetor e a borda da trinca
(figura 4.4). Substituindo as equagdes (4.3) e (4.2) na equacdo (4.1) as fungdes tensdes podem ser

aproximadas por

1 (1)
w(z,)" = = +0() (4.4)
\/r (cos @+ senb)
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Figura 4.4: Deslocamentos e tensdes proximos a ponta da trinca

Os termos em r de ordem maior devem ser desconsiderados quando r se torna pequeno se

comparado com as outras dimensdes do problema.

1 .
As constantes A jo( ) sao definidas como

A = —H K,+ﬁj

o am, —u,) M,

My K

782) = K, +—j (4.5)
221w, —,) M,

Por sua vez, se a equacdo (4.4) com os coeficientes dados pelas equagdes (4.5) forem
introduzidos na equagdo (3.34), as tensdes devidas a um carregamento simétrico (modo I) podem

Ser escritas como

ol = K, Re| Pt o) _ My
N2y Hy =, \/cosﬁﬂtzsene \/cos6+u1sen6

Gy = i _ge| ! a - a2 4.6
A2Tr L —U, \/coseﬂ,tz sen O \/coseﬂ,tl sen (+6)
ol,= K, Re| Ptz 1 1

N 2T KLy —U, \/coseﬂtl sen® \/cose+u2 sen©
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e os deslocamentos correspondentes sdao dados por

ul =K, ERe ! (}qulz\/coseﬂlz sene)—(pqun/cose+ulsen9)
T My i

us =K, %Re " IM (}quzz\/coseﬂlzsene)—(}izqm\/cose+u1sene) 4.7)
L 1_ 2 -

Para um carregamento anti-simétrico (modo II) as tensdes, obtidas da mesma forma que

para um carregamento simétrico, sdo dadas por

ol = Ky, Re 1 P«% _ P«lz
1=
2nr Ky =, \/coseﬂtz sen© \/cosﬁﬂtl sen0
1 1 1
m i
G, = Re —
2 [nr Ky =M, \/cos 0+, senO \/cosﬁﬂtl sen0 (*8)
ol = Ky Re 1 Ky _ )
2nr Ky —U, \/cosﬁﬂtl sen0 \/coseﬂtz sen©

e os deslocamentos sdo dados por

MIII:KH 2rRe|:u iu (qlz\/cose+uzsene_QII\/COSG-l_Mlsene):|
1 2

1
M —U,

(q22\/0059+u2 sen© —qzn/coseﬂt1 sen 0 )} (4.9)
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Usando-se superposi¢@o, os estados gerais de tensdao e deslocamento préximo a ponta da

trinca podem ser considerados como uma soma de componentes dos modos I e II, ou seja,
G, =0 +0; (4.10)
Da mesma forma, os deslocamentos sd@o dados por
uj=uj+uj 4.11)

1/r

Pode-se notar que a singularidade das tensdes € da ordem de e que a distribuicdo de

tensdo € funcao das propriedades do material.
4.5 Fatores de intensidade de tensdo

Os fatores de intensidade de tensdo s@o os coeficientes das parcelas singulares das tensdes

na ponta da trinca e podem ser definidos em modo / como

K,=lim,/2nroc,, (920) (4.12)

r—0

e similarmente para modo I/ como

K, =lim/27nrc,, (6=0) (4.13)

r—0

Alternativamente, os fatores de intensidade de tensdo podem ser definidos em termos das

fungdes de varidveis complexas. No limite quando Zj se aproxima de Zpog=Xjg+MH; Xy,

onde Xjj e Xpp sdo as coordenadas da ponta da trinca, os fatores de intensidade de tensdo

podem ser dados por
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K, =221 [Mj lim (Zl - Z10)1/2 ¥ (Zl)

“2 120

K, =22m| 2270 | i (2, - 2,0)2 W, (2,)

I n m \z; =2y 2\2; (4.14)
HZ 220

onde as funcdes ¥, (Zk ) sdo dadas pela equacdo (3.34).

A amplitude dos campos de tensdes ao redor da ponta da trinca é diretamente proporcional

aos fatores de intensidade de tensdo.
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Capitulo 5

Método dos Elementos de Contorno
5.1 Introdugdo

O método dos elementos de contorno vem sendo desenvolvido ja ha varias décadas e
através dos anos vem se consolidando como uma ferramenta de andlise computacional
extremamente Util em varias disciplinas de engenharia. Sua aplicagdo em mecanica da fratura tem
sido objeto de estudos desde o inicio dos anos 70. Esta trajetéria pode ser vista em Aliabadi
(1997) e Cruse (1998).

Este capitulo apresenta a formulacdo bdsica do método dos elementos de contorno no
campo das aplicacdes eldsticas anisotropicas lineares bidimensionais. Inicialmente serd obtida a
solu¢do fundamental. Em seguida o teorema de Betti serd usado para obter a identidade do
Somigliana e, a partir desta, a equacgao integral de contorno. Para resolver a equagdo integral de
contorno, obtida pela formulagdo do método de elementos de contorno direto, o contorno é
discretizado em elementos quadréticos continuos e o sistema de equacdes lineares resultante é
resolvido para forcas de superficies e deslocamentos em cada um dos nés destes elementos. E
mostrada como a integracdo numérica € realizada, tanto nos casos em que as integrais sdo
regulares como nos casos em que possuem uma singularidade fraca. O método das sub-regides é

apresentado. Finalmente, a formulacdo para o cdlculo do FIT, usando elementos de ponto a um

quarto com singularidade de forca de superficie € mostrado.
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5.2 Equacgdes integrais de contorno

A solucdo de uma equacgdo integral de contorno é o objetivo do método dos elementos de
contorno. A identidade de Somigliana ¢ um método de formulacdo de equacdes integrais de
contorno obtida a partir do teorema de Betti para problemas de elasticidade (Kane, 1994). O
teorema de Betti declara que o trabalho que um conjunto de forcas de superficie #; e forcas de
corpo, em equilibrio, aplicadas em um sistema, exerce nos deslocamentos de um segundo sistema
u; , é igual ao trabalho que as forcas de superficie #; e forcas de corpo deste segundo sistema

exerce nos deslocamentos u; do primeiro. O simbolo (*) denota o segundo sistema (Kane, 1994).

A partir da relagdo tensao-deformagao tem-se

G€; —0;€;=0. (5.1)

Devido aos tensores de tensdes serem simétricos, implica que

iN . Qi N 5.2
iy X, iy X, (5.2)
e por estarem em equilibrio,
0 G 0 Gij* 0
= =V, 5.3
dx;, dux ©-3)

Das equacdes (5.2) e (5.3) pode-se obter

J ( .
—Gijui

8xj

~6,u;)=0 (5.4)
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e a integracao sobre todo o corpo resulta em
0 (6" —6,'u;)a Q=0
”QW O;u; —O; U, =V, (5.5)
J

Usando o teorema da divergéncia de Gauss, na auséncia de forgcas de corpo, a seguinte

integral sobre o contorno /” pode ser obtida
jr("ij”i —0; U )nde :jr(fi”i —I; u )dF =0 (5.6)

que € conhecida como teorema reciproco de Betti, onde I" é o contorno do corpo.

A identidade de Somigliana ¢ um método de formulacdo de equagdes integrais de contorno

obtida a partir do teorema de Betti para problemas de elasticidade (Kane, 1994) dada por
w; (x )+ [T (0%, ) (x)d(x) = [LU; (e, x)r, (x)dT(x). (5.7)

O primeiro sistema serd tomado como aquele a ser resolvido e o segundo como aquele cuja
solucdo é conhecida. Uma solug¢do conhecida é a solu¢do de Kelvin para meios infinitos, a qual é
singular. O campo de deslocamento u;*(x), devido a uma carga pontual concentrada e;*(x*) é

dado por

u (1) =U; (6.2 )e; () (5.8)
sendo U ij asolugdo fundamental dada pela equagdo (5.33).

A forca de superficie correspondente a carga pontual é dada por

ti*(x) =T, (x, x*)ej*(x*) (5.9)

57



sendo Tij dado pela equacao (5.34).

Figura 5.1: Ampliag¢do do contorno para determinagao do valor principal de Cauchy.

Substituindo as equagdes (Ujj) e (Tj;) na equagdo (5.6), particularizada para um ponto

pertencente ao contorno, resulta

Iﬁﬂjyefi“h7bej*)dr‘=() (5.10)
r

o

para x* no dominio £2, onde /* € igual ao contorno / menos a calota de raio r, devido a
ampliacdo do contorno para determinacdo do valor principal de Cauchy, mostrada na figura 5.1.

A equagdo (5.10) também pode ser escrita da seguinte forma

s

*
|:j(tiUzj_ui];j)dF:| €; =0 (5.11)
r

e como ¢;* sdo vetores base, em qualquer sistema de coordenadas, e podem assumir quaisquer
valores, para que a equagdo (5.11) seja verdadeira (igual a zero) a expressao entre colchetes deve

ser zero. Entao

LQUU_%EJdFZO (5.12)

r
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Considerando a ampliagdo do contorno para determinacdo do valor principal de Cauchy,

mostrada na figura 5.1, a equagdo (5.12) toma a seguinte forma

— U, (X*)"' ” ; (x) U, (x, X*)_“i (x) T; (x, X*) Jdr(x) =0, (5.13)

A equagdo (5.13) € aplicada para pontos localizados no interior do corpo. Assumindo que

este ponto tende para o contorno tem-se uma contribui¢do extra c;;, na integracdo da matriz T,

ij’

que para pontos sobre um contorno suave vale

Cij = _61j (5.14)

e a equacao (5.13) pode ser escrita como

_Cij(X*)“i(X*)"'J- [ti(x)Uij(x’x*)_ui(x)Tij(x’x*) JaT(x)zO (5.15)

r*
Uma solugdo analitica para a equacdo (5.15) dificilmente serd encontrada e uma solucio

numérica se faz necessaria. Para isso o contorno / ¢é dividido em n elementos de contorno /, € a

equacdo (5.15) pode ser escrita como

—cij(x*)ui(x*)+ij. [ti(x)Uij(x,x*)—ui(x)ﬂj(x,x*)]dF(x)zO_ (5.16)

e=ITe

A equagdo (5.16) € aplicada em cada um dos nés do contorno de tal forma que € gerado um

sistema linear de equacdes algébricas

Hu =Gt (5.17)
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onde as matrizes H e G contém as integrais das solu¢des fundamentais de forcas de superficie Tj;
e de deslocamentos Ujj, combinadas com as fungdes de interpolagdo do elemento e os vetores t e
u contém todas as forgas de superficies e deslocamentos, conhecidos ou ndo. Através de algumas
manipulagdes algébricas podemos isolar as incégnitas em um vetor f de forma que o sistema

(5.16) possa ser representado por

Ax

Il
-

(5.18)

onde uma unica solug@o pode ser obtida.

5.3 Solug¢des fundamentais anisotrépicas

Para se obter as solugdes fundamentais estiticas para problemas bidimensionais em

materiais anisotrépicos, o dominio € serd mapeado num plano complexo, usando a seguinte

mudanca de varidvel

= | TR X
- r (T ’ ’ (519)
2 XptH, Xy
€
| T x
= = (5.20)
L) (X1 THX

onde u, sdo raizes complexas da equagdo (3.29), x,e x,sdo as coordenadas do ponto fonte
(ponto de aplicacdo da carga concentrada unitdria) e x,e x, sdo as coordenadas do ponto campo

(ponto de obtencao da resposta devido a aplicacdo da carga unitdria).
Se for considerado um contorno fechado I"ao redor do ponto fonte e se forem usadas as
forcas de superficie definidas pela equacgdo (3.3) e as tensdes definidas pela equacdo (3.34), tem-

S€

]

Jr1,d T=2Re| ¥, + ¥, ] (5.21)

Jrtd T=2Re[p, W, +u, ¥,
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onde os colchetes duplos representam o salto na fun¢do para um contorno fechado ao redor do
ponto fonte.

As solucdes fundamentais em um plano anisotrépico infinito podem ser encontradas
usando-se a fungdo tensdo de Airy resultante das forcas de superficie fundamentais, dadas pelas
equagdes (5.21) e a equacdo de equilibrio de forcas (3.1), considerando for¢as de corpo e efeitos
de inércia nulos.

A funcdo tensdo de Airy para um ponto carregado na direcdo x;, pode ser representada por

Y. . Como as equacdes integrais de contorno (5.15) possuem sinais opostos a carga aplicada, ela
ik quag g p P gaap

pode ser expressa para um ponto fonte como

J:_Sil,

2Reﬂ‘1’i1 +‘P,.2|]=5,.2 (5.22)

2Re I‘Ml i +u, ¥,

As equagdes (5.22) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z , tomando
W, = Ay In(z-2) (5.23)

onde Aik sao constantes complexas. Usando propriedades de fungdes complexas, pode ser

mostrado que para qualquer contorno fechando o ponto z~
In(z-z)=2mi (5.24)

Usando as equacdes (5.22), (5.23) e (5.24) podem ser obtidas duas equagdes para as

constantes desconhecidas A;

Ay _Zil +A; _Ziz =0,, /(275i)

WA - Zil +U, Ap — I, ZiZ ==9; /(27:1') (5.25)
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As duas outras equacdes necessdrias para se determinar A;; resultam da exigéncia que os

deslocamentos tenham valores tinicos, ou seja
Lu;||=0 (5.26)

Usando as equagdes de deslocamentos (3.35), a equacdo (5.23) e a equacao (5.24), como a

equacdo (5.26) pode ser expandida como

q11 Ail _qll Ail +q12 A12 _ql2 IXiZ =0

d21 Ail — 492 Zil + 42 Ay — 40 ZiZ =0 (5.27)

Escrevendo as equagdes (5.25) e (5.26) de forma matricial, tem-se

BN

1 -1 1 -1][A; 8, /(2mi)

T L O U <Zj1 _ -3, /(2mi)
d9n —qu qi —4qn éjz 0 (5.28)
(921 —Gu 92 —9n] |Ap | 0

que é suficiente para se encontrar as constantes complexas A;; . No caso de materiais isotrépicos

a equacdo caracteristica
4 3
an W =2a,6 W+ (2a1; +agg) Wy = 20,00+ a5, =0 (5.29)

se torna biquadrada com duas raizes iguais a i e duas iguais a —i. Estes valores tornam o sistema
de equacdes (5.27) singular. Por causa disso ndo € possivel o uso de materiais isotrépicos para
comparar esta formulacdo com a formulagdo isotropica que utiliza a solucdo fundamental de

Kelvin. Para fazer esta comparagao serao usados materiais quase-isotropicos, ou seja,
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E,=E +e=E (5.30)

sendo que
e<10 E, (5.31)
€
E
Gp=——"—
12 2(1+V12) (5.32)

As solucdes fundamentais para deslocamentos sdo obtidas inserindo a funcio tensdo dada

pela equacdo (5.23) nas equacdes de deslocamentos (3.35). Assim, tem-se
U, (z',2)=2Re lQil A ln(z ~21)+4q;, AjrIn(z, - Z;)J (5.33)

Similarmente, as solugdes fundamentais para forcas de superficie sdo obtidas pela

substituicao da equagdo (5.23) nas equacdes de tensao (3.34) e usando a equacdo (3.3)

, 1 1
T, (z ’Z)ZZR{—, ga(ym—my)A +——-8» (L, ”1_”2)Aj2} (5.34)
(z,—21) (2,-23)

onde

[gji ]ZP_LI Hz} (5.35)

I -1

e n, sdo as componentes do vetor normal externo.

Nota-se que tanto a solucdo fundamental de deslocamento quanto a de forcas de superficie

sdo singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solu¢do fundamental de
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deslocamentos a singularidade é fraca (Inr). J4 no caso da solu¢ao fundamental de forcas de

superficie tem-se uma singularidade forte (1/r).

5.4 Elementos de contorno

Uma vez que é muito dificil encontrar solu¢des analiticas gerais para as equagdes integrais
de contorno, torna-se necessario o uso de solugdes numéricas. Quando solu¢des numéricas sao
usadas, o contorno € aproximado por elementos discretos. Estes elementos discretos sao
chamados elementos de contorno. A geometria destes elementos € descrita por fungdes
conhecidas, sobre os quais as equacdes integrais de contorno sdo facilmente calculadas, de
maneira que seja obtido um sistema de equagdes a partir do qual os valores de contorno
desconhecidos sdo encontrados.

A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos chamados “nds” ou “pontos
nodais” e os valores das varidveis associados a eles sdo denominados “valores nodais”. Os
deslocamentos e esforcos ao longo de cada elemento serdo agora aproximados por fungdes
polinomiais em fun¢do das quais € definido o nimero de pontos nodais do elemento. As funcdes
geralmente utilizadas sdo a constante, a linear e a quadréatica, o que implica em elementos com
um, dois ou trés pontos nodais, respectivamente. Na figura (5.2) estd indicada a aproximagao do
deslocamento w sobre um elemento usando as fun¢des j4 mencionadas.

No elemento constante, como € necessario apenas um parametro para definir a funcio de
aproximacao, o ponto nodal é, geralmente, colocado no meio do elemento. No elemento linear ja
€ necessdria a definicdo de dois pontos nodais, que podem ser colocados nas extremidades do
elemento, caracterizando o elemento linear continuo. Caso alguns desses pontos nodais seja
definido no interior do elemento, fica caracterizado o elemento linear descontinuo, figura (5.2).
No elemento quadratico, sdo necessarios trés nds, pois sdo trés os parametros que definem uma
funcdo quadratica. No elemento quadratico continuo, dois desses pontos estdo localizados nas
extremidades do elemento. O terceiro ponto estd localizado no centro do elemento. No elemento
quadratico descontinuo, os pontos das extremidades sdo deslocados para pontos localizados no

interior do elemento.
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NOS NO DUPLO NOS NOS

8 L l L B \\\‘ A/ \‘ & al s Bl B
*—t—o——=» 3° 4 ® o T* L an -+ o
® ELEMENTO ¢ ELEMENTO ELEMENTO
L ] [ ]
—+ + & r3 + +
® &
[ ] [ ]
® [
+ + * 2 + +
[ ] ®
@ ®
& L & L & '.‘ & & -'. "- a-ls Bl "'
a) b) c)
wj wi
noi no i 3 no j né i © ndj
a) elemento constante b) elemento linear continuo c) elemento linear descontinuo
NODOMEIO NOS EXTREMOS NOS
¢ —— [ ]
. ELEMENTO ¢ ELEMENTO
& [ ]
@ ®
® L
& ® T+ +
[ ] [ ]
[ 1 ®
® 4
* ®
[ [ ]
NO DUPLO
a)
Wk
, "
b
né i no j nd k n6i ndéj ndk
d) elemento quadrético continuo ¢) elemento quadratico descontinuo

Figura 5.2: Aproximacdo da varidvel de contorno w por fun¢des polinomiais.
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Elementos constantes, lineares e quadraticos sdo os tipos de elementos de contorno mais
usados em aplicacdes de elasticidade. A principal limitagdo do uso de elementos constantes e
lineares é que eles ndo representam muito bem geometrias curvas. Neste trabalho serdo apenas
utilizados elementos de contorno quadraticos continuos, pois estes, além de poderem representar
mais facilmente contornos curvos, ainda interpolam melhor altos gradientes de deslocamentos,

forcas de superficie e tensoes, o que € bastante desejdvel na modelagem de problemas de fratura.

5.4.1 Elemento de contorno quadratico continuo

Os elementos de contorno quadritico continuos sdo versateis e eficientes para modelar
contornos curvos. Os vetores de forcas de superficie e deslocamentos nodais, t e u,

respectivamente, para um elemento quadratico continuo podem ser dados por

iy
u,
N!0 N> 0 N} 0 ||u
u = (5.36)
0O N 0 N2> 0 N]||u;
u;
I/l3
2
€
h
f
1 2 3 2
([N OOND 0 NI Oy 5.37)
0O N 0 N> 0 N’||i2 '
1
f

O elemento de contorno quadritico continuo tem todos os valores associados a ele,
simbolizados por v. Esses valores incluem coordenadas geométricas x;, os seis componentes dos

deslocamentos u; € os seis componentes das for¢as de superficies #;.
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X2
. /
v = valores nodais de u ou ¢

né 3 |Z]
(xlf,xzj )

(xp,x2)

X/ x? X7
noé 1 (x5 } l }
X
1 l 1
1 0 + &
X1
(a) (b)

Figura 5.3: Elemento de contorno quadratico isoparamétrico

A variacdo da resposta entre os nds € descrita usando-se fungdes de interpolacdes
polinomiais dadas por

N, =2 -)

N, =1-¢ (5.38)

N, =2 EE+1)

onde ¢ € a coordenada homogénea ao longo do elemento.

A avaliacdo das integrais ao longo da equagdo de contorno requer o uso de um jacobiano
dado por

0 X ? d x, 2._dl"e
J(g):\/(agJ J{ag} =it (5.39)

dT,=J(E)d & (5.40)
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Fazendo algumas substituicdes chegamos a equacao integral de contorno
— g+ X[ W, €5 @) NEE: - T, € AN E)u 7€) d ©)=0 s.an)
e=1 °¢

As integrais sobre o elemento na equacdo integral de contorno podem ser avaliadas pelo
esquema de quadratura de Gauss unidimensional padrdo. Os termos singulares do tipo In(r) sdo
integrados usando quadratura logaritmica de Gauss. Os termos singulares do tipo 1/r sdo
calculados no sentido do valor principal de Cauchy. A equacdo integral de contorno € aplicada

seqiiencialmente para cada no.

5.4.2 Elemento de ponto a um quarto com singularidade de forcas de superficie

O campo de tensdes proximo a ponta da trinca apresenta um comportamento do tipo 1/ Jr ,
com uma singularidade na ponta da trinca. A menos que se faca o uso de uma malha bastante
refinada, este tipo de comportamento nio pode ser modelado com o uso de elementos quadraticos
padrdes. Porém, se os campos de deslocamentos e forcas de superficie forem interpolados com
funcdes de forma que ja apresentam o seu tipo de comportamento, uma boa modelagem € obtida,

mesmo com uma malha pouco refinada.

Muitos tipos de elementos foram propostos para a modelagem de problemas de fratura,
conforme pode ser visto em Aliabadi e Rooke (1991). Conforme mostrado por Martinez e
Dominguez (1984) para problemas simétricos e por Smith (1988) para problemas com
carregamento em modo misto, o elemento de ponto a um quarto com singularidade de forcas de
superficie apresenta pouca dependéncia da discretizacdo utilizada, o que ndo ocorre com outros
tipos de elementos, analisados por esses autores. Neste trabalho foi utilizado o elemento de ponto

a um quarto com singularidade de for¢as de superficie, cuja formulacdo serd apresentada a seguir.
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E=-1

£=0

(@)

(b)

Figura 5.4: (a) Elemento quadratico padrao; (b) Elemento singular de ponto a um quarto.

Se um elemento quadratico padrdo tem a geometria retilinea e o ponto central colocado a

um quarto de seu comprimento I, uma relagio simples entre r e & pode ser encontrada.
Considerando que r pode ser representado por
r=N;r,+N,r, + N3rs (5.42)

sendo N,, N, e N, dados pelas funcdes de forma (5.38), pode-se escrever as seguintes relacdes

P eI+ (-8) S8 = (+8)1-8) 1+ 1) 8

(+87 = o 1eg= ¥ (5.43)

§=2,--1 (5.44)
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Substituindo a equacdo anterior na primeira fun¢io de forma N,, tem-se

4r—4\F+1—2\/7+1 4r—6\/7+2
_ 1 12 L 1\ (5.45)

2

que resulta em

N, =2—-3,|—+1 (5.46)

Da mesma maneira, a fun¢do de forma N, pode ser obtida de

N,=1-&% = —4§+4\/§. (5.47)

Assim,
N, = —4% + 4\@ (5.48)

Fazendo a substitui¢do na fungdo de forma N,

4r—4\ﬁ+2\ﬁ 4’”—2\F
_ 21 Lo 1 Vi (5.49)

2
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chega-se a

Ny=2——,—. 5.50
2= (5.50)

Para maior clareza, as trés fungdes de forma dadas pelas equacdes (5.46) a (5.48) e (5.50),

modificadas para incluir a singularidade Jr, obtidas para elementos de ponto a um quarto, sdo

mostradas a seguir:

N, :2§—3\/§+1 (5.51)

N,=-4Z+4 |- (5.52)
1V
— r r
N,=21- L 5.53
34T (5.53)

As forgas de superficie ¢, podem ser dadas por
t;=Nt,+N,yty+ Nyt . (5.54)

Substituindo as fungdes de forma, conforme mostrado a seguir,

r r r r r r
t,=|2—=3,|—+1|t,+|—4—+4, |- |tg +|2——,|= |t
’ (z V'l JA ( l \/z)B (z Vz]c -3
r r r r r r
t; =27tA —3,/7tA +1, —47t3 +4,/7t3 +27tc _‘/fc (5.56)
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t=t, _3\/5% +4J§IB _\Etc +2§tA +—4§IB +2§tc (5.57)

chega-se a

t =a, +a2\/§+a3§ (5.58)

onde os termos independentes sdo substituidos por a,, os termos em fun¢do de vr/[ por a, e os

termos em funcdo de r/l por a,, dados por:

a, =t,
a,==31,+41, 1, (5.59)

a; =2t,+—4t,+21t.

Ao usar elementos de ponto a um quarto com singularidade de forcas de superficie na ponta
da trinca, tanto as forcas de superficies quanto os deslocamentos serdo corretamente
representados.

Os fatores de intensidade de tensdo podem ser calculados de vérias maneiras, sendo a mais
direta usando os valores nodais de forcas de superficie. Relacionando a equacao (5.58) com as

equacgdes dos campos de tensdes na ponta da trinca interfacial, a seguinte equacgdo pode ser obtida

2wl _ _
Ko :W\/(ﬁA J o+ @) (5.60)
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5.4.3 Integracao sobre o elemento que contém o ponto fonte

As solucgdes fundamentais dadas pelas equacgdes (5.33) e (5.34) sdo dadas em funcdo do raio

r (figura 5.5) entre o ponto fonte e o ponto campo.

Elemento que estd
sendo integrado

Ponto campo

Ponto fonte

Figura 5.5: O raio r entre o pontos campo e o ponto fonte é dado por x— x .

Observa-se uma condi¢do singular quando o ponto fonte e 0 ponto campo estdo no mesmo
elemento. Na matriz H isso é resolvido de forma relativamente simples, aplicando-se a
consideragdo de corpo rigido. Assumindo um deslocamento de corpo rigido unitdrio na dire¢do de

um dos eixos do sistema de coordenadas cartesianas, as forcas de superficie devem ser zero:

HI =0 (5.61)
sendo I um vetor de deslocamentos unitdrios na dire¢do g e zero nas demais. Entdo se pode ter

iy N
H" = —Z HY (5.62)
j=1

o qual resulta na diagonal da matriz H. Na equacdo anterior os indices ndo implicam em soma.

O tratamento da singularidade da matriz G € mais complexo. Na integracdo numérica
observa-se que o raio apresenta uma parte singular e uma parte ndo singular, sendo que no

primeiro caso usa-se Gauss logaritmico e no segundo usa-se quadratura de Gauss padrdao. O
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desmembramento do raio em parte singular e ndo singular € mostrada a seguir. A solugdo
fundamental de deslocamentos dada por (5.33) € singular quando r tende a zero, sendo r dado

por

rz\/(x—x*)2+(y—y*)2 (5.63)
Os pontos de integracdo (pontos de Gauss) x e y sobre o elemento sdo dados por
x=xN, +x,N, +x;N,4 (5.64)
y=YNy+y,N;y + y3N3 (5.65)
sendo x;, x; € x3 € y;, y2 € y3 as coordenadas dos nés do elemento.

Substituindo as func¢des de forma em (5.64) resulta em
1., 1 ) 1., 1
X=—&x, ——Cx +x,—Cx, +—& x, +—C x 5.66
SE = En +n L+ B+, (5.66)

Colocando os termos comuns em evidéncia, a equagdo (5.66) pode ser reescrita para os

pontos fonte e campo

2
x=§2(x1—2x2+x3)+§(x3—x1)+x2 (5.67)
x*—i(x —2x, +x )+é—0(x —x )+ x (5.68)
Ty v 27743 y V3T 2 :
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. * 2z ~
O raio r, dado por x—x , € entdo calculado:

. | E? g & So
x—x =|=(x —2x, +x3)+§(x3—x1)+x2 - 7(x1—2x2+x3)+7(x3—x1)+x2 (5.69)

2 2
x—x*= %(xl —2x, + X3)—70(X1 —2x, + x3)+%(x3 —xl)—g—o(x3 —x1)+ Xy — X, (5.70)
colocando em evidencia e usando fatoracdo, chega-se a:
« 1
X—x :E(g_go)[(é_i'éo)(xl_2x2+x3)+x3_xl] (5.71)

Usando o elemento quadritico padrdo, que tem o nd central exatamente no meio do

elemento, tem se

(5.72)
Xy =x; +1
conforme pode ser visto na figura 5.6
‘A | ]
L %  J
x] xZ 'x3
x+l/2
L
x,+1 -

Figura 5.6: Integracdo quando o ponto fonte pertence ao elemento.
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Reescrevendo a equacdo (5.71) em termos de x,
1 [
xX—Xx =5(§—a0) (E+E)| x —2x, —25+x1 +1 |+ x, +1—x (5.73)
obtém-se

x—x =%(§—§0)l (5.74)

Assim, se o elemento quadrético for o padrio, tem-se
(E.>+E.>0)(xl_2x2 +x3)+x3—x1=lx, (5.75)

ou seja, independentemente das coordenadas x,, x, € x; e de qual seja o ponto fonte, esta parte €

sempre igual ao comprimento do elemento na dire¢ao x. Da mesma forma,

y=y' :%(é_éo)[(é"‘éo)()’l —2y,+¥3)+ y3 = 0] (5.76)

com

E+E) (3 =2y, +y3)+y;— ¥y =1, (5.77)
para elementos quadraticos padroes.

Voltando a equacdo (5.63), r pode ser deduzido conforme segue

- () - [

ﬁ] 2y 12) b bk
\/( 5 (2+12)- UL =2 \_ZY_} (5.78)
=l

parte singular  parte ndo
cinonlar
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Escrevendo a equacdo anterior na forma geral, tem-se:

ln(r)zln\/[%j {[(&"‘&0)(% —2x) + ;)4 x; _x1]2 +HE+E0) (v =2y, + ¥3)+ ¥3 _)’1]2}

(5.79)

ou

ln(’”):hl(%j"'ln\/[(g"'go)(xl —2x, +x3)+x3 _x1]2 +[(§+go)()’1 -2y, +)’3)+ V3 _)’1]2
(5.80)

Na equacdo anterior a primeira parcela é a parte onde a singularidade deve ser tratada. A
segunda possui valor constante e igual ao comprimento do elemento, conforme ja demonstrado,
para o elemento quadratico padrdo adotado. Obviamente a segunda parcela nunca € singular, pois

o comprimento do elemento € sempre maior que zero.

A integragao logaritmica da parte singular € dada por
jglnGj fx)ox=3 £(x)w, (5.81).
i=1

Uma vez que os limites da integral da parte singular € de -1 a 1 e na integracdo logaritmica

¢ de 0 a 1, uma transformacdo de coordenadas se faz necessaria.

ﬁlln[g_;o J o > jéln(n) [J[on (5.82)

Conforme a localizagéo do ponto fonte, &, recebe os seguintes valores:
€, =—1 quando o ponto fonte é o primeiro né do elemento;
&, =0 quando o ponto fonte é o segundo né do elemento;

€, =1 quando o ponto fonte € o terceiro né do elemento.
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Quando o ponto fonte € o primeiro né

_E-8 B &4l g,

n==2t =2 =2 > E=2n-1 (5.83)
e

_E8 L 9029855 _

n—2+2,an— 5 20&=2dn>J=2. (5.84)

Quando o ponto fonte é o segundo no, a integral € dividida em duas partes, uma do primeiro
ao segundo no e outra do segundo ao terceiro
no3 *
GW=[""Nu
nol

JE=[""Nu'J| 9+ [" N u"

J| 0¢ (5.85)

de maneira que

m=-=€>0dn=-0E>J =-1
n, =0 (5.86)
Ny=8>dn;=d&>J/;=1.

Finalmente, quando o ponto de colocacao é o terceiro no,

n___F,Zl = E=2n+1 (5.87)
€
§ 1 d&
=2 an=2233E=29n>7=2. 5.88
N=5729175 s -89
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5.5 Formulacdo de sub-regides

A andlise estrutural pelo método dos elementos de contorno algumas vezes requer que o
dominio seja dividido/particionado em mais de uma regido. Isso pode ocorrer devido a presenca
de trincas na estrutura, ou devido a existéncia de diferentes materiais no dominio, como na
andlise de interface de chapas laminadas. A derivacdo da formulacdo de multidominio ou sub-
regides é¢ uma extensao direta dos procedimentos de elementos de contorno descritas nas secoes

anteriores (Sollero, 1994).

= + le

FQ FZ

Figura 5.6: Divisao de um dominio em duas sub-regides

Considere por simplicidade que o corpo € particionado em duas sub-regides Q; e Q; (os
sobrescritos indicam a sub-regido e nao implicam em soma) separados por uma interface / como
mostrado na figura 5.6. Os deslocamentos u'eas forcas de superficie t' no contorno I” de cada
subdominio devem satisfazer a continuidade dos deslocamentos e as condicdes de equilibrio das

forcas de superficie que podem ser expressas como

ul(x)=ui(x)=u’ (5.89)

t(x)=—th(x) = t' (5.90)

| G P .
onde u et sdo somente incognitas ao longo da interface 1.
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O sistema de equagdes (5.17) quando aplicado a sub-regido 1 resulta em

[, Hi]{zi} =[c, G{]{:i} (5.91)

1 1

e quando aplicado a sub-regido 2, resulta em

o, il ey 592
2

2

Combinando as equacdes anteriores, pode-se obter o seguinte sistema:

u, t,
H, H 0 0|juy| |G, G 0 0]t
0 0 H, H 0 0 G, Gi||t,

I
u, t,

(5.93)

impondo a compatibilidade de deslocamentos e o equilibrio de for¢as de superficie, temos:

g 2 ol [e. G' o b
{0‘ H; H} u' =[ 1 1 } t! (5.94)
2 2

Sendo desconhecidos os deslocamentos e as forcas de superficie na interface, o sistema

resultante pode ser reordenado conforme mostrado a seguir

uy
I _g! ! G, Ot
H, H; C? 01 “I _| ™ 1 (5.95)
0 HY G) HL||t 0 G,||t,
u,
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Finalmente apds a substituicdo das condi¢des de contorno, o sistema resultante pode ser

reordenado como dado.

Hu=Gt (5.96)

Convém salientar que, embora a formulacdo de sub-regides seja bem simples, a
implementagdo € bem complexa. Uma rotina de formatacao prévia de dados muito bem planejada

se faz necessdria, sem a qual a implementacdo pode se tornar quase impossivel.
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Capitulo 6

Resultados Numeéricos

6.1 Introducdo

Neste capitulo serdo mostrados alguns exemplos da aplica¢do da formulagdo desenvolvida e
descrita nos capitulos anteriores. O objetivo dos exemplos € demonstrar a aplicabilidade do
método e assegurar que seus resultados estdo em boa concordancia com resultados da literatura.

As simulagdes de materiais quase-isotrépicos utilizaram a formulagdo anisotrdpica,
apresentada neste trabalho, com o objetivo de comparar os resultados com exemplos de materiais

isotropicos disponiveis na literatura.

O primeiro exemplo mostra os fatores de intensidade de tensdo na interface de uma chapa
infinita composta por dois materiais quase-isotropicos. A solucdo isotropica deste problema
possui solugdo analitica, apresentada por Rice e Sih (1965) e pode-se comparar com os resultados

obtidos numericamente.

O segundo exemplo trata de uma chapa finita composta por dois materiais quase isotrépicos
submetidos a tensdes normais uniaxiais com trinca interfacial na qual os resultados numéricos siao

comparados com resultados obtidos por Tan e Gao (1990).

O terceiro exemplo mostra a andlise dos fatores de intensidade de tensdo em uma chapa
homogénea quase-isotropica de largura finita e comprimento infinito, contendo uma trinca
central. Os resultados deste exemplo sdo comparados com resultados apresentados por Isida

(1971).

83



O quarto exemplo trata do cdlculo do FIT em uma chapa bimaterial anisotrdpica infinita
com trinca interfacial submetida a pressdao uniforme. Os resultados numéricos obtidos neste
exemplo foram comparados com resultados obtidos por Pan e Amadei (1999) e apresentaram uma

boa aproximacao.

6.2 Cdlculo do FIT na interface de uma chapa infinita composta por dois
materiais quase-1sotropicos

O objetivo deste exemplo €, partindo de um problema mais simples (dois materiais
isotrépicos), checar a implementacdo das fungdes anisotrépicas, através da comparacdo com 0s
resultados ja estabelecidos e encontrados na literatura.

A figura 6.1 mostra o primeiro problema analisado, qual seja, o de uma chapa bimaterial
quase-isotrépica infinita com uma trinca interfacial de comprimento 2a, submetida a tensoes

normais aplicadas remotamente.
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Figura 6.1:Placa bimaterial quase-isotropica infinita com trinca interfacial submetida a tensoes
normais aplicadas remotamente.
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O modelo do MEC, entretanto considera uma chapa bimaterial finita, porém suas
dimensdes de largura e comprimento foram consideradas 20 vezes maiores que o tamanho da
trinca. Portanto os efeitos de contorno finito podem ser considerados como insignificantes.

O problema foi analisado sob condi¢des de estado plano de deformacdo. Além disso,

conforme a figura 6.1 a tensdo (0'x ); foi dada por:

- E - E -
()5 =20); {VB —E—BVA} (@) ©.1)

onde E,, Ey, v,e Vg sdo os mddulos de elasticidade e coeficientes de Poisson dos materiais A
e B, respectivamente. Isso garante as condi¢des de continuidade para as deformacgdes &£, ao

longo da interface do bimaterial.

A malha de elementos de contorno aplicada para este problema é mostrada na figura 6.2,
onde somente metade do problema fisico foi modelada devido a simetria. Um total de 33
elementos de contorno e 66 nds foram usados para representar as duas sub-regides com as

respectivas propriedades de material.

!

PETETE
L2

. l
et ”
o —e—+
9 [ S
o,
L] |

Figura 6.2:  Malha de elementos de contorno e condi¢des de contorno aplicadas.
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Foram considerados quatro diferentes valores de relacdo Ej / E,,quesdo 1,5,20e 100. Os
coeficientes de Poisson v, e vV, entretanto foram considerados sempre o mesmo, como 0,3.

A solugdo exata para este problema foi dada por Rice e Sih (1965). O fator de intensidade

de tensdo K|, foi obtido pelo MEC a partir das forgas de superficie calculadas no n6 da ponta da

trinca do elemento de ponto a um quarto usando-se a equagao

K =ﬁ7(tnle) (6 f + @) 6.2)

A relacdo entre o comprimento do elemento de ponto a um quarto e o comprimento da

trinca, dado por //a, foi variado de 0,006 a 0,15, dependendo da relagdo E /E, . Para E,/E,
igual a 1, I/a foi variado de 0,02 a 0,15. Quando E,/E, igual a 5, I/a foi variado de 0,01 a
0,15. Para E5/E, = 20 ou 100, //a foi variado de 0,006 a 0,15.

A tabela 6.1 apresenta os valores dos FIT normalizados, K, / E, onde E:(Gy)‘”w/ﬂ'a ,

obtidos pelo MEC. Também sao listadas as solucdes exatas (Rice e Sih, 1965) e as solucdes

numéricas usando a formulagao isotrépica do MEC (Paiva, 2000), respectivamente.

86



Tabela 6.1: FIT na interface de uma chapa infinita composta por dois materiais quase isotropicos.

Eg l Exata Isotropica Anisotropica Erro
E, a Rice e Sih (1965)  Paiva (2000) (presente) A%
0,15 1,0025 1,0094 0,93748
0,10 1,0007 1,0079 0,78648
{ 0,08 1,000 0,9992 1,0070 0,70128
0,06 0,9960 1,0056 0,56380
0,04 0,9942 1,0024 0,23887
0,02 1,0044 0,9889 -1,1102
0,15 0,9981 1.0300 4,1451
0,10 0,9965 1,0288 4,0214
0,08 0,9950 1,0281 3,9486
5 0,06 0,989 0,9919 1,0268 3,8250
0,04 0,9897 1,0238 3,5176
0,02 0,9999 1,0107 2,1942
0,01 - 0,9807 -0,8381
0,15 0,9891 1,0452 6,6508
0,10 0,9876 1,0442 6,5480
0,08 0,9862 1,0436 6,4852
0,06 0,9832 1,0425 6,3741
20 0,04 0,980 0,9806 1,0396 6,0845
0,02 0,9906 1,0270 4,7935
0,01 - 0,9973 1,7681
0,008 --- 0,9833 0,3405
0,006 - 0,9622 -1,8118
0,15 0,9838 1,0504 7,6246
0,10 0,9823 1,0495 7,5291
0,08 0,9810 1,0489 7,4701
0,06 0,9781 1,0479 7,3637
100 0,04 0,976 0,9754 1,0451 7,0813
0,02 0,9853 1,0327 35,8044
0,01 - 1,0032 2,7842
0,008 - 0,9892 1,3531
0,006 --- 0,9681 -0,8076
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Como pode ser visto, a formulacdo anisotrépica MEC implementada apresenta resultados

muito bons. A medida que a relacdo / /a diminui, os erros tendem a apresentar valores abaixo de
1%. Conforme a relagdo E,/E, aumenta, a relagdo [/a deve ser reduzida para que se obtenham

melhores resultados.

6.3 Cdlculo do FIT na interface de uma chapa finita composta por dois materiais
quase-isotropicos submetidos a tensdes normais uniaxiais.

O objetivo deste exemplo € simplesmente criar uma lista de resultados obtidos com a
presente formulacdo, uma vez que nao foram encontradas solucdes exata ou analitica na literatura
consultada, que pudesse ser usada para comparagao.

O exemplo foi proposto por Tan e Gao (1990), que criaram a lista de resultados mostrada
na tabela 6.2, usando a formulagao isotropica. Neste trabalho foi acrescentada mais uma coluna a
tabela original, onde sdo mostrados os resultados dos mesmos exemplos usando a formulagcdo
anisotropica.

A figura 6.3 mostra o problema de uma chapa bimaterial quase-isotrépica de dimensdes
finitas contendo uma trinca interfacial central, de comprimento 2a, submetida a tensdes normais
uniaxiais. Os materiais da chapa analisada neste exemplo sdao considerados dissimilares, com
relagdbes E,/E, variando de 1 a 100, com coeficientes de Poisson v, =V, =073. Foi
considerada uma geometria onde as dimensdes de largura e comprimento seguem a relacdo

h/b=1. Os valores do FIT, estudados em fun¢do do tamanho da trinca, seguem as seguintes
relagdes entre o comprimento da trinca e a largura da chapa: a/b=0.1,0.2,0.3¢0.4. Foi assumido

estado plano de tensdo.
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Figura 6.3. Chapa bimaterial finita com trinca interfacial central submetida a tensdes normais
uniaxiais.
Devido a simetria apenas metade do problema fisico foi considerada. A malha empregada é
composta por 18 elementos de contorno em cada sub-regido conforme mostra a figura 6.4. Trés
diferentes relagdes de Ej/E, foram consideradas. O comprimento / do elemento de ponto a um

quarto foi considerado igual a 0,1.
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I
|

Figura 6.4. Malha de elementos de contorno e condi¢des de contorno aplicadas.
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A tabela 6.2 apresenta os resultados do FIT normalizado K, / K onde, E=O‘O NTa,

obtidos neste trabalho, juntamente com os obtidos por Tan e Gao (1990). Em ambos os casos

foram usados elementos de ponto a um quarto com singularidade de forca de superficie.

Tabela 6.2. FIT para uma trinca interfacial em uma chapa bimaterial finita.

a Ey L (&j (ﬁj
b EA a K (TaneGao,1990) K presente

{ 0,10 1.019 1,0149
0,06 1,012 0,9989
0,10 1,013 0,9830

0,1 10
0,06 1,006 0,9687
0,10 0,991 0,9537

100
0,06 0,984 0,9404
! 0,10 1,053 1,0647
0,06 1,046 1,0596
0,10 1,039 1,0266

0,2 10
0,06 1,033 1,0223
0,10 1,014 0,9935

100
0,06 1,007 0,9895
{ 0,10 1.102 1.1337
0,06 1,102 1,1313
0,10 1,076 1,0857

0,3 10
0,06 1,070 1,0839
0,10 1,046 1,0465

100
0,06 1,039 1,0449
! 0,10 1,173 1,2267
0,06 1,166 1,2250
0,10 1,130 1,1653

0.4 10
0,06 1,123 1,1641
0,10 1,092 1,1180

100
0,06 1,085 1,1170
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Nao foi encontrada solug@o analitica ou exata para este problema na literatura consultada,
razdo pela qual julgou-se melhor ndo calcular os erros relativos, uma vez que os dados
disponiveis para comparagdo sdo também numéricos. Entretanto, comparando-se os resultados
obtidos por meio da formulagdo anisotrépica implementada no presente trabalho com os
resultados de Tan e Gao (1990), obtidos com a formulacdo isotrépica, observa-se que eles estdo

bem préximos sendo considerados aceitaveis.

6.4 Calculo do FIT em uma chapa homogénea de largura finita contendo uma
trinca central

O objetivo deste exemplo € verificar a influéncia das condi¢des de contorno no cédlculo do
FIT de acordo com a relacdo entre o tamanho da trinca e a largura da peca, conforme a trinca se
aproxima do contorno da peca.

Neste exemplo € analisado o problema de uma chapa homogénea de comprimento infinito e
largura finita contendo uma trinca central, de comprimento 2a. A tira estd sujeita a tensdes
normais uniaxiais aplicadas remotamente (figura 6.5). Foi considerado estado plano de
deformacao.

O modelo do MEC, entretanto, considera uma tira finita, com uma relagcdo entre a largura
e o comprimento igual a 4. Os efeitos de contorno finito foram considerados como insignificantes
para essa relagdo.

Os resultados numéricos obtidos na andlise, utilizando a formula¢do anisotrdpica, sao
comparados com os resultados obtidos por Isida (1971) através de uma expansdo em série de

poténcia com 36 termos.
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Figura 6.5. Problema fisico de uma chapa homogénea de largura finita e comprimento infinito
contendo uma trinca central.

Devido a simetria somente metade do problema fisico foi modelada. A figura 6.6 mostra a
malha de elementos de contorno utilizada e também as condi¢des de contorno e simetria
consideradas. A tabela 6.3 traz o nimero de elementos usados na interface e nas faces da trinca

em cada uma das relagcdes a/b verificadas. O restante da malha nao foi alterado.

Tabela 6.3: Discretiza¢io na interface e na face da trinca.

Relacdo a/b Elementos na interface Elementos na face da trinca
0,1 6 5
0,2a0,5 5 4
0,62a0,8 3 4
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Figura 6.6. Malha de elementos de contorno e condi¢des de contorno.

A tabela 6.4 apresenta os valores normalizados dos FIT (K, / K) ;»sendo K dado por

K,=c./na f(a/b) (6.3)

conforme expansdo em série de poténcias de (a/ b)? usando 36 termos, apresentado por Isida

(1971).

Tabela 6.4: FIT para uma trinca interfacial em uma chapa homogénea de largura finita, sujeita a
carregamento uniaxial remoto.

a/b K (Isida,1971) K (Paiva,2000) K presen te trabalho F;r(;:

0,1 25,2167 25,4321 25.2449 0,1119
0,2 36,3211 36,6269 36.4120 0,2503
0,3 45,9212 46,2735 46.2057 0,6197
0,4 55,6171 55,9213 55.9070 0,5213
0,5 66,5144 66,6209 66.6226 0,1627
0,6 80,0221 79,6439 79.4661 -0,6948
0,7 98,6962 96,9942 97.3246 -1,3897
0,8 128,7510 124,8905 125.5916 -2,4539
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Uma andlise dos dados apresentados na tabela 6.4 mostra que os resultados obtidos
apresentam, quase sempre, erros menores que 1%, exceto para as relacdes a/b = 0,7 e 0,8. O
aumento do erro neste caso € devido a diminuicao das relagdes entre a largura e o comprimento
da chapa, em comparacdo com o comprimento trinca. Assim, conclui-se que a formulacdo
anisotrépica implementada estd correta e pode ser aplicada também na andlise de problemas

isotrépicos.

6.5 Fator de intensidade de tensdo numa chapa bimaterial anisotrépica infinita
com trinca interfacial

O objetivo deste exemplo € apresentar um legitimo problema de trinca interfacial em
componentes bimateriais anisotrépicos. Esta andlise apresenta o problema de uma trinca

interfacial em uma chapa bimaterial anisotropica sob uma pressao uniforme p (Figura 6.7).
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Figura 6.7: Problema fisico de uma chapa bimaterial anisotrdpica infinita com uma trinca
interfacial submetida a pressao p uniforme.

Foi assumido estado plano de tensdo. A figura 6.8 mostra a malha de elementos de contorno
usada. Vinte e quatro elementos de contorno quadraticos foram usados para discretizar o sistema

bimaterial.
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Figura 6.8: Malha de elementos de contorno

As propriedades eldsticas anisotropicas do material (A) foram assumidas como as de um

composito fibra-de-vidro/ep6xi com E,=48.26 GPa, E,=17.24 GPa, G,,=6.89 GPa ¢ v ,=0.29.

Para o material (B) foi usado um compésito de fibra-de-grafite/epéxi com E =144.8 GPa,

E,=11.7 GPa, G,=9.66 GPa ¢ v,=0.21.

O eixo E, do sistema de coordenadas do material (A) foi considerado coincidente com a
direcdo horizontal (i.e. ,=0). O eixo E, do sistema de coordenadas do material (B) faz um

angulo @, com relagdo a direc¢do horizontal.

O FIT interfacial na ponta da trinca foi calculado pelo presente método. Os resultados dos
FIT normalizados para condi¢cdes de estado plano de tensdo sdo listados na tabela 6.5 e
comparados com os resultados numéricos apresentados por Pan and Amadei (1999), e apresentam

uma boa aproximacdo. Exemplos semelhantes também foram apresentados anteriormente por Tan

et al. (1992).
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Uma vez que os trabalhos de Tan et al. (1992) e Pan and Amadei (1999) apresentam os

valores de K; e Kj; desacoplados, Ky pode ser obtido a partir do plano complexo (figura 6.9).

IKu

K=K +iKu

K,

Figura 6.9: Relagao entre Ky, K; e Kj; no plano complexo.

Considerando-se i =+/—1, tem-se

Ky =(K))> +(K )’ (6.4)

Tabela 6.5 FIT normalizado para uma trinca interfacial em um bimaterial anisotrépico infinito.

o, Ky =+/(K)> +(K ;) K, =Ky/K pprsinre Erro(%)

0 0,9993 1.0198 2,0545
30 0,9962 0.9941 0,2097
45 0,9960 0.9856 1,0434
60 0,9967 0.9873 0,9409
90 0,9997 1.0109 1,1252

Analisando a tabela 6.5 verifica-se que foram obtidos resultados muito bons, com erros da
ordem de 1%. Se for levado em conta o nimero de elementos usados, verifica-se que a
formulacdo foi implementada corretamente e que com um pequeno refinamento da malha os

resultados melhoram sensivelmente.

96



6.6 Fator de intensidade de tensao numa chapa bimaterial anisotrépica finita com
trinca interfacial inclinada

Este exemplo tem o objetivo de apresentar um novo problema, o qual ndo tem paralelo na
literatura consultada. Os resultados foram colocados a disposi¢do para que futuros trabalhos
tenham um ponto de partida para comparagdes. Esta andlise apresenta o problema de uma trinca

interfacial inclinada em uma chapa bimaterial anisotrépica finita, submetida a tensdes normais.

As propriedades eldsticas anisotrépicas dos materiais sdo as mesmas do problema anterior.

Para o material (A) foi assumido um compdsito fibra-de-vidro/epéxi com E =48.26 GPa,
E,=17.24 GPa, G,=6.89 GPa e v ,=0.29.Para o material (B) foi usado um compdsito de fibra-
de-grafite/ep6xi com E =144.8 GPa, E,=11.7 GPa, G,,=9.66 GPa ¢ v,=021. Os eixos dos

sistemas de coordenadas dos materiais foram considerados coincidentes com a direcao horizontal.

Foi assumido estado plano de tensdo. A figura 6.10 mostra o problema fisico. Neste caso foi

considerada uma relacdo a/b’ = 0,2 , conforme figura 6.10.
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Figura 6.10: Chapa bimaterial anisotrépica finita com uma trinca interfacial inclinada.
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A figura 6.11 mostra a malha de elementos de contorno usada. Trinta e seis elementos de

contorno quadraticos foram usados para discretizar o sistema bimaterial.

I O I

* *

3
*
3

Figura 6.11: Malha de elementos de contorno

O FIT interfacial na ponta da trinca foi calculado pelo presente método. Este exemplo nao
consta da literatura consultada e ndo pode ter seus resultados comparados. Portanto, os resultados

dos FIT normalizados para condi¢des de estado plano de deformagdo sdo apenas listados na

tabela 6.6, para trés relacoes //a .

Tabela 6.6 FIT normalizado para uma trinca interfacial inclinada.

Va K, = Ko/K posenss
0,125 0.9829
0,088 0.9865
0,044 0.9872

Observando a tabela 6.6 verifica-se que os resultados obtidos indicam uma boa estabilidade

numérica, embora ndo haja dados, analiticos ou numéricos, encontrados na literatura, para

comparacao.
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Capitulo 7

Conclusoes
7.1 ConclusOes finais

Neste trabalho foi proposto um procedimento para o cdlculo dos fatores de intensidade de
tensdo para trincas interfaciais em corpos bimateriais compostos por diferentes materiais
anisotrépicos. O procedimento baseia-se no método dos elementos de contorno e faz uso da

técnica de sub-regides para modelar cada um dos diferentes materiais que compdem o corpo.

Os fatores de intensidade de tensdo foram calculados a partir dos valores de forcas de

superficie nodais obtidos através de elementos de ponto a um quarto com singularidade de forcas

de superficie, por ser um elemento que descreve o comportamento 1/ Jr verificado na ponta da
trinca. Dessa forma a superficie da trinca pode ser modelada com uma malha relativamente
grosseira. Os estudos de convergéncia de malha mostram que os resultados sdo pouco

dependentes da discretizagao.

No caso da modelagem de chapas infinitas pode ser mostrado que modelando-se uma chapa
cujas dimensdes sdo cerca de 20 vezes o comprimento da trinca, consegue-se uma boa

concordancia com os resultados analiticos para chapa infinitas apresentados na literatura.

Em problemas sem restricdes de deslocamentos hd a necessidade de restringir os
deslocamentos em alguns nds para se evitar movimentos de corpo rigido do modelo. Deve ser
tomado um cuidado especial para que estas restricdes nao influenciem os resultados obtidos,

procurando aplica-las de acordo com as condi¢gdes de simetria dos problemas.
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Tanto o cédlculo do fator de intensidade de tensdo em modo / como em modo misto
mostraram boa concordancia com os resultados disponiveis na literatura. De acordo com os
resultados mostrados neste trabalho pode-se concluir que a abordagem utilizada é adequada para
o tratamento de problemas de meios bimateriais contendo trincas interfaciais, podendo os
materiais serem iguais ou mesmo terem uma diferenca bastante acentuada entre as suas

constantes elasticas.

Pode-se dizer que a abordagem adotada apresenta-se como bastante vantajosa no que diz
respeito ao tempo de processamento e memoria requerida, embora esses fatores nao fossem tao
importantes nos problemas aqui tratados devido as suas simplicidades. Dois fatos justificam estas
vantagens: o método dos elementos de contorno necessita de discretizacdo apenas no contorno e
na interface dos materiais e bons resultados poderem ser obtidos mesmo quando uma malha

bastante grosseira for utilizada, conforme mostrado no presente trabalho.

7.2 Sugestdes para proximos trabalhos

Como propostas para futuros trabalhos nesta linha de pesquisa sugere-se:
e estender a aplicacdo do programa para estudos de propagacdo de trincas interfaciais;
e cstender a aplicacdo do programa para problemas de dindmica através do uso de
formulacdes de elementos de contorno para elastodinamica;
e cstender a aplicacdo do programa para problemas tridimensionais;
¢ implementar condi¢cdes de compatibilidade na interface que permitam representar a

presenca de adesivos na interface.

O programa pode ter suas capacidades estendidas mediante:
¢ implementac¢do de rotina de formatacdo de dados que contemple geometrias curvas;
¢ implementacdao de um esquema de discretizac@o varidvel incremental mais eficiente
(baseado numa progressao, por exemplo);

e conversao do cédigo para programagao orientada a objeto.
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