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RESUMO

Este trabalho apresenta a formulagio direta do Método do Elemento de Contorno (MEC) para
a equacao de onda harmonica no tempo, conhecida como Equagdo de Helmholtz, aqui
utilizada para problemas de radiagdo e dispersio (scatter) de ondas acusticas bidimensionais.
A equagdo de Helmholtz ¢ deduzida atraves das equagoes de estado, de continuidade e de
Euler; em seguida sio desenvolvidas as equagdes integrais ¢ a solu¢do fundamental ¢
apresentada. A partir disto. o Método dos Elementos de Contorno ¢ desenvolvido com
aproximagOes numéricas da equagdo integral usando elementos isoparametricos constantes,
lineares, quadraticos e cubicos para discretizar a geometria e as variaveis de campo no
contorno. Para o exemplo utilizado para a radiagdo, verifica-se o aparecimento de nio
unicidade em determinadas frequéncias, originarias do método numerico adotado. Este
problema e solucionado com o método CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation
Formulation). Neste trabalho, ¢ apresentado, ainda, um estudo inicial para o problema da

dispersdo de ondas acusticas.



ABSTRACT

This work presents a direct formulation of Boundary Elements Methods (BEM) for the
harmonic wave equation in time domain, known as Helmholtz Equation. This equation is
utilized for scattering and radiation problems of bidimensional acoustic waves, The Helmholtz
equation 1s derived by state, continuity and Euler equations. The BEM is then developed by
numerical aproximation of integral equation using constant, linear. quadratic and cubic
isoparametric elements to discretize the geometry and the field variables in the boundary. For
the used radiation problems, it is verified the appearance of the uniqueness in certain
frequencies obtained by the adopted numerical method. This problem is solved using the
CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation formulation) method. Some initial study of

wave scattering problem is realized.



SUMARIO

Capitulo I - Introdugédo

I.1. - Considera¢des Gerais (Acustica e MEC)

1.2. - Revisdo Bibliografica...
13 MotVACRO . oo
1.4 -Objetivos..................

Capitulo II - Equag¢ao de Helmholtz para Meios Acusticos

2.1. - Equagdo de Ondas Acusticas................._. .

2.2, - Equagdo de Estado ...

01
04
07
08
08

10

13
15

17
21

)



Capitulo III - Equagdo Integral de Contorno

3.1. - Relagdes Basicas ... 23
3.2. - Solugdo Fundamental ..............ooococemvivvioeo 26
3.3. - Equagao Integral de Contorno.... .. ...~ 29
eloNs
34.=Clleulode ——............ .o SRR e
alculo de Bp 1 e e S S S T e ey RS 31

Capitulo IV - Método dos Elementos de Contorno para a Equagao de Helmholtz

4.1. - Discretizagdo da Equagdo Integral de Contorno........... . 33
4.2. - Elementos de Contorno. ... 36
4.2.1. - Elementos Constantes..... ... 37
42.1.1 - CalculodaNormal ...~ 37
42.12. - Evolugao das Integrais................_. .. 39
4.2.1.3. - Calculo de B_u_ ....................................................... 41
ov

4.2.1.4. - Calculo dos Elementos nio Singuiares
das matrizesGeH ... 42
4.2.1.5. - Calculo dos Elementos da Diagonalde GeH . ... 43
42,16~ ROMBADS. orvonmesomuosomsinmssssssstinsigis s vemsmesmsemsseossessas 45
4.2.2. - Elementos Lineares ... ... 46
4.2.2.1. - Discretizagdo da Equagio Integral ... ... . 48
4.2.2.2. - Tratamento dos Cantos............_._ . 50
42.2.3. - Evolugao das Integrais........ ... .~ 54

4.2.2.4 - Calculo dos Elementos nio Singulares
dasMattizes Ge H.o cuvesmsnsgin o o 57
4.2.2.5. - Calculo dos Elementos Singulares..... . . ... 60
4226 -Resultados...... ... 65
4.2.3. - Elementos Quadraticos......................... 65
4.2.3.1. - Discretizagao e Evolucao da Equagdo Integral ... .. 69

4.2.3.2. - Calculo dos Elementos nao Singulares
das Matrizes Ge H..........c.coooovemomonno 73
4.2.3.3 - Calculo dos Elementos Singulares....... .. 74
4234 -Resultados......................... 83
4.2.4; = Elementos ClIDICOS v ..oisssas it itennmmemens esseseeseesscess 85



4241 - Evolugdo das Integrais ... ... .. 87

4.2.4 2. - Calculo dos Elementos nao Singulares

dasMatrizes GeH ...~ 90

4243 - Caleulo dos Elementos Singulares ... 92

ARAA, ~ ROSUIRAS. . crecossisrssinisisitsss mommmemosesomsmssessgsinn. 106

L e 108

4:4. O Problema da Nao Unicidade.................ccoovorroe 115

44.1. - Aspectos Gerais.............ooccorroovvoccci B4

4.4.2. - Formulagao do CHIEF.................cccocoommmmmom 117

4.4.3. - Resultados.........cccoovcomvmmmnmnssssmmnsiccinno 119

4.5. 0 Problema da dispersdo de ondas acusticas ... 128

Capitulo V - Conclusdes e SUGESIORS ..o oo 132

Apéndice A - Fungdes de Hankel................_...._ 135
Apéndice B - Tratamento analitico/numérico dos elementos singulares

€ 1130 SINGUIATES .......ooooiiiiinnnnnrinnvnmcnnneeenansresseso st 139

Apéndice C - Método dos Minimos Quadrados.................ccoe 166

Apendice D - Integracdo pela Quadratura Gaussiana... ... ... 168

Referéncia Bibliografica

i



LISTA DE FIGURAS

Figura Pagina
2.1, Fluxo de massa na diregdo x, através do volume fixodV.. . 14
3.1 Defini¢do geométrica para problema acustico externo......._ 24
3.2. Definicao de contorno em meio acustico bidimensional ... .. . 28
3.3. Semi-circulo ao redor do ponto P no contorno I"..._..__....__ 30
4.1 Definicao de elemento constante........ . ... O 37
4.2. Direcdodanormal...... ... 38
4.3, Figura auxiliar com a convengao de produto vetorial para sistema

cartesiano destrogiro. ... 39
44. Sistema de coordenadas do elementos constantes ... 39
4.5. Potencial de velocidade de radiacdo - elementos constantes ... . 47
4.6. Potencial de velocidade de radiagdo - elementos constantes... 47
4.7. Defini¢do de elemento linear..........................._.. 48
4.8 Fungdes de interpolagdo linear... ... 50
49 Intersecgdo do elemento linear ... ... . i R s 51
e UL (R S——————— 54
4 11. Potencial de velocidade para radiacdo (elementos lineares).. ... ... 66
4.12. Potencial de velocidade para radiacdo (elementos lineares)... .. . 66



413
414

415
4.16.
417

4.18.
4.19.
4.20.

4.21.

4.23.

424

425,
4.26.

4.28.

4.29.

4.30.

Fungdes de forma, elemento quadratico e sistema de referéncia........ ... 68
Definicao de elemento quadratico. ... 68
Sistema de coordenada geométrica para integragdes numeéricas... .. 75
Potencial de velocidade de radiagao - elementos Quadraticos.. . ... ... 84
Potencial de velocidade de radiacao - elementos quadraticos...... ... 85
Elemento cubico cOm 4 005.........c...occovvvvvvevveeeesssssosmsoeesesoo 86
Sistema de coordenadas geométricas para Integragao numerico

ponto de €olocagdo N0 NG L..........ccocovuvummnnecreeemmeennnienseeeesvesso 92
Sistema de coordenadas geométricas para Integragdo numérica

ponto de aplicagdo N0 N0 2.........o.oooovveiiiiicicivviveencoeoe 95

- Sistema de coordenadas geométricas para Integragdo numeérica

ponto de colocagao no N6 3 ..o 99

Sistema de coordenadas geométricas para integragao numerica

PODLD 6 COIOLAGHN NOMG S csscmmininesinws s s 56555885 mmmenmr s one e o st 103
Potencial de velocidade de radiagao - elementos cubicos... ... .. 107
Potencial de velocidade de radiacdo - elementos cubicos.. .. . . 107

Potencial de velocidade de radiagdo (para pontos do dominio)

elementos constantes (ka=0.6 ) ... 109

- Potencial de velocidade de radiagdo (para pontos do dominio)

elementos lineares (ka=06).. ... 109
Potencial de velocidade de radiagio (para pontos do dominio)

elementos quadraticos (ka = 0.6 ) ... 110
Potencial de velocidade de radiagdo (para pontos do dominio)

elementos cubicos (ka=0.6) ... ... 110
Potencial de velocidade para radiagdo ( para pontos do dominio), ka = 0.6
comparacao entre resultados dos constantes, lineares, quadraticos e cubicos. . 111
Potencial de velocidade para radiagéo ( para pontos do dominio), ka = 0.6

comparacdo entre resultados dos constantes, lineares, quadraticos e cubicos. 111

. Potencial de velocidade de radiagdo (para pontos do dominio)

elementos constantes (ka=50) ... ... TR 112

- Potencial de velocidade de radiagdo (para pontos do dominio)

elementos lineares (ka=5.0) .. ... ... ... 112



434

4.35.

4.36.

4.317.

4.38.
4.39.

4.40

441

442

4.43.

4.44.

4 45

4.46.

447,

448

4.49

450,

Potencial de velocidade de radiacao (para pontos do dominio)

clementos quadraticos (ka=5.0) ... .~ 113
Potencial de velocidade de radiagdo (para pontos do dominio)

elementos cubicos (ka =5.0 ) ... 113
Potencial de velocidade para radiagio ( para pontos do dominio), ka =5.0

comparacao entre resultados dos constantes, lineares, quadraticos e cubicos....... 114
Potencial de velocidade para radiagio ( para pontos do dominio), ka = 5.0
comparagdo entre resultados dos constantes, lineares, quadraticos e cubicos....... 114
Solugao do problema interior e exterior ... ... 115
Potencial de velocidade de radiagéo (aplicagdo do CHIEF)

elementos constantes ... 120
Potencial de velocidade de radiagdo (aplicagdo do CHIEF)

elementos ConStantes. ... 121
Potencial de velocidade de radiagdo (aplicagio do CHIEF)

elementos lineares ... 121
Potencial de velocidade de radiagio (aplicagio do CHIEF )

elementos lineares .. ... e e h e e s et n et et e ne e st e st 122
Potencial de velocidade de radiagdo (aplica¢do do C HIEF)

UGG L T R——————— 122
Potencial de velocidade de radiacio ( aplicagdo do CHIEF)

elementos quadraticos .. ... 123
Potencial de velocidade de radiagao (aplicacdo do CHIEF)

elementos CObICOS ..o 123
Potencial de velocidade de radiagdo (aplicacdo do CHIEF )

ClEMENLOS CUDICOS ..oxwocussvsssservicssosssiusassicsssssssosstessiiisnsansmnsssensenmamss seets eetss st 124
Potencial de velocidade para radiagio

comparagdo entre resultados dos elementos constantes com e sem CHIEF ... 125
Potencial de velocidade para radiagio

comparagao entre resultados dos elementos lineares com e sem CHIEF ... 125
Potencial de velocidade para radiagio

comparagao entre resultados dos elementos quadraticos com e sem CHIEF. 126
Potencial de velocidade para radiacdo

comparagao entre resultados dos elementos cubicos com e sem CHIEF ... 126

Vi



4.51. Potencial de velocidade para radia¢do (sem CHIEF)

comparagao entre resultados dos constantes, lineares. quadraticos e cubicos . 127
4 52. Potencial de velocidade para radiacao (sem CHIEF)

comparagao entre resultados dos constantes, lineares. quadraticos e cubicos . . . 127

4.53. Potencial de velocidade para radiagdo (com CHIEF)

comparagao entre resultados dos constantes, lineares, quadraticos e cubicos . 128
4.54_ Potencial difratado - elementos lineares (RBT0L0) <imin 0 pmmsomessssssscss s 129
4.55. Potencial difratado - elementos lineares (ka=10.0) .. ... 129
R L 130
Apéndice B
Bl ¥y(x) aproximado ate x'"* ... 139
B2 Yy(x) aproximadoaté x™ ... .. ... 139
B3 Y(x) aproximado até x™ ... ... 140

vii



LISTA DE TABELAS

Apéndice A

TAl. Comparagido entre valores de Jy(x) do Numerical Recipes e do Mathematica.... 137
TA2. Comparagio entre valores de J,(x) do Numerical Recipes e do Mathematica.... 137
TA3. Comparagio entre valores de Yo(x) do Numerical Recipes € do Mathematica ... . 138
TA4. Comparagio entre valores de Y,(x) do Numerical Recipes e do Mathematica ... 138

Apéndice B

TBI. Integral de Y, analitica para elementos constantes, ka=05. .. . 142
TB2. Integral de Y, analitica para elementos constantes, ka=50.... ... . 142
TB3. Integral de Y, analitica para elementos constantes, ka=150 .. . . 142
TB4. Integral de Jo numeérica para elementos constantes, ka=0.5 ¢ 8 elementos.... 143
TBS. Integral de Jo numerica para elementos constantes, ka=0.5 e 16 elementos... .. | 143
TB6. Integral de Jy numerica para elementos constantes, ka=0.5 e 32 elementos... . 144
TB7. Integral de Jo numerica para elementos constantes, ka=0 5 e 64 elementos. 144
TB8. Integral de J, numérica para elementos constantes, ka=5.0 e 8 elementos . 144
TB9. Integral de Jo numeérica para elementos constantes, ka=5 0 e 16 elementos. . 145
TBI10. Integral de Jo numerica para elementos constantes, ka=5 0 e 32 elementos ... | 145
TBI1. Integral de Jo numerica para elementos constantes, ka=5.0 e 64 elementos . | 146

TB12. Integral de J, numerica para elementos constantes, ka=15.0 e 8 elementos .. 146

viii



TBI3. Integral de J, numeérica para elementos constantes, ka=15 0 e 16 elementos ... . 147

TB14. Integral de J, numérica para elementos constantes, ka=15 () e 32 elementos ... 147
TBIS. Integral de J, numérica para elementos constantes, ka=15.0 e 64 elementos . 148
TB16. Elementos de G para ka=5.0 e 8 elementos (elementos constantes). 149
TB17 Elementos de G para ka=5.0 e 64 elementos (elementos constantes)................. 149
TBI8. Elementos de G para ka=15.0 ¢ 8 elementos (elementos constantes)............ < 150
TB19. Elementos de G para ka=15.0 e 64 elementos (elementos constantes). . . 150
TB20. Elementos de H para ka=0.5 e 8 elementos (elementos constantes)............. 151
TB21. Elementos de H para ka=0.5 e 64 elementos (elementos constantes). . . 151
TB22. Elementos de H para ka=15.0 e 8 elementos (elementos constantes)... 152
TB23. Elementos de H para ka=15.0 e 64 elementos (elementos constantes) . 152
TB24. Integral de Y, analitica para elementos lineares, ka=50 . ... 156
TB2S5. Integral de J, numérica para elementos lineares, ka=5 0 e8elementos ... 157
TB26. Integral de Jo numérica para elementos lineares, ka=5 0 ¢ 64 elementos ... . 157
TB27. Elementos de G para ka=5.0 e 8 elementos (elementos linearesy.cs 157
TB28. Elementos de G para ka=5.0 e 64 elementos (elementos lineares) . ... 158
TB29. Elementos de G para ka=5.0 e 8 elementos (elementos lineares) . T 158
TB30. Elementos de G para ka=5.0 e 64 elementos (elementos lineares) . . .. .. 158
TB31. Elementos singulares de G, ka=5.0 ¢ 8 elementos

ponto de colocagdo no no 1 (elementos quadraticos) ... 159
TB32. Elementos singulares de G, ka=5.0 e 64 elementos

ponto de colocagao no no 1 (elementos quadraticos) ... . 139
TB33. Elementos de G, ka=5 0 e 8 elementos (elementos quadraticos) ... . 160
TB34. Elementos de G, ka=5.0 e 64 elementos (elementos quadraticos) ... .. 160
TB35. Elementos de H, ka=5.0 e 8 elementos (elementos quadraticos) ... 161
TB36. Elementos de H, ka=5 0 e 64 elementos (elementos quadraticos) ... 161
TB37a. Elementos singulares de G, k=5.0 e 8 elementos

ponto de colocacdo no no 1 (elementos GUDICOS) cvccuiiviiacsiiinm,memnrmmeneresemensessss 162
TB37b. Elementos de G, ka=5.0 e 8 elementos

ponto de coloca¢do no no 1 (elementos cubicos) .. ... 163
TB38a. Elementos de G. ka=5 0 e 64 elementos

ponto de colocagao no no 1 (elementos cubicos) . ... 163



TB38b. Elementos de G, ka=5.0 e 64 elementos

ponto de colocagdo no no 1 (elementos cubicos) ... 164
TB39. Elementos de G, ka=5.0 e 8 elementos (elementos cubicos) ... 164
TB40. Elementos de G, ka=5.0 e 64 elementos (elementos cubicos) ... 164
TB41. Elementos de H, ka=5.0 e 8 elementos (elementos cubicos).. ... 165
TB42. Elementos de H, ka=5.0 e 64 elementos (elementos eubiees) «onpn 165



NOTACAO ADOTADA

a Vetor aceleragio

c Velocidade do som

dm Diferencial de massa

dF Diferencial do vetor de forga liquida

I Indice referente ao ponto de colocagdo

i =v-1 Unidade imaginaria do nimero complexo
] [ndice referente ao elemento

k Numero de ondas

k, Numero de ondas caracteristicos

nptg Numero de pontos de gauss

X1



nptgl

Numero de pontos de gauss para formula especial logaritmica

Pressdo acustica

Derivada do potencial de velocidade harménico no tempo em relagdo a

normal.

Derivada da solug@o fundamental em relagdo a normal

Constante, representa o valor especifico do gas (constante dos gases ideais

pelo peso molecular de cada gas)

Tempo

Solugdo fundamental bidimensional do operador de Helmholtz

Velocidade da particula

Sistema de coodernadas cartesianas

Coordenadas dos pontos de colocagio

Posi¢do dos nos

Corpo vibrante (radiagdo) ou obstaculo passivo (dispersio)

Comprimento do elemento

Numero de elementos

Ponto do dominio

Xii



it

Po

Pressao de equilibrio

Pressdo instantanea (Pa)

Ponto do contorno

Distancia entre o ponto pertencente a0 dominio ao ponto do contorno

Condensacao

Temperatura absoluta em Kelvin

Volume

Modulo de elasticidade volumétrica

Potencial de velocidade harmonico no tempo

Potencial de velocidade (onda) incidente

Potencial de velocidade dependente da posigdo e do tempo

Constante de Euler

Razao entre o calor especifico em pressido constante e entre o calor em

volume constante

Vetor normal unitario

Densidade de massa (Kg/m"® )

Densidade de equilibrio

Xiii



Frequéncia angular

Fungdes de torma

Superticie bidimensional do corpo

Dominio de atuagdo da Equagdo de Helmholtz

Operador divergente

Laplaciano bidimensional

Xiv



CAPITULO I

INTRODUCAO

I.1. Consideracoes Gerais

A acustica, area de aplicagdo desta tese, é uma ciéncia ja bastante antiga. Pesquisadores
famosos, tais como Chladni, Helmholtz e Rayleigh desenvolveram trabalhos cientificos
rigorosos e formais no seculo passado, atingindo o auge de suas contribui¢ées em torno dos
anos de 1802, 1860 e 1877, respectivamente [Ciskowski, 1991]. Atualmente existem muitos
pesquisadores, jornais, e sociedades voltadas a acustica, como por exemplo, a Acoustical
Society of America e a Institute of Noise Control Engineering. No Brasil, existe uma entidade

voltada para esta finalidade, a SOBRAC (Sociedade Brasileira de Acustica).

Existem muitas novas areas de pesquisa surgindo e encontrando aplicagées imediatas,
como por exemplo, no controle ativo de ruido e diagnosticos ultra-sonicos. Esta énfase nas
pesquisas acusticas ¢ devido ao seu grande impacto na existéncia diaria Por exemplo, na
medicina, a acustica influencia nas areas da fala e audicdo. Danos da audicio sio aspectos de
saude ocupacional critica na industria e nos ambientes onde os niveis de ruido podem ser

excessivos. O ultra-som € uma ferramenta bastante valiosa nos diagnosticos da medicina, tio



boa quanto na industria. onde ¢ utilizada nos testes e limpeza de componentes mecanicos

desde oculos ate jatos de maquinas [Ciskowski, 1991].

A grande maioria das modelagens de problemas de engenharia resulta em equagoes
diferenciais. Apenas alguns poucos casos simples possuem solugdo analitica exata. Nos
demais a solugdo so ¢ possivel através do uso de métodos numericos, que utilizam modelos
discretos, com finitos graus de liberdade, em substituicao aos modelos continuos dos métodos

analiticos.

Na analise de problemas através de meétodos numéricos, geralmente surgem grandes
sistemas de equagdes e € grande o numero de manipulacao com os dados. E indispensavel a
utilizagdo de maquinas capazes de manipular com velocidade e precisdo todos os dados
envolvidos na analise. Por isso, a utilizagio em grande escala dos métodos numeéricos se deve

ao avango da eletronica que proporcionou o surgimento do computador.

Varios metodos numericos foram desenvolvidos visando a solugdo dos problemas de
engenharia.  Pode-se citar como principais o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o
Método dos Elementos Finitos (MEF), considerados métodos de dominio, e também o Método

dos Elementos de Contorno (MEC), considerado um método de contorno.
Na acustica, duas classes basicas de problemas sio possiveis:

- problemas internos: neste caso, o dominio ¢ limitado e a normal no contorno aponta
para fora e € o campo interno do corpo vibrante que é modelado. Estes dominios limitados

podem ser discretizados por qualquer um dos métodos acima descritos, MDF, MEF, ou MEC.

- problemas externos: neste caso, a normal do contorno aponta para dentro do corpo e
¢ 0 meio externo ilimitado, que transmite as vibragdes, que € modelado. Tal modelo apresenta
serias dificuldades quando representadas com meétodos de dominio, devido ao fato de ser
impossivel discretizar o infinito e as maihas de discretizagdo do dominio devem ser truncadas a
alguma distancia arbitraria do corpo vibrante. ou dissipador Evidentemente este truncamento

afeta resultados. como sera discutido abaixo.



A acustica apresenta um campo bastante interessante para a aplicagdo do Método dos
Elementos de Contorno (MEC). Isto se deve ao fato da natureza privilegiada do método em
tratar dominios ilimitados. A propagacio de ondas em dominios ilimitados € caracterizada pela
chamada condigdo de Sommerfeld [Sommerteld. 1978] Esta condi¢do assume que ndo existe
fonte de energia no infinito e que, portanto, toda energia € carregada através de ondas nio
refletidas da fonte para o infinito. Esta retirada de energia do sistema, na forma de ondas nio

refletidas se propagando ao infinito, também ¢ conhecida como “amortecimento geométrico”.

A necessidade de truncamento das malhas do MDF oy MEF quando da modelagem de
dominios ilimitados introduz contornos inexistentes que causam reflexdio de ondas e
consequentemente de energia, ndo satisfazendo a condi¢do de radiagao de Sommerfeld, nio
simulando o amortecimento geométrico. Existem diversas tentativas ainda ndo consolidadas

de se desenvolverem “elementos infinitos” aplicados a0 MEF [Bettes, 1992].

Por sua vez, a formulagdo do MEC utilizando uma fun¢ao de Green para o espago
completo, também conhecida como solugio fundamental, além de somente exigir a
discretizagdo da superficie radiadora ou dispersora limitada proxima, satisfaz automaticamente

a condigdo de radiagdo [Kane, 1994] [Mesquita Neto, 1989].

A formuiagio direta [Brebbia, 1984, 1989] [Partnidge, 1991] é mais geral, elegante e
simples para se implementar computacionalmente do que as formulagdes indiretas, usadas
principalmente antes de 1978, e que envolvem conceitos tais como fontes ou dipolos. Neste
trabalho adota-se o Método dos Elementos de Contorno como objeto de estudo. Os elementos
de contorno sao usualmente associados com formulagdes diretas, cujas variaveis do problema

530 as mesmas que as variaveis fisicas, por exemplo, potencial e fluxo.

O MEC ¢ o método numérico mais recente do ponto de vista de aplicagdes
computacionais. Consiste em obter a solugdo das equagoes diterenciais que descrevem o
comportamento de um corpo no seu dominio, atraves da solu¢ao de uma equagdo integral
sobre o contorno.  Isto conduz sempre a uma reducdo das dimensdes dos problemas
analisados. e consequentemente, menor quantidade de dados de entrada e menor sistema de

equagoes resultantes.



1.2. Revisao Bibliografica

A primeira técnica numerica usada para resolver equagdes integrais de contorno foi o
Método da Colocagdo, no qual as fungdes desconhecidas sio aproximadas por fungdes
constantes. O nucleo da integral € evoluida por aproximagdes retangulares nos pontos [Filippi,

1988].

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é uma técnica numérica desenvolvida
recentemente que iniciou em meados de 1960 com o trabalho de pesquisa de Jaswon [1963],
Hess [1967], Symm [1963], Massonnet [1965], Shaw [1962] [1968], Cruse [1968a] [1968b] e
outros. Uma versao do MEC foi extensivamente usado no passado sobre o nome de Método
da Equagao Integral [Chen. 1963] [Chertock, 1964] [Copley, 1967a] [Copley,
1967b][Schenck, 1968], e seu primeiro nome apareceu somente em 1977. O meétodo tem base
no Método da Equacdo Integral de Contorno que € usado ja ha bastante tempo. Algumas
pesquisas bastante conhecidas sobre equagdo integral entre 1800 e 1950 sio de Poisson
[1829], Kirchhoff [1883], Somigliana [1886], Fredholm [1903], Kellogg [1929], Kupradze
[1935] e outros.

No presente, o elemento de contorno € um campo muito ativo de estudo especialmente
na comunidade de engenharia. Este método baseia-se na transformacdo das equacgaes
diferenciais que descrevem o problema em equagdes integrais, €Xpressas apenas no contorno
da regido analisada. As equagGes integrais sdo discretizadas, o que origina sistemas de
equagdes algebricas cuja solugdo fornece o valor das incognitas no contorno. Nos pontos
internos do dominio, as incognitas sdo calculadas a partir dos valores no contorno atraves da

integragdo numeérica da equagao integral.

O Meétedo dos Elementos de Contorno surgiu como poderosa alternativa ao Método
dos Elementos Finitos (MEF), particularmente nos casos onde uma melhor acuidade ¢
requerida devido as dificuldades tais como concentragdes de tensdes ou quando o dominio se
estende ao infinito. A mais importante caracteristica do método dos elementos de contorno ¢
que ela requer a discretizagdo apenas da superficie e nio do volume todo, assim. as malhas
podem ser facilmente generalizadas e as mudangas planejadas nio requerem o remalhamento

completo do volume, como nos elementos finitos.



O uso da Equagio Integral de Contorno para resolver problemas numeéricos na acustica ¢
parte do desenvolvimento do MEC e foi facilitado pelo aparecimento e proliferamento do
computador entre 1950 e 1960. Kirchhoft foi o primeiro a formular a €quagao integral para o
problema de onda escalar, em termos do potencial desconhecido Entretando, as solugdes de
tais problemas iniciaram-se somente no inicio dos anos 60 com os trabalhos pioneiros de
Friedman e Shaw [1962a] [1962b] para problemas de dispersao acustica transiente. Mais tarde
Banaugh e Goldsmith [1963a] [1963b] estenderam o trabalho de Friedman e Shaw para
problemas no dominio da frequéncia, e, a partir dai. seguiram-se inimeros trabalhos como os
de Chen e Schweikert [1963], Copley [1967a] [1967b], Chertock [1964], Schenck [1968],

dentre outros.

O MEC foi bastante utilizado em varias areas [Filippi, 1988], tais como aplicagdo a
fluido-dinamica, problemas de difragao de ondas eletromagneticas ou acuisticas, sendo aplicado
em seguida em problemas solidos-dindmicos.  Mais recentemente. em radiagdo de som por
solidos vibrantes. A acustica ¢ uma area de aplicagdo ideal para o MEC, pois soluciona
facilmente os problemas com dominios infinitos, os quais sao tao frequentes nos problemas
acusticos [Seybert, 1984. 1985, 1986]. Uma revisio entre os anos de 1968 a 1988 anos de
desenvolvimento e aplicagao do MEC para a acustica pode ser encontrada em [Filippi, 1988] e

em [Seybert, 1988]

Para problemas exteriores, a condi¢do de radiacio ¢ incorporada analiticamente na
formulagdo integral. Chen e Scheweikert [1963] realizaram, para corpos arbitrarios, o
primeiro trabalho utilizando o Método da Equagdo Integral para problemas de radiagio
harmonica no tempo. Logo apos esse trabalho, surgiram outras aplica¢des do Método da
Equagdo Integral, como a de Chertock [1964], também para problemas de radiagdo do som:
Brundit [1965], para o problema da dispersao de ondas escalares; Greenspan e Werner [1966],
para o problema exterior de Dirichlet, Mitzner [1967], para o problema da dissipagao

transiente; e Copley [1967a], para a formulagdo da equacio integral fundamental.

Copley [1967a] foi o primeiro a identificar a dificuldade dos autovalores interiores
ficticios, ou seja, a ndo unicidade em determinadas frequéncias. Assim, iniciaram-se trabalhos
na tentativa de solucinar esse problema, pois, as modificacdes e reformulagoes das equagdes

integrais para inserir a unicidade sobre o limite do numero de ondas, ou em todos os numeros



de ondas, € um topico de muito interesse pratico e teorico [Panich, 1965] [Piaszczyk, 1984]
[Brod, 1984]  Schenck [1968] foi o primeiro a apresentar um metodo para resolver essa
dificuldade, com o seu programa CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation
Formulation). No mesmo ano em que Schenck [1968] apresentou o seu método, Chertock
[1968] introduziu um método de solugdo iterativo para a equagdo integral governante,
independente do elemento ("non-element"). No ano seguinte, Waterman [1969] introduziu
outra aproximagdo iterativa, o método da matriz T, mais amplamente aceita. Desde entdo,
aumentou-se muito o numero de trabalhos sobre o assunto. Burton e Miller [1971]
propuseram a combinagdo linear das integrais de Helmholtz e o gradiente de sua normal. Ursell
[1973] e Jones [1974] demonstraram tcoricamente que a unicidade pode ser obtida
adicionando & usual fun¢do de Green para espago livre, uma série de fungdes de ondas de
radiacdo que obedecem a condi¢do  de Sommerfeld sem reflexio no infinito (ondas
“outgoing”). Kleinman e Roach [1974] propuseram a formulagao da equacdo integral
consistindo na combinagdo linear de camadas potenciais simples ¢ duplas. Meyer et al.
[Meyer. 1978, 1979] implementou o método proposto por Burton e Miller [1971] realizando a
formulagao do gradiente de Helmholtz (Helmholtz Gradient Formulation - HGF), através de
uma equacdo integral, resultante da equagdo integral de Helmholtz adicionada a equagao
integral formada pelo gradiente da sua normal. Um parametro acoplado Ot € usado no método
HGF para ponderar a segunda equagdo integral relativa a primeira. No entanto, cada uma das
duas equagOes integrais tem uma posi¢do de niumero de ondas caracteristicas, estas posi¢oes
sdo distintas, e os resultados do metodo HGF, teoricamente, produzirio uma solugdo unica
para todos k, quando o parametro acoplado ¢ escolhido, de tal maneira. que sua parte
imaginaria seja diferente de zero. Cunefare er al. [1989], desenvolveu o método denominado
CHI (Coupled Helmholtz Integrals) cuja formulagio deriva dos trabalhos de Burton e Miller, e
cuja caracteristica principal ¢ a auséncia das integrais singulares, O método consiste em
restringir os pontos no campo dos nucleos das integrais para regides interiores bem fora do
contorno radiado, contornando assim a complicagio usual de nucleos singulares. A
desvantagem desses metodos ¢ que para modificar cada equacdo integral ou a solucio
fundamental, os esforgos computacionais requeridos para reduzir a equacdo integral para
forma numérica aumenta. Este é um ponto significativo pois a obtengdo das matrizes do

sistema, a partir de integragdes, consome a maior parte do tempo computacional.



Seybert e Rengarajan [1987] conduziram um estudo sistematico usando o método
CHIEF para superar os problemas da nio unicidade. O metodo foi sucessivamente testado
para uma variedade de problemas de radiacio com geometrias diferentes e condicses de
contorno nas diferentes freqiiéncias. Mas, em uma revisio na literatura, ¢ aparente que sio
poucos os trabalhos nos quais os métodos propostos para resolver o problema da nio
unicidade sdo demonstrados com exemplos numéricos. Nio existem estudos comparando dois
ou mais métodos e ndo existe estudo sistematico ilustrando vantagens ou desvantagens de um

metodo particular.

E interessante notar que, justamente nos finais de 1960, a radiagdo acustica e problemas
de dispersio foram bem estudados, para ondas transientes ¢ harménicas no tempo, por
formulagoes integrais de contorno direta e indireta: outro fato interessante de se notar foi que,
nesta €poca, estabeleceu-se métodos que procuravam solucionar a dificuldade dos autovalores
interiores ficticios para formulacio da equacdo integral para radiacio exterior e dispersdo
acustica. Esta falta de unicidade da solugdo de certas €quacoes integrais quando aplicadas a
problemas de exterior onde a solu¢do € tnica para todas as frequéncias, ¢ a maior desvantagem
do Método da Equagdo Integral de Contorno, pois nao produzem a unicidade de solu¢do em
valores caracteristicos de numeros de ondas [Schenck, 1968] [Chertock,1971] [Kleinman,
1974] [Seybert, 1987]. Estas frequéncias caracteristicas, ou autofrequéncias ficticias, nio tem

significado fisico, sendo um problema exclusivamente do método numerico.

1.3. Motivac¢io

O Meétodo dos Elementos de Contorno consiste em obter a solugdo da equagio
diferencial, que descreve o comportamento de um corpo no dominio, atraves da solugdo de
uma equacao integral sobre o contorno, reduzindo assim, as dimensdes do problema analisado.
Representa facilmente dominios semi-infinitos, ou quando 0 mesmo se estende ao infinito.
tornando-se, entdo, bastante conveniente no estudo de problemas no campo acustico, como,

por exemplo, em problemas classicos de radiagao e dispersio de ondas.



1.4. Objetivos

O objetivo do presente trabalho € realizar a formulagio do Método dos Elementos de
Contorno para equagdo de ondas de Helmholtz, seguida da implementagdo e validagdo
numérica. Deverao ser considerado problemas externos de radiacio e dispersdo de ondas,
considerando um corpo de forma arbitraria mergulhado em um campo acustico bidimensional
infinito, usando técnicas de discretizagdo por elementos isoparamétricos constantes, lineares,
quadraticos e cubicos. A eficiéncia do método CHIEF para solucionar problemas de nio

unicidade da solugdo da equagdo integral também sera numericamente investigada.

1.5. Descricio do trabalho

Este trabalho sera dividido em seis capitulos, cujo conteudo resume-se a seguir:

e Capitulo I - Introdu¢io
Neste capitulo introdutorio, encontram-se as consideragdes gerais sobre 0 Método dos
Elementos de Contorno e sobre a acustica. Uma revisio bibliografica sobre 0 MEC ¢ feita,
seguida das aplicagdes do MEC na acustica e trabalhos de nio unicidade das frequéncias
ficticias para os problemas externos de radiagdo. Encontra-se aqui, a motivagdo que resultou
na escolha do assunto do trabalho, sua importancia e delimitagdes. O item seguinte deste
capitulo sdo os objetivos, demonstrando do que se trata o trabalho. Finalmente, uma

descrigao do trabalho € feita, mostrando a estrutura em que se encontra 0 mesmo.

* Capitulo II - Desenvolvimento da Equacio de Helmholtz para meios acusticos

Aqui, a equagdo de onda harménica no tempo (Equagdo de Helmholtz) ¢ deduzida

atraves das equagdes de Estado, da Continuidade e de Euler.

¢ Capitulo III - Desenvolvimento da Equacio Integral de Contorno
Neste capitulo sao mostradas a formulagao da Equagio Integral de Contorno e a solugdo

fundamental do probiema.



* Capitulo IV - Desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno para
Equaciio de Helmholtz
A discretizagdo da Equagdo Integral de Contorno e feita neste capitulo, seguida da
implementagdo para integracdo numerica atraves dos elementos Isoparametricos constantes,
lineares, quadraticos e cubicos.  S#o apresentados os resultados para implementagio de cada
tipo de elemento tanto para radiagéo e difragdo de ondas acusticas. No caso da radiagdo, sera

desenvolvido o método CHIEF para resolver os problemas de nio unicidade das frequéncias

ficticias

e Capitulo V - Conclusées e Sugestées

Finalmente, sdo realizadas as conclusdes e sugestoes sobre o trabalho.

* Apéndices
Aqui sdo apresentadas as funcdes de Hankel e suas integragoes, o método dos minimos
quadrados, o método da integragdo gaussiana, e os tratamentos numericos e analiticos dos

elementos singulares e ndo singulares utilizados durante as etapas deste trabalho.

* Referéncias Bibliograficas

O presente trabalho apresenta, ainda, uma bibliografia dos trabalhos utilizados e citados

durante o mesmo.



CAPITULO 11

EQUACAO DE HELMHOLTZ PARA MEIOS ACUSTICOS

2.1. Equacio de Ondas Acusticas

Um dos exemplos de disturbios de pressdo que podem propagar-se através de um fluido
compressivel sdao as ondas acusticas que produzem a sensacdo de som. Estas ondas sdo
longitudinais: as moléculas movem-se para frente e para tras na direcdo da propagacio da

onda, produzindo regides adjacentes de compressao e rarefagio.

Os fluidos exibem menor resisténcia as deformagdes do que os sélidos. Como resultado,
a forca de restauracdo responsavel pela propagacgio das ondas ¢é simplesmente a mudanga de

pressao que ocorre quando o fluido € comprimido ou expandido.

O termo "particula de fluido" significa um volume clementar. grande o suficiente para
conter milhdes de moléculas de tal forma que o fluido possa ser visto como um meio continuo,
a0 mesmo tempo tao pequeno para que todas as variaveis acusticas (deslocamentos, densidade.

pressdo, etc...) possam ser constderadas constantes por todo volume elementar [Kinsler, 1982].



Para estudar a transmissdo de ondas acusticas no fluido, os efeitos gravitacionais sio
desprezados, e assim, a pressao e a densidade permanecem constantes por toda a sua extensio.
O fluido € assumido como sendo homogéneo. isotropico, irrotacional e perfeitamente elastico.
de tal forma que nenhum efeito dissipativo esteja presente. Neste capitulo serdo estudadas
apenas ondas com pequenas amplitudes, de tal forma que as varnagdes da densidade no meio

serdo pequenas se comparadas com o seu valor de equilibrio.

2.2. Equacio de Estado

A equagao de estado para fluidos relacionam as forgas internas restauradoras com as
respectivas deformagdes. e deve relatar trés quantidades fisicas p, re T, que descrevem o

comportamento termodinamico do fluido
Para gases perfeitos, a equagdo de estado é
Py=prl 2.1

onde P ¢€ a pressdo instantanea (em Pascal, Pa) em qualquer ponto; p ¢ a massa especifica

(Kg/m~ ) em qualquer ponto; r ¢ a constante, cujo valor depende do gas particular envolvido e

T, € a temperatura absoluta, em Kelvins

Esta equacdo € conhecida como equagdo geral dos gases perfeitos, que descreve o
processo termodinamico dos mesmos. O desenvolvimento desta equacao pode ser encontrado

com detalhes em [Kinsler, 1982].

Se estes processos sao restringidos, obtemos uma simplificacio na equagao de estado,
por exemplo: se o gas esta contido dentro de um vaso cujas paredes sio altamente condutoras
termicas, entdo, pequenas variagdes num volume do vaso resultario em energia termica, sendo
transferida entre as paredes € o fluido. Se as paredes tém capacidade de condugdo térmica
suticientemente alta, o sistema permanecera a uma temperatura constante. Nesse caso, o £as

perfeito € descrito por uma equagdo de estado isotérmica [Kinsler. 1982].
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P._P
P, p, (2.2)

onde P, € a pressao de equilibrio constante no fluido, e p, ¢ a massa especifica constante de

equilibrio.

Como os processos acusticos sdo aproximadamente adiabaticos (possuem insignificante
troca de energia térmica de uma particula do fluido a outra), a entropia (e ndo a temperatura)

do fluido permanece aproximadamente constante.

A equagdo de estado adiabatico fica entdo [Kinsler, 1982]

B p ]
_ﬁ;-:(};:J : (2.3)

.8

onde A € a razdo entre o calor especifico em pressio constante e o calor especifico em volume

constante.

Para fluidos que ndo sejam gases perfeitos, a equagdo de estado adiabatico se torna mais
complicada, sendo nestes casos preferivel a determinagao experimental da relacio isoentropica

entre as flutuagdes de densidade e de pressio.

Encontrada esta relagao, pode-se expandi-la em uma série de Taylor,

o (e 1(2°P, :
Pn - PrL’J +( ap qu(p“p0)+5{a_F)?Jp (p_ prJ +"'1 (24)

o

onde as derivadas parciais sdo constantes determinadas pela compressio e expansao adiabatica

do fluido em torno da densidade de equilibrio. Quando as flutuagdes sio pequenas, somente

{'_p-p(,J ¢ considerado. Assim, tem-se que



(p=p,). (2.5)

Pode-se arranjar a equacdo acima, chegando em

dP, ) (p- m}
P, =P, +p ,
’ ( dJp J [ Po 5

obtendo-se entdo, uma relagdo linear entre a flutuacdo da pressao e a mudanca da densidade

plr_'Prf!=B [P___pﬂ)
Po ) @7)

P, ) ,
onde B=p, [~$J ¢ 0 modulo de elasticidade volumétrica adiabatico.
)

o

Atraves dos termos da pressdo acustica (p=P, —P ) e da condensagdo (S = - ), a
)]
equagdo passada e reescrita como
p=PS. (2.8)

Esta equagdo ¢ conhecida como Equacio de Estado. A restricdo essencial é que

S| << 1 [Kinsler, 1982].
2.3. Equaciao da Continuidade

Para relacionar o movimento do fluido com a compresso ou dilatagao, € necessario uma
relagdo funcional entre a velocidade da particula v e a densidade instantanea p. Considerando

um pequeno elemento paralelepipedo de volume dV =dx .dy .dz. fixo no espago e sendo

atravessado por elementos de fluido, tem-se que a taxa liquida de massa que escoa pelo
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volume e por suas faces deve se igualar a taxa com a qual a massa cresce no interior do

volume.

Da fig. 2.1, observa-se que, para escoamento em x, tem-se que [Kinsler, 1982]:

dv :
dz
: v, + a(v‘)d'
P =17 PR e
z dx
v
L ,{
figura 2.1 - fluxe de massa na diregio x,
atraves do volume fixo dV
[ Apv.) 1} dpv,)
{pv‘—Lp v, + . de dy dz=—TdV. (2.9)

Equagoes similares ddo a vazao liquida para as diregdes vy e z, ¢ o influxo total é

[apv.) apv,) Apv)] |
> Tyt oam fYTiVeviv, (2.10)

onde V € o operador divergente ¢ v,, a componente cartesiana de velocidade do fluxo na i-

ésima diregdo.

i

(0
A taxa com a qual a massa do volume dV cresce é [ a*‘: V. Desde que o influxo
\

liquido deve ser igual a taxa de crescimento, obtém-se

e

V. =4}
r]t+ (pv)=t (2.11)
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Esta equacdo € conhecida como equagdo da continuidade nio linear

Fazendo p=p,(1+S), onde p, é constante tanto no €Spago quanto no tempo e S<<I,

tem-se [Kinsler, 1982]:

dS
-5+V-v=0. (2.12)

que € a Equacio linearizada da continuidade.

2.4. Equacao de Euler

Em fluidos reais, a existéncia da viscosidade e o fato dos processos acusticos nao serem
perfeitamente adiabaticos introduzem termos dissipativos. No entanto. desde que os efeitos de
condutividade térmica na equagdo de estado foi negligenciada. agora ignora-se os efeitos de

viscosidade, considerando o fluido sem viscosidade.
Considerando o elemento de volume dV =dx dy dz que se move com o fluxo,
contendo uma massa dm do fluido, temos que a forga liquida dF no elemento ira aceleri-lo de

acordo com a segunda lei de Newton, dF = a dm.

Esta forca na dire¢do x e

dF !-P P o, d ﬂd d oF, dv
= - + — WRRRON. et i
oL b ",J ydz=== -dV. (2.13)
Analogamente para dF, e dF,, tem-se
dF =dF, i+dF, j+dF, k, (2.14)

ou seja,



dF =-VP_dV. (2.15)

A velocidade da particula v € uma fungéo tanto do tempo quanto do €spago.
Se o elemento do fluido tem velocidade v(x,y,zt) em (x,y,z) no instante t, quando o
mesmo se move para (xtdx, y+dy, =z+tdz), em (t+dt), a velocidade fica

v(x +dx,y +dy,z+dz t +dt) e a aceleracdo fica

v(x+v dty+v dt,z+v, dtt+dt)-v(x,y,z1)

a=|im

dt =0 dt

; (2.16)
onde dx=v_dt;dy=v, dtedz=v,dt.

Assumindo os incrementos como sendo muito pequenos, a nova velocidade pela série de

Taylor linearizada sera

vix+v dt,y+v, dt,z+v, dt,t+dt) =

dv dv v dv
= t)+—v dt+—v_ dt+—v dt+—
viX. v, Z )+Bx\‘ 3y v, dt C v, dt+ % dt,

(2.17)

e a aceleragao

av v v dv
a=—+v. —+V, —+v — (2.18)

ot “dx Ydy ‘9z

Se o vetor operacional v - V for definido como

v-V=v —+v —+v —, (2.19)
% _

tem-se entdo, que

16



v .
:1::51—+(V-V)v, (2.20)

Sabe-se que dm = p dV, entdo, substituindo em dF = a dm. tem-se

-VP_ dV =[-§%+ (v- V)v}p dv, (2.21)
ou seja,
0
B p {%}rp (v Ty 222)

Esta e a Equacio de Euler nao linear.

: ov
Assumindo | S| << I, e | (v-V)v | << | % | . p pode ser substituido por Py, €

admitindo que VP _ = Vp, desde que P, seja constante, entdo

v
P, = =N (2.23)

Esta e a equagdo linear para fluido inviscido ou Equagio de Euler linear, valida apenas

para processos acusticos de amplitudes pequenas.
2.5. Equagio de Onda Linearizada

As equagoes de estado (eq. (2.8)), de continuidade (eq. (2.12)), e de Euler (eq. (2.23))
sio combinadas para se chegar a uma unica equagdo diferencial escalar com uma tnica
variavel.

Pode-se eliminar a veiocidade atraves das equagdes de Euler e da continuidade.



Da equagdo de Euler (eq. (2.23)), vem que

av v
Po - VB (2.24)
podendo ser escrita como
ov "
Pa V—g = =V.(Vp) = ~V?p, (2.25)
ou seja,
av Vp
Vi—==
a p, (2.26)
Derivando a equagdo da continuidade (2.12) em relagao ao tempo, tem-se que
'S AV.v)
Edt =10,
ot* ot (2.27)
ou seja,
J’S v
e
ot” dt (2:28)
Substituindo a eq. (2.26) na eq. (2.28), tem-se que
IS _ Vo _,
i p (2.29)
ou seja,
J°S
Vip=p —.
P=p, 3t (2.30)
A seguir, tem-se o desenvolvimento para eliminar o termo S. Da eq. (2.8), vem que
P
= 2.31
B (2.31)



Derivando duas vezes a equagdo acima, em relagdo ao tempo, tem-se que

w

d°p

9'S _19d%
ot P ot

Aplicando a eq. (2.31) na eq. (2.30), obtem-se

P, O°P
VZ e
P B ot ’
que pode ser reescrita COmo:
1 o°p
R
P= o

(2.32)

(2.33)

(2.34)

onde ¢ ¢ a velocidade de fase para ondas acusticas em fluidos, também conhecida por

velocidade do som, determinada por

- |B
Ve,

A eq. (2.34) ¢ a equagdo linear da onda para propagagao sem perdas em fluidos.

A eq. (2.8) pode ser reescrita como

B
p=p, — S.
pPo

Aplicando a eq. (2.35) em (2.36), chega-se em

P=P ¢ 8
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Observa-se na equagdo acima, que p e S s30 proporcionais, entio S também satisfaz a
equacdo de onda (2.34). Como p e S estdo linearmente relacionados, p também satisfaz a

eq. (2.34), assim

1 9%p
Vip=——.
P ¢ dt*

(2.38)

Desde que o rotacional do gradiente de uma fun¢do deve ser nulo (V x VF = 0), tem-se
que a velocidade da particula da equagdo de Euler (eq. 2.23) deve ser irrotacional, ou seja,V x
v = 0; isto significa que a velocidade da particula pode ser expressa como o gradiente de uma

fungdo escalar ¢,

v Vg, (2.39)

onde @ € o potencial de velocidade.

Fisicamente, isto significa que a excitagdo acustica de um fluido inviscido ndo envolve

escoamento rotacional, ndo ha efeitos como ondas cortantes, camada limite ou turbuléncia

Substituindo a eq. (2.39) em (2.23), vem que

d
Po 5, VO =-Vp, (2.40)
ou seja
do
V(Pagw):& (2.41)

Considerando ndo haver excitagdo acustica, pode-se escolher a quantidade entre

parénteses da equagdo acima desaparecendo identicamente. Assim, tem-se que

e
P==py (2.42)
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Substituindo a eq. (2.42) na equagdo de onda (2 34), obtém-se

Jd¢
v, 0|1 ’ [hp{’ at]
Po r) o pYE s (2.43)
ou seja,
o dVi d(d'e
Po ot - c? ( pf}) —a_l(_é-tTJ s (2.44)

Integrando a equagdo acima em relagdo ao tempo, vem que

Vip= T3¢ (2.45)

Esta € a equagao da onda transiente linearizada no meio acustico, em funcgio do
potencial de velocidade, onde ¢ € o potencial de velocidade dependente da posicdo e do

tempo, e c a velocidade de fase.

2.6. Equaciao de Helmholtz

Para investigar ondas sonoras para diferentes frequéncias. sera considerada uma solugao

¢(X,t) para equagdo da onda (eq. 2.45) que varie harmonicamente com o tempo,ou seja
O(X,t) =(X) e, (2.46)
onde X € a posi¢ao do ponto (X.y,z), e ® é a frequiéncia circular do fenémeno estacionario.

Derivando a eq. (2.46) duas vezes em relacio ao tempo, obtém-se

d? X
af—)=—(p(x) = et (2.47)

Z1



Derivando a eq. (2.46) duas vezes em relagdo as coordenadas de sua posi¢do, obtém-se

as trés equagoes sequintes

d*e _J'0 o

NE 5,3 , (2.482)

IP_0% .«

ayz - ayz ¢, (248b)
e

d'p d°%

i, B

dz? 0z* 24tRe)

Substituindo as equagdes (2.47), ¢ (2.48a) a (2.48¢) na equagdo da onda (2.46), obtem-

se que

a:¢ a!¢ a"q) a1 G _0‘_) ; =it
(axf S }e "(cJ PRES e

® :
Fazendo k = —, podemos reescrever a equag¢do acima como
c

Vo +k*o=0, (2.50)
sendo k o numero de ondas.

Esta ¢ a equacio de Helmholtz para propagacio de ondas, também conhecida como
equacao de onda harmonica no tempo para acustica, que descreve os fendmenos estacionarios

validas para dominios bi e tridimensionais.
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CAPITULO III

EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

3.1. Relagoes Basicas

Para o desenvolvimento da Equagao Integral de Contorno, sera considerado um corpo
bidimensional B mergulhado em um dominio infinito, Q. O corpo B sera um gerador
(estrutura vibrante) para o problema da radiacio, ou um obstaculo rigido passivo para o
problema da dissipag¢do. O contorno (I') do corpo B é dividido em [ eI, onde T refere-se a
parte do contorno onde o potencial de velocidade de valor complexo (¢) é conhecido, e, I’ , a

parte onde a derivada do potencial € conhecida (fig. 3.1).

Considerando a equagdo de onda acistica linearizada, para o caso bidimensional,

harménico no tempo, tem-se a equagdo de Helmholtz,
Vo+k’o=0, (3.1)

em [UQ, onde I =T, + T, com as seguintes condi¢cdes de contorno [Ciskowski, 1991]:
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fig. 3.1 - defini¢do geométrica para

problema acustico externo

o=0¢, em I, (condi¢do essencial, ou condigdo de Dirichlet) (3.2a)
dao - : o
g= Vo q, eml’,, (condi¢do natural ou condi¢do de Neumann) (3.2b)
e
a0 . e -
" =ikp, em I, (condi¢do de radiagdo de Sommerfeld) (3.2¢)

onde, k € o numero de ondas, w/c, sendo ¢ a velocidade (de fase) do som, e ®, a frequéncia

angular; v € o vetor unitario da normal de I" diretamente através de B.

Aplicando o método dos residuos ponderados, pela introdugio de uma funcio

ponderadora u’, transforma-se a equagdo diferencial (3.1) em equacao integral

'[u' (Vo+k’0)dQ = 0. (3.3)

9]

Atraves da identidade vetorial [Kinsler, 1982],
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u* Vg = V(u* Vo) - Vu* Vo, (3.4)

aeq. (3.3) pode ser reescrita como

J.(u'V”q) +u’ k%0 ] dQ = J.(V(u' Vq;) -Vu'Vo+k’ u‘) dQ=0, (3.5)
ou seja,
J(V(u‘ Vo)-Vu'Vo+kigu') d2=0. (3.6)

Q

Aplicando o teorema do divergente no primeiro termo da eq. (3.6), a integral de dominio
sobre €2 pode ser relacionada com a integral de contorno sobre I” para as duas fungdes ¢ e

u’, eaeq. (3.6) é reescrita como

. d0 . b i
ju a’-dw—j(-vu Vo+k*ou’)dQ=0. (3.7)
I £

Aplicando a seguinte identidade vetorial

Vo Vu' =V(¢p Vu')-V3u" ¢ (3.8)
na eq. (3.7), tem-se que
[ .30 PR
Jo's dI“+J-(—V(¢ Vu')+ Vu'g+kou’) dQ=0. (3.9)
r Q

ou seja,
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J.u' %%} dF+J‘(-V(¢ Vu')+¢ Viu' +u k% ) dQ =0. (3.10)

I Q

Aplicando novamente o teorema do divergente, no segundo termo da eq. (3.10), tem-se

que

0 du’ 5 U5 2, s
ju- é% dI‘+J‘—¢ alvdm_"[v-u 0+ku)dQ=0, (3.11)
r

I Q

ou seja,
b a o du” 99
jtb(V' u +ku )dQ:J—(QJ 5y U 5;)(11“. (3.12)

Esta equagdo € o ponto de partida para a equagéo integral de contorno.

3.2. Solucao Fundamental

O lado direito da eq. (3.12) envolve apenas integrais de funcdes ao longo do contorno.
No entanto, para reduzir o problema para formulagdo integral de contorno é necessario, ainda,
selecionar a fungdo ponderadora u” para equagio de Helmhoitz, que satisfaca a equagio

governante no dominio, e represente a solugdo para o potencial concentrado no ponto X_, tal

que
V2 + K2 +A(X,) =0, (3.13)

onde A(X,) representa a funcdo Delta de Dirac, termo nio homogéneo e sem qualquer

condi¢ao de contorno definido como uma fungio que vai para o infinito no ponto X=X_e



igual a zero em qualquer outro ponto. A integral de A( X.) sobre o dominio, no entanto, ¢

igual a 1, ou seja

0 seX#X
o se X=X

AX)=8X-X)= {-z
fF(X) 8(X - X)X = F(X,)

>

(3.14)

onde X_ € o ponto de colocagao.

A fungdo ponderadora u” utilizada, sera chamada, entio, de solugdo fundamental.

Devido a propriedade da fun¢do Delta de Dirac, a integral da mesma multiplicada por

qualquer outra fungdo ¢ igual o valor da fungdo qualquer no ponto, ou seja

J‘(V:u'+k3u')¢)dQ=J‘(A(X ) 6 dQ=-X) , (3.15)

Q2 0

onde ((X,) representa o valor da fun¢io desconhecida ¢ no ponto em consideragio.

Considerando P =X _, das eqs. (3.12) e (3.15), tem-se que

. a$(Q) J' Ju'(Q,P) |
P)= | = P) dI
o(P) 1- VQ) u(Q,P) dI'(Q) — | ¢(Q) ——=—= i %) dI'(Q) . (3.16)

A equagdo acima mostra que ¢ possivel solucionar a equagdo diferencial (3.3) em

qualquer ponto X = P interior ao dominio, utilizando apenas integrais ao longo do contorno.

. _r Jo .. dut ., .
Para 1sto, basta conhecer as fungdes ¢ e 3y no contorno, pois u” e M Ja sao conhecidas.
Y
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figura 3.2 - Definigdo de contorno em meio

acustico bidimensional

De um modo geral, no entanto ¢ ¢ conhecido apenas em uma parte do contorno (I')eg
em outra parte (I',).  Entdo, para resolver a equacdo acima, é necessario discretizar 0

contorno, dividindo-o em elementos.

Neste trabalho, serdo utilizados os métodos de discretizagdo por elementos constantes

lineares, quadraticos e cubicos.

A solugdo fundamental u’ para equag¢do de Helmholtz precisa satisfazer a eq. (3.13).

Ela e apresentada por [Brebbia, 1980], como

. &
u’ =7 Hy? (kR), (3.17)
e, sua derivada por
Ju” ik dR
S Ml s seaes FUORLERY S0
q v  h (kR) 3 (3.18)

onde R ¢ a distancia entre o ponto Q no contorno e o ponto de aplica¢do P no dominio Q (fig.

5.2); 1 ¢ a umdade imaginana do numero complexo, H!"” ¢ a funcdo de Hankel de primeira
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A (|_; . ~ s - - #l - .
especie e de ordem zero, e H}' ¢ a tungdo de Hankel de primeira especie e de primeira ordem.

As fungdes de Hankel sdo apresentadas no apéndice A

3.3. Equacio Integral de Contorno

No item 3.2., foi desenvolvida a eq. (3.16), valida para qualquer ponto P pertencente ao
dominio Q. No Método de Elementos de Contorno, devido a razdes computacionais, esta
equacao ¢ aplicada no contorno [Brebbia, 1989] Assim, ¢ necessario analisar o que acontece
com a equagdo quando o ponto P esta em I'. Acontece que, quando P = Q (fig.3.2), o valor de
R sera zero, causando um problema de singularidade nas egs. (3.17) e (3.18), como ¢
apresentado no apéndice A. Uma maneira simples para evitar isto, ¢ considerar o ponto P no

contorno, mas com o dominio ao seu redor sendo aumentado por um semi-circulo de raio €

(fig. 3.3). O ponto P ¢ considerado sendo o centro deste circulo, sendo que no limite, o raio €
tende a zero. Assim, o ponto P torna-se um ponto de contorno e a expressao resultante sera
uma particularizagao da eq. (3.16) para um ponto pertencente ao contorno I. Como este
processo limite depende apenas da ordem de singularidade do potencial de velocidade ®, a qual
¢ a mesma para os operadores de Helmholtz e Laplace [Sevbert et alli, 1985], ¢é realizado um
estudo das integrais de contorno da eq. (3.16) utilizando a solugdo fundamental para a equagio
de Laplace no dominio Q. ou seja, V¢ =0. Considera-se para isto, apenas superficies lisas
(smooth boundaries), os casos envolvendo cantos e angulos serdo discutidos no item 4.2.2 2.

Esta solu¢do fundamental ¢ dada por [Ciskowski, 1991]
. 1 1
Uy == ln-Pt (3.19)

Cada integral de contorno na eq (3.16) € decomposta em duas partes, sendo uma
integral ao longo de I'—TI", ¢ outra integral ao longo de I'.. A primeira integral da eq. (3.16)
¢ facilmente manuseada, pois apresenta uma singularidade fraca. Assim, para integrais em

torno de [, tem-se que
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Figura 3.3 - Semi-circulo ao redor do ponto P no contonro I
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(3.20)

isto significa que a integral analisada ¢ continua para a eq. (3.16) no contorno. No entanto, a

segunda integral da eq. (3.16) possui um comportamento diferente:

lim an_ dr'b=lim —j¢— dr :nm{ } --¢(P) (3.21)

£—0 E—0 TE £}
rt {t

Assim, quando o ponto P esta no contorno, aplica-se as egs. (3.20) e (3.21) na eq.

(3.16), obtendo-se a seguinte expressio:

1 3 Q(E i du*
§¢(P)_Jav“ jbedF. (3.22)

Esta equagdo ¢ conhecida como Equagdo Integral de Contorno, e é a base para o

Meétodo dos Elementos de Contorno. Esta equagdo pode ainda ser generalizada para
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Ju’(P. ) ) )
o(P) 6(P) = f [—@(Q) —“~f)v—Q—)~+u°(P,QJ @a%?-’Jdr(Q), (3.23)

o)

onde o termo livre c(P) depende da geometria do contorno, e ¢ determinado pela posicdo do
ponto P. Se o ponto P pertencer ao campo fora do corpo, seu valor sera 0.; .S, se o ponto

pertencer ao contorno, ¢ 1.0, se pertencer ao interior do corpo [Ciskowski. 1991].

A eq. (3.23) representa o fenomeno da radiagio acustica. O problema da dispersio, é

analisado adicionando-se simplesmente uma onda incidente. ou seja [Yoon, 1990]

.. 0u’(P,Q
(P) o(P) = f(—co(Q) “—gv@w(P.Q) @%@]dr(o)ma (3.2)

rQ)

. ap®
3.4. Calculo de "

A onda plana incidente ¢', presente na eq. (3.24), ¢ dada por
0'(P)=9'(X) exp(ikX), (3.25)
sendo a amplitude ¢'(X) uma amplitude unitaria, ou seja, 0(X) =1.

Para o caso da dispersdo da onda incidente na superficie do corpo rigido, assume-se que

a velocidade do campo total seja zero, ou seja, assume-se que
¢>+¢'=0; (3.26a)

assim,
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¥ %

adv v’ (3.26b)
ou seja,

Jo°

ek Vo' =rko' v, (3.27)

como a condigdo de contorno. O potencial de velocidade ®° satisfaz a condi¢do de radiagio

de Somerfeld.
E interessante notar que a eq. (3.24) fornece o valor exato do potencial de velocidade

radiado ou dissipado. A formulagio do Método dos Elementos de Contorno para calcular o

valor numeérico dos potenciais de velocidade sera visto no proximo capitulo.
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CAPITULO IV

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA
EQUACAO DE HELMHOLTZ

No capitulo passado, a equagdo diferencial de onda acustica (Eq. de Helmholtz) foi
transformada em uma equacdo integral de contorno (EIC). Neste capitulo, ¢ dada a seqiiéncia
para o método dos elementos de contorno (MEC), discretizando esta nova equagao através de
elementos constantes, lineares, quadraticos e cubicos. Sera mostrado aqui também, as
principais etapas utilizadas na implementagdo numérica de cada tipo de discretizagdo. Apos
calcular o potencial de velocidade no contorno, sera solucionado o problema em qualquer
ponto do dominio.  Finalmente, o problema da ndo unicidade sera discutido e o método

CHIEF implementado para tentar sanar este problema.

4.1. Discretizacao da Equacio Integral de Contorno

No meio acustico bidimensional, o contorno ¢ discretizado em elementos
isoparametricos para chegar ao sistema de equagdes atraves do qual os valores de contorno

podem ser encontrados. Os pontos onde os valores desconhecidos sio considerados sio



chamados nos. Em seguida. ¢ feita uma representagdo numerica da eq. (3.16) para o corpo de

forma arbitraria.

Considerando a equagdo integral de contorno, eq. (3 22),

J'au J'.aq*: .
¢— dI'={u gdl +o'(P), (4.1)

discretiza-se o contorno em N elementos para um ponto dado P antes de aplicar qualquer

condigdo de contorno, chegando a seguinte equagao:

du’(P,
oP)+ Y J@o “ Q ZJL*—MPQdﬂ@+Wwy

(4.2)

Para a implementa¢do por elementos constantes. assume-se uma distribuicdo constante

ou’

[#AY

das variavels u’” e ao longo dos elementos em que o contorno foi discretizado; assim,

pode-se escrever:

ton- 3 #2903

j (P.Q)d Q) +¢'(P) .

(43)

: ; du’ A i ;
As integrais J-ai dl” e J.u dI"sao chamados de coeficientes de influéncia, pois
v

relacionam a influéncia da solugédo no ponto P, quando a solu¢do fundamental é integrada

sobre o elemento Q .

Denominando as integrais
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G,__'=J ut dl-, (4 4)

. fou
H =J.—u— dr, (4.5)

onde i representa o ponto de colocagdo, e j o elemento em consideracio a ser integrado, a eq.

(4 23) pode ser reescrita da seguinte maneira
] \ al ) a
5¢(P}+ E H, 0, = E G, £—¢‘(P)_ (4.6)

Denominando
[}’1 . seij

sei=j

4.7)

chega-se a seguinte equagao:
ZHH G, = XG q, +o'(P). (4.8)
=1 =1

Jdu’

No caso mais geral. as variaveis u” e o sdo aproximadas por fungdes de interpolagio
(&

da forma
oQ) = prm N (Q) (4.9)

onde E representa o grau da fungdo interpoladora.  Assume-se que a posi¢do do no i também

varia de | a N; assim. a solugdo tundamental € aplicada em cada no sucessivamente obtendo
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um sistema de equagdes expresso na forma matricial, para cada ponto do contorno. como

segue:

Ho¢= Ggq, (4.10)

onde H e G sdo duas matrizes N x N, e ¢ e q sdo vetores de comprimento N.

Colocando-se todos os elementos das matrizes H e G correspondentes as condi¢des de
contorno desconhecidas do lado esquerdo, e aqueles correspondentes as condigdes de
contorno conhecidas do lado direito, e multiplicando as matrizes do lado direito, arma-se o

seguinte sistema de equagdes:

Ay =b, (4.11)

onde y € o vetor dos valores de contorno desconhecidos de ¢ € q. O vetor b é encontrado

multiplicando as colunas correspondentes de H ou G pelos valores conhecidos de ¢ ou q E
interessante apontar que as variaveis agora podem ser uma mistura dos potenciais e suas

derivadas, melhor que apenas do potencial como € nos elementos finitos

A eq. (4.11) pode ser resolvida e os valores de contorno sdo encontradas entio. Desde
que isto ¢ feito e possivel calcular qualquer valor interno de ¢ ou de suas derivadas, como

sera mostrado na secdo 4 3.

Para as outras fungoes de interpolagio, a dedugao detalhada sera feita mais adiante.

4.2. Elementos de Contorno

Este trabalho considera o contorno discretizado por elementos isoparamétricos, que sao
inteiramente definidos pelas coordenadas de seus pontos nodais; as fungoes de interpolagio

utilizadas para aproximar valores do potencial de velocidade e de sua derivada serio



considerados constante. linear, quadratica e cubica, definidas pela posicio dos pontos nodais

no elemento

4.2.1. Elementos Constantes

Dando sequéncia ao trabalho, sera realizado. a seguir, uma implementagao numérica para
os elementos constantes, onde serdo demonstradas a equa¢do que define a normal do
elemento. a evolugdo das integrais que definem os elementos singulares e nio singulares das

matrizes G e H e, por ultimo, os resultados obtidos.

[‘.-.".] clemento

/

'!*g._\,]

Figura 4.1. Definigio de elemento constante

dJo :
Os valores de ¢ e — sao considerados constantes sobre cada elemento e sdo iguais aos

oV
valores no ponto nodal, cuja posigdo € convencionada sendo no meio do elemento (fig. 4.1).
Os pontos nas extremidades do elemento sio usados apenas para definir a geometria do

problema.

4.2.1.1. Calculo da Normal

Quando o dominio ¢ fechado, a numeragdo dos elementos ¢ feita no sentido anti-horario
e a normal € definida sendo externa ao contorno 1. Neste trabalho, o dominio € aberto. e a
numeracdo dos elementos sera feita no sentido horario, definindo a normal sendo interna a

superficie (fig. 4 2) [Ciskowski, 1991]



{a) domunio fechado

(h} domunio aberto

Figura 4 2 - Diregdo da normal

\ X. —X
Para calcular a normal considera-se um vetor =( 2 L ‘

o ,0} normalizado e

unitario, construido atraves das coordenadas das extremidades do elemento, e outro

v, =(0,0,1) ortogonal a v,. pode-se determinar o vetor normal ao elemento pelo produto

vetorial entre v, e v, (fig. 4 3)

YE_YI O

)

V:V] XV:—"'-‘ x‘—_\(]
2
0
ou seja,
1'\“_ i
v=[‘ 2 =N
L

ey Ok],

(4.12)

(4.13)

onde 7, /, € A representam aqui 0s vetores unitarios nas diregoes x. y e z, respectivamente. Na

eq. (4.13), L e o comprimento do elemento dado por
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Figura <.3 - Figura auxihar com a convengio de produto vetorral para

sistema cartesiano destrogiro

4.2.1.2 Evolugao das Integrais

Integrais como Iqij e G, da eq (4.6) podem ser calculadas usando formulas de

integragao numerica como, por exemplo, a regra da quadratura gaussiana [Brebbia, 1989]

apresentada no apéndice D.

Para o caso de i# ). as integrais H e G, sao desenvolvidas, entdo, da seguinte

maneira;

s
thi

Figura 4.4 - Sistema de coordenadas

do elemento constante



d;_Ef(h, ) W_ +erro (4.15)

I::r‘(X) dX:j £(5) [—

onde nptg € o numero de pontos de Gauss usados na integragio: W_ e &  sdo valores ja

|
definidos no apéndice D, e, Da‘ € 0 Jacobiano da transformagdo em funcio de X e £

Para isto, ¢ necessario trocar as coordenadas cartesianas para uma coordenada local &
sobre o elemento, como mostra a fig. (44). Considerando X, =(x,,y,) e X, =%s095)
sendo as coordenadas de um elemento reto, realiza-se a transformagio deste elemento em um
elemento reto normalizado, variando de -1 a +1. ou seja:

f(X)=aX+b=§ (4.16)

que aplicando nos pontos X, e X,, forma as seguintes equagoes:

f(X,)=aX, +b=-1 | (4.17a)

f(X,)=aX,+b=+I, (4.17b)

de onde as constantes a e b sdo retiradas facilmente, ou seja,

s (4.18a)
(X, +X.)
XX (4.18b)

Aplicando as equagbes (4 18a) e {4.18b) na eq (4 16), obtém-se. entdo. a relagdao

desejada

40



(4.19)

e tambem

==, (4.20)

onde a equagdo acima representa o Jacobiano da Transformagio presente na eq. (4.16), e

sendo L o comprimento do elemento. A distancia entre o ponto de colocacio K olX %, )

0s pontos de integragdo numerica (em fun¢do da geometria e coordenadas de £) € dada por:

R(E)= (X=X )" (4.21)
ou seja,
) ik % X, —X T |_yﬁ,+y] Y, —y T
Rfé)ﬂ[{ -+ ¢& — '~-*<._.J +L - +§—'—,—‘—ch (4.22)
du’
4.2.1.3. Calculo de —
dv

du’ . . . JR .
Para calcular o termo ——, € necessario determinar o valor de ~—) , pois:
dy v

du’ _du’ dR .
v OR ov’ (4.23)

Ju’

e o valor de Ja e conhecido da eq. (3.18). Para isto, parte-se das equagdes (4.22) e (4.13),

d

de onde vem que
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VR - dR dR) (x-x. v-v )
“lox "oy ‘{ R " R I, (4.24)
C: Consequentemente
JR (x =%y =¥ (y: = A%, ~ x,))
Shy BV e (R
E 5 . (4.25)
Considerando a eq. (4 23), tem-se, entdo, que
' ik o [ x (Y, =y )+ =y )(x, - x)]
T 4 R RL | (4.26)

4.2.1.4. Calculo dos Elementos nio Singulares das Matrizes G e H

Sendo X, e X, as coordenadas das extremidades do clemento. tem-se das equagoes

(3.17) e (4.4a) que:

My s
S
G, :dI“:Jv i H," (kR)dI™. 427

[ntegrando a equagdo acima pela regra da quadratura gaussiana (desenvolvido no

apendice D), obtem-se

-

G,,:J. !'“(kR(E))*dﬁ 2 H'(kRE, )W, ~ (4.28)

» 2

Expandindo a fung¢do de Hankel através das fungoes de Bessel (eq. (A1) do apéndice A),

reescreve-se a equagao acima como
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([ L 1 L
G, = 21 2 o (RRE W, =2V (KR, )W, 5} (4.29)

m=i

Para calcular os elementos da matriz H, parte-se das equagoes (3.18) e (4.5b), ou seja:

gy J“ ik IR
H =J — dr=| -— H{(kR) =
Tl L ~q Ho kR T (4.30)

Integrando a equagdo acima pela regra da quadratura, como para a matriz G obtém-se

nptE
ik JR L Yk JR L
H :J S H(KR(®) — = dE= E SRLIST R ow kL
Ly A (kR(S) dv 2 s emd 4 H7(kRE,.) Jv W 2

(431)

Expandindo a tuncao de Hankel atraves das fungoes de Bessel (eq. (A2) do apéndice A),

reescreve-se a QC]U&QEO acima como

nplg

JR L }
(4.32)

_Z{ i(.{ (kR(E a:R_W [:. Ey kR(E =
- ._ 4 1 -m)) av m 2 + 4 ]( (Hm))_aTW”\ r_>_

m=1|

4.2.1.5. Calculo dos Elementos da Diagonal das Matrizes G e H

Para o caso onde 1 e ] estdo no mesmo elemento, ou seja, i = j, a presenca no elemento de
singularidade devido a solugao fundamental quando R—0 requer uma integragio com férmulas
especiais para obter uma maior acuidade. como por exemplo, a integragio pela regra da
quadratura gaussiana logaritmica. No caso de elementos constantes, eles sdo calculados

analiticamente.

Sabendo-se que a normal v e a coordenada do elemento sio sempre perpendiculares uma

com a outra, e que o raio de integragao agora esta sobre o elemento (fig. 4.4), tem-se que
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s VR 0
—=VR-v=
e (4.33)

Assim, os termos H serdo identicamente zeros, pois

. o’ J du” odR
" _J v =) R B 9r=0 )

1
e consequentemente, H = 3

Os elementos G requerem manuseio especial. A fungdo de Hankel, presente na eq.
(4.27), foi expandida em termos das fungoes de Bessel (eq. (A1) do apéndice A). Assim, a eq.

(4 27) pode ser escrita como:

K Xs X,
G..=J ; H(kR) dr=f gJ.,(kR)dHJ o Yo(kR) dr =

X Xy X

1""(1 ) !J'\':
== L Y, (kR) dI"+ 2d, J . (kR) dI (4.35)

A segunda integral da eq. (4.35) pode ser resolvida numericamente, pois ndo ha casos de

singularidade presentes. A atengdo se volta, entdo, para a primeira integral.

=
INTI =_Z-[ Y, (kR) dI' . (4.36)

X

Para integrar a expressao acima, deve-se prnimeiro trocar as coordenadas para as

coordenadas normalizadas & sobre o elemento (figura 4 4), tal que:

N|:—_

I\ (4.37)
|
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J4
dl'=dR =d§5, (4.38)

onde L ¢ o comprimento do elemento.

Aplicando a eq. (4.37) na eq. (4 36), obtém-se a seguinte equacio:

(4.39)

Esta integral, calculada através das expansoes da funcdo de Bessel de segunda espécie e

ordem zero (Y, (kR)), e da eq. (4 32) acima, foram desenvolvidas no apéndice B.

4.2.1.6. Resultados

Na secao 4 2.1 foi desenvolvida a formulagio do MEC para resolver problemas de
radiacao e dispersao de ondas acusticas bidimensionais em altas frequéncias, onde o contorno
era discretizado em elementos constantes. Agora., sera investigado, numericamente, o
potencial radiado (¢) de um cilindro pulsante de raio unitario e comprimento infinitesimal, ou

seja, uma membrana circular, mergulhada num dominio bidimensional. cuja condigdo de

do .
contorno sera a————I.O ao longo de todo seu contorno  Este problema sera utilizado. também
\]

.para validar os demais tipos de implementagao numerica que serio realizados neste capitulo.

A discretiza¢do do contorno foi feita em 8, 16, 64 e 256 elementos. Os resultados sio
comparados com a solugdo analitica e apresentados no grafico da fig. (4.5), onde o eixo x
representa a frequéncia normalizada pelo raio do cilindro, e y o modulo do potencial de

velocidade. Para a integragao numerica foram utilizados 10 pontos de Gauss (apéndice B).
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Este numero foi escolhido apos uma investigacdo dos resultados utilizando-se um nimero

variado de pontos de Gauss para o raio de integragio.

A solugao analitica para radiagdo de ondas ¢ dada por Yoon [1989] por

o(P) = A,[J,(kR) +i Y,(kR)], (4.40)

onde
4 U .
Ay= ~—_;‘(Jl(ka)—: Y, (ka) ] . (4.41)
kC:

sendo a amplitude U considerada unitéria, e

B 2 J, (ka)
" sen(y,) (4.42)
[+
Yo =aret ikkal '
0 g Y,(ka) (4.43)

Observa-se no grafico da fig. (4.5), o aparecimento de divergéncia em certos numeros de
ondas. A solucdo dos problemas de valor de contorno para radiagdo actistica € unica para
todos os valores de k. Esta falta de unicidade apresentada no grafico da fig. (4.5) é um
problema puramente matematico [Schenk, 1968], ¢ sera estudado com mais detalhes no final
deste capitulo. O grafico da fig. (4.6) mostrado logo a seguir, representa o intervalo onde

ocorre a primeira ndo unicidade do grafico da fig. (4 5).

4.2.2. Flementos Lineares

Nesta se¢ao sera desenvovido um trabalho analogo ao realizado para os elementos
- : . - J0
constantes. Inicialmente, considera-se para os elementos lineares, a variagao de ¢ e — sendo

ov

linear e os nos sendo as extremidades dos elementos (fig. 4.7).
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Figura 4.5 - Potencial de veloaidade de radiagio (analitico e numerico) de

um cilindro pulsante de raio a=1.0, para 8, 16. 64 ¢ 256 elementos

{elementos constantes)

12 14

Figura 4.6 - Potencial de velocidade de radugio (analitico e numenco) de
um cilindro pulsante de raio a=1.0. para 8. 16. 64 e 256 elementos

{clementos constantes)
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Como nos elementos constantes. o valor das v

0s mesmos para todo o contorno.

ariaveis para os elementos lineares serao

A equagdo integral para os elementos lineares e dada por [Brebbia. 1989]

c, o, +j¢ q'dr=j u qdl+¢',

I

r

(4.44)

0 . _ ;
onde ¢, =—— .sendo 6. o angulo interno dos cantos em radianos, como mostra a fig. 49
PO2K

e

[Ciskowski, 1991].

valer nodal

no
(X,%) clemento
i -
et ; i :, de doug — 4
y w2 - \
-’ H%.Y )

—— no

fig. 4.7 - Definigio de Elemento Linear

4.2.2.1. Discretizacao da equacio integral

Discretizando o contorno em N elementos, a eq. (4 44) pode ser reescrita como:

cor X Jowar T [uraars
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o)
Os valores de ¢ e N em qualquer ponto dos elementos, pode ser definido nos termos
s

de seus valores nodais e de duas fungoes de interpolagio linear, W, ey., ou seja

. 0,
&) = vy, ¢ + W, 0, = [Wl W:] {q) } (4.46)
e
96(§) B B [ q,
e Vi 4, t v, q, = |y, W:] a0, (4.47)
onde as fungdes de interpolagdo podem ser dadas como (fig. (4.8))
I ; <k
W, == (1-8) (4.482)
e
! .
=5(l+c") (4.48b)

Aplicando a eq. (4 46) na integral do lado esquerdo da eq. (4 45), pode-se escrever:

J¢q‘dr=j{wi 0, +V, ¢:]q'dF=H[w. 2 ]{ '}q

T F, r

dl" =

Nt

1

2

=_[ v, w.]q’ dr{$:}=[h:‘ h!] i“ (4.49)

onde, para cada elemento j, tem-se dois termos nos nos:

h! =J.wl q dr’ (4.50a)

1
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-

2=-1 E=() Z=+]

Fig. 4.8 - Fungoes de Interpolacio Linear

hy= jw; q dr (4.50b)

’

Analogamente. aplica-se a eq. (4 47) na integral do lado direito da eq. (4.55), obtendo-se

_r’.u' q dr=! lwi v ] u dr{zl}=[g? 81 ‘{2’} (4.51)
onde
g :jwj u'dl’ (4.52a)
e .
g = jwz u'dl’ (4.52b)

r]

4.2.2.2. Tratamento dos Cantos
Um dominio discretizado usando elementos de contorno. apresentara uma série de

cantos, que requerem atengoes especiais, pois as condigdes em ambos os lados podem nio ser

as mesmas [Brebbia, 1989]
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Quando o contorno do dominio € discretizado em elementos lineares continuos. o no 2

—

do elemento ] ¢ 0 mesmo ponto que o no 1 do elemento j+1 (fig, 4.9).

Desde que o potencial e unico para qualquer ponto do contorno, ¢, do elemento j ¢ ¢
P 1

e . J
do elemento j+1 sio os mesmos, 0 que ndo € regra geral para a variavel éﬁ pois existem
v

= o J
pontos no contorno onde a normal sofre uma descontinuidade ¢ onde -)-(B nao tem valor unico
AY ’

Isto ocorre em pontos onde a normal do contorno ndo € tnica (pontos de cantos), podendo
ocorrer também quando o valor de q prescrito ao longo de pequenos contornos apresenta

discontinuidade em pontos particulares.

(2)h

clemento
1

clemento
1

(1) (2)

fig. 4.9 - Intersecgio do Elemento

. Jo
Embora os cantos com diferentes valores de )— em ambos os lados existam em muitos
ady

s , J
problemas praticos, os valores descontinuos de — ao longo de contornos planos sdo

av

raramente prescritos.
Para fazer uma avaliagdo da possibilidade do valor q no no 2 do elemento poder ser
diferente do valor q do no | do proximo elemento. as variaveis q podem ser arranjadas em um

array de 2n.

Substituindo as equagbes (4.49) e (4.51), para todo elemento | na equagdo (4.45),

obtém-se a seguinte equagdo para 0 no i

51



= [Gar G, 'G-‘_‘N] - (4.53)

onde H ¢igual aotermo h} do elemento j mais o termo h?™" do elemento J-1.

A equagdo (4.53) pode ser reescrita por simplicidade como:

Cu“=+zﬁu ¢; = XGIJ q, (4.54)
=1 1=l

ou mais simplesmente

ZHH 0, = ZGII q; (4.55)

onde

( . -
H; =H,, parai # )

(4.56)

H,=H +c, parai=]

Variando a posigdo dono de 1 a N, aeq. (4.53) em consideracdo, produz um sistema de

equagoes, a qual pode ser representada na forma matricial como:
Hé¢=Ggq (4.57)
onde G pode assumir ate as dimensdes N x 2N.

Muitas situa¢des podem acontecer em um no do contorno. como por exemplo, quando:

52



* O contorno é plano no no: neste caso. o valor de q antes e depois do né sio os mesmos. a
menos que eles sejam prescritos diferentes; mas, neste caso, apenas uma variavel sera

desconhecida, ou o potencial ou o valor q unico.

* O no é um ponto de canto: neste caso quatro diferentes casos sio possiveis dependendo das

condigdes de contorno:

- valores conhecidos H— antes e depois do canto
v

valor desconhecido . ¢ (potencial)

: do
- valores conhecidos © ¢ e — antes do canto

dv
valor desconhecido a— depois do canto
%
. do ‘
- valores conhecidos . ¢ e dv depois do canto
_ do
valor desconhecido o antes do canto
- valor conhecido 0
. do :
valores desconhecidos v antes e depois do canto

Existe apenas uma incognita por nd para os trés primeiro casos. e duas incognitas para o
quarto caso. Como existe apenas uma incognita por no, o sistema (4.57) pode ser reordenado
de tal forma, que todas as incognitas fiquem do lado esquerdo, e obteremos um sistema usual

N x N de equagdes ., isto €

A y=b (4.58)
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onde y € o vetor das incognitas N x |, A € a matriz de coeficientes N x N, cujas colunas sio
colunas da matriz H, e colunas da matriz G, depois de uma mudanca de sinal, ou soma de duas
colunas consecutivas de G com sinal opostos, quando a incognita é o valor unico da variavel q
no no correspondente; b e o vetor conhecido, computado para produzir as condigdes de

contorno conhecidas, e os coeficientes correspondentes das matrizes G e H.

valor nodal de

do
0 ou Jv
l valor nodal de
| 9
) - O ou v

figura 4. 10 - ¢clemento discontinuo

Quando o numero de incognitas nos nds de canto ¢ dois (quarto caso), uma equagao
extra ¢ necessaria para 0 no. O problema pode ser resolvido usando a idéia de
'descontinuidade’ do elemento [Massonet, 1965] Os nos, que aqui sdo o final do elemento j, e
micio do elemento J+1, sdo trocados nos dois elementos lineares, os quais sdo pegos como
canto e remarcados com dois nos distintos ao invés de serem apenas ligados nos cantos (figura

4.10)
Entdo, uma equagao pode ser reescrita para cada no.

O potencial e o fluxo sdo representados pelas fungdes lineares ao longo de cada elemento

nos rermos de seus valores nodais, mas eles sdo, em principio, sempre discontinuos nos cantos.

4.2.2.3. Evolugio das Integrais

A formula para integracao numérica ¢ a mesma utilizada para os elementos constantes na

equacdo (4.15), ou seja, a regra da quadratura gaussiana.
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A transformagdo de variaveis, necessaria para a regra da quadratura gaussiana poder ser

usada, ¢ obtida através da seguinte transformacio de variaveis:
=a+bC (4.59)
Observando a fig. (4.7), tem-se que:

-para (=0 = E=-1
-para[[=L =¢&=1

Aplicando estas duas relagdes na equagdo (4.57), obtem-se que:

L
a=b=—
2 (4.60)
e também que,
L
rE©=+(1+g (4.61)
de onde vem que
ar _L
- (4.62)

que € o Jacobiano da transformagao.

Agora, € necessaria uma relacdo entre a variavel X e I. Para isto, consideremos

X, =(x,,y,) e X, =(x,,y,) segue-se a seguinte tabela (fig. 4.7):

e a seguinte variacdo linear entre X e I™:
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X=a+br, (463)

de onde observa-se que

-paral =0 = X =a+0,

-paral’'=1 => X,=a+blL,

chegando aos valores de

(4.63a)

(¢

L (4.63b)

Aplicando estes valores de a € b na equagao (4 59). obtém-se para cada coordenada, as

relagOes desejadas:

x=— 5 £ (4.64a)
Analogamente, chega-se em:
_Ys ¥y ¥y
yE=5 + > E (4.64b)

Como a geometria dos elementos lineares e a dos elementos constantes é a mesma a

normal pode, entdo, ser calculada da mesma forma que a dos elementos constantes. O calculo

5t _ . . du’ _
da distancia do ponto de colocagdo aos pontos de integragio, e de 5, Seguem a idéia basica
Y

dos elementos constantes (equagoes (4.22) e (4 26))



4.2.2.4. Cilculo dos elementos nio singulares das matrizes G e H

Aplicando as eq. (4.49) e (4.51) na eq. (4.45), vem que

J ¢,+21h:’ h] {$}=215 o?] {2} (4.65)

1=l

Em seguida ¢ apresentado o desenvolvimento dos termos h!, h, g’ e gl

¢ Desenvolvimento de h;‘l

Desenvolvendo a eq. (4 50), tem-se que

5 o '
by = Jw](xm (i.%) dr(X)—-_[wl o dr(X)=Jw,(x‘y)a“aﬂR) dr=

1 J 1

ok 9R] o ik IR(E)
= J wOK = H RS faroo - [ e HJkR(&))}m PACR. &) dt =

]

ok j _ e dR(E) g
=i v, (8) [1, (KR(®) +4Y, (kR (E)) | EYE] JAC(R.8)| d&

(4.66)
que, integrando pela regra da quadratura gaussiana, torna-se:

npig npig

ik IR B g - oR L
o =_4{Zj(m(g“))m W, — (&) + th(kR(ém)) 5 V7 v (E,)

m=|

(4.67)
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dR
onde € dado pela eq.(4 25).

Aplicando a fungdo de forma da eq. (4 48a) na equacio acima, obtém-se o valor final de

h{, como segue:

nptg

i, 08 Z o
h'I 4 Jr(kR(&m )) av \Mrn

m=|

+

L (1-¢)
2 2

- R . L (1-&,)
- E Y, (k gy b Bm
! 1( R(gm)) a\" m 2 2

m=|

(4.68)

® Desenvolvimento de hlz"'

Analogo ao desenvolvimento da eq. (4.50a), tem-se para a eq. (4.50b), que:

ik | R L (1+E)
W S, I(R —_— — o 4
nT Z",'J'( G35y Wo 3 73

\ L. {145,
= (4.69)

_ dR
Z; Y, (KR(E, ) — W, -
m=| (}v ’
¢ Desenvolvimento de gllj

Desenvolvendo a eq. (4.52a), tem-se que:

gl = J.w] u' (i, X)dI(x) - jwi(X)[iH;“(kR)}dr(X) »
B
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fw, ® {; H;“(th&J)}J'JA(J(R‘&)(d&;

1

=i~jw1(§l [ (kR(8) +1Y,(kR(D)] [rAC(R,8) de (4.70)

que, integrando pela regra da quadratura gaussiana, torna-se:

m=|

nptg npig
) "‘I . L § i L
gl et 4{2 Jf', (kR(&_m )) Wm 5 wf(ém) +Z; Yﬂ (kR‘(E..m )) Wm E Wl (gm )}

(4.71)

Aplicando a fun¢do de forma da eq. (4.48a) na equagio acima, obtém-se o valor final de

g!, como segue:

- f nptg
L (1-¢ )
8 :%{Z To (kR ) Wo 5 &, +zf Y, (kR(E_)) W % { 5..,1)}

| m=l 2 m=| i 2
(4.72)
: ij
* Desenvolvimento de g5
Analogo ao desenvolvimento da eq. (4 52a), tem-se para a eq. (4.52b) que:
nptg i \ nptg
i J L {1+§ L (+
ggzZl Jo(kR(E, ) W, Y l ﬂaﬂJ +2! Y, (kR(,)) W, i ( 2};“)
m=1 m=|
(4.73)
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4.2.2.5. Desenvolvimento dos Elementos da Diagonal das Matrizes H ¢ G (Elementos

Singulares)

* Desenvolvimento de H;;

Para os termos da diagonal de H serem desenvolvidos, seria necessario a determinagdo
da constante c, da eq. (4.44); neste trabalho, porem, cles serdo calculados implicitamente,

simplificando a formulagio [Brebbia, 1989]

O procedimento ¢ baseado no fato que as singularidades da solugdo fundamental
dindmica e estatica do operador de Laplace, para R e k tendendo a zero sio as mesmas
[Dominguez, 1993]  Entdo os coeficientes independentes das equacdes dos elementos de

contorno, ¢ , sao as mesmas na dindmica e na estatica.

As integrais que ddo origem aos termos de G e H da eq (4 57), dependem somente da
geometria do contorno, das fungdes de interpolagio e da solugdo fundamental (ou sua

derivada), e ndo das condi¢des de contorno especificos de determinado problema. Ou seja, G

e H sdo os mesmos para quaisquer condigdes de contorno, assim sendo escolhe-se ¢ =10 e
do,
W =0 Para o operador de Laplace, quando k — 0, tem-se entdo que ¢ =6 e assim,

H* 1=0 (4.74)
ou ainda,

™M

Z H* =0 (4.75)

=l

ou seja,

H =— ) H™ (4.76)

Obtém-se entdo, o elementos diagonal H™, que por sua vez é composto pela

contribui¢do do termo livre ¢, e da integral singular propriamente dita
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H™ = CT"' + [:{:b' (4.77)
ou seja,
¢ =H" -HF (4.78)

3 - 5 % (=1 2 -
A singularidade aparece apenas no termo H®™, porém o termo livre ¢, depende somente

da geometria; assim, para o desenvolvimento assintotico da solugdo fundamental (R—0), tem-

se que
& =6 (4.79)
Sabe-se tambem que
din __ _din “rdin
Hi" = ¢ +H; (4.80)

assim, aplicando a eq. (4.76) na eq. (4.78), tem-se que

.
o =(-) He*)- He*) (4.81)
J=!
INESR]

Atraves das equagoes (4.79) e (4.81), a eq. (4.80) pode ser reescrita como

N
I_Ifilm = (_E HICJSt )+ (}{ﬂm — I:[::Isl.) (4.82)

)*1)

Desta forma, retira-se a singularidade dos termos da diagonal, pois o segundo termo da

eq. (4 82) € ndo singular [Dominguez, 1993].

A condigdo apresentada pela eq. (4 82) ¢ valida somente para dominios fechados.

Quando os dominios sdo regides abertas infinitas ou semi-infinitas, se 0 movimento do corpo
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rigido estatico € prescrito com um potencial unitario, a integral sobre o contorno externo I”

no infinito nao sera zero. Desde que a solugao fundamental estatica

IR

u’.“il T o
2nR ov

(4.83)

¢ devido a uma fonte negativa unitaria [Dominguez, 1993] , tem-se, para R = ¢ — oo que:

ju;t dlr =-1

Os termos da diagonal da matriz estatica para este caso

HY =¢c +H =1- E H*

N

H:]Im - !_ZI:I:TL + (H:In __I:I::isl)

=1

1#)

Entdo, a unidade deve ser adicionada nos termos da diagonal nestes casos.

(4.84)

(4.85)

(4.86)

Esta maneira de se calcular os termos H implicitamente poupa o trabalho de se calcular

o valor de ¢, explicitamente, proporcionando uma forma de integrar sobre a singularidade de

g

e Desenvolvimento de Gj;

A seguir, serao apresentados o desenvolvimento dos termos g ¢ g" para os elementos

da diagonal de G, presentes no lado direito da eq. (4.65): os casos de singularidade foram

resolvidos analiticamente, e seus desenvolvimentos se encontram no apendice B.
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® Desenvolvimento de g

Analogo ao desenvolvimento de g} (eq. 4 70) tem-se que

gl =;¥JLwt(g) [7,(KR(E)) +4Y, (KR (2))] DAC(R,8)| d& (4.87)

O primeiro termo do lado direito da eq. (4.87) pode ser resolvido numericamente, por
ndo apresentar casos de singularidades (como mostra o apéndice A); assim, utiliza-se o método
da quadratura gaussiana para resolver a sua integragdo, identico ao processo realizado na eq.

(471)

O segundo termo, porém, deve ser desenvolvido analiticamente. ja que este apresenta

casos de singularidades, como foi mostrado para elementos constantes.

O ponto de colocagdo, para a implementagio dos elementos constantes, foi definido
como ponto medio do elemento; para o caso dos elementos lineares, o ponto de colocagio €

considerado sendo o ponto x,. Entdo, para desenvolver a eq. (4.21), tem-se que

x!(&)_x.- === &+

Xo = X, e a0 X, X, Xs X,
_.s(t — =
2 2

) (4.882)

_}":“}"1 YI+y]_ _ _Y:_ __.y_] i;_ -Z-]-—
Y1(E;)_Yc_ 5 &+ 2 yi_[z 2}"-2 2T

r

=20 4+ (4.88b)

Aplicando as equagdes (4.88a) e (4.88b) na equagio (4.21), vem que:
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2

t3 =

| — F Iy
R(&«)z“ = (1+F,)J +L

-

(]+§)JI

+E :
== {(x-x ) (e - v )P =L ey (4.89)

Substituindo a eq. (4.89) na eq. (4.87), tem-se que

+

2= [rvame b at Jov[Savn) & (1)

=i =
+1

I kL ,
- f\a,(?na)] (1-9) d& (4.90)

A eq. (4.90) € desenvolvida analiticamente no apéndice B.

¢ Desenvolvimento de gg

Analogo ao desenvolvimento de g, tem-se que

gl =§jw1(él [1,(KkR(8)) +1Y, (kR(&)) JAC(R.E) d& (4.91)

-1

onde o primeiro termo do lado direito da eq. (4.91) é resolvido numericamente pelo método da

quadratura gaussiana (1dem a g,'), e o segundo termo

+
!

; L kL \
INT3 = _ff Yo (kR(©®) — . (8) d&,=-;— jz \1,("2—(1+®J

-l 2

|-

(e
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ol yﬂ[%m@] (1+8) dg (4.92)

e resolvido analiticamente, sendo seu desenvolvimento apresentado no apéndice B.

4.2.2.6. Resultados

Basicamente, os resultados apresentados para os elementos lineares possuem as mesmas

consideragoes ja feitas para os elementos constantes.

A discretizagdo do contorno foi feita em 8,16, 64 e 256 elementos. Os resultados 530
comparados com a solugao analitica e apresentados no grafico da fig. (4 11), onde o eixo x
representa a frequéncia normalizada pelo raio do cilindro, e y o modulo do potencial de
velocidade. Para a integragdo numerica foram utilizados 10 pontos de Gauss, como nos
elementos constantes. Este nimero foi escolhido apos uma investiga¢do dos resultados
utilizando-se um numero variado de pontos de Gauss para o raio de integragdo (apéndice B).
O grafico da fig. (4 12) mostrado logo a seguir, representa o intervalo onde ocorre a primeira

nao unicidade do grafico da fig. (4.11)

4.2.3. Elementos Quadriticos

Nos problemas reais, geralmente as geometrias ndo sio lineares. Neste caso, € mais
conveniente realizar uma implementagdo usando elementos curvilineos. Eles nio apresentam
nenhuma dificuldade especial, sendo necessario apenas a transformacdo das coordenadas

cartesianas para as curvilineas. Considerando o contorno da curva mostrado na figura (4.13),
onde I' € definido ao longo do contorno e R € o vetor posicdo, em funcdo do sistema
cartesiano do sistema (x,y), temos as variaveis ¢ ou q, que podem ser escritas nos termos das

fung¢oes de interpolacdo, os quais sdo fungdes das coordenadas normalizadas &, 1sto €:
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Figura 4 11 - Potencial de velocidade de radiagio (analitico ¢ numcrico) de
um cilindro pulsante de raio a=1.0, para 8 16. 64 ¢ 256 clementos
(elementos lineares)
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Figura 412 - Potencial de velocidade de radiagdo (analinco e numénico) de
um cthndro pulsante de raio a=1.0, para 8.16. 64 ¢ 256 ¢lementos
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,
¢’(E;)=W1 o, T, 0,+y, 0, = [‘l"1 v, WI] q):
¢,

q,
a@ =w, 4, +V, 4.+, q, =y, v, ] q:J

4,

onde as fungdes de interpolagdo podem ser dadas por [Brebbia, 1989]

& (E-1

to | —

v, =
vy, =(1-9) (1+8)

1
Y= g (1+9)

(4.93)

(4.94)

(4.95a)

(4.95b)

(4.95¢)

Estas fungdes sdo quadraticas em £ e ddo os valores nodais das variaveis $ ou q, quando

especificadas para os nos, isto €, de acordo com a figura (4.14), tem-se:

no F, v, v, y,
1 -1 1 0 0
2 0 0 1 0
3 l 0 0 |
v | ar T
| II dv
dx
/R
| X

fig. 4.13 - Contorno curviiineo
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W, V2 W
T {

v || E
{ i ‘
e ls — |
() (2) (3)

(a) fungocs dc forma

| valor nedal de —r—
| s G o
> | s —— L i o) /?T e
X | W Tt !
| ki Cwlornodilde
T < gou = 3 |
{ e e g 7 | |
iy (2) 2wl feo) £=0 E=a)
- b ] ]
| 1 | i <" valor nodal de
i | < » B b ! ;
; ' (i ST g ! '
I ! ! (1) (2) (3)
' ! 1 -
. L2
X
(b) elemento quadratico ( ¢) sistema de referéncia

figura 4 .14 -
(a) fungdes dc forma
(b) clemento quadratico

(c) sistema de referéncia

As integrais ao longo de quaiquer elemento "|" sdo semelhantes aos elementos lineares,

mas existem agora trés variaveis nodais (figura 4.15).

no
(NI‘YIJ"‘ - clemento
‘,.a-, ;-...‘;—,. - -
# v £ - (\;‘:{;Y‘:_}‘ "'..“]x‘,y-‘)
2 ef

fig 415 - Definigao de elemento quadratico
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4.2.3.1. - Evolucao das Integrais

A equagao integral para equa¢do de Helmholtz € a mesma definida para os elementos

lineares (eq. 4 44), discretizando-a em N elementos, obtem-se

c, q)|+2 j(bq'(iF:z J u qdlC+¢'
Floo, A

(4.96)
Aplicando a eq. (4 93) na integral do lado esquerdo da eq. (4 96), tem-se que
o,
dq dI'= [wl 0, +VY, 0, +V; ¢’3] q dI" = [W: v, W}] ¢, (q (dl'=
r, II l-' .¢]
o, o,
= J{w, w. wiJa"dT {0, (=[h! hY hY] o, 4.97)
r (‘p’i q)‘t
onde para cada elemento j, tem-se trés termos nos nos:
h! =Jw, g dl”, (4.98a)
I'j
h! = J.lp: g dr, (4.98b)
I
[+
hj =J.qr,, g dl. (4.98¢c)
I-J
Analogamente, aplicando a eq. (4 94) na integral do lado esquerdo da eq. (4.96), tem-se
que
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q, q
_[u'q dF=J[w. v, W] utdl (g, (=g} g} gl {a. (4.99)

[ r q, qs
onde
g/ =_[w. u dl’ (4.100a)
I-‘I
g, =j\|’2 udl (4.100b)
I—I
g3 :Jwa wdl (4.100¢c)

Variando a posigdo dos nos de 1 a N, os resultados das equagoes (4.98a) a (4.98¢c) e
(4.100a) a (4.100bc) sdo reunidos em sistemas de matrizes G e H, respectivamente. A matnz G

sera uma matriz retangular (2N x 3N) pois, para cada no pertencente a extremidade do
. Jo . :
elemento, pode haver dois valores de 3y isto €, um antes e um depois do no. A matriz H sera
Y

uma matriz quadrada (2N x 2N). Feito isto, as matrizes G e H sao reordenadas segundo as

condi¢des de contorno, resultando em
AX=F

onde X é um vetor (N x 1) das incognitas, sendo N o numero de nos; A € uma matriz (2Nx2N)
cujas colunas sd0 uma combinagao linear das colunas de H ou G dependendo das condigdes de
contorno ou das duas colunas consecutivas de G quando os valores desconhecidos possuem
um valor unico em ambos os lados dos nos de extremidade do elemento; € F € um vetor
computado pela multiplicagdo das condi¢des de contorno prescritas pelos termos da linha

correspondente de G e H.

A evolugio dos termos (4.98a) a (4.98¢c) e (4.100a) a (4.100c), requer o uso do

Jacobiano da transformacdo, ja que as fungdes Y, sdo expressas nos termos de &, mas as
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integrais sdo fungdes de I'. Para a curva da figura (4 13), a transformagao é simples [Brebbia,

1989]

_I 1)
Jdé‘ (4.101)

anr o (& (4]

que pode ser escrito como:

L

< RIS b
dl'= [ (%E] +[%€J J d&=[JAC| d§ (4.102)

onde |JAC| é o Jacobiano.

Assim, pode-se escrever:

h” :st(g) q dl=|wy.(§)q |[JAC| d§ s=1,2,e3 (4.103a)

r, -

+1

g, =st(é) uwdlh= |y (§)u JAC| d&  s=1,2e3 (4.103b)

T !

Geralmente, formulas do tipo das (4.103a) e (4. 103b) sdo bastante dificeis de se integrar
analiticamente, e as integragdes numericas sdo usadas em todos os casos, inclusive nos

elementos com singularidade.

Para calcular o jacobiano, [JAC|, na eq. (4.102), € necessario uma varia¢do das

coordenadas x e y nos termos de £.  Estas coordenadas dos nos referem ao sistema global.
Isto pode ser feito definindo as formas geométricas do elemento da mesma forma que as

variaveis ¢ e q sio definidas, isto €, usando interpolacdo quadratica:

X =Y, X, + W, X W X; (4.104a)
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Y=Y, YTV, Y TV, Y, (4.104b)

[sto € similar ao conceito dos elementos isoparameétricos (quando o numero das fungdes
de forma usados na interpolagdo sao iguais ao numero de fungdes de forma usadas para o

campo de deslocamento), comumente usados nas analises dos elementos finitos.

Substituindo as equagdes (4.95a) a (4.95¢) nas equagdes (4.104a) e (4.104b), pode-se

ESCIrever.

(% om JHE, (4.105a)

v

1, 1
x(‘r;)=; g“(x1—2xj+x] )+E

|, 1
yO =7 & (¥, =2y, +y;)+7 & (¥3-¥i)+Y: (4.105b)

Assim, o Jacobiano pode ser obtido substituindo as equagdes (4.105a) e (4.105b) na eq.

(4.102), resultando em
[ 1 BT 2
JAC] ={ L(xi —2X, +X;) §+E(x3 - X, )J + L(Yl —2y,+y;) g"'%()’s - Y )] }
(4.106)

e aplicando as equagdes (4.105a e (4.105b) na eq. (4.21), o raio de integragdo sera dado,

entao, por

R(E) = J(x© - x.)* +(y(&) ~y.) (4.107)

Sabendo-se que a normal para os elementos quadraticos ¢ dado por [Brebbia, 1989]:

(BJAC BJACJ
v=|— (4.108)

dy = ox

chega-se em
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4

R _gp .y _[9R 9R) (UAC _DIAC
= Lax’ay Sy 3y (4.109)

Assim, pode-se calcular o valor de q” na eq. (103), como segue

Ve (4.110)

du’ .
sendo que i ja é conhecido da eq. (3.18).

dR

4.2.3.2. - Calculo dos Elementos nao Singulares das Matrizes G ¢ H
¢ Desenvolvimento da Matriz H

O desenvolvimento dos termos h” (s =1, 2 e3) da eq. (4.103a), para i # j, segue

normalmente pela aplicagdo das fun¢des de forma e integracdo pela regra da quadratura

gaussiana:
h! J% w,(X) dr(X)!ws(X)(—rE-] H\" (kR) aa—*} drx) -
=]:.w5(é)(-fﬂ H{" (kR(§)) %R((g PACRH| dT®) -
= % _[ (&) [J,(KR®)) +1Y, (kR(E)) ] av{g |JAC R,E)| d&=

ile oR i . oR
== Z‘Jl(kR(ﬁm))W W, JAChy,(E,) + Zf V(RE,) == W, DAC v, (&,)

m=1

(4.111)
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coms=1,2e3.

¢ Desenvolvimento da Matriz G

O desenvolvimento dos termos g! (s =1, 2 ¢ 3) para eq. (4.103b), para i # j, ¢ feito

analogo ao desenvolvimento dos termos de h, como vé-se a seguir:

g:’:ju’ v.(%) dl‘(X):J_ua(X) GJ HO (kR) dr(X) =

+1

=j v.© 7 HYKRE) PACRE| dT® -

+1

= % J‘\pg(g) [, (KR®) +1Y, (KR®)) | JAC(R,8)| d& =

nptg npig

-1 ZJU“{R(%)) w, baclv(5,) « X Y,(kRE,) W, BACI (&)

m=1

(4.112)
coms=1, 2 e3.
4.2.3.3. - Cilculo dos Elementos Singulares das Matrizes G ¢ H

As singularidades ocorrem quando o ponto de colocagdo € um dos trés pontos do

elemento em que estdo contidos.
As singularidades ocorridas na diagonal da matriz H sdo resolvidas analogamente as dos

elementos lineares (item 4 3.2.5); as integrais com singularidade na matriz G serdo analogas as

da eq. (4.103b), ou seja
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+1

g’ =_|.q;s(><) u’ dl'(X):_[Ws@ u” JAC| d§ (4.113)

I =1

coms=1,2e3.

Trés casos sdo considerados dependendo da posicdo do ponto de colocagdo, ou seja, no

no 1, 2 ou 3 (conforme mostra a figura 4.16).

ponto de colocagio ponto de colocagio ponto de colocagio
nono 1 no no 2 noné 3

g=+1

g=+1

n=0

figura 4.16 - Sistema de coordenadas geometricas

para integragdes numericas

i.Ponto de Colocac¢io no No 1

A troca das coordenadas de x e y para £ ¢ definida através das equagdes (4.105a) e
(4.105b).

Mas, para integrar a singularidade, uma nova troca de variaveis ¢ feita:

B E+1
ﬂ—_z (4.114)
e assim,
E=2on-1 (4.115)
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As funcdes de forma em relagdo a nova variavel, passa a ser, entao:

20—1 4
Wm:%@”]): 5 2n-=-1-1)=2n" -3n+1 (4.116a)

Yoy =(1=6)(148E) =1-8 =1-(2n-1)* =4n(1-n) (4.116b)

m-1
2

€+ = (2n-1+1)=n2n-1) (4.116c)

' -2
3A 2

Assim, os elementos da diagonal da matriz G, serdo escritos da seguinte forma:

g :jws(x) i HY (kR) dI(X) =

L

' 1
=_[ws(><) i J,(kR) dI'(X) —Jw, X) Y,(kR) dI(X) =

T L

+1 +1

=-j; J.w“(é) T, (kR(8) PAC(R,8)| d& +jwq‘: Y,(kR(M) JAC, (R,n)|dn

-1 8]

(4.117)
com s e s, variando de | a 3, onde
x, =(20* =n+1) x, +(@n-4n") x, +(2n° - x, (4.118a)
y, =20 =m+1)y, +(4n-4n’) y, +2n* -n) v, (4.118b)
e
|
IERTCAL
A Ya
JAC, |= ) +L ) 4119
& .\‘ L( o an J ( )
ou seja,
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1
|_ X 3 T 3 ]z 2
bac,|= | 2nCx, +x3—2x3)+2x:ﬂ73-;x1J +|"2T](y] +y3—-2y._,)+2y2-y?3_—2—y2J

(4.120)

As integrais sdo divididas agora, em duas partes: uma com singularidade (segunda
integral do ultimo termo da equagdo (4.117)) e outra sem (primeira integral do Gltimo termo
da equagio(4.117)). Como a singularidade apresentada € do tipo logaritmica, € integrada pela

formula de integragdo especial logaritmica (apéndice D), do tipo:
1 nptgl
1
1=Jlr{—Jf(n) dn = ZWM FMei) (4.121)
0 T] ml=1
Assim, desenvolvendo a integral com singularidade da eq. (4.117), tem-se que

+1

+1 |
1) W, Yo(KR) JAC,|
INT4=I iy, Y,(kRmM) JAC,|dn= ] i lr{ﬁ] dn=

)
Inl —
n
npigl

1 1
= Zl Wm! wsr\ E Y{](kR(T]ml)) 1JAC'\| -_]n -r‘

0

(4.122)

i ml
mi=|

comss =1, 2 e 3; onde {JAC _,\l € 0 jacobiano e y, sao as fungdes de forma em fungdo de n,

dados pelas equagdes (4.120) e (4.116a) a (4.116c¢), respectivamente.

A parte sem singularidade da equagao (4.117) ¢ integrada pela formula da quadratura

gaussiana nos termos da variavel &

+|

nptg

lNT5=Jw5 1, (kR(8) WAC| dé=zwm v, J,(kR(E,) JAC]
m=1|

(4.123)
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coms=1, 2e 3 ondeiJACi € o jacobiano e \_ sdo as fungdes de forma em funcdo da

variavel &, calculados pela eq. (4 106) e pelas equagdes (4.952) a (4 95b), respectivamente.

ii. Ponto de Colocagio no No 2

A seguir, considera-se o ponto de coloca¢do sendo no no 2; e para integrar as duas

singularidades que aparecem em ambos os lados dos nos, a integral € definida em duas partes:

& = | woou aro = “w.o0w areo - I v.c0 v arco (4.124)
r, Xy b

X

coms=1,2¢3.

A primeira integral do ultimo termo da equagdo (4 124) € trocada para a variavel n'= —§
(fig. 4.16), e a segunda para a variavel n= . Assim, cada integral sera dividida em uma com
singularidade (e integrada pela formula da integracdo especial logaritmica), € outra sem
singularidade.  As duas partes sem singularidades serao integradas juntas pela regra da

quadratura gaussiana.
Para a integral do no 1 ao no 2, tem-se que:
&= (4.125)

De onde retira-se as fun¢des de forma nos termos desta nova variavel:

- =%(§—1)=:-}(—n'—1)=%(n'+l) (4.126a)
W, =(1-&)=1-n"" (4.126b)
W = 2@+ )= Th e = 20 (4.1260)
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e as coordenadas:

=
=
|
7 ST e
B
+
WS
L
+
cem
|
L
+
e
];ﬁ
(o]
|
(SN =]
e
ux

Destas novas variaveis, obtém-se o jacobiano da transformacao:

2

(4.127a)

(4.127b)

iJAC ‘—[ [X _Zx:"‘xt)(_ﬂ')"'%{xs_xl]}l & {(Y3"2Y:+Y|}{_nl)*'l(}'s_}ﬁ)}z }5

Para a integral do no 2 ao no 3, tem-se :

chegando as fungdes de forma

e as coordenadas

1,
2+ +n)x,

=—(n* -nly, +(1 n:)y;+%(n2+n)y3

ml--
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(4.128)

(4.129)

(4.130a)

(4.130b)

(4.130c)

(4.131a)

(4.131b)



e também ao jacobiano

ACy = { {(x‘ “2xx)n +% Lo )] *{(Y* =2y, +y,)n +% (vs-y, )T}E

(4.132)
Assim, da equagdo (4.124), pode-se escrever que:
X, X
B = j v, (X) u'dl(X) = J‘wg(X)i H (kR) dI(X) =
X, o X,
X, %
=i I V. (X) 1, (kR) dF(XijS(X) i Y,(kR) d[(X) =
X Xy
X, X, X,
=i J.ws(X) Jo(kR) dI'(X)+ _[z‘ v,(X) Y,(KR) d[‘(X)+j;‘ v.(X) Y, (kR) dI(X)
X X Xy
(4.133)

coms=1,2e3.

A primeira integral do tltimo termo da equacdo (4.133) € resolvida normalmente, pela

regra da quadratura gaussiana.
Xy +!
[NT6=J\US(X) J,(kR) dF(X):JwJ&) J,(kR(®) PAC(R.B)| dT(®) =

X, -1

nptg

= qutﬁm) W, J,(kR(E,)) JAC| (4.134)
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coms =1, 2 e 3. onde JACI € o jacobiano em fun¢do de £ (eq. 4.106) e y, sio as fungdes de

forma dadas pelas equagdes (4.95a) a (4.95b).

A segunda e a terceira integral do ultimo termo da equagdo (4.133) ficam, entdo:

>, 1 X,

mw:L v.(X) Y, (kR) dI'(X) + L V,(X) Y, (kR) dI(X) =

X, X,
X, i
_[ iy, Y,(kRM)) JAC, |[dn' + _[ ' dn -
X %2
+1 +l

kR()) JAC,
:_[:‘ I{l W Yo(kROT) PAC,| J’” [lwsu Y, (KR(m) JAC,|

v WO

npigl mpigl

=Zr‘wm. v, Y, (KR, )) \JAC] m;) 2 i W, Yo(kR(M,,)) JAC,|

mi=I

l ( ml)
(4.135)

com s, e sp variando de 1 ate 3, onde ‘JAC A‘ ¢ 0 jacobiano e vy, sdo as fun¢des de forma em

fungdo de ', equagdes (4 128) e (4.126a) a (4.126¢), respectivamente; e |JACB| € 0 jacobiano
e y, sdo as fungdes de forma em funcdo de 7, equagdes (4.132) e (4.130a) a (4.130c),

respectivamente.

iii. Ponto de Colocaciao no N6 3

Este caso € similar ao primeiro (ponto de colocagao no no 1), sendo que os elementos da

diagonal de G. sdo escritos da mesma forma, ou seja
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g =jws(><) ;— Hy”(kR) dI(X) =

]

=J.w,(X) i T, (kR) dI'(X) —_[wg (X) 4l Y, (kR) dI(X)=

T T;

+1 +l

:i J“%(&) J,(kR(E) [JAC(R,«";)[ dg +st‘f Y, (kR(Mm)) ‘JACA (R,TU‘ dn

= 0

(4.136)

com s e sy variando de 1 a 3; mas, para integrar a singularidade, uma nova troca de variaveis é

feita
1-§
n==z (4.137)
ou seja,
E=1-2n (4.138)
chegando as fun¢des de forma:
£ . _
Vin =5 &-1)=n(2n-1) (4.1392)
Y,a = 1§ =4n(1-n) (4.139b)
_ 8 ) 2o 3
Wy =5 &+ 1) =20° - 3n+1 (4.139)

e as coordenadas:

82



Xy = (.]_311'*‘27]:)"1 +(4n—4n°) X, +(2n° —n) x, (4.140a)
ya=(=3n+2n")y, +(@n-4n°) y, +2n* -n) y, (4.140b)

e ao jacobiano de transformagao:

1

JAC, | = [(4n(x, —2x, +x,) = 2%, +4x, = 2x, )" +(4n(y, -2y, +y,) -2y, +4y, ~2y,)°|?

(4.141)

A primeira integral do ultimo termo da eq. (4.136) € resolvida normalmente pela regra da
quadratura gaussiana por ndo haver singularidade; e a segunda integral pela regra especial

logaritmica, resultando em:

nplg nptgl
i Z z - :
g: = :1' ws ('i) JO(kR(ém )) ]JAC| Wq— + / wm YG(kR(nmt )) IJAC‘-‘ lnn
] mi=] ml

(4.142)

com s e sA variando de 1 ate 3; onde |JAC| ¢ o jacobiano e Y, as fungdes de forma em
fungdo de &, retirados das equagdes (4 106) e (4.95a) a (4 95b), respectivamente; ‘JAC A! €o
jacobiano e vy, as fungdes de forma em fungdo de n, retirados das equagdes (4.141) e

(4.139a) a (4.139b), respectivamente.

4.2.3.4. Resultados

Basicamente, os resultados apresentados para os elementos quadraticos possuem as

mesmas consideracgdes ja feitas para os elementos constantes e lineares.

A discretizagao do contorno foi feita em 8,16 e 64 elementos. Os resultados sio

comparados com a solugdo analitica e apresentados no grafico da fig. (4.17), onde o eixo x
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representa a frequéncia normalizada pelo raio do cilindro, ¢ y o modulo do potencial de
velocidade. Para a integragdo numeérica foram utilizados 10 pontos de Gauss, como nos
elementos constantes e lineares. Este numero foi escolhido apos uma investigagdo dos

resultados utilizando-se um numero variado de pontos de Gauss para o raio de integragdo

(apéndice B).

O grafico da fig. (4.18) mostrado logo a seguir, representa o intervalo onde ocorre a

primeira ndo unicidade do grafico da fig. (4.17).

o : ' ’ '
5 1.8 ’
.
© 1.6 .
O
o 1.4 "
H
g 1.2 |
g ! i
~ 0.8 -
L
g 0.6 2
¢ 0.4 ¥
2
8 0.2 .
0 1 ¥l 1
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 417 - Potencial de velocidade de radiagdo ( analitico ¢ numérnico) de
um cilindro pulsante de raio a=1.0, para 8,16 ¢ 64 elementos

(elementos quadraticos)
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05

o 0.45
i
L 0.4
D 0.35
0 .
o 0.3
S
9 0.25
0.2
o
8 0.15
@]
& 0.1
Q
5 0.05
go i ; , :
2 2.5 2.4 2.6 3

Figura 418 - Potencial de velocidade de radiagio (analitico e numenco) de
um cilindro pulsante de raio a= 1.0, para 8.16 ¢ 64 elementos

{elementos quadraticos)

4.2.4. Elementos Cubicos

Nesta secdo sera apresentada uma variagdo clbica da geometria do elemento e da
variavel ¢ (ou q). Neste caso, as fungdes sao descritas pegando quatro nos sobre cada

elemento, conforme mostra a figura (4.19):
0@ =, 0+, 0, +V, 0+, 0,
Q@) =w,q,+V¥, q,+ V¥, q; +V, q,

e similarmente,
X=X+, X, Y X Y, X,

Y=Y, ¥, +V, Yy, W,y HWL Y,

onde as funcdes de interpolacdo sao dadas por [Brebbia, 1991].
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€-§) .
Y o= H(gl *};J) 1,]=123.4

1ty
ou seja,

I ;
W1=g(]'§)(9é =)
—— 1-E)(1-3
Wz_lé(‘é)( "g)
=2 (1-8)(1+3
Ws’*lé( -E)( £)

l 2
Ve=T¢ (1+8) (98" - 1)

0s quais podem ser especificadas para os nés como segue:

no | & Vi | v v T,
1 -1 ] 0 0 0
2 - 1/3 0] ] 0 0
3 +1/3 0 0 l 0
4 +1 0 0 0 ]
. A g
N : -
P
E=-] &=-1/3 ' E=1/3 &=1
3 b - { —
: I 2 3 4
I > clemento de referéncia
x

Figura 4.19 - Elemento cibico com 4 nos
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4.2.4.1. Evolucio das Integrais

Analogamente as implementagdes anteriores, ¢ necessario resolver a equagdo integral

(4.44), discretizando-a em N elementos, vem

c, 0, +Z J. dq'dl= X J. u" qdl+¢'
=l r =1 r

Aplicando a eq. (4.143a) na integral do lado direito da eq. (4.147), tem-se que

o,
J.q’ q dr:J.[W: Ot W0t v 0, ¢4] q'dI‘:j[\m WV, W, W4] iZ
['J r, T '
9,

4%1 0,

:J.[llfl V. W v,] q'dl o =[h} h h? h] %

E‘ q 0

J ®, o,

onde para cada elemento j, tem-se trés termos nos nos:

=

q" dr,

h%=_|.w2 q' dr,
rI
h3 =J.W3 q dI’
r]
e
h =Iw4 gdr
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qdr

(4.148)

(4.149a)

(4.149b)

(4.149¢)

(4.1494)



Analogamente, aplicando a eq. (4.143b) na eq. (4 147), obtém-se

fqi] I’QI
"qdl= || Judr{ f=ler g2 g2 2] {
u qal = 4w, ¥, ¥y, |u q =18 8: 8 84] q (4.150)
r r; . 3
q4 qa
onde
g.”=J-% u'dr’ (4.151a)
r‘l
g =J.W: u"dr (4.151b)
I'J
g3 =Jw; udl’ (4.151¢)
r]
g4 =Iw4 u"dr (4.151d)
|5

Variando a posigao dos nos de 1 a N, os resultados das equacdes (4.14%a) a (4.149d) e
(4.151a) a (4.151d) sao reunidos em sistemas de matrizes G e H, respectivamente. A matriz G

sera uma matriz retangular (3N x 4N) pois, para cada no pertencente a extremidade do

. do .
elemento, pode haver dois valores de — isto €, um antes e um depois do n6. A matriz H sera

av
uma matriz quadrada (3N x 3N). Feito isto, as matrizes G e H sdo reordenadas segundo as

condi¢des de contorno, resultando em
AX=F
onde X € um vetor (N x 1) das incognitas, sendo N o numero de nos; A é uma matriz (3Nx3N)

cujas colunas sao uma combinacdo linear das colunas de H ou G dependendo das condi¢des de

contorno ou das duas colunas consecutivas de G quando os valores desconhecidos possuem
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um valor unico em ambos os lados dos nos de extremidade do elemento; e F é um vetor
computado pela muitiplicagdo das condicdes de contorno prescritas pelos termos da linha

correspondente de G e H

Agora, ¢ necessario uma relagdo entre as variaveis £ ¢ X Para isto, aplica-se as
equagoes (4.146a) a (4. 146d) em (4.144a) e (4.144b), chegando-se em-

, 1
X(Q=E 98 —1-9€" +¢] P [1'3‘:"@2-?3{;3] x, +
9 2 3 1 2 3
oo [1435-8 - 3] %, hioe DB —IBE <, (4.152a)
e analogo .
I, g A
y(€ =Tz (98" —1-9E +f y, - 16 [1-38-€ +38']y, +
9 2 3 I
e [L¥8687 -y, + 98 - 1498 -y, (4.152b)

de onde pode-se tirar o jacobiano, que é calculado utilizando-se as derivadas das equagdes

(4.152a) e (4.152b), ou seja:
1

JAC|= {(g% J +[%E~ T } (4.153)

Assim, tem-se que:

ox 1 2 2
§E=E [18&-27& +1] X, + 6 [-3-2E.+9§ ] X2

9 ; 1
e [3-26-98] x, fe [188+278% —1] x, + (4.154a)

ou seja,
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dx 1 9
————(x1 -x, =27 X, +27 x3J+§<";[x! TX, — Xy —xs)

& 16

1l

27 .
+12 B (%) %, +3x, - 3x, ) (4.154b)

analogamente, chega-se em:

dy 1 9
8_€=]hg(yt -y, =27 }’2+27}’3)+‘§§ (Y| ¥ i—~¥s _Y3)

27 o
+= (-y, +y, +3y, -3y,} (4.154c)

Assim, pode-se escrever que

+|

h:‘:J-ws(&)q'dl“=.[ws(§)q'|JAC‘ d§  s=1,2,3e4 (4.155a)

[ -1

+1

g =jws(€) u’ dl"::J.\ys(F;)u' JAC| d§  s=1,2,3e4 (4.155b)

r —-i

¥

O desenvolvimento das equagdes (4.155a) e (4.155b) sdo realizados numericamente. A
formula do raio de integragdo, da normal e de q°, necessarios para o desenvolvimento das

referidas equagdes, sio as mesmas apresentadas para os elementos quadraticos, ou seja,
equagoes (4.107), (4.108) e (4.110), respectivamente.
4.2.4.2. Desenvolvimento dos Elementos n&o Singulares de G e H

De posse do jacobiano e da transformagdo de variaveis, pode-se calcular os elementos

das matrizes G ¢ H como segue:
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. o kY ., d
h,=:’._87 ‘V,(X)dF(XFJ.%(X)(—fz) H}"”(kR) a—l:dr()() =

i L

+1

- _‘;EI n M
—st@( 4) HP(R@) 05" PACR 8] dr® -

-1

+1

- & j V(8 [J, (R@E)+1Y, (kR(®) | %%) bac(r g dz=

m=|

ik : nptg
k dR : JdR '
=_"4{ZIJ,(RR(§“ NSs W ACHy,(&,) + 21 Y, (kR(E,)) v Wa DACly,(&,)

(4.156)
coms=1,2 3e4.
g! =J u” y, (X) dI(X) =st(X) [;—] Hg’(kR) dI(X) =
=st ® 7 HPGRE) PACRE| dr®) -
= f; J v, (8) [7,(KR(E) +iY, (kKR(®) | JAC(R, &) d& =
nptg nptg
=§th(kR(ém)) W, JACl v (E,) + Zi Y, (kRE,,)) W, NAC| v, (€,)

(4.157)

coms=1,2 3ed,

91



4.2.4.3. Calculo dos Elementos Singulares de G ¢ H

Dependendo da posicdo do ponto de colocagio em cada um dos quatro nos, tem-se um
caso de singularidade, resolvido a seguir. As singularidades da matriz H sio resolvidas
analogas a dos elementos lineares. Ja para o desenvolvimento das singularidades que ocorrem

em G, uma nova troca de variaveis € feita para cada um dos quatro casos.

1. Ponto de Colocacio no Né 1

Xy X,y X 3 Xy
1 L 1
T T —
£=-1 E=1/3 £~1/3 E=+]
1 1 J
or T T ]
n=0 n=1/3 n=23 n=1

fig. 4.20 - Sistema de coordenadas geométricas
para integragdes numericas: ponto de

colocagio no no |

Para integrar esta singularidade, a troca de variaveis € feita de tal forma que:

E=om-1 (4.158)

Fazendo as transformagdes de variaveis, chega-se as fun¢des de forma:

1 - 1 9
Wia =72 (1=20+1) {»10“?{(271-1} +1] }: 1—3n+9n ——2~n3 (4.159a)
9 ﬁ 45 . 27
Vi =1 [1-(2n-1)’] [1—3(2n—1)]=9n~-511*+—;n3 (4.159b)
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9 : 9 . 27
Vi =1 [1=@n=1)7°] [1+302n-1)]=- SN+ 1807 -

(4.159¢)
1 2 2 . 9 .
Vi = (1+20=1) {10+ 9f(2n-1) *‘”=”‘5" +on (4.159d)
e os elementos da matriz G serdo dados por:
J (X) = H“’(kR) dl(X) =
I—\-J
i 5
=st(X) 7 J,(kR) dI'(X) —J. (X) Y, (kR) dI'(X) =
I, r
+1 +1
i .
= f v.(8) T, (kR(9) [JAC(R B d& + j W, Y, (RM) [IAC, (R,m)| dn
- 0
(4.160)
com s € s, variando de 1 a 4: onde
x, =|~2nf 4+ =11 HJX +[E 2 Tt x, +
A > T +N 3 n I 2Tl 2‘1 nj|x,
; 27_ , 9
—n --—n +9n H—,;n +!8n‘—5r1 ’ (4.161a)
ou seja,
9 5, 9 Vonid
iy :Z—Z-(—xl gl Py ol —3x3) n +:_2-(2xI =X, =X, +4x1J N +
Ry rx, 105, -2 )mx (4 161b)
X 2 1 1 s 2 ]. 1
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Analogamente, obtém-se:

9 - 1,9 &
Ya :E(_‘VJ ¥ +3_V2 _".\-(3)11 +_2-(ZYI -'}’_1_5}(3 +4y-‘) g

11 9
_?}’1 vy +9y, —EYJ Tl+(—Y|)

(4.161¢c)
Obtendo, entdo, os termos para o jacobiano de transformagao | JAC,:
- .
dx, | (dy, | |°
JAC,|= R s
que sao:
ox, 27 " \ 11 9
8\: :—2~(—xt X, 3y = 3x3)n“ +9(x2 =% =%y +4:'{1)T’|-¥-(~-ﬁ}—,~(1 +X,; +9x, —ExJ
(4.163a)
e
dy, _ 27 L 11 9 )
By =7(~y| +y,+3y, =3y, +9y, -y, -5y, +4y;)11+(~3y. +¥.i+9Y; ~2Y

(4.163b)

O primeiro termo da equagdo (4.160) ndo possui singularidade e € resolvida pela
formula da quadratura gaussiana (idem eq. (4.123) para s=1, 2, 3 e 4). Ja o segundo termo,
por possuir singularidade, € resolvido pela formula especial de integragdo logaritmica, como ja

foi realizado nos elementos quadraticos, ou seja:

nptg nptgl
i |
g =11 D W) 1, ORED UACW, + D v, (1) Y, (R, JIAC, | W, -

mi=l

ml

(4.164)
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com s e sA variando de 1 até 4; onde |JAC|é o jacobiano e y, as fungdes de forma em
fungdo de &, retirados das equagdes (4.153) e (4 146a) a (4.146d), respectivamente; |JAC AI e

0 jacobiano, e , as fungdes de forma em fungdo de 1, obtidas através das equagoes (4.162) e

(4.159a) a (4.159d), respectivamente.

it. Ponto de Colocacio no N6 2

xl \1 x} X4
L 1

-
&= E=-1/3 &=173 E=s]
| | |
n=1 n=0; n'=0 1 =172 n'=1

fig. 4.21 - Sistema de coordenadas geométricas
para integragdo numérica: ponto de

colocagdo noné 2

Aqui, as singularidades aparecem nos dois lados dos nos, e a integral € dividida em

partes:
g = st(X) u'dli(X) = qjs(X)i H (kR) dI'(X) =
=i _[w_;(x) Jo(kR) dT(X) + Jw,(X) i Y, (kR) d['(X) | =
X X,
Xy X, %,

(4.165)
com s=1,2 3e4.
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Aplicando a transformagdo de vanaveis, chega-se em:

g, =!HJ| ,[ V. © J,(kRR®) JAC d5 + J.w,a M Y,(KR@M) [JAC, | dn+

-1 ]

+1

*sta (M) 1 Y,(KR@)) JAC,| dny

0

(4.166)

A primeira integral do lado direito da eq. (4.166) € resolvida pela formula da

quadratura gaussiana, por nao possuir singularidade e as duas Gltimas pela formula especial

logaritmica.

Desenvolvendo, entdo, a segunda integral do lado direito da eq. (4.166), nova troca de

vanaveis ¢ feita:

=
3N

1
=73

Obtendo, entdo, as fung¢des de forma em fungdo da nova variavel:

_If, 1+ fﬂ} w11
\pm_lé(n 3 ){-104-9[( 3 +1J—6+2n +3n
_9) [ L+oY { 3[ t+sz}_ LT
“’”“16{1_(_ 3 )} it I e b
9 l+2n3'{ B I+2n‘}
”’”"16{1"(* 3 )} I”{ 3 J

1l

" w
LAY
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e também as coordenadas:

2

R T (1., 1 ., ] 3
xﬁz[—ém+5n +§11}4!+L—gn’+gn}<4+t~?—2n'+—n+l .+ LI }(3

N L 1 DoV (1. 1 1
Xy =%, % g-xl +gx~,+5x2—x3 n+ ~2-x1—x3+5x} N +| —x, ——x )Tﬁ

6" 6 4*“2“"2"'5’(3

(4.169a)

analogamente, tem-se

1 l I 1 I . I 1 1
Ya :Y_;*‘[SY: +EY4 +E}’z _Yz}H'(EYI -Y +E}’3}T +[‘5Y| _Ey“ "5}": +5}'3}\3

(4.169b)

e os termos do jacobiano de transformagao [JAC,| (eq. (4.162)):

X 1 1 I 1 I 3
——a]; =('§X] +g,‘(4+57(2 “"XSJ'F(X] —2X3+Xj)n+[le ——Ny -

(4.170a)

bl ady wly o +(y, -2y, + L ! 3 s 2
on ~3H gVt Y [H(n m 2y, by e Sl o |1

(4.170b)

Para a terceira integral do lado direito da eq. (4.166), a troca de variaveis é a seguinte:

4n'-1
3 (4.171)

£
&=

De onde obtém-se as fungdes de forma:
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1( 4y | [(amay 1 2 4
=—{l—-—+—({-10+ |t =—=n' 12 _qy 3
Vg ]6[1 3 ,J{;o 9[[ = )+J ;0 +2n 3N (4.172a)
9 an-1Y 4n'-1 o
Ysp :l_f_b 1- —3“— 1-3'3— =l-n-4n" © +4n (4.172b)
9 a-1Y -1 ,
e CE S BT

_l 4‘{]' l 12 |\__l_l i 3
Vi = [H 3 3)(1611 B =-sn" +5n (4.172d)

e as coordenadas

2 12 4 13 I ' 4 13 ' 12 13 2
Xp =|—3MH2N" -0 K+ 3N+ L {T=n—an" 40 )x, +(2n+2n? 40 )x,
ou seja,

2 I , [ 4 4
A +(—-;xl =3 %% # Iy )‘1'+(2x, —~ 4% +2x_,,)l’|"<>-[—§-:cl +5x, +4x, —4x, )“'3

3 3
(4.173a)
e analogamente
2 I o .5 4 4 5
Ya=¥;h —3Y _;}’4_5’1"'2}'3 H2y, —4y, +2y,n “EY|+§}'4+4}'2"4Y3
(4.173b)
€ 0s termos necessarios para o jacobiano de transformagdo |JACjy| :
2
| dx, ]‘ [dyn Y2
bac,|=4| =2 | +| =& 174
| B {( dc“; dé J (4 l )

que sao
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2 I (
=l-3% _5,(4 =X, +2x, [+(4x, - 8x, +4x1)r‘['+(—4x] +4x, +12x, —IZx,)n'z

(4.175a)

0Xy 2 1 ) |
- _3_,{ - =X, =X, +2x, [+(4x, -~8x:-!-4)(3)1’}-!-(—4!(1 +4x4+12x2--12)(3)1']'2

an '3
(4.175b)
De posse destas variaveis, reescreve-se a eq. (4.166) como:
< V. (L)Y (kRa, ) JIAC,|
i Y., (M) Yo (kR(M,, ) JAC, | W,
8 =1 1 D W) LORE) AT W, + 3 j ) Vo(R(L)) JAC, | Wy
4 m=1 ml=1 ]”nmm
nptgl
+Zwsn (nlml ) Y{)(kR(nlrru )) [JACBI wmi 4 176
o InM8 kr175)
com s € sg variandode 1 4 4.
iii. Ponto de Colocaciao no N6 3
I L - l
X, X4 % X,
t f ° —+
E=.] =113 E=1/3 E=+]
: , —
n=1 n=1/3 n=0;n’=0 n'=1

fig. 4.22 - Sistema de coordenadas peométnicas
para integragdo numénica: ponto de

colocagdo no no 3

Analogo ao cado onde o ponto de colocagdo ¢ definido no no 2, aqui, a singularidade

aparece nos dois lados dos nos; sendo, ento, a integral dividida da seguinte forma:
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Xy Xy

g' = J.WH(X) u'dl(X) = J‘w,(X)i- H5" (kR) dI'(X) =

:Z J‘\yS(X) J,(kR) dl"(X)+J-qJ$(X) i Y, (kR) dI'(X) ¢ =
X X

X, X X,

4

X % Xy

coms=1,2,3¢e4.

ou seja

Jﬂ +l

g’ f;[ jws(é)J(kR(E_;))lJAdd Jwg,‘(mf'\%(KR(m)lJACann+

¥

+1

+_[wsﬂ (M)  Y,(KR(M)) JAC,| dny

0

= st(x)lg(kR) dI‘(X)+jf' v, (X) Y, (KR) dI'(X) + _[iws(X) Y,(kR) dI'(X)

(4.177)

(4.178)

Para a terceira integral do lado direito da eq. (4.178), a relagdo para a troca de

variaveis € feita por:

]

g
LI | o—

com as seguintes fungdes de forma:
1 l | 1+4n+4n'"? 11
- - <, ] Sl T e
Vip lé[i 3~ n}{ ow{ 5 +1J} =21
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of (1+aqwan 1T (1427 )] I
Wmﬂd“(“?“h AP g S

l I 12 ] I P ] I 13
Vip =5 (2-1-0) (14 14 2m) =14 —npn*~n (4.1800)
_KT]"HT: l _2__, _l 1 _1 12 l 13
W:r[ 4 Il+3+3n)~3n+2n " AR

e as coordenadas

1 | I 13 I | 1 | 1 13 ( i 'rl’z ‘n'3 ] ]
%s =[gq——6-n }<, +[§‘1+5ﬂ2+gﬂ }<4+L—n+—2—+—2— ,+ HETI'—TI'Z—ETY’ .
ou seja,

i l l l ' _]_ l 12 I 1 1 I 13
Xg =X, + 6X1—X3+3.‘(4+2X3 2?(_._"!-2)(:*—)(3 —‘gx|+gx4+5x2——~2~x3

(4.181a)

e analogamente,

3 1 ’ ] ’ _I . i l > 1 ] 1 1 ;
_VB—}';+‘6}1_\'3+§}4+2Y; 2Y4+EYE"Y1 ._EY|+EY4+EY2_EY3

(4.181b)

€ aos termos do jacobiano da transformagio |1 ACg| (eq. (4.174)):

axﬁ_(t | 1

—=X; =X tTX b )+(x A, =K ) '4-( 2 +—I- Ly i
an— 6.1 2 3 4 2 1} ik 8 s "!n : 2x| 2x4—2x|+2x2

(4.182a)

dy, (1 1 I 1 3. 3
-] — — . -y 4 — . , - y ' AR LR -t 5 3 S 12
o =g Fe=s halirkgl, +(y, +y, =2y, )n S0 2Y:+2Y1}4

(4.182b)

—

101



Para a segunda integral do lado direito da eq. (4 178), a transformagdo das variaveis é a

seguinte:

E==-71 (4.183)

Yia = %6[1 {%—%nﬂ {-10 + f{[gl—%n}z + IJ} =—2+%n3 (4.184a)
Yaa :%{l_(l—m’ﬂ}} [1 ‘]“3_%}]=20+2ﬂ2 -4n’ (4.184b)
Wia =%{1-[t@;—lﬁi} [H l‘?ﬂﬁ-n—w’ﬂns (4.184c¢)
Win =Tlg[l+%—%n}(-8n+ l6n’) =—%n+2n3 —%nj (4.184d)

e as coordenadas

A

X :I—3+injl +—gq+2nz—in3 +(2n+2n" —4n’)x, +(1 an? +4n’
i = ~pheil Kok 3N 2N+ 207 —4n’)x, +(1-n-dn? +4n')x,

ou seja,
I 2 , (4 4
O =3%1 T 3%, FIRy — Ky +(2x4 +2X; —4x_‘}1’]' + 3% ~ 3% —4x, +4x, n’
(4.185a)
e analogo,
| 2 5 , (4 4
Va =¥+ HE}H “'.::}"4 FLY =¥y +(ZY4 +2y, —4Y3}n-+ EYJ “5)’4 —4y, +4y, }l}
(4.185b)
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€ aos termos utilizados para a determinagao do jacobiano [JAC,| (eq. (4.162)):

OX 4 l 2 2 '
——X; ==X, +2X, — X, +(4x4 +4x- —2?'»:(;)¥]+(4xl =aky—12%, ~i—l2x3)1’12

om L3773
(4.186a)
€
oy | 2
éﬁ =(_§yl —-3-y4+2}’1“5’3}+(4§’4+4y2 ~8y3)n+(4Y. =4y —12y; + 12y, i
(4.186b)

A primeira integral da equagdo (4.178), que ndo apresenta singularidades, ¢ resolvida
normalmente pela regra da quadratura gaussiana, e as duas Gltimas pela regra especial

logaritmica, como segue:

nptgl

nptg
/ . aMa)? Y, (kR o)) JAC, | W
GW =— Z%(gm) J,(kR(E,)) VAC] wm+zw‘ )1 Y, (Rn ) JAC,| Ly
4 m=1 mi=1 |nT]mm
nptgl i
Z' V(M) Yo (kR )) JAC,| W,
) (4.187)
sl lnnmIB
iv. Ponto de Colocacdo no No 4
L gl 1
I 1 ! o
X, X, X, X,
l i ; °
el £=-1/3 =113 g=+1
} t ] —e
n=1 n=2/3 n=1/3 n=0

fig 4.23 - Sisterna de coordenadas geométricas
para integragdo numenca: ponto

de colocagdo no no 4

103



A integral que representa a matriz G é dividida da seguinte maneira:

X, X,
8, :J.WS(X)U'd&.(X)=J.w5(X) i Hy (kR) dI(X) =
= % Jw,(X) J,(kR) dI(X) + J; ¥, (X) Y,(kR) dI'(X)
ou seja,

gl == st('é) ), (kR(®) JAC)| d& +J: v, (W Y, (kR() [IAC, | dn

4

-1 0

(4.188)

(4.189)

Para a segunda integral da equagio da equagdo (4.189), ¢ feita a seguinte

transformacao de variaveis:

g
Il
|
)
e 1

com as seguintes fungdes de forma:

1 : 9,.9

¥, =Tg(1~1+2n) {-10+9(1-4n+4n> +1}=n-5n‘ +5n3
9 4 9 24

Wan = Tl Tan=dn?) {1-30-2nf =——n+ 1807 - oy

_(2 _2 :)(I*‘? 6“‘ ﬁ: 23
%ﬁ—\zﬂ 2‘] 3-6n) =9 271 +2Y]

1 , 11 L
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(4.191a)

(4.191b)

(4.191¢)

(4.1914d)



e as coordenadas

9 , 9 11 a 9 9 , 27
X =(M=gM+5W Ky | 1=+ —on’ i, + ~gr I K
*{9"]—_“7144*— j}(3

ou seja,
11 9 9 45 <
X, =X, + x,—?xd—gx?&%{s -+ —Ex1——2-x3+18x:+9x4_ “+
9 9 27 27 N
Exl —;xaﬂa—x3+?x3 (4.192a)
e

1 9 9 45 2
Vi Yo | ¥y =5 Ve = Ve +9% N =~ Vi~ Y18y +0y, &
49 9 27 27
12V 72T Ys +7y3 (4.192b)

e tambem os termos para o jacobiano de transformagao [JACa| (eq. (4.162)):

119
- =(x] ——x, — =X, +9x, ]+(—9x, +18x, +36x, —45x, )N+

(4.193a)

3y, 19 '
an T3 YT gY Y +{-9y, +18y, +36y, - 45y, Jn+
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27 27 81 81 ..
2N T Ya Ty, +_2_5'1 (4.193b)

Assim, resolve-se a primeira integral da equagdo (4.189) pela formula da quadratura

gaussiana e a ultima pela formula especial logaritmica, como segue:

npig npigl

5 ml Yr! kR
Zw,(ém) J,(kR(E,,)) DAC| wﬁziw\m ) Y,(kR(,,)) Pac, |w,
b lrlTImI

i
4

8=

mi=1

(4.194)

onde s e s5 variando de 1 até 4.

4.2.4.4. Resultados

Os resultados, aqui apresentados, possuem as mesmas consideragoes ja feitas para os

elementos constantes, lineares e quadraticos.

A discretizagdo do contorno foi feita em 8.16 e 64 elementos. Os resultados sio
comparados com a solugdo analitica e apresentados no grafico da fig. (4.24), onde o eixo x
representa a frequéncia normalizada pelo raio do cilindro, ¢ y o médulo do potencial de
velocidade. Para a integragdo numeérica foram utilizados 10 pontos de Gauss, como nos
elementos constantes, lineares e quadraticos. Este numero foi escolhido apds uma
investigagdo dos resultados utilizando-se um numero variado de pontos de Gauss para o raio
de integracdo (apéndice B).

O grafico da fig. (4.25) mostrado logo a seguir, representa o intervalo onde ocorre a

primeira ndo unicidade do grafico da fig. (4.24).
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I'igura 4.24 - Potencial de velocidade de radiagio (anahtico € numeénco) de
um cilindro pulsante de raio a=1.0. para 8,16 ¢ 64 clementos

(elementos cubicos)
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Figura 4.25- Potencial de velocidade de radiagdo (analitico e numerico) de
um cilindro pulsante de raio a=1.0. para 8.16 ¢ 64 clementos

{elementos cubicos}
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4.3. Pontos Internos

Desde que todos os valores do potencial de velocidade do contorno sio conhecidos, ¢é
possivel calcular o valor do potencial de velocidade, em qualquer ponto interno ao dominio,
utilizando a eq. (3.24) com c(P)=1.0. O processo é somente de integragdo numérica, pois a
solu¢ao fundamental que atua no ponto P, e todos os valores de u” ¢ de ¢ Ja sdo conhecidos; a

discretizagao utilizada € a mesma para as integrais de contorno, ou seja:

¢(P)=ZG,,, qJ-ZP'I.,- o, + 0 (4.195)

onde N representa o numero de elementos da discretizagido do contorno.

O potencial de velocidade, nos pontos internos ao dominio Q. foi investigado
considerando-se um cilindro de raio unitario. Os graficos apresentados nas figuras (4.26),
(4.27), (4.28) e (4.29) mostram os resultados obtidos para os pontos internos ao dominio e
proximos do contorno, utilizando implementagdes por elementos isoparameétricos constantes,
lineares, quadraticos e cubicos, respectivamente. Os graficos da figuras (4.30) e (4.31)
mostram, respectivamente, compara¢des entre os diferentes tipos de implementagdo para
pontos do dominio proximos e distantes do contorno, sendo utilizados 18 nés. Em todos esses
graficos foram utilizados um niimero de ondak =06 e 10 pontos de Gauss para a integragdo
numérica. E interessante notar que a acuidade dos pontos pertencentes ao dominio vai
diminuindo conforme os mesmos se aproximam do contorno. Este fato ocorre devido ao raio
da distancia entre esses pontos € os pertencentes aos elementos de discretizagdo do contorno
tender a zero, causando problemas com a solugdo fundamental do problema. Para manter a
acuidade, ¢ necessario, entdo, aumentar o numero de elementos de discretizagao, quando na
sua proximidade. Os graficos apresentados nas figuras (4. 32) a (4.37) mostram os mesmos

casos que os das figuras (4.26) a (4.31), s6 que com um numero de ondas k=5 0
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4.4. O Problema da Nio Unicidade

4.4.1. Aspectos Gerais

A solug@o dos problemas de valor de contorno para radiacio e dispersdo acustica € unica
para todos os valores do numero de onda k. No entanto, quando o problema de valor de
contorno exterior € reformulado nos termos de uma equagio integral de contorno, a solugdo
quando o ponto P esta sobre I' (fig. 32) ndo ¢ unica em infinitos valores discretos de k
associados com os modos proprios do problema de interior conjugado. Este problema foi bem
relatado por [Schenck, 1968], [Chertock, 1971] e [Kleinman, 1974]. Os valores de k, nas quais
a solucdo dos problemas exteriores nio sdo unicos sio chamados numeros de ondas

caracteristicos, k, os quais dependem do tipo de equacio integral de contorno usado, a forma

do corpo e o tipo de dados de contorno prescrito sobre I". Para problemas de valor de
contorno de Neumann (Dirichlet) exterior a B, as frequéncias caracteristicas sio frequéncias de
ressonancia (ou autofrequéncias) dos problemas de interior de Dirichlet. Para entender isto,
considera-se a situacdo mostrada na fig. 4.38. Na parte (a) da figura, ¢ descrito um problema
interior com condigdes de contorno com potencial de velocidade zero. As solugdes para este
problema podem ser encontradas para certos valores (auto valores) de k. Estas solugdes sao
referentes aos modos proprios, os quais satisfazem a equacdo integral de Helmholtz no
contorno do problema. A fig. 4.38(b) descreve a solu¢do do problema exterior associado com
a mesma forma e condigdes de contorno com potencial de velocidade zero. A amplitude da
distribuicdo do potencial ilustrada na fig. 4.38(b) decai na dire¢do radial, representando a
solu¢do com o mesmo comprimento de onda da solu¢do do modo proprio, mas de uma outra
maneira bastante diferente. E obvio que tal solugao ndo € Gnica. Para ver isto, considera-se
uma segunda solu¢do para o problema exterior, o qual € feito através da primeira solugdo
exterior adicionada ao multiplo da solugdo do modo proprio do problema interior. Qualquer
dessas solugbes também satisfazem a equagdo integral de contorno e entdo devem ser aceitas.
Esta nado unicidade € puramente um problema matematico (caracteristica associada com a

formulagdo da equagao integral de contorno), nao existindo significado fisico.
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Figura 4.38 -Selugdo do problema interior ¢ exterior

Devido ao fato da densidade espectral de k aumentar com a frequéncia, geralmente nao
€ possivel interpolar entre regides onde a solugdo possui acuidade para obter uma estimativa
da solugdo de k. Mas, Chertok [1970] enfatiza que a alta freqiiéncia nio é necessaria para
resolver uma equagao integral, pois o potencial de velocidade pode ser encontrado através da
derivada normal de uma das varias aproximagdes de alta frequéncia. Estas aproximacées foram
feitas por [Fairweather, 1984] e [Ciskowski, 1991] para resolver problemas de radia¢do. Entdo
qualquer método para resolver a nio unicidade necessita apenas ter sucesso no limite dos

numeros de ondas onde as técnicas de alta frequéncia nio sio apropriadas.

A escolha de um metodo apropriado depende grandemente da preferéncia pessoal e
situagdo individual. Existem muitos métodos propostos para tentar sanar os problemas da
dificuldade das autofrequéncias ficticias, onde alguns dos mais conhecidos s@ao: 0 método da
super determinagdo (overdetenunation) externa de Piaszczyk e Klosner [1984]; 0 método do
nicleo modificado de Ursell [1973] e Jones [1974]; a combinagao linear da equagio integral de
contorno de Helmholtz € a equagdo integral de contorno da derivada normal hipersingular de
Burton e Miller [1971], onde a maior dificuldade € que a derivada normal da equagado integral
de helmholtz envolver uma integral com hiper-singularidade, o método HGF (Helmholtz

Gradient Formulation) de Meyer er al. [1978, 1979], onde uma nova equagdo integral é
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formada adicionando a Equagdo Integral de Helmholtz uma segunda integral formada pelo
gradiente da sua normal. No entanto, estes métodos sio frequentemente dificeis de se

implementar ou sio ineficientes computacionalmente.

Neste trabalho, adota-se o método CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation
Formulation), apresentado por Schenck [1968] para resolver o problema de nio unicidade. A
escolha deste método deve-se ao fato de sua implementacdo ser simples. Para sanar este
problema de ndo unicidade para problemas externos, a estratégia de solugio é considerar 2
equacdo integral de Helmholtz (eq. 3.23), com pontos dentro do corpo (c(P)=0), como uma
condi¢dqo que deve ser satisfeita ao longo da superficie. Os pontos internos usados na
formulagdo do CHIEF sido chamados de pontos de CHIEF. No entanto, quando um ponto
CHIEF coincide com uma superficie nodal do problema interior, o método falha.
Normalmente, € necessario apenas poucos pontos CHIEF para inserir unicidade de solugdo nas
frequéncias caracteristicas. O grande problema é como selecionar bons pontos CHIEF, pois as
frequéncias caracteristicas e as superficies nodais ndo sio conhecidas antes de resolver o
problema interior. O problema torna-se mais dificil pelo fato que as frequéncias crescem com
as autofrequéncias, e a superficie nodal do problema interno torna-se um espago fechado. A
pratica usual € usar pontos CHIEF para todas as frequéncias e aumentar o nimero quando a

frequéncia aumenta.
4.4.2. Formulacio do CHIEF
O metodo CHIEF ¢ baseado na equagio integral de Helmholtz (eq. 3.23):

du’ d
c(P) o(P) = j(ﬂ(@) auu (P,Q)+ u‘(P,Q)a—t{Q)} dI'(Q) (4.196)

para o meio acustico €2, exterior ao corpo finito B, com superficie I (fig. 3.1.); onde QT e

P pode estar em B, Q ou em I (fig. 3.2).
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A eq. (4.196) ¢ usada com pontos dentro do corpo (c(P)=0), como uma restricdo que

deve ser satisfeita ao longo da superficie.
Sendo P um ponto CHIEF em B, tem-se que

du’ ) o)
J.(Q’(Q)‘é‘;‘(f’, Q)—u (P,Q)g(Q)] dl'Q)=0 (4.197)

A ndo unicidade se manifesta numericamente produzindo uma matriz de coeficientes
quase singular para valores de k nas vizinhangas de k. Isto causa o mau condicionamento nas
vizinhangas de k, e nas equagdes do sistema algébrico resultante; mas, mesmo assim é melhor
que a ndo unicidade nos valores discretos de k = k,, que causam problemas praticos

associados com a nio unicidade.

Este método envolve um aumento do sistema de equacgdes resultante do MEC com um
numero de equacdo adicional. Essencialmente, estas equagdes adicionais nio permitem falhas
na solugao real nos modos proprios, forgando a solugdo resultante ser zero nos pontos CHIEF.

Assim, o sistema N x N de equagdes, resultante da eq. (4.196) para P sobre I', é aumentado

por k equagdes, representando P em B, para o qual o lado esquerdo da eq. (4.197) é zero.

O sistema (N+K) x N pode ser resolvido pelo processo dos minimos quadrados.

(apéndice C).

A ndo unicidade € esperada para ocorrer quando o numero de onda coincide com

qualquer das autofrequéncias do problema interior de Dirichlet.

Para o cilindro tratado nos exemplos anteriores, as autofrequéncias k, sdo os zeros das

fungdes esféricas de Bessel.

Ja foi mencionado que o método CHIEF falha quando o ponto CHIEF coincide com a

superficie nodal do modo correspondente as autofrequéncias interiores K,.
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Assim um bom ponto CHIEF ¢ aquele que ndo coincide com a superficie nodal do modo
correspondentes as autotrequéncias interiores, enquanto os maus pontos CHIEF sio aqueles

que coincidem.

E bastante importante salientar [Seybert, 1987] que um ponto bom de CHIEF é
suficiente para obter acuidade nos resultados. Muitos pontos ruins nio aproximam t3o bem
como quando pelo menos um ponto bom € usado. Schenck [1968] diz que um bom ponto

pode se tornar ruim se a supeficie nodal for bastante fechada.

O numero de condicionamento de uma matriz de coeficientes de um sistema algébrico
resultante da implementagdo numérica da eq. (4.196) serve como medida para o erro da
solugdo [Seybert, 1987] Se a solugdo € um erro devido ao mau condicionamento para uma
matriz de coeficientes, entdo o numero de condicionamento sera alto (para uma matriz
perfeitamente condicionada tem o nimero de condi¢do unitario). No entanto, a reciproca nio
¢ obrigatoriamente verdadeira, pois quando pontos bons e ruins sio usados simultaneamente.
por exemplo, causam um alto niumero de condicionamento causando a falsa indicagdo do erro

da solugdo.

A nao unicidade causa um erro na solugdo sobre a superficie do corpo, o potencial de
velocidade exterior ao corpo também sera um erro porque a solu¢d@o nos pontos exteriores é
calculado através dos dados do contorno. Os resultados obtidos do potencial de velocidade do
ponto P localizado dentro do corpo deve ser zero. Uma boa solugdo € acompanhada por um
valor relativamente pequeno para o potencial interno; e quando o potencial interno é alto,
existe erro na solugdo. O potencial interno, juntamente com o numero de condicionamento,

representam uma boa indicativa de erro na solucdo.

4.4.3. Resultados

Nesta secdo, aplica-se o método CHIEF para todos os problemas anteriormente
apresentados, sob as mesmas consideragdes sobre condigdes de contorno e numero de pontos

de Gauss utilizados.
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Os graficos das figuras (4.39) e (4.40) mostram os resultados do CHIEF para a
determmagdo do potencial de velocidade para radiacdo de ondas acusticas, através da
implementacao dos elementos constantes, onde o contorno foi discretizado em 8, 16, 64 e 256
elementos. Nesses graficos for utilizado apenas um ponto CHIEF localizado no centro do
cilindro.  Os graficos das figuras (441) e (4.42) mostram a mesma analise para a
implementagdo por elementos lineares. Por fim, os graficos das figuras (4.43) a (4.44) e (4.45)
a (4.46) mostram a implementacao para 8, 16 e 64 elementos para os elementos quadraticos e

cubicos, respectivamente.
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Figura 4.39 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um cilindro circular
deraio a=1 0 ¢ para 8. 16. 64 ¢ 256 elementos {elementos constantes)

apos a aphicagiio do método CHIEF
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Figura 4.40 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um ailindro
de rato a=1.0 e para 8, 16, 64 e 256 elementos (elementos constantes)

apos a aplicagio do metodo CHIEF

Figura 4.41 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um cilindro

derawo a=10 e para 8, 16, 64 ¢ 256 elementos {elementos lincares)

apos a aphlicagao do metodo CHIEF
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Figura 4.42 - Potencial de velocidade para radiagao de ondas de um cilindro
de raio a=1.0 ¢ para B, 16, 64 ¢ 256 clementos (elementos lineares)
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Figura 4.43 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um cilindro
de rato a=1.0 ¢ para 8, 16 ¢ 64 elementos (elementos quadraticos)

apos a aplicagdo do metodo CHIEF
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apos a aplicagdo do metodo CHIEF
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Figura 4.46 - Potencial de velocidade para radiagdo de ondas de um cilindro

de raio a=1.0 e para 8, 16, e 64 elementos (elementos ctil.icos)

apos a aplicagio do metodo CHIEF

As figuras (4.47) a (4.50), apresentadas a seguir, representam o potencial de velocidade
para radiagdo obtidos atraves da implementagdo por elementos isoparamétricos constantes,
lineares, quadraticos e cubicos, respectivamente. As consideragdes basicas sdo as mesmas que
a dos exemplos anteriores, sendo o contorno discretizado em elementos, de tal forma que
produzam 18 nos no contorno, observa-se nestas figuras, que o método CHIEF consegue
solucionar o problema da ndo unicidade, tanto nos pontos das frequéncias k,, quanto nas suas
vizinhangas. Sdo apresentados nestas figuras uma comparagao entre o potencial de velocidade
radiado obtidos através da aplicagio do meétodo de elementos de contorno com e sem a

aplicagdo do metodo CHIEF. Ambos sao comparados com a solugdo analitica.

Logo em seguida, sdo apresentadas as figuras (4.51) a (4.53), que contém uma
comparagdo entre os quatro diferentes tipos de elementos. Novamente, as consideragoes
basicas sao as mesmas passadas. As figuras (4.51) e (4.52) mostram esta comparagdo para a
implementagdo numeérica sem a utilizagdo do metodo CHIEF; a figura (4.53) mostra esta

mesma comparacao, sendo que, agora, o método CHIEF € implementado.
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Figura 4 47 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um cilindro

de raio a=1 0 ¢ 18 elementos (18 nos) . Comparagio entre resultados obtidos

alraves da implementagdo para elementos constantes, com e sem o metodo CHIEF
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I1gura 4 48 - Potencial de velocidade para radiagdo de ondas de um cilindro

deraio a=1.0 ¢ 18 elementos (18 nos) . Comparagio entre resultados obtidos

atraves da implementagio para os elementos hineares .com ¢ sem o metodo CHIEF.
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Figura 4.50 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um cilindro
de raio a=1.0 e 6 elementos ( 18 nos) . Comparagio entre resultados obtides

atraves da implementagio para os ¢lementos cubicos. com e sem o metodo CHIEF
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Figura 4.51 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um cilindro
de raio a=1.0 . Comparagio entre resultados obtidos atraves da implementagio (sem CHIEF)

por elementos constantes, lineares, quadraticos e cubicos ( 18 nos)
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Figura 4 52 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um cilindro
de rmo as- 1.0 . Comparagio entre resultados obtidos atraves da implementagio (sem CHIEF)

por elementos constantes, lineares, gquadraticos ¢ cubicos (18 nos)
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Figura 4 .53 - Potencial de velocidade para radiagio de ondas de um cilindro

de raio a=1.0 . Comparagio entre resultados obtidos atraves da implemeiitagio (com CHIEF)

por elementos constantes. lineares, quadraticos ¢ cubicos (18 nos)

4.5. O Problema da Dispersido de Ondas Acusticas

O potencial de velocidade disperso, apos a aplicagdo de uma onda incidente (eq. 3.25)
em um obstaculo, pode ser calculado atraves da eq. (3.24). A natureza do obstaculo, rigido ou
ndo, € caracterizada pelas condi¢des de contorno prescritas em sua superficie. Considera-se

para este trabalho, que nehuma energia seja absorvida, resultando nas condi¢des de contorno

daeq. (3.27)

O exemplo a ser mostrado ¢ o da dispersdo de ondas acusticas planas de um cilindro
rigido de raio unitario “a”, quando uma onda incide sobre o seu contorno. A implementa¢io é
realizada utilizando elementos lineares. As figuras (4.54) e (4.55) mostram a dispersdo para os
parametros ka = 5 e 10, respectivamente. Aqui, ka = 2ma/ A ¢ a frequéncia normalizada que
relata a dimensdo do cilindro para o comprimento de onda. O resultado da fig. (4.54) é
comparado com o publicado por Yoon [1990] usando elementos cubicos. Para o grafico da

fig. (4.55), o resultado numeérico € comparado com a solugdo analitica [Morse, 1986]

128



1

sen(8)
B3

025

0 ] | I ] | 1

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
b
E COS{B]
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.

5
%;‘:Zz‘\m cos(m8) [Jm(kR)”Ym(kR)] (4.198)
m=]|
onde
A, =-€, i™e™ sin(y,), (4.199)
Y, = arctg™ _Ji(ka) 4200
' Y, (ka) (4.200)
af Jma(ka)=J, , (ka)
Tis = arct ] m=] m+l
¢ [Ym.(ka)—Ym_;(ka) (4.201)
e €,=1, e € =2 para todos os valores de m maiores que um. A notagdo das equagdes

(4.198) a (4.201) seguem a mesma que a utilizada por Morse [1986].

Nos graficos das figuras (4.54) e (4.55), a distancia da origem representa o modulo do

i i & . i . i i i i
potencial de dispersdo normalizado ¢° /q: , N0 ponto emitente na distdncia de cinco raios e

angulo polar dado. O eixo vertical Y representa [¢° /¢! |sen(8) e o eixo X 0° /' cos(8), onde

© € o angulo formado pelo ponto de colocagdo pertencente ao dominio, ao plano paralelo

paralelo a diregdo da onda incidente (fig. 4.56).

Para o exemplo de ka=5, o contorno foi discretizado em 128 elementos, e para ka=10,

em 256.

Figura 4.56 - Defini¢do do angulo 6
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Os graficos das figuras (4.54) e(4.55) foram validados baseados em fontes distintas
(atraves da solugdo analitica ¢ Yoon [1990]) devido a dificuldade em se obter resultados
homogéneos entre as duas fontes. Além dos resultados apresentados, foram testados varios
outros, sendo que, em alguns dos testes, os resultados se aproximavam dos apresentados por
Yoon [1990] e em outros, dos apresentados pela solu¢do analitica. Neste trabalho, ndo foi
possivel implementar a solu¢do analitica de tal forma que a mesma representasse os resultados
apresentados por Yoon, ou vice-versa. Além da implementacio utilizando uma discretizagio
do contorno por elementos lineares, também foram realizadas implementagdes por elementos
constantes, quadraticos e cubicos. Nessas outras formas de discretizagao do contorno, porém,
os resultados obtidos ndo foram satisfatorios; € necessario, entdo, um estudo mais profundo e
detalhado para investigar as possiveis falhas tedricas ou mesmo na implementagio dos

problemas de dispersao acustica.
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CAPITULO V

CONCLUSOES E SUGESTOES

Para o problema da radiacdo, algumas conclusdes sio bastante interessantes A
formulagdo e implementagdo do MEC mostrou ser bastante eficiente. A formulagdo para
elementos constantes mostrou ser bastante simples de se implementar; mas requerendo muitos
elementos de discretizagdo para se obter uma boa aproximagdo. Ja para os elementos lineares,
a implementagdo ¢€ facil, e ha uma grande melhora de acuidade. Para o caso dos elementos
quadraticos, o desenvolvimento matematico se mostra mais trabalhoso, com a vantagem,
porem, de se obter resultados numeéricos bastante proximos aos do analitico. Os resultados
para os elementos cubicos também nio foge a regra, demonstrando uma acuidade melhor que a
dos elementos quadraticos. Deve-se considerar,porém, que ha um grande aumento de trabalho

matematico tambem.

Para os elementos singulares e quase singulares, nio houve uma boa convergeéncia,
principalmente na implementacao por elementos quadraticos e cubicos. Esta dificuldade em se
obter a acuidade nestes elementos, levou a falta de acuidade nos resultados finais, observados
principalmente, para o potencial calculado no dominio com implementagdo por elementos
quadraticos e cubicos. Assim, € necessario uma outra estratégia de integragio, pois, a utilizada

neste trabalho (integragdo pela Regra de Gauss Logaritmica) nao apresenta bons resultados,
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desde que os valores dos numeros de pontos de Gauss logaritmico ¢ tabulado apenas até 16.
Para valores maiores que este, torna-se muito dificil calcular, sem perda de acuidade; mesmo

utilizando recursos computacionais significantes [Stroud, 1966].

Para um mesmo tipo de implementagao, verificou-se que, a medida que o numero de

elementos na discretizagdo aumentavam, aumentava a acuidade.

As frequéncias ficticias surgidas pela formulagdo integral de contorno, foram totalmente
eliminadas pela implementagao do Método CHIEF, que demonstrou ser bastante eficiente para

os exemplos utilizados.

Para o problema da dispersao de ondas, os resultados nao foram tio satisfatérios quanto
para radiagdo. Embora, a formulagdo e implementagio do MEC para dispersio nao parega
oferecer nenhuma grande dificuldade, neste trabalho foram testados varios exemplos para a
implementagdo por elementos constantes, lineares, quadraticos e clbicos, e s conseguiu-se
uma boa aproximacao no caso da implementagdo por elementos lineares. Varias dificuldades

toram encontradas, como por exemplo, a dificuldade em se reproduzir a solugdo analitica.

Como se pode ver nas figuras (4.54) e (4.55), a implementagio por elementos lineares
requer muitos pontos de integragao para aproximar o resultado obtido pela implementacao por
elementos cubicos apresentados por [Yoon, 1990], principalmente nos exemplos de altas
frequéncias. Assim, seria bastante interessante a implementagio através dos outros elementos
isoparamétricos para se poder fazer um estudo sistematico de convergéncia e tempo gasto de

CPU.

Para futuros trabalhos, fica a sugestdo de se introduzir a equagdo para a derivada do

do

potencial (q = = ) e estudar as suas singularidades, em particular, para a singularidade forte e

; ; 1 1 o : )
hiper-singular — e e Outra sugestdo, ¢ o0 aprimoramento dos esquemas de integragdo dos
X X

elementos com singularidade e da quase singularidade logarimica do potencial de velocidade.
E interessante, também, a generalizagdo do estudo realizado para outros tipos de corpos, e

homogenizar e validar os esquemas numeéricos para poder estudar a eficiéncia dos diferentes
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tipos de implementagio. Finalmente, seria necessario ainda, aprimorar o estudo sobre

dispersdo acustica.
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APENDICE A

FUNCOES DE HANKEL

As fungdes de Hankel utilizadas na solugdo fundamental das eq. (3.17) e (3.18) sido:

H{(KR) = J,(KR)+:Y,(KR) (A1)

H{"(KR) = J,(KR)+/Y,(KR) (A2)

Nas equagoes (Al) e (A2), J e Y representam fungdes de Bessel de primeira e segunda
espécie, respectivamente, com indicagdes subscritas de suas ordens; J e Y sdo representadas

nas equagoes abaixo [Spiegel, 1976].

B 2k

_ XN X
Ja (0 =75 é( ) T mrkeD (A9)

onde

Mn+1)=n! (A4)
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2 ‘ I -
Ya(x)=— { In (g}”’f G i(m—k—l)! (’-Z‘T ~

] Z . (x?!'2)2k+m
- — -1)* k) + d(m+k) | ———mm—
v autD L @k) + N .}k!(mk)! (AS)
onde y € a constante de Euler ( y = 0.577215664901532...), e
(b()—i+l+l+l+ +l ®0)=0
p 2 3 g et {9) = (A6)
Das equagoes (A3) e (AS), sdo retiradas as seguintes fun¢Ges de Bessel:
% & x°
L=l-r+orp T2igier kA7)
J( )_L K3 4 ?(5 )(?r
T2 7214 2476 2iateig (A8)
2 X | ] 2.} %* x* 1 x® 1 1 ]
=20 Eert o 2o )X (1
¥o(x) n{ \2J V[ 1) n{r 22_4*[ +2)+2‘.4".6‘(1+2+3}"'f
(A9)

As sub-rotinas que determinam as funcdes de Bessel Jo(x), Ji(x), Yo(x) e Y (x), utilizadas
nas implementagdes numericas deste trabalho, foram retiradas do NUMERICAL RECIPES
[Press et alli, 1986] e validadas através dos resultados apresentados pelo software
MATHEMATICA FOR WINDOWS [Wolfram, 1991]. Esta validagdo ¢ apresentada atraves
das tabelas TAI, TA2, TA3 e TA4. O erro absoluto. apresentado nessas tabelas, é calculado
atraves da diferenga entre o valor obtido pelo MATHEMATICA e pelo NUMERICAL
RECIPES; o erro relativo, por sua vez, ¢ calculado pelo quociente entre o erro absoluto e o
valor obtido pelo MATHEMATICA.
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0.041574030994742
-0.052278912154778
0.046078877950843
-0.025619396284398
-0.0021135697768343
0.028132788480954
-0.044322914242061
0.045940398207877

eITo
absoluto

-0.283013E-08
-0.654024E-10
-0.104006E-10
0.605420E-10
-0.751501E-10
0.702059E-10
-0.485656E-10
0.165917E-10
0.164459E-10
-0.413259E-10
0.516596E-10
-0.456365E-10
0.263102E-10
-0.423273E-12
-0.237764E-10
0.390658E-10
-0.413374E-10
0.306613E-10
-0.110427E-10
-0.109864E-10
0.284848E-10
-0.362386E-10
0.322839E-10
-0.183706E-10
-0.734239E-12
0.188413E-10
~0.303164E-10
0.318097E-10
-0.232140E-10
0.758641E-11

erro
relativo

-0.283020E-08
0.265477E-09
-0.625231E-10
-0.710784E-09
-0.123069E-07
0.123636E-08
0.528271E-09
0.175010E-09
-0.237732E-09
-0.159995E-08
0.248887E-08
0.806714E-09
0.365735E-09
0.661966E-11
-0.646208E-09
-0.318559E-06
0.120806E-08
0.549276E-09
0.187887E-09
-0.254342E-09
-0.191255E~-08
0.217050E-08
0.776539E-09
0.351396E-09
-0.159344E-10
-0.735430E-09
0.143437E-07
0.113070E-08
0.523748E-09
0.165136E-09

Tabela TAI - Comparagio entre valores de Jo (x) do Numenical Recipes e do MATHEMATICA

Jo (%)
(MATHEMATICA)

.004999937500260
.040969056455100
.068466185258794
.119569077479604

126074173992072

.096929396583980
.045673662430990
.0109348664895602
.056744854230288
.080179052051161
.076933936091633
.050602116514041

011085445260143
028673624496830
056639782762342
065145304366781
052881450013592
024907363146053
009234005443052
038644497788002
054453475944753
052425760879623
034040444754898
005777084112326
023100458315194
043525668523485
049432569280448
039524554325841
017500316822947
009279297006378

Io (K)
{Num. Recipes)

0.004999937501020
0.040969056626385
0.068466185098630
-0.119569077358520
0.126074173935540
-0.096929396593317
0.045673662489215
0.010934866409140
-0.056744854155706
0.080179052004670
-0.076933936084369
0.050602116544259
-0.011085445315043
-0.028673624436348
0.056639782715507
-0.065145304347202
0.052881490025563
-0.0249073631838¢68
-0.009234005392737
0.038644497741¢41
~-0.054453475916684
0.052425760877751
-0.034040444778573
0.005777084152945
0.023100458271156
-0.043525668490052
0.049432569267746
-0.039524554337088
0.017500316853711
0.009279296966516

CITO
absoluto

-0.759782E~-12
-0.171885E-09
0.160164E-09
-0.121084E-09
0.565325E-10
0.933689E-11
-0.582248E-10
0.804616E-10
-0.745818E-10
0.464913E-10
-0.726387E-11
-0.302184E-10
0.549001E-10
-0.604822E-10
0.468354E-10
-0.195789E-10
-0.119714E-10
0.378153E-10
-0.503152E-10
0.463606E-10
-0.280694E-10
0.187233E-11
0.236749E-10
-0.406187E-10
0.440375E-10
-0.334332E-10
0.127017E-10
0.112474E-10
-0.307641E-10
0.398626E-10

€erTo
relativo

-0.151958E-09
-0.419548E-08
0.233932E-08
0.101267E-08
0.448407E-09
-0.963267E-10
-0.127480E-08
0.735826E-08
0.131434E-08
0.579843E-09
0.944170E-10
-0.5987177E-09
-0.495245E-08
0.210933E-08
0.826900E-09
0.300541E-09
-0.2263B2E-09
-0.151824E-08
0.544890E-08
0.119967E-08
0.515476E-09
0.357139E-10
-0.695492E-09
-0.703100E-08
0.190635E-08
0.768126E-09
0.256950E-09
-0.284568E-09
-0.175792E-08
0.429587E-08

Tabela TA2 - Comparagdo entre valores de J; (x) do Numerical Recipes e do MATHEMATICA

137



0.010
10.010
20.010
30.010
40.010
50.010
650.010
70.010
80.010
90.010

100.010
110.010
120.010
130.010
140.010
150.010
160.010
170.010
180.010
190.010
200.010
210.010
220.010
230.010
240.010
250.010
260.010
270.010
280.010
290.010

0.010
10.010
20.010
30.010
40.010
50.010
60.010
70.010
80.010
90.010

100.010
110.010
120.010
130.010
140.010
150.010
160.010
170.010
180.010
1€0.010
200.010
210.010
220.010
230.010
240.010
250.010
280.010
270.010
280.C10
290.010

Yo (x) Yo (x) erro erro
(MATHEMATICA) (Num. Recipes) absoluto relativo

~-3.005455637083645 -3.005455650891900 -0.367647E-07 0.122326E-07
0.053179516162828 0.053179516310759 0.147167E-09 0.276736E-08
0.064292140251674 0.064292140139708 -0.145048E-10 -0.225608E-09
-0.118133968560506 -0.118133968492450 -0.567477E-10 0.480367E-09
0.125988047666594 0.125988047641250 0.992634E-10 0.787879E-09
-0.097492202155423 -0.097492202169779 -0.100401E-09 0.102984E-08
0.046437980179160 0.046437980223303 0.701804E-10 0.151127E-08
0.010257563981954 0.010257563922632 -0.236733E-10 -0.230789E-08
-0.056311462415663 -0.056311462360089 -0.231417E-10 0.410960E-09
0.080034340686459 0.080034340650339 0.567614E-10 0.709213E-09
-0.077036741770978 -0.077036741763135 -0.690454E-10 0.896266E-09
0.050858702736840 0.050858702757160 0.587466E-10 0.115509E-08
-0.011385057406062 -0.011385057446131 -0.312071E-10 0.274106E-08
-0.028427507279661 -0.028427507233527 -0.370265E-11 0.130249E-09
0.056508027605958 0.056508027568316 0.347703E-10 0.615316E-09
-0.065144533782510 -0.065144533764386 -0.527911E-10 0.810368E-09
0.052988154372632 0.052988154378418 0.531455E-10 0.100297E-08
-0.025071423728190 -0.025071423754696 -0.368748E-10 0.147079E-08
-0.009070721808596 -0.009070721870758 0.100196E-10 -0.110461E-08
0.038530699510636 0.038530699473850 0.184912E-10 0.47990%E-09
-0.054416073892133 -0.054416073874836 -0.397100E-10 0.729747E-09
0.052465362387487 0.052465362382685 0.474035E-10 0.903519E-09
-0.034134838259160 -0.034134838274471 -0.398308E-10 0.116687E-08
0.005890714525487 0.005890714555230 0.200653E-10 0.340626E-08
0.023004415151852 0.023004415117625 0.516691E-11 0.224605E-09
-0.043474345045782 -0.043474345018018 -0.277266E-10 0.637770E-09
0.049436542261839 0.049436542249031 0.406428E-10 0.822121E-09
-0.0356576582119637 -0.039576582125267 -0.402350E-10 0.101664E-08
0.017579433779298 0.017579433800928 0.271308E-10 0.154333E-08
0.009200078716756 0.009200078686509 -0.591512E-11 -0.642943E-09

Tabela TA3 - Comparagio entre valores de Y (x) do Numernical Recipes e do MATHEMATICA

Y1 (x) Y (x) erro erro
(MATHEMATICA) (Num. Recipes) absoluto relativo

-63.678596282060660 -63.678596245295999  0.138083E-07 -0.216843E-09
0.249310639496377  0.249310639349210 -0.147931E-09 -0.593359E-09
-0.164794388150685 -0.164794388136180 0.111966E-09 -0.679427E-09
0.083220475533589  0.083220475590337 -0.680565E-10 -0.817785E-09
-0.004532582379757 -0.004532582479021  0.253440E-10 -0.559152E-08
-0.057762007885344 -0.057762007784943  0.143564E-10 -0.248544E-09
0.092323249558348  0.092323249488168 -0.447434E-10 -0.484639E-09
-0.094733275119139 -0.094733275095466  0.593217E-10 -0.626197E-09
0.068827611538783  0.068827611561925 -0.555736E-10 -0.807432E-09
-0.025385312835881 -0.025385312892642 0.361202E-10 -0.142288E-08
-0.021141648078062 -0.021141648009017 -0.784259E-11 0.370954E-09
0.056802565932831  0.056802565874084 -0.203202E-10 -0.357734E-09
-0.071985927268459 -0.071985927237252  0.400691E-10 -0.556624E-09
0.063832831622699 0.063832831626402 -0.461336E-10 -0.722725E-09
-0.036592093312303 -0.036592093347073  0.376425E-10 -0.102871E-08
-0.000094498270578 -0.000094498217787 -0.181236E-10 0.191787E-06
0.034383589085540  0.034383589032395 -0.578622E-11 -0.168284E-09
-0.055895203395648 -0.055895203358773  0.265056E-10 -0.474201E-09
0.058748226414675 0.058748226404655 -0.378388E-10 -0.644084E-09
-0.043093986021572 -0.043093986040063 0.367856E-10 -0.853613E-09
0.014757659325354  0.014757659365064 -0.242970E-10 -0.164640E-08
0.016820931734767 0.016820931687364  0.480175E-11 0.285463E-09
-0.041651713635807 -0.041651713595976  0.153111E-10 -0.367598E-09
0.052291840975041  0.052291840954976 -0.297430E-10 -0.568788E-00
-0.046031054276531 -0.046031054281698  0.342270E-10 -0.743564E-09
0.025532502634421  0.025532502662148 -0.277642E-10 -0.108741E-08
0.002208639982135  0.002208639941492  0.128080E-10 0.579906E-08
-0.028206123748068 -0.028206123707833  0.562995E-11 -0.199600E-09
0.044354375551582  0.044354375524451 -0.216298E-10 -0.487659E-09
-0.045924604881301 -0.045924604875386 0.302466E-10 -0.658615E-00

Tabela TA4 - Comparagdo entre valores de Y, (x) do Numeneal Recipes e do MATHEMATICA
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APENDICE B

TRATAMENTO ANALITICO/NUMERICO DOS
ELEMENTOS SINGULARES E NAO SINGULARES

* Desenvolvimento analitico de Y,(x)

elemento In(x).

Desenvolvendo Y,(x) analiticamente até os termos x'°, x

Desenvolvendo a eq. (AS), ou seja, Y, (x), observa-se que a singularidade esta apenas no

Esta ¢ uma singularidade fraca, que pode ser resolvida facilmente.

24 48 ] v ~
, X obtém-se uma aproximacio

com a funcdo real para x aproximadamente até 5, 10 e 20, respectivamente, como mostram as

figuras b1, b2 e b3. Nestas figuras, geradas pelo software MATHEMATICA FOR WINDOWS

[Wolfram, 1991], o eixo y representa o valor da fungdo Y, e o eixo x, seu argumento.

2

fig. bl - Y (x) aproximado em até x"
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fig. b2 - Y, (x) aproximado em até x*
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fig. b3 - Y, (x) aproximado em até x*

Neste trabalho, a fungdo Y,(x) foi implementada analiticamente para os elementos

constantes e lineares, sendo, nestes casos, expandida até o termo x'>. A equacdo abaixo

representa esta expansao:

( X X 1
Yox)=—{Y +In= - —x* In=- +— x* In—= ——— x®In— F LI
E=SIVHiG — 3 F Mt s 5 2 Tlazase * "3
1 X ,ox  (1-9) (2y-3)
o _ ——— “oln— 4+ — 2 4
14745600 = 2 2123366400 © "2t 3 Xt T Xt

(11-6y) h+(12y—25] s . (137-60y) oo, 60y-147)

X } i ?
13824 1769472 © 884736000 127401980000
2 5 147 }
2123366400 127401980000

(B1)

» Elementos constantes singulares

Para a implementacao por elementos constantes, a singularidade ocorrida em Y,(x) ¢

contornada atraves da eq. (B1). Aplicando-se na eq. (4.29), obtém-se:
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l kL 10 I E _l-+ 1 [kl‘ 12
2232425211\ 4 4 11| 22324526213\ 4

2 3 4 5 6

{y (1+l+l+1+1+1ﬂ
kI 12 - P 24 P B s

+( ) | 2 22 42 g2 g2 |
4 [ 2°3°4°5°6°.13 J

(B2)

A seguir, sdo apresentados as tabelas TB1, TB2 e TB3 que contém resultados obtidos

através da eq. (B2), os quais sao comparados com os resultados obtidos através do software

MATHEMATICA, para os valores de k igual a 0.5, 5.0 e 15.0, respectivamente. Nestas e

demais tabelas deste apéndice, o comprimento do elemento, L, € calculado para um cilindro de

raioa =10 Os resultados sdo apresentados para discretizagdo do contorno em 8, 16, 32 e 64
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elementos. Observa-se nessas tabelas, que o erro absoluto entre os resultados numericos
apresentados € satisfatorio para o numero de ondas igual 4 0.5 e 5.0, mesmo utilizando poucos

elementos na discretizagdo do contorno. Para k = 15.0, o erro absoluto também ¢ pequeno,

sendo neste caso, necessario aumentar o numero de elementos na discretizagdo.

nimero de elementos argumento 1 B
kEL KELY _
kEL J Yo("z—]dﬁ IYU[-Z—]dq erro absoluto
2 0 d 0
(através da eq. (B2)) (através do Mathematica)
8 0.191341716182574 | 0.672444031597297 | 0.672444031597282 -1.50 10
16 0.097545161008062 | 0.427289277522336 | 0.427289277522377 4.17 10
%) 0.049008570164780 | 0.257760348121657 | 0.257760348121653 -3.60 107
64 0.024533837163708 | 0.150669938990531 | 0.150669938990530 -1.60 10°°
Tabela TB1 - Integral de Y, para elementos constantes, k=0.5
nimero de elementos argumento ! 55 ! KEL erro absoluto
kEL JY{{ ;]dﬁ JYD(—z-}dﬁ
2 0 o
(através da eq (B2)) {atraves do Mathematica)
8 1.91341716182574 | 0.065183994266913 | 0.065183993544760 -7.22 10
16 0.97545161008062 | 0.127799679449872 | 0.127799679449829 -4.27 10™**
32 0.49008570164780 | 0.111463127398719 | 0.111463127398719 3.00 107°
64 0.24533837163708 | 0.078305029466604 | 0.078305029466602 -2.70 10"
Tabela TB2 - Integral de Y, para elementos constantes. k=5.0
numero de elementos argumento | | erro absoluto
[vof 2 e [ L)
£ 0l ol £
2 ] 0
(através da eq. (B2)) {através do Mathematica)
8 5.7402514854762 | (.004563002819012 | 0.003065561744253 -1.49 107
16 2.9263548302419 | 0.011269420084882 | 0.011269530907536 1.10 107
32 1.4702571049434 | 0.034863260704843 | 0.034863260699613 -5.22 107
64 0.73601511491225 | 0.042017434780685 | 0.042017434780684 -1.52 10"

Tabela TB3 - Integral de Y, para elementos constantes. k=15.0
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Na eq. (4.28), que representa os elementos da diagonal da matriz G, ha ainda o termo
que contém a integral de J, (x). Como esta fungdo ndo apresenta singularidade, ¢ integrada
numericamente pelo Método da Quadratura Gaussiana. Para isto, ¢ necessario definir o
numero de pontos de Gauss, a fim de otimizar e garantir a acuidade dos resultados. As tabelas
TB4 a TB15 mostram os resultados da integracao numeérica da segunda integral da eq. (4.28) e
também o erro absoluto entre 0 mesmo e os resultados obtidos pelo software Mathematica.
Essas tabelas apresentam resultados para k igual 2 0.5, 5.0 e 15, sendo que, em cada um desses
casos, o contorno foi discretizado em 8, 16, 32 e 64 elementos. O nimero maximo de pontos
de Gauss apresentados em cada tabela mostra que, a partir dai, os resultados se mantém

inalterados dentro da precisdo trabalhada.

|
KEL ;i .
- %_ =0.191341716182574 J:n[ﬁ]d; obtido pelo Mathematica = 1 993906429440236
2 ! |
|
nptg J [kE‘L} erro absoluto
Jo| == lde
2
[
3 1.9939027159283 371151 10°
3 1.9939064357676 632736 107
2 [ 9939064347947 535446 107
5 1.9939064347948 -5.35456 10”

Tabela TB4 - Integral de J; para clementos constantes. k=05 ¢ 8 elementos

1
= %L— = 0.097545161008062 ng[l‘i—'“]dg obtido pelo Mathematica = 1.99841472267261
0
nptg ; - erro absoluto
i )
\ s
0
2 1.9984144768435 2.45829 107
3 1.9984147282714 -5.59879 107
4 1.9984147282543 -5.58169 107

Tabcla TBS - Integral de J, para clementos constantes, k=0.5 ¢ 16 elementos




KEL
2

J 0(

= 0.04900857016478001

X =

- I S

KEL
2

]dé obtido pelo Mathematica =

1.999599729395235

I
nptg J KEL crro absoluto
LT
0
2 1.9995997190142 1.03810 10°
3 1.9995997350378 -5.64257 107
4 1.9995997350375 -5.64227 107

Tabela TB6 - Integral de J, para elementos constantes. k=0.5 ¢ 32 clementos

|
kEL : :
x= 2= =0.024533837163708 IJU[%}@ obtido pelo Mathematica = 1 999899684069985
A
nptg ‘ - erro absoluto
J-‘u( ; Wdﬁ
0 \ !
2 1.9998996887213 -4.65132 107
3 1.9998996897277 -5.65771 107
4 1.9998996897276 -5.65762 10

Tabela TB7 - Integral de J, para elementos constantes. k=0.5 ¢ 64 elementos

|
k& ) ; ;
x= % =1.91341716182574 _[:Of “EL |42 obtido pelo Mathematica = 1.467758787028619
L o L
1
nptg _[ (R:L erro absoluto
JOIT dg

A
2 1.4347998683924 3.29589 10°
3 1.4686413255837 8.82539 107
4 1.4677457476685 1.30394 10~
3 1.4677589086393 -1.21611 107
6 1.4677587857955 1.23312 10”
7 1.4677587865901 438519 10"
S 1.4677587865862 442419 107

Tabela TBS - Integral de J, para elementos constantes, k=35.0 e 8 elementos
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I
k KEL ;
X = E*L =0.97545161008062 JJU[ 2 ]dﬁ obtido pelo Mathematica = 1.8469686 11833512
L 0 Ay
nptg : erro absoluto
1o 45 e
%A 2
/]
2 1.8445317555865 2.43686 10~
3 1.8469852749287 1.66631 107
4 1.8469685490317 6.28018 10*
5 1.8469686123750 -5.41488 10
6 1.8469686122223 -3.88788 107°
7 1.8469686122226 -3.89088 1077
Tabela TBY - Integral de J, para elementos constantes . k=5.0 ¢ 16 elementos
. |
g E% = 0.4900857016478001 JJD[%]d; obtido pelo Mathematica = 1.96032817314383
- il
I -
nptg JJ &\1& erro absoluto
o J 5
1y
9 1.9601691997666 1.58973 107
3 1.9603284501214 -2.76978 107
4 1.9603281767022 -3.55837 10~
5 1.9603281769630 -3.81917 10~
6 1.9603281769629 -3.81907 10~

Tabela TB10 - Integral de J, para elementos constantes .
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kEL :
X = == = 0.24533837163708 j Joﬁf—LJd& obtido pelo Mathematica =
i W

1.9899907969559883

nptg ] KEL erro absoluto
J j"(TJ"‘:'
0
2 1.9899807583888 1.00386 10~
3 1.9899908064411 -9.48511 107
4 1.9899908021203 -5.16431 10”
5 0.9899908021213 -5.16531 107

Tabela TB11 - Integral de J, para elementos constantes . k=5.0 e 64 elementos

I
X= k‘E:'TL =5.7402514854772 J.JO(EZ—L-}& obtido pelo Mathematica = 0.235861779121118
0
nptg j KEL erro absoluto
{2
]
2 -0.69474877895622 0.930611
3 0.51940229244379 -0.28354
4 0.19215087810644 4.37109 107
5 0.23994554040764 -4.08376 10~
6 0.23560559088374 2.56188 10~
2 0.23587333523856 -1.15561 107
8 0.23586138235680 3.96764 107
9 0.23586179108642 -1.19653 107
10 0.23586177839098 7.30138 10"
11 0.23586177909536 2.57580 107"
12 0.23586177901589 1.05228 107"
13 0.23586177902442 9.66980 107"
14 0.23586177902371 9.74080 10
15 0.23586177902376 9.73580 107"

Tabela TB12 - Integral de J, para elementos constantes . k=15.0 e 8 clementos
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kEL

X= ES =2.9263548302419

|

Q

(KEL
[

Jd!; obtido pelo Mathematica = 0. 960768484493058

nptg ’ KEL erro absoluto
I Ja[ )
0
2 0.80805957716426 1.52709 107
3 0.97065586385814 -9.88738 10~
4 0.9604 1886044159 3.49624 107
5 0.96077626539936 -7.78091 10°
6 0.96076836558287 1.18910 107
7 0.96076848612062 -1.62756 10”
8 0.96076848475530 -2.62242 107°
9 0.96076848476867 -2.75612 107
10 0.96076848476848 -2.75422 107
Tabela TB13 - Integral de J, para elementos constantes . k=15.0 ¢ 16 elementos
|
= XL | 4702571049434 _fjo[ Jd& obtido pelo Mathematica = 1.667708475778108
0
nptg j‘; (‘M’L J erro absoluto
i}
2 1.6556277359050 1.20807 107
3 1.6678976075795 -1.89132 107
4 1.66770683606 14 1.63972 10°
5 1.6677084835792 -7.80109 107
6 1.6677084745332 1.24491 107
7 1.6677084745677 1.21041 107
8 1.6677084745676 1.21051 10”

Tabela TB14 - Integral de J, para elementos constantes .
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L
kEL
x= _2__ =(.73601511491125 J‘JU(}%[:JM; obtido pclo Mathematica = 1.91152815717047
0
nptg ' KEL crro absoluto
Jufs
2
0
2 1.9107274838284 8.00673 107
3 1.9115312680488 -3.11088 10°
4 1.9115281525094 4.66107 10~
5 1.9115281592184 -2.04793 107
6 1.9115281592092 -2.03873 107

Tabela TB15 - Integral de J, para elementos constantes , k=15.0 ¢ 64 elementos

* Elementos constantes nio singulares

Aqui sdo apresentadas as tabelas TB16 a TB23, que contém os resuitados das eqs.(4.23)
e (4.25) para varios numeros de Gauss utilizados na integragio numérica. O nimero maximo
de pontos de Gauss apresentado em cada tabela indica que, a partir dai, os resultados
permanecem inalterados. O numero de ondas utilizado nessas tabelas foi 0.5 e 15, sendo que
em cada um desses casos, o contorno foi discretizado em 8 e 64 elementos. Os dados
apresentados correspondem aos elementos das matrizes G e H. Cada uma dessas tabelas
apresenta um dos elementos proximos de um elemento singular, e o0 elemento mais distante do
mesmo. Observa-se nessas tabelas que, para os elementos mais distantes do elemento singular,
a convergeéncia € boa, tanto para a parte real, quanto para a parte imaginaria dos elementos das
matrizes G ¢ H. O mesmo nao ocorre com os elementos proximos do elemento singular. Para
k= 0.5, a convergéncia da parte imaginaria e real dos elementos das matrizes G e H é boa,
sendo que, para a parte real, apresenta-se um pouco mais demorada. Para k = 15.0, e com um
numero de elementos no contorno igual a 8, observa-se que ndo € possivel aumentar a
convergéncia até a precisao vista parak = 0.5. Isto ocorre, tanto para a parte real, quanto para
a parte imaginaria dos elementos das matrizes em considera¢do; a precisdo nas demais casas
decimais so € encontrada aumentando o numero de elementos, como o exemplo mostrado
para N = 64, Esta falta de acuidade deve-se ao fato do raio da integragdo estar bem proximo

da singulandade; este fato € conhecido como "quase singularidade".
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nptyg g(l,2) g(l, 5)

2 (-.08983666544145,-.00636189430017) (-.08017298663250,-.03956094363172)
3 (-.09114144505972,-.00636189817619) (-.08018460833125,-.03958096960602)
4 (-.09114737230862,-.00636189817543) (-.08018448798053, -.03958096960087)
5 (-.09113900313214,-.00636189817543) (-.08018448923954, -.03958096960087)
6 (-.09113812091122,-.00636189817543) (-.08018448922633,-.03958096960087)
7 (-.09113808823543,-.00636189817543) (-.08018448922647,-.03958096960087)
8 (-.09113809082384,-.00636189817543) (-.08018448922647,-.03958096960087)
9 (-.09113809129975,-.00636189817543) (-.08018448922647,-.03958096960087)
10 (-.09113809133029,-.00636189817543) (-.08018448922647,-.03958096960087)
11 (-.09113809133020,-.00636189817543) (-.08018448922647,-.03958096960087)
12 (-.09113809133000,-.00636189817543) (-.08018448922647,~.03958096960087)
13 (-.09113809132998,-.00636189817543) (-.08018448922647,~.03958096960087)
14 (-.09113809132997,-.00636189817543) (-.08018448922647,-.03958096960087)

Tabcla TB16 - Elementos de G para k=0.5 e n= § (clementos constantes)

nptg g{l,2) gf{l,33)
2 (-.01011155175845,-.00001474455636) (-.00959389198277,~.00539311616980)
3 (-.010417659243224,-.00001474455636) (-.009859389227173,-.00539311617077)
4  (-.01044975834017,-.00001474455636) (-.00959389227168,-.00539311617077)
5 (-.01045275241610,-.00001474455636) (-.00959389227168,-.00539311617077)
6 (-.01045301425412,-.00001474455636) (-.00959389227168,-.00539311617077)
7 (-.01045303617783,-.00001474455636) (-.00959389227168,-.00539311617077)
8 (-.01045303795608,-.00001474455636) (-.00959389227168,-.00539311617077)
9 (-.01045303809677,-.00001474455636) (-.00959389227168, -.00539311617077)
10 (-.01045303810768,-.00001474455636) (-.00959389227168,-.00539311617077)
11 (-.01045303810851,-.00001474455636}) (-.00959389227168,-.00539311617077)
12 (-.01045303810857,-.00001474455636) (-.00959389227168,-.00539311617077)
13 (-.01045303810858,-.00001474455636) (-.00959389227168,-.00539311617077)

Tabela TB17 - Elementos de G para k=0.5 ¢ n= 64 (elementos constantes)
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nptg

-
<

@ - ;s W

10
11
11
13
14
15
16
17
18
19
20
21

nptg

-
H O W @ - W o W M

=
]

g(l,2)

(-.26209114495364,-.16576394708280)

(-.03747218435986,0.
{-.08521114584250, -.
(-.07965769331346,-.
(-.08005400574821, -.
(-.0800350090970s6, -.
(-.08003568137509, -.
(-.08003566395745, -.
(-.08003566341323, -.
(-.08003566470533, -.
(-.08003566426126, .
{-.08003566361100, -.
{-.08003566456652, -.
.01002170688436)

(-.08B003566416591, -
{(-.08003566372267, -

(-.08003566450519, -.
(-.08003566410197, -.
(-.08003566377612, -.
(-.08003566447144,~.
(-.08003566406806, -.

{
{
(

(
(
(
(
(

{

04831534153928)
01943470573042)
00914582136461)
01007521063922)
01001938524723)
01002178212341)
01002170490956)
01002170728760)
01002170674234)
01002170681777)
01002170712460)
01002170678843)

.01002170706028)

01002170678795)
01002170693109)
01002170703635)
01002170678408)
01002170695481)

g(l, 5)

(0.18270170319140,-.38978595712617)
(0.17911094732168,-.38415762298292)
(0.17885871309898, -.38438071495126)
(0.17886861168156,-.38438852543420)
(0.17886877834279,-.38438818846886)
(0.17866876924337,-.38438818645883)
{0.17886876925510, -.38438818665627)
(0.17886876925852, -.38438818665494)
(0.17886876925848,-.38438818665489)
(0.178868765925847,-.38438818665489)
(0.17886876925848,-.38438818665489)
(0.17886876925848, -.38438818665489)
(0.17886876925848, -.38438818665489)
(0.17886876925848,-.38438818665489)
(0.17886876925848,-.38438818665489)
(0.17886876925848,-.36438818665489)
(0.17886876925848,-.38438818665489)
(0.17886876925848,-.38438818665489)
(0.1788€6876925848, -.38438818665489)
(0.17886876925848,-.38438818665489)

Tabela TB18 - Elementos de G para k=15.0 ¢ n= 8 (clementos constantes)

gi{l,2)
-.01058986169626,-.00984212427534)
-.01090723105095,-.00984285052899)
-.01083993069393,-.00984284875816)
-.010942957875%96,~-.00984284876083)
-.01094322152585,-.00984284876083)
-.01094324355057,~-.00984284876083)
-.01094324533449,-.0098428487608E3)
~.0109432454755C, -.00984284876083)
-.01094324548642,-.00984284876083)
-.01084324548725,-.00984284876083)
(-.01094324548732,-.00984284876083)

g(l,33)

(0.03251358471527,0.04266813111732)
(0.03251348808364,0.04266796149034)
(0.03251348822319,0.04266796143128)
(0.03251348822322,0.04266796143137)
(0.03251348822322,0.04266796143137)
(0.03251348822322,0.04266796143137)
(0.03251348822322,0.04266796143137)
(0.03251348822322,0.04266796143137)
10.03251248822322,0.04266796143137)
(0.03251348822322,0.04266796143137)
10.03251348822322,0.04266796143137)

Tabela T19 - Elementos de G para k=15.0 ¢ n= 64 (elementos constantes)
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nptg

h N e o

~J

10
11

(._

B2

.13656522324390,-.18484997100270)
.13652443858602,-.18485031066055)
.13651180762438,-.18485031057188)
.13651097310233,-.18485031057190)
.13651095621473,-.18485031057120)
.13651095849760, -.18485031057190)
.13651095877440,-.18485031057190)
.13651095878741, -.18485031057190)
.13651095878714,~-.18485031057190)
-13651095878705, -.18485031057189)

(0.

(0.
(0.
(0.
(0.
(0.
(0.
(0.
(0.
(0.

h(1,

00608038742857,
00607430083404, -
00607434005656, -
00607433975522, -
00607433975773,
00607433975771,
00607433975771,
00607433975771,
00607433975771,
00607433975771, -

1

5)

15211557428394)

-152115390551040)
-15211590542219)
-15211590542220)
-15211590542220)
.15211590542220)
-15211590542220)
.15211590542220)
.15211590542220)
-15211550542220)

Tabela TB20 - Elementos dc H para k=0.5 ¢ n= 8 (clementos constantes)

h(l,2)

.0495497031983%,-.02451787838280)
.04957481491533,-.02451787839513)

.04957600561394,~-.02451787839513)
.04957606763731,-.02451787839513)
.04857607101632,-.02451787839513)
.04957607120432,-.02451787829513})
.04957607121484,-.02451787839513)
.04957607121543,-.02451787839513)
.04957607121546,-.02451787838513)
.04957607121546,~.02451787839513}

h(l,

33)

(0.00214410762846,-.01878515061810)

(0.00214410746480, -.
00214410746481, -.
(0.00214410746481, -.
00214410746481, -.
00214410746481, -.
00214410746481, -.
00214410746481, -.
00214410746481, -.
00214410746481, -.

(0.

(0.
(0.
(0.
{0.
(0.
(0.

01878515062945)
01878515062945)
01878515062945)
01878515062945)
01878515062945)
01878515062945)
01878515062945)
01878515062945)
01878515062945)

Tabela TB21 - Elementos de H para k=0.5 e n= 64 (elementos constantes)
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h{l,2)

(0.02215703319700,-.04250204289885)
(-.00277304599482,0.00276096623789)
{0.00424786369239,-.01066849838494)
(0.00326382194844,-.00852797604905)
(0.00334904850169,-.00873872201501)
({0.00334393804116,-.00872477475786)
(0.00334416246039,-.00872543504939)
{0.00334415520974,-.00872541147857)
(0.00334415537175,-.00872541222321)
(0.00334415510579,-.00872541226879)
(0.00334415540344,-.00872541210990)
{0.00334415541480,-.00872541216129)
(0.00334415516576,-.00872541224346)
(0.00334415535223,-.00872541215064)
{0.00334415542588,-.00872541214262]
(0.00334415522539,-.00872541220923)
(0.00334415532212,-.00872541217691)
(0.00334415541694,-.00872541214284)
(0.00334415526737,-.00872541218408)
{0.00334415530992,-.00872541218881)

B, .5)

{0.02637778230953,0.01179265545989)
(0.02598070146826,0.01158673857270)
(0.02599342449936,0.01156809547212)
(0.02599404778436,0.01156866617156)
(0.02599402783944,0.01156868155470)
(0.02599402756707,0.01156868099317)
(0.02599402758002,0.01156868099039)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
{0.02559402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.011568680939063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.01156868029063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)
(0.02599402758000,0.01156868099063)

Tabela TB22 - Elementos de H para k=15.0 e n= 8 (clementos constantes)

hi{1,2)

h{l,33)

2 (0.00759655535853,~-.01262806937516) (-.00280750223127,0.00221431301479)
3 (0.007583329883116,-.01263037904802) (-.00280749151332,0.00221430566183)
4 (0.00758222270680,-.01263037142071) (-.00280749150834,0.00221430567059)
5 (0.00758216224208,-.01263037143545) (-.00280749150834,0.00221430567060)

(0.00758215891563, -.01263037143543) (~.00280749150834,0.00221430567060)

(0.00758215872981,-.01263037143543) (-.00280749150834,0.00221430567060)
8 (0.00758215871939,-.01263037143543) (-.00280749150834,0.00221430567060)
2 (0.00758215871880,-.01263037143543) (-.00280749150834,0.00221430567060)
10 (0.00758215871877,-.01263037143543) (-.00280749150834,0.00221430567060)
11 (0.00758215871877,-.01263037143543) (-.00280749150834,0.00221430567060)

Tabela TB23 - Elementos de H para k=15.0 e n= 64 (elementos constantes)
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e Elementos lineares singulares e nao singulares

Analogo ao desenvolvimento dos elementos constantes singulares, aqui, a singularidade

¢ contornada desenvolvendo a eq. (4.69b) através da eq. (B1), sendo, entdo. reescrita da

seguinte forma:

+l +I

16
f

) _%{_ g i1r:IJr%r (L) = 2 () - 907(?):5 kL)

% 24;31:(1"]‘)“1 +_2"FB9§530? " = 16128m L)~

‘W kD) 165818011‘ (L sozss;f;zooOn(kL)lo -
- S 87917917527'?92000n(u)]: + SeoRsasaonn L) *
" ]"G] & 1{%)(&)%2410“ '{%](“)4 o= "‘(%J“‘L’G”
+m lr(é} (kL)* - m m{%] (kL)' +
+4830651856001t l"{%) (kL)™ + i 2) _Eé_n In(2) (kL)
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7 1 6 11

+ In(2) (kL)* = ————1n(2) (kL) + ——— P
15360x n(2) { 458752xw n(2) (kL) [698693120E!n(2)(kL)

+ 13 In(2) (k)" + [ In(2) (k)" +
9965666304001 52763673231360x

kL 5 kL : 7 'EL_ p
+— n( )— e H[TJ(kL) + 153600 [n{2 J(ld..) =

1 kL s kL )
_453752::'“( 2 J“‘L} 16986931201 "( J

13 | kL 12
¥ 52763673231360r h{ J“‘L)

- I
9965666304001

o]

=

k'L 10
—2—](kL)

)* In(kL) —

1 1 )
- - ——(kL)* 1
+ (kL) - S (kL) In(kL) + <

247 . 1013 3
~an2a76sx () (kL) + o oo (KLY In(kL) -

1361 10 : 16369 s
- kL)' In(KL u
sz1sss76800r - KL+ g Soosaroacos <L) (kL)

(B3)

Da mesma forma, aplicando a eq. (B1) na eq. (4.69d), esta Gltima pode ser reescrita

como.

+1 +1

0|
<

o
g

]

|
| ==
ey
]

+
CL
kARG
SN e
7 s
M‘+

Ny
N’
o
g
I

o3—- | = V,(R®)

-1 -1
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+1

L kL .
T J.YGLT(HQJ (1+8 d& =

= - 4261681299456000 + 8523362598912000 y + 1331775406080000 (kL)? -
- 1065420324864000 y (kL) - 73987522560000 (KL)* +
+44392513536000 y (kL)* +1811152896000 (kL) - 924844032000 y (kL)® -

- 25240535040 (KL)® + 11560550400 Y (kL)® + 227999744 (kL)' -

- 96337920 y (kL)' - 1445888 (kL)' + 573440 y (kL)' +

1
+8523362598912000 1“[5} - 1065420324864000 (kL)* ]n{%} -

1 |
+44392513536000 (kL)* In[ } 924844032000 (kL) 1,{%} +

o |

1 ]
+ 11560550400 (kL)* 1.{;} - 96337920 (kL)" 1{5J + 573440 (kL)" 1.{%} +

+2130840649728000 In(2) - 66588770304000 (kL)? In(2) +

+ 693633024000 (kL)* In(2) - 3612672000(kL)° In(2) + 11289600 (kL)® In(2) -

; kL
- 23520 (kD)™ In(2) + 35 (kL)' In(2) + 2130840649728000 h(—z J
: kL k
- 66588770304000 (kL)* Ir{TJ + 693633024000 (kL)* ln[—zl-‘] »
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kL kL _
- 3612672000 (kL)® m(ﬁz—) + 11289600 (LLJsIr\(?J - 23520 (kL)'GIn[-zin)+

kL
+35 (kL)" ln[—:z—J +6392521949184000 In(kL) -

- 998831554560000 (KL)* In(kL) + 43698880512000 (KL)* In(kL) -

- 921231360000 (kL)® In(kL) + 11549260800 (kL)® In(kL) -

In(kL)
2130840649728000m

- 96314400 (kL)' In(kL) + 573405 (kL)'

(B4)

A seguir, alguns resultados, obtidos através da eq. (B3), sio comparados com os
resultados do MATHEMATICA e apresentados na tabela TB24 para k = 5.0 . Nas tabelas
seguintes, TB25 e TB26, sdo apresentados os resultados da integral de J, (x) para os elementos
da diagonal da matriz G (primeira integral da eq. (4 60)), com k = 5.0 e numero de elementos
igual a 8 e 64. Nessas trés tabelas, o erro absoluto diminui conforme o niumero de elementos
da discretizagao (TB24), ou o numero de pontos de gauss (TB25 e TB26) vai aumentando.
As tabelas TB27 a TB30 mostram alguns dos elementos nao singulares proximos e distantes
dos elementos singulares das matrizes G e H, também para k = 5.0 e numero de elementos

igual 4 8 e 64,

i T B FC =
I( atraves da eq. (B3)) ( r;;ravcs do Mathematica)
8 -0.20758620053136 -0.2075809465162914 5.25402 10°
16 -1.9977509598988 -1.997750959898743 568434 1077
32 -1.0220357298152 -1.022035729183043 6.32157 10"V
64 -2.93338380014925 -2.933383801492452 476616 10"

Tabela TB24 - Integral de Y, para elementos lineares. k = 3.0
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JJ,[-'i—L(I «g_}](l—@} d& obudo pelo Mathematica = 1.14621221157715

nptg J%[%(' +E,J]ll —8dt erro absoluto
2 1.2173210914307 -7.56999 10~
3 1.1386290115514 2.99221 107
4 1.141679108944 | -5.78878 10
5 1.1416205542297 6.66928 107’
3 1.1416212262830 -5.12528 107
7 1.1416212211544 3.31513 1077
8 1.1416212211820 -2.42850 107"
9 1.1416212211819 -2.41849 1077

Tabela TB25 - Integral dc J, para elementos lineares, k = 5.0 e 8 elementos

{
JJ%%{HE,]]U ~E}dE  obtido pelo Mathematica = 1.980056694351116

nptg J J,,[%{ |+t,}]{| -4dg erro absoluto
3 1 9800867064341 3.00121 10°
3 1.9800566775837 1.67674 107
3 1.9800566990626 -4.71148 10™
5 1.9800566990554 -4.70428 10~

Tabela TB26 - Integral de J, para elementos lineares., k = 5.0 ¢ 64 elementos

nptg a(l,2) g.ll,5)

2 (-.04886685571078,-.00303620314459) (-.01268321619556,0.02069092516768)
3 (-.04886685571078,0.00022395064235) (-.01328744964672,0.02061816610525)
4 (-.04886685571078,0.00009563037375) (~.01326874567139,0.02061245110041)
5 (-.04886685571078,0.00009819604873) (-.01326903890698,0.02061270791313)
5 (-.04886685571078,0.00008816686918) (-.01326903626241,0.02061270335065)
7 (-.04886685571078,0.00009816702459) (-.01326903646967,0.02061270333951)
8 (-.04886685571078,0.00009816709336) (-.01326903626004,0.02061270341078)
9 (-.04686685571078,0.00009816709337) (-.01326903642879,0.02061270335077)
10 (-.04886685571078,0.00009816709337) (-.01326903626249,0.02061270340997)

Tabela TB27 - Elementosde G para k=5.0 ¢ n= 8 (elementos lincares)
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nptg

[ AT E L B - PV S |

nptg

O W @ -] o U e W

—

nptg

s WM

-~

(s 4]

Gauss igual a 10, garante-se uma aproximagdo de no minimo 9 casas decimais, tanto para os

g(l,2)

(0.009894159679559,0.01190112089623)
{0.00989419679559,0.01190142525809)
{0.00989419679559,0.01190142507474)
{0.00989419679559,0.01190142507479)
{0.00989419679559,0.01190142507479)

g(l,33)

(-.00034869135975,0.00361963647175)
(-.00034897780468,0.00361967077482)
(-.00034897764768,0.00361967069554)
(-.00034897764772,0.00361967069558)
(-.00034897764772,0.00361967069558)

k=50 ¢ n= 64 (elementos lineares)

Kil,5)

{-.19845795557695,0.12169766623096)
(-.19659611780220,0.12173277858955)
(-.19661640643301,0.12176809784309)
(-.19661665972384,0.12176755922681)
(-.19661665355674,0.12176756103468)
(-.19661665360572,0.12176756105754)
(-.19661665360553,0.12176756105723)
(-.19661665360553,0.12176756105723)
(-.19661665360553,0.12176756105723)

Tabela TB29 - Elementosde H para k=50 ¢ n= 8 (clementos lincares)

Tabela TB28 - Elementos de G para

h(l,2)
(-.06232088883562,-.05770042733606)
(-.05743900602885,-.05672304419397)
(-.05760261777510,-.05680352277840)
(-.05760086207789, -.05680175904288)
(-.05760088010238,-.05680177946444)
(-.05760087950192,-.05680177931381)
(-.05760087948779,-.05680177931458)
(-.05760087948781,-.05680177931458)
(-.05760087948783,-.05680177931458)

hi{l; 2}
(0.00561705291050,0.00139539027989)

(0.00569329250307,0.00139536443740)
{(0.00569662749884,0.00139536445016)
{0.00569675622093,0.00139536445016)
{0.00569676064144,0.00139536445016)
(0.00569676099938,0.00139536445016)
(0.00569676100458,0.00139536445016)
{0.00569676100475,0.00139536445016)

Rill: 33)

(=.03050471415571,0.00551428106061)
(-.03050465203618,0.00551429525637)
(-.03050465204907,0.00551429527596)
(-.03050465204907,0.00551429527596)
(=.03050465204907,0.00551429527596)
(-.03050465204907,0.00551429527596)
(-.03050465204907,0.00551429527596)
(-.03050465204907,0.00551429527596)

Tabela TB30 - Elementos de H para k=5.0 e n= 64 (eclementos lineares)

Observa-se através das tabelas TB25 a TB30, que considerando o nimero de pontos de

elementos singulares quanto para os ndo singulares, sendo este, 0 namero adotado para

integra¢ao numerica dos elementos lineares.
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e Elementos quadraticos singulares e nio singulares

As tabelas TB31 e TB32 mostram os resultados das integrais que compdem um dos

elementos singulares de G quando o ponto de colocagdo € localizado no nd 1 (eq.(4.90)). A

parte real destes termos foi integradas pela formula da quadratura gaussiana logaritmica, e a

parte imaginaria, pela formula da quadratura gaussiana normal. Logo em seguida, sdo

apresentadas as tabelas TB33 a TB36, que contém alguns dos resultados dos elementos nio

singulares proximos € distantes de um dos elementos singulares das matrizes G e H. Nas

tabelas TB31 a TB36, o contorno € discretizado em 8 e 64 elementos e k é igual a 5.0.

nptg

(=T R ¥ T S ]

12
14

nptg

L]

L= e - R S )

12
14

GW(1)

(.02775590917,.040252630643726)
(02672933092..038020080967926)
(02720939518..037920216914641)
(02743389458.037925443426231)
(.02747849590,037925468623046)
(.02762986088..037925465550858)
{.02767827918..037925465574170)
(.02771161590.037925465574464)
(.02773552493..037925465574465)
(.02776672073..037925465574465)
(.02778552488,.037925465574465)

GW(2)

(- 0392499458, 036559093931163)
(-~0370767054..034451927475606)
{-.0371840545,034687647805946)
(-~0372187457,034684107634223)
(-0365896773,.034683932933696)
{(-0372357567,.034683938567635)
(-.0372383915,.034683938527555)
{(-0372398258..034683938527667)
(-.0372406599..034683938527645)
(-0372414985..034683938527646)
(-.0372418644,_034683938527646)

GW(3)

(- 009711796789,-.0219730836781)
(-.010475828009.- 0185227922479)
{(-01072075348.-.01864343715393)
(--01086238719,-.01864447496648)
(- 00859678514,-.01864434752892)
(-01100434315,-.01864434993181)
(-01104246329.-.01864434991532)
(- 01106963083 .-.01864434991565)
(-.01108966208.-.01864434991563)
(-01111663468,-01864434991563)
(-~01113346978.-.01864434991563)

Tabela TB31 - Elementos singulares de G, k=5.0 ¢ ne=8

Ponto de colocacdo no no 1- Elementos quadraticos

GW(I)

(.00974551505,0041311226497092)
(.00964253140,.0041162207292868)
(.00960713317,.0041162285335868)
(.00959049690..0041162285363306)
(.00963840819..0041162285366281)
(.00957574155,. 0041162285366281)
(00957208631.. 0041162285366281)
(00956956696, 0041162285366281)
(.00956775872, 0041162285366281)
(00956539760, 0041162285366281)
(00956397337, 0041162285366281)

GW(2)

(01681769491,016036975219233)
(01686166445, 016066429107729)
(01686941039.01606641359831)
(01687171758.016066413592320)
(01660550878.016066413592325)
( 01687299223..016066413592325)
(01687318996, 016066413592325)
(.01687329783.. 016066413592325)
( 01687336066,. 016066413592325)
(01687342393, 016066413592325)
(01687345158, 016066413592325)

GW(3)

(.0000281257,.0038873649599071)
(.0006742383,.0038728733499423)
(.0009641686..0038728810786696)
(.0011179183..0038728810816171)
(.0002707234,.0038728810816146)
(0012674769..0038728810816146)
(.0013071443,. 0038728810816146)
(.0013353037, 0038728810816146)
(.0013560110.. 0038728810816146)
(.0013838242,. 0038728810816146)
(001401 1456.. 0038728810816146)

Tabela TB32 - Elementos singulares de G, k=3.0 e ne=64

Ponto de colocagdo no no 1- Elementos quadraticos

159



nptqg gi(l,2) g(l,9)

2 ( -0.039249945832,0.03655909393116) | -0.009830731360,-.00559597320258)
3 ( -0.037076705415,0.03445192747561) ¢ -0.008919520328,-.00528489815452)
4 { -0.076687612467,0.03468764780595) | -0.008902959677,-.00532587241195)
5 ( -0.047782007311,0.03468410763422) -0.008904712939, -.00532607165449)
6 ( -0.036589677346,0.03468393293370) ¢ -0.008904707211,-.00532602002526)
7 ( -0.037235756793,0.03468393856763) ~0.008904706308, -.00532602051716)
8 ( -0.037238416089,0.03468393852755) ¢ -0.008904706278,-.00532602051149)
9 ( -0.037239825897,0.03468393852767) ¢ -0.0083504706310,-.00532602051970)
10 ( -0.037240659925,0.03468393852764) | -0.008904706296, -.00532602051956)
12 ( -0.037485845167,0.03468392852765)  { -0.008904706303,-.00532602052108)
14 ( -0.037069728970,0.03468393852765) ( -0.008904706302,-.00532602051766)
16 ( -0.037242043693,0.03468393852765) ¢ -0.008904706279, -.00532602051364)
Tabela TB33 - Elementos de G para k=5.0 ¢ 8 elementos (clementos quadraticos)
nptg g(l,2) g(l,65)
2 ( 0.016817694915,0.016036987521923) ¢ -0.004407215813,-.00020315079080)
3 ( 0.016861664455,0.01606642910773) ( -0.004410597256,-.00020535740960)
4 ( 0.026761904466,0.01606641259833) ( -0.004410599188, -.00020535495563)
5 ( 0.022594262870,0.01606641359232) ( -0.004410599186,-.00020535495481)
& ( 0.016605508781,0.01606641359233) | -0.004410599186, -.00020535495481)
7 ( 0.016872992240,0.01606641359233) ( -0.004410599186,-.00020535495481)
8 ( 0.016873190873,0.01606641359233) ( -0.004410599186,-.00020535495481)
9 ( 0.016873297837,0.01606641359233) ¢ -0.004410599186,-.00020535495481)
10 ( 0.016873360649,0.01606641359233) { -0.004410599186,-.00020535495481)
12 ( 0.016083070032,0.01606641359233) ( -0.004410599186,-.00020535495481)
14 ( 0.016785029711,0.016066413592233) ( -0.004410599186,-.00020535495481)
e ( 0.016873465205,0.01606641359233) ( -0.004410599186,-.00020535495481)

Tabela TB34 - Elementos de G para k=5 .0 e 64 elementos (clementos quadraticos)
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nptg h{l,2) h(1,9)
2 (-0.0094344073539,0.04262447843818) (~0.0866860909725.0.0059946870849?]
3 ( 0.0033014208262,0.05579938490238) (-0.0863457299201,0.00963516199518)
4 ( 0.0018145036200,0.05486011080752) (—0.0862457819531,0.009595364429091
5 (0.0018413466237,0.05488590794421) (-0.0862471211461,0.00959304290934}
6 (0.0018395778258,0.05488570939574) (-0.0862471589725,0.00959307223426)
7 ( 0.0018391034673,0.05488570529317) (—0.08624?1583873,0.009593072?7731]
8 ( 0.0018389741511,0.05488570538382) (~0.0862471583802,0.00959307276829)
9 ( 0.0018389315148,0.05488570538368) (—0.0862471583803,0.0095930?276821)
10 ( 0.0018389156177,0.05488570538367) (-0.08624?1583803,0.009593072?6821]
11 { 0.0018389090721,0.05488570538367) {-0.0862471583803,0.00959307276821)
12 ( 0.0018389061490,0.05488570538367) (—0.08624?1583803,0.00959307276821}
13 ( 0.0018389047524,0.05488570538367) (—0.0862471583803.0.009593072768211
14 ( 0.0018389040459,0.05488570538367) (—0.0862471583803,0.00959307276821}
15 ( 0.0018389036707,0.05488570538367) (-0.0862471583803,0.00959307276321]
16 ( 0.0018389034629,0.05488570538367) (—0.0862471583803,0.00959307276821}
Tabela TB35 - Elementos de H para k=5.0 e 8 elementos (elementos quadraticos)
nptg h(l,2) h{l,65)
2 (0.0055423674347,0.00032262697014) (-0.0101909334508,0.00175815304207)
3 { 0.0055341705576,0.00029124847982) (-0.0101923402446,0.00176678272126)
4 ( 0.00558337122713,0.00029130954179) (-0.0101923370423,0.00176678342856)
5 ( 0.0055336795030,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
& ( 0.0055336747609,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
7 ( 0.0055336737553,0.000291309851227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
8 ( 0.0055336734821,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
9 ( 0.0055336733936,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
10 ( 0.0055336733609,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
11 { 0.0055336732475,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
12 ( 0.0055336733416,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
13 ( 0.0055336733387,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
14 ( 0.0055336733373,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
15 ( 0.0055336733365,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)
l6 ( 0.0055336733361,0.00029130951227) (-0.0101923370423,0.00176678342753)

Tabela TB36 - Elementos de H para k=5 0 e 64 elementos (elementos quadraticos)
Observa-se nos elementos g(1,2), que a convergéncia ndo € tio boa quanto para os

outros elementos. Isto se deve ac fato do raio da integracio estar bem proximo da

singulandade; € o caso da “quase singularidade”, ja visto anteriormente.
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O numero de Gauss para integragio numerica dos elementos quadraticos é escolhido
atraves dos resultados apresentados pelas tabelas TB31 a TB36. Para a parte imaginaria dos
elementos singulares e ndo singulares, o numero de pontos de Gauss igual a 10 garante uma
convergéncia de no minimo 10 casas decimais. Para a parte real, o erro de convergéncia
aparece logo na quarta casa decimal, com uma convergéncia bastante lenta: mesmo assim,
como o resultado ndo melhora aumentando o numero de Gauss, considera-se para a
integragdo, tanto para a parte real quanto para a imaginaria, 0 nimero de Gauss igual a 10.
Para sanar esta dificuldade de convergéncia para os elementos com singularidade, necessita-se
de outra estratégia de integragio, pois a utilizada neste trabalho nio apresenta bons resultados,
desde que os valores dos numeros de pontos de Gauss logaritmico ¢ tabulada apenas até 16.

Para valores maiores que este, torna-se muito dificil calcular, sem perda de acuidade, mesmo

utilizando recursos computacionais significantes [ Stroud, 1966].

* Elementos ciibicos singulares e nio singulares

A s tabelas TB37a a TB38b mostram alguns dos resultados das integrais que compdem
um dos elementos singulares de G quando o ponto de colocagdo € localizado no no 1
(eq.(4.26)). As tabelas seguintes, TB39 a TB42, mostram os resultados de um dos elementos
ndo singulares proximo e distante do elemento singular das matrizes G e H. Essas tabelas
seguem o mesmo caso apresentado para os elementos quadraticos, ou seja, para k = 5.0, com 8

e 64 elementos de discretizacdo do contorno.

npta GW(1) GW({2)

2 (.018741536616131,.014736761242079) ( .014115915899072, .091441502063539)
3 (.022893469349477,.022715201332981) (-.002745081578035, .057165992058462)
4 .023065185474104, .021601961431746) (—.001697875136403,.060736186987984)
5 -023301138123030, .021651886066156) f-.001819944730947,.060586450008440)
& (.023611569227949, .021650488676726) (—.002419391036892,.060590533911913}
7 .023490350236149, .021650519654144) (-.001856201498444, .060590445042872)
8 -023536297589729, .021650519103883) (—.001861865179859,.060590446598924)
9 (.023567729469964,.021650519111909) l—.001864924387600..060590446576393}
190 -023590169759410, .021650519111805) (-.U01866693435664, .060590446576685)

Tabela TB37a - Elementos singulares de G. k=5.0 ¢ ne=8

Ponto de colocagdo no no 1- Elementos cubicos
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nptyg

—

nptg

=i

O W @ - o ol W M

Lo T o B e e L ¥ L S PV I

GW(3)

.05914898782783,-.050252152948368)
.0388911€800026,-.018039417441063)
.04019626413606,-.021292173512760)
.04010161257223,-.021157751988338)
.03883490304299,-.0211613%0254097)
.04008278445925,-.021161311422367)
.04007981894686,-.021161312796662)
.04007823215049,-.021161312776809)
.04007732081644,-.021161312777067)

GW(4)
-004780601196206,-.001006978203688)
-001989578645527,-.007924039574232)
.001828080483715,-.00?07?560491614)
-001999099888158,-.007113670835847)
-000215007264509,-.007112684882928)
-002143073732282,-.007112706447578)
.002180789974216,—.007112706069827)
.00220743?954805,~.007112706075295)
-002226971755298,-.007112706075223)

Tabela TB37b - Elementos singulares de G. k=5.0 ¢ ne=8

Ponto de colocagdo no no 1- Elementos cubicos

GWI(l)
.0072363717078762, .003037402592012)
.00706825387546821, .003055849544651)
.0070209245641514, .003055793669283)
.0070026008802961, .003055793716610)
.0069337227876525, .003055793716586)
.0069869662861205, .003055753716586)
.00698317956768374, .003055733716586)
.0069805892876786, .003055793716586)
.00659787400281139, .003055753716586)

(
(
(.
(s

GW(2)
-013829678489554, .0092950747535287)
-014058060665009, .0092030560158429)
-0140729617835265, .0092032611446597)
.014085541286455, .0092032609821629)
-014336023754258, .0092032609822425)
-014088651779931, .0092032609822425)
-014089118849205, .0092032609822425)

014089371015751, .0092032609822425)
014089516812345, .0092032609822425)

Tabela TB38a - Elementos singuiares de G. k=5.0 e ne=64

Ponto de colocagdo no no 1- Elementos ciibicos
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nptg
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(

nptg
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w

D -]

nptg

[+ TN & 4 R - V% T 8
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(
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{

GW(3)

.0050928219538818, .008746473821057)
.0049147353839485, .008674590192414)
-0049018875889632, .008874348058211)
.00485885596059685, .0088743482409873)
-0043487712602892, .008874348240885)
.0048968831632872, .008874348240885)
-0048966385622430, .008874348240885)
.0048965077603960, .008874348240885)
-0048964326513924, .008874348240885)

fus
{
(.

GWI(4)

-000433611918252, .0029764469328493)

.001143733841051,.0029220301351066}
.001438682229534,.00292212294498751
.001593705943583,.0029221228774242)
.000896990304770,.0029221228774561]
.001743862585250,.00292212287?4561}

001783604337803,.002.92212287?456}

-001811798230740, .0029221228774561)

001832521808187, .0029221228774561)

Tabela TB38b - Elementos singulares de G, k=5.0 ¢ ne=64

Ponto de colocagio no no 1- Elementos ciibicos

g(l,2)

.054225568193118, .003101142688578)
.032954731288962, .024918776355470)
-035638039600005, .020331096551391)
.035385448594215, .020578261476915)

.035395620675665, .020572443366462)
.035394036940957, .020572531703174)
-035393657291215, .020572530564093)
.035393536288723, .020572530576477)

.035393492415781, .020572530576369)

g(l, 13}
-058014152777391, .017714300656691)
-059339610636618, .013051603246579)
+059643112666030, .013265746209010)
-059637671623644, .013272436744626)
-052637558037628, .013272391625375)
.059637557913177, .013272389824057)
-059637557934221, .013272389816964]
-059637557934354,.013272389817129)
.058637557934353, .013272389817131)

Tabela TB39 - Elementos de G para k=5.0 ¢ 8 clementos (clementos cubicos)

ag(l,2)
.0028711080424733,-.000090021284122)
.0029714993953878, .000001607774859)
.0029676493774345, .000001217700510})
.0029675301342288, .000001218094659)
.002967515684276%, .000001218094468)
.0029675128972330, .000001218094468)
.002967512180525%8, .0000061218094468)
.0029675119564167, .0000012180944468) .
.0029675118755569, .000001218094468)

gil, 97)

.0007641728810178, .003415910262045)
.0007206578946665, .003447399324443)
-0007904910935349, .003447255936765)
-0007504912477022, .003447256103138)

-0007904912479171, .003447256103045)
.0007904912479196, .003447256103045)
.0007904912479197, .003447256103045)
0007904912479197, .003447256103045)
-0007904912479197, .003447256103045)

Tabela TB40 - Elementos de G para k=5.0 ¢ 64 elementos (elementos cubicos)
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nptg

nptg

—

10, a parte imagmnaria dos elementos singulares e dos nao singulares apresenta uma
estabilidade de, no minimo, 11 casas decimais. Para a parte real, o maximo de estabilidade
conseguida € até a quarta casa decimal, ndo apresentando melhora mesmo com o aumento do

numero dos pontos de Gauss. Assim, considera-se tanto para a parte real, quanto para a parte

- o N o

w

L

O W @ -] o N

hi

.014115915899072,
.002745081578035,
.001697875136403,
.001819944730947, .
.002419391036892,
.001856201498444,
.001861865179853,
.001864524387600,
.001866693435664, .

Ly 2)

.09144150206353)
.05716599205846)
.06073618698798)
06058645000844)
.06059053391191)
.06059044504287}
.06059044659892)
.06059044657639}
06059044657668)

.003546628403457,
.004712674635295,
.004678226690511,
.004677325433623,
.004677320661017,
.004677320765182,
.0048677320769148,
.004677320769207,
.004677320769207,

h(l, 13)

-.0050966702033055)
-.0042655039189865)
--0042207332777816)
-0042211618243646)
-0042211749596754)
-0042211751868385)
-.0042211751881487)
-.0042211751881034)
-.0042211751881022)

Tabela TB41 - Elementos de H para k=5.0 ¢ 8 elementos (clementos cubicos)

hil,2)
.013829678489554, .009295074753528)
.014058060665009, .009203056015842)
.014079617835265, .009203261144659)
.014085541286455, .009203260982162)
.014336023754258, .009203260982242)
.014088651772931, .009203260982242)
.014089118849205, .009203260982242)
(.014089371015751, .009203260982242)
1.014089516812345,.009203260982242)

Observando as tabelas TB37a a TB40, verifica-se que, para um numero de Gauss igual a

{ =
| Bt

(=

h(l,

001307385778946,
001201810507850,

(-.001201652209644,

.001201651588201,
.001201651585661,
.001201651585651,
.001201651585651,
-010201651585651,
.001201651585651,

97)

.001345305433974)
-001514342556922)
-001514029219146)
-001514029437181)
.001514029437084)
.001514029437084)
-001514029437084)
-001514029437084)
-001514029437084)

Tabela TB42 - Elementos de H para k=5.0 e 64 elementos (clementos ciibicos)

imaginaria, o numero de Gauss igual a 10
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APENDICE C

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Quando o Método CHIEF ¢ aplicado as equagoes integrais, ela produz um sistema de
equagdes de ordem M x N ( M > N ). Neste trabalho, a resolu¢do deste sistema ¢ feita
atraves do Método dos Minimos Quadrados [Pipes, 1970].

Considerando a matriz do sistema A, e sendo x,, o vetor das incognitas e b, o

vetor de coeficientes independentes

A Xpa = Dy (92}

MxN

O metodo consiste em multiplicar os dois lados da equagdo (C1) pela transposta da

matnz A, .

-
H

[Aver] A Xna = [Ave] b (C2)

a fim de tornar a matriz A quadrada. Dai, entdo, vem:
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an xf‘ml ™= ynxl (C3)

que €, em seguida, resolvida pelo método da eliminacdo de Gauss.
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APENDICE D

INTEGRACAO PELA QUADRATURA GAUSSIANA

Existem muitos métodos numericos de integragdo numérica; neste trabalho foi adotado o
metodo da quadratura gaussiana por ser geral, simples e apresentar uma boa acuidade. Aqui,
sdo apresentados dois casos de integragdo: para fun¢des com singularidade logaritmica e ndo

singulares.

¢ Quadratura Gaussiana Unidimensional

A integral pode ser escrita como:

1=J. £(§) d&= me f€) + E, (D1)

=1
m=|

onde nptg ¢ o numero de pontos de integracdo, ¢ ¢ a coordenada do m-ésimo ponto de

integracao, W ¢ o fator de ponderacao asssociado e E _ ¢é o erro dado por:
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~ 299 (gl d* "™ £(&)
™ (2nptg+1) [(2 nptg)]® dE*™S

(-1<&< )

(D2)

A férmula (D1) € baseada na representagio de f(&) pelo polinémio de Legendre P ©.
O valor de & ¢ a coordenada no ponto m onde P . € zero e para o qual o peso ¢ dado por:

2

[dp, . ©®]

wm=2f(1—§3m)l & J (D3)

58

Os valores de § e W, sdo listados na Tabela TD1,que se segue. Os valores de £ _ sdo

simetricos em relagdo a £ = 0, e W € o mesmo para dois valores simétricos.

* Quadratura Gaussiana Logaritmica Unidimensional

Os nucleos que incluem uma singularidade logaritmica em um dos extremos do dominio

de integragdo pode ser integrado usando a seguinte formula [Stroud, 1966]:

| o 2 e ae Sw. e, (D)

onde as coordenadas dos pontos de integragdo &_ e os fatores de ponderagdo sdo dados na

Tabela TD2.

Valores para &, ¢ W, para numeros de pontos de gauss logaritmicos (nptgl), maiores que
os mostrados na tabela TD2, podem ser encontrados em [Dominguez, 1993] e [Stroud,

1966].
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nptg £ W nptg c x A
2 0.577350269189626 | 1.000000000000000 0.000000000000000 | 0.330239355001260
3 0.000000000000000 | 0.888888388888888 0.324253423403809 | 0.312347077040003
0.774596669241483 | 0555555555555555 9 0.613371432700590 | 0.260610696402935
4 [0.339981043584856 | 0.652145154862546 0.836031107326636 | 0.180648160694857
0.861136311594053 | 0.347854845137454 0.968160239507626 | 0.081274388361574
0.000000000000000 | 0. 568888888888889 0.148874338981631 | 0.295524224714753
5 [0.538469310105683 | 0.478628670499366 0.433395394129247 | 0.269266719309996
0.906179845938664 | 0.236926885056189 10 | 0.679409568299024 0.219086362515982
0.238619186083197 | 0.467913934572691 0.865063366688985 | 0.149451349150581
6 | 0.661209386466265 | 0.360761573048139 0.973906528517172 | 0.066671344308688
0.932469514203152 | 0.171324492379170 0.125233408511469 | 0.249147045813403
0.000000000000000 | 0. 417959183673469 0.367831498998180 | 0.233492536538355
7 | 0.405845151377397 [ 0.381830050505119 | | 12 | 0.587317954286617 | 0.203167426723068
0.741531185599394 | 0.279705391489277 0.769902674194305 [ 0.160078328543346
0.949107912342759 | 0.129484966 168870 0.904117256370475 | 0.106939325995318
0.183434642495650 | 0.362683783378362 0.981560634246719 | 0.047175336386512
8 (0.525532409916329 | 0.313706645877887

0.796666477413627

(0.222381034453374

0.960289856497536

0.101228536290376

Tabela TD1 - Valores de £ € W_ para integragdo gaussiana
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nptgl e A nptgl e A
2 0.11200880 0.71853931 0.013320243 0.16441660
0.60227691 0.28146068 0.079750427 0.23752560
0.063890792 0.51340455 0.19787102 022684198
3 0.36899706 0.39198004 8 0.35415398 0.17575408
0.76688030 0.094615406 0.52945857 0.11292402
0.041448480 0.38346406 0.70181452 0.057872212
4 0.24527491 0.38687532 0.84937932 0.020979074
0.55616545 0.19043513 0.95332645 0.0036864071
0.84898239 .039225487 1.010869338 0.14006846
0.029134472 0.29789346 0.064983682 0.20977224
0.17397721 034977622 0.16222943 021142716
5 0.41170251 .23448829 0.29374996 0.17715622
067731417 0.098930460 9 0.44663195 0.12779920
0.89477136 0018911552 0.60548172 0.078478879
0.0216344005 0.23876366 0.75411017 0.039022490
0.12958339 0.30828657 (0.87726585 0.013867290
6 0.31402045 0.24531742 0.96225056 0.0024080402
0.53865721 0.14200875 0.0090425944 0.12095474
(.75691533 0.055454622 0.053971054 0.18636310
0.92266884 0.010168958 0.13531134 0.19566066
0.016719355 0.19616938 0.24705169 0.17357723
010018568 0.27030264 10 0.38021171 0.13569579
0.24629424 0.23968187 0.52379159 0.093647084
7 0.43346349 0.16577577 0.66577472 0.055787938
0.63235098 0.088943226 0.79419019 0.027159893
0.81111862 0.033194304 0.89816102 0.0095151992
(1.94084816 (.0059327869 0.96884798 0.0016381586

Tabela TD2 - Valores de &, ¢ W, para integragio gaussiana logaritmica
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